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RESUMO

Nesta pesquisa foi estudado o problema de empacotamento de esferas em determinados
contentores, ou seja, o arranjo de esferas nao sobrepostas dentro de um espagco que as
contém. O estudo sobre o tema é muito importante para areas como quimica, fisica,
biologia e matematica, podendo encontrar alguns exemplos no cotidiano da populacao
como por exemplo cabo de fibra 6ptica e para escolher as diregoes do raio-X. O objetivo
deste trabalho é responder a pergunta: como armazenar bolas idénticas num recipiente
de tal modo que caiba o maior niimero de bolas possivel? Sera apresentado dois casos
particulares da resposta a essa pergunta, o empacotamento de esferas no ambito bidimen-
sional e o tridimensional. Quanto aos contentores, estes podem ter varios formatos. Aqui,
foi estudado a regiao de contentores nos formatos quadrado, retangulo, circulo, cibico e
cilindrico. O objetivo no empacotamento de esferas é maximizar a minima distancia entre
as esferas sem ocorrer sobreposicao entre qualquer uma das esferas e nao ultrapassar a
fronteira delimitada pelo contentor. Para encontrar a solugao desses problemas de oti-
mizacao sao necessarios utilizar modelos de programacao nao linear. Neste estudo, foi
apresentado modelagem matematica dos problemas de otimizacao para cada caso de em-
pacotamento. No entanto, a solucdo numérica serd apresentada em trabalhos futuros.
Todos os casos sao apresentados ilustragoes desenvolvidas no GeoGebra para facilitar a
visualizacao e entendimento tanto bidimensional quanto tridimensional dos objetos em
estudo, quanto para compreender de forma mais facil os modelos matematicos.
Palavras-chave: Empacotamento de esferas, programacgao nao linear, modelo ma-

tematico.
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INTRODUCAO

O problema de empacotamento lida com busca de solugoes para encontrar a melhor
forma de alocar objetos em um contentor, ou seja, dado um contentor deseja-se dispor
n outros objetos dentro desse contentor, sem causar a sobreposicao entre si, estando os
objetos totalmente contidos no limitante.

H& muitas situacoes do cotidiano que podem ser formuladas por meio de um pro-
blema de empacotamento. Por exemplo, empresas podem diminuir custos no transporte
de produtos se souberem calcular a quantidade maxima de itens possiveis que podem
ser agrupadas em determinada embalagem, ou a quantidade de pacotes/embalagens que
cabem dentro de um caminhao, ou ainda, caso a empresa possua um numero fixo de itens
e deseja encontrar um meio de conte-los sem a necessidade de desperdicio de custos.

Neste trabalho estudamos o empacotamento de circulos em trés objetos diferentes:
quadrado, circulo e retangulo e também o empacotamento de esferas no cubo e no cilindro.
Foi apresentado nessa pesquisa que o problema de empacotamento pode ser formulado
como um problema de otimizacao nao linear com variaveis continuas.

Para formular os modelos matematicos precisamos encontrar valores para o conjunto
de variaveis, no qual desejamos maximizar ou minimizar uma equacao, chamada de funcao
objetivo, de modo que os valores da variaveis satisfagcam as restrigoes. Quando possuimos
uma fungao objetivo linear e suas restrigoes sao equagoes e inequagoes lineares, temos um
modelo linear. Por outro lado, se nao temos isso o modelo é nao-linear.

Ao longo da pesquisa foi usado o software GeoGebra para a criacao da maioria das

figuras. O GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter em 2001 e contém com-



binacoes entre geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e céalculo.

No capitulo 1 veremos uma breve histéria do tema desde a primeira vez que foi pensado
o assunto, no século XVII, até o século XXI no qual, uma pesquisadora venceu um im-
portante prémio tendo esse tema em foco. Também veremos um pouco de como funciona
o empacotamento no R", sendo comentado brevemente para o R*.

No capitulo 2 veremos modelos de programagcao nao-linear.



CAPITULO 1

EMPACOTAMENTO DE ESFERAS

No século XVII, com a Inglaterra tornando-se um império global, a marinha britanica
tornou-se cada vez mais necessaria para a dominacao dos mares. Considerando a falta
de espago dos navios foi primordial a procura de novos métodos para o transporte de
armamentos, de forma a usar o menor espago e maximizar a quantidade. Tendo em vista
este problema, o matemético Thomas Harriot ! foi procurado para pensar em um modelo
que compactasse os corpos, sendo que as balas de canhoes eram empilhadas de forma

piramidal com base de trés ou quatro lados, como na Figura 1.1.

Figura 1.1: Empilhamento de bolas.

Fonte: https://pixabay.com/images/id-1938932/ Acessado 18 out. 2022.

!Thomas Harriot (1560-1621) foi um matemético, astrénomo e filésofo natural inglés que fez impor-

tantes contribuigoes nos campos da navegagao, Otica e dlgebra.
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Tomando conhecimento sobre a pesquisa de Harriot, o astronomo, matematico e
astrologo Johannes Kepler, em 1611, conjecturou o empacotamento “Cibico de Face Cen-
trada” (CFC). Essa conjectura tornou-se conhecida como Conjectura de Kepler.

Para vizualisar o CFC imagine um cubo, no qual cada vértice possui uma esfera.
Depois, coloque uma esfera centrada em cada face do cubo. Considere que todas as

esferas possuem o mesmo raio. A Figura 1.2 ilustra um empacotamento CFC.

Figura 1.2: CFC.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

De acordo com Kepler, “o empacotamento seria o mais justo possivel e nenhum arranjo
teria mazis esferas no mesmo contentor”. Gauss demonstrou que o empacotamento ctibico
de face centrada possui maior densidade de empacotamento em trés dimensoes. O primeiro
avanco significativo na tentativa de demonstrar a conjectura de Kepler se deu em 1953 por
L. Fejes Téth, de forma que reduziu a conjectura para um nimero finito, mas impossivel
de célculos.

Em 1998 a demonstragao se tornou exequivel pelo norte americano Thomas Hales, con-
tudo uma demonstracao muito grande que impossibilitou a verificacao por muitos outros
matematicos. Somente em 2017, com a ajuda computacional, conseguiu-se comprovar a
demonstracao de Thomas [12].

Em 2017 Maryna Viazovska conseguiu encontrar a solug¢ao para o caso de dimensao

8 sendo publicado no artigo “The sphere packing problem in dimension 8”[8] onde ela
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escreveu no resumo “In this paper we prove that no packing of unit balls in Fuclidean space
R® has density greater than that of the Fg lattice packing.”* [13], onde garantiu o prémio
da Medalha Fields ® em 2022. No mesmo ano, em parceria com outros pesquisadores, foi

publicado o artigo “The sphere packing problem in dimension 24”.

Nas préximas secoes abordaremos o assunto empacotamento de esferas no R? e R3.

1.1 Empacotamentos de esferas no plano

Considerando o ambito n-dimensional percebe-se uma generalizacao da conjectura de
Kepler, objetivando a maxima densidade possivel. Em um espago unidimensional tem-se
uma trivialidade, visto que uma bola nesta dimensao é um segmento de reta tornando a
densidade 1.

O problema de encontrar o empacotamento em diferentes dimensoes ganhou mais
atencao com L. Fejes Téth. Sendo o problema de empacotar circulos em quadrado um
dos mais classicos e populares na literatura. Embora nao seja dificil obter um empaco-
tamento quase 6timo para um pequeno espago n-dimensional, o problema de encontrar
o empacotamento mais denso * é tido como uma dificuldade maior para a resolucio em
geral. Em 1960 foi encontrada a resolugao para esse problema até 9 circulos (k=9), onde
k representa o nimero de objetos a serem empacotados. Na Figura 1.3 vemos os casos de
até cinco circunferéncias, feitos pelos pesquisadores GRAHAM, MEIER e SCHAER [5];
sendo os resultados apresentados por SCHAER (1965) [9], MELISSEN (1994) [7].

Para os casos k > 10, Wengerodt e Kirchner resolveram o problema para k=14, 16,
25 e 36, sendo provadas em [15], [16], [17] e [18]. Sendo que Goldberg (1970) conseguiu

demonstrar arranjos 6timos para k < 27 e para outros valores de k > 27.

Em 1909, Axel Thue trabalhando na conjectura de Kepler no campo bidimensional,

obteve o seguinte resultado: “The hexagonal lattice is the densest of all possible circle

2Traducdo livre: Neste artigo provamos que nenhum empacotamentos de esferas unitarias no espaco

euclidiano R® possui densidade maior do que o empacotamento em Eg.
3Representa o Prémio Nobel de Matematica. Tem como intuito de reconhecer o trabalho matematico

e quanto a promessa de realizagoes futuras, de forma que é concedido apenas a matematico com menos

de 40 anos.
4Empacotamento mais denso, em termos gerais, é a maneira mais eficiente de empilhar objetos em

um espaco limitado, de forma que ocupem o menor espago possivel.
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Figura 1.3: Empacotamento 6timo de circulos em quadrado, com k < 5.

- eac
WD N CO ey

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

packings. ®”[3], Figura 1.4, resultando no seu teorema, no qual a densidade de ocupagao,

sendo esta a proporcao entre o volume dos objetos e o volume do contentor, ¢ dada por:

T~ 0.90609.

V12

Figura 1.4: Empacotamento regular hexagonal.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Definicao 1.1. Rede é um arranjo de pontos tridimensionais, infinito, sendo uma rede de

pontos, onde cada um dos pontos estd rodeado de forma idéntica por seus pontos vizinhos.

Para a construcao da rede de Thue, considere 4 esferas de mesmo tamanho conforme

a Figura 1.5.
Considere d o deslocamento das circunferéncias causado pelo empacotamento e a re-

entrancia, mudanca do angulo «, denotado por F', sendo dada pela diferenca da area do

5Traducdo livre: A rede hexagonal é a mais densa possivel de todas possiveis circunferéncias empaco-

tadas.
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Figura 1.5: Parte do mosaico hexagonal.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

paralelogramo com a area da circunferéncia, em outras palavras temos:
F = 2rv4r?2 — d?2 — nr?

onde 0 < d < r. Seja F' uma funcao linear decrescente em d. Definida por F' = f(d).
Note que a regiao nao ocupada no mosaico hexagonal, (vide Fig. 1.5), possui uma maior

area quando d = 0:
Fax = f(0) = 2rV4r2 — mr? = r?(4 — 1),
e uma area menor em d =r
Foim = f(r) = 2rvVAr? — r2 — r? = T2(2\/§ — 7).

Definicao 1.2. O Fator de Empacotamento Atomico (FEA) é uma medida fundamen-
tal na caracterizacao da estrutura cristalina de um material. Ele indica a porcentagem
do espaco dentro de uma célula unitaria de um cristal que € ocupada pelos dtomos que
compoem a estrutura cristalina. Em outras palavras, o FEA representa a fracdo do volume

total da célula unitdaria que € ocupada pelos dtomos.

Tomando o Fator de Empacotamento Atoémico (FEA), temos dois termos importantes:
Célula unitaria, que é o agrupamento de esferas distribuidos na rede e Numero de Coor-
denacdo que representa o numero de esferas vizinhas mais proximas. Sendo a férmula do

FEA dada pela seguinte equacao:

FEA — VNumeroCoordenagéo o Nesfera * V:esfera (1 1)
VCelulaUnitaria VCelula unitaria
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Ou seja, o FEA é dado pela razao entre os volumes das esferas e o do contentor, no

caso o circulo e a rede, respectivamente. Assim,

T s
FEAu, = & — T~ 0.7854,
42 4

7'('7’2

™
223 23
de forma que resulta no mosaico hexagonal teorizado por Thue, representado na Figura
1.6.

FEAL.x = ~ 0.9069,

Figura 1.6: Mosaico Hexagonal.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

1.2 Empacotamentos de esferas em espacos

n-dimensionais

Cogitando o caso tridimensional pensaremos em um sistema ideal cristalino, onde
temos esferas ou objetos completamente esféricos e de mesmo raio, alocadas em um objeto

cibico, de forma CFC (ctibico de face centrada), como na Figura 1.7.
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Figura 1.7: Distancia interatomica CFC.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software CrystalWalk. ©

Sejam R o raio da esfera e a a aresta do cubo, como na Figura 1.7. Usando o Teorema

de Pitagoras vemos que:

a®+a® = (4R)?
20> = 16R?

a> =8R?
a =2RV2.

Considerando quatro esferas de mesmo raio totalmente empacotadas em uma célula

cubica, temos que:
Nesfera * ‘/esfera

FEA = :
VCelula unitaria
4 16
4(=7R*) —nR?
FEA = —3 3 T_ ~ (), 7405.

2RV2)? ~ 16R*V2 32

Desta forma, encontramos que o CFC tem densidade de ocupacao de aproximadamente

74,05%, logo, tem-se um desperdicio de espaco de aproximadamente 26% do volume total.

6CrystalWalk [1] é um software desenvolvido por Fernando Bardella em sua tese, com intuito de
obter Grau de Doutor em Ciéncias na Area de Tecnologia Nuclear - Materiais. O objetivo do software
é de diminuir a dificuldade de sintese e visualizacao de estruturas cristalinas, incorporar funcionalidades

didaticas e contribuir para a democratiza¢ao do conhecimento.
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Agora, usando o método denominado “Hexagonal Compacto” (HC) (Figura 1.8), que é
um arranjo equivalente ao CFC [14], demonstraremos que ambos possuem o mesmo fator

de empacotamento atomico (FEA).

Figura 1.8: Distancia interatomica HC.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software CrystalWalk.

Para chegar a esse resultado observemos a Figura 1.9.a. A base do prisma hexagonal

regular é composto por seis triangulos equilateros, como na Figura 1.9.b .

Figura 1.9: Prisma hexagonal regular e triangulo equildtero contido na area base.

A

60°

N o

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Considerando o triangulo equilatero dado pela Figura 1.9b e usando a expressao do
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cosseno de um angulo, segue que:

~—
—
S
\
N\
—

cos(30

5ol
Il

Da Figura 1.10, percebe-se a possibilidade do uso do Teorema de Pitagoras para en-

contrar o valor de ¢, altura de um prisma:

Figura 1.10: Piramide triangular contido no prima hexagonal.

N0

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

2
(e

32 +4a®> = 1242

@ -

logo
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Desta forma, temos que o FEA é:

6(27R3 UrR3 247 R3 - 2
rEA - OGTR) ST _ m it ~ 0,74,
3a2ccos(30) g2, V3 a\/g 9a3 - 1633 - 1,732
2 3

Portanto, observa-se que o fator de empacotamento do CFC e do HC sao equivalentes.

A fim de construir um arranjo CFC ou HC, é necessario seguir os seguintes passos

[10]:

1. Em um plano horizontal faz-se uma primeira camada, usando uma esfera como a
parte central, cerque-a com outras seis esferas, compactadas ao maximo, formando

visualmente um hexagono regular em torno das esferas (vide Figura 1.11.A);

2. Na segunda camada usa-se as reentrancias da primeira camada como a posi¢ao para

as trés novas esferas (como na Figura 1.11.B);

3. Para a terceira camada, em vermelho na Figura 1.11B. e C., tem-se duas possibili-

dades: a primeira resultaria em um CFC e a segunda em um HC. Assim:
e No primeiro caso as esferas que correspondem a terceira camada sao colocadas
nos espagos vazios da camada anterior, como na Figura 1.11.C;

e No segundo caso, as esferas sao inseridas perfeitamente de forma alinhada com

a primeira camada como na Figura 1.11.D.

Figura 1.11: Construcao do CFC e HC.

A B c D

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Na Figura 1.12 podem ser visualizadas as construgoes do HC e CFC concluidas.
Quando se trata de empacotamento de esferas em quatro dimensoes, o problema se

torna muito mais complexo e desafiador. O espaco de configuracoes de esferas em 4
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Figura 1.12: Arranjo HC e CFC respectivamente.

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Close_packing.svg Acessado em 18
out. 2022.

dimensoes ¢ muito mais vasto e nao ¢ bem compreendido como o espaco tridimensional.
Além disso, ha um nimero limitado de resultados conhecidos sobre empacotamento de
esferas em 4 dimensoes, o que torna o problema ainda mais fascinante e instigante.

Uma abordagem para estudar o empacotamento de esferas em quatro dimensoes é
através do espaco Dy, que é o espago de todas as configuracoes possiveis de um nimero
finito de esferas rigidas nao sobrepostas em 4 dimensoes.

O espaco D, é construido adicionando pontos ao espaco Euclidiano de 4 dimensoes
correspondentes aos centros das esferas em uma configuragao viavel de empacotamento.

Pensando no caso quadrimensional Dy, encontra-se o empacotamento mais denso co-
nhecido como Checkerboard lattic 7, de forma que o centro das esferas estao todos nos
pontos (u,us, ug, ug) onde u; ¢ um valor inteiro com a caracteristica de a soma dos u’s
resultar em um numero par, considerando (0,0,0,0) vélido. Observe que (1,1,0,0) é vélido,
porém (1,0,0,0) é invalido, ja que a soma das coordenadas resulta em um nimero impar.

Considerando uma esfera centrada em (0,0,0,0) vé-se, de acordo com [4], outras 24
esferas ao seu redor, centradas nos pontos (+1,41,0,0),(0,+1,+1,0), ---, (0,0,£1,£1),
sendo 6 posicoes para o 0’s e 4 posicoes para 1. Dados dois centros distintos das esferas
em Dy, temos que a distancia minima entre os centros é v/2.

Tomando as informagoes supracitadas temos que os centros contidos em D, sao (1,1,0,0),
(1,0,1,0), ..., (0,0,1,1), (0,0,0,2), ..., (0,2,0,0), (2,0,0,0), onde sofrendo uma conversao de

"Traducao livre: Tabuleiro de damas.
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cada centro distinto de Dy, tem-se que sao uma combinacao inteira dos vetores. Para a
construgao da matriz geradora em D, usaremos (2,0,0,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0) e (0,0,1,1).

Seja M a matriz geradora do Dy,

— = = N
o Rk O O
= o O O

0
1
0
0

isto significa que todas as simetrias em D, podem ser obtidas através de combinacoes
lineares das linhas da matriz M. Em outras palavras, qualquer elemento do grupo Dy
pode ser escrito como uma combinagao linear das linhas da matriz M.

O determinante do grupo Dy, que é uma medida da relagao entre o volume da célula
unitaria do empacotamento de esferas em D, e o volume da célula unitaria do empa-
cotamento ctbico centrado no corpo em quatro dimensoes, pode ser calculado como o
quadrado do determinante da matriz geradora M.

Deste modo, sabendo que M é uma matriz quadrada, temos que D, possui o determi-
nante definido como: det Dy = (detM)? = 2% = 4.

Pensando em calcular a densidade do D4 é necessario descobrir o volume da esfera de

raio p, sendo que esse valor ¢ dado por:

onde K, é alguma funcao numérica de n que ainda deve ser determinada.

De acordo com [4], temos dois casos , se n assumir valor par, tem-se

|3

K, = , (1.3)

e, para o caso impar

Q"WnTil <n ; 1)!
K, = ) (1.4)

Uma particularidade da equacao 1.2 é que quando n= 2 temos a equacao da area da

circunferéncia unitaria e quando n= 3 obtemos o volume da esfera unitaria.
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Para conseguir chegar nos valores de 1.3 e 1.4, consideremos uma esfera de raio p,
centrada na origem. O volume dessa esfera pode ser dividido em n camadas de espessura

infinitesimal, onde cada camada é uma esfera de n — 1 dimensoes, deste modo:
p n—1
V= K,p" = 2/ Kn 1(p* — 2°) 2 dx,
0
tomando = = pcos(0), dv = —psen(0)dl. Entao,
%
K, = 2Kn_1/ sen"(0) = 2K,
0

isto é,

T
K, =
(5 +1)
Portanto,
2"
Vo= —77—=.
INCIEY

Quando n for par, assumiremos que n = 2m, deste modo,

7T2mp2m
T T(m A+ 1)
sabe-se que I'(m + 1) = m/!, assim,
m ,2m
_ T
Vo = - (1.5)
Para o caso impar, n = 2m + 1, ou seja,
ﬂ.mm! 2 2m+1
Vs = T 20) (1.6)

(2m +1)!

Desta forma, sabendo que n = 2m, se n é par e n = 2m-+1, se n é impar, substituiremos

novamente em 1.5 e 1.6 de modo que m = 5 e m = "T_l Assim, obtemos:

'

w3

m2p

=T

se n é par,

N3
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n—1
T—=on(n—1 n
w2 )lp .
[/n = , S€ 11 € 1Impar.

n!

Seja a proporcao do espaco que é ocupado pela esfera dada por:

volume de uma esfera

A= . 1.7
detM (17)
Das equacoes 1.2 e 1.7 percebemos que a densidade de empacotamento serda dado por
V.p"
A =" 1.8
detM’ (18)

onde p é o raio da metade menor da distancia entre os pontos da rede. Para o caso de
2 ~ 2
Dy, temos Vy = 7%, p = \% e detM = 2 entao, Vyp* = T, e consequentemente

Vip*
= = — = 169.
S = 1g = 0,6169

Esta é a maior densidade conhecida em quarta dimensao. Foi demonstrada em 1872

A

por Korkine e Zolotareff [6] que essa é a maior densidade para o empacotamento na
4-dimensao.

Apesar de nao ser um tema atual, poucos sao os que sabem qual a importancia de uma
pesquisa sobre o empacotamento denso de bolas n-dimensionais. Entre algumas razoes

para o estudo, segundo Conway e Sloane [4], podemos citar:

1. E um problema interessante de geometria pura. De modo que os melhores empa-
cotamentos possuem conexoes, as vezes completamente surpreendentes, com outras

areas da matemadtica;
2. Possui aplicacao direta no empacotamento de arranjos na teoria dos niimeros;

3. Tem-se uma importante aplicacao tedrica e pratica em empacotamento de bolas em

problemas correlatos na area de comunicagao digital;

4. Em duas ou tres dimensoes temos diversas aplicacoes. Por exemplo, empacotamento
de bolas bidimensionais dentro de uma circunferéncia pode ser uma representagao
de fibra otica. E no caso tridimensional encontra-se aplicacao na biologia, quimica e
fisica, além de encontrar em projetos de antenas, tomografias de raio-X e na anélise

estatistica em esferas;

5. Em casos n-dimensionais pode-se utilizar nos calculos numéricos das integrais, po-

dendo considerar na superficie da esfera ou no seu interior.



CAPITULO 2

MODELOS DE OTIMIZACAO
PARA EMPACOTAMENTOS DE
ESFERAS

O problema de empacotar objetos dentro de um outro objeto com dimensao fixa
pode ser resolvido por meio de um algoritmo de otimizacao nao linear. As solugoes de
problemas dessa natureza nao sao triviais e por isso ja foram e ainda sao criados diversos

modelos/algoritmos voltados a busca dessas solugoes.

Visto que alguns modelos de resolucao nao contemplam as restrigoes, o resultado é
um tanto ficticio, sendo notado diversas dificuldades na otimizagao. Por outro lado, os
métodos de otimizacao que trabalham com as restricoes conseguem encontrar solugoes

mais préximas do ideal possivel.

Neste capitulo temos como objetivo mazimizar a distancia minima entre as esferas
idéenticas tanto no ambito bidimensional quanto no tridimensional, sem possuir sobre-
posicao entre os itens e nao ultrapassando a dimensao do contentor. Para isso, é necessario
o uso das seguintes restrigoes: a primeira é sobre a sobreposicao dos objetos e a segunda
estd vinculada a caracteristica do objeto. Levando isso em consideracao, temos que a

formulagao do problema do empacotamento é dado a seguir:

17



SECAO 2.1 ¢ CASO BIDIMENSIONAL 18

Maximizar distancia minima
Sujeito a - nao sobreposicao das esferas;

- impedir a sobreposicao do objeto com o contentor.
Para obtermos a funcao objetivo do modelo, usaremos nas proximas secoes, a distancia

Euclidiana entre dois pontos, isto é, considerando os pontos a = (ay, -+ ,a,) e b =

(b1, -+ ,by), entdo a distancia entre a e b é dada por:

d(a,b) = /{ar — b2 + -+ (an — Bo)2.

Uma ilustracao da distancia Euclidiana entre os centros de duas bolas pode ser vista

na Figura 2.1.

Figura 2.1: Distancia Euclidiana.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

2.1 Caso bidimensional

Nesta se¢ao, nos baseando nos modelos criados por BIRGIN(2006) [2], iremos estudar
as restricoes de sobreposicao e os modelos bidimensionais dos contentores que usaremos:

quadrado, circulo e retangulo.

2.1.1 Restricoes de nao sobreposicao

Pensando no ambito bidimensional temos que considerar, na criacao do modelo do método
nao-linear, a nao sobreposicao das circunferéncias de raios idénticos. Desta forma, consi-
dere ¢; = (x;,y;) e Tk, o centro das circunferéncias e o raio das circunferéncias, respecti-

vamente, para cada i=1, ---, n.



CAP. 2 ¢ MODELOS DE OTIMIZACAO PARA EMPACOTAMENTOS DE
ESFERAS

19

Sabendo para que duas circunferéncias nao se sobreponham, tem-se que a distancia
Euclidiana entre os centros das circunferéncias deve ser maior ou igual que a soma dos

raios dessas circunferéncias. Logo,

\/(ﬂii—l’j)Z-l-(yi—yj)Z > T+ Vi,j=1,---,n i#}]. (2-1)

Figura 2.2: Circunferéncia na posicao ideal, nao se interceptando e sofrendo sobreposicao,

respectivamente

o 0 @

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Caso i = j, temos por consequéncia que d(¢;, ¢;) = 0. Na Figura 2.2 vemos como ficard
as circunferéncias ao cumprirem as restri¢coes e, no ultimo caso, quando nao obedece a
restrigao (hé sobreposicao de circunferéncias).

Na equacao de nao sobreposicao, dada em 2.1, nao se considera a forma do objeto que

0s contém.

2.1.2 Restricoes do contentor

Para as restrigoes do objeto que limitara os itens no seu interior é necessario considerar a

sua forma geométrica, sendo necessario observar cada um deles separadamente.

Objeto quadrado

Considerando que o contentor é quadrado, tome L como sendo a medida do lado.

Para que nao ocorra sobreposi¢ao entre as circunferéncias contidas no quadrado com
o préprio, suponha a existéncia de quatro retas que interceptam o quadrado nas posi¢oes
r=r,x=L—r;,y=rey=L—r; como na Figura 2.3, de forma que essas retas

delimitam a posicao maxima que os centros das circunferéncias podem assumir. Logo,
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temos que as restrigoes para este caso sao dadas por:

Maximizar min d(¢;, ¢;)
Sujeitoa <z <L-r; Vi=1,--- n;
ri<y<L-—r;, Vi=1--- n.

Figura 2.3: Restrigoes no quadrado.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Portanto o problema de empacotamento de uma circunferéncia em um quadrado é

dado em 2.2 :
Maximizar min d(c;, ;)
Sujeito a \/(z; — ;> + (yi —y;)2 > ri+r; Vi,j=1,---,n i#j (22)
ri <z, <L-—-r;, Vi=1--n
ri <y <L—-r;, Vi=1---n;

Objeto circular

Considere C' como o centro do objeto circular que contera as circunferéncias menores e R

o seu raio. De forma que R suporte n circunferéncias contidas em seu interior.
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Considerando que nao ocorre sobreposicao entre os itens contidos com o que o contém,
¢ necessdrio ser satisfeita a condigdo de que o raio do objeto (R) deve ser superior a
distancia Euclidiana do centro (C') do item aos centros das circunferéncias (¢x) com o raio

(r;), ou seja, d(C,¢;) +r; < R como é visto na Figura 2.4.

Figura 2.4: Restri¢oes na circunferéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Deste modo, para se satisfazer isso temos que o modelo é dado por:

Maximizar min d(c;, ¢;)
Sujeito a  d(C,¢;))+r, <R Vi=1,--- n;
R Z rmax'

Assim o empacotamento no objeto circular se obtém com as restrigoes 2.3

Maximizar min d(c;, c;)
Sujeito a /(x; —2;)> + (yi —y;)? =>ri+r; Vi j=1,---,n i#j (23)
d(C,c;))+r; <R Vi=1,--- n
R > Tmaq;

R > 0.
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Objeto retangular

Considere a base como L e a altura H. Para o caso retangular vemos que é parecido
com o quadrado, do mesmo modo que o outro, tomaremos quatro retas que intersectam
o retangulo com o objetivo de nao causar sobreposicao entre a bola bidimensional com o
objeto, sendo x =r;, t =L —1;, y =71; e y = H — r;, como na Figura 2.5. Desse modo,

obtemos as seguintes restrigoes:

Maximizar min d(c;, ¢;)
Sujeitoa r <z, <L-r;, VYi=1,---,n;
ri <y <H-7r; Vi=1--- n

Portanto o problema de empacotamento de uma circunferéncia em um retangulo é
dado por 2.4:

Maximizar min d(¢;, c;)

Sujeito a /(x; — ;)2 + (yi —y;)2 > ri+r; Vij=1,---,n i#j (24)
ri<z; <L-—-r;, Yi=1--- n;

TzS’yZSH—TZ VZ:L,’H

Figura 2.5: Restri¢oes no retangulo.

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.
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2.2 Caso tridimensional

Baseando nos modelos citados por BINGIN(2006) [2], estudaremos nesta segao o critério
de nao sobreposicao e os modelos tridimensionais dos objetos, sendo utilizados: cubo e

cilindro.

2.2.1 Restricoes de nao sobreposicao

De modo anélogo ao caso R?, precisamos considerar a nao sobreposicao entre si das esferas
de raios idénticos. Deste modo tome e; = (z;,y;, 2;) como o centro das esferas e r; o raio
delas, para cada i =1, --- ,n.

Considerando o encontro de duas esferas sem causar sobreposicao, nota-se que a
distancia FEuclidiana entre os centros das mesmas é superior ou igual a soma dos raios.

Logo

\/(fﬂz‘—ﬁj)2+(y¢—yj)2+(zi—zj)2 2ritry Vi, j=1---.n

Vale lembrar que se ¢ = j temos que d(e;, e;) = 0.

2.2.2 Restricoes do contentor
Objeto cubico

Considere o cubo de lado L como delimitante do espaco.

Pensando nas restrigoes, é necessario considerar que o limitante nao possa sofrer so-
breposicao dos itens contidos em si, deste modo tomaremos seis retas que interceptam o
cubo, nas posicoes x =r;, x =L —r;,y=r;,y=L—1r;, 2 =1r; ¢ 2z =L —r;, como na
Figura 2.6, tornando essas retas os limitantes maximos que o centros das esferas possam

assumir. Sendo assim as restrigoes para este caso sao:

Maximizar min d(c;, ¢;)
Sujeitoa r, <z, <L-—r; Vi=1,... n;
ri <y <L-—r, VYi=1,...,n;

ri<z<L-r, Yi=1,...,n.
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Figura 2.6: Restri¢cdes no cubo.

z=L-r

Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.

Deste modo, temos que o empacotamento de esferas em um objeto ctibico é dado pelo

modelo apresentado em 2.5.

Maximizar min d(¢;, ¢;)

Sujeito a /(i — ;)2 + (i —y)? + (zi — )2 >+ Vij=1,--

rn<c<L-r, Vi=1...n
ri<c <L-r, Vi=1,...,n;

r,<c<L-r, Vi=1...,n

Objeto cilindrico

Nesta secao pensaremos de modo parecido com a secao anterior sobre objeto circular.

Levando isso em consideracao, tome C' como o centro da base do cilindro e R o seu raio. De

modo andlogo temos que o raio (R) do cilindro é maior que a distancia Euclidiana do centro

(C') com as circunferéncias de centro (¢;) somado ao raio (r;), isto é, d(C,¢;) +1; < R.

E necessario ainda considerar duas retas que interceptem o recipiente impedindo a

sobreposicao entre ele e o que estd contido dentro dele. Ou seja, logo, v =r; e x = H — 1y,

onde H ¢ a altura do cilindro, como mostrado na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Restri¢oes no cilindro.
H
y=m i
Fonte: Elaborado pelo autor com o software GeoGebra.
Levando essas hipdteses em consideragao, o modelo sera dado por:
Maximizar min d(¢;, ¢;)
Sujeito a  \/(z; — ;) + (i —y;)? + (zi—2)? >ri+r; Vi,j=1,---,n;
dC,c;))+r; <R, Yi=1,---n;
Vi=1,---,n;

ri <y < H—ry,
RZTma:B;

r > 0.

O intuito era fazer a implementagao dos modelos dados usando o software/algoritmo

ALGENCAN, sendo este um coédigo em Fortran para programacao nao linear, no qual uti-
liza 0 método Lagrangiano Aumentado, onde incorpora uma técnica denominada Newton

Truncado e o conceito de gradiente projetado. Sendo parte do Projeto Tango [11] cujo
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foi desenvolvido no Departamento de Mateméatica Aplicada da Universidade Estadual de
Campinas e no Departamento de Ciéncia da Computagao da Universidade de Sao Paulo
pelos professores José Mario Martinez e Ernesto Julian Goldberg Birgin.

O empacotamento de esferas é um problema classico e desafiador que tem sido objeto
de estudo de muitos matematicos ao longo dos anos. Embora o problema de empacota-
mento de esferas tenha sido resolvido para dimensoes baixas, como R? e R3, a pesquisa
em empacotamento de esferas nesses ambitos ainda esta em andamento e é incompleta.

No caso bidimensional, o problema do empacotamento de circulos em um plano foi
resolvido completamente. A solugao étima é o arranjo hexagonal compacto, que tem uma
densidade maxima de empacotamento de aproximadamente 0,9069. No entanto, ainda ha
muitas questoes abertas relacionadas ao empacotamento de circulos em superficies curvas
ou em espagos tridimensionais, que requerem mais pesquisa para serem resolvidas.

No caso tridimensional, o problema do empacotamento de esferas ¢ significativamente
mais dificil do que o empacotamento de circulos em um plano, mas ainda é considerado
um problema solucionavel. A solugao étima é conhecida como empacotamento ciibico, que
tem uma densidade maxima de empacotamento de aproximadamente 0,7405. No entanto,
o problema do empacotamento de esferas em espacos de dimensoes superiores continua
sendo um desafio significativo.

Em conclusao, embora tenham sido feitos avancos significativos na resolucao do pro-
blema de empacotamento de esferas em dimensoes baixas, ainda ha muito a ser explorado
em termos de empacotamento de esferas em espacos de dimensoes mais altas. A pesquisa
nessa area continua sendo ativa e importante para muitas aplicagoes em matemaética, fisica

e engenharia.



CONSIDERACOES

Neste trabalho, alguns dos principais objetivos foram estudar e sintetizar informagoes
sobre o empacotamento de esferas em diferentes contentores, além de, expor esses conhe-
cimentos da maneira mais organizada e didatica que fosse possivel oferecer uma leitura
agradavel, dinamica e compreensivel até mesmo para leigos.

Posteriormente, irfamos implementar os modelos dos problemas de otimizacao com
intuito de maximizar a distancia minima entre as esferas usando o algoritmo ALGEN-
CAN, mas isso requeria conhecimentos do algoritmo e da linguagem de programacao, a
qual dedicamos o méximo de tempo possivel pra aprender, porém, a limitacao de tempo
impossibilitou essa implementacao.

O presente trabalho contribuiu para a formacao académica do discente por possibili-
tar o estudo de empacotamento de esferas, contetido esse nao ofertado na graduagao, e
conhecer modelos de otimizacao nao linear.

Durante a escrita e estudo do trabalho, procuramos trazer as notagoes de uma maneira
mais natural para os leitores e que estejam de acordo com as referéncias utilizadas.

Esperamos que este trabalho seja usado por alunos de graduagao como uma referéncia
para estudos voltados para a empacotamentos de esferas, de forma que ao pesquisar sobre
o assunto, possa fazer a complementacao deste e realizar os cdlculos dos modelos dados

no algoritmo ALGENCAN.
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