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RESUMO

Nesta pesquisa foi estudado o problema de empacotamento de esferas em determinados

contentores, ou seja, o arranjo de esferas não sobrepostas dentro de um espaço que as

contém. O estudo sobre o tema é muito importante para áreas como qúımica, f́ısica,

biologia e matemática, podendo encontrar alguns exemplos no cotidiano da população

como por exemplo cabo de fibra óptica e para escolher as direções do raio-X. O objetivo

deste trabalho é responder a pergunta: como armazenar bolas idênticas num recipiente

de tal modo que caiba o maior número de bolas posśıvel? Será apresentado dois casos

particulares da resposta a essa pergunta, o empacotamento de esferas no âmbito bidimen-

sional e o tridimensional. Quanto aos contentores, estes podem ter vários formatos. Aqui,

foi estudado a região de contentores nos formatos quadrado, retângulo, ćırculo, cúbico e

ciĺındrico. O objetivo no empacotamento de esferas é maximizar a mı́nima distância entre

as esferas sem ocorrer sobreposição entre qualquer uma das esferas e não ultrapassar a

fronteira delimitada pelo contentor. Para encontrar a solução desses problemas de oti-

mização são necessários utilizar modelos de programação não linear. Neste estudo, foi

apresentado modelagem matemática dos problemas de otimização para cada caso de em-

pacotamento. No entanto, a solução numérica será apresentada em trabalhos futuros.

Todos os casos são apresentados ilustrações desenvolvidas no GeoGebra para facilitar a

visualização e entendimento tanto bidimensional quanto tridimensional dos objetos em

estudo, quanto para compreender de forma mais fácil os modelos matemáticos.

Palavras-chave: Empacotamento de esferas, programação não linear, modelo ma-

temático.
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1.10 Pirâmide triangular contido no prima hexagonal. . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.11 Construção do CFC e HC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.12 Arranjo HC e CFC respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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INTRODUÇÃO

O problema de empacotamento lida com busca de soluções para encontrar a melhor

forma de alocar objetos em um contentor, ou seja, dado um contentor deseja-se dispor

n outros objetos dentro desse contentor, sem causar a sobreposição entre si, estando os

objetos totalmente contidos no limitante.

Há muitas situações do cotidiano que podem ser formuladas por meio de um pro-

blema de empacotamento. Por exemplo, empresas podem diminuir custos no transporte

de produtos se souberem calcular a quantidade máxima de itens posśıveis que podem

ser agrupadas em determinada embalagem, ou a quantidade de pacotes/embalagens que

cabem dentro de um caminhão, ou ainda, caso a empresa possua um número fixo de itens

e deseja encontrar um meio de contê-los sem a necessidade de desperd́ıcio de custos.

Neste trabalho estudamos o empacotamento de ćırculos em três objetos diferentes:

quadrado, ćırculo e retângulo e também o empacotamento de esferas no cubo e no cilindro.

Foi apresentado nessa pesquisa que o problema de empacotamento pode ser formulado

como um problema de otimização não linear com variáveis cont́ınuas.

Para formular os modelos matemáticos precisamos encontrar valores para o conjunto

de variáveis, no qual desejamos maximizar ou minimizar uma equação, chamada de função

objetivo, de modo que os valores da variáveis satisfaçam as restrições. Quando possúımos

uma função objetivo linear e suas restrições são equações e inequações lineares, temos um

modelo linear. Por outro lado, se não temos isso o modelo é não-linear.

Ao longo da pesquisa foi usado o software GeoGebra para a criação da maioria das

figuras. O GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter em 2001 e contém com-

1
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binações entre geometria, álgebra, tabelas, gráficos, estat́ıstica e cálculo.

No caṕıtulo 1 veremos uma breve história do tema desde a primeira vez que foi pensado

o assunto, no século XVII, até o século XXI no qual, uma pesquisadora venceu um im-

portante prêmio tendo esse tema em foco. Também veremos um pouco de como funciona

o empacotamento no Rn, sendo comentado brevemente para o R4.

No caṕıtulo 2 veremos modelos de programação não-linear.
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escreveu no resumo “In this paper we prove that no packing of unit balls in Euclidean space

R
8 has density greater than that of the E8 lattice packing.”2 [13], onde garantiu o prêmio

da Medalha Fields 3 em 2022. No mesmo ano, em parceria com outros pesquisadores, foi

publicado o artigo “The sphere packing problem in dimension 24”.

Nas próximas seções abordaremos o assunto empacotamento de esferas no R
2 e R

3.

1.1 Empacotamentos de esferas no plano

Considerando o âmbito n-dimensional percebe-se uma generalização da conjectura de

Kepler, objetivando a máxima densidade posśıvel. Em um espaço unidimensional tem-se

uma trivialidade, visto que uma bola nesta dimensão é um segmento de reta tornando a

densidade 1.

O problema de encontrar o empacotamento em diferentes dimensões ganhou mais

atenção com L. Fejes Tóth. Sendo o problema de empacotar circulos em quadrado um

dos mais clássicos e populares na literatura. Embora não seja dif́ıcil obter um empaco-

tamento quase ótimo para um pequeno espaço n-dimensional, o problema de encontrar

o empacotamento mais denso 4 é tido como uma dificuldade maior para a resolução em

geral. Em 1960 foi encontrada a resolução para esse problema até 9 ćırculos (k=9), onde

k representa o número de objetos a serem empacotados. Na Figura 1.3 vemos os casos de

até cinco circunferências, feitos pelos pesquisadores GRAHAM, MEIER e SCHAER [5];

sendo os resultados apresentados por SCHAER (1965) [9], MELISSEN (1994) [7].

Para os casos k ≥ 10, Wengerodt e Kirchner resolveram o problema para k=14, 16,

25 e 36, sendo provadas em [15], [16], [17] e [18]. Sendo que Goldberg (1970) conseguiu

demonstrar arranjos ótimos para k ≤ 27 e para outros valores de k > 27.

Em 1909, Axel Thue trabalhando na conjectura de Kepler no campo bidimensional,

obteve o seguinte resultado: “The hexagonal lattice is the densest of all possible circle

2Tradução livre: Neste artigo provamos que nenhum empacotamentos de esferas unitárias no espaço

euclidiano R
8 possui densidade maior do que o empacotamento em E8.

3Representa o Prêmio Nobel de Matemática. Tem como intuito de reconhecer o trabalho matemático

e quanto a promessa de realizações futuras, de forma que é concedido apenas a matemático com menos

de 40 anos.
4Empacotamento mais denso, em termos gerais, é a maneira mais eficiente de empilhar objetos em

um espaço limitado, de forma que ocupem o menor espaço posśıvel.
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cada centro distinto de D4, tem-se que são uma combinação inteira dos vetores. Para a

construção da matriz geradora em D4 usaremos (2,0,0,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0) e (0,0,1,1).

Seja M a matriz geradora do D4,

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

isto significa que todas as simetrias em D4 podem ser obtidas através de combinações

lineares das linhas da matriz M . Em outras palavras, qualquer elemento do grupo D4

pode ser escrito como uma combinação linear das linhas da matriz M .

O determinante do grupo D4, que é uma medida da relação entre o volume da célula

unitária do empacotamento de esferas em D4 e o volume da célula unitária do empa-

cotamento cúbico centrado no corpo em quatro dimensões, pode ser calculado como o

quadrado do determinante da matriz geradora M .

Deste modo, sabendo que M é uma matriz quadrada, temos que D4 possui o determi-

nante definido como: det D4 = (detM)2 = 22 = 4.

Pensando em calcular a densidade do D4 é necessário descobrir o volume da esfera de

raio ρ, sendo que esse valor é dado por:

Vn = Knρ
n, (1.2)

onde Kn é alguma função numérica de n que ainda deve ser determinada.

De acordo com [4], temos dois casos , se n assumir valor par, tem-se

Kn =
π

n

2
(n

2

)

!
, (1.3)

e, para o caso ı́mpar

Kn =

2nπ
n−1

2

(

n− 1

2

)

!

n!
. (1.4)

Uma particularidade da equação 1.2 é que quando n= 2 temos a equação da área da

circunferência unitária e quando n= 3 obtemos o volume da esfera unitária.
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Para conseguir chegar nos valores de 1.3 e 1.4, consideremos uma esfera de raio ρ,

centrada na origem. O volume dessa esfera pode ser dividido em n camadas de espessura

infinitesimal, onde cada camada é uma esfera de n− 1 dimensões, deste modo:

Vn = Knρ
n = 2

∫ ρ

0

Kn−1(ρ
2 − x2)

n−1

2 dx,

tomando x = ρcos(θ), dx = −ρsen(θ)dθ. Então,

Kn = 2Kn−1

∫ π

2

0

senn(θ) = 2Kn−1

Γ(n+1

2
)Γ(1

2
)

2Γ(n
2
+ 1)

,

isto é,

Kn = Kn−1

Γ
(

n+1

2

)

Γ
(

n+2

2

)π
1

2 ,

como V2 = πρ2, temos K2 = π. Deste modo achamos,

Kn =
π

n

2

Γ(n
2
+ 1)

.

Portanto,

Vn =
π

n

2 ρn

Γ(n
2
+ 1)

.

Quando n for par, assumiremos que n = 2m, deste modo,

Vn =
π2mρ2m

Γ(m+ 1)
,

sabe-se que Γ(m+ 1) = m!, assim,

V2m =
πmρ2m

m!
. (1.5)

Para o caso ı́mpar, n = 2m+ 1, ou seja,

V2m+1 =
πmm!(2ρ)2m+1

(2m+ 1)!
. (1.6)

Desta forma, sabendo que n = 2m, se n é par e n = 2m+1, se n é ı́mpar, substituiremos

novamente em 1.5 e 1.6 de modo que m = n

2
e m = n−1

2
. Assim, obtemos:

Vn =
π

n

2 ρn

(n
2
)!

, se n é par,
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Vn =
π

n−1

2 2n(n−1

2
)!ρn

n!
, se n é ı́mpar.

Seja a proporção do espaço que é ocupado pela esfera dada por:

∆ =
volume de uma esfera

detM
. (1.7)

Das equações 1.2 e 1.7 percebemos que a densidade de empacotamento será dado por

∆ =
Vnρ

n

detM
, (1.8)

onde ρ é o raio da metade menor da distância entre os pontos da rede. Para o caso de

D4, temos V4 =
π2

2
, ρ = 1

√

2
e detM = 2 então, V4ρ

4 = π2

8
, e consequentemente

∆ =
V4ρ

4

2
=

π2

16
≈ 0, 6169.

Esta é a maior densidade conhecida em quarta dimensão. Foi demonstrada em 1872

por Korkine e Zolotareff [6] que essa é a maior densidade para o empacotamento na

4-dimensão.

Apesar de não ser um tema atual, poucos são os que sabem qual a importância de uma

pesquisa sobre o empacotamento denso de bolas n-dimensionais. Entre algumas razões

para o estudo, segundo Conway e Sloane [4], podemos citar:

1. É um problema interessante de geometria pura. De modo que os melhores empa-

cotamentos possuem conexões, as vezes completamente surpreendentes, com outras

áreas da matemática;

2. Possui aplicação direta no empacotamento de arranjos na teoria dos números;

3. Tem-se uma importante aplicação teórica e prática em empacotamento de bolas em

problemas correlatos na área de comunicação digital;

4. Em duas ou três dimensões temos diversas aplicações. Por exemplo, empacotamento

de bolas bidimensionais dentro de uma circunferência pode ser uma representação

de fibra ótica. E no caso tridimensional encontra-se aplicação na biologia, qúımica e

f́ısica, além de encontrar em projetos de antenas, tomografias de raio-X e na análise

estat́ıstica em esferas;

5. Em casos n-dimensionais pode-se utilizar nos cálculos numéricos das integrais, po-

dendo considerar na superf́ıcie da esfera ou no seu interior.



CAPÍTULO 2

MODELOS DE OTIMIZAÇÃO

PARA EMPACOTAMENTOS DE

ESFERAS

O problema de empacotar objetos dentro de um outro objeto com dimensão fixa

pode ser resolvido por meio de um algoritmo de otimização não linear. As soluções de

problemas dessa natureza não são triviais e por isso já foram e ainda são criados diversos

modelos/algoritmos voltados à busca dessas soluções.

Visto que alguns modelos de resolução não contemplam as restrições, o resultado é

um tanto fict́ıcio, sendo notado diversas dificuldades na otimização. Por outro lado, os

métodos de otimização que trabalham com as restrições conseguem encontrar soluções

mais próximas do ideal posśıvel.

Neste caṕıtulo temos como objetivo maximizar a distância mı́nima entre as esferas

idênticas tanto no âmbito bidimensional quanto no tridimensional, sem possuir sobre-

posição entre os itens e não ultrapassando a dimensão do contentor. Para isso, é necessário

o uso das seguintes restrições: a primeira é sobre a sobreposição dos objetos e a segunda

está vinculada à caracteŕıstica do objeto. Levando isso em consideração, temos que a

formulação do problema do empacotamento é dado a seguir:

17
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2.2 Caso tridimensional

Baseando nos modelos citados por BINGIN(2006) [2], estudaremos nesta seção o critério

de não sobreposição e os modelos tridimensionais dos objetos, sendo utilizados: cubo e

cilindro.

2.2.1 Restrições de não sobreposição

De modo análogo ao caso R2, precisamos considerar a não sobreposição entre si das esferas

de raios idênticos. Deste modo tome ei = (xi, yi, zi) como o centro das esferas e ri o raio

delas, para cada i = 1, · · · , n.

Considerando o encontro de duas esferas sem causar sobreposição, nota-se que a

distância Euclidiana entre os centros das mesmas é superior ou igual a soma dos raios.

Logo

√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 ≥ ri + rj ∀i, j = 1, · · · , n

Vale lembrar que se i = j temos que d(ei, ej) = 0.

2.2.2 Restrições do contentor

Objeto cúbico

Considere o cubo de lado L como delimitante do espaço.

Pensando nas restrições, é necessário considerar que o limitante não possa sofrer so-

breposição dos itens contidos em si, deste modo tomaremos seis retas que interceptam o

cubo, nas posições x = ri, x = L − ri, y = ri, y = L − ri, z = ri e z = L − ri, como na

Figura 2.6, tornando essas retas os limitantes máximos que o centros das esferas possam

assumir. Sendo assim as restrições para este caso são:

Maximizar min d(ci, cj)

Sujeito a ri ≤ xi ≤ L− ri ∀i = 1, . . . , n;

ri ≤ yi ≤ L− ri ∀i = 1, . . . , n;

ri ≤ zi ≤ L− ri ∀i = 1, . . . , n.
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foi desenvolvido no Departamento de Matemática Aplicada da Universidade Estadual de

Campinas e no Departamento de Ciência da Computação da Universidade de São Paulo

pelos professores José Mario Mart́ınez e Ernesto Julian Goldberg Birgin.

O empacotamento de esferas é um problema clássico e desafiador que tem sido objeto

de estudo de muitos matemáticos ao longo dos anos. Embora o problema de empacota-

mento de esferas tenha sido resolvido para dimensões baixas, como R
2 e R

3, a pesquisa

em empacotamento de esferas nesses âmbitos ainda está em andamento e é incompleta.

No caso bidimensional, o problema do empacotamento de ćırculos em um plano foi

resolvido completamente. A solução ótima é o arranjo hexagonal compacto, que tem uma

densidade máxima de empacotamento de aproximadamente 0,9069. No entanto, ainda há

muitas questões abertas relacionadas ao empacotamento de ćırculos em superf́ıcies curvas

ou em espaços tridimensionais, que requerem mais pesquisa para serem resolvidas.

No caso tridimensional, o problema do empacotamento de esferas é significativamente

mais dif́ıcil do que o empacotamento de ćırculos em um plano, mas ainda é considerado

um problema solucionável. A solução ótima é conhecida como empacotamento cúbico, que

tem uma densidade máxima de empacotamento de aproximadamente 0,7405. No entanto,

o problema do empacotamento de esferas em espaços de dimensões superiores continua

sendo um desafio significativo.

Em conclusão, embora tenham sido feitos avanços significativos na resolução do pro-

blema de empacotamento de esferas em dimensões baixas, ainda há muito a ser explorado

em termos de empacotamento de esferas em espaços de dimensões mais altas. A pesquisa

nessa área continua sendo ativa e importante para muitas aplicações em matemática, f́ısica

e engenharia.



CONSIDERAÇÕES

Neste trabalho, alguns dos principais objetivos foram estudar e sintetizar informações

sobre o empacotamento de esferas em diferentes contentores, além de, expor esses conhe-

cimentos da maneira mais organizada e didática que fosse posśıvel oferecer uma leitura

agradável, dinâmica e compreenśıvel até mesmo para leigos.

Posteriormente, iŕıamos implementar os modelos dos problemas de otimização com

intuito de maximizar a distância mı́nima entre as esferas usando o algoritmo ALGEN-

CAN, mas isso requeria conhecimentos do algoritmo e da linguagem de programação, a

qual dedicamos o máximo de tempo posśıvel pra aprender, porém, a limitação de tempo

impossibilitou essa implementação.

O presente trabalho contribuiu para a formação acadêmica do discente por possibili-

tar o estudo de empacotamento de esferas, conteúdo esse não ofertado na graduação, e

conhecer modelos de otimização não linear.

Durante a escrita e estudo do trabalho, procuramos trazer as notações de uma maneira

mais natural para os leitores e que estejam de acordo com as referências utilizadas.

Esperamos que este trabalho seja usado por alunos de graduação como uma referência

para estudos voltados para a empacotamentos de esferas, de forma que ao pesquisar sobre

o assunto, possa fazer a complementação deste e realizar os cálculos dos modelos dados

no algoritmo ALGENCAN.
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conjectura de Kepler. 2019. Dispońıvel em:https://seara.ufc.br/pt/

secoes-especiais-de-ciencia-e-tecnologia/secoes-especiais-matematica/

problemas-famosos-da-matematica/. Acesso em: 23 de novembro de 2022.
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