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BERMÚDEZ MONTOYA, L. D. SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via conjuntos de Siegel
2023. 50 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho, apresentaremos uma reconstrução da demonstração de que o grupo SL(n,Z)
forma um reticulado em SL(n,R). Com o objetivo de oferecer uma visão geométrica da defini-
ção de reticulado e de domínio fundamental, realizaremos uma introdução aos reticulados em
Rn. Além disso, exploraremos conceitos essenciais relacionados aos grupos de Lie [1]. Faremos
também uma breve abordagem sobre a medida de Haar (veja [4] e [5]). Baseando-nos nas
obras de referência [8] e [10], bem como na tese de Teixeira [9] e outras fontes, definiremos
os conjuntos de Siegel como um domínio fundamental adequado para a ação de SL(n,Z) em
SL(n,R). Mostraremos que SL(n,Z) é um subgrupo discreto de SL(n,R) e que os conjuntos de
Siegel, definidos adequadamente, formam um domínio fundamental um pouco maior e mais sim-
ples para essa ação, com volume finito. Portanto, SL(n,Z) constitui um reticulado em SL(n,R).

Palavras-chave: Conjuntos de Siegel, grupos aritméticos, reticulados em grupos de Lie.
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BERMÚDEZ MONTOYA, L. D. SL(n,Z) as a lattice in SL(n,R) via Siegel sets. 2023. 50 p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

We will present a reconstruction of the proof that the group SL(n,Z) forms a lattice in
SL(n,R). With the aim of offering a geometric view of the definition of lattice and fundamental
domain, we will provide an introduction to lattices in Rn. Additionally, we will explore essential
concepts related to Lie groups [1]. We will also briefly discuss the Haar measure (see [4] and
[5]). Drawing from reference works such as [8] and [10], as well as Teixeira’s thesis [9] and other
sources, we will define Siegel sets as a suitable fundamental domain for the action of SL(n,Z)
on SL(n,R). We will demonstrate that SL(n,Z) is a discrete subgroup of SL(n,R), and that
the appropriately defined Siegel sets form a slightly larger and simpler fundamental domain for
this action, with finite volume. Therefore, SL(n,Z) constitutes a lattice in SL(n,R).

Keywords: Siegel sets, arithmetic groups, lattices in Lie groups.
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Introdução

Os conjuntos de Siegel, também conhecidos como domínios de Siegel, são objetos matemá-
ticos que surgiram no contexto da teoria das formas quadráticas e da teoria dos números. Esses
conjuntos receberam o nome em homenagem ao matemático alemão Carl Ludwig Siegel, que
fez importantes contribuições no estudo da teoria dos números e das formas quadráticas. Em
1939, Siegel realizou pesquisas fundamentais no campo da teoria dos números e da geometria
diofantina. Neste contexto, Siegel estudou as propriedades geométricas e aritméticas das solu-
ções dessas equações diofantinas quadráticas. Para isso, ele introduziu o conceito de domínio de
Siegel, que é um conjunto no espaço de matrizes simétricas reais que satisfaz certas propriedades
especiais. Segundo [9], Siegel usa esses conjuntos como regiões auxiliares para mostrar que um
determinado domínio é um domínio fundamental da ação do grupo de matrizes unimodulares
sobre o conjunto de matrizes simétricas definidas positivas, que é identificado com o conjunto
de formas quadráticas definidas positivas.

A professora Teixeira em seu trabalho [9], estuda a medida de Haar desse conjunto de Si-
egel específico, apresentando uma equação que descreve o volume desse conjunto. Em 1962,
Borel e Harish-Chandra generalizaram a definição de conjuntos de Siegel de SL(n,R) para qual-
quer Q-grupo algébrico semissimples [15]. Esse famoso teorema, estabelece que todo subgrupo
aritmético de um grupo algébrico semissimples é um reticulado. Um grupo aritmético é um
tipo especial de grupo matricial que é construído tomando pontos inteiros em certos grupos
de matrizes. Um exemplo importante de grupo aritmético é SL(n,Z), A construção de grupos
aritméticos a partir de pontos inteiros envolve selecionar matrizes com coeficientes inteiros e
impor restrições adicionais.
Existem diferentes aplicações dos conjuntos de Siegel em diferentes áreas da matemática devido
à sua estrutura simples com relação á estrutura mais complexa dos domínios fundamentais.

Este trabalho aborda alguns subgrupos aritméticos presentes em grupos de Lie semissim-
ples. Em particular, serão discutidos o grupo SL(n,Z) e alguns subgrupos discretos de Rn.
Esse estudo combina conceitos de álgebra, relacionados a grupos de matrizes, com a teoria dos
números, que explora propriedades dos números inteiros. No entanto, vale ressaltar que esses
subgrupos também possuem aplicações relevantes na área da geometria. Especificamente, eles
desempenham um papel fundamental na geometria diferencial clássica.

Em 1977, Margulis estabeleceu o teorema de aritmeticidade [12]. Esse teorema afirma que
dado o grupo SL(n,R), para n ≥ 3, se um subgrupo Γ é um reticulado em SL(n,R) então Γ
é um grupo aritmético de G. A investigação dos reticulados em grupos de Lie é uma tarefa
fascinante e uma das principais motivações deste trabalho, pois a compreensão das técnicas
utilizadas aqui para provar que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R) poderia ser generalizada
para demonstrar que outros subgrupos discretos de SL(n,R) são reticulados.

O estudo dos grupos aritméticos tem sido de grande interesse em várias áreas diferentes da
matemática, por exemplo:

1. Teoria dos números: o grupo unimodular é usado para definir as equações funcionais
satisfeitas por formas modulares, que desempenham um papel central na teoria analítica
dos números. Utilizando grupos aritméticos mais gerais em vez de SL(2,Z), pode-se
estender a noção de formas modulares para o contexto mais geral de formas automórficas.
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Os grupos aritméticos estão intimamente relacionados com o estudo dos números inteiros
e suas propriedades aritméticas. Eles são usados para investigar problemas fundamentais
na teoria dos números, como a distribuição dos números primos, a conjectura de Riemann
e as equações diofantinas.

2. Geometria hiperbólica: a n-esfera Sn é uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional positiva constante e é uma variedade compacta. Além disso, existem variedades
compactas n-dimensionais com curvatura seccional negativa constante. Essas variedades,
sejam compactas ou não, são chamadas de hiperbólicas. O plano hiperbólico é uma va-
riedade Riemanniana com curvatura seccional constante negativa. Em dimensões baixas
(até 5), existem construções geométricas de variedades compactas hiperbólicas. No en-
tanto, para n > 5, é necessário estudar grupos aritméticos para construir tais variedades
n-dimensionais M , os grupos aritméticos surgirão como os grupos fundamentais π1(M).

3. Geometria Aritmética: a geometria aritmética é um campo que une a geometria algébrica
e a teoria dos números. Os grupos aritméticos possuem um papel relevante nessa área
ao estudar variedades algébricas definidas sobre corpos numéricos e investigar os seus
pontos racionais, que apresentam características distintas daqueles presentes em outras
variedades algébricas.

4. Teoria de representação: os grupos aritméticos fornecem exemplos interessantes para o
estudo da teoria de representação. A teoria de representação de grupos aritméticos tem
aplicações na física teórica, especialmente na teoria das cordas e na teoria quântica de
campos.

5. Teoria de Lie: os grupos aritméticos são uma classe importante de grupos de Lie, que
são objetos fundamentais na teoria de Lie. A estrutura algébrica e geométrica dos grupos
aritméticos é estudada no contexto mais amplo da teoria de Lie.

6. Teoria dos grafos: os grafos expansores são construídos a partir de grupos aritméticos e
seus quocientes finitos. A teoria dos grafos utiliza esses grafos expansores para investigar
propriedades de conectividade e expansão em redes e sistemas complexos.

Essas são apenas algumas das áreas em que os grupos aritméticos são úteis e têm aplicações
significativas. Seu estudo e compreensão têm implicações profundas em diversos campos da
matemática e suas aplicações em ciência da computação, física e muito mais. A construção e
o estudo dos grupos aritméticos se desenvolveram ao longo do tempo, com importantes contri-
buições de matemáticos renomados, como Emil Artin, André Weil, Jean-Pierre Serre e Gopal
Prasad, entre outros.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R),
utilizando conjuntos de Siegel. Para alcançar esse objetivo, o trabalho foi organizado da se-
guinte maneira:

No Capítulo 1, é explorado o conceito de reticulado em Rn, que generaliza a estrutura dis-
creta de Z dentro de R. Nesta abordagem, tem-se feito a reconstrução da demonstração de
um resultado clássico na teoria de reticulados, que estabelece que um subgrupo de Rn é um
reticulado se e somente se for discreto. Também é demostrado que o grupo Rn/Zn é o toro de
dimensão n e são estudadas algumas propriedades topológicas do grupo SL(n,R)/ SL(n,Z) em
relação ao critério de Malher (Teorema 1.17).

No Capítulo 2, são definidos alguns conceitos básicos sobre grupos de Lie, relacionando-os
com variedades diferenciáveis além de estudar algumas ações de grupos nessas variedades. Além
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disso, apresentaremos a definição da medida de Haar em grupos topológicos e é apresentado o
Teorema 2.25, que estabelece a existência e unicidade da medida de Haar em grupos topológicos
localmente compactos.

No Capítulo 3, é generalizado o conceito de reticulado em grupos de Lie. Definimos o
conceito de cocompacidade e é demonstrado que um subgrupo discreto e cocompacto de um
grupo de Lie é um reticulado. Apresentaremos o plano hiperbólico H2 como um exemplo de
espaço homogêneo e estudaremos o clássico domínio fundamental para a ação SL(2,Z) no plano
hiperbólico. Logo, apresentamos os conjuntos de Siegel para SL(2,Z), que resultam ser uma
região auxiliar para a ação de SL(2,Z) em SL(2,R).

No Capítulo 4, são generalizados os conjuntos de Siegel apresentados no Capítulo 3 para
SL(2,Z), porém agora para SL(n,Z), e é demonstrado que esse conjunto possui medida finita
em relação à medida de Haar. Concluímos o capítulo mencionando dos principais resultados na
teoria dos grupos aritméticos: primeiro, o teorema da aritmeticidade, provado por Margulis [12].
Este teorema estabelece que, com certas características, um grupo de Lie G possui um reticulado
aritmético. O segundo resultado apresentado é o teorema de Borel e Harish-Chandra [15], que
generaliza o Teorema 4.13, estabelece que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R), permitindo
a construção de reticulados em grupos de Lie reais semissimples. O objetivo desta seção é
incentivar a continuidade da pesquisa nesta área.

Laura Daniela Bermúdez Montoya
Uberlândia-MG, 26 de Julho de 2023.
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Capítulo 1

Reticulados em Rn

Neste capítulo, exploraremos o conceito de reticulado em Rn que generalizam a estrutura
discreta de Z dentro de R. Em seguida, apresentaremos um resultado clássico, que estabelece
que um subgrupo de Rn é um reticulado se e somente se é discreto. Em seguida, demonstra-
remos que o grupo Rn/Zn é o toro de dimensão n, e posteriormente exploraremos algumas de
suas propriedades topológicas. Em seguida, abordaremos o critério de Mahler, que estabelece
uma relação entre o covolume e a sístole dos reticulados. Além disso, estabeleceremos uma
correspondência entre o grupo SL(n,R)/ SL(n,Z) e um subconjunto de todos os reticulados de
Rn. Com base no critério de Mahler, demonstraremos que SL(n,R)/ SL(n,Z) não é compacto,
o que será um resultado útil posteriormente.

1.1 Subgrupos discretos de Rn

Começamos examinando as propriedades fundamentais dos reticulados, onde os reticulados
são subconjuntos de Rn que, de certa forma, generalizam a maneira como Z está contido em R.

Definição 1.1. Seja {e1, . . . , em} um conjunto de vetores linearmente independentes em Rn

(com m ≤ n). O subgrupo aditivo gerado por {e1, . . . , em} em (Rn,+) é chamado de reticulado
de dimensão m, gerado por {e1, . . . , em}. Isto é

L =
{∑

aixi|ai ∈ Z e xi ∈ {e1, ..., em}
}
.

Exemplo 1.2. A Figura 1.1 ilustra o reticulado L de dimensão 2 em R2, gerada pelos vetores
(0, 1) e (1, 0), onde

L =
{∑

aixi|ai ∈ Z e xi ∈ {(0, 1), (1, 0)}
}
.

Um reticulado de dimensão m é um grupo abeliano livre (isto é, um grupo abeliano com
uma base). Em capítulos posteriores vamos generalizar este conceito de reticulado para outros
grupos.

Definição 1.3. Seja Rn dotado da métrica euclidiana usual. Um conjunto A é considerado
discreto em Rn se, para cada ponto x ∈ A, existe um raio r > 0 tal que a interseção da bola
fechada Br[x] com A contém apenas uma quantidade finita de pontos.

Exemplo 1.4. Novamente considere o reticulado L em R2 como no Exemplo 1.2, note que o
conjunto L ∩ B4[0] tem uma quantidade finita de pontos (ver Figura 1.2). Da mesma forma,
para cada ponto x ∈ L, existe um raio r > 0 tal que a interseção da bola fechada Br[x] com L
contém apenas uma quantidade finita de pontos. Consequentemente L é discreto.
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e1

e2

Figura 1.1: O reticulado em R2 gerado por e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1).

e1

e2

Figura 1.2: O conjunto L ∩ B4[0].

Exemplo 1.5. Zn é discreto em Rn, os reticuladoS gerados por {(0, π), (π, 0)}, {(−1, 2), (2, 2)},
{(−2,−7), (4,−3)} são discretos em R2.

A seguir, vamos apresentar um resultado que estabelece que todo subgrupo discreto de Rn

é um reticulado [6]. A importância desse resultado é que qualquer subgrupo discreto de pontos
em Rn pode ser gerado por uma base de vetores linearmente independentes.

Teorema 1.6. Um subgrupo aditivo de Rn é um reticulado se e somente se for discreto.

Demonstração. Suponha que L seja um reticulado, considerando o subespaço gerado por L
podemos supor que L tem dimensão n. Seja L gerado por {e1, . . . , en}. Isto é,

L =
{∑

aixi|ai ∈ Z e xi ∈ {e1, ..., en}
}
.

Observe que esses vetores constituem uma base para o espaço Rn. Portanto, cada v ∈ Rn pode
ser expresso como

v = λ1e1 + . . .+ λnen (λi ∈ R) .

Defina ϕ : Rn → Rn por
ϕ (λ1e1 + . . .+ λnen) = (λ1, . . . , λn) .

Então o conjunto ϕ (Br[0]) é limitado em Rn, já que existe M ∈ R tal que

‖ϕ(v)‖ ≤ M para todo v ∈ Br[0].

Tome v =
∑

aiei (ai ∈ Z), para v ∈ Br[0] então

‖ϕ(v)‖ = ‖(a1, . . . , an)‖ ≤ M,
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e como
|ai| ≤ ‖(a1, . . . , an)‖ ≤ M, (1.1)

obtemos que número de soluções inteiras de (1.1) é finito e portanto L∩Br[0] é finito, e portanto
L é discreto. Reciprocamente, seja G um subgrupo discreto de Rn. Provamos por indução sobre
n que G é um reticulado. Seja {g1, . . . , gm} um subconjunto linearmente independente máximo
de G e seja V = span {g1, . . . , gm−1}. Tome G̃ = G ∩ V . Note que G̃ é um subgrupo discreto
de V por construção, logo, por indução, G̃ é um reticulado de V de dimensão m− 1. Portanto
existem elementos linearmente independentes gerando G̃. Sem perda de generalidade suponha
que {g1, . . . , gm−1} gera G̃. Seja

A =

{
x ∈ G|x =

m∑
i=1

aigi, 0 ≤ ai < 1 (i = 1, . . . ,m− 1) e 0 ≤ am ≤ 1

}
.

Então A é limitado, portanto finito pois G é discreto, e podemos escolher x′ ∈ A com o menor
coeficiente diferente de zero am. Tome

x′ = b1g1 + . . .+ bmgm.

Certamente {g1, . . . , gm−1, x
′} é linearmente independente. Agora, começando com qualquer

vetor g ∈ G, podemos selecionar coeficientes inteiros ci para que

g′ = g − cmx
′ − c1g1 − . . .− cm−1gm−1 ∈ A,

e o coeficiente de gm em g′ é menor que bm, mas não negativo. Pela escolha de x′ este coeficiente
deve ser zero, então g′ ∈ G̃, portanto {x′, g1, . . . , gm−1} gera G e G é um reticulado.

Definição 1.7. Seja L um reticulado de Rn gerado por {e1, . . . , en}. O domínio fundamental
T consiste em todos os elementos

∑
aiei (ai ∈ R) onde 0 ≤ ai < 1.

Observação 1.8. O domínio fundamental depende da escolha dos geradores.

e1

e2

T

T + l

Figura 1.3: Conceito de domínio fundamental, para o reticulado da Figura 1.1.

Mais adiante, iremos generalizar esses conceitos, mas por enquanto, é bastante interessante
e intuitivo entender esses conceitos, pois Rn é um espaço conhecido. A Figura 1.3 ilustra um
domínio fundamental T para o reticulado em R2 gerado por (0, 1) e (1, 0) e uma translação
T + l para l ∈ L. Linhas pontilhadas indicam a omissão das fronteiras.
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1.2 O toro quociente
Nesta seção, relacionamos os reticulados em Rn com o toro quociente Tn = Rn/Zn. Esse

conjunto possui estrutura de grupo com a multiplicação. Sua topologia é herdada de Rn, o
que o torna um espaço bastante interessante, uma vez que Tn, com essa topologia induzida, é
compacto e conexo.

O grupo circular S é composto por todos os números complexos z tais que |z| = 1. Em
termos geométricos, S representa a circunferência unitária no plano complexo, com o elemento
neutro sendo o número complexo 1+ 0i e a operação binária sendo a multiplicação de números
complexos. Em resumo, o grupo circular S é definido como

S = {z ∈ C||z| = 1}.

Lema 1.9. O grupo quociente R/Z é isomorfo ao grupo circular S.

Demonstração. Defina a aplicação ϕ : R → S por

ϕ(x) = e2πix,

então
ϕ(x+ y) = e2π(x+y) = e2πxe2πy = ϕ(x)ϕ(y),

portanto, ϕ é um homomorfismo. Sabemos a função exponencial complexa é sobrejetiva e além
disso,

ker(ϕ) =
{
x ∈ R|e2πix = (1, 0)

}
= Z,

logo, pelo primeiro teorema de isomorfismo segue o resultado.

Tn representa o espaço topológico formado pelo produto cartesiano de n cópias do grupo
circular S. Em outras palavras, Tn consiste em todas as n-tuplas ordenadas de elementos
de S. Levando em consideração esse fato e o Lema 1.9, estabeleceremos o isomorfismo para
demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.10. Se L é um reticulado n-dimensional em Rn então Rn/L é isomorfo ao toro
n-dimensional Tn.

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} o conjunto gerador de L. Então {e1, . . . , en} é uma base para
Rn. Defina ϕ : Rn → Tn por

ϕ (a1e1 + . . .+ anen) =
(
e2πia1 , . . . , e2πian

)
. (1.2)

Provaremos que ϕ é um homomorfismo sobrejetivo. A operação no toro n-dimensional Tn com
a topologia produto de S é a operação de multiplicação componente por componente:

(z1, z2, . . . , zn) · (w1, w2, . . . , wn) = (z1w1, z2w2, . . . , znwn) .

Sejam v, w ∈ Rn, e considere

ϕ(v + w) = ϕ((a1 + b1)e1 + . . .+ (an + bn)en),

= (e2πi(a1+b1), . . . , e2πi(an+bn)),

= (e2πia1 · e2πib1 , . . . , e2πian · e2πibn),
= (e2πia1 , . . . , e2πian) · (e2πib1 , . . . , e2πibn),
= ϕ(v) · ϕ(w).

Portanto, ϕ é um homomorfismo. Agora, vamos mostrar que ϕ é sobrejetiva. Como a função
exponencial complexa é sobrejetiva, ϕ é sobrejetiva e o kernel de ϕ é L, seguindo a mesma lógica
do lema anterior. Portanto Rn/L ∼= Tn.
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Corolário 1.11. A transformação ϕ definida acima, quando restrita ao domínio fundamental
T , produz uma bijeção ϕ̃ : T → Tn.

Para qualquer subconjunto X de Tn, definimos o volume v(X) como

v(X) = v
(
ϕ̃−1(X)

)
que existe se, e somente se, ϕ̃−1(X) tem um volume em Rn. Essa bijeção irá estabelecer uma
relação entre a noção de medida e volume nos domínios fundamentais em Rn e o volume de
subconjuntos de Tn. Posteriormente, essa noção de volume será generalizada.

1.3 O espaço dos reticulados em Rn

Nesta seção, apresentaremos um resultado importante para a teoria dos reticulados, o crité-
rio de Mahler, que é uma ferramenta fundamental para entender os reticulados e suas proprie-
dades geométricas. Ele estabelece uma relação entre o covolume e a sístole, com aplicações em
geometria diferencial, teoria de códigos e teoria dos números. Além disso, estudaremos algumas
propriedades topológicas dos grupos Rn/Zn e SL(n,R)/ SL(n,Z) em relação a esse critério.

Em álgebra linear, o volume n-dimensional do paralelepípedo em Rn formado pelos vetores
é igual à raiz quadrada do determinante da matriz de Gram, ver em [17, página 141].

Definição 1.12. O determinante de Gram G(x1, ..., xn) de n vetores, é o determinante da
matriz formada pelos n2 produtos internos formados com esses vetores

G (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 . . . 〈x1, xn〉
〈x2, x1〉 〈x2, x2〉 . . . 〈x2, xn〉

... ... ...
〈xn, x1〉 〈xn, x2〉 . . . 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Definição 1.13. Para L ⊂ Rn reticulado, definimos o covolume de L denotado covol(L), como
a medida de Lebesgue λ(T ) do domínio fundamental T . Ou seja, o covolume de L é definido
como o volume euclidiano do paralelepípedo T , isto é

covol(L) =
√
G (e1, . . . , en),

onde {e1, . . . , en} é o conjunto gerador de L.

Definição 1.14. Para um reticulado L ⊂ Rn, definimos sua sístole como o número real (posi-
tivo)

syst(L) = min
x∈L\{0}

‖x‖.

Exemplo 1.15. Seja L o reticulado gerado por {(−2,−7), (4,−3)}. O covolume é dado pela
raiz do determinante ∣∣∣∣〈(−2,−7), (−2,−7)〉 〈(−2,−7), (4,−3)〉

〈(4,−3), (−2,−7)〉 〈(4,−3), (4,−3)〉

∣∣∣∣ = 1156,

portanto covol(L) =
√
1156 = 34, e

syst(L) = min
x∈L\{0}

‖x‖ = 5.
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Figura 1.4: Reticulado gerado por {(−2,−7), (4,−3)} e seu domínio fundamental T .

Observação 1.16. Um subconjunto é considerado relativamente compacto se estiver contido
em um subespaço compacto de X, ou equivalentemente, se o seu fecho for compacto.

Demonstração. Ver em [14, página 16].

Teorema 1.17 (Critério de Compacidade de Mahler). Para um n fixo, vamos denotar por X o
conjunto de reticulados em Rn. Seja A um subconjunto de X, A é dito relativamente compacto
se e somente se covol(·) e syst(·)−1 são fincões limitadas em A.

Observação 1.18. Lembremos que uma ação de um grupo em um espaço topológico é uma
atribuição que descreve como os elementos do grupo transformam os pontos do espaço, respei-
tando a estrutura topológica. Neste contexto, dizemos que a ação é transitiva se, para qualquer
par de pontos x e y no espaço topológico, existe pelo menos um elemento do grupo que pode
levar x a y. Mais adiante, vamos definir o que é uma ação transitiva de grupos de Lie em
variedades diferenciáveis, mas com a definição anterior é suficiente para entender o exemplo
seguinte.

Exemplo 1.19. Sendo X o conjunto de reticulados em Rn. O grupo GL(n,R) age transiti-
vamente sobre X à esquerda, Pois qualquer reticulado L pode ser escrito como L = gL0 para
algum g ∈ GL(n,R) e L0 = Zn. O estabilizador de L0 é o subgrupo

GL0 = {g ∈ GL(n,R)|gL0 = L0} = GL(n,Z).

Isso forma uma identificação
X = GL(n,R)/GL(n,Z).

Usando esta identificação, podemos dotar X de topologia, ou seja, a topologia quociente, onde
a topologia em GL(n,R) é a usual, induzida como um subconjunto do espaço vetorial real
Mat(n× n,R), o espaço de todas as matrizes de tamanho n× n com entradas reais. Queremos
estudar agora o quociente SL(n,R)/ SL(n,Z), onde SL(n,R) é o grupo das matrizes de tamanho
n×n, com determinante um e entradas reais. Temos que SL(n,R) é um subgrupo de GL(n,R)
e que a ação de SL(n,R) em X não é transitiva. Para provar que a ação de SL(n,R) em X não
é transitiva, precisamos mostrar que não é possível transformar qualquer reticulado em Rn em
outro através de uma matriz em SL(n,R). No caso em que temos dois reticulados L1 e L2 em
Rn, podemos procurar por uma matriz g ∈ GL(n,R) que transforme L1 em L2. Suponha que
tenhamos dois conjuntos linearmente independentes que gerem os reticulados, ou seja, para L1

temos o conjunto {v1, v2, ..., vn} e, para L2, temos o conjunto {u1, u2, ..., un}. Nesse contexto,
a matriz de mudança de base nos permite expressar as coordenadas de um vetor em termos de
outra base. Essa matriz pertence ao grupo geral linear GL(n,R), a qual não necessariamente
possui determinante igual a 1.
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Isso mostra que a ação de SL(n,R) em X não é transitiva, pois existem pares de reticulados
que não podem ser transformados um no outro através de uma matriz em SL(n,R). Mas
podemos afirmar que

SL(n,R)/ SL(n,Z) ⊂ X,

o que significa que podemos identificar SL(n,R)/ SL(n,Z) como um subespaço de reticulados
em Rn. No entanto, ao utilizar o critério de Mahler para compacidade (Teorema 1.17), que esta-
belece que um subconjunto A de reticulados em Rn é dito relativamente compacto se e somente
se covol(·) e syst(·)−1 são limitados em X. No entanto, ao considerar A = SL(n,R)/ SL(n,Z),
podemos observar que as distâncias ao ponto zero podem ser tomadas arbitrariamente peque-
nas, já que X é o conjunto de reticulados em Rn. Isso implica que o conjunto syst(·)−1 não é
limitado em SL(n,R)/ SL(n,Z). Portanto, concluímos que SL(n,R)/ SL(n,Z) ⊂ X não é um
conjunto compacto.

É importante destacar o interessante critério de compacidade de Mahler que foi provado
por Kurt Mahler em 1946 é um resultado fundamental sobre reticulados no espaço euclidiano.
O teorema da compacidade de Mahler foi generalizado para outros tipos de grupos por David
Mumford. Não vamos abordar mais sobre esse critério, nem vamos estudar sua generalização,
apenas vamos utilizar posteriormente o resultado do Exemplo 1.19. Como já foi mencionado,
este capítulo é utilizado de forma introdutória para conceitos mais gerais na teoria dos reticu-
lados.
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Capítulo 2

Grupos de Lie e ações de grupo em
variedades

Neste capítulo, faremos uma abordagem bastante rápida aos conceitos básicos sobre grupos
de Lie, uma vez que precisamos de alguns conceitos topológicos de grupos de Lie matriciais
especiais, como por exemplo os grupos de Lie GL(n,R), SL(n,R) e Rn, além de relacionar esses
grupos com variedades diferenciáveis para posteriormente definir algumas ações de grupos sobre
elas.

2.1 Noções básicas sobre os grupos de Lie
Nesta seção, vamos abordar os Grupos de Lie, cuja importância reside em sua ampla apli-

cação em diversas áreas da matemática e da física teórica. Esses grupos desempenham um
papel fundamental no estudo de simetrias, transformações contínuas e estruturas diferenciá-
veis. Dado que este trabalho se concentrará no estudo de alguns grupos de Lie, como SL(n,R)
e Rn, é necessário ter algumas noções básicas e propriedades desses grupos.
Definição 2.1 (Grupo linear). O grupo linear sobre os números reais, denotado como GL(n,R),
é o grupo de todas as matrizes invertíveis n× n com entradas reais.

Denotamos por Mn(C) como o conjunto de todas as matrizes n×n com entradas complexas.
Definição 2.2. Seja Am uma sequência de matrizes em Mn(C). Dizemos que Am converge
para uma matriz A se, cada entrada de Am converge quando m → ∞, para cada entrada
correspondente de A, ou seja, se Amkl

converge para Akl, para todo 1 ≤ k, l ≤ n.
Um grupo topológico é um grupo G munido de uma topologia Hausdorff para a qual a

operação e a inversão do grupo são contínuas. Mais precisamente, temos a seguinte definição:
Definição 2.3. Um grupo topológico é um grupo G no qual é definida uma topologia que torna
as operações do grupo contínuas. A maneira mais concisa de expressar esse requisito é postular
a continuidade pela aplicação ϕ : G×G → G definida por

ϕ(x, y) = xy−1,

e para cada a ∈ G, as aplicações x 7→ ax e x 7→ xa são homeomorfismos de G sobre G; assim
como x 7→ x−1.
Definição 2.4. Um grupo de Lie G é um grupo topológico que também é uma variedade
diferenciável, com a propriedade de que as funções de multiplicação e inversão

(x, y) ∈ G×G 7→ xy ∈ G

x ∈ G 7→ x−1 ∈ G
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são diferenciáveis.
Definição 2.5 (Grupo de Lie de matrizes). Seja G um subgrupo de GL(n,C), G é de Lie
se satisfaz a seguinte propriedade: Se Am é uma sequência qualquer de matrizes em G e Am

converge para alguma matriz A, então A ∈ G. Isto é, G é subgrupo fechado de GL(n,C).
Teorema 2.6. Todo grupo de Lie matricial é uma subvariedade suave de Mn(C) e é, portanto,
um grupo de Lie.
Demonstração. Ver em [1, página 22].
Exemplo 2.7. A seguir apresentaremos alguns exemplos de Grupos de Lie de matrizes.

1. Os grupos lineares GL(n,R) e GL(n,C). Claramente, GL(n,C) são Grupos de Lie de
matrizes. Os grupos lineares especiais SL(n,R) e SL(n,C) que é o grupo de n×n matrizes
inversíveis (com entradas reais ou complexas) tendo determinante um.

2. O grupo das matrizes ortogonais O(n) e SO(n), também conhecido como grupo especial
ortogonal, é um subgrupo do grupo GL(n,R) que consiste de matrizes ortogonais de
determinante 1.

Definição 2.8. Um grupo de Lie de matrizes G é dito compacto se as duas condições a seguir
forem satisfeitas:

1. Se Am é qualquer sequência de matrizes em G e Am converge para uma matriz A, então
A está em G.

2. Existe uma constante C tal que para todo A ∈ G, |Aij| ≤ C para todo 1 ≤ i, j ≤ n

Exemplo 2.9.
1. Os grupos O(n) e SO(n) são compactos. Primeiro, vamos considerar o caso de O(n).

Como cada matriz An é ortogonal, temos que AT
nAn = I. Tomando o limite quando

n → ∞, temos que ATA = I com A ∈ GL(n,R), o que mostra que A é uma matriz
ortogonal e, portanto, pertence a O(n). Agora, vamos considerar o caso de SO(n). Como
cada matriz An é ortogonal com determinante igual a 1, temos que det(An) = 1. Tomando
o limite quando n → ∞, temos que det(A) = 1, o que mostra que A é uma matriz
ortogonal com determinante igual a 1 e, portanto, pertence a SO(n).
A segunda propriedade é satisfeita porque, se uma matriz A é ortogonal, então as colunas
de A têm norma igual a um. Isso implica que os elementos da matriz, denotados por
Akl, satisfazem a desigualdade |Akl| ≤ 1, para todos os índices k e l que variam de 1 a
n. Portanto, todas as entradas das matrizes em O(n) e SO(n) estão limitadas pelo valor
absoluto de 1.

2. Os grupos GL(n,R) e GL(n,C) não satisfazem a condição 1, uma vez que é possível
que um limite de matrizes invertíveis seja não invertível ou podemos mostrar que seu
complemento é fechado. O complemento de GL(n,R) é o conjunto de todas as matrizes
que têm determinante igual a 0. Tome a função det : Mn(R) → R é uma função contínua
e a imagem inversa de {0} são as matrizes não invertíveis, ou seja, o complemento do
conjunto GL(n,R). Da mesma forma, os grupos SL(n,R) e SL(n,C) não satisfazem a
condição 2, exceto no caso trivial n = 1. Para ilustrar, suponha que n 6= 1 e considere a
matriz

Am =


m

1
m

1
. . .

1
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que tem determinante igual a um. Portanto, Am ∈ SL(n,R), mas o valor absoluto de m
não é limitado. Como resultado, os grupos O(n,C), SO(n,C), O(n), SO(n), R, Rn, C,
Cn não satisfazem a condição 2 e, portanto, não são grupos compactos.

Definição 2.10. Um grupo de Lie de matrizes G é dito conexo se dadas quaisquer duas
matrizes A e B em G, existe um caminho contínuo A(t) em G tal que a ≤ t ≤ b, com A(a) = A
e A(b) = B.

Exemplo 2.11.

1. O grupo GL(n,C) e o grupo SL(n,C) são grupos conexos para todo n ≥ 1. A demons-
tração desse fato pode ser encontrada em [1, página 12].

2. O grupo GL(n,R) não é um grupo conexo. Isso ocorre porque, se detA > 0 e detB < 0,
qualquer caminho contínuo que conecte A a B teria que incluir uma matriz com determi-
nante igual a zero. No entanto, uma matriz com determinante igual a zero não pertence
a GL(n,R).
Apesar disso, o grupo GL(n,R) possui duas componentes conexas distintas. Essas compo-
nentes são denotadas de GL(n,R)+ e GL(n,R)−. A componente GL(n,R)+ é o conjunto
de todas as matrizes reais n× n com determinante positivo e a componente GL(n,R)− é
o conjunto de todas as matrizes reais n× n com determinante negativo.

Observação 2.12. Um grupo topológico G cuja topologia é compacta é chamado de grupo
compacto.

Definição 2.13 (Grupo localmente compacto). Um grupo localmente compacto G é um grupo
topológico que é Hausdorff e localmente compacto, isto é, todo g ∈ G possui uma vizinhança
compacta.

Exemplo 2.14. Rn e GL(n,R) são localmente compactos, pela mesma definição de variedade
diferenciável [7]. Em particular SL(n,R) é localmente compacto. Qualquer grupo discreto é
localmente compacto.

2.2 Ações de grupos de Lie em variedades
As ações de grupos de Lie em variedades são uma ferramenta importante para estudar

as propriedades geométricas das variedades e as simetrias presentes nelas. Uma ação de um
grupo de Lie em uma variedade é uma associação de cada elemento do grupo de Lie a uma
transformação da variedade que preserva a estrutura diferenciável. Esta seção contém apenas
definições importantes para o desenvolvimento dos próximos capítulos.

Definição 2.15. Diremos que um grupo de Lie G age à esquerda sobre uma variedade diferen-
ciável M se existe uma aplicação diferenciável

θ : G×M −→ M

satisfazendo as condições:

1. Para o elemento neutro e ∈ G e qualquer x ∈ M

θ(e, x) = x.

2. Para quaisquer a, b ∈ G e x ∈ M

θ(a, θ(b, x)) = θ(ab, x).
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Exemplo 2.16. Os seguintes são exemplos importantes de ações de qualquer subgrupo H de
um grupo de Lie G sobre G:

1. Translação à esquerda por elementos de H :

L :H ×G → G

(g, x) 7−→ gx;

2. Translação à direita por elementos H :

R :H ×G → G

(g, x) 7−→ xg−1;

3. Conjugação por elementos de H :

α :H ×G → G

(g, x) 7−→ gxg−1;

4. Para F : G1 → G2 uma aplicação de grupos de Lie,

θ :G1 ×G2 −→ G2

(x, y) 7−→ θ(x, y) = F (x)y;

5. A ação natural de Gl(n,R) em Rn,

θ : Gl(n,R)× Rn −→ Rn

θ(A, x) = Ax.

Observação 2.17. Chamaremos de G-variedade uma variedade diferenciável na qual o grupo
de Lie G age.

Definição 2.18. Uma órbita de x ∈ M sob a ação de G é definida como o conjunto

Gx := {θ(g, x) | g ∈ G} ⊂ M.

Definição 2.19. O grupo Isom(X) é o grupo de isometrias de um espaço métrico X. Ou seja,
é o grupo de todas as transformações que preservam as distâncias entre os pontos de X.

Definição 2.20. A ação é dita transitiva se, para todo x ∈ M , temos Gx = M . Ou seja, para
todo x, y ∈ M , existe uma isometria ϕ ∈ G, tal que ϕ(x) = y.

Definição 2.21. Uma ação é própria se, para quaisquer compactos K,L ⊂ M o conjunto

{g ∈ G | gK ∩ L 6= ∅}

é finito.

Definição 2.22. Seja Γ um grupo agindo sobre um espaço localmente compacto X. Então, di-
zemos que Γ age de forma propriamente descontínua se, para quaisquer subconjuntos compactos
K e L de X, o conjunto

{g ∈ Γ | gK ∩ L 6= ∅}

é finito. Em outras palavras, a ação de Γ em X é própria.
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Definição 2.23. Se X é um conjunto com uma ação à esquerda de G, o conjunto de órbitas
será denotado por G\X. Da mesma forma, se X é um conjunto com uma ação à direita, as
órbitas serão denotadas por X/G. Por exemplo, se Γ é um subgrupo de G, então Γ age sobre
G por translação à esquerda ou à direita:

Γ\G = {Γx | x ∈ G}, G/Γ = {xΓ | x ∈ G}.

Observação 2.24. Alguns dos resultados deste trabalho são apresentados para o espaço G/Γ
que é o conjunto quociente da ação à direita de um subgrupo Γ por multiplicação no grupo de
Lie G. Porém, em algumas situações, é mais fácil trabalhar com o espaço Γ\G dos conjuntos
quocientes à esquerda.

2.3 Medida de Haar
Neste seção, apresentaremos a definição da medida de Haar. Na primeira parte, estudaremos

algumas definições básicas e fatos sobre grupos topológicos e a medida sobre eles. Apresentare-
mos o Teorema de Haar, que estabelece a existência e unicidade da medida de Haar. A medida
de Haar desempenha um papel fundamental na teoria dos grupos topológicos. Essa medida,
nomeada em homenagem ao matemático Alfréd Haar, permite definir uma medida invariante
no grupo, fornecendo uma base sólida para a análise e integração nessas estruturas. Não nos
aprofundaremos nesta medida, uma vez que não é o objetivo deste trabalho. No entanto, ela
é uma ferramenta essencial que utilizaremos posteriormente para comprovar resultados impor-
tantes da teoria. Para obter mais informações, veja as seguintes referências: [4], [5] e [13].

Vamos considerar a σ-álgebra B dos conjuntos de Borel, ou seja, B é a σ-álgebra gerada pe-
los subconjuntos abertos de G. Uma medida µ no espaço de medida (G,B) é chamada de
(esquerda) invariante se, para qualquer g ∈ G e A ∈ B, temos

µ(gA) = µ(A).

Teorema 2.25 (Teorema de Haar [18]). Seja G um grupo localmente compacto. Existe em
(G,B) uma medida m invariante à esquerda regular diferente de zero que é finita em subconjuntos
compactos K. Adicionalmente, mesmo em uma escala diferente, essa medida é única: se µ′ é
outra medida do mesmo tipo, então µ′ = λµ, para algum valor λ ∈ R+.

Definição 2.26 (Medida de Haar). A medida m dada pelo teorema anterior é chamada de
medida de Haar em G.

Exemplo 2.27. O grupo R× = GL(1,R) é localmente compacto. Uma medida de Haar m em
GL(1,R) é dada por

m(E) =

∫
E

1

|x|
dλ(x),

onde λ é a medida de Lebesgue de R×.

Este último exemplo é generalizado para o seguinte.

Exemplo 2.28. Seja G = GL(n,R), visto como um subconjunto de Rn2 e seja λ a medida de
Lebesgue de Rn. Então uma medida de Haar m em G é dada por

m(E) =

∫
E

1

| det(g)|n
dλ(g).
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Fixamos um grupo topológico Hausdorff localmente compacto G. Se m é uma medida de
Haar invariante à esquerda em G e g ∈ G, então a função E 7→ m(gE) na σ-álgebra de conjuntos
de Borel fornece outra medida de Haar invariante à esquerda em G. Pela unicidade no Teorema
2.25, existe uma constante ∆G(g) tal que, para todo conjunto de Borel E ⊂ G, temos

m(gE) = ∆G(g)m(E).

A função ∆G : G → R+ é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo R+ de números
reais positivos.

Definição 2.29. Se G é um grupo topológico Hausdorff localmente compacto e ∆G é o homo-
morfismo ∆G : G → R+, a função ∆G é chamada de função modular de G.

Definição 2.30. Um grupo topológico Hausdorff localmente compacto é dito unimodular se a
função modular ∆G for identicamente igual a 1.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos clássicos onde estudaremos a invariância da me-
dida de Haar para alguns grupos. Se o grupo é unimodular a medida de Haar invariante à
esquerda também é uma medida de Haar invariante à direita.

Exemplo 2.31. O grupo aditivo Rn é unimodular.

Observação 2.32. Um grupo Γ é discreto se, e somente se, para cada sequência {Tn} ⊂ Γ com
Tn → Id, temos Tn = Id para n suficientemente grande.

Exemplo 2.33. Se Γ é um grupo discreto com a topologia discreta, então a medida µ é definida
como a medida que atribui a qualquer conjunto, sua cardinalidade. Então, µ é uma medida de
Haar invariante à esquerda e à direita, e Γ é unimodular.

Exemplo 2.34. Seja

G =

{
g =

(
a b
0 a−1

)
∈ GL(2,R) : a 6= 0, b ∈ R

}
.

Temos que
dµ

((
a b
0 a−1

))
=

1

|a|2
dadb

é uma medida de Haar invariante à esquerda em G. De fato, sejam A um conjunto mensurável
qualquer em G, g ∈ G e

g0 =

(
a0 b0
0 a−1

0

)
,

então
g0g =

(
a0 b0
0 a−1

0

)(
a b
0 a−1

)
=

(
a0a a0b+ b0a

−1

0 a−1
0 a−1

)
.

Vamos agora calcular a medida de Haar de g0A utilizando a mudança de variáveis para a = a0a
e b = a0b. Nesse caso, a matriz associada à transformação é φ : R2 → R2, definida da seguinte
maneira

(a, b) = φ (a, b) = (a0a, a0b) .

O determinante jacobiano dessa transformação é a20, e temos que da = a0da e db = a0db.
Portanto, para qualquer função contínua f em A com suporte compacto, a medida de Haar de
g0A pode ser calculada da seguinte forma

µ(g0A) =

∫
g0A

f(g0g)
|a0|2

|a0a|2
dadb =

∫
A

f(g′)
|a0|2

|a|2
dadb

|a0|2
=

∫
A

f(g′)
1

|a|2
dadb = µ(A).
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Onde
g′ =

(
a b+ a0b0a

−1

0 a−1

)
.

Assim, concluímos que µ(g0A) = µ(A), o que mostra a invariância à esquerda da medida.
Além disso, µ não é uma medida de Haar invariante à direita em G. Na verdade, ao calcularmos
gg0 e o determinante jacobiano da transformação associada à mudança de parâmetros

(a, b) = φ (a, b) =
(
a0a, a

−1
0 b
)
,

obtemos um determinante jacobiano igual a 1. Portanto,

µ(Ag0) =

∫
Ag0

f(gg0)
1

|a0a|2
dadb =

∫
A

f(gg0)
1

|a|2|a0|2
dadb =

1

|a0|2
µ(A).

Logo a função modular é dada por

∆G

((
a b
0 a−1

))
=

1

|a|2
,

e portanto G não é unimodular.

Este exemplo é interessante, pois apresenta um caso em que o grupo no qual a medida de
Haar não é invariante à direita, mas é à esquerda. É um exemplo ilustrativo de como a medida
de Haar funciona em grupos desse tipo.

Observação 2.35. Se A e B são grupos e G = A × B é o produto deles, então a medida de
Haar à esquerda em G é da × db, onde da e db são as medidas de Haar à esquerda em A e B,
respectivamente. Além disso, se ∆A e ∆B são as funções modulares em A e B, respectivamente,
então a função modular ∆G em g = (a, b) ∈ G é dada por

∆G(a, b) = ∆A(a)∆B(b).

O grupo GL(n,R)+ de matrizes n × n não singulares com determinante positivo é um
subconjunto aberto do conjunto Mn(R) = Rn2 de matrizes n × n. Como nosso objetivo é
estudar o grupo SL(n,R), vamos aproveitar o fato de que GL(n,R)+ = SL(n,R) × R+ ([13,
página 9]) para demonstrar que SL(n,R) é unimodular. Para isso, vamos provar que GL(n,R)+
é unimodular.

Lema 2.36. A medida de Haar em GL(n,R)+ é dada por

dµ(g) =
dg

(det g)n
.

Além disso, GL(n,R)+ é unimodular.

Demonstração. Vamos demonstrar que dµ é invariante à esquerda e à direita em GL(n,R)+.
De fato, sejam A um conjunto mensurável qualquer em GL(n,R)+, g ∈ GL(n,R)+ e a ∈ A.
Vamos calcular a medida de Haar de gA usando a mudança de variáveis b = g−1a, onde a ∈ A.
Nesse caso, a = gb. Para calcular o Jacobiano dessa transformação (definida por g), escreva a
como um vetor coluna 

a1
a2
...
an

 ∈ Rn2

,
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onde ai é a i-ésima coluna de a, e faça o mesmo com b. Nessa notação, a equação a = gb se
torna 

a1
a2
...
an

 =


g

g
. . .

g




b1
b2
...
bn

 ,

onde os elementos não indicados na matriz n2×n2 são 0. Esta transformação linear relacionando
a a b tem determinante igual det(g)n. Assim da = |det(g)n| db = |det(g)|n db. Logo,

µ(gA) =

∫
gA

f(g−1a)
da

|det(a)n|
=

∫
A

f(g−1a)
|det(g)|n db
|det(gb)n|

=

∫
A

f(b)
db

|det(b)|n
= µ(A).

Realizando o mesmo procedimento, demonstramos que µ é uma medida de Haar invariante à
direita, e

µ(gA) = µ(Ag).

Portanto, GL(n,R)+ é unimodular.

Corolário 2.37. O grupo SL(n,R) é unimodular.

Demonstração. O grupo GL(n,R)+ = SL(n,R) × R+ é o produto direto entre SL(n,R) e o
grupo multiplicativo R+ de números reais positivos. De acordo com o Lema 2.36, GL(n,R)+ é
unimodular, além disso R+ com

dµ(x) =
dx

x

é unimodular. Pelo Lema 2.36, concluímos que SL(n,R) é necessariamente unimodular.

Exemplo 2.38. Seja A o grupo de matrizes diagonais com determinante igual a 1. Então

da =
n−1∏
i=1

dai
ai

é uma medida de Haar em A.

Exemplo 2.39. Seja N = {(uij) ∈ SL(n,R) | uii = 1 e uij = 0} para i < j. Então

du =
∏
i<j

duij

é uma medida de Haar em N .

Mais tarde, vamos utilizar essa medida em alguns grupos especiais. Vamos utilizar técnicas
de cálculo de integrais de Haar semelhantes às apresentadas nos exemplos mostrados neste
capítulo.
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Capítulo 3

Reticulados em grupos de Lie

Neste capítulo, iremos generalizar o conceito de reticulado em grupos de Lie G. Um reti-
culado em um grupo de Lie G é um subgrupo discreto Γ de G no qual o quociente G/Γ possui
uma medida de Haar finita. Também faremos uma breve introdução ao plano hiperbólico H2

e ao domínio fundamental para a ação de SL(2,Z) em H2, que é um triângulo hiperbólico com
um vértice no infinito e área finita. Em seguida, caracterizaremos os conjuntos de Siegel para
SL(2,R) como um domínio auxiliar para a ação de SL(2,Z), mas agora em SL(2,R).

3.1 Propriedades básicas dos reticulados
No Capítulo 1, definimos e classificamos reticulados em Rn como subgrupos discretos Γ com

quociente compacto (Teorema 1.6), que naturalmente possuem medida de Haar finita. Para
G = GL(n,R), nesta seção mostraremos que o subgrupo SL(n,Z) é discreto , e pelo critério de
compacidade de Mahler, provamos que não tem quociente compacto.

Para uma definição geral de reticulados, começaremos com a definição de domínios funda-
mentais para a ação de um subgrupo discreto Γ por multiplicação à direita em G.

Definição 3.1 (Domínio Fundamental). Seja Γ um subgrupo discreto, em um grupo de Lie G.
Um subconjunto F de G é um domínio fundamental para G/Γ significa

1. FΓ = G,

2. F é um conjunto fechado tal que seu interior
◦
F é denso em F , e seu fronteira F\

◦
F tem

medida 0 , e

3. Fλ ∩
◦
F = ∅, para todo λ ∈ Γ− {e}.

Observação 3.2. A medida de Haar µ em G é dada por uma forma de volume suave, então
a medida associada m em G/Γ também é dada por uma forma de volume, portanto, dizemos
que G/Γ tem volume finito se m(G/Γ) < ∞.

A Definição 1.1, dá uma caracterização topológica de reticulados em Rn, sugere definir um
reticulado em um grupo topológico G como um subgrupo discreto Γ ⊂ G com G/Γ compacto
(ver Teorema 1.10). Mas outra característica importante de qualquer em reticulados em L ⊂ Rn

é a existência de um domínio fundamental T de volume finito. Acontece que este ponto de vista
é mais conveniente para estender a noção de reticulado para grupos mais gerais.

Definição 3.3 (Reticulado). Seja G um grupo localmente compacto, com medida de Haar µ.
Um subgrupo discreto Γ ⊂ G é chamado de reticulado se existe um conjunto mensurável F ⊂ G
tal que FΓ = G e µ(F) < ∞. Neste caso dizemos que Γ tem covolume finito.
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Observação 3.4. Pela unicidade da medida de Haar, esta definição não depende da escolha
de µ. Seja π : G → G/Γ a aplicação de projeção. A condição FΓ = G equivale a dizer que
π(F) = G/Γ.

Um domínio fundamental bem conhecido na literatura é o domínio fundamental para a ação
de SL(2,Z) em H2. O exemplo a seguir permite visualizar esse domínio no modelo do semiplano
superior de Poincaré para o plano hiperbólico verificar que, de fato, a medida desse domínio
fundamental é finita.
Exemplo 3.5 (O plano hiperbólico). O plano hiperbólico é uma superfície bidimensional que
possui uma curvatura negativa constante e é um exemplo de uma geometria não euclidiana,
definido como

H2 = {z ∈ C | Im z > 0},
onde o produto interno em TzH2 é dado por

〈u, v〉H2 =
1

4(Im z)2
〈u, v〉R2 .

Seja
F =

{
z ∈ H2||z |≥ 1 ,−1/2 ≤ Re z ≤ 1/2}

−1 − 1
2

11
2

0

−1+
√

3i
2

1+
√

3i
2

F

Figura 3.1: Domínio fundamental clássico para a ação de SL(2,Z) em H2.

É conhecido que F é um domínio fundamental para a ação de SL(2,Z) em H2 [2], portanto,
basta mostrar que F tem volume finito, ou, mais precisamente, área hiperbólica finita. Desde
que

µ(A) =

∫
A

dxdy

y2
,

temos que

µ(F) =

∫ ∞

√
3

2

∫ 1
2

− 1
2

dxdy

y2
,

= − lim
y→∞

(
1

y

∣∣∣y√
3/2

)
,

=
2
√
3

3
< ∞.

Portanto, µ(F) < ∞. No entanto, F é um domínio fundamental para a ação de SL(2,Z)
em H2. Para demonstrar que SL(2,Z) é um reticulado em SL(2,R), precisamos de uma região
auxiliar para a ação de SL(2,Z) em SL(2,R). A estrutura dessa região será apresentada na
próxima seção.
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Definição 3.6. Um subgrupo fechado Γ de G é cocompacto se G/Γ for compacto.

O objetivo principal deste trabalho, que começamos a desenvolver a partir de agora, é
mostrar que mesmo não sendo cocompacto, o quociente tem medida de Haar finita.

Exemplo 3.7. Zn é um subgrupo cocompacto de Rn. O subgrupo Zn é fechado em Rn e pelo
Teorema 1.10 o grupo Rn/Zn é compacto.

Observação 3.8. É comum ver o grupo SL(2,R) como um espaço métrico, utilizando a métrica
herdada como um subconjunto de R4 com a métrica euclidiana usual. Portanto, o grupo
SL(n,Z) é um subconjunto de R4.

Considerando esse fato, vamos demonstrar que o subgrupo SL(n,Z) é discreto em SL(n,R).

Proposição 3.9. SL(n,Z) é discreto em SL(n,R).

Demonstração. Como a topologia em SL(n,R) tem origem na topologia euclidiana usual, utili-
zando a métrica herdada como um subconjunto de Rn2 , segue que SL(n,Z) deve ser discreto.

Exemplo 3.10. Pelo Exemplo 1.19, sabemos que SL(n,R)/ SL(n,Z) ⊂ X não é compacto,
onde X é o espaço de todos os reticulados de Rn. Logo, SL(n,Z) não é cocompacto.

Teorema 3.11. Um subgrupo discreto e cocompacto de um grupo de Lie é um reticulado.

Demonstração. Seja Γ um subgrupo discreto de um grupo de Lie G, tal que Γ é discreto e
cocompacto, então por definição G/Γ é compacto. Suponhamos que G é localmente compacto,
seja Ux ⊂ G uma vizinhança aberta para qualquer x ∈ G, como G é localmente compacto
podemos escolher um subconjunto compacto KG tal que Ux ⊂ KG. Assim, Ux tem medida
finita. Seja π : G → G/Γ a função de projeção, como π é uma função aberta, a coleção
de subconjuntos π (Ux) é uma cobertura aberta de G/Γ. Pela compacidade de G/Γ, existe
uma subcobertura finita π (Ux1) , . . . , π (Uxn) que cobre todo G. Então, A = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn

é um conjunto mensurável e pela propriedade de aditividade da medida de Haar, temos que
µ(A) ≤ µ(Ux1) + µ(Ux2) + ... + µ(Uxn), e como cada Uxi

tem medida finita, logo µ(A) < ∞.
Assim, K = G/Γ tem volume finito. Portanto Γ é um reticulado em G.

O teorema anterior desempenha um papel fundamental na teoria dos reticulados. No en-
tanto, ele não nos permite atingir nosso objetivo, que é SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R),
pois já foi provado que SL(n,Z) não é cocompacto. Portanto, precisamos explorar outras ferra-
mentas para alcançar esse propósito. No próximo capítulo, encontraremos essas ferramentas.

3.2 Conjuntos de Siegel para SL(2,Z)
Nesta seção, apresentaremos o plano hiperbólico como um exemplo de espaço homogêneo,

que é uma variedade diferenciável na qual existe uma ação transitiva de um grupo de Lie.
Veremos que a propriedade de ser um espaço homogêneo significa que, em qualquer ponto do
plano hiperbólico, é possível encontrar uma transformação contínua que leva esse ponto para
qualquer outro ponto do plano. Essa transformação é realizada por elementos de um grupo de
Lie, que como já vimos é um conjunto de transformações que preservam a estrutura do espaço.
Além disso, apresentamos os conjuntos de Siegel para SL(2,Z). Os conjuntos de Siegel, também
conhecidos como domínios de Siegel, desempenham um papel crucial no estudo das ações de
grupos de matrizes lineares. No contexto geral para SL(n,Z), os conjuntos de Siegel são usa-
dos regiões auxiliares que contem domínios fundamentais, para a ação desse grupo em SL(n,R).
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Uma variedade riemanniana consiste em uma variedade suave M com a escolha de um
produto interno no espaço tangente TxM para cada x ∈ M , chamada métrica Riemanniana.
Essa escolha é feita de forma que o produto interno varie suavemente à medida que x varia.
O plano hiperbólico é uma variedade diferenciável que possui uma métrica riemanniana, de
curvatura seccional constante igual a −1.

Definição 3.12. Uma variedade Riemanniana X é um espaço homogêneo se o grupo de iso-
metrias Isom(X) age transitivamente em X.

Observação 3.13. Usamos G◦ para denotar a componente conexa da identidade do grupo de
Lie G.

Exemplo 3.14. Uma transformação de Möbius é uma aplicação T : C 7→ C da forma

T (z) =
az + b

cz + d
,

onde a, b, c, d ∈ R e ad − bc = 1. O conjunto de transformações de Möbius é um grupo com a
composição é dentado como PSL(2,R). É possível mostrar que cada transformação de Möbius
preserva 〈u, v〉H2 . Desta maneira, podemos identificar a PSL(2,R) como subgrupo de Isom (H2).
Além disso, PSL(2,R) é um grupo conexo já que SL(2,R) é conexo (ver Exemplo 2.11). Com
tudo o grupo Isom(H2) é gerado por PSL(2,R) junto com a transformação z 7→ z (ver [2]).

O grupo PSL(2,R) age transitivamente no plano hiperbólico. De fato, vamos construir uma
transformação que leva i para qualquer ponto em H2. Seja A ∈ PSL(2,R), tal que

A · i = ai+ b

ci+ d
=

ac+ bd+ i(ad− bc)

c2 + d2
,

como A ∈ PSL(2,R), temos que ad− bc = 1, logo

ac+ bd+ i(ad− bc)

c2 + d2
=

ac+ bd

c2 + d2
+ i

1

c2 + d2
.

Suponha que c = 0, então a 6= 0, d 6= 0 e ad− bc = 1, assim ad = 1. Portanto,

ac+ bd

c2 + d2
+ i

1

c2 + d2
=

bd

d2
+ i

1

d2
=

b

d
+ i

1

d2
= ab+ a2i.

Considere z = x+ iy ∈ H2 e tal que ab+ a2i = x+ iy então

A · i =

( √
y x√

y

0 1√
y

)
· i = z.

Como z era arbitrário, a órbita de i é todo o semi plano superior. Além disso, como qualquer
ponto w pode ser levado para i usando o inverso dessa matriz, então qualquer w pode ser
levado para qualquer z, por composição dessas transformações. Logo o plano hiperbólico H2 é
um exemplo de espaço homogêneo.

Agora, suponha que X seja um espaço homogêneo conexo. Isso implica que qualquer ponto
em X pode ser transformado em qualquer outro ponto através de isometrias. Dessa forma,
podemos identificar o espaço X com o espaço quociente G/K, onde G é o grupo das isometrias
de X e K é o estabilizador de algum ponto em X. Essa identificação significa que cada classe
de equivalência em G/K representa um ponto único em X. Mais precisamente

Um variedade Riemanniana X é um espaço simétrico se X for conexo, X for homogêneo e
se existe uma isometria γ de X tal que γ2 = Id, e γ com pelo menos um ponto fixo isolado,
que significa que γ(x) = x e não existem outros pontos em X que são fixos por γ.
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Proposição 3.15. Para qualquer espaço simétrico X, se G = Isom(X)◦ e K = Gp o estabili-
zador de p, com p sendo um ponto fixo isolado, então X é isométrico a G/K.

Demonstração. Ver em [8, Proposição (1.2.2)].

Essa abordagem permite uma melhor compreensão da estrutura e propriedades de X ao
relacioná-lo com o grupo de isometrias G e o estabilizador K. Essa caracterização em termos
de espaço quociente simplifica o estudo e a análise de X, bem como de suas propriedades
geométricas.

Exemplo 3.16. Para G = Isom (H2)
◦, seja K = StabG(i), onde

StabG(i) = {gi = i| g ∈ G} .

Seja T ∈ PSL(2,R) tal que T (i) = i, então

ai+ i

ci+ d
= i,

assim a = d e b = −c. Dessa forma, para a matriz A associada a T temos que

AT =

(
a c
b d

)
=

(
d −b
−c a

)
= A−1

portanto, StabG(i) ∼= SO(2,R). Então

H2 ∼= PSL(2,R)/SO(2,R).

Agora vamos descrever um conjunto para a ação de SL(2,Z) em SL(2,R), sabemos que

F0 =
{
z ∈ H2||z |≥ 1 ,−1/2 ≤ Re z ≤ 1/2} ,

é um domínio fundamental para a ação de SL(2,Z) no semiplano superior H2 (ver Exemplo
3.5). Estamos procurando um domínio para a ação de SL(2,Z) em SL(2,R) que seja um pouco
maior em comparação ao F0. A forma do domínio fundamental F0 não é trivial e se torna mais
complexa quando n 6= 2. Sendo assim, iremos descrever um conjunto que possa ser expresso de
maneira mais simples e que se aproxime a um domínio fundamental.

−1 − 1
2

11
2

0 −1 − 1
2

11
2

0

F
i i

F0

Figura 3.2: O domínio fundamental F0 e uma aproximação F .

Precisamos criar uma região mais simplificada em comparação com F0. Podemos substituir
a curva inferior por uma reta e ampliar a região, conforme mostrado na figura 3.3. Além
disso, como não precisamos determinar com precisão um domínio fundamental, vamos aumentar
ligeiramente a região movendo as bordas um pouco para fora.
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Essa nova região, denotada por F , tem área um pouco maior do que um domínio funda-
mental. Uma característica importante dessa nova região é a facilidade de sua descrição:

F =

{
x+ yi

c1 ≤ x ≤ c2,
y ≥ c3

}
,

para c1, c2, c3 apropriados em R.

Definição 3.17 (Conjuntos de Siegel para SL(2,Z)). Qualquer conjunto da forma

F = Ñc1,c2Ãc3K. (3.1)

é chamado de conjunto de Siegel, onde

Ñc1,c2 =

{(
1 t
0 1

)
| c1 ≤ t ≤ c2

}
,

Ãc3 =

{(
et 0
0 e−t

)
| e2t ≥ c3

}
,

K = SO(2).

Além disso F = {g ∈ G | g(i) ∈ F}. É importante mencionar que F ⊂ SL(2,R) e F0 ⊂ H2

(ver Figura 3.3).

Vamos encontrar os parâmetros adequados c1, c2 e c3 da região auxiliar F para ação de
SL(2,Z) em SL(2,R). Tome G = SL(2,R) e Γ = SL(2,Z). Como F0 é um domínio fundamental
para a ação de Γ em H2 ∼= SL(2,R)/ SO(2), em particular toda Γ− órbita em H2 se intersecta
com o conjunto

F =
{
z ∈ H2| Im z ≥

√
3/2, |Re z |≤ 1/2

}
.

Consideramos

N1/2 =

{(
1 t
0 1

)
| −1/2 ≤ t ≤ 1/2

}
,

A√
3

2

=

{(
es 0
0 e−s

)
| e2s ≥

√
3/2

}
.

Vamos demonstrar que F = N1/2A√
3/2i. Notemos que

N1/2A√
3/2 =

{(
1 t
0 1

)(
es 0
0 e−s

)
| −1/2 ≤ t ≤ 1/2, e2s ≥

√
3/2

}
,

=

{(
es te−s

0 e−s

)
| −1/2 ≤ t ≤ 1/2, e2s ≥

√
3/2

}
.

Por exemplo, a matriz

A =

(
e1/2 1/2e−1/2

0 e−1/2

)
∈ N1/2A√

3/2,

e, como Re(A(i)) = 1/2 e Im(A(i)) = e, então A(i) ∈ F . Em geral, temos que

N1/2A√
3/2(i) =

{
e2si+ t | −1/2 ≤ t ≤ 1/2, e2s ≥

√
3/2
}
.
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(
1
2

,

√
3

2

)(
− 1

2
,

√
3

2

)

−1 − 1
2

11
2

0

F

F0

Figura 3.3: Conjunto de Siegel F , para c1 = c2 = 1/2 e c3 =
√
3/2.

Tome z ∈ F , assim |Re(z)| ≤ 1/2 e Im(z) ≥
√
3/2 ,então z ∈ N1/2A√

3/2(i), portanto
N1/2A√

3/2i = F . Logo, considere a aplicação p : G → H2, g 7→ g · i, obtemos que

G = Γp−1
(
F
)
= ΓN1/2A√

3/2K.

Observe que para c1 = c2 = 1/2 e c3 =
√
3/2 em (3.1), obtemos p−1(F) = F . Então p−1(F) é

um conjunto de Siegel para a ação de Γ em G.
Considere agora o plano hiperbólico, mas agora no modelo de espaço homogêneo,

H2 = {x+ iy : x ∈ R, y > 0}.

O grupo G = SL(2,R) age sobre H2 transitivamente, então H2 pode ser obtido como uma
órbita de um ponto

H2 = {gz : g ∈ G}.

O estabilizador do ponto i pelo Exemplo 3.16 é o grupo ortogonal

K = Gi,

A decomposição Iwasawa de G é representada por KAN . Onde

A =

{(
a 0
0 a−1

)
: a ∈ R+

}
,

e
N =

{(
1 x
0 1

)
: x ∈ R

}
.

No próximo capítulo, vamos definir isso com mais detalhes. Podemos pensar

H2 ∼= G/K ∼= NA = AN,

pela identificação
x+ iy → a(y)n(x),

onde
a(y) =

(
y1/2 0
0 y−1/2

)
,

e
n(x) =

(
1 x
0 1

)
.
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Isso nos ajuda a construir a medida invariante à esquerda, como vemos

dn = dx, da = dy/y2,

para P um subespaço mensurável de H2, obtemos que∫
P

f(p)dp =

∫
A

∫
N

f (an) dadn,

=

∫
A

∫
N

f (a(y)n(x))
dxdy

y2
.

Ao fazer uma análise similar, para F = N1/2A√
3/2K um subespaço mensurável de SL(2,R)

para cada função de suporte compacto f em G, a medida de Haar de G/Γ nas coordenadas
k, n, a é dada por

µ(F) = µ(N1/2A√
3/2K) =

∫
N 1

2

∫
A√

3
2

∫
K

dxdydk

y2

= µ(K)

∫
N 1

2

∫
A√

3
2

dxdy

y2
,

como vimos, que para c1 = c2 = 1/2 e c3 =
√
3/2 em (3.1), obtemos F = p−1(F), então

p(F) = F , além disso

µ(p(F)) =

∫ 1
2

− 1
2

∫ ∞

√
3
2

dxdy

y2
,

E, como vimos no exemplo 3.5, µ(p(F)) < ∞ e, como a medida de Haar de um subgrupo
compacto é finita, concluímos que µ(F) < ∞ em relação à medida de Haar e, assim SL(2,Z) é
um reticulado em SL(2,R), de acordo com a Definição 3.3.

36



Capítulo 4

SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R)

Neste capítulo, vamos explorar conceitos fundamentais que são necessários para demonstrar
que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R). Primeiramente, vamos definir o que são conjuntos de
Siegel para SL(n,Z). Apresentaremos uma região que se assemelha a um domínio fundamental
para a ação do grupo SL(n,Z) em SL(n,R), Generalizando as técnicas que utilizamos na seção
3.2. Essa nova região auxiliar é um conjunto que possui propriedades semelhantes a um domínio
fundamental que possui a propriedade de ser “um pouco maior” do que o domínio fundamental
para essa ação e sua definição depende da decomposição de Iwasawa de SL(n,R). Vamos
demonstrar que, em relação à medida de Haar, essa região auxiliar possui medida finita.

4.1 Decomposição de Iwasawa
A decomposição de Iwasawa para SL(n,R) está relacionada ao trabalho do matemático

japonês Yasutaka Iwasawa (1917-1998) na teoria dos grupos de Lie e álgebra de Lie. A de-
composição de Iwasawa foi introduzida por ele como uma ferramenta importante na análise de
grupos de Lie. Nesta seção provaremos que cada elemento do grupo especial linear SL(n,R)
tem uma representação única como o produto de três fatores, cada um pertencente a um sub-
grupo específico. A decomposição de Iwasawa é expressa como G = KAN , onde K representa
o subgrupo de matrizes ortogonais especiais SO(n), A é o subgrupo das matrizes diagonais
com determinante igual a um, e N é o subgrupo das matrizes triangulares superiores N , com
elementos da diagonal principal iguais a um. Mais especificamente, a definição segue o seguinte
teorema.
Teorema 4.1 (Decomposição de Iwasawa de SL(n,R)). Em G = SL(n,R), seja

K = SO(n), N =


1 ∗

. . .
0 1


 , A =


a1 0

. . .
0 an




◦

.

Então G = KAN . De fato, todo g ∈ G tem uma representação única da forma g = kau
com k ∈ K, a ∈ A e u ∈ N . Além disso, a1 · · · an = 1.

É importante observar que, devido ao sobrescrito “◦” em sua definição, A é apenas o com-
ponente da identidade do grupo de matrizes diagonais. Apresentamos a demonstração deste
teorema seguindo as referências [8], [9] e [10]. Para reconstruir a demonstração do Teorema 4.1,
é necessário demonstrar a seguinte proposição.
Observação 4.2. Sejam

a =

(
1 a
0 1

)
∈ N, b =

(
a1 0
0 a2

)
∈ A,
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então ab ∈ NA. Note que

ab =

(
a1 ab1
0 b1

)
=

(
a1 0
0 a2

)(
1 ab1

a1

0 1

)
,

assim ab ∈ AN . Em geral, fazendo um análise similar ao anterior obtemos que AN = NA.

Proposição 4.3. Dados k1a1u1 = k2a2u2, com ki ∈ K, ai ∈ A e ui ∈ N , então k1 = k2, a1 = a2
e u1 = u2.

Demonstração. Para começar, mostraremos que K ∩ AN = {e}. Tome n ∈ N e a ∈ A. Seja
n ∈ N e a ∈ A da seguinte forma

n =

1 ∗
. . .

0 1

 , a =

x1 0
. . .

0 xn

 .

Assim,

an =

x1 0
. . .

0 xn


1 ∗

. . .
0 1

 =

x1 ⋆
. . .

0 xn

 ∈ AN.

Note que (an)T é uma matriz triangular inferior, e (an)−1 é uma matriz triangular superior.
Portanto K ∩ AN = {e}. Agora, suponha que k1a1u1 = k2a2u2. Então, para ai ∈ A e
ui ∈ N , temos que a1u1u2

−1a2
−1 ∈ AN = NA, então como k1a1u1 = k2a2u2 temos que k−1

1 k2 =
a1u1u2

−1a2
−1. Logo k−1

1 k2 ∈ AN , mas k−1
1 k2 ∈ K. Portanto, k−1

1 k2 = a1u1u2
−1a2

−1 ∈ {e},
logo k−1

1 k2 = e, assim k1 = k2. Além disso a1u1u2
−1a2

−1 = e, portanto a2
−1a1 = u2u1

−1, como
a2

−1a1 ∈ A, u2u1
−1 ∈ N e A ∩N = {e}, temos que a1 = a2 e u1 = u2.

Demonstração Teorema 4.1. Sejam g ∈ G e {v1, ..., vn} as colunas de g. Usamos o processo de
ortogonalização de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal

u∗
1 = v1

u∗
2 = v2 − proju1

(v2) ,

u∗
3 = v3 − proju1

(v3)− proju2
(v3) ,

u∗
4 = v4 − proju1

(v4)− proju2
(v4)− proju3

(v4) ,

...

u∗
n = vn −

n−1∑
j=1

projuj
(vn) ,

onde
proju(v) =

〈v, u〉
〈u, u〉

u, (4.1)

e 〈v, u〉 denota o produto interno dos vetores v e u. A sequência u∗
1, ..., u

∗
n é o sistema de vetores

ortogonais e denotamos u1, ..., un como os vetores normalizados os quais formam um conjunto
ortonormal de Rn. Seja ε1, ..., εn a base canônica de Rn. Como u1, ..., un é também uma base
ortonormal para Rn, então existe uma matriz ortogonal k ∈ SO(n) tal que kui = εi, para todo
i = 1, ..., n. Portanto,

ku∗
i = k ‖u∗

i ‖ui,

= ‖u∗
i ‖ kui,

= ‖u∗
i ‖ εi,
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para todo i = 1, ..., n. Assim, a matriz triangular a = diag (‖u∗
1‖ , ..., ‖u∗

n‖) é tal que ku∗
i = aεi

para todo i = 1, ..., n. Como ui ∈ 〈v1, ..., vn〉, para todo i = 1, ..., n, temos

g−1u∗
i = g−1

(
vi −

i−1∑
j=1

projuj
(vi)

)
,

= g−1vi − g−1

(
i−1∑
j=1

projuj
(vi)

)
,

∈ g−1vi − g−1 〈v1, ..., vn〉 ,

Então, g−1u∗
i ∈ εi+ 〈ε1, ..., εi−1〉 . Logo existe u ∈ N tal que g−1u∗

i = uεi, para todo i = 1, ..., n.
Portanto,

u−1g−1u∗
i = εi = a−1ku∗

i , para todo i.

Pela Proposição 4.3, u−1g−1 = a−1k, portanto g = k−1au−1 ∈ KAN . Note que, de fato, a ∈ A e
k ∈ K, pois 1 = det(g) = det(k−1au−1) = det(k−1) det(a) det(u−1), logo 1 = det(k−1) det(a) =
det(k)−1 det(a), como det(a) > 0 e det k = {±1}, então det(k) = det(a) = 1. Portanto, todo
g ∈ SL(n,R) tem uma representação única da forma g = kau com k ∈ K, a ∈ A e u ∈ N .

4.2 Conjuntos de Siegel para SL(n,Z)
Nesta seção generalizamos a noção de conjunto Siegel para SL(n,R), e iremos mostrar

que tal conjunto é um conjunto que para , mas por enquanto vamos ver que por definição os
conjuntos de Siegel são conjuntos que contem um domínio fundamental para a ação de SL(n,Z)
em SL(n,R).

Seja G = SL(n,R) e considere a decomposição de Iwasawa G = NAK, construímos um
“conjunto Siegel” Σ̃ escolhendo os subconjuntos apropriados N de N e A de A, e deixando
Σ̃ = NAK.

1. O conjunto N pode ser qualquer subconjunto compacto (não vazio) de N . Por exemplo,
poderíamos deixar

N = Ñc1,c2 = {u ∈ N | c1 ≤ ui,j ≤ c2, para i < j} .

2. Observe que o conjunto Ãc3 da Definição 3.17 tem a seguinte descrição alternativa

Ãc3 = {a ∈ A | a1,1 ≥ c3a2,2} .

Portanto, podemos generalizar para SL(n,R) definindo

Ãc = {a ∈ A | ai,i ≥ cai+1,i+1, para i = 1, . . . , n− 1} .

Dessa forma, para c1, c2 ∈ R e c3 ∈ R+, o conjunto Siegel possui a seguinte estrutura

Σ̃c1,c2,c3 = Ñc1,c2Ãc3K.

Portanto para a construção dos conjuntos de Siegel para SL(n,Z), necessitamos da decom-
posição de Iwasawa para SL(n,R), impondo restrições adequadas às entradas das matrizes.
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Definição 4.4. O conjunto de Siegel para SL(n,R) é

Σt,λ = NλAtK.

onde t, λ reais positivos, K = SO(n) e

At =

{
a ∈ A;

ai
ai+1

≤ t, para todo i = 1, . . . , n

}
,

Nλ = {u ∈ N ||uij |≤ λ, para todo i, j = 1, . . . , n} .

Observação 4.5. Na definição anterior ai é a entrada ai,i. Se a ∈ At então
ai
ai+1

≤ t.

Agora considere a−1, onde

a−1 =


1
a1

0 · · · 0
... 1

a2

0
. . . 1

an

 .

Como a−1 ∈ At, então
a−1
i

a−1
i+1

≤ t,

Tome c = 1/t e obtemos
ai ≥ cai+1,

portanto a−1 ∈ Ãc. Logo a notação definida e a Definição 3.17 dos conjuntos de Siegel para
SL(n,Z) e juntamente com a Definição 4.4 são definições equivalentes. À medida que avança-
mos, utilizaremos as duas notações e a escolha será feita às vezes por conveniência.

Definição 4.6 (Domínio fundamental grosseiro). Suponha que Γ age de forma propriamente
descontínua em um espaço topológico Y . Um subconjunto F de Y é um domínio fundamental
grosseiro para Γ se

1. ΓF = Y , e

2. {γ ∈ Γ | γF ∩ F 6= ∅} é finito.

Alguns autores referem-se a F como conjunto fundamental, em vez de domínio fundamental
grosseiro.

Os conjuntos de Siegel aparecem na teoria como conjuntos auxiliares que servem como
domínios fundamentais grosseiros para a ação de SL(n,Z) em SL(n,R), para certos t, λ na
Definição 4.4. Os conjuntos de Siegel Σt,λ ⊂ SL(n,R) são domínios fundamentais grosseiros
para a ação de SL(n,Z). As provas dos resultados podem ser encontradas em [8], [9].

4.3 Volume de conjuntos Siegel para SL(n,Z)
A importância central deste trabalho reside no papel fundamental desempenhado pelos

conjuntos de Siegel na prova de que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R). Como já discutido
anteriormente, é necessário demonstrar que o conjunto de Siegel Σ̃c1,c2,c3 para a ação de SL(n,Z)
em SL(n,R) possui medida de Haar finita. Teixeira, em [9], aborda a medida de Haar desse
conjunto e fornece uma equação para o volume desse domínio fundamental aproximado. Essa
equação será apresentada nesta seção.
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Dada a descomposição de Iwasawa G = KAN e a Definição 4.4 em [10, página 145] e em
[9, página 56] é demonstrado que para cada função de suporte compacto f em G, a medida de
Haar de G nas coordenadas k, u, a é dada por∫

G

f(g)dg =

∫
Nu

∫
At

∫
K

f(auk)
∏
i<j

ai
aj
dkdadu, (4.2)

onde da, du e dk são as medidas de Haar em A, N e K, respectivamente.

A seguir, encontramos uma fórmula para o volume de (Σt,λ), cuja demonstração pode ser
encontrada em [9], mas aqui apresentaremos todos os detalhes e cálculos pertinentes que não
estão na referência.

Lema 4.7. Seja a ∈ A, consideremos

bi =
ai
ai+1

, para todo i = 1, ..., n− 1,

onde ai > 0 para todo i, e
∏n

i=1 ai = 1. Então,
n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i =

∏
i<j

ai
aj
.

Demonstração. Desenvolvendo o segundo produtório, obtemos para i, j = 1, . . . , n∏
i<j

ai
aj

=

(
a1
a2

· a1
a3

· a1
a4

· · · a1
an

)
·
(
a2
a3

· a2
a4

· a2
a5

· · · a2
an

)
· · · ·

(
an−1

an

)
=

an−1
1∏n
i=2 ai

· an−2
2∏n
i=3 ai

· · · an−2
2

an−1 · an
· an−1

an

assim,

∏
i<j

ai
aj

=

(
n∏

i=2

(ai)
i−1

)−1( n−1∏
i=1

an−i
i

)

=

(
n∏

i=2

(ai)
i−1

)−1( n−1∏
i=1

an−i
i

)(
n−1∏
i=1

a
(−i2+i(n+1)−n)
i

)(
n−1∏
i=1

a
(−i2+i(n+1)−n)
i

)−1

=
(
an−1
n

)−1

(
n−2∏
i=1

(ai+1)
i a
(−(i+1)2+(i+1)(n+1)−n)
i+1

)(
n−1∏
i=1

an−i
i a

(−i2+i(n+1)−n)
i

)−1

=
(
an−1
n

)−1

(
n−2∏
i=1

a
i(n−i)
i+1

)−1(n−1∏
i=1

a
i(n−i)
i

)

=

(
n−1∏
i=1

a
i(n−i)
i+1

)−1(n−1∏
i=1

a
i(n−i)
i

)
=

n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i .

O Lema 4.7 é uma conveniente mudança de coordenadas. Nesta parte do texto, realizamos
o cálculo dos volumes dos conjuntos de Siegel em SL(n,R). Para isso, faremos uso da medida
de Haar em G.
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Teorema 4.8. O volume de um conjunto Siegel vol (Σt,λ) é dado pela seguinte fórmula

vol (Σt,λ) =
1

2
vol(SO(n))(2λ)

n(n−1)
2

t
n(n2−1)

6

((n− 1)!)2
.

Demonstração. Como exibimos anteriormente em (4.2)∫
G

f(g)dg =

∫
Nu

∫
At

∫
K

∏
i<j

ai
aj
dkdadu,

onde da, du e dk são as medidas de Haar em A, N e K, respectivamente. Assim
vol (Σt,λ) = vol (AtNλK) ,

=

∫
Nu

∫
At

∫
K

∏
i<j

ai
aj
dkdadu.

Pelos exemplos 2.38 e 2.39, obtemos que

vol (Σt,λ) =

∫
Nu

∫
At

∫
K

∏
i<j

ai
aj
dk

n−1∏
i=1

dai
ai

∏
i<j

duij

=

∫
|uij |≤λ

∫
ai
aj

≤t

∫
K

∏
i<j

ai
aj
dk

n−1∏
i=1

dai
ai

∏
i<j

duij

=

∫
|uij |≤λ

∫
ai
aj

≤t

vol (K)
∏
i<j

ai
aj

n−1∏
i=1

dai
ai

∏
i<j

duij.

Portanto,

vol (Σt,λ) = vol (K)

∫
|uij |≤λ

∏
i<j

duij

∫
ai
aj

≤t

∏
i<j

ai
aj

n−1∏
i=1

dai
ai

= vol (K)
[
(2λ)n−1 (2λ)n−2 (2λ)n−3 · · · (2λ)

] ∫
ai
aj

≤t

∏
i<j

ai
aj

n−1∏
i=1

dai
ai

= vol (K) (2λ)
n(n−1)

2

∫
ai
aj

≤t

∏
i<j

ai
aj

n−1∏
i=1

dai
ai

.

Além disso, pelo Lema 4.7, temos que as derivadas parciais da mudança de coordenadas são

∂bi
∂aj

=


0 se j 6= i, i+ 1;
1

ai+1
se j = i, i = 1, . . . , n− 2;

− ai
a2i+1

se j = i+ 1, i = 1, . . . , n− 2;

2an−1 (a1 · · · an−2) se j = i = n− 1.

Logo, a matriz jacobiana
(

∂bi
∂aj

)
é dada por

(
∂bi
∂aj

)
ij =


∂b1
∂a1

· · · ∂b1
∂an

∂b2
∂a2... . . .

0 · · · ∂bn−1

∂an−1

 =


a−1
2 − a1

a22
· · · 0

a−1
3 − a2

a32... . . .
0 · · · ∂bn

∂an

 .
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Portanto,
det

((
∂bi
∂aj

))
= a−1

2 a−1
3 · · · a−1

n−12an−1a1a2 · · · an−2 = 2a1

Logo, db = 2a1da, e assim, da = (2a1)
−1db. Daí obtemos que

n−1∏
i=1

dai
ai

=
n−1∏
i=1

1

2a1

dbi
ai

=
1

2a1

n−1∏
i=1

dbi
ai

Assim, dado que
∏n

i=1 ai = 1, a expressão pode ser reescrita como∫
ai
aj

≤t

∏
i<j

ai
aj

n−1∏
i=1

dai
ai

=

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i

1

2a1

n−1∏
i=1

dbi
ai

=

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i

1

2a1

1

a1

1

a2
· · · 1

an−1

n−1∏
i=1

dbi

=

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i

1

2a1

1

a1

a2
a2

1

a2

a3
a3

· · · 1

an−1

an
an

n−1∏
i=1

dbi

=

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
i(n−i)
i

1

2a1

1

b1

1

a2

1

b2

1

a3
· · · 1

bn−1

1

an

n−1∏
i=1

dbi

=
1

2

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
i(n−i)−1
i

n−1∏
i=1

dbi,

Como bi > 0 para todo i, obtemos que

vol (Σt,λ) =
1

2
vol (K) (2λ)

n(n−1)
2

∫
bi≤t

n−1∏
i=1

b
(in−i2−1)
i

n−1∏
i=1

dbi

=
1

2
vol (K) (2λ)

n(n−1)
2

n−1∏
i=1

t(in−i2)

(in− i2)

=
1

2
vol (K) (2λ)

n(n−1)
2

n−1∏
i=1

1

(in− i2)
t(

∑n−1
i=1 (in−i2))

=
1

2
vol (K) (2λ)

n(n−1)
2

n−1∏
i=1

1

(in− i2)
t
n(n2−1)

6

=
1

2
vol (K) (2λ)

n(n−1)
2

t
n(n2−1)

6

((n− 1)!)2

=
1

2
vol (SO(n)) (2λ)

n(n−1)
2

t
n(n2−1)

6

((n− 1)!)2
.

Corolário 4.9. Σt,λ tem medida finita (em relação à medida de Haar em SL(n,R)).

Relembremos que um subgrupo discreto Γ ⊂ G é um reticulado se existe um conjunto
mensurável F ⊂ G tal que FΓ = G e a medida µ(F) é finita. No Corolário 4.9, demonstramos
que Σt,λ possui medida finita em relação à medida de Haar em SL(n,R). Agora, precisamos
provar que Σt,λΓ = G. Para alcançar tal objetivo, os seguintes resultados são relevantes, e
seguimos as referências [9] e [10].
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Lema 4.10. Para NZ = N ∩ Γ, tem-se N = N1/2NZ.

Demonstração. Vamos fazer a prova por indução em n. Seja

u = (uij)1≤i,j≤n ∈ N.

Temos que mostrar que |(uγ)ij| ≤ 1/2 para algum γ ∈ NZ. Considere

u =

(
1 x
0 u′

)
∈ N,

onde u′ é uma matriz unipotente (n− 1)× (n− 1), isto é, (u′)2 = Id e x = (u1i)2≤i≤n. Por
indução, para n = 1 não há nada a provar. Para n = 2, seja

u =

(
1 x
0 1

)
∈ N,

considere
γ =

(
1 y
0 1

)
∈ NZ,

tal que |x− y| ≤ 1/2, então podemos escrever u como

u =

(
1 x− y
0 1

)(
1 y
0 1

)
∈ N1/2NZ.

Agora, para n−1 podemos encontrar uma matriz inteira γ′, (n−1)×(n−1), tal que
∣∣∣(u′γ′)ij

∣∣∣ ≤
1/2. Então

v = u

(
1 0
0 γ′

)
=

(
1 xγ′

0 u′γ′

)
.

Seja y = (y1i)2≤i≤n ∈ Zn−1 tal que |vi + y1i| ≤ 1/2, onde xγ′ = (vi)2≤i≤n. Então

γ =

(
1 0
0 γ′

)(
1 y
0 Id

)
=

(
1 y
0 γ′

)
,

tem a propriedade necessária. Pois

(uγ)j̇ =

(
1 x
0 u′

)(
1 y
0 γ′

)
=

(
1 y + xγ′

0 u′γ′

)
,

e pela hipótese de indução temos que
∣∣∣(u′γ′)ij

∣∣∣ ≤ 1/2 e |y + xγ′| = |(y1i) + (vi)| ≤ 1/2, para
todo 2 ≤ i ≤ n. Portanto

N = N1/2NZ.

Proposição 4.11. Seja g ∈ G com decomposição de Iwasawa g = kan. Suponha que ‖ge1‖ ≤
‖gv‖ para todo v ∈ Zn\{0}. Então a11/a22 ≤ 2/

√
3, onde aii denota o i-ésimo elemento

diagonal de a.

Demonstração. Para u ∈ N , temos que gu = kanu ∈ KAN = G. Então, agu = ag e ‖gue1‖ =
‖ge1‖, para qualquer u ∈ N , já que

ge1 =

g11 · · · g1n
... . . .

gn1 · · · gnn


1

...
0

 =

g11
...

gn1

 ,
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e

gue1 =

g11 · · · g1n
... . . .

gn1 · · · gnn


1 · · · ∗

... . . .
0 · · · 1


1

...
0

 =

g11
...

gn1

 ,

Note que
‖ge1‖ = ‖kan (e1)‖ = ‖an (e1)‖ = ‖ae1‖ = a11.

Como ne2 = e2 + n12e1, e como ‖ge1‖ ≤ ‖gv‖ para todo v ∈ Zn, temos que

a211 = ‖g (e1)‖2 = ‖kan (e2)‖2 ,
= ‖an (e2)‖2 ,
= ‖a (e2 + n12e1)‖2 ,
= a222 + n2

12a
2
11.

Pelo Lema 4.10, temos que |nij| ≤ 1/2 para todo i < j. Assim |n12| ≤ 1/2, e obtemos que

a211 ≤ a211/4 + a222,

⇒ 4a211 ≤ a211 + 4a222,

⇒ 3a211 ≤ 4a222.

Portanto,
a11
a22

≤ 2√
3
.

Teorema 4.12. Para t ≥ 2/
√
3 e u ≥ 1/2, tem-se G = Σt,uΓ.

Demonstração. A prova será feita por indução sob n. Para n = 1 não há nada a provar pois
G = {1}. Suponha que n > 1 e que a afirmação é verdadeira para SL(n− 1,R). Sejam g ∈ G
e a função

φ : Rn → R+

v 7→ ‖gv‖
que toma seu mínimo m em Zn\{0}. Pelo Teorema 1.6, Zn é um reticulado em Rn, então gZn

é discreto em Rn. Seja v0 ∈ Zn\{0} tal que

‖gv0‖ = min {‖gv‖ | v ∈ Zn\{0}} .

Se v0 = αv para algum α ∈ Z, v ∈ Zn, então α = 1 ou -1. Em outras palavras, v0 é um vetor
primitivo. Como Γ = SL(n,Z) age transitivamente sobre o conjunto de tais vetores, podemos
encontrar γ ∈ Γ tal que γe1 = v0. Defina g′(v) = gγ(v). Então

‖g′e1‖ = ‖gγe1‖ = ‖gv0‖ ≤ ‖gv‖ = ‖g′v‖ , ∀v ∈ Zn\{0}.

Basta encontrar γ′ ∈ Γ tal que g′γ′ ∈ Σt,u. Seja g′ = k′a′n′ a decomposição Iwasawa de g′.
Seja h = a′n′. Tendo em vista o lema acima, procuraremos um γ′ ∈ Γ tal que hγ′ ∈ KAtN ,
pois, pelo Lema 4.10, temos que N = NZN1/2. Agora, h é da forma

h =

(
a′1 ∗
0 A

)
,

com a′1 ∈ R+ o primeiro elemento da diagonal e A uma matriz triangular em GL(n− 1,R) com
determinante 1/a′1, pois deth = 1. Seja β ∈ R+ tal que

βn−1 = 1/a′1 = detA,
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então

A =
(
βn−1

) 1
n−1


a11
β

· · · a1(n−1)

β
...

a(n−1)1

β

a(n−1)(n−1)

β

 ,

Logo, det (A) = βn−1 det (A′) , e concluímos que A′ ∈ SL(n−1,R). Pela hipótese de indução,
existe γ′′ ∈ SL(n − 1,Z) tal que A′γ′′ está em Σn−1

t,u , o conjunto de Siegel para SL(n − 1,R).
Agora definindo

γ′ =

(
1 0
0 γ′′

)
,

obtemos que γ′ ∈ SL(n,Z) e que

hγ′ =

(
a′1 ∗
0 βA′γ′′

)
.

Seja A′γ′′ = k′′a′′n′′ a decomposição Iwasawa de A′γ′′, então

kan =

(
1 0
0 k′

)(
a′1 0
0 βa′

)(
1 ∗
0 n′

)
,

é a decomposição de Iwasawa de hγ′. Então, a tem entradas diagonais

a1 = a′1, ai = βa′i (2 ≤ i ≤ n).

Além disso, como
a′i/a

′
i+1 ≤ 2/

√
3 (2 ≤ i ≤ n− 1),

resta mostrar que
a1/a2 ≤ 2/

√
3,

Como a matriz γ′ fixa e1, então

‖hγ′ (e1)‖ = ‖he1‖ = ‖a′n′ (e1)‖ = ‖k′a′n′ (e1)‖ = ‖g′e1‖ ,

portanto
‖g′e1‖ ≤ ‖g′v‖ = ‖hv‖,

para todo v ∈ Zn\{0}. Logo,

‖hγ′ (e1)‖ ≤ ‖hγ′(v)‖ , ∀v ∈ Zn\{0}.

Então, pela Proposição 4.11, temos que a1/a2 ≤ 2/
√
3. Portanto,

a′i/a
′
i+1 ≤ 2/

√
3 (1 ≤ i ≤ n− 1).

Teorema 4.13. SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R).

Demonstração. Para G = SL(n,R), Γ = SL(n,Z) e Σt,u = NtAuK, onde o conjunto de Siegel
é dado na Definição 3.17. Pelo Teorema 4.12, para t ≥ 2/

√
3 e u ≥ 1/2, temos G = Σt,uΓ.

Portanto, podemos concluir que G/Γ = Σt,uΓ/Γ ∼= Σt,u possui medida finita em relação à
medida de Haar em SL(n,R), conforme estabelecido no Corolário 4.9. Dessa forma, SL(n,Z) é
um reticulado em SL(n,R).
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4.4 Resultados
Nesta seção apresentamos algumas conclusões sobre este trabalho e destacamos algumas

razões pelas quais é importante e interessante continuar a pesquisa nesta área. Para alcançar
esse objetivo, gostaríamos de enunciar dois resultados importantes para a teoria: o teorema
de Borel e Harish-Chandra e o teorema de aritmeticidade de Margulis [12]. O e Teorema 4.13
foi generalizado por Borel e Harish-Chandra e permite a construção de vários exemplos de
reticulados em todos os grupos de Lie reais semissimples. Esses grupos são conhecidos como
grupos aritméticos. O teorema de aritmeticidade de Margulis estabelece que para certos grupos
de Lie, todo reticulado é aritmético. Para obter mais informações, consulte as referências [12],
[15], [14]. Para apresentar esses importantes teoremas, é necessário definir alguns conceitos
prévios.

Definição 4.14. Seja H um subgrupo fechado de SL(n,R). Dizemos que H é definido sobre
Q (ou que H é um Q-subgrupo) se existe um subconjunto Q de Q [x1,1, . . . , xn,n], tal que

1. Var(Q) = {g ∈ SL(n,R) | Q(g) = 0, ∀Q ∈ Q} é um subgrupo de SL(n,R),

2. H◦ = Var(Q)◦, e

3. H tem apenas um número finito de componentes.

Exemplo 4.15. SL(n,R) é definido sobre Q. De fato, seja Q = ∅, então Var(Q) = Var(∅) =
SL(n,R), SL(n,R)◦ = SL(n,R) = Var(∅)◦, e SL(n,R) só tem uma componente conexa, pois é
um grupo conexo.

Definição 4.16. Um grupo de Lie semissimples é um grupo de Lie que não contém subgrupos
normais fechados não triviais, exceto por si mesmo e pelo grupo trivial.

Teorema 4.17 (Borel e Harish-Chandra). Se G é definido sobre Q, então GZ = G ∩ SL(n,Z)
é um reticulado em G.

Demonstração. Ver em [12, página 88].

Definição 4.18 (Comensurável). Dizemos que dois subgrupos Γ1 e Γ2 de um grupo H são
comensuráveis se Γ1 ∩ Γ2 é um subgrupo de índice finito de Γ1 e Γ2.

Definição 4.19 (Subgrupo Aritmético). Seja G um Q-grupo algébrico e seja k = Q ou R. Um
subgrupo Γ de G(k) é chamado de subgrupo aritmético se for comensurável a GZ.

Assim podemos dizer que um grupo aritmético é um grupo obtido tomando os pontos
inteiros de um grupo algebraico como, por exemplo, SL(n,Z). A aritmeticidade de SL(n,Z) é
representada pela aritmética de Zn e ele vai ser nosso protótipo de grupo aritmético.

Teorema 4.20 (Borel e Harish-Chandra). Seja G um Q-grupo algébrico semissimples e seja
Γ um subgrupo aritmético de G. Então Γ tem covolume finito em G(R). Além disso, Γ é
cocompacto se, e somente se, G(Q) não possui elemento unipotente não trivial.

Demonstração. Ver em [15].

Teorema 4.21 (Teorema da Aritmeticidade de Margulis). Sejam G = SL(n,R), onde n ≥ 3,
e Γ um reticulado em G. Então, Γ é um grupo aritmético de G.

Demonstração. Ver em [12, Página 92].
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O Teorema da aritmeticidade de Margulis representa uma espécie de inverso parcial do
Teorema de Borel e Harish-Chandra. Verificamos que, para certos grupos de Lie, todo reticulado
é aritmético. Essa descoberta é de extrema importância para a teoria dos grupos aritméticos,
uma vez que caracterizá-los não é uma tarefa fácil. A contribuição de Margulis amplia o
conhecimento sobre a estrutura e as propriedades desses grupos, permitindo caracterizar os
reticulados de SL(n,R) como subgrupos aritméticos, se n ≥ 3.

Este trabalho é interessante, pois fornece ferramentas que podem ser usadas para provar
que outros subgrupos discretos de SL(n,R) são reticulados. Por exemplo, ao contrário do que
é feito classicamente nas referências [10] e [12], neste documento é calculado explicitamente o
volume da região que definimos para a ação de SL(n,Z) em SL(n,R), com base no trabalho
de Teixeira [9], fornecendo um valor exato para o volume dessa região auxiliar. Além disso,
o documento apresenta de maneira gráfica, didática e intuitiva conceitos como domínios fun-
damentais, reticulados, cocompacidade, entre outros, em um contexto familiar como Rn, para
depois defini-los em um contexto mais geral, permitindo que este documento seja uma boa
ferramenta para se introduzir nessa área.
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