LAURA DANIELA BERMUDEZ MONTOYA

SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via
conjuntos de Siegel

U

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2023



LAURA DANIELA BERMUDEZ MONTOYA

SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via conjuntos de
Siegel

Dissertacao apresentada ao Programa de Poés-
Graduacgao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, como parte dos requisitos para obtenc¢ao do
titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentracio: Matemética.

Linha de Pesquisa: Geometria e Topologia.
Orientador: Prof. Dr. Jean Venato Santos.
Coorientador: Prof. Dr. Plinio Guillel Pino Murillo.

UBERLANDIA - MG
2023



Ficha Catalogréafica Online do Sistema de Bibliotecas da UFU
com dados informados pelo(a) préprio(a) autor(a).

M798
2023

Montoya, Laura Daniela Bermudez, 1997-

SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via conjuntos de
Siegel [recurso eletrénico] / Laura Daniela Bermudez
Montoya. - 2023.

Orientador: Jean Venato Santos.

Coorientador: Plinio Guillel Pino Murillo.

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de
Uberlandia, Pés-graduacdo em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

Disponivel em: http://doi.org/10.14393/ufu.di.2023.396

Inclui bibliografia.

1. Matematica. |. Santos, Jean Venato,1979-,
(Orient.). Il. Murillo, Plinio Guillel Pino,1990-,
(Coorient.). lll. Universidade Federal de Uberlandia.
Pés-graduacdo em Matematica. IV. Titulo.

CDuU: 51

Bibliotecarios responsaveis pela estrutura de acordo com o AACR2:
Gizele Cristine Nunes do Couto - CRB6/2091
Nelson Marcos Ferreira - CRB6/3074




31/07/2023, 11:53 SEI/UFU - 4673955 - Ata de Defesa - Pés-Graduagao

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

Coordenacdo do Programa de Pds-Graduagao em Matematica
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 160 - Bairro Santa Mdnica, Uberlandia-MG, CEP 38400-902
Telefone: (34) 3239-4209/4154 - www.posgrad.famat.ufu.br - pgmat@famat.ufu.br

ATA DE DEFESA - POS-GRADUACAO

Programa de
Pés-Graduagdao | Matematica
em:

Defesa de: Disserta¢do de Mestrado Académico, 109, PPGMAT

H
Data: 26 de julho de 2023 Hora de inicio: 10:00 ora de 12:30
encerramento:

Matricula do

. 12122MAT004
Discente:

Nome do

. Laura Daniela Bermudez Montoya
Discente:

Titulo do

Trabalho: SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via conjuntos de Siegel

Area de

- Matematica
concentracgdo:

Linha de

. Geometria e Topologia
pesquisa:

Projeto de
Pesquisa de
vinculagdo:

Reuniu-se na Sala Multiuso da Biblioteca (Campus Santa Monica) da Universidade Federal de
Uberlandia, a Banca Examinadora, designada pelo Colegiado do Programa de Pds-graduacdo em
Matemadtica, assim composta: Professores(as) Doutores(as): Sebastian Hurtado Salazar - YALE
UNIVERSITY; Luciana  Aparecida  Alves - FAMAT/UFU e Jean Venato Santos -
FAMAT/UFU, orientador da candidata.

Destaca-se também a presenca do Professor Doutor Plinio Guillel Pino Murillo - Universidade Federal
Fluminense, coorientador da candidata.

Iniciando os trabalhos o presidente da mesa, Dr. Jean Venato Santos, apresentou a Comissao
Examinadora e a candidata, agradeceu a presenca do publico, e concedeu a Discente a palavra para a
exposicao do seu trabalho. A duracao da apresentagao da Discente e o tempo de arguicao e resposta
foram conforme as normas do Programa.

A seguir o senhor presidente concedeu a palavra, pela ordem sucessivamente, aos(as) examinadores(as),
gue passaram a arguir a candidata. Ultimada a arguicdao, que se desenvolveu dentro dos termos
regimentais, a Banca, em sessdo secreta, atribuiu o resultado final, considerando a candidata:

Aprovada.

Esta defesa faz parte dos requisitos necessarios a obtencdo do titulo de Mestre.

O competente diploma serd expedido apds cumprimento dos demais requisitos, conforme as normas do
Programa, a legislacdo pertinente e a regulamentacdo interna da UFU.

https://www.sei.ufu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=5229235&infra_siste...

12



31/07/2023, 11:53 SEI/UFU - 4673955 - Ata de Defesa - Pés-Graduagao

Nada mais havendo a tratar foram encerrados os trabalhos. Foi lavrada a presente ata que apds lida e
achada conforme foi assinada pela Banca Examinadora.

—
eil Documento assinado eletronicamente por Sebastian Hurtado Salazar, Usudrio Externo, em
- . fily 26/07/2023, as 10:53, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do

assinatura

| eletrénica Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

—
eil Documento assinado eletronicamente por Jean Venato Santos, Professor(a) do Magistério Superior,
- . fily em 26/07/2023, as 11:42, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do

assinatura

| eletrénica Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

— -
eil Documento assinado eletronicamente por Luciana Aparecida Alves, Professor(a) do Magistério
- - L‘lly Superior, em 26/07/2023, as 13:25, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 69,

assinatura

| eletrénica § 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Referéncia: Processo n? 23117.052474/2023-20 SEl n? 4673955

https://www.sei.ufu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=5229235&infra_siste... 2/2



Dedicatoria

A minha mae Diana Montoya.
A minha irma querida Karen Bermaudez.
Novamente, por nos e para nos.

Para todas as mulheres que influenciaram minha vida.



Agradecimentos

Agradeco de coragao a todas as pessoas que foram fundamentais para a conclusao de meu
mestrado. Em primeiro lugar, gostaria de agradecer do fundo do coracao a minha amada mae
Diana Montoya e a minha querida irma Karen Bermidez, por seu amor incondicional, apoio
constante e encorajamento incansavel ao longo de toda a minha vida.

Gostaria também de estender meus mais sinceros agradecimentos as pessoas que me recebe-
ram de bracos abertos neste pais encantador. Sua generosidade e apoio nos momentos dificeis
foram verdadeiramente importantes para mim, e nunca vou esquecer todo esse apoio. Vocés
tornaram minha estadia aqui uma experiéncia inesquecivel e enriquecedora. Agradeco de todo
coracao por fazerem toda a diferenca em minha vida aqui.

Gostaria de expressar minha gratidao ao meu orientador, Prof. Dr. Jean Venato Santos,
por me dar uma grande oportunidade, por acreditar em mim e me apoiar. Também desejo
agradecer especialmente ao meu coorientador Prof. Dr. Plinio Guillel Pino Murillo por sua
orientacdo, paciéncia e compreensao ao longo de todo o processo de pesquisa. Sua dedicacao e
conhecimento foram fundamentais para o meu crescimento académico e pessoal e ao Prof. Dr.
Sebastian Hurtado, pela valiosa contribui¢do, apoio e paciéncia fornecidos durante as sessoes
de estudo. Nao posso deixar de expressar minha profunda gratidao a Universidade Distrital
Francisco José de Caldas, que desempenhou um papel fundamental em mim. Foi através dela
que tive a oportunidade de expandir meus conhecimentos, explorar novos horizontes e alcancar
este importante marco em minha vida. Gostaria de expressar meu sincero agradecimento a
UFU e aos seus professores, que nao apenas compartilharam seu vasto conhecimento, mas
também me guiaram com paciéncia e dedicacao ao longo das aulas. Agradeco a universidade
por fornecer um ambiente académico estimulante, onde fui desafiada a superar meus limites e
a expandir meu potencial.

Agradeco novamente a todos que contribuiram para minha trajetéria académica e me ajuda-
ram a alcancar este importante em minha vida, especialmente a Giselle Leon, Rafael Hernandez
e Josimar Ramirez. Expresso também minha gratiddao ao programa Capes, pelo suporte finan-
ceiro que me permitiu realizar meus estudos de mestrado. Sem o seu apoio, essa conquista nao
seria possivel. Por fim, gostaria de enfatizar a importancia da presenca feminina na ciéncia e,
especialmente, na Matemaética, pois acho que é essencial para a construgao de uma sociedade
mais igualitaria e diversa.



BERMUDEZ MONTOYA, L. D. SL(n,Z) como reticulado de SL(n,R) via conjuntos de Siegel
2023. 50 p. Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, apresentaremos uma reconstrucao da demonstracao de que o grupo SL(n, Z)
forma um reticulado em SL(n,R). Com o objetivo de oferecer uma visao geométrica da defini-
¢ao de reticulado e de dominio fundamental, realizaremos uma introduc¢ao aos reticulados em
R™. Além disso, exploraremos conceitos essenciais relacionados aos grupos de Lie [1]. Faremos
também uma breve abordagem sobre a medida de Haar (veja [4] e [5]). Baseando-nos nas
obras de referéncia [8] e [10], bem como na tese de Teixeira [9] e outras fontes, definiremos
os conjuntos de Siegel como um dominio fundamental adequado para a acao de SL(n,Z) em
SL(n,R). Mostraremos que SL(n,Z) é um subgrupo discreto de SL(n,R) e que os conjuntos de
Siegel, definidos adequadamente, formam um dominio fundamental um pouco maior e mais sim-
ples para essa a¢ao, com volume finito. Portanto, SL(n,Z) constitui um reticulado em SL(n, R).

Palavras-chave: Conjuntos de Siegel, grupos aritméticos, reticulados em grupos de Lie.



BERMUDEZ MONTOYA, L. D. SL(n,Z) as a lattice in SL(n,R) via Siegel sets. 2023. 50 p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

We will present a reconstruction of the proof that the group SL(n,Z) forms a lattice in
SL(n,R). With the aim of offering a geometric view of the definition of lattice and fundamental
domain, we will provide an introduction to lattices in R". Additionally, we will explore essential
concepts related to Lie groups [1]. We will also briefly discuss the Haar measure (see [4] and
[5]). Drawing from reference works such as [8] and [10], as well as Teixeira’s thesis [9] and other
sources, we will define Siegel sets as a suitable fundamental domain for the action of SL(n,Z)
on SL(n,R). We will demonstrate that SL(n,Z) is a discrete subgroup of SL(n,R), and that
the appropriately defined Siegel sets form a slightly larger and simpler fundamental domain for
this action, with finite volume. Therefore, SL(n,Z) constitutes a lattice in SL(n,R).

Keywords: Siegel sets, arithmetic groups, lattices in Lie groups.
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Introducao

Os conjuntos de Siegel, também conhecidos como dominios de Siegel, sdo objetos matema-
ticos que surgiram no contexto da teoria das formas quadraticas e da teoria dos niimeros. Esses
conjuntos receberam o nome em homenagem ao matematico alemao Carl Ludwig Siegel, que
fez importantes contribuig¢oes no estudo da teoria dos nimeros e das formas quadraticas. Em
1939, Siegel realizou pesquisas fundamentais no campo da teoria dos niimeros e da geometria
diofantina. Neste contexto, Siegel estudou as propriedades geométricas e aritméticas das solu-
¢oes dessas equacoes diofantinas quadraticas. Para isso, ele introduziu o conceito de dominio de
Siegel, que é um conjunto no espaco de matrizes simétricas reais que satisfaz certas propriedades
especiais. Segundo [9], Siegel usa esses conjuntos como regioes auxiliares para mostrar que um
determinado dominio é um dominio fundamental da acao do grupo de matrizes unimodulares
sobre o conjunto de matrizes simétricas definidas positivas, que é identificado com o conjunto
de formas quadraticas definidas positivas.

A professora Teixeira em seu trabalho [9], estuda a medida de Haar desse conjunto de Si-
egel especifico, apresentando uma equacao que descreve o volume desse conjunto. Em 1962,
Borel e Harish-Chandra generalizaram a defini¢ao de conjuntos de Siegel de SL(n, R) para qual-
quer Q-grupo algébrico semissimples [15]. Esse famoso teorema, estabelece que todo subgrupo
aritmético de um grupo algébrico semissimples é um reticulado. Um grupo aritmético é um
tipo especial de grupo matricial que é construido tomando pontos inteiros em certos grupos
de matrizes. Um exemplo importante de grupo aritmético é SL(n,Z), A construcao de grupos
aritméticos a partir de pontos inteiros envolve selecionar matrizes com coeficientes inteiros e
impor restrigoes adicionais.

Existem diferentes aplicagdes dos conjuntos de Siegel em diferentes dreas da matematica devido
a sua estrutura simples com relagao & estrutura mais complexa dos dominios fundamentais.

Este trabalho aborda alguns subgrupos aritméticos presentes em grupos de Lie semissim-
ples. Em particular, serdo discutidos o grupo SL(n,Z) e alguns subgrupos discretos de R".
Esse estudo combina conceitos de algebra, relacionados a grupos de matrizes, com a teoria dos
numeros, que explora propriedades dos niimeros inteiros. No entanto, vale ressaltar que esses
subgrupos também possuem aplicagoes relevantes na area da geometria. Especificamente, eles
desempenham um papel fundamental na geometria diferencial classica.

Em 1977, Margulis estabeleceu o teorema de aritmeticidade [12]. Esse teorema afirma que
dado o grupo SL(n,R), para n > 3, se um subgrupo I' é um reticulado em SL(n,R) entao I'
é um grupo aritmético de G. A investigacao dos reticulados em grupos de Lie é uma tarefa
fascinante e uma das principais motivacoes deste trabalho, pois a compreensao das técnicas
utilizadas aqui para provar que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R) poderia ser generalizada
para demonstrar que outros subgrupos discretos de SL(n,R) sao reticulados.

O estudo dos grupos aritméticos tem sido de grande interesse em varias areas diferentes da
matematica, por exemplo:

1. Teoria dos numeros: o grupo unimodular é usado para definir as equacoes funcionais
satisfeitas por formas modulares, que desempenham um papel central na teoria analitica
dos numeros. Utilizando grupos aritméticos mais gerais em vez de SL(2,Z), pode-se
estender a nogao de formas modulares para o contexto mais geral de formas automoérficas.
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Os grupos aritméticos estao intimamente relacionados com o estudo dos niimeros inteiros
e suas propriedades aritméticas. Eles sdo usados para investigar problemas fundamentais
na teoria dos niimeros, como a distribuicao dos niimeros primos, a conjectura de Riemann
e as equagoes diofantinas.

2. Geometria hiperbdlica: a n-esfera S™ é uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional positiva constante e é uma variedade compacta. Além disso, existem variedades
compactas n-dimensionais com curvatura seccional negativa constante. Essas variedades,
sejam compactas ou nao, sao chamadas de hiperbdlicas. O plano hiperbdlico é uma va-
riedade Riemanniana com curvatura seccional constante negativa. Em dimensoes baixas
(até 5), existem construgoes geométricas de variedades compactas hiperbélicas. No en-
tanto, para n > 5, é necessario estudar grupos aritméticos para construir tais variedades
n-dimensionais M, os grupos aritméticos surgirdo como os grupos fundamentais m(M).

3. Geometria Aritmética: a geometria aritmética é um campo que une a geometria algébrica
e a teoria dos numeros. Os grupos aritméticos possuem um papel relevante nessa area
ao estudar variedades algébricas definidas sobre corpos numéricos e investigar os seus
pontos racionais, que apresentam caracteristicas distintas daqueles presentes em outras
variedades algébricas.

4. Teoria de representacao: os grupos aritméticos fornecem exemplos interessantes para o
estudo da teoria de representacdo. A teoria de representacao de grupos aritméticos tem
aplicagoes na fisica tedrica, especialmente na teoria das cordas e na teoria quantica de
campos.

5. Teoria de Lie: os grupos aritméticos sdo uma classe importante de grupos de Lie, que
sao objetos fundamentais na teoria de Lie. A estrutura algébrica e geométrica dos grupos
aritméticos é estudada no contexto mais amplo da teoria de Lie.

6. Teoria dos grafos: os grafos expansores sao construidos a partir de grupos aritméticos e
seus quocientes finitos. A teoria dos grafos utiliza esses grafos expansores para investigar
propriedades de conectividade e expansao em redes e sistemas complexos.

Essas sao apenas algumas das areas em que os grupos aritméticos sao tuteis e tém aplicacoes
significativas. Seu estudo e compreensao tém implica¢oes profundas em diversos campos da
matematica e suas aplica¢Oes em ciéncia da computacgao, fisica e muito mais. A construcao e
o estudo dos grupos aritméticos se desenvolveram ao longo do tempo, com importantes contri-
buigoes de matematicos renomados, como Emil Artin, André Weil, Jean-Pierre Serre e Gopal
Prasad, entre outros.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n, R),
utilizando conjuntos de Siegel. Para alcancar esse objetivo, o trabalho foi organizado da se-
guinte maneira:

No Capitulo 1, é explorado o conceito de reticulado em R", que generaliza a estrutura dis-
creta de Z dentro de R. Nesta abordagem, tem-se feito a reconstrucao da demonstragao de
um resultado classico na teoria de reticulados, que estabelece que um subgrupo de R™ é um
reticulado se e somente se for discreto. Também é demostrado que o grupo R™/Z™ é o toro de
dimensao n e sdo estudadas algumas propriedades topolégicas do grupo SL(n,R)/SL(n,Z) em
relagdo ao critério de Malher (Teorema 1.17).

No Capitulo 2, sao definidos alguns conceitos basicos sobre grupos de Lie, relacionando-os
com variedades diferenciaveis além de estudar algumas agoes de grupos nessas variedades. Além
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disso, apresentaremos a definicdo da medida de Haar em grupos topoldgicos e é apresentado o
Teorema 2.25, que estabelece a existéncia e unicidade da medida de Haar em grupos topolégicos
localmente compactos.

No Capitulo 3, é generalizado o conceito de reticulado em grupos de Lie. Definimos o
conceito de cocompacidade e é demonstrado que um subgrupo discreto e cocompacto de um
grupo de Lie é um reticulado. Apresentaremos o plano hiperbélico H? como um exemplo de
espago homogéneo e estudaremos o cldssico dominio fundamental para a acao SL(2,7Z) no plano
hiperbdlico. Logo, apresentamos os conjuntos de Siegel para SL(2,7Z), que resultam ser uma
regiao auxiliar para a agado de SL(2,Z) em SL(2, R).

No Capitulo 4, sao generalizados os conjuntos de Siegel apresentados no Capitulo 3 para
SL(2,7Z), porém agora para SL(n,Z), e é demonstrado que esse conjunto possui medida finita
em relagao a medida de Haar. Concluimos o capitulo mencionando dos principais resultados na
teoria dos grupos aritméticos: primeiro, o teorema da aritmeticidade, provado por Margulis [12].
Este teorema estabelece que, com certas caracteristicas, um grupo de Lie G possui um reticulado
aritmético. O segundo resultado apresentado é o teorema de Borel e Harish-Chandra [15], que
generaliza o Teorema 4.13, estabelece que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R), permitindo
a construcdo de reticulados em grupos de Lie reais semissimples. O objetivo desta secao é
incentivar a continuidade da pesquisa nesta area.

Laura Daniela Bermidez Montoya
Uberlandia-MG, 26 de Julho de 2023.
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Capitulo 1

Reticulados em R"

Neste capitulo, exploraremos o conceito de reticulado em R™ que generalizam a estrutura
discreta de Z dentro de R. Em seguida, apresentaremos um resultado classico, que estabelece
que um subgrupo de R™ é um reticulado se e somente se ¢ discreto. Em seguida, demonstra-
remos que o grupo R"/Z"™ é o toro de dimensao n, e posteriormente exploraremos algumas de
suas propriedades topoldgicas. Em seguida, abordaremos o critério de Mahler, que estabelece
uma relacao entre o covolume e a sistole dos reticulados. Além disso, estabeleceremos uma
correspondéncia entre o grupo SL(n,R)/SL(n,Z) e um subconjunto de todos os reticulados de
R™. Com base no critério de Mahler, demonstraremos que SL(n,R)/SL(n,Z) nao é compacto,
o que sera um resultado util posteriormente.

1.1 Subgrupos discretos de R”

Comecamos examinando as propriedades fundamentais dos reticulados, onde os reticulados
sao subconjuntos de R™ que, de certa forma, generalizam a maneira como Z esta contido em R.

Defini¢ao 1.1. Seja {e1,...,e,} um conjunto de vetores linearmente independentes em R"
(com m < n). O subgrupo aditivo gerado por {ey, ..., e,} em (R™, +) é chamado de reticulado
de dimensao m, gerado por {ey,...,en}. Isto é

L= {Z a;xila; € Z e x; € {ey, ...,em}} .

Exemplo 1.2. A Figura 1.1 ilustra o reticulado L de dimensdo 2 em R?, gerada pelos vetores
(0,1) e (1,0), onde

L= {Zai:pimi €Zex€{01), (1,0)}} .

Um reticulado de dimensdao m é um grupo abeliano livre (isto é, um grupo abeliano com
uma base). Em capitulos posteriores vamos generalizar este conceito de reticulado para outros
grupos.

Definigao 1.3. Seja R” dotado da métrica euclidiana usual. Um conjunto A é considerado
discreto em R"™ se, para cada ponto x € A, existe um raio r > 0 tal que a intersecao da bola
fechada B,[z] com A contém apenas uma quantidade finita de pontos.

Exemplo 1.4. Novamente considere o reticulado L em R? como no Exemplo 1.2, note que o
conjunto L N B4[0] tem uma quantidade finita de pontos (ver Figura 1.2). Da mesma forma,
para cada ponto x € L, existe um raio r > 0 tal que a interse¢do da bola fechada B,[z] com L
contém apenas uma quantidade finita de pontos. Consequentemente L é discreto.

14



€1

€2

Figura 1.1: O reticulado em R? gerado por e; = (1,0) e ex = (0, 1).

Figura 1.2: O conjunto L N By[0].

Exemplo 1.5. Z™ é discreto em R", os reticuladoS gerados por {(0,7), (7,0)}, {(—1,2),(2,2)},
{(=2,-T7),(4,—3)} sdo discretos em R2.

A seguir, vamos apresentar um resultado que estabelece que todo subgrupo discreto de R™
é um reticulado [6]. A importancia desse resultado é que qualquer subgrupo discreto de pontos
em R” pode ser gerado por uma base de vetores linearmente independentes.

Teorema 1.6. Um subgrupo aditivo de R™ é um reticulado se e somente se for discreto.

Demonstracao. Suponha que L seja um reticulado, considerando o subespaco gerado por L
podemos supor que L tem dimensao n. Seja L gerado por {ei,...,e,}. Isto é,

L = {Z a;xila; € Z e x; € {ey, ...,en}} .

Observe que esses vetores constituem uma base para o espaco R". Portanto, cada v € R™ pode
Ser expresso como
U:)\161+...+)\n€n ()\ZGR)

Defina ¢ : R® — R" por
gb()\lel—i—...—l—/\nen) = (/\17'“7/\71)-

Entao o conjunto ¢ (B,[0]) é limitado em R™, j4 que existe M € R tal que
llo(v)|| < M para todo v € B,[0].
Tome v = ) ae; (a; € Z), para v € B,[0] entdo
o) = ll(as, ..., an)ll < M,
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€ Como
‘a’i| S H(ala"'aa’n>H S M7 (11)

obtemos que nimero de solugdes inteiras de (1.1) ¢é finito e portanto LN B,[0] é finito, e portanto
L é discreto. Reciprocamente, seja G um subgrupo discreto de R™. Provamos por indugao sobre
n que G é um reticulado. Seja {gi, ..., gn} um subconjunto linearmente independente maximo
de G e seja V = span{gi,...,gm-1}. Tome G = GNV. Note que G é um subgrupo discreto
de V' por construcgao, logo, por inducao, G é um reticulado de V' de dimensdo m — 1. Portanto
existem elementos linearmente independentes gerando G. Sem perda de generalidade suponha
que {g1,...,9m_1} gera G. Seja

A:{xEGll‘:Zaigi, ogai<1(¢:1,...,m—1)eogamg1}.

=1

Entao A é limitado, portanto finito pois GG é discreto, e podemos escolher 2’ € A com o menor
coeficiente diferente de zero a,,. Tome

Z'/ = 5191 + ... +bmgm

Certamente {g1,. .., gm_1, 2’} é linearmente independente. Agora, comecando com qualquer
vetor g € (G, podemos selecionar coeficientes inteiros ¢; para que

Jd=g—cnt' —cigi — ... — Cpp_1Gm—1 € A,

e o coeficiente de g,,, em g’ é menor que b,,, mas nao negativo. Pela escolha de 2’ este coeficiente
deve ser zero, entao ¢’ € G, portanto {2/, g1,...,gm_1} gera G e G é um reticulado. O

Definigao 1.7. Seja L um reticulado de R" gerado por {ey,...,e,}. O dominio fundamental
T consiste em todos os elementos > a;e; (a; € R) onde 0 < a; < 1.

Observagao 1.8. O dominio fundamental depende da escolha dos geradores.

€2

Figura 1.3: Conceito de dominio fundamental, para o reticulado da Figura 1.1.

Mais adiante, iremos generalizar esses conceitos, mas por enquanto, é bastante interessante
e intuitivo entender esses conceitos, pois R" é um espaco conhecido. A Figura 1.3 ilustra um
dominio fundamental T para o reticulado em R? gerado por (0,1) e (1,0) e uma translagio
T + [ para [ € L. Linhas pontilhadas indicam a omissao das fronteiras.
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1.2 O toro quociente

Nesta sec¢ao, relacionamos os reticulados em R™ com o toro quociente T™ = R"/Z". Esse
conjunto possui estrutura de grupo com a multiplicacdo. Sua topologia é herdada de R", o
que o torna um espaco bastante interessante, uma vez que T", com essa topologia induzida, é
compacto e conexo.

O grupo circular S é composto por todos os niimeros complexos z tais que |z| = 1. Em
termos geométricos, S representa a circunferéncia unitaria no plano complexo, com o elemento
neutro sendo o nimero complexo 1+ 07 e a operacao binaria sendo a multiplicagdo de niimeros
complexos. Em resumo, o grupo circular S é definido como

S={z € Cllz| =1}.
Lema 1.9. O grupo quociente R/7Z é isomorfo ao grupo circular S.
Demonstracdo. Defina a aplicagdo ¢ : R — S por
B(r) = i,

entao
¢($ + y> _ e27r(3:+y) — 627r2:€27ry _ ¢($)¢<y)’

portanto, ¢ é um homomorfismo. Sabemos a fungdo exponencial complexa é sobrejetiva e além
disso, .
ker(¢) = {z € R]e*™ = (1,0)} = Z,

logo, pelo primeiro teorema de isomorfismo segue o resultado. Il

T™ representa o espaco topologico formado pelo produto cartesiano de n cépias do grupo
circular S. Em outras palavras, T™ consiste em todas as n-tuplas ordenadas de elementos
de S. Levando em consideracao esse fato e o Lema 1.9, estabeleceremos o isomorfismo para
demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.10. Se L é um reticulado n-dimensional em R" entao R"/L é isomorfo ao toro
n-dimensional T™.

Demonstragio. Seja {ej,...,e,} o conjunto gerador de L. Entao {ey,...,e,} é uma base para
R". Defina ¢ : R” — T" por

Qﬁ (alel + ...+ a,nen) — (627rial7 o ’627rian) ] (12)

Provaremos que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo. A operacao no toro n-dimensional T" com
a topologia produto de S é a operacao de multiplicagdo componente por componente:

(21,29, ..y 2n) - (Wr,wa, ..., wy,) = (21W1, 20Wa, . . ., ZWy) -
Sejam v, w € R", e considere

¢(U + w) = ¢((a1 + bl)el +.oF (an + bn)en)7

(6271'1 a1+b1) N 627ri(an+bn))’

2miaq 27rzb1 2mian 27miby
= (e : e -e=™n),
(627rza1 ) 27rzan> . (627rib17 el 627rz’bn)7
= ¢(v) - ¢(w)

Portanto, ¢ é um homomorfismo. Agora, vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva. Como a fungao
exponencial complexa ¢ sobrejetiva, ¢ ¢ sobrejetiva e o kernel de ¢ é L, seguindo a mesma logica
do lema anterior. Portanto R"/L = T™. O]

17



Corolario 1.11. A transformacao ¢ definida acima, quando restrita ao dominio fundamental
T, produz uma bijecao ¢ : T'— T".

Para qualquer subconjunto X de T", definimos o volume v(X) como
v(X) = v (67(X))

que existe se, e somente se, ¢~ (X) tem um volume em R™. Essa bije¢do ird estabelecer uma
relacdo entre a nocao de medida e volume nos dominios fundamentais em R” e o volume de
subconjuntos de T". Posteriormente, essa no¢ao de volume sera generalizada.

1.3 O espaco dos reticulados em R"

Nesta secao, apresentaremos um resultado importante para a teoria dos reticulados, o crité-
rio de Mahler, que é uma ferramenta fundamental para entender os reticulados e suas proprie-
dades geométricas. Ele estabelece uma relaciao entre o covolume e a sistole, com aplicagoes em
geometria diferencial, teoria de cddigos e teoria dos nimeros. Além disso, estudaremos algumas
propriedades topolégicas dos grupos R"/Z"™ e SL(n,R)/SL(n,Z) em relacao a esse critério.

Em algebra linear, o volume n-dimensional do paralelepipedo em R" formado pelos vetores
é igual a raiz quadrada do determinante da matriz de Gram, ver em [17, pagina 141].

Defini¢ao 1.12. O determinante de Gram G(z1,...,z,) de n vetores, é o determinante da
matriz formada pelos n? produtos internos formados com esses vetores

(x1,21) (T1,29) ... (T1,2p)
(xo, 1) (T2,m9) ... (T2,p)

(Xp,x1) (Tp,ma) ... (Tp,Ty)

Defini¢ao 1.13. Para L C R" reticulado, definimos o covolume de L denotado covol(L), como
a medida de Lebesgue A(7") do dominio fundamental 7. Ou seja, o covolume de L é definido
como o volume euclidiano do paralelepipedo T, isto é

covol(L) = /G (ey,...,e,),
onde {ey,...,e,} é o conjunto gerador de L.

Defini¢dao 1.14. Para um reticulado L C R", definimos sua sistole como o ntimero real (posi-
tivo)

syst(L) = uin ]

Exemplo 1.15. Seja L o reticulado gerado por {(—2,—7),(4,—3)}. O covolume é dado pela
raiz do determinante

(=2,-7),(=2,=7)) ((=2,-7),(4,=3))| _
((4,-3),(=2,-7))  {(4,-3),(4,-3)) — 1156,

portanto covol(L) = /1156 = 34, e

syst(L) = duin ]| = 5.
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Figura 1.4: Reticulado gerado por {(—2,—7), (4, —3)} e seu dominio fundamental 7.

Observacgao 1.16. Um subconjunto é considerado relativamente compacto se estiver contido
em um subespaco compacto de X, ou equivalentemente, se o seu fecho for compacto.

Demonstragao. Ver em [14, pagina 16]. ]

Teorema 1.17 (Critério de Compacidade de Mahler). Para um n fixo, vamos denotar por X o
conjunto de reticulados em R™. Seja A um subconjunto de X, A é dito relativamente compacto
se e somente se covol(+) e syst(-)™! sdo fincoes limitadas em A.

Observacao 1.18. Lembremos que uma acao de um grupo em um espago topoldgico é uma
atribuicao que descreve como os elementos do grupo transformam os pontos do espaco, respei-
tando a estrutura topoldgica. Neste contexto, dizemos que a agdo é transitiva se, para qualquer
par de pontos x e y no espaco topolédgico, existe pelo menos um elemento do grupo que pode
levar x a y. Mais adiante, vamos definir o que é uma acao transitiva de grupos de Lie em
variedades diferenciaveis, mas com a definicdo anterior é suficiente para entender o exemplo
seguinte.

Exemplo 1.19. Sendo X o conjunto de reticulados em R™. O grupo GL(n,R) age transiti-
vamente sobre X a esquerda, Pois qualquer reticulado L pode ser escrito como L = gLy para
algum g € GL(n,R) e Ly = Z". O estabilizador de Ly é o subgrupo

Isso forma uma identificacao
X = GL(n,R)/ GL(n, Z).

Usando esta identificacao, podemos dotar X de topologia, ou seja, a topologia quociente, onde
a topologia em GL(n,R) é a usual, induzida como um subconjunto do espago vetorial real
Mat(n x n,R), o espacgo de todas as matrizes de tamanho n X n com entradas reais. Queremos
estudar agora o quociente SL(n,R)/SL(n,Z), onde SL(n, R) é o grupo das matrizes de tamanho
n x n, com determinante um e entradas reais. Temos que SL(n,R) é um subgrupo de GL(n, R)
e que a agao de SL(n,R) em X nao é transitiva. Para provar que a agao de SL(n,R) em X nao
é transitiva, precisamos mostrar que nao é possivel transformar qualquer reticulado em R” em
outro através de uma matriz em SL(n,R). No caso em que temos dois reticulados L, e Ly em
R™, podemos procurar por uma matriz g € GL(n,R) que transforme L; em Ly. Suponha que
tenhamos dois conjuntos linearmente independentes que gerem os reticulados, ou seja, para Ly
temos o conjunto {vy,ve,...,v,} €, para Lo, temos o conjunto {uy,us, ..., u,}. Nesse contexto,
a matriz de mudanca de base nos permite expressar as coordenadas de um vetor em termos de
outra base. Essa matriz pertence ao grupo geral linear GL(n,R), a qual ndo necessariamente
possui determinante igual a 1.
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Isso mostra que a agao de SL(n,R) em X nao é transitiva, pois existem pares de reticulados
que nao podem ser transformados um no outro através de uma matriz em SL(n,R). Mas
podemos afirmar que

SL(n,R)/SL(n,Z) C X,

o que significa que podemos identificar SL(n,R)/SL(n,Z) como um subespaco de reticulados
em R". No entanto, ao utilizar o critério de Mahler para compacidade (Teorema 1.17), que esta-
belece que um subconjunto A de reticulados em R”™ é dito relativamente compacto se e somente
se covol(-) e syst(-)~! sdo limitados em X. No entanto, ao considerar A = SL(n,R)/SL(n,Z),
podemos observar que as distancias ao ponto zero podem ser tomadas arbitrariamente peque-
nas, j4 que X ¢ o conjunto de reticulados em R™. Isso implica que o conjunto syst(-)~! nao é
limitado em SL(n,R)/SL(n,Z). Portanto, concluimos que SL(n,R)/SL(n,Z) C X nao é um
conjunto compacto.

E importante destacar o interessante critério de compacidade de Mahler que foi provado
por Kurt Mahler em 1946 é um resultado fundamental sobre reticulados no espago euclidiano.
O teorema da compacidade de Mahler foi generalizado para outros tipos de grupos por David
Mumford. Nao vamos abordar mais sobre esse critério, nem vamos estudar sua generalizacao,
apenas vamos utilizar posteriormente o resultado do Exemplo 1.19. Como ja foi mencionado,
este capitulo é utilizado de forma introdutoéria para conceitos mais gerais na teoria dos reticu-
lados.
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Capitulo 2

Grupos de Lie e acoes de grupo em
variedades

Neste capitulo, faremos uma abordagem bastante rapida aos conceitos basicos sobre grupos
de Lie, uma vez que precisamos de alguns conceitos topologicos de grupos de Lie matriciais
especiais, como por exemplo os grupos de Lie GL(n,R), SL(n,R) e R", além de relacionar esses
grupos com variedades diferenciaveis para posteriormente definir algumas ac¢oes de grupos sobre
elas.

2.1 Nocoes basicas sobre os grupos de Lie

Nesta secao, vamos abordar os Grupos de Lie, cuja importancia reside em sua ampla apli-
cagdo em diversas areas da matematica e da fisica tedrica. Esses grupos desempenham um
papel fundamental no estudo de simetrias, transformacgoes continuas e estruturas diferencia-
veis. Dado que este trabalho se concentrara no estudo de alguns grupos de Lie, como SL(n,R)
e R™, é necessario ter algumas nogoes basicas e propriedades desses grupos.

Definigao 2.1 (Grupo linear). O grupo linear sobre os niimeros reais, denotado como GL(n, R),
¢é o grupo de todas as matrizes invertiveis n x n com entradas reais.

Denotamos por M, (C) como o conjunto de todas as matrizes n X n com entradas complexas.

Defini¢ao 2.2. Seja A,, uma sequéncia de matrizes em M,(C). Dizemos que A,, converge
para uma matriz A se, cada entrada de A,, converge quando m — oo, para cada entrada
correspondente de A, ou seja, se A,,,, converge para Ay, para todo 1 < k,l <n.

Um grupo topoldgico é um grupo G munido de uma topologia Hausdorff para a qual a
operacao e a inversao do grupo sao continuas. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Um grupo topolégico é um grupo G no qual é definida uma topologia que torna
as operacoes do grupo continuas. A maneira mais concisa de expressar esse requisito é postular
a continuidade pela aplicagao ¢ : G x G — G definida por

Plx,y) =y,

e para cada a € (G, as aplicagbes = — ax e x — xa sao homeomorfismos de GG sobre GG; assim

como x +— L.

Definicao 2.4. Um grupo de Lie G é um grupo topoldgico que também é uma variedade
diferenciavel, com a propriedade de que as func¢des de multiplicacao e inversao

(r,y) eGx G2y e
reGated
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sao diferenciaveis.

Defini¢ao 2.5 (Grupo de Lie de matrizes). Seja G um subgrupo de GL(n,C), G é de Lie
se satisfaz a seguinte propriedade: Se A,, é uma sequéncia qualquer de matrizes em G e A,,
converge para alguma matriz A, entdo A € G. Isto é, G é subgrupo fechado de GL(n, C).

Teorema 2.6. Todo grupo de Lie matricial é uma subvariedade suave de M, (C) e €, portanto,
um grupo de Lie.

Demonstragio. Ver em [1, pagina 22]. ]
Exemplo 2.7. A seguir apresentaremos alguns exemplos de Grupos de Lie de matrizes.

1. Os grupos lineares GL(n,R) e GL(n,C). Claramente, GL(n,C) sao Grupos de Lie de
matrizes. Os grupos lineares especiais SL(n, R) e SL(n, C) que é o grupo de n X n matrizes
inversiveis (com entradas reais ou complexas) tendo determinante um.

2. O grupo das matrizes ortogonais O(n) e SO(n), também conhecido como grupo especial
ortogonal, é um subgrupo do grupo GL(n,R) que consiste de matrizes ortogonais de
determinante 1.

Definigao 2.8. Um grupo de Lie de matrizes G é dito compacto se as duas condigoes a seguir
forem satisfeitas:

1. Se A,, é qualquer sequéncia de matrizes em G e A,, converge para uma matriz A, entao
A estd em G.

2. Existe uma constante C' tal que para todo A € G, |A;;| < C paratodo 1 <1i,j5 <n
Exemplo 2.9.

1. Os grupos O(n) e SO(n) sdo compactos. Primeiro, vamos considerar o caso de O(n).
Como cada matriz A, é ortogonal, temos que ALA, = I. Tomando o limite quando
n — oo, temos que ATA = I com A € GL(n,R), o que mostra que A ¢ uma matriz
ortogonal e, portanto, pertence a O(n). Agora, vamos considerar o caso de SO(n). Como
cada matriz A, é ortogonal com determinante igual a 1, temos que det(A,) = 1. Tomando
o limite quando n — oo, temos que det(A) = 1, o que mostra que A é uma matriz
ortogonal com determinante igual a 1 e, portanto, pertence a SO(n).

A segunda propriedade é satisfeita porque, se uma matriz A é ortogonal, entao as colunas
de A tém norma igual a um. Isso implica que os elementos da matriz, denotados por
Ay, satisfazem a desigualdade |Ay| < 1, para todos os indices k e [ que variam de 1 a
n. Portanto, todas as entradas das matrizes em O(n) e SO(n) estao limitadas pelo valor
absoluto de 1.

2. Os grupos GL(n,R) e GL(n,C) nao satisfazem a condi¢ao 1, uma vez que é possivel
que um limite de matrizes invertiveis seja nao invertivel ou podemos mostrar que seu
complemento é fechado. O complemento de GL(n,R) é o conjunto de todas as matrizes
que tém determinante igual a 0. Tome a funcao det : M, (R) — R é uma fungao continua
e a imagem inversa de {0} sdo as matrizes ndo invertiveis, ou seja, o complemento do
conjunto GL(n,R). Da mesma forma, os grupos SL(n,R) e SL(n,C) nao satisfazem a
condigdo 2, exceto no caso trivial n = 1. Para ilustrar, suponha que n # 1 e considere a

matriz
m

1
m

A, = 1

22



que tem determinante igual a um. Portanto, A,, € SL(n,R), mas o valor absoluto de m
nao é limitado. Como resultado, os grupos O(n,C), SO(n,C), O(n), SO(n), R, R, C,
C" nao satisfazem a condicao 2 e, portanto, nao sao grupos compactos.

Definicao 2.10. Um grupo de Lie de matrizes G ¢ dito conexo se dadas quaisquer duas
matrizes A e B em G, existe um caminho continuo A(t) em G tal que a <t < b, com A(a) = A
e A(b) = B.

Exemplo 2.11.

1. O grupo GL(n,C) e o grupo SL(n,C) sao grupos conexos para todo n > 1. A demons-
tracao desse fato pode ser encontrada em [1, pagina 12].

2. O grupo GL(n,R) nao é um grupo conexo. Isso ocorre porque, se det A > 0 e det B < 0,
qualquer caminho continuo que conecte A a B teria que incluir uma matriz com determi-
nante igual a zero. No entanto, uma matriz com determinante igual a zero nao pertence

a GL(n,R).

Apesar disso, o grupo GL(n, R) possui duas componentes conexas distintas. Essas compo-
nentes sao denotadas de GL(n,R)" e GL(n,R)~. A componente GL(n,R)* é o conjunto
de todas as matrizes reais n X n com determinante positivo e a componente GL(n,R)™ é
o conjunto de todas as matrizes reais n x n com determinante negativo.

Observacgao 2.12. Um grupo topolégico G cuja topologia é compacta é chamado de grupo
compacto.

Definigao 2.13 (Grupo localmente compacto). Um grupo localmente compacto G é um grupo
topologico que é Hausdorff e localmente compacto, isto é, todo g € G possui uma vizinhanga
compacta.

Exemplo 2.14. R" e GL(n,R) sao localmente compactos, pela mesma definigao de variedade
diferenciavel [7]. Em particular SL(n,R) é localmente compacto. Qualquer grupo discreto é
localmente compacto.

2.2 Acoes de grupos de Lie em variedades

As agbes de grupos de Lie em variedades sdao uma ferramenta importante para estudar
as propriedades geométricas das variedades e as simetrias presentes nelas. Uma agdo de um
grupo de Lie em uma variedade é uma associagao de cada elemento do grupo de Lie a uma
transformacao da variedade que preserva a estrutura diferenciavel. Esta secao contém apenas
defini¢oes importantes para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

Definicao 2.15. Diremos que um grupo de Lie G age a esquerda sobre uma variedade diferen-
cidvel M se existe uma aplicacao diferenciavel

0:GxM—M

satisfazendo as condigoes:

1. Para o elemento neutro e € G e qualquer x € M

O(e,z) = x.

2. Para quaisquer a,be Gex e M
0(a,0(b,x)) = 0(ab, x).
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Exemplo 2.16. Os seguintes sao exemplos importantes de acoes de qualquer subgrupo H de
um grupo de Lie G sobre G:

1. Translacao a esquerda por elementos de H :
L:HxG—G
(9, %) — ga;
2. Translagao a direita por elementos H :
R:HxG—G
(9,2) —> zg ™
3. Conjugacao por elementos de H :
aHxG—G
(9,2) —> gzg™";
4. Para F': G; — Gy uma aplicagao de grupos de Lie,
0 ZGl X G2 — G2
(@,y) — b(z,y) = F(z)y;
5. A acado natural de Gl(n,R) em R",
g:Gl(n,R) x R" — R"
0(A,zr) = Ax.

Observacao 2.17. Chamaremos de G-variedade uma variedade diferenciavel na qual o grupo
de Lie G age.

Definicao 2.18. Uma 6rbita de x € M sob a acao de G é definida como o conjunto
Gz :={0(g9,z) | g€ G} C M.

Definigao 2.19. O grupo Isom(X) é o grupo de isometrias de um espago métrico X. Ou seja,
¢ o grupo de todas as transformagoes que preservam as distancias entre os pontos de X.

Definicao 2.20. A acao é dita transitiva se, para todo x € M, temos Gx = M. Ou seja, para
todo x,y € M, existe uma isometria ¢ € G, tal que ¢(z) = y.

Definicao 2.21. Uma acao é propria se, para quaisquer compactos K, L C M o conjunto
{9€G|gKNL#0}
é finito.

Definicao 2.22. Seja I' um grupo agindo sobre um espago localmente compacto X. Entao, di-
zemos que I" age de forma propriamente descontinua se, para quaisquer subconjuntos compactos
K e L de X, o conjunto

{gel'|gKNL#0}

¢é finito. Em outras palavras, a acao de [' em X é propria.
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Definicao 2.23. Se X é um conjunto com uma acgao a esquerda de GG, o conjunto de orbitas
serd denotado por G\ X. Da mesma forma, se X é um conjunto com uma agao a direita, as
érbitas serdo denotadas por X/G. Por exemplo, se I' é um subgrupo de G, entdao I' age sobre
G por translagao a esquerda ou a direita:

I\G ={Tz|zeG}, G/T={al|zeq)

Observagao 2.24. Alguns dos resultados deste trabalho sdo apresentados para o espago G/T'
que ¢é o conjunto quociente da acao a direita de um subgrupo I' por multiplicagao no grupo de
Lie G. Porém, em algumas situagoes, é mais facil trabalhar com o espa¢o I'\G dos conjuntos
quocientes a esquerda.

2.3 Medida de Haar

Neste secao, apresentaremos a definicao da medida de Haar. Na primeira parte, estudaremos
algumas defini¢oes bésicas e fatos sobre grupos topolégicos e a medida sobre eles. Apresentare-
mos o Teorema de Haar, que estabelece a existéncia e unicidade da medida de Haar. A medida
de Haar desempenha um papel fundamental na teoria dos grupos topologicos. Essa medida,
nomeada em homenagem ao mateméatico Alfréd Haar, permite definir uma medida invariante
no grupo, fornecendo uma base solida para a analise e integracao nessas estruturas. Nao nos
aprofundaremos nesta medida, uma vez que nao é o objetivo deste trabalho. No entanto, ela
é uma ferramenta essencial que utilizaremos posteriormente para comprovar resultados impor-
tantes da teoria. Para obter mais informagoes, veja as seguintes referéncias: [4], [5] e [13].

Vamos considerar a o-algebra B dos conjuntos de Borel, ou seja, B é a o-dlgebra gerada pe-
los subconjuntos abertos de G. Uma medida g no espago de medida (G, B) é chamada de
(esquerda) invariante se, para qualquer g € G e A € BB, temos

1(gA) = pu(A).

Teorema 2.25 (Teorema de Haar [18]). Seja G um grupo localmente compacto. Existe em
(G, B) uma medida m invariante a esquerda reqular diferente de zero que € finita em subconjuntos
compactos K. Adicionalmente, mesmo em uma escala diferente, essa medida € unica: se p' é
outra medida do mesmo tipo, entao p' = A\, para algum valor A\ € RT.

Defini¢ao 2.26 (Medida de Haar). A medida m dada pelo teorema anterior é chamada de
medida de Haar em G.

Exemplo 2.27. O grupo R* = GL(1,R) é localmente compacto. Uma medida de Haar m em
GL(1,R) é dada por

1
m(E) = [ ~dr)
onde A é a medida de Lebesgue de R*.
Este ultimo exemplo é generalizado para o seguinte.

Exemplo 2.28. Seja G = GL(n,R), visto como um subconjunto de R™ e seja A a medida de
Lebesgue de R"™. Entao uma medida de Haar m em G é dada por

1
m(E):/EWd)\(g).
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Fixamos um grupo topolégico Hausdorff localmente compacto G. Se m é uma medida de
Haar invariante a esquerda em G e g € G, entao a fungdo E — m(gFE) na o-dlgebra de conjuntos
de Borel fornece outra medida de Haar invariante a esquerda em G. Pela unicidade no Teorema
2.25, existe uma constante Ag(g) tal que, para todo conjunto de Borel £ C G, temos

m(9E) = Aq(g)m(E).

A funcio Ag : G — Rt é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo R™ de ntimeros
reais positivos.

Definigao 2.29. Se GG é um grupo topolégico Hausdorff localmente compacto e Ag é o homo-
morfismo Ag : G — R, a funcdo Ag é chamada de fungao modular de G.

Definicao 2.30. Um grupo topologico Hausdorff localmente compacto é dito unimodular se a
funcdo modular Ag for identicamente igual a 1.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos classicos onde estudaremos a invariancia da me-
dida de Haar para alguns grupos. Se o grupo ¢ unimodular a medida de Haar invariante a
esquerda também é uma medida de Haar invariante a direita.

Exemplo 2.31. O grupo aditivo R é unimodular.

Observagao 2.32. Um grupo I" é discreto se, e somente se, para cada sequéncia {7,,} C I' com
T, — Id, temos T,, = Id para n suficientemente grande.

Exemplo 2.33. Se I' é um grupo discreto com a topologia discreta, entdo a medida u é definida
como a medida que atribui a qualquer conjunto, sua cardinalidade. Entao, p ¢ uma medida de
Haar invariante a esquerda e a direita, e I' é unimodular.

Exemplo 2.34. Seja

G:{ :(g alzl)eGL(ZR):a%O,beR}.

a b 1
(5 a5)) -

¢ uma medida de Haar invariante a esquerda em G. De fato, sejam A um conjunto mensuravel

qualquer em G, g € G e
. ag by
9o = 0 a/al y

[ ay by a b ~( apa agh+ bpa™?
gog = 0 aal 0 a_l - 0 ao_la_l .

Vamos agora calcular a medida de Haar de gy A utilizando a mudanca de varidveis para @ = aga
e b = apb. Nesse caso, a matriz associada & transformacao é ¢ : R? — R2, definida da seguinte
maneira

Temos que

entao

(@,b) = ¢ (a,b) = (apa, agh) .

O determinante jacobiano dessa transformacio ¢ a2, e temos que da = apda e db = aydb.
Portanto, para qualquer funcao continua f em A com suporte compacto, a medida de Haar de
goA pode ser calculada da seguinte forma
|CLO |2 dadl_)

[al? laof?

Qa

) = [ flan) “hsaai = [ 1) ~ [ 116 iy = (4.
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Onde _
,_ fa b+ aoboail
9= \o a! '

Assim, concluimos que p(goA) = p(A), o que mostra a invariancia a esquerda da medida.
Além disso, p nao é¢ uma medida de Haar invariante a direita em . Na verdade, ao calcularmos
ggo e o determinante jacobiano da transformacao associada a mudanca de pardmetros

(@,b) = ¢ (a,b) = (aoa,aglb) ,
obtemos um determinante jacobiano igual a 1. Portanto,

wAg) = [ Flog0)———dadb = /A £ (990) s dadh = LPMA)-

Ago |lagal |a|?|aol? |ag

Logo a fun¢do modular é dada por
a b 1
2((5 o)) =7

Este exemplo ¢é interessante, pois apresenta um caso em que o grupo no qual a medida de
Haar nao ¢é invariante a direita, mas é a esquerda. E um exemplo ilustrativo de como a medida
de Haar funciona em grupos desse tipo.

e portanto G nao é unimodular.

Observagao 2.35. Se A e B sao grupos e G = A x B é o produto deles, entdo a medida de
Haar a esquerda em G é da x db, onde da e db sdo as medidas de Haar a esquerda em A e B,
respectivamente. Além disso, se Ay e Ap sdo as fungdes modulares em A e B, respectivamente,
entdo a fungao modular Ag em g = (a,b) € G é dada por

Ag(a, b) = AA((I)AB(b)

O grupo GL(n,R)" de matrizes n X n ndo singulares com determinante positivo é um
subconjunto aberto do conjunto M, (R) = R™ de matrizes n X n. Como nosso objetivo é
estudar o grupo SL(n,R), vamos aproveitar o fato de que GL(n,R)" = SL(n,R) x Rt ([13,
pégina 9]) para demonstrar que SL(n, R) é unimodular. Para isso, vamos provar que GL(n,R)"
¢ unimodular.

Lema 2.36. A medida de Haar em GL(n,R)* ¢ dada por

dg

du(g) = (det g

Além disso, GL(n,R)* ¢ unimodular.

Demonstragio. Vamos demonstrar que du é invariante & esquerda e a direita em GL(n,R)™.
De fato, sejam A um conjunto mensurdavel qualquer em GL(n,R)", g € GL(n,R)" e a € A.
Vamos calcular a medida de Haar de gA usando a mudanca de varidveis b = ¢~ 'a, onde a € A.
Nesse caso, a = gb. Para calcular o Jacobiano dessa transformagao (definida por g), escreva a
como um vetor coluna

ai

“ | er”

Qn
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onde a; é a i-ésima coluna de a, e faca o mesmo com b. Nessa notacao, a equagao a = gb se
torna

aq qg bl
() _ g b2
an g bn

onde os elementos nao indicados na matriz n? xn? sao 0. Esta transformacao linear relacionando
a a b tem determinante igual det(g)"”. Assim da = |det(g)"| db = |det(g)|" db. Logo,

- o o et db b
H(gA) = /gAf(g Aetmnt = 0 / o) e = / IO g = A

Realizando o mesmo procedimento, demonstramos que p ¢ uma medida de Haar invariante a
direita, e

(gA) = p(Ag).
Portanto, GL(n,R)™ é unimodular. O

Corolario 2.37. O grupo SL(n,R) ¢ unimodular.

Demonstragio. O grupo GL(n,R)T = SL(n,R) x R* é o produto direto entre SL(n,R) e o
grupo multiplicativo RT de ntimeros reais positivos. De acordo com o Lema 2.36, GL(n, R)*
unimodular, além disso R™ com

dx
d = —
wla) = —
é unimodular. Pelo Lema 2.36, concluimos que SL(n,R) é necessariamente unimodular. [

Exemplo 2.38. Seja A o grupo de matrizes diagonais com determinante igual a 1. Entao

n—1
da = H dai

i=1

a;
¢ uma medida de Haar em A.

Exemplo 2.39. Seja N = {(u;;) € SL(n,R) | u;; =1 e u;; = 0} para ¢ < j. Entao

du = H duij
1<j

é uma medida de Haar em N.

Mais tarde, vamos utilizar essa medida em alguns grupos especiais. Vamos utilizar técnicas
de calculo de integrais de Haar semelhantes as apresentadas nos exemplos mostrados neste
capitulo.
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Capitulo 3

Reticulados em grupos de Lie

Neste capitulo, iremos generalizar o conceito de reticulado em grupos de Lie G. Um reti-
culado em um grupo de Lie G é um subgrupo discreto I' de G no qual o quociente G/T" possui
uma medida de Haar finita. Também faremos uma breve introducdo ao plano hiperbélico H?
e ao dominio fundamental para a agdo de SL(2,7Z) em H?, que é um tridngulo hiperbdlico com
um vértice no infinito e area finita. Em seguida, caracterizaremos os conjuntos de Siegel para
SL(2,R) como um dominio auxiliar para a agao de SL(2,Z), mas agora em SL(2,R).

3.1 Propriedades basicas dos reticulados

No Capitulo 1, definimos e classificamos reticulados em R"™ como subgrupos discretos I' com
quociente compacto (Teorema 1.6), que naturalmente possuem medida de Haar finita. Para
G = GL(n,R), nesta segdo mostraremos que o subgrupo SL(n,Z) é discreto , e pelo critério de
compacidade de Mahler, provamos que nao tem quociente compacto.

Para uma definicao geral de reticulados, comecaremos com a definicio de dominios funda-
mentais para a acao de um subgrupo discreto I' por multiplicagao a direita em G.

Defini¢ao 3.1 (Dominio Fundamental). Seja I' um subgrupo discreto, em um grupo de Lie G.
Um subconjunto F de G é um dominio fundamental para G/I" significa

1. FT =G,

2. F é um conjunto fechado tal que seu interior F é denso em F, e seu fronteira F\F tem
medida 0 , e

3. FANF = (), para todo A € T' — {e}.

Observagao 3.2. A medida de Haar ;4 em G é dada por uma forma de volume suave, entao
a medida associada m em G/I" também é dada por uma forma de volume, portanto, dizemos
que G/T" tem volume finito se m(G/I") < oc.

A Definicao 1.1, d4 uma caracterizacao topoldgica de reticulados em R”, sugere definir um
reticulado em um grupo topolégico G como um subgrupo discreto I' C G com G/T" compacto
(ver Teorema 1.10). Mas outra caracteristica importante de qualquer em reticulados em L C R”
¢ a existéncia de um dominio fundamental 7" de volume finito. Acontece que este ponto de vista
¢ mais conveniente para estender a no¢ao de reticulado para grupos mais gerais.

Defini¢ao 3.3 (Reticulado). Seja G um grupo localmente compacto, com medida de Haar p.
Um subgrupo discreto I' C G é chamado de reticulado se existe um conjunto mensuravel 7 C G
tal que FT' = G e u(F) < oo. Neste caso dizemos que I' tem covolume finito.
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Observacao 3.4. Pela unicidade da medida de Haar, esta definicdo nao depende da escolha
de p. Seja m : G — G/I' a aplicagdo de projecao. A condicdo FI' = G equivale a dizer que
w(F)=G/I.

Um dominio fundamental bem conhecido na literatura é o dominio fundamental para a ac¢ao
de SL(2,7Z) em H2. O exemplo a seguir permite visualizar esse dominio no modelo do semiplano
superior de Poincaré para o plano hiperbdlico verificar que, de fato, a medida desse dominio
fundamental é finita.

Exemplo 3.5 (O plano hiperbdlico). O plano hiperbélico é uma superficie bidimensional que
possui uma curvatura negativa constante e é um exemplo de uma geometria nao euclidiana,
definido como
H? = {z € C|Imz > 0},
onde o produto interno em 7,H? é dado por
1

1(Im )2 (u,v)ge.

<u, U>H2 =

Seja
F={zel||z]|>1,-1/2<Rez <1/2}

—14/3i 1+V/3i
43 TN

Figura 3.1: Dominio fundamental classico para a agao de SL(2,Z) em H?.

E conhecido que F é um dominio fundamental para a acio de SL(2,7Z) em H? [2], portanto,
basta mostrar que F tem volume finito, ou, mais precisamente, area hiperbdlica finita. Desde
que

temos que

Portanto, p(F) < oco. No entanto, F é um dominio fundamental para a agao de SL(2,Z)
em H2. Para demonstrar que SL(2,Z) é um reticulado em SL(2,R), precisamos de uma regiao
auxiliar para a agdo de SL(2,Z) em SL(2,R). A estrutura dessa regiao sera apresentada na
proxima segao.
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Defini¢ao 3.6. Um subgrupo fechado I' de G é cocompacto se G/I" for compacto.

O objetivo principal deste trabalho, que comegamos a desenvolver a partir de agora, é
mostrar que mesmo nao sendo cocompacto, o quociente tem medida de Haar finita.

Exemplo 3.7. Z" ¢ um subgrupo cocompacto de R™. O subgrupo Z" é fechado em R" e pelo
Teorema 1.10 o grupo R"™/Z™ é compacto.

Observagao 3.8. E comum ver o grupo SL(2, R) como um espago métrico, utilizando a métrica
herdada como um subconjunto de R* com a métrica euclidiana usual. Portanto, o grupo
SL(n,Z) é um subconjunto de R*.

Considerando esse fato, vamos demonstrar que o subgrupo SL(n,Z) é discreto em SL(n, R).
Proposicao 3.9. SL(n,Z) é discreto em SL(n,R).

Demonstra¢io. Como a topologia em SL(n,R) tem origem na topologia euclidiana usual, utili-
zando a métrica herdada como um subconjunto de R™, segue que SL(n, Z) deve ser discreto. [

Exemplo 3.10. Pelo Exemplo 1.19, sabemos que SL(n,R)/SL(n,Z) C X nao é compacto,
onde X é o espago de todos os reticulados de R™. Logo, SL(n,Z) nido é cocompacto.

Teorema 3.11. Um subgrupo discreto e cocompacto de um grupo de Lie é um reticulado.

Demonstracao. Seja I' um subgrupo discreto de um grupo de Lie G, tal que I' é discreto e
cocompacto, entao por definicdo G/T" é compacto. Suponhamos que G é localmente compacto,
seja U, C G uma vizinhanga aberta para qualquer x € G, como G é localmente compacto
podemos escolher um subconjunto compacto Kg tal que U, C Kg. Assim, U, tem medida
finita. Seja m : G — G/T" a funcdo de projegdo, como m é uma funcao aberta, a cole¢do
de subconjuntos 7 (U,) é uma cobertura aberta de G/T". Pela compacidade de G/I', existe
uma subcobertura finita 7 (U,,),...,7 (U.,) que cobre todo G. Entdao, A = U,, U---UU,,
¢ um conjunto mensuravel e pela propriedade de aditividade da medida de Haar, temos que
w(A) < w(Uy) + w(Usy) + .. + u(Uy,), e como cada U,, tem medida finita, logo p(A4) < oo.
Assim, K = G//T" tem volume finito. Portanto I' é um reticulado em G. [

O teorema anterior desempenha um papel fundamental na teoria dos reticulados. No en-
tanto, ele ndo nos permite atingir nosso objetivo, que é SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R),
pois ja foi provado que SL(n,Z) nao é cocompacto. Portanto, precisamos explorar outras ferra-
mentas para alcancar esse proposito. No préximo capitulo, encontraremos essas ferramentas.

3.2 Conjuntos de Siegel para SL(2,7Z)

Nesta secao, apresentaremos o plano hiperbélico como um exemplo de espaco homogéneo,
que é uma variedade diferencidvel na qual existe uma acao transitiva de um grupo de Lie.
Veremos que a propriedade de ser um espago homogéneo significa que, em qualquer ponto do
plano hiperbdlico, é possivel encontrar uma transformacio continua que leva esse ponto para
qualquer outro ponto do plano. Essa transformacao é realizada por elementos de um grupo de
Lie, que como ja vimos é um conjunto de transformacoes que preservam a estrutura do espago.
Além disso, apresentamos os conjuntos de Siegel para SL(2,Z). Os conjuntos de Siegel, também
conhecidos como dominios de Siegel, desempenham um papel crucial no estudo das agoes de
grupos de matrizes lineares. No contexto geral para SL(n,Z), os conjuntos de Siegel sdo usa-
dos regioes auxiliares que contem dominios fundamentais, para a agao desse grupo em SL(n, R).
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Uma variedade riemanniana consiste em uma variedade suave M com a escolha de um
produto interno no espago tangente 7T, M para cada x € M, chamada métrica Riemanniana.
Essa escolha é feita de forma que o produto interno varie suavemente a medida que z varia.
O plano hiperbdlico é uma variedade diferenciavel que possui uma métrica riemanniana, de
curvatura seccional constante igual a —1.

Definicao 3.12. Uma variedade Riemanniana X é um espac¢o homogéneo se o grupo de iso-
metrias [som(X) age transitivamente em X.

Observagao 3.13. Usamos G° para denotar a componente conexa da identidade do grupo de
Lie G.

Exemplo 3.14. Uma transformacao de Mébius é uma aplicacao T : C — C da forma

7az—|—b
cz+d’

T(z) =

onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1. O conjunto de transformagoes de Mobius é um grupo com a
composicao é dentado como PSL(2,R). E possivel mostrar que cada transformacao de Mébius
preserva (u, v)yz. Desta maneira, podemos identificar a PSL(2,R) como subgrupo de Isom (H?).
Além disso, PSL(2,R) é um grupo conexo ja que SL(2,R) é conexo (ver Exemplo 2.11). Com
tudo o grupo Isom(H?) é gerado por PSL(2,R) junto com a transformagao z — z (ver [2]).

O grupo PSL(2, R) age transitivamente no plano hiperbdlico. De fato, vamos construir uma
transformacdo que leva i para qualquer ponto em H?. Seja A € PSL(2,R), tal que

ai+b  ac+ bd+i(ad — be)
ci+d & + d?

=

Y

como A € PSL(2,R), temos que ad — bc = 1, logo
ac+bd+i(ad —bc) ac+bd . 1

2 + d2 _02+d2+102+d2‘

Suponha que ¢ = 0, entdo a # 0,d # 0 e ad — bc = 1, assim ad = 1. Portanto,

ac+bd+, 1 bd+.1 b+.1 bt o
i =—+4+i—=—-+41— =ab+a"i.
2+ d? c+d> &> P d o d?

Considere z = x + iy € H? e tal que ab + a%i = x + iy entdo

A'i=<\/§ )-z’:z.

0
Como z era arbitrario, a érbita de i é todo o semi plano superior. Além disso, como qualquer
ponto w pode ser levado para ¢ usando o inverso dessa matriz, entao qualquer w pode ser
levado para qualquer z, por composicao dessas transformacoes. Logo o plano hiperbdlico H? é
um exemplo de espaco homogéneo.

Sk

Agora, suponha que X seja um espa¢o homogéneo conexo. Isso implica que qualquer ponto
em X pode ser transformado em qualquer outro ponto através de isometrias. Dessa forma,
podemos identificar o espago X com o espago quociente G/ K, onde G é o grupo das isometrias
de X e K é o estabilizador de algum ponto em X. Essa identificacao significa que cada classe
de equivaléncia em G/K representa um ponto inico em X. Mais precisamente

Um variedade Riemanniana X é um espago simétrico se X for conexo, X for homogéneo e
se existe uma isometria v de X tal que v2 = Id, e v com pelo menos um ponto fixo isolado,
que significa que y(x) = x e nao existem outros pontos em X que sao fixos por 7.
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Proposigao 3.15. Para qualquer espago simétrico X, se G = Isom(X)° e K = G, o estabili-
zador de p, com p sendo um ponto fixo isolado, entao X € isométrico a G/K.

Demonstragio. Ver em [8, Proposigao (1.2.2)]. O

Essa abordagem permite uma melhor compreensao da estrutura e propriedades de X ao
relaciona-lo com o grupo de isometrias G' e o estabilizador K. Essa caracterizagdo em termos
de espago quociente simplifica o estudo e a analise de X, bem como de suas propriedades
geométricas.

Exemplo 3.16. Para G = Isom (H?)°, seja K = Stabg(i), onde
Stabg(i) = {gi = i| g € G}.
Seja T' € PSL(2,R) tal que T'(i) = i, entao

at + 1 B
ci+d

(3
assim @ = d e b = —c. Dessa forma, para a matriz A associada a T" temos que
(o)t )
portanto, Stabg (i) = SO(2,R). Entao
H”* = PSL(2,R)/SO(2,R).
Agora vamos descrever um conjunto para a acao de SL(2,7Z) em SL(2,R), sabemos que
Fo={z€M?|z|>1,-1/2<Rez<1/2},

¢ um dominio fundamental para a agdo de SL(2,Z) no semiplano superior H? (ver Exemplo
3.5). Estamos procurando um dominio para a acao de SL(2,Z) em SL(2,R) que seja um pouco
maior em comparacao ao Jy. A forma do dominio fundamental Fy néo é trivial e se torna mais
complexa quando n # 2. Sendo assim, iremos descrever um conjunto que possa ser expresso de
maneira mais simples e que se aproxime a um dominio fundamental.

-1 -1 0 1

2

A\ p %
Fo F
/I I\ /I I\
% 1

(NI

Figura 3.2: O dominio fundamental F; e uma aproximacao F.

Precisamos criar uma regiao mais simplificada em comparacao com JFy. Podemos substituir
a curva inferior por uma reta e ampliar a regiao, conforme mostrado na figura 3.3. Além
disso, como nao precisamos determinar com precisao um dominio fundamental, vamos aumentar
ligeiramente a regiao movendo as bordas um pouco para fora.
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Essa nova regiao, denotada por F, tem area um pouco maior do que um dominio funda-
mental. Uma caracteristica importante dessa nova regiao é a facilidade de sua descrigao:

e < < ey, }

]::{[L'—’—yl y2c3

para c1, co, c3 apropriados em R.

Definicao 3.17 (Conjuntos de Siegel para SL(2,Z)). Qualquer conjunto da forma

‘F: NCLCQACgK' (31)

¢ chamado de conjunto de Siegel, onde

~ 1 t
NCl702:{(0 1)|01§t§02}7
~ et 0

K =S0(2).

Além disso F = {g € G | g(i) € F}. E importante mencionar que F C SL(2,R) e Fy C H?
(ver Figura 3.3).

Vamos encontrar os parametros adequados ci,cy e c3 da regiao auxiliar F para acao de
SL(2,Z) em SL(2,R). Tome G = SL(2,R) e I' = SL(2,Z). Como F; é um dominio fundamental

para a acdo de I' em H? = SL(2,R)/SO(2), em particular toda I'— érbita em H? se intersecta
com o conjunto

F = {z € H?|Imz > v/3/2,|Re z |< 1/2}.

Counsideramos

N1/2:{((1) ’i)|—1/2gt§1/2},
=

¢ 0 >|6282\/§/2}.

Vamos demonstrar que F = N, 12A 5 /ot. Notemos que

1 s
wtma= () (5 2 ) e e i),
:{(60 t:__s ) |—1/2§t§1/2,6252\/§/2}.

Por exemplo, a matriz

et/2 1/2e71/?
A= ( 0 /61/2 € NI/QA\/E/W

e, como Re(A(i)) = 1/2 e Im(A(i)) = e, entdo A(i) € F. Em geral, temos que
NijoAyga(i) = {62% bt —1/2<t<1)2,e% > \/3/2}.
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Figura 3.3: Conjunto de Siegel F, para ¢; = ¢, = 1/2 e ¢3 = v/3/2.

Tome z 6_7, assim |Re(2)| < 1/2 e Im(2) > v/3/2 ,entdo z € Nij2A s3/5(i), portanto
Nl/zA\/gﬂi = F. Logo, considere a aplicacdo p : G — H?, g — ¢ - i, obtemos que

G = Fp_l (?) = FNl/QA\/g/2K

Observe que para ¢; = ¢, = 1/2 e ¢3 = /3/2 em (3.1), obtemos p~!(F) = F. Entdo p~(F) é
um conjunto de Siegel para a acao de [' em G.
Considere agora o plano hiperbdlico, mas agora no modelo de espago homogéneo,

H? ={z+iy: 2 € R,y > 0}.

O grupo G = SL(2,R) age sobre H? transitivamente, entdo H? pode ser obtido como uma

orbita de um ponto
H? = {92 : g € G}.

O estabilizador do ponto ¢ pelo Exemplo 3.16 é o grupo ortogonal
K = Gi7

A decomposicao Iwasawa de G é representada por K AN. Onde

a={(o 2 )raer),
v={(} 1) wer}

No proximo capitulo, vamos definir isso com mais detalhes. Podemos pensar
H* >~ G/K =2 NA= AN,

pela identificacao
x4+ 1y — a(y)n(z),

onde



Isso nos ajuda a construir a medida invariante a esquerda, como vemos
dn = dx,da = dy /1>,

para P um subespaco mensuravel de H?, obtemos que

/}Df(P)dPZA/JVf(an)dadn,

= [ [ sty =5

Ao fazer uma andlise similar, para F = NyjA z5,K um subespaco mensuravel de SL(2,R)
para cada fungao de suporte compacto f em G, a medida de Haar de G/I" nas coordenadas
k,n,a é dada por

dxdydk
p(F) = N(N1/2A\/§/2K) = / / / 2
Ny JA 5z JK Y
2 T2

dxdy
ZM(K)/ / >
Ny JA 5 Y
2 2

como vimos, que para ¢; = ¢; = 1/2 e ¢35 = v/3/2 em (3.1), obtemos F = p~'(F), entdo

p(F) = F, além disso
7 [ dxdy
o= [ [, 5

1
2

E, como vimos no exemplo 3.5, u(p(F)) < oo e, como a medida de Haar de um subgrupo
compacto é finita, concluimos que pu(F) < oo em relagao a medida de Haar e, assim SL(2,7Z) é
um reticulado em SL(2,R), de acordo com a Definigao 3.3.
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Capitulo 4

SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R)

Neste capitulo, vamos explorar conceitos fundamentais que sdo necessarios para demonstrar
que SL(n, Z) é um reticulado em SL(n, R). Primeiramente, vamos definir o que sdo conjuntos de
Siegel para SL(n,Z). Apresentaremos uma regiao que se assemelha a um dominio fundamental
para a agao do grupo SL(n,Z) em SL(n,R), Generalizando as técnicas que utilizamos na se¢ao
3.2. Essa nova regiao auxiliar ¢ um conjunto que possui propriedades semelhantes a um dominio
fundamental que possui a propriedade de ser “um pouco maior” do que o dominio fundamental
para essa acao e sua definicdo depende da decomposigdo de Iwasawa de SL(n,R). Vamos
demonstrar que, em relacdo a medida de Haar, essa regidao auxiliar possui medida finita.

4.1 Decomposicao de Iwasawa

A decomposicao de Iwasawa para SL(n,R) estd relacionada ao trabalho do matemético
japonés Yasutaka Iwasawa (1917-1998) na teoria dos grupos de Lie e dlgebra de Lie. A de-
composicao de Iwasawa foi introduzida por ele como uma ferramenta importante na anélise de
grupos de Lie. Nesta se¢do provaremos que cada elemento do grupo especial linear SL(n, R)
tem uma representacao unica como o produto de trés fatores, cada um pertencente a um sub-
grupo especifico. A decomposicao de Iwasawa é expressa como G = KAN, onde K representa
o subgrupo de matrizes ortogonais especiais SO(n), A é o subgrupo das matrizes diagonais
com determinante igual a um, e N é o subgrupo das matrizes triangulares superiores N, com
elementos da diagonal principal iguais a um. Mais especificamente, a definicdo segue o seguinte
teorema.

Teorema 4.1 (Decomposicao de Iwasawa de SL(n,R)). Em G = SL(n,R), seja

o

1 * aq 0
0 1 0 an,

Entio G = KAN. De fato, todo g € G tem uma representagdo unica da forma g = kau
comk e K,ae Aeuée N. Além disso, ay---a, = 1.

E importante observar que, devido ao sobrescrito “o” em sua definicio, A é apenas o com-
ponente da identidade do grupo de matrizes diagonais. Apresentamos a demonstracao deste
teorema seguindo as referéncias [8], [9] e [10]. Para reconstruir a demonstracao do Teorema 4.1,
¢é necessario demonstrar a seguinte proposicao.

(1 a (a1 O
a_<0 1)€N,b_(0 ag)eA’
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entao ab € NA. Note que

aq CLbl aq 0 1 aby
ab = = ar |
0 b1 0 a9 O 1
assim ab € AN. Em geral, fazendo um analise similar ao anterior obtemos que AN = N A.

Proposicao 4.3. Dados kiaiuy; = koasus, comk; € K,a; € A eu; € N, entdao k1 = ko, a1 = as
€U = Us.

Demonstragio. Para comegar, mostraremos que K N AN = {e}. Tome n € N e a € A. Seja
n € N e a € A da seguinte forma

1 * T 0
n= , a=
0 1 0 Tn
Assim,
T 0 1 * T *
an = . . = € AN.
0 Ty 0 1 0 T

Note que (an)” é uma matriz triangular inferior, e (an)”' é uma matriz triangular superior.
Portanto K N AN = {e}. Agora, suponha que kjaju; = ksagus. Entdo, para a; € A e
u; € N, temos que aju s tas™t € AN = N A, entdo como kjaju; = ksasus temos que k;lkg =
ayurustas ™', Logo ky'ks € AN, mas k;'ky € K. Portanto, ky'ky = ajujustay ™t € {e},
logo ki 'k = e, assim ki = ky. Além disso ayujustas ™' = e, portanto ay'a; = uou; ", como
asta; € A, upgu; ' € N e ANN = {e}, temos que a; = as e u; = us. O

Demonstragio Teorema 4.1. Sejam g € G e {vy,...,v,} as colunas de g. Usamos o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal

uy = vy — proj,, (va),
U’3 = V3 — projul (U3> - projug (U3) )

uy = vy — proj,, (vs) — proj,, (vs) — proj,, (vs),

n—1
* .
Up = Up — § pI‘OJuj (Un) ;
7j=1

onde

(v, u)
(u, u)
e (v, u) denota o produto interno dos vetores v e u. A sequéncia uj, ..., u’ é o sistema de vetores
ortogonais e denotamos uy, ..., u, como os vetores normalizados os quais formam um conjunto
ortonormal de R™. Seja €1, ...,&, a base candnica de R". Como uq, ..., u, é também uma base
ortonormal para R", entdo existe uma matriz ortogonal k£ € SO(n) tal que ku; = ¢;, para todo
1 =1,...,n. Portanto,

proj, (v) = 1o, (4.1)

kui =k [Jug || wi,
= [l || ki,

= [luill &,

38



*

para todo i = 1,...,n. Assim, a matriz triangular a = diag (||u}]| , ..., ||w}]|) é tal que ku
para todo ¢ = 1,...,n. Como u; € (vy,...,v,), para todo i = 1, ..., n, temos

i—1
g_luj = g_l <Ui - Zproju]- (UZ)> )
j=1
i—1
= g_lvi - g_l (Z prOjUj (UZ>> 3

J=1

*
)

= acg;

cglty,—g!t (U1, ooy V)

Entdo, g~ 'uf € &; + (g1, ...,£;_1) . Logo existe u € N tal que g~ 'u} = ue;, para todoi =1, ..., n.
Portanto,
1 -1, %

u g uf = ¢; = a”'ku, para todo i.

Pela Proposicao 4.3, u='g~! = a~ 'k, portanto g = k~tau™! € KAN. Note que, de fato,a € A e
k € K, pois 1 = det(g) = det(ktau™") = det(k™!) det(a) det(u™'), logo 1 = det (k') det(a) =
det(k)~! det(a), como det(a) > 0 e det k = {£1}, entao det(k) = det(a) = 1. Portanto, todo
g € SL(n,R) tem uma representagdo tnica da forma g = kau com k € K,a€ Aeu e N. [

4.2 Conjuntos de Siegel para SL(n,Z)

Nesta se¢do generalizamos a nogao de conjunto Siegel para SL(n,R), e iremos mostrar
que tal conjunto é um conjunto que para , mas por enquanto vamos ver que por definicao os
conjuntos de Siegel sdo conjuntos que contem um dominio fundamental para a a¢ao de SL(n, Z)
em SL(n,R).

Seja G = SL(n,R) e considere a decomposi¢ao de Iwasawa G = NAK, construimos um

“conjunto Siegel” 3 escolhendo os subconjuntos apropriados N de N e A de A, e deixando
¥ = NAK.

1. O conjunto N pode ser qualquer subconjunto compacto (ndo vazio) de N. Por exemplo,
poderiamos deixar

NZNCMQZ{U€N|01§Um‘§02, para i < j}.

2. Observe que o conjunto 2[03 da Defini¢do 3.17 tem a seguinte descri¢ao alternativa
A03 = {CL cA | Q11 2 CgCLQ}Q} .
Portanto, podemos generalizar para SL(n,R) definindo

AC: {CLEA | a;; ZCGH—LH—D parai: ].,,Tl—l}

Dessa forma, para ci,co € R e ¢35 € RT, 0 conjunto Siegel possui a seguinte estrutura

by = N, o, A K.

C1,C2,C3 C1,C247C3

Portanto para a constru¢ao dos conjuntos de Siegel para SL(n,Z), necessitamos da decom-
posigao de Iwasawa para SL(n,R), impondo restri¢oes adequadas as entradas das matrizes.
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Definig¢ao 4.4. O conjunto de Siegel para SL(n,R) é
Zt)\ - N)\AtK.
onde ¢, A reais positivos, K = SO(n) e

a;

At:{aeA; <t, paratodoizl,...,n},

Q41
Ny = {u € Nl|Ju;; |[< A\, para todo i,j =1,...,n}.

Observacao 4.5. Na defini¢ao anterior a; ¢ a entrada a;;. Se a € A; entao

a;

<t.
Ait+1
Agora considere a~!, onde
L0 0
ai
-1 _ 1
al = o
1
0 an
Como a~! € A, entdo
—1
i
T <,
i+1
Tome ¢ = 1/t e obtemos
a; 2> €Ay,

portanto a=t € Avc. Logo a notacao definida e a Definicao 3.17 dos conjuntos de Siegel para
SL(n,Z) e juntamente com a Defini¢do 4.4 sao definigoes equivalentes. A medida que avanga-
mos, utilizaremos as duas notacoes e a escolha sera feita as vezes por conveniéncia.

Defini¢ao 4.6 (Dominio fundamental grosseiro). Suponha que I' age de forma propriamente
descontinua em um espacgo topolégico Y. Um subconjunto F de Y é um dominio fundamental
grosseiro para ' se

1.TF=Y,e
2. {y el |yFNF #0} é finito.

Alguns autores referem-se a F como conjunto fundamental, em vez de dominio fundamental
grosseiro.

Os conjuntos de Siegel aparecem na teoria como conjuntos auxiliares que servem como
dominios fundamentais grosseiros para a a¢ao de SL(n,Z) em SL(n,R), para certos ¢, A na
Defini¢do 4.4. Os conjuntos de Siegel 3, C SL(n,R) sdo dominios fundamentais grosseiros
para a ac¢ao de SL(n,Z). As provas dos resultados podem ser encontradas em [8], [9].

4.3 Volume de conjuntos Siegel para SL(n,Z)

A importancia central deste trabalho reside no papel fundamental desempenhado pelos
conjuntos de Siegel na prova de que SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R). Como ja discutido
anteriormente, é necessario demonstrar que o conjunto de Siegel ichcm para a acgao de SL(n, Z)
em SL(n,R) possui medida de Haar finita. Teixeira, em [9], aborda a medida de Haar desse
conjunto e fornece uma equacao para o volume desse dominio fundamental aproximado. Essa
equagao sera apresentada nesta segao.
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Dada a descomposigao de Iwasawa G = K AN e a Definigdo 4.4 em [10, pagina 145] e em
9, pdgina 56] é demonstrado que para cada funcao de suporte compacto f em G, a medida de
Haar de G nas coordenadas k, u,a é dada por

/G f(g)dg = / u /A | /K f(auk)ﬂj—;dkdadu, (4.2)

onde da, du e dk sao as medidas de Haar em A, N e K, respectivamente.

A seguir, encontramos uma férmula para o volume de (¥; ), cuja demonstragdo pode ser
encontrada em [9], mas aqui apresentaremos todos os detalhes e cédlculos pertinentes que nao
estao na referéncia.

Lema 4.7. Seja a € A, consideremos

a; .
b = ——, para todoi =1,....n — 1,
Ajt+1

onde a; > 0 para todo i, e [[_, a; = 1. Entao,

n—1
H bi(n—i) N Q;
1 — .
a .
i=1 J

i<j
Demonstracao. Desenvolvendo o segundo produtério, obtemos para i,j =1,...,n
I <ﬂ.ﬂ.ﬂ...ﬂ) | (@@@@) <a>
i<j Clj o a3 Q4 Qp, a3 a4 Qs Qp, Qp,
ar! ay 2 p_o> Ay

assim,

n -1 n—1
i i—1 n—1i
i<j 7 i=2 =1
n ' -1 n—1 n—1 L n—1 . 1
_ (H (ai)z—l) ( a?—i) (H az('—z +Z(n+1)—n)) (H CLE_Z +z(n+1)—n)>

n—2 n—1 -1
n—1\— i (—G+D)2+G+1) (n41)— n—i (=i2+i(n+1)—n
- (an 1) 1 (H (@i41) CLz‘<+1 Z n)> (Hai az(' iy )>
=1

=1

]

O Lema 4.7 é uma conveniente mudanca de coordenadas. Nesta parte do texto, realizamos

o calculo dos volumes dos conjuntos de Siegel em SL(n,R). Para isso, faremos uso da medida
de Haar em G.
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Teorema 4.8. O volume de um conjunto Siegel vol (X ) € dado pela sequinte formula

n(n271)

n(n 1) t 6

((n—1)1)*

vol (X4,) = %VOl(SO(TL))(Q)\)

Demonstragio. Como exibimos anteriormente em (4.2)

/f dg_/u/At/ [T & ko

onde da, du e dk sao as medidas de Haar em A, N e K, respectivamente. Assim

vol (Zt )\) = VOl AtN/\K)

/ / / —dk:dadu
u At

Pelos exemplos 2.38 e 2.39, obtemos que

vol (Sp5) = ///Ha’dkHdalHduw
u J At

1<] =1 i 1<J

a; daZ
B /|Uij§/\ /Z?<t/ H dkH Hduzg

’L<j 1= @i 1<J

Q; dal
B /|“”’<A /” <t vol (K H a; H a; Hduw

1<J =1 1<j

Portanto,

vol (3; ) = vol (K /

[ugi | <A

[T [, e

1<J Z<t 1<J =1

= vol (K) [(20)" 7" (20)" 7 (20)"* - (2))] /M 11 Z_, ﬂ Ciza

nnl) a; dal
— vol (K /H S

1<J aj =1 i

Além disso, pelo Lema 4.7, temos que as derivadas parciais da mudanca de coordenadas sao

0 se j#i,i+1;
ob; az-l+1 se j=i,i=1,...,n—2;
8aj_ —a?“il se j=i+1,i=1,...,n—2;

2a, 1 (a;--a,2) se j=i=n-—1.

Logo, a matriz jacobiana (g%) ¢ dada por
J

0oby. .. oby. -1 ai
Oay Oan, ) T a2? T 0
by -1 e
abz .. Oas (I3 a3?
=1 . ) = )
8%’ : . :
8bnfl an
0 Oan—1 0 Oan
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Portanto,

ob;
det <<8aj)) = a;lagl e a;i12an,1a1a2 Ce Qo = 204

Logo, db = 2ayda, e assim, da = (2a;)"'db. Dai obtemos que

n—1 n—1

dai

T RN § LU
- Qi Pl 2a1 a; 2ay el

1=

Assim, dado que []}_; a; = 1, a expressdo pode ser reescrita como

a; n—1 d(li B n—1 i) 1 n—1 dbz
IR ER 1 BV s 1 £

;S bist =1 i=1
n—1 n—1
im—i) 1 11 1
:/ | RN T] .
bi<t 54 2a1 ay az (p—1 ;-7

_/ ﬁb“”‘” 1 laylag 1 a”ﬁdb
e paiey ’ 2a1 a1 a2a2a3  Apy Gn o ’
_/ Tﬁbi(”_i)lllll 11’ﬁdb
o paiey ' 21 byagbaaz  bnoyan o '

1 n—1 ( ) n—1
- i(n—i)—1 ‘
_Q[WHZ)Z, Hdbz,

Como b; > 0 para todo 7, obtemos que

n—1 n—1
1 n(n—1 N
vol (£1,1) = 5 vol (K) (20" /b _ [To " ] ai
i St =1 i=1

1 n(n—1 t(ln ¢ )
— 5 vol (K) (20

=1 m

— ~vol () (20) 5 ﬁ _ ()

5 -4 (in — %)

1 ey Y1 n(w 1)
:évol(K)(”‘) ’ g(m—z?)t 6

n(n?-1)

1 nin-1) ¢ 6
A G v
1 1(SO o) 5 tn(nzil)
=5 Vo (SO(n)) (22) ((n—1)!)2

Corolério 4.9. ¥, ) tem medida finita (em relacdo a medida de Haar em SL(n,R)).

Relembremos que um subgrupo discreto I' € G é um reticulado se existe um conjunto
mensuravel F C G tal que FT' = G e a medida p(F) é finita. No Coroldrio 4.9, demonstramos
que X, possui medida finita em relagdo a medida de Haar em SL(n,R). Agora, precisamos
provar que ;' = G. Para alcancar tal objetivo, os seguintes resultados sao relevantes, e
seguimos as referéncias [9] e [10].
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Lema 4.10. Para Nz = NNT, tem-se N = Ny/3Nz.
Demonstragao. Vamos fazer a prova por inducao em n. Seja
u = (uij)lgi,jgn € N.

Temos que mostrar que |(u7y);;| < 1/2 para algum v € Ny. Considere

onde v/ é uma matriz unipotente (n — 1) x (n — 1), isto é, (')’ = Id e z = (U1i)g<icn-

inducao, para n = 1 nao ha nada a provar. Para n = 2, seja

1 =z
u-(01)€N,
(1l
7_<O 1)€NZ7

tal que |z — y| < 1/2, entdo podemos escrever u como

1 z—y 1y

considere

Agora, para n—1 podemos encontrar uma matriz inteira 7/, (n—1) x (n—1), tal que ‘(u”y’)ij

1/2. Entao

B 1 0\ (1 o
v=ul g o ) =o wy )

Seja y = (Y1i)ocicy, € Z" " tal que |v; +yu| < 1/2, onde 29 = (vi),.;<,,- Entdo

(1 0 1y (1 y
T=\o v 01d) " \o~ )
tem a propriedade necessaria. Pois

1 =z 1y 1 y+ay
(U’Y)j:(()ul)(o,y/):(o U/’}/ )

e pela hipotese de inducgao temos que
todo 2 < ¢ < n. Portanto

Iy
(U7>ij

N == Nl/QNz.

Por

<

<1/2ely+av'] = [(yu) + (vi)] < 1/2, para

]

Proposicao 4.11. Seja g € G com decomposicio de Twasawa g = kan. Suponha que ||gei|| <
lgv|| para todo v € Z™\{0}. Entdo a1 /as < 2/V/3, onde a; denota o i-ésimo elemento

diagonal de a.

Demonstragio. Para u € N, temos que gu = kanu € KAN = G. Entao, ag, =

|lge1||, para qualquer u € N, j& que

g1 - Gin 1 g11
ger = - )

gn1 " YGnn 0 gn1
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gin G 1 * 1 g1
guep = | : - R =1 : |
gn1 °* Onn 0 1 0 9n1
Note que
lgerll = llkan (e1)]] = [lan (e1)[| = l[aer]| = anr.

Como ney = eg + nyzeq, e como ||ger|| < ||gv|| para todo v € Z", temos que
2 2
aty = [lg (ex)|I” = llkan (e2)]”,
2

= llan (e2) |,
= [|a (e2 + muzer) |,

) 2 92
= Q59 + Ni907;-

Pelo Lema 4.10, temos que |n;;| < 1/2 para todo i < j. Assim |ny2| < 1/2, e obtemos que
a%l < @%1/4 + a§27
= 4af; < af) + 4a3,,
= 3a3, < 4as,.

Portanto,
ail 2
<

asn ~ /3

Teorema 4.12. Para t > 2/\/3 eu>1/2, tem-se G =%;,[.

Demonstraciao. A prova sera feita por inducao sob n. Para n = 1 ndo ha nada a provar pois
G = {1}. Suponha que n > 1 e que a afirmagao é verdadeira para SL(n — 1,R). Sejam g € G
e a funcao
¢: R* — R*
v lgull

que toma seu minimo m em Z"\{0}. Pelo Teorema 1.6, Z" é um reticulado em R", entdo gZ"
é discreto em R". Seja vy € Z™\{0} tal que

lgvoll = min {|lgv]| [ v € Z"™\{0}}.

Se vy = aw para algum « € Z,v € Z", entdo a = 1 ou -1. Em outras palavras, vy é um vetor
primitivo. Como I' = SL(n,Z) age transitivamente sobre o conjunto de tais vetores, podemos
encontrar v € I" tal que ye; = vg. Defina ¢'(v) = gy(v). Entao

lg'erll = llgvesll = llgvoll < llgvll = llg"v|l, Vv € Z™\{0}.

Basta encontrar 4" € I" tal que ¢’ € X;,,. Seja ¢' = k'a’n’ a decomposigao Iwasawa de ¢'.
Seja h = a'n/. Tendo em vista o lema acima, procuraremos um v € I' tal que by € KA;N,
pois, pelo Lema 4.10, temos que N = Nz N; /5. Agora, h é da forma

(s
(50,

com a} € R o primeiro elemento da diagonal e A uma matriz triangular em GL(n —1,R) com
determinante 1/a}, pois det h = 1. Seja f € RT tal que

Bt =1/d} = det A,
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entao

) B B
A=y | ,
A(n—1)1 A(n—1)(n—1)
B B

Logo, det (A) = "1 det (A4’), e concluimos que A’ € SL(n—1,R). Pela hipdtese de indugao,
existe 7/ € SL(n — 1,Z) tal que A’y estd em X7,", o conjunto de Siegel para SL(n — 1,R).
Agora definindo

obtemos que 7' € SL(n,Z) e que

Seja A'v" = k"a"n” a decomposicao Iwasawa de A’+”, entao

k_lO ap 0 1 %
M=o ¥ 0 Bd 0 n )

¢ a decomposicao de Iwasawa de h~y'. Entdo, a tem entradas diagonais
ar=day, a;=pPa;, (2<i<n).

Além disso, como
ajfa,, <2/V3 (2<i<n—1),

resta mostrar que

ar/ax < 2/V3,
Como a matriz 7 fixa e, entao
18" (en)ll = llhex]| = lla"n" (e) || = [[K'a'n" (e))]] = lIg'eall,

portanto
lg'exll < llg"vll = lIho]],

para todo v € Z"\{0}. Logo,
1y (e)ll < [k ()]l Vo € Z"\{0}.
Entdo, pela Proposicio 4.11, temos que a; /as < 2/+/3. Portanto,

aijal,, <2/V3 (1<i<n-—1).

Teorema 4.13. SL(n,Z) é um reticulado em SL(n,R).

Demonstragio. Para G = SL(n,R), I' = SL(n,Z) e ¥, = N;A, K, onde o conjunto de Siegel
¢ dado na Definicao 3.17. Pelo Teorema 4.12, para t > 2/\/§ eu > 1/2 temos G = %;,I.
Portanto, podemos concluir que G/I' = %, ,['/T" = 3,, possui medida finita em relagdo a
medida de Haar em SL(n,R), conforme estabelecido no Corolario 4.9. Dessa forma, SL(n,Z) é
um reticulado em SL(n,R). O
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4.4 Resultados

Nesta secao apresentamos algumas conclusdes sobre este trabalho e destacamos algumas
razoes pelas quais é importante e interessante continuar a pesquisa nesta area. Para alcancar
esse objetivo, gostariamos de enunciar dois resultados importantes para a teoria: o teorema
de Borel e Harish-Chandra e o teorema de aritmeticidade de Margulis [12]. O e Teorema 4.13
foi generalizado por Borel e Harish-Chandra e permite a construgdo de varios exemplos de
reticulados em todos os grupos de Lie reais semissimples. Esses grupos sao conhecidos como
grupos aritméticos. O teorema de aritmeticidade de Margulis estabelece que para certos grupos
de Lie, todo reticulado é aritmético. Para obter mais informagoes, consulte as referéncias [12],
[15], [14]. Para apresentar esses importantes teoremas, é necessario definir alguns conceitos
prévios.

Definigao 4.14. Seja H um subgrupo fechado de SL(n,R). Dizemos que H é definido sobre
Q (ou que H é um Q-subgrupo) se existe um subconjunto Q de Q [x11,...,T,.], tal que

1. Var(Q) = {g € SL(n,R) | Q(g9) = 0,VQ € Q} é um subgrupo de SL(n,R),
2. H° =Var(Q)°, e
3. H tem apenas um nimero finito de componentes.

Exemplo 4.15. SL(n,R) é definido sobre Q. De fato, seja Q = (), entdo Var(Q) = Var()) =
SL(n,R), SL(n,R)° = SL(n,R) = Var(())°, e SL(n,R) s6 tem uma componente conexa, pois é
um grupo conexo.

Definicao 4.16. Um grupo de Lie semissimples é um grupo de Lie que nao contém subgrupos
normais fechados nao triviais, exceto por si mesmo e pelo grupo trivial.

Teorema 4.17 (Borel e Harish-Chandra). Se G ¢ definido sobre Q, entio Gz = G N SL(n,Z)
é um reticulado em G.

Demonstragio. Ver em [12, pagina 88]. ]

Defini¢ao 4.18 (Comensurdvel). Dizemos que dois subgrupos I'; e I'y de um grupo H sao
comensuraveis se I'y N ['y é um subgrupo de indice finito de I'y e I's.

Definig¢ao 4.19 (Subgrupo Aritmético). Seja G um Q-grupo algébrico e seja k = Q ou R. Um
subgrupo I' de G(k) é chamado de subgrupo aritmético se for comensuréavel a G7.

Assim podemos dizer que um grupo aritmético é um grupo obtido tomando os pontos
inteiros de um grupo algebraico como, por exemplo, SL(n,Z). A aritmeticidade de SL(n,Z) é
representada pela aritmética de Z" e ele vai ser nosso protoétipo de grupo aritmético.

Teorema 4.20 (Borel e Harish-Chandra). Seja G um Q-grupo algébrico semissimples e seja
' um subgrupo aritmético de G. Entao T' tem covolume finito em G(R). Além disso, T' é
cocompacto se, e somente se, G(Q) nao possui elemento unipotente nao trivial.

Demonstragio. Ver em [15]. O

Teorema 4.21 (Teorema da Aritmeticidade de Margulis). Sejam G = SL(n,R), onde n > 3,
e I' um reticulado em G. Entao, I' € um grupo aritmético de G.

Demonstragio. Ver em [12, Pagina 92]. O
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O Teorema da aritmeticidade de Margulis representa uma espécie de inverso parcial do
Teorema de Borel e Harish-Chandra. Verificamos que, para certos grupos de Lie, todo reticulado
¢ aritmético. Essa descoberta ¢ de extrema importancia para a teoria dos grupos aritméticos,
uma vez que caracteriza-los nao é uma tarefa facil. A contribuicdo de Margulis amplia o
conhecimento sobre a estrutura e as propriedades desses grupos, permitindo caracterizar os
reticulados de SL(n,R) como subgrupos aritméticos, se n > 3.

Este trabalho é interessante, pois fornece ferramentas que podem ser usadas para provar
que outros subgrupos discretos de SL(n,R) sao reticulados. Por exemplo, ao contrario do que
é feito classicamente nas referéncias [10] e [12], neste documento é calculado explicitamente o
volume da regido que definimos para a agao de SL(n,Z) em SL(n,R), com base no trabalho
de Teixeira [9], fornecendo um valor exato para o volume dessa regiao auxiliar. Além disso,
o documento apresenta de maneira grafica, didatica e intuitiva conceitos como dominios fun-
damentais, reticulados, cocompacidade, entre outros, em um contexto familiar como R", para
depois defini-los em um contexto mais geral, permitindo que este documento seja uma boa
ferramenta para se introduzir nessa area.
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