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BERNAL,G. L. R. Exzisténcia e propriedades de elementos k-normais em corpos finitos. 2023.
ix+81 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho consiste em um estudo detalhado dos elementos k-normais em um determinado
corpo finito e suas propriedades. Nele apresenta-se a definicao de elemento k-normal dada
inicialmente pelos autores S. Huczynska, G. Mullen, D. Panario, D. Thomson em [I1], que
generaliza a nogao de elemento normal. Também exibem-se quatro teoremas de grande impacto
dados em [11], que permitem caracterizar estes elementos, calcular a quantidade exata de
elementos k-normais presentes em um corpo finito e calcular a densidade dos mesmos. Por
ultimo apresenta-se um resultado dado pelos autores mencionados anteriormente, que garante
a existéncia de elementos 1-normais primitivos para determinados corpos finitos.

Palavras-chave: corpos finitos, elemento normal, elemento k-normal, elemento primitivo, den-
sidade.
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BERNAL, G. L. R. Existence and properties of k-normal elements in finite fields. 2023. ix+81
p.- M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work consists of a detailed study of the k-normal elements in a given finite field and their
properties. In it is presented the definition of k-normal element given initially by the authors S.
Huczynska, G. Mullen, D. Panario, D. Thomson in citeartiprinci, which generalizes the notion
of normal element. It also shows four theorems of great impact given in [11], which allow
characterizing these elements, calculating the exact amount of k-normal elements present in a
finite field and calculating their density. Finally, it is presented a result given by the authors
mentioned above, which guarantees the existence of primitive 1-normal elements for certain
finite fields.

Keywords: finite fields, normal element, k-normal element, primitive element, density.
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Introducao

Este trabalho esta inserido na area da Algebra, especialmente na linha da teoria dos corpos
finitos. De acordo com os autores R. Lidl e H. Niederreiter em [1], a teoria dos corpos finitos
comegou com os trabalhos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Evariste Galois (1811-1832).
Desde entao diversos autores téem trabalhado neste ramo, aportando ideias que permitiram
o desenvolvimento desta teoria, entre os quais destacam-se os seguintes: Pierre de Fermat
(1601-1665), Leonard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Andrien-Marie
Legendre (1752-1833), e na atualidade autores como Cicero Carvalho, Daniel Panario, David
Thomson, Sophie Hucznska, Gudmund Frandsen, entre outros.

Os corpos finitos tém uma grande transcendéncia ao longo da sua historia, especialmente
nos ultimos 50 anos esta teoria alcancou um impacto relevante em outros segmentos da ciéncia.
Alguns exemplos sao a computacao, a andlise combinatoria, a teoria dos cédigos, o estudo
matematico de circuitos comutativos, etc.

Para a elaboracao desta dissertacao estudaram-se principalmente as defini¢oes e resultados
apresentados em [11] publicado em 2013, onde surgiu a definigdo de elemento k-normal, que
é uma generalizacao da nogao de elemento normal; nesse artigo também sao estudadas varias
propriedades dos elementos k-normais. Esta referéncia ¢ muito importante porque os autores
propoem varios problemas que na ultima década foram resolvidos parcialmente e cujas solugoes
forneceram novos problemas. Além disso, estudaram-se os artigos [0] e [7], para mostrar os
resultados mais relevantes do artigo principal.

O objetivo deste trabalho é apresentar um resultado que permite estabelecer quando um
elemento de uma extensao de corpos finitos é k-normal, quantos elementos k-normais existem
em um corpo finito dado, e alguns resultados que permitem conhecer qual é a probabilidade
(chamada de densidade neste trabalho) de encontrar um elemento k-normal. A nogao de

elemento k-normal generaliza a definicdo de elemento normal dada em [, Theorem 3.73] e,
portanto, diversos resultados importantes que envolvem esta definicao tém sido generalizados.
Destes podem ser citados, a caracterizacao de elementos normais dada em [11, Theorem 2.39],

a quantidade de elementos normais presentes em um corpo finito determinado, dado também
em [11, Theorem 3.73], entre outros.

Para o desenvolvimento do objetivo mencionado anteriormente serao apresentados quatro
teoremas:

O primeiro (veja Teorema 2.11, Capitulo 2 ), mostrado inicialmente em [I |, Theorem 2.5],
os autores dao uma caracterizagao dos elementos k-normais em um corpo finito dado. Este
teorema ¢ provado basicamente usando as nogdes de elemento conjugado (veja Defini¢ao 1.17),
de resultante (veja Definigao 2.3) e algumas propriedades da resultante.

O segundo teorema (veja Teorema 3.8, Capitulo 3), provado em |11, Theorem 3.5], é funda-
mental porque indica quantos elementos k-normais existem em um determinado corpo finito.
Para provar este resultado os autores usam propriedades importantes da Funcao ¢ de Euler,
bem conhecidas na literatura, e a nogao de Ord(«) para o um elemento k-normal de uma
determinada extensao de corpos finitos.

O terceiro e quarto teorema (veja Teorema 4.35 e Teorema 4.26, Capitulo 4) sdo resultados
mostrados em [I11, Lemma 4.4 and Corollary 4.8] que dao uma cota superior e inferior da



densidade. Estudar a densidade ¢é tao importante como estudar a quantidade de elementos k-
normais presentes em um corpo finito, pois calcula a probabilidade de, ao escolher um elemento
do corpo finito, ele ser k-normal. Para demonstrar estes resultados os autores usam as mesmas
técnicas utilizadas nos artigos [0] e [7] que envolvem teoria avangada dos nimeros, programas
computacionais, propriedades das fungoes de Euler e Mdobius, entre outras.

Para finalizar, é importante ressaltar que um dos desafios atuais da teoria dos corpos finitos
¢ mostrar a existéncia de elementos k-normais primitivos em um corpo dado Fg» sobre [F,. Para
abordar estes problema os pesquisadores tém utilizado diversas técnicas e ferramentas, como
por exemplo a teoria dos niimeros e a computacao. Em [I 1, Theorem 5.10] os autores mostram
a existéncia de elementos 1-normais primitivos em Fy» sobre I, para determinados pares (g, n),
veja capitulo 5 para mais detalhes.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 apresentam-se a noc¢ao de
corpos finitos e algumas propriedades destes corpos finitos, e por tltimo as definigoes de po-
linomios linearizados e Func¢ao ¢ de Euler com os resultados mais relevantes que envolvem estas
definigoes.

No Capitulo 2 apresentam-se as definigoes da resultante, elemento normal, elemento k-
normal, as propriedades destes elementos, resultados que envolvem a noc¢ao de elemento normal
e elemento k-normal e por ultimo o Teorema 2.11.

No Capitulo 3 define-se o polinémio Ord(«), para um elemento « do corpo finito deter-
minado, o qual é de grande importancia para o desenvolvimento do trabalho, e por tltimo
apresenta-se o Teorema 3.8.

No Capitulo 4 exibem-se todas as defini¢oes e resultados do artigo [0], e as nogdes e teoremas
importantes que permitem mostrar o Teorema 4.17 e o Corolario 4.35 que, como mencionado
anteriormente, dao um limite inferior e superior da densidade.

Por fim no Capitulo 5 apresentam-se as definicoes de caracter; soma de Gauss; elemento
m-livre, com m um inteiro positivo e elemento g-livre, com g um polindmio com coeficientes
em um corpo finito determinado. Além disso, exibe-se o Teorema 5.30 que mostra a existéncia
de elementos 1-normais primitivos para uma determinada extensao de corpos finitos.

Gisela Lizeth Rojas Bernal
Uberlandia-MG, 31 de Julho de 2023.



Capitulo 1

Conceitos basicos

Como foi mencionado anteriormente, este trabalho esta inserido na linha da algebra e teoria
dos nuimeros, especificamente na teoria dos corpos finitos. Com esse enfoque, neste capitulo,
apresentam-se as nogoes bdsicas e importantes para a compreensao e desenvolvimento deste
trabalho, tais como: corpo finito, Matriz de Sylvester, resultante, g-polinomios (conhecidos
na literatura também como polindmios linearizados), polindémio ciclotomico, g-médulo, Fungao
¢ de Euler e as principais propriedades destes conceitos. Além disso, exibem-se resultados
importantes que abrangem os corpos finitos, os g-polinomios, a resultante e a Funcao ¢ de
Euler, os quais sao indispensaveis para as nogoes e demonstracoes dos teoremas que envolvem
os elementos k-normais dados em [11], que sao os principais objetos de estudo nesta dissertagao.

Todos os resultados e definigdes apresentados neste capitulo foram tomados de [14], especi-
ficamente nos Capitulos 1, 2 e 3 desta referéncia. Os conceitos, lemas e teoremas trabalhados
neste capitulo sao de grande impacto, ja que a nocao de elemento k-normal é uma generalizacao
da defini¢ao de elemento normal. Esta abordagem foi feita pelos autores R. Lidl e H. Niederrei-
ter em [14] nos capitulos j&4 mencionados, assim como a existéncia e a quantidade de elementos
normais presentes em um corpo finito dado.

1.1 Corpos finitos

O objetivo desta secao é apresentar a nocao de corpo finito, ja que é o ambiente geral onde
estao inseridos os elementos k-normais. Além disso exibem-se algumas propriedades, defini¢oes
e alguns resultados que envolvem os corpos finitos, que serao utilizados no decorrer do trabalho.

Definicao 1.1. Um anel comutativo com unidade, com um ntmero finito de elementos, no
qual todo elemento nao nulo possui inverso multiplicativo, é chamado corpo finito.

A definicao anterior induz a seguinte noc¢ao:
Definicao 1.2. Um corpo finito que nao contém um subcorpo préprio é chamado corpo primo.

Se K é um corpo, o grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de K é denotado por
K* = K\{0}.

Definicao 1.3. Dizemos que um corpo K tem caracteristica positiva se existe um inteiro
positivo n tal que nr = 0, para todo » € K. O menor inteiro positivo n, com essa propriedade,
¢ chamado de caracteristica de K e diz-se que K tem caracteristica (positiva) n. Se nao existir
tal inteiro positivo n, diz-se que K tem caracteristica 0.

Uma propriedade dos corpos finitos que abrange a definicao anterior é a seguinte:

Teorema 1.4. [1/, Corollary 1.45] Um corpo finito tem caracteristica prima.

3



Outra propriedade fundamental dos corpos finitos é a seguinte.

Teorema 1.5. [1/, Theorem 1.46] Seja K um anel comutativo de caracteristica prima p. Entao

(e (e

(a+b)"" =a”" + " e(a—0bP =a" —b",

para a,b € K en € N.

Os seguintes resultados sao de grande relevancia no decorrer do trabalho, ja que serao uti-
lizados nas demonstracgoes de alguns teoremas importantes mencionados nos proximos capitulos.

Um corpo F é uma extensao de K, se K é um subcorpo de F. Se F, considerado como espaco
vetorial sobre K, é de dimensao finita, entao dita extensao é finita e, baixo estas condigoes, a
dimensao do espago vetorial IF sobre K é chamada de indice e denotada por [F : K].

Assim, tem-se o seguinte resultado.

Lema 1.6. Seja F um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entao F tem q"
elementos, onde n = [F : K].

Demonstracao. Como F é um espaco vetorial sobre K e [F é finito, entao [F é um espaco vetorial
de dimensao finita sobre K. Se [F : K] = n, segue que F tem uma base 8 = {by, by, ..., b,} sobre
K com exatamente n elementos. Assim para cada elemento de I existe uma tinica representacao
da forma aib; + asbs + - - - + a,b,, onde aq,...,a, € K. Logo, cada a; € K tem ¢ possibilidades,
portanto I tem exatamente ¢" elementos. 0

Outra propriedade importante dos corpos finitos é a seguinte:
Lema 1.7. Se F € um corpo finito com q elementos, entdo todo a € F satisfaz a? = a.

Demonstracao. Para a = 0 tem-se que a? = a.

Seja a # 0 um elemento de F. Como F é corpo finito com ¢ elementos, tem-se que F* é
um grupo multiplicativo de ordem g — 1. Pelo Teorema de Lagrange, tem-se a?~! = 1. Assim,
a? = a para todo a € F. O]

Lema 1.8. Se F € um corpo finito com q elementos e K € um subcorpo de ¥, entdo o polinomio
21 —x em K[z] se fatora em Flx] como

xq—m:H(m—a)

aclF
elF € o corpo de decomposicao de x? — x sobre K.

Demonstracao. Para cada a € F tem-se

a’—a=a—a=0.
Assim, a é raiz de 7 — z. Como o polinémio z¢ — z tem no maximo ¢ raizes diferentes em F,
obtém-se que F é o conjunto de raizes de 27 — z. Como [[(z —a) e 27 — z tém as mesmas

acF
raizes e sao monicos, segue que sao iguais. O

Teorema 1.9. [1/, Theorem 2.8] Para cada corpo finito By o grupo multiplicativo F}, de ele-
mentos distintos de zero de F, é ciclico.

A seguinte nocao é importante no decorrer do trabalho, ja que um dos desafios da pesquisa
atual enfoca-se em demonstrar a existéncia de elementos normais primitivos.

4



Definigao 1.10. Um gerador do grupo ciclico F}, é chamado de elemento primitivo de F,.

Os préximos resultados sao propriedades dos corpos finitos e dos aneis de polinomios sobre
corpos finitos que sao de grande importancia na algebra.

Lema 1.11. Seja f € F [x] um polindmio irredutivel sobre o corpo finito F, e seja a uma raiz
de f em uma extensdo de corpo F,. Entao para um polinémio h € Fy[z] tem-se h(a) =0 se e
somente se [ divide h.

Demonstragao. = Suponhamos que f(z) nao divide h(z). Como mde(f(x), h(x)) divide f(x) e
f(z) é irredutivel, segue que mdc(f(x), h(z )) = 1. Do Teorema de Bezout sabemos que existem
a(z),b(x) € F,[z] tais que a(z)f(z) + b(z)h(z) = 1. Substituindo = por a temos que

1 =a(a)f(a) +b(a)h(a) =0

o que é contraditério. Portanto, f|g.
< Se f|h entdo existe g € F,[z] tal que h(z) = f(z)g(x). Como « é raiz de f, segue que
h(a) = f(a)g(a) = 0. O

O seguinte teorema ¢ fundamental para determinar quando uma raiz de um polinomio tem
multiplicidade maior que 1.

Teorema 1.12. [/, Theorem 1.68] O elemento b € F é uma raiz maltipla de f € Flz] se e
somente se é uma raiz de f e f', onde f' representa a derivada formal de f.

Teorema 1.13. [1/, Theorem 2.6] Seja F, um corpo finito com g = p" elementos. Entdo, cada
subcorpo de Fy tem p™ elementos, onde m € um divisor positivo de n. Reciprocamente, se m €
um divisor positivo de n, entao existe exatamente um subcorpo de Fy, com p™ elementos.

Teorema 1.14. [1/, Theorem 2.5][Existéncia e unicidade de um corpo finito]
Para cada p primo e cada inteiro positivo n existe um corpo finito com p" elementos. Qual-
quer corpo finito com q = p" elementos é isomorfo ao corpo de raizes de x9 — x sobre F,,.

O lema a seguir € vital no desenvolvimento deste trabalho, e serd utilizado nas demonstragoes
dos teoremas do Capitulo 4.

Lema 1.15. Seja f € F,[z] um polinémio irredutivel sobre F, de grau m. Entao f(x) divide
29" — 2 se e somente se m divide n.

Demonstracio. = Suponhamos que f(x) | (x?" — ). Seja @ uma raiz de f, entdo 4" —a = 0.
Isto é a?" = a. Logo, a € Fyn e F,[a] é um subcorpo de Fyn. Assim,

Fgn :Fy] = [Fgn : Fola]][Fyla] : Fy
n = [Fp:Fyla]]-m.

Portanto, m | n.
< Se m | n segue do Teorema 1.13 que F» contém o subcorpo Fym. Se o é uma raiz de f,
entao [F,[a] : F,] = m e assim F[q] = Fym. Como a € Fym C Fn, segue que « é raiz de
Teo.1.14
27" — 2. Logo, a?" = «a e, pelo Lema 1.11, tem-se f(x) | (29" — z). O

Teorema 1.16. Se f é um polinémio irredutivel em F,|x] de grau n, entdo f tem uma raiz o

em Fgn. Além disso, todas as raizes de f sao simples e sao dadas pelos n elementos distintos
n—1
aaqaq,...,aq de Fyn



Demonstragao. Seja a uma raiz de f. Nesse caso, [F,[a] : Fj] = n e, portanto, F,[a] = Fn.
Assim, a € Fyn. Agora, seja f(z) = apz"+a,_12" '+ +a;x+ag com a; € F,para 0 < i < n.
Se [ é uma raiz arbitraria de f, tem-se

FBY) = an(BN)" + ana (B 4 - + ar(BY) + ag
= aff™ +ag_ 1Y 4+ afBT + af
= (anfB" + an 1"+ ar B+ ag)?
= f(B)!
= 07

n—1

isto é, 57 é raiz de f. Portanto, como « € raiz, entao o? é raiz, e indutivamente «, a4, aq2, cooad
sao raizes de f.

A seguir mostra-se que o % o' se 0 < j < k < n. Suponhamos que o = 4" para alguns
inteiros j e k com 0 < j < k < n — 1, de modo que elevando essa igualdade & poténcia ¢" %,
obtemos

(aqj>qn—k _ (aqk)qn—k
Oéqj‘f’n*k _ Oéqk+n7k
n—k+j n

al = af =aq.

Como f(a) =0 e a éraiz de 29" —x, pelo Lema 1.11, segue-se que f | (x‘fhkﬂ —1x) e, pelo Lema
1.6, obtém-se que n | (n — k + j), o que é impossivel pois j — k < 0. Portanto, a? # a¢". [

A seguinte definicao é importante porque nos proximos capitulos serd apresentada a nogao
de elemento normal e sua caracterizacao que tem a ver com os elementos conjugados.
o« ~ . ~ . —1
Defini¢ao 1.17. Seja F,» uma extensao de F, e seja a € Fyn. Os elementos a, a4, ..., a7
dados no teorema anterior sao chamados de conjugados de o com respeito a [F,.

Uma consequéncia do teorema anterior é o seguinte:

Corolario 1.18. [1/, Corollary 2.19] Se o é um elemento primitivo de F,, entdo o mesmo
acontece com todos os seus conjugados em relagao a qualquer subcorpo de .

A seguir exibem-se a definicao de trago de um elemento, e algumas propriedades que envol-
vem esta nocao, pois a partir disso definem-se e caracterizam-se os elementos normais.

Definigao 1.19. Para a € Fyn, o trago Ty, r,(a) de a sobre F, é definido por

n—1

Tre,.p,(a) =a+al+-+af

Se I, é o corpo primo de Fyn, entdao Trg,, r,(a) é chamada de trago absoluto de a e ¢
denotado simplesmente por T'rg,, ().

Teorema 1.20. A funcao trago Ty, /v, satisfaz as sequintes propriedades:
i Trp g, (0 + B) = Trp o w, (@) + Trp . v, (B) para todos a, B € Fyn;
i. Try . /r,(ca) = Ty, v, () para todos c € Fy e v € Fyn.
Demonstracao. i. Para todos a, 8 € Fyn, temos
Trep(a+8) = (@+B)+(@+B)+ -+ (a+ )"
= a+f+al+pfl4 ol 450
= (a+al+-+a” )+ BB+
= TT]Fqn/Fq(Ot) + TTFqn/qu(ﬁ)-
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ii. Para todos ¢ € F, e a € Fn, temos

—1

TTFqn/Fq(coz) = ca+ (ca)? + -+ (ca)”

n—1 n—1

ol

n—1

= ca+cla?+--- 4+

co+ cal 4 - - -+ cat
= c(a+al+---+a’)
= cI'r . r, ().

A seguinte definigao sera utilizada no Capitulo 2 para definir elemento normal.

Defini¢ao 1.21. Uma base de Fyn sobre F, da forma {a,a?,. ..oﬂn*l}, consistindo de um

elemento adequado o € Fyn e seus conjugados com respeito a I, é chamada de base normal
de Fyn sobre IF,.

A proxima definicao permite estabelecer quando um conjunto é uma base do corpo Fy» sobre
F,.
Definicao 1.22. Seja F, um corpo finito e F;» uma extensao de I, de grau n sobre F,. O
conjunto discriminante A]Fqn /Fq(al, ..., ) dos elementos aj,...,a, € F é definido pelo
determinante de ordem n dado por

Tr]Fqn/]Fq (041041) Tr]Fqn/]Fq (041042) Ce TTIFqn /Fq (Oéloén)
Trg ., e 1e) Trg ., e 1e) oo Trp o, QO
AJFqn/qu(ab---,Oén) = fa /F.q( ) fa /]F.q( 2002) Y /F.Q( 2tn)
Trg o w,(nar) Tre . r(anaz) oo Tre e, (0nom)

Teorema 1.23. Seja F, um corpo finito, Fpn uma extensao de F, de grau n sobre F,, e
ay,...,on € Fgn. O conjunto {a,...,0,} € base de Fyn sobre F, se e somente se

AFqn/qu(al, e ;an) # 0.

Demonstragao. = Seja {a, ..., a,} uma base de Fyn sobre F,.

Serd demonstrado Ay, r, (0, ..., o) # 0, mostrando que os vetores coluna do determi-
nante definido por Ag,, Jr, (1, ..., ) sdo linearmente independentes. Suponhamos que exis-
tem ¢y, ..., c, € Fy tais que 1Ty, v, (1) + -+ Trp 0 yr, (anaj) = 0 para todo 1 < j < n.
Isto é equivalente a

aTre ., (cn) + -+ + ¢ Trg . e, (Qnan) = 0
aTre ., (o) + -+ ¢ Trg . r, (Qnan) = 0

alre,, v, (1an) + - + ¢ T7g 0, (Qna) = 0.

Se b= ciaq + -+ + Ccpary, entdo Try , r,(baj) = 0 para 1 < j < n. De fato
para cada 1 < j < n tem-se

TTIFqn/IFq (bOdj) = TTFqn/Fq((Cloﬂ + -+ CnOén)Ozj)
CITT]Fqn/]Fq (alaj) —I— e —f- CnTT]Fqn/]Fq (O[nOzj)
= ()7

como (ay, ..., ay) é base para Fyn segue-se que Ty, jr, (ba) = 0 para todo a € Fyn.
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Porém, isto é possivel se b = 0. De fato, suponhamos que T7g . r,(ba) = 0 para todo
a € Fyn e que b # 0. Considere o polinémio

flx) = ba+ (b2)? + (br)” + -+ (br)"
= br4 b+ b0 20
que é um polindmio nao nulo de grau ¢"~'. Como f(a) = 0 para todo a € Fn, temos que f
possui pelo menos ¢" raizes. Logo, tem mais raizes que o grau, o que ¢ contraditorio. Desta
forma b = 0.
< Reciprocamente, suponha que Ay _, /r, (1, ..., a,) # 0 e que ciay + - -+ + ¢, # 0 para
todo ¢y, ..., c, € F,, onde nao todos os ¢; sao nulos. Logo,

crono + -+ epopa; =0 paratodo 1<j7<n
e aplicando a fungao T'ry_, /v, tem-se,
a1 Tre ., (1) + -+ + ¢ Trp o p, () =0 paratodo 1< j<n.

Como os vetores coluna da matriz cujo determinante é A]Fqn JF, (o, ...,q,) s@o linearmente
independentes, entao ¢; = --- = ¢, = 0. Logo, ay,...,q, sao linearmente independentes sobre
[F,. Portanto, {a,...,a,} é uma base de F;n sobre F,.

[]

Corolario 1.24. Seja ay, ..., o, € Fpn. O conjunto {o,...,a,} € uma base de Fn sobre F,
se e somente se

an (0%)] ce (7%
af as ... ol
. . £ 0.
n—1 n—1 n—1
af as ol
Demonstracao. Seja
aq &) Qp
q q q
851 %) a,
A= i1 i1 1
q q q" )
Qg )
qnfl qnfl qn,1
a e%) n
e desse modo,
q qj—l qn—l
q ¢ qT
AT _ 062 O{2 o .. 062 O{2
q gt g" !
a, ol 1 Q@
. o T .
Assim, B = A" - A= (Trg . v, (i;)).
= Se {a,...,a,} é base de Fyn sobre F,, entao, pelo Teorema 1.23,

0# Ap/k(on,...,a,) = det(A)- det(AT)
= det(A)*.



Assim, det(A) # 0.
< Se det(A) # 0, entao det(AT) = det(A) # 0. Assim,

det(B) = A]Fqn/]Fq (Oél, Ce 7Oén)
= det(A) - det(A")
7 0,

e, pelo Teorema 1.23, {aq, ..., a,} é uma base de Fy» sobre F,. ]

1.2 Polinomios linearizados

Nesta se¢ao apresentam-se as defini¢oes de g-polinémios (conhecidos também na literatura como
polinomios linearizados), g-médulos e polinomios g-associados. Além disso, exibem-se também
resultados que sao importantes no desenvolvimento dos proximos capitulos.

Definicao 1.25. Um polinomio da forma

L(z) = i az?
i=0

com coeficientes em uma extensao F,» de F,, é chamado de ¢-polinémio sobre F,», (também
chamado de polindmio linearizado sobre F»).

Se F,s é uma extensao arbitrdria de Fn e L(x) é um polinomio linearizado (ou seja, um
¢-polinomio) sobre F,», entao, n | s e

L(B+~)=L(B) + L(y) para todos 3,7 € Fys, (1.1)

L(cf) = cL(B) para todo ¢ € F, e todo 5 € Fys. (1.2)

Como, [Fys é um espago vetorial sobre [Fy, segue que, os polinomios linearizados sobre F, sao
operadores [ -lineares.

Teorema 1.26. Seja L(x) um g-polinomio nao nulo sobre Fn e seja Fys a extensdo de corpo
de Fn contendo todas as raizes de L(x). Entdo, cada raiz de L(x) tem a mesma multiplicidade,
que € uma poténcia de q, e as raizes formam um F,-subespaco linear de Fs.

Demonstragao. Segue das Equagoes (1.1) e (1.2) que qualquer combinagao linear das raizes
com coeficientes em I, é de novo uma raiz, logo as raizes de L(z) formam um subespaco linear

de Fys. Se

entao

1 m—1)

L'(z) = ag+ q(alxq_l) + q(qagxq2_1) + -+ q(qm gt

= Qp.
Assim, L(z) tem unicamente raizes simples no caso ag # 0.
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Por outro lado, se k > 1 é o menor subindice tal que se g = a1 =---=ag_1=0,e ap #0
(que existe ja que L(x) é nao nulo) tem-se

m

L(z) = Z a;z?

-1k \ 9" -k N\ Dk g\ 4"
= (az :v) + <CVZ+1 xq> +-t+ (a;il xd )
(n—1)k (n—1k (n—Dk (m—k)\4
= (ag r+ol, 2f4 - +als ot )

k

m q
(=1 ik
_ E q q
= «, Xz y
i=k

este tltimo é ¢*-ésima poténcia de um g¢-polindémio com coeficiente independente ndo nulo,
entdo as raizes deste ¢ polinomio tém multiplicidade ¢*. O

Teorema 1.27. Sejam 1, B2, . .., By elementos de Fyn. Entao

m—1

B BB L B

qul

2 m—1 J

B B3 By ... P

. .2 2 . 2 = [ H H Bjt1 — chﬁk , (1.3)
: : : : §=1 c1,enyci€Fy k=1

B Bl Bh .. bR

e assim o determinante ¢ diferente de zero, se e somente se (31, Ba,...,Bm Sdo linearmente
independentes sobre .

Demonstragao. Seja D,, o determinante do lado esquerdo da Equagao (1.3). Serd demonstrado
o teorema usando o método de inducgao sobre m.
Para m = 1 tem-se que D,, = (31 e se interpreta

ﬂ I1 (ﬁm - kzi;ckﬁk> =1,

j=leci,....c;€Fq

logo a Equagao (1.3) é valida.
Suponha que o resultado é valido para r = m > 1 e serd demonstrado que isso ¢ verdade
para r = m + 1. Considere o polindémio

m—1

I
B B 8L . BT B

D (x) =1 : : : )
2 —1
Bm B BL ... pL gLt
r ozl 7 . 0" pd”

isto é

i

m—1
D(z) = D,x?" + Z(—l)m_l_iai:ﬁq ,
i=0
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onde os «a; sao os determinantes das matrizes m X m que surgem depois de eliminar a coluna
t-ésima e a ultima linha, com o; € Fy» para todo i =0,...,m — 1.

Caso 1. Suponhamos que /i, . .., B, sado linearmente independentes sobre F,, entao D(5;) =
0 para i = 1,...,m. Como D(z) é um g-polinémio, segue-se que toda combinacao linear
11+ -+ b com ¢; € F, uma raiz do polinomio D(x). Como todas as raizes sao diferentes,

tem-se uma fatoracao
D(x)=D, ][] (:p — Z%@) . (1.4)

c1,...,cm€Fq k=1

Caso 2. Suponhamos que i, ..., B, sao linearmente dependentes sobre I, entao D,,, = 0

m
e existem by, ..., b, € F, com pelo menos um b; # 0 tal que Z b;3; = 0. Assim
i=1

=1 i=1

= Z (bzﬂi)qj

i=1

()
i=1

= 0,

para todo 7 =0,...,m.

Por conseguinte, as primeiras m colunas do determinante que definem o polinomio D(z)
sao linearmente dependentes sobre F,. Logo D(z) = 0, desse modo a Equacao (1.4) ¢ satisfeita
sem importar a independéncia dos ;. Consequentemente,

D1 = D(Bimg1) = Din H <5m+1 - Z Ckﬁk;) : (1.5)

c1,...,cm€Fyg k=1

Por hipdtese de inducao,
m—1 i
Dy, = 5 H ﬁj+1 - b |
j=1 c1,...,c;€Fy k=1
de modo que,

D1 = ﬁmH 11 (ﬁj+l—ickﬁk> 11 (ﬁmﬂ—zmjckﬂk)

Jj=1 c1,...,c;€F, k=1 c1,...,cm€Fy k=1

- BIH H <5j+1 —ch5k> :
j=1ci,....ci€Fq k=1

O

Teorema 1.28. Seja U um subespago linear de Fyn considerado como um espago vetorial sobre
F,. Entao para qualquer inteiro nao negativo k, o polinomio

L(z) = [[ = p)"

BeU

¢ um g-polinomio sobre Fyn.
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Demonstracio. A poténcia ¢* de um g-polindomio sobre F » é de novo um g-polindomio. De fato
m

se G(z) = Z a;x? é um g-polindmio, entdo
i=0

G(z)" = (Zaixqi>

= (wz+az?+--+ ozqum)qk

kK E o k1 k m+k
= af2¥ +af ¥ +---+adx?

m
k i+k
= E al 77",
7
i=0

Assim, G(a:)qk ¢ de novo um ¢-polinomio para todo £ > 0, entao basta-se demonstrar o resultado
para k = 0. Como U é subespago linear de F», seja {f1, ..., 5} uma base de U sobre F,, logo
pelo Teorema 1.27 D,, # 0.

Por outro lado, se

L(z) = [[ (=~ 5,

peu

como B € U e {f,...,Bmn} € base de U segue-se que existem ¢y, ..., ¢, € F, tal que

B = cabitcfrt-+enbm

m

= Z ciB;.

=1

Por conseguinte,

desse modo

L(z) = H (x - ZQ@) = D,,' D(x),

c1,...,cm€Fy
e como D(zx) é g-polindémio, entdao L(z) é g-polindomio. ]

Definicao 1.29. Os polinomios

l(z) = Z art e Lz) = Zaixqi

sobre F,» sdo chamados g-associados um do outro. Mais especificamente, I(z) é o g-associado
convencional de L(x) e L(x) é o g-associado linearizado de I(z).

O produto ordinario de polinomios linearizados nao precisa ser um polinomio linearizado.
No entanto, a composi¢ao L;(La(x)) de dois g-polindomios Ly (z), La(z) sobre F,» é novamente
um ¢-polinomio. Em vez da palavra composicao, usamos a expressao multiplicacao simbélica.
Assim, definimos a multiplicagcao simbdlica por

Li(z) @ La(x) = Li(La(7)).

Se Ly(x) e L(x) sdo g-polindomios sobre F,, dizemos que L;(x) divide simbolicamente
L(z) (ou que L(x) é simbolicamente divisivel por Li(x)) se L(x) = Li(z) ® Ls(x) para algum
g-polinomio Ly (z) sobre F,.
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Teorema 1.30. [/, Corollary 3.60] Sejam Ly(x) e L(x) g-polinomios sobre F, com q-associados
convencionales l1(x) e l(z). Entdo L,(x) divide simbolicamente a L(x) se e somente se li(x)
divide ().

Definicao 1.31. Um espaco vetorial de dimensao finita M sobre F, que estd contido em alguma
extensao de corpos de [, e tem a propriedade que a g-ésima poténcia de cada elemento de M
é novamente um elemento de M é chamado de g-mdédulo.

Teorema 1.32. O polinémio ménico L(x) é um gq-polinémio sobre Fy, se e somente se, cada
raiz de L(z) tem a mesma multiplicidade, a qual é uma poténcia de q e as raizes formam um
q-modulo.

Demonstracao. = Segue do Teorema 1.26 e pelo fato que a g-ésima poténcia de uma raiz é
uma raiz, portanto, as raizes formam um g-médulo.

< Pela hipétese e o Teorema 1.28; tem-se que L(z) é um ¢-polindémio sobre alguma extensao
de corpos de F,. Isto ¢, se M é um ¢g-moédulo que consiste de todas as raizes de L(z), entdo

L(z) = [[ (= - B)""

BeM

para algum inteiro positivo k. Como a funcao

M —- M
B o= pl

é injetora segue que M = {9 | B € M}, assim obtém-se que

(L(x))? = (H@—mq’“)

Desta forma se

entao

m ) m )
Z alz?" = L(z)? = L(z%) = Z "
i=0 i=0

logo, para 0 < i < m implica-se que af = q; isto é, dado o; € F, entdo L(x) é g-polindomio
sobre F,. m

Este conceito pode ser visto a seguir: seja g(x) o polinémio minimal de ¢ sobre F . Entao,
¢ é uma ¢-raiz primitiva de L(z) sobre Fyn se e somente se, g(z) divide a L(z) e g(z) nao divide
nenhum ¢-polinomio de grau menor.
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1.3 Funcoes ¢ e ¢, de Euler

Nesta secao apresentam-se as definicoes da Funcao de Euler para nimeros inteiros e para
polinomios, além de algumas consequéncias relevantes para este trabalho. Estas nocoes sao
significativas porque a quantidade e a densidade dos elementos normais e k-normais podem ser
calculadas em funcao destas definigoes.

A seguir exibem-se as defini¢oes da Funcao de Euler para nimeros inteiros e para polinémios.

Definicao 1.33. Para m € N, a funcao ¢(m) é definida como o nimero de inteiros k com
1 <k <memdc(k,m)=1. Esta funcao é conhecida na literatura como a Fungao ¢ de Euler.

Definigao 1.34. Para f € F [z] nao nulo, ®,(f(z)) = ®,(f) denota o nimero de polindémios
g € F,[z] tal que:

i. grau(g) < grau(f),
ii. mde(f,g) =

Outra defini¢ao para a Funcao ®, de Euler para polinomios, em termos do anel de polinomios
F,[z] é dada a seguir.

Definigao 1.35. Seja f € F,[z] um polinémio moénico, a fungao Euler & para polinémios é

dada por
i) =|(5 / o) |

onde fF,[z] = (f) ¢é o ideal de F,[z] gerado por f(x

As definigoes 1.34 e 1.35 sao equivalentes, isto é.

Teorema 1.36. Seja g € (]Fq[x]/(f)) se e somente se mde(f,g) = 1.

Demonstragao. < Se mdc(f,g) = r > 1, entdo existem fi,g1 € Fy[r] tais que f = fir e
g = gir, logo g1, T e f; sao diferentes de 0. Assim

fig = fig= figir = fg1 =0,

isto mostra que g ¢ (Fq [z] / (f )> , j& que g é divisor de zero, e os divisores de zero nao tem

inverso.
= Seja mdc(f, g) = 1, entao existem a,b € F,[z] tais que af +bg = 1, logo af +bg =1, e
assim af 4+bg =1, desta forma bg = bg = 1, o que implica g € (Fq [x]/(f)) . O
——
€ (f)

conta o numero de elementos in-

Observacao 1.37. A expressao O,(f) = ‘(Fq[x]/(f)>*

vertiveis de ]Fq[a:]/(f) Isto é

(ria /)

Lema 1.38. A fun¢do @, definida para polinémios nao nulos em F,x] tem as sequintes pro-
priedades:

= |{g € Fy[z]; grau(g) < grau(f) e mde(f, g) = 1}| = ®,4(f).
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i. ®,(f) =1 segrau(f)=0;
ii. (fg) =P, (f)Py(g), sempre que f e g sejam primos relativos;

iii. se grau(f) =n > 1, entdo

D,(f) :qn(l—q’”)---(l—q’”)—Q"H(l— ! > (1.6)

U
=1 q

onde 0s n; sao 0s graus dos polinomios monicos irredutiveis distintos que aparecem na
fatoragao canonica de f em F,[x].

Demonstracao. i. Como grau(f) = 0, entdo f = m com m € F,. Logo, nao existe um
polindémio moénico g € F,[z] com grau(g(z)) < grau(f) além do 1. Portanto, ®,(f) = 1.

ii. Seja @,(f) =se ®,(g9) =t. Sejam f1,..., fsegi,..., g os polindmios contados por ®,(f)
e ®,(9). Se h € F,[z] é um polindomio com grau(h) < grau(fg) e mde(fg,h) = 1, entao
mdc(f,h) =1 e mde(g,h) =1, assim h = f; (mod f) e h = g; (mod g¢) para um tnico
par ordenado (i,j) com 1 <i<s, 1<j<t{.

Por outro lado, dado um par ordenado (i,7), o Teorema do Resto Chinés para o anel
[F,[z] garante que existe um unico h € Fy[z] com h = f; (mod f) e h = g; (mod g) e
grau(h) < grau(fg). Este h satisfaz que mdc(f, h) = mdc(h, g) = 1 e assim mdc(fg,h) =
1. Por isso, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre os st pares ordenados (i,j) e os
polinomios h € F,[z] com grau(h) < grau(fg) e mdc(fg,h) = 1, consequentemente,

Dy(fg) = st = D,(f)Py(9).

iii. Para um polinomio irredutivel b em F,[x] de grau m e um inteiro positivo s, pode-se
calcular ®,(b°) da seguinte forma: os polinémios h € F,[z] com grau(h) < grau(b®) = ms
que nao sao primos relativos a b® sao precisamente os que sao divisiveis por b. Isto é, os

polinomios da forma h = gb com grau(g) < ms — m, como existem ¢"*~"™ possibilidades
diferentes de g. Entao
@q(bs) — qms _ q’)’TLS*m — qu(l _ qu).
Agora, seja f € F [x] com grau(f) =n > 1 tal que
f:flsl 252.....fl51
¢ uma fatoragao de f, onde f; é irredutivel sobre F, e grau(f;) = n; paracadai=1,... 1.
Pelo item ii. tem-se que,
(f) = Pg(f1") - Pg(f3?) - Do)
_ qslm(l _ q—nl) i q82n2(1 _ q—n2> . qslm(l _ q—nz)
! M -n —n -n,
— qzz:lsll(l_q 1)(1_q 2)(1_q l)
= q”(l—q_”l) . (1—q_”2)-...-(1—q_"l).
O

Da Expressao (1.6), tem-se que ®,(f) somente depende do nimero de fatores irredutiveis
distintos que f tem de cada grau.

Definicao 1.39. Seja L(z) um ¢g-polindomio nao nulo sobre Fyn. Uma raiz ¢ de L(x) é chamada
uma ¢- raiz primitiva sobre Fy., se esta nao ¢ raiz de qualquer g-polinomio nao nulo sobre
F;» de menor grau.
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Os seguintes teoremas serao utilizados nos préximos capitulos para determinar a quantidade
de elementos normais em um determinado corpo finito:

Teorema 1.40. [/, Theorem 3.70] Seja L(x) um g-polinomio ndo nulo sobre F, com gq-
associado convencional l(x). Entdo o niumero N de q-raizes primitivas de L(x) sobre F, ¢é
dado por N = 0 se L(x) tiver raizes multiplas e por N = ®,(l(x)) se L(x) tiver raizes
simples.

Teorema 1.41. [1/, Theorem 3.73] Seja M um g-mddulo de dimensdo m > 1 sobre IF,. Entdo
existe um elemento ¢ € M tal que {C, (Y, CQQ, e ,Cqul} ¢ uma base de M sobre IFy.

1.4 Polinémios ciclotomicos

Nesta secao apresentam-se a nocao de polinomio ciclotomico e algumas consequéncias que serao
utilizadas no Capitulo 4.

Definicao 1.42. Seja n um inteiro positivo. O menor corpo que contém as raizes de z"™ — 1
sobre um corpo K é chamado de n-ésimo corpo ciclotémico sobre K e denotado por K™, As
raizes de 2" — 1 em K™ sdo chamadas de n-ésimas raizes da unidade sobre K e o conjunto
de todas essas raizes é denotado por E™.

Definicao 1.43. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel por
p. Entao um gerador do grupo ciclico E™ é chamado de n-ésima raiz primitiva da unidade
sobre K.

Veremos mais na frente (Teorema 2.9) que as raizes do polinémio 2" — 1 sdo primitivas em
uma determinada extensao de corpo finito. Como esse fato apresenta-se a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.44. Sejam K um corpo de caracteristca p, n um inteiro positivo nao divisivel por
)
p, € ¢ uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre K. Entao o polinomio

n

Qu(z)= [] @-¢)
mdc(s:,}m):l
¢é chamado de n-ésimo polinémio ciclotomico sobre K.

O polinomio @, (z) é claramente independente da escolha de ¢. O grau de @,(z) é ¢(n) e
seus coeficientes pertencem ao n-ésimo corpo ciclotomico sobre K.

Teorema 1.45. [/, Theorem 2.45] Sejam K um corpo de caracteristica p e n um inteiro
positivo nao divisivel por p. Entao:

1.

2" —1=]]Qul).
dn

ii. Os coeficientes de Q,(x) pertencem ao subcorpo primo de K, e a Z se o subcorpo primo
de K ¢ o corpo dos niumeros racionais.

Proposicao 1.46. [12, Proposition 8.2] Sejam n € N, K um corpo de caracteristica p, tal que
p nao divide n e Q,(x) € o n-ésimo polindmio ciclotomico sobre K. Entao

t—1= HQd(x).
dln
Proposicao 1.47. [12, Proposition 8.3] Seja F' uma extensao ciclotomica de ordem n do corpo

Q de nimeros racionais e Q,(x) o n-ésimo polinémio ciclotomico sobre Q. Entao Qn(x) €
irredutivel em Qlx].
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Capitulo 2

Elementos k-normais

Neste capitulo apresentam-se as nocoes de elemento normal, elemento k-normal e como se rela-
cionam estas defini¢coes. A importancia de estudar os elementos normais em uma determinada
extensao de corpos finitos, é essencialmente porque estes elementos geram bases normais (s6 os
0-normais) que sao amplamente utilizadas em aplicagoes tais como a criptografia e o proces-
samento de sinais devido a eficiéncia da exponenciacao. Além disso, exibe-se um dos quatro
teoremas fundamentais deste trabalho onde caracterizam-se os elementos k-normais dado inici-
almente em [1 |, Theorem 2.5] pelos autores S. Huczynska, G. Mullen, D. Panario, D Thomson
veja Teorema 2.11.

E importante ressaltar que a nogao de elemento k-normal é uma generalizacao de elemento
normal. Uma motivacao para estudar estes elementos é que eles surgiram implicitamente du-
rante o processo de construgao de bases quase-normais de corpos finitos. Estas bases sao uma
classe de F -bases de Fyn que oferecem multiplicagao eficiente em Fyn.

Este capitulo esta dividido em trés secoes: na primeira define-se a resultante e exibem-se
resultados importantes desta nocao, a segunda e terceira secao apresentam-se a definicao e
caracterizagao de elemento normal e k-normal, respectivamente.

2.1 A resultante

Nesta secao apresentam-se a definicao da resultante de dois polinomios quaisquer f e g e
exibem-se alguns resultados importantes para o desenvolvimento deste capitulo. Com excecao
do Lema 2.6 todos os lemas desta se¢ao foram tomados de [17]. A nogao de resultante é impor-
tante porque permite estabelecer, quando dois polinomios f e g com coeficientes em um corpo
tém rafzes em comum, ou seja permite saber se existe um polinomio h tal que h | ge h | f. Esta
definicao e os resultados apresentados nesta secao sao fundamentais para definir e caracterizar
os elementos normais e k-normais apresentados no decorrer deste capitulo.

Com essa motivagao, sejam IF um corpo e f, g € F[x]. O seguinte lema diz que o anulamento
da combinagao linear (—s)f +tg = 0 pode ser dado por polinomios s e t de graus menores que
os de g e f respectivamente se e somente se mdc(f, g) # 1.

Lema 2.1. Sejam f,g € F|x] distintos de zero. Entao mdc(f,g) # 1 se e somente se existem
s,t € Flz] \ {0} tais que sf +tg =0, com grau(s) < grau(g), e grau(t) < grau(f).

Demonstragao. = Seja h = mdc(f, g), se h # 1 entdao grau(h) > 1. Considere,

g f
s:—Eet:EEF[x]\{O},

assim, tem-se que s e t satisfazem a igualdade sf + tg = 0, e grau(s) < grau(g), grau(t) <

grau(f).
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< Sejam s,t € F[z] \ {0} tais que sf +tg = 0, com grau(s) < grau(g) e grau(t) < grau(f).
Entao sf = —tg, assim se f e g foram coprimos, implica que f | t o qual é impossivel pois ¢t # 0
e grau(t) < grau(f), portanto, mde(f,g) # 1. O

Agora reformulando o Lema 2.1 em uma linguagem diferente, para isso, sejam f,g € F[z]
de graus n e m, respectivamente. Considere a seguinte “aplicacao linear”

o =g =Flz] xFlz] — F[z]
(s,t) — sf+tg.

Para d € N, considere
P; = {a € Fx] : grau(a) < d},

com a condic¢ao de que Py = {0}. ¢ é uma aplicagao linear entre espagos vetoriais de dimensao
infinita. A restrigao de ¢ a ¢q : P, X P, = P, ¢ uma [ aplicacao linear entre espacos da
mesma dimensao.

Sejam B = {(z%,0) parai < m e (0,27) para j < n} uma base para B, X P, e J =
{grtm=1 . 2% x,1} uma base para P,.,. Como ¢y é uma aplicagao linear, ¢, pode ser
representada por uma matriz nas bases B e ). Esta matriz é chamada de matiz de Sylvester e
é definida a seguir.

Definig¢ao 2.2. Seja F um corpo e sejam f, g € Flz| com
=D fidegw)= 3 g’
0<j<n 0<j<m

com todos os f;,g; € F. A matriz de Silvester Sy, é a matriz (m + n) x (m + n) dada por

\

fn fnfl fl fo O O
0 - 0
. f ) . . fio ) ] m linhas
Im Gm-1 g1 9o 0 0
0 I9m  Gm-1 - g1 Go cdots O
. ) . . . . . . n linhas

/

O determinante da matriz de Sylvester Sy, é a resultante, R(f,g), dos polindomios f e g.

Definig¢ao 2.3. Sejam f(x Z fjxj e g(x Z gjxj € Flz] dois polinémios de grau n
0<j<n 0<j<m

e m respetivamente, com n,m € N. Entao a resultante R(f,g) dos dois polindémios é definida

pelo determinante R(f,g) = det(Sy,), isto é

fn fn—l fl 0 0 0 )
0 e e e 0 0
. f . . f.o . . . m linhas
0 o fn - N
R(f,q) =

(f,9) Om Gmet o G1 G0 e e ol
0 - 1 e e
) g. g. ' . ) g,o n linhas
0 9m g())
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A resultante de dois polindmios f e g serve para determinar se f e g tém raizes em comum.
Esta afirmacao é uma consequéncia do Lema 2.1 e apresenta-se formalmente como segue.

Lema 2.4. Sejam f, g € F[z| distintos de zero, entao mdc(g, f) = 1 se, e somente se R(f,q) #
0.

Demonstracao. = Se o grau(mdc(f,g)) > 1, pelo Lema 2.1, existem polinomios nao nulos,
s € P, ={a € Flz] : grau(a) < m} et € P, = {a € Flz] : grau(a) < n} tal que p(s,t) =
sf+ gt = 0. Logo ker(y) # {0}. Portanto, ¢g nao é injetivo, consequentemente @y nao é um
isomorfismo, isto é Sy, nao é invertivel. Portanto, R(f,g) = 0.

< Suponha que R(f,g) = 0, entdo Sy, ndo é invertivel, logo ¢y ndo é um isomorfismo,
como P, x P, e P,,., sao espacos vetoriais da mesma dimensao, segue que ¢y nao ¢ injetivo,
entao existe pelo menos um par (s,t), com s,t € Flx]\ {0} tal que p(s,t) =0, isto é sf+gt =0
e pelo Lema 2.1 conclui-se que mdc(f, g) # 1. O

A seguir exibe-se uma generalizagao do Lema 2.1 que é fundamental para caracterizar os
elementos k-normais mais na frente.

Lema 2.5. [17, Ezercise 6.16] Sejam f, g € F[z]| polinémios distintos de zero de graus n e m
respectivamente, e h = mdc(f, g) € Flz] de grau d. Entdo dim(ker(Sy,)) = grau(h).

Demonstracao. Para o desenvolvimento da demostracao do lema vamos seguir o seguinte ro-
teiro:

i. Inicialmenente vamos mostrar que existe um par (s,t) € P,,_; X P,_; distinto de zero com
wo = (s,t) =0, se e somente se i < d.

ii. Depois vamos demonstrar que dados d pares (si1,t1),...,(Sq,tq) € P, X P, tais que
©o(Si,t;) = 0 com s; um polindémio moénico de grau m — ¢ para todo .

iii. A seguir vamos supor que (s,t) € P, X P, é linearmente independente para todo par
do item ii. e py(s,t) = 0, e provaremos posteriormente que existe um par (s*t*) €
P_q-1 X P,_q_1 distinto de zero com ¢g(s*,t*) = 0, contradizendo o item i.

iv. Finalmente concluiremos que dim(ker(Sy,)) = grau(mdc(f, g)).

Desta maneira pela hipdtese se h = mdc(f,g) € F[z] com grau(h) = d, entdo existem
f1,91 € Flz] tais que f = fih e g = g1h com grau(g;) =n —d e grau(g;) = m — d.

i. = Suponha que existe (s,t) € P,,_; X P,_; tal que sf +tg =0, logo
sfih +tgih = (sfi +tg1)h =0,
como h # 0 segue-se que,
sfi+tg =0. (2.1)
Além disso,

h = mdc(f,g)
= mdc(fih, g1h)
= h(mdc(flygl))v

assim
mdc(f1,g1) = 1. (2.2)
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11.

Da equagao (2.1) obtém-se que sf; = —tgy, entao fi | —tg; e por a equagao (2.2) obtém-se
que fi | t, portanto

n —d = grau(f;) < grau(t) < n — i, (2.3)

pela equacao (2.3) segue-se que i < d.

< Como h = gil eh= %, entao g% = %, isto é fig = g1 f, o que implica fig+(—g1)f = 0.
Assim, se t = f; e s = —g; tem-se que tg + sf = 0, consequentemente, ¢y(s,t) = 0, como
grau(s) = m—d

< m—1, jaquei <d,

grau(t) = n—d
< n—1, jaquei<d,

logo, t € P,_; e s € Py,_;, portanto (s,t) € Pp_; X P,_;.

Seja sq = —g1 ety = f1, considere sq_1 = —g1(z+0b) ety_1 = fi(z+Db), logo sq4_1 € ty_1 tém
graus m —d+1 e n—d+ 1, respectivamente. Seja sq_o = Sq_1(x+b) e tg_o =tq_1(x+0b),
consequentemente s;_ o € ty_o tém graus m — d + 2 e n — d + 2, respectivamente. Desse
modo, tem-se que s; = sa(x+0b) e t1 = ta(x +b) com grau(s;) =m—1 e grau(t;) =n—1.
Para cada i € {1,...,d} segue-se que s; tem grau m — i, e é da forma

S; = hm,il'mii R ho (24)

com h; € F, para todo j =1,...,m — i, e hy,,_; # 0, entao dividindo a equagao (2.4) por

hy,—; tem-se
S =™ 4 fi
Si =X e
hm—i

Por outro lado t; é da forma t; = k,,_;z" "+ - -+kp, com k; € Fparatodoj =1,...,n—1.

Considere t; = h;:’ﬂ_. Serd demonstrado que para todo i € {1,...,d}, po(8;,t;) = 0. Como

(5.5) 1 oy
iy Ui - 17 B— 7}
70 ’ 70 hm—i hm—i

é um polinomio monico.

~

= hl (sif +tig)

m—1

= L (et B 1 tale + b))

hmfi

z +b)4
= %(Sdf +t4g)

x + b))
= (h—) (=g1f + fig)

m—i N—
=0
= 0.
Por tltimo, serd demonstrado que {(s1,%1), ..., (Sg,tq4)} sdo linearmente independentes.

20



Sejam ay, ..., aq € F tais que a1($1,11) + -+ - + aq(Sq, tg) = 0, entdo

Q181 + -+ -+ qSq :O,
ity + -+ agty = 0,

como §; e t; tém grau maior que 0 para 1 <17 < d, entao a solucao do sistema é

ap =g =---=qag =0.

iii. Seja (s,t) € P, x P, tal que @y(s,t) =0, isto é (s,t) € ker(pg). Como (s,t) € P, x P, e

($1,t1) € P, X P,, entdo existem ay, by € F tais que

s—a151 € Pp_i,
t—bty € P,

po(s — a181,t — bit1) = ¢(s,1) — (a1, b1)po(51,11) = 0.
Existem também as, by € F tais que
5 —a181 — a8y € Pp_o,
t— blt_l — th_Q € Pn_g
e (,00(8 — a181 — CZQS_Q,t — bﬂi — bzt;) =0.
Por conseguinte tem-se que existem ag, by tais que
§=s—a15 — - —aqsq € Py,
t=t—bity—-—byty € P,_4
e po(5,1) = 0. Pelo item i. tem-se que § =0 et =0, j& que d > 1.

Por outro lado como 5; é monico para todo 7, e pelo item ii. sabe-se que 5;f + t;g = 0,
entao, se

f=Ra" A fo, 9= gma™ £+ o, ‘
b=ty F ity €5 =" Sy ™ s,

segue-se que

pela equagao (2.5) obtém-se que
fn
dm

Seja (s,t) € P, x P, tal que pg(s,t) =0 com

§ = amaz™ '+ +ap,
= bn_ll’nil—i-"'—i-bo.

Como sf 4 tg = 0, entao
(@1 fox™ ™ 4 4 foao) + (bno1gma™ ™+ 4+ bogo) = 0,
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assim

am_lfn + bn—lgm = 0. (27)
Ja que s — a,,_151 € P,,_1, das equagoes (2.6) e (2.7) obtém-se t — a,,_1t; € P, 1. De
fato
12" by P 4 4 by — A1 (b1 8T A b0 T4 ) =
(bn—l - am—ltn—l)xn_l + (bn—Z - am—ltn—2xn_2> + -+ (bO - am—ltol)
e
bn—l - am—ltn—l - bn—l - am—lﬁ
9m
T\O
_ gmbnfl - amflfn
9m
= 0.
Desse modo pode-se concluir que
8§ =8 —Um_151 — Q282 — *** — Um—qSd € Prn_a, (2.8)
"=t —a,_1t; — Gmots — -+ — gty € Py (2.9)

e p(s*,t*) = 0. Novamente pelo item i. segue-se que s* = 0 = t* ja que i < d. Portanto
das equagoes (2.8) e (2.9) obtém-se

§ = Qp-151 + Qm-252 + +++ + Qpm—qdSd,

t = amflta + am72£2 + -+ amfd{da

isto é, (s,t) = am-1(S1,t1) + -+ + am—a(Sa,ta), consequentemente (s,¢) é linearmente
dependente dos elementos (S,t1), ..., (Sg,tq).

iv. De iii. tem-se que uma base para ker(yg) é {($1,%1),...,(S4,ta)}, entao

dim(ker(gp)) = d
= grau(mdc(g, f)),

portanto
ker(Syy)) = d
= grau(mdc(g, f)).
O
Uma consequéncia do lema anterior é a seguinte, dada em [I 1, Lemma 2.4]

Lema 2.6. Seja F um corpo. Para dois polindmios diferentes de zero f,g € Flz],

rang(Syy) = grau(f) + grau(g) — grau(mdc(f, g)).
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Demonstracao. Seja

00 = P X Py — Prin
(s,t) — sf+tg

uma aplicacao linear, com P,, e P, definidos como antes. A matriz associada a aplicacao linear
o é matriz de Sylvester dada por

o for oo i Jooooo
0 fn N
0o .- N
S, —
f.g Gm Gm-1  + g1 Go v -
0 9n  Gm-1 - " Yo
0 PR gm .. PR .. gO

Pelo teorema do nicleo e da imagem tem-se que

dim(Im(pg)) + dim(ker(yg)) = m+n,
posto(Syg) + dim(ker(Sy,)) = m+n.

Assim
posto(Sp,) =  m+n—dim(ker(Sy,))
= m+n—grau(mde(f, g))
T gran(e) + grau(f) — grau(mde(f, ).
Portanto posto(Sy,) = grau(g) + grau(f) — grau(mdc(f, g)). O

2.2 Elementos normais

Nesta secao apresentam-se a nocao de elemento normal e exibem-se um resultado que caracteriza
os elementos normais dado pelos autores R. Lidl ¢ H. Niederreiter em [14, Theorem 2.39] e um
resultado que garante a existéncia de elementos normais primitivos dado em [13] pelos autores
H. Lenstra e R. Schoof.

A seguir apresentam-se uma das defini¢oes mais importantes deste trabalho.

Definicao 2.7. Seja ¢ uma poténcia de um primo e n € N. Um elemento o € F,» é chamado
de elemento normal sobre F,, se o conjunto B = {a,a?,... ,oﬂn*l} ¢ uma base para Fn
sobre F, (veja Definicao 1.21). Neste caso tal tipo de base é chamada de base normal de Fyn
sobre F,.

Um critério bem conhecido para verificar se um elemento gera uma base normal é dado pelo
seguinte teorema dado em [11, Theorem 2.39].

2 —1 ,
Teorema 2.8. Para o € Fyn, {a,a%,a%,...,a7 } € uma base normal de Fyn sobre F,, se e

- A . _ _ n—2 n—1 ~ .
somente se 0s polinomios 2" —1 e ax™ ' +al2" 24+l z+al  em Fyplz] sio primos
relativos, isto €, o grau do mdzximo comum divisor em Fyn[z] € 0.
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~ . n—1 n
Demonstracao. Seja a; = o, ag = a4, ..., a,, = a4 . Usando o fato que a? = « segue que
o determinante exposto no Corolario 1.24 é

«Q ol of ¢!
2 3
a?  of of o
2 3 4
ot al o ... af |. (2.10)
qnfl o aq qn72

a al o ad" ™!
"t g a? ... a7’
D=+a”" o o ... a7’ (2.11)
, )
af a? o I}

obtido depois de trocar no determinante (2.10) a linha 2 com linha n, a linha 3 com linha n—1,
a linha 4 com a linha n — 2, e assim por diante. Considere a resultante R(f, g) dos polinémios
f@)=a"—1eg=galx)=az" ' +a%z"2+...4a " de graus n e n — 1, respectivamente.
Esta resultante ¢ um determinante de uma matriz de ordem 2n — 1 dado a seguir

1 0 0o ... 0 0 -1 0O ... 0
0 1 0o ... 0 0 0 -1 ... 0
0 O 0o ... 1 0 0 0o ... —1
R(f.9) = a of a” ... " ! 0 o ... 0} (2.12)
0 a of e AR S S 0
00 0 ... 0 a al o .0

O determinante (2.12) é igual ao determinante da matriz que é formada depois de somar a
(n 4 1)-ésima coluna com a coluna 1 para obter a coluna 1; somar a (n + 2)-ésima coluna com
a coluna 2 para obter a coluna 2, e assim por diante até somar a coluna 2n — 1 com a coluna
n + 1 para obter a coluna n + 1. Isto é, o determinante (2.12) é igual ao seguinte determiante

0 0 0o ... 0 —1 0 0O ... 0

0 0 0 ... 0 0 -1 0 ... 0

0 0 0 0 0 0 0 —1

B9 =| o a0 of "0 00 0
"l o af a0 0 0

al  a? o (;z al o oz;lg 0

Assim, a resultante é o produto do determinante de uma matriz (n — 1) X (n — 1) com —1 na
diagonal principal com o determinante de (2.10). Portanto, R(f, g) é igual ao determinante de
(2.10) a excecao do sinal.

Logo, f e g tém raizes em comum (ou seja, sao primos relativos), se e somente se R(f, g) # 0,
se e somente se det(D) # 0, se e somente se («a,al,... ,ozqnfl) é base normal, isto é « é
normal. O
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Na literatura é conhecido que todo corpo finito possui uma base normal gerada por elemen-
tos primitivos, este resultado foi provado por H. Lenstra e R. Schoof em [13]. Além disso, este
resultado é de grande importancia para a pesquisa atual, j4 que um dos maiores desafios, é mos-
trar a existéncia de elementos k-normais primitivos. Essencialmente os autores ja mencionados
mostraram o seguinte resultado.

Teorema 2.9. [19, Theorem] Para qualquer corpo finito F eziste uma base normal de F sobre
seu subcorpo primo que consiste em elementos primitivos de F.

2.3 Elementos k-normais

Nesta secao apresenta-se a definicao mais importante deste trabalho: a nocao de elemento
k-normal dada inicialmente em [11, Definition 2.2] que como foi mencionado anteriormente
generalizando a nocao de elemento normal. Além disso, exibe-se a caracterizacao para os
elementos k-normais dada também em [11, Theorem 2.5].

Com esta motivacao, apresenta-se formalmente a definicao de elemento k-normal.

Definigao 2.10. [11, Definition 2.2] Seja o € F4n. Denotemos por g,(z) o polinomio
S a? e € Faafz]. Se mde(z” — 1, ga(x)) sobre Fyu tem grau k (onde 0 < k < n — 1),
entao o é chamado de elemento k-normal de F;» sobre [F,.

Usando esta terminologia, um elemento normal de F,» sobre F, é 0-normal.
Sera introduzida a primeira caracterizacao dos elementos k-normais.

Teorema 2.11. [/1, Theorem 2.5] Sejam o € Fyn e

2 n—1
o a? of ... ot
n—1 n—2
ol a o ... of
Aa = . . . . . . (2'13)
2 3
a?  af af o

O elemento a € k-normal sobre F, se e somente se posto(A,) =n — k.

Demonstragao. Sera demonstrado que mde(z"™ — 1, go(x)) tem grau k, se e somente se a matriz
A, tem posto n — k. A matriz de Sylvester Sy, com f(z)=2"—1e

n—1

go(z) = @z P+l 2 4 4l

¢é dada por

1 0 O 0 0 -1 0 0
0O 1 0 0 0 0 -1 0
0O 0 1 0 0 0 0

s _ 0O 0 0 1 0 0 0 -1

Fboe = Lo 0t af a0 0 0 ’

0 a aq qn—3 aqn—2 qn—l 0 0
0 0 o O{qn74 aqn73 Oéqn72 O{qn71 O
0 0 0 o o a? a? a?" ™!



trocando a coluna n pela coluna n+ 1, depois trocando a coluna n+ 1 pela coluna n+ 2 e assim
por diante, até trocar a coluna 2n — 2 pela coluna 2n — 1, obtém-se,

1 0
0 1
0 0
) 0 0
foa = o ot
0 «
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
-1 0
0 Oéqn71
O Oéqn72
O Odqn73
oﬂ;h1 al

Logo, adicionando a coluna 1 a coluna n, adicionando a coluna 2 a coluna n + 1 e assim por
diante, até adicionar a coluna n — 1 a coluna 2n — 1. Para obter a matriz

k%
f,9a

finalmente escalona-se as primeiras n — 1 colunas da matriz S}

kkk
fi9a —

ou seja obtém-se a matriz

1
0

o

o oL O -

0

1

o O

0

—_

O =

0

e}

0 ... 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 ... 0

f:9a

0

e}

2
qu

0

)

3
qu

0

e}

ok In—l,n—l On—l,n
On,n—l

Aa

0

)

aq

*

4. Fara obter a seguinte matriz

0

e}

onde I, ,-1 ¢ a matriz identidade de tamanho n — 1 x n — 1, e as matrizes O,_1,, € Op 51
sao matrizes nulas. Assim, tem-se que

posto(Sy ., ) = posto(S

F9.)
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Pelo Lema 2.6 tem-se que
posto(Stg,) =n+ (n—1) — grau(mde(f, ga)), (2.15)
logo das Equagoes (2.14) e (2.15), tem-se
n+ (n—1) — grau(mde(f, go)) = n — 1 + posto(A,),
portanto, grau(mdc(f, g.)) = n — posto(Ay), assim se grau(mdc(f, go)) = k, entao
posto(A,) =n — k.
O

Foi demonstrado que se f e g tém um polinomio divisor em comum de grau k, se e somente
se posto(A,) = n — k, se e somente se a é um elemento k- normal. Uma consequéncia do lema
anterior é a seguinte.

Corolario 2.12. [11, Corollary 2.6] Seja o € Fyn. Se v € k-normal sobre Fy, entdo qualquer
conjugado de o € k-normal sobre F,.

~ . 1 . . ~ . ,
Demonstragao. Seja a? um conjugado de o para algum ¢ = 1,...,n — 1, entao a matriz A _,: é
1 i+1 i+n—1
ol ol coooad
qi+n71 aqi Oéqi+n72
Aaqz - . . . )
qi+1 qi+2 aqz

trocando as linhas ou as colunas de A_,i necessdrias, tem-se que a matriz resultante ¢ igual
a matriz A,, assim posto(A_,i) = posto(A,) = n — k. Portanto, o grau(mdc(f,g,.)) = k,

logo a4 é um elemento k-normal, (Definigao 2.10). Como i foi arbitrério segue-se que qualquer
conjugado de « é k-normal. O]
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Capitulo 3

Numero de elementos k-normais

Neste capitulo apresenta-se o segundo objetivo deste trabalho, especificamente exibem-se dois
resultados que mostram expresoes que permitem calcular o nimero de elementos normais e
k-normais em um corpo dado. Estes resultados foram tomados de [, Theorem 3.73] e [11,
Theorem 3.5], respectivamente. As equagbes que envolvem estes teoremas estdao em termos
da funcao ® de Euler para polinomios, cuja definicao e consequéncias foram apresentadas no
Capitulo 1.

Com essa motivagao apresenta-se o seguinte resultado dado em [14, Theorem 3.73] que exibe
a quantidade de elementos normais em um corpo Fy» sobre .

Teorema 3.1. EmF . existem exatamente ®,(x"—1) elementos « tais que {¢, (7, < 7an71}
¢ uma base de Fgn sobre Fy, onde @, € a funcao ® de Euler para polinomios definida no Capitulo
1.

Demonstragao. Como [Fyn pode ser visto como um ¢g-mddulo, entao pelo Lema 1.8 e o Teorema
1.32 tem-se que
Lz)= [] z—8) =2 — =,
BEFn
é um g-polinomio.

Pelo Teorema 1.41 toda g-raiz primitiva ¢ de L(z) sobre [F, gera uma base do tipo {(, (9. ..,
anfl}. Por outro lado, se ¢ € F,n nao é uma g¢-raiz primitiva de L(x) sobre F,, entao existe
L(z) g-polinémio tal que ¢° = grau(L(z)) < grau(L(x)) e ¢ sendo raiz de L(z), isto é L({) =0
determina uma combinacdo linear nao nula de ¢,¢%,...,¢%. Como s + 1 < n, segue que
¢,¢4,...,C """ g0 linearmente dependentes sobre [F,, e portanto, eles nao formam uma base de
F,» sobre F,. Consequentemente, o nimero de ¢ € Fyn tal que {¢,(9,... ,an_l} seja base de
F,» sobre F, é igual ao nimero das ¢-raizes primitivas de L(z) sobre I, o qual é exatamente
¢ (2" — 1) pelo Teorema 1.40. O

Uma consequéncia do Teorema 2.11 e do Teorema 3.1 é a seguinte:

Lema 3.2. Seja o € Fyn e seja A, a matriz dada no Teorema 2.11. Denote por M o espago
vetorial gerado pelo conjunto B = {a,a,..., 04" '} sobre Fyn. Entdo posto(Ay) = dim(M).

Demonstracao. O espago coluna da matriz A, é dado por Span{cy,ci,...,c,—1} onde cada

coluna ¢; estd formada pelo vetor transposto |af', (a4)" ", (a9)7" " ..., (oﬂi)q] . Suponhamos

que M tenha dimensao m como um espago vetorial sobre F,, entao uma base para o espaco
coluna de A, é dada por um conjunto de m-colunas de A,, cujas primeiras entradas sao os
elementos base de M.

Reciprocamente, dado uma base do espago coluna de A,, uma base de M é obtida tomando
a primeira entrada de cada coluna que pertence a base do espago coluna de A,,. O
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11.

Definicao 3.3. Denote por Ly o polinomio g-associado linearizado de f. O polinomio L define
uma aplicacao linear

L;: F, — T,

m

7

a  —> foa:E a;a?,
i=0

onde E denota o fecho algébrico de F,.

Seja ¢ € Fyn. Denota-se por I o ideal de F,[z] dado por I = {g € F,[z] | go ( = 0}. Este
ideal é o conjunto de anuladores de (. Como Fy[z] é um dominio principal, tem-se I; = (f),
para algum f € F [z]. A seguir, apresenta-se a nogao de Ord((); esta definigdo ¢ importante
no desenvolvimento do presente capitulo e dos proximos capitulos.

Definicao 3.4. O polinémio monico de F,[z] que gera I é chamado de F,~ordem de ( ¢ é
denotado por Ord(().

Isto ¢, Ord(¢) ¢é o associado do g-polinémio monico sobre F,» de menor grau positivo tendo
¢ como raiz sobre Fyn.

A seguir expoe-se um resultado dado em [15, Corolario 1.52], que envolve a defini¢ao anterior
e ¢ utilizado para mostrar o Lema 3.7, que é fundamental para desenvolvimento do objetivo
deste capitulo.

Teorema 3.5. [15, Coroldrio 1.52] Sejam o € Fyn um elemento normal sobre Fy[x] e g € F[z].

Entao
" —1

mdc(z” —1,9)

Ord(goa) =

Com a definicao anterior apresenta-se outra caracterizacao para os elementos k-normais.
Teorema 3.6. Seja o € Fyn. As sequintes trés propriedades sao equivalentes:

i. o € k-normal sobre F,.

.. . N n—k—1
ii. a da origem a base {a,a9,... af

} de um g-médulo de dimensao n — k sobre IF,,.

iii. grau(Ord(a)) =n — k.

Demonstracao.

i.= ii. Suponha que a € Fyn é k-normal. Pelo Teorema 2.11 A, tem posto n — k, assim

pelo Lema 3.2 segue-se que o espago vetorial M tem dimensao n — k sobre F,. Tem-

se {a,al,... ,oﬂn_k_l} forma uma base para M sobre F,. De fato, para cada i =
n—Fk,...,n—1o0 conjunto {a,a?...,0?" """} U{a?} (contendo n — k + 1 elementos)
deve ser linearmente dependente.
Portanto, ad' pode ser escrito como uma combinacao linear de {a, a4, .. ., oﬂn*kfl} e assim,
estes n — k elementos linearmente independentes geram o espaco M. Se [ € M, entao
n—k—1 n—k—2
b= Z aiaqi e f1 = Z aioﬂi+1 + an_k_laqnik € M, portanto M é um ¢g-médulo de
i=0 i=0

dimensao n — k sobre F,,.

= iii. Suponha que Z = {«, a4, ... ,oﬂ"ik*l} é base de um ¢g-mddulo N de dimensao n — k sobre
F,. Seja L(z) = H (x — ). Pelo Teorema 1.32, L é um g-polinomio monico de grau ¢"*

YyEN
sobre F,. Como o € N, o é uma raiz de L, e como os elementos de % sao linearmente

independentes, entao o nao pode ser raiz de um g-polinoémio sobre F, de grau menor que
q"*. Portanto, Ord(a) = [, onde [ é o polindmio g-associado de L de grau n — k.
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iii. = i. Suponha que Ord(«) tem grau n—k, isto é, o é uma raiz ¢-primitiva de algum g-polinémio

L sobre F, de grau ¢"*. Entdo {a,a,... ,oﬂ"ik*l} forma uma base para M. Assim,

pelo Lema 3.2, A, tem posto n — k e portanto, « é k-normal sobre F,,.
]

O lema a seguir é uma propriedade que relaciona as nogoes de Ord(«) e a Fungao ® de Euler
para polinomios. Este resultado ¢é indispensavel para demonstrar o Teorema 3.8 que identifica
quantos elementos k-normais existem em um corpo. Este lema foi mostrado inicialmente em

[10].

Lema 3.7. Seja f € F,[x] um polinémio ménico primo relativo com x. O nimero de elementos
a no fecho algébrico de F, com Ord(a) = f € igual a O,(f).

Demonstragao. Seja f € F,[z] tal que mde(z, f) = 1 ou seja f(0) # 0. Denota-se por Ly o
polinémio g-associado linearizado de f como na Defini¢ao 3.3. Como,

(ClIf) - ;aiqlxq o= do Zz:; qlail‘q = ao 7é 07

temos que todas as raizes de L; sao diferentes. Dessa forma, o numero de raizes de Ly ¢
lker(Ls)| = ¢™, pois grau(f) = m. Dado que ker(Ly) é um conjunto finito, existe n € N tal
que ker(L;) C Fyn. Dessa forma, o € Fpn e a?" — a = 0. Logo, pelo Teorema 1.30, f | 2™ — 1,
jaque Ly | 27" — x.
Como toda extensao Fy» sobre F, possui uma base normal (veja por exemplo Teorema 2.9),
existe um elemento normal v € Fy» sobre F,. Logo,
Fgn ={g07|g € Fylz] e grau(g) <n —1}.

Consideremos

V={8eF,|Ord(B) = f}
Pela definicao de Ord(a) e de Ly segue-se que,

V= {8 eF, | Ord(8) = f} € ker(Ly) C Fyn.
Logo, V={8 € Fpn | Ord(8) = f}. Assim,
V={gov|ge€F,z] grau(g) <n—1eOrd(goy) = f}.

Pelo Teorema 3.5, f = Ord(go ) = %. Logo, mdc(a™ — 1,¢9) = ”nf_l e, consequente-

mente, % g, isto é, g = g - Lf_l, onde g; € F [z], com
grau(gi) + (n — grau(f)) < n-—1,
grau(g;) < grau(f)—1.
Como,

mdc(:c"—l,g)—mdc(x"—l,gl-xf )—xf ,

entdao mdc(f, g1) = 1. Isto implica

" —1
V= {g °ovlg=g- e Fglz], grau(g:) < grau(f) —1 e mde(f, g1) = 1} -
Como existem ®,( f) polinémios g; € F,[z] satisfazendo grau(g;) < grau(f)—1emde(f, g1) = 1,
tem-se | V' |= &,(f). O
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O resultado a seguir dado inicialmente em [I1, Theorem 3.5] é o mais importante deste
capitulo, ja que permite identificar a quantidade exata de elementos k-normais em um deter-
minado corpo finito.

Teorema 3.8. O nimero de elementos k-normais de Fyn sobre F, é dado por
> Db, (3.1)
h|(z"—1)
grau(h)=n—Fk

onde os divisores sao monicos e a divisao polinomial € sobre I,,.

Demonstragao. Seja h € F,[z] com grau(h) = n — k e tal que h é primo relativo com z, isto é
h | (2™ —1). Pelo Lema 3.7 tem-se que o nimero de elementos « tais que Ord(a) = h é ®,(h).
Como grau(Ord(«)) = n — k, segue do Teorema 3.6 item iii. que o nimero de elementos a que
sao k-normais para o polinéomio h € Fy[z] é ®,(h). Assim, o nimero de elementos k-normais

de Fyn sobre I, é
Z q)Q(h)a

h|(z"—1)
grau(h)=n—k
Enfatiza-se que a fatoracdo de 2" — 1 na Equacao (3.1) é a F -fatoracao de 2™ — 1.
Observacao 3.9. Quando k = 0, o somatoério do Teorema 3.8 se reduz a
O, (2" —1).
Como demonstrou-se no Teorema 3.1.

Observagao 3.10. Observe que os Unicos valores de k para os quais os elementos k-normais
sao garantidos para todo (g,n) sao 0,1,n — 1, j4 que z — 1 é sempre divisor de z" — 1, pois
" —1=(z—1)(a" '+ 2" 2+ +2+1), isto é, sempre possui pelo menos um fator de grau
1 eum de graun —1de 2" — 1.
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Capitulo 4

Limites no numero de elementos
normais e k-normais

Neste capitulo apresentam-se a definicao de densidade de elementos normais e k-normais em
um determinado corpo finito. No capitulo anterior provou-se um resultado que permite saber
quantos elementos normais e k-normais existem em um corpo finito (Teorema 3.8), no entanto
encontrar esses elementos o saber como estao “espalhados” no corpo ainda é um trabalho dificil,
por essa razao ¢ importante o estudo da densidade desses elementos, ja que esta nog¢ao permite
saber a probabilidade de encontrar um elemento k-normal no corpo. Na atualidade nao se
conhece com exatidao a densidade dos elementos k-normais, porém existem diversos trabalhos
onde se estabelecem limites superiores e inferiores para a densidade, entre os quais destacam-se
os artigos [ 1], [7] e [0].

Neste capitulo, apresentam-se o terceiro e quarto objetivo do trabalho, onde exibem-se os
limites inferiores e superiores da densidade dos elementos k-normais dados em [ 1, Lemma 4.4]
e [11, Theorem 4.6]. Para o desenvolvimento desses objetivos estudaram-se os resultados de [0]
cujos enunciados e demonstragoes sao expostos neste capitulo.

4.1 Definicoes e resultados importantes
Nesta secao exibem-se as defini¢oes e resultados importantes para a compreensao das demons-
tracoes dos lemas e teoremas expostos neste capitulo.

Com essa motivagao exibe-se a seguinte nocao que sera usada no decorrer do capitulo.

Definicao 4.1. Seja d um inteiro positivo. I,(d) denota o nimero de polinémios monicos
irredutiveis g € F,[z], tal que g tem grau d.

e [7(d) denota o niimero de polinémios monicos irredutiveis g € I, [x], tal que: ¢ tem grau

d, e g(0) #0.

e [,(d; f) denota o nimero de polindmios monicos irredutiveis g € F,[z], tal que: ¢ tem
grau d, e g divide f.

e [7(d; f) denota o nimero de polinbmios monicos irredutiveis g € Fy[z], tal que: g tem
grau d, g(0) # 0, e g divide f.

Observe que o tnico polindémio irredutivel g para o qual g(0) = 0 é o polinémio g(z) = z,
e portanto I,(d) = I;(d) exceto para d = 1. Daqui para frente, considere apenas f para o qual
f(0) # 0. Para tais f, tem-se I;(d; f) = I,(d; f) para todo d, e isso permite provar um limite
inferior ligeiramente mais forte em @,(f).
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Na notagao da Defini¢ao 4.1, a Equagao (1.6) pode ser reescrita como
n 1 I3 (d; f)
o, () =q"]] <1 - —d) : (4.1)
d=1 q

Além disso sabemos que
grau(f) > Y d-I:(d; f). (4.2)
d=1

onde a igualdade vale precisamente quando f é livre de quadrados.

Com base nesses argumentos, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.2. [0, Theorem 2] Para qualquer corpo finito F, e para qualquer polinomio f € F[z]
de graun > 2 tal que f(0) # 0, tem-se

n

q
1) 2 g,

t
Demonstracao. Seja H f{# uma fatoragdo de polinémios irredutiveis de f pelo Lema 1.38,

1
n) onde n; é o grau da f;.

i=1
¢
sabemos que @,(f) = Hq” (1 -
- q
i=1

n

1 I3 (d; f)
Logo ®,(f) = ¢" H (1 — E) . Assim de [14, Corollary 3.21] segue que
d=1

grau(f) = Y dI;(d; f),
d=1

l
entdo, se [ é um inteiro tal que grau(f) <1+ Z dl;(d) tem-se
d=1

13(d)

Dy(f) = q"}i[l (1 - %) : (4.3)

Novamente por 1, Corollary 3.21] obtém-se

¢ = dl(d) =1+ dI;(d). (4.4)

djl djl

para | = [log, (n)], entdo da Equacdo (4.4), tem-se ¢ < ¢ =1+ Z dI;(d; f), desse modo
dli
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n<1+ Zdl;(d; f)el;(d) < ngl. Pela Equacao (4.3), segue que
dli

(/)

v
Q:
e

Vv
Q
3
ml
=

AV
QR
3 3
|®‘®
E‘m
=
)
—
isH
)

]

Desse modo com base nesse teorema vai-se trabalhar no presente trabalho com a desigual-
dade,

n

q

e\ /logq(n)‘

A seguir apresentam-se as notacoes de o-pequena e O-grande, com as suas propriedades.
Estas notacgoes serao utilizadas ao longo deste capitulo.

D,(f) =

Definicao 4.3. Sejam f e g fungoes cujos dominios de definicao contém um subconjunto dos
nimeros reais da forma (a, +00), para algum a € R.

Escrevemos f(z) = O(g(x)) se existem um nimero real positivo M e um nimero real z
tais que | f(z) |< Mg(z), para todo = > xg.

f(z)

Escrevemos f(x) = o(g(x)) se 151;10 7(2) = 0.

Lema 4.4. As notagoes o-pequena e O-grande satisfazem as sequintes propriedades.
i. no(n) = o(n?).
ii. +o(n?) 4 o(n?) = +o(n?).
iii. o(n)? = o(n?).
iv. Parai <n tem-se Y o(i) = o(n?).
v. Seja A um conjunto finito, entao o(] A |*) = O(1).
vi. Seja A um conjunto finito, entao o(| A |*) =2(] A |logy(] Al)).

vii. Sejam ki, ke € R, entio O(ky) + O(k2) = O(ky) = O(k2).
: k 1
(i z_:,u(d)O (a) =0 (k:z c_i> .
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1.
d=k+1
— 4(d) — 1
@-o(3 &
d=k+1 d=k+1
"1
zi. O(log(k)) = O (Z 3)
d=1
Demonstracao. i. Suponhamos que f(n) = o(n) logo, lim @ = 0 entao, lim nj;(zn) =0,
n—oo n—oo
portanto nf(n) = o(n?), consequentemente no(n) = o(n?).
ii. Sera monstrado que o(n?) + o(n?) = o(n?) as outras combinagoes sdo andlogas. Suponha
2
que f(n) = o(n?), entao lim f(z) = 0. Como o(n?) + o(n?) = 2f(n) e lim f(2n) =
n—oo N n
lim LZ) = 0, segue-se que o(n?) + o(n?) = f(n) = o(n?).
n—oo M
2
ili. Suponha que f(n) = o(n), logo lim J) = 0, assim lim f(? =0e f(n)? = o(n)?
n—oo N n—oo N
portanto o(n)? = o(n?).
iv. Seja f = o(i), assim lim i =0, desse modo lim i = lim il = (lim z) <'lim i) =
1—00 ’l n—oo M n—oo 1 N 1—00 1 ,m—00 N,
0, portanto f = o(n), logo
Y oli) =Y o(n) = (n)o(n) = o(n®)
=1 1=1
: — _ 2 . f(n) _ -
v. Seja P =| A|. Suponha que f(n) = o(P?), logo lim Pz = 0, entao para n > 0 tem-se
n—oo
que ](32) < 1, isto implica que f(n) <1 -k, portanto f(n) = O(1).
vi. Seja P =| A|. Como o(P?) = O(1) = 2Plog(P). Portanto o(P?) = 2(P logy(P)).

vii.

Vviil.

Se k1 = ky = 0 o resultado segue. Suponha k; # 0 para i = 1,2. Seja | fi(x) |< kic;,
entao
coks

| @) + Fol) |< by + by = oy ( ; k—) — Olhy).
1
De maneira semelhante tem-se que O(ky) + O(ks) = O(ks).

Como

assim



ix. Se f(x <k2 Z pud >, entao
flz) < c<k2 i %) onde ¢ > 0

d=k+1
> d
= k (ck Z %) onde ¢ > 0.
d=k+1
Assi _ O(k), portanto O (12 5™ “D) _ o1
ssim f(z) = O(k), portanto Z | = (k).
d=k+1
x. Como
— A(d) — 1
Z 2 Z 42’
d=k+1 d=k+
— ad) 1
segue-se que, Z 7 —O<Z 7|
d=k+1 d=k+1

k k

1 1

xi. Para cada k > 0, tem-se que log(k Z c_l Z 7 <
d=1 d—1

1

7 = O(log(k)), entao

k
Suponha que log(k Z
d=1

f(z) < c(log(k)), com ¢ >0
"1
é (Z o)

k

k
. 1 1
Assim f(x) =0 <d§ 1 d) portanto O(log(k ( E > E)
"1
De maneira andloga se suponha-se que E 7< < log(k).

d=1

Definicao 4.5. Define-se a funcao de Mdobius p: Z, — Z por

1 sem =1,
pu(m) = 0  se existe a > 1 tal que a? | m,
(—1)™ se m é o produto de n primos distintos.

A versao para polinomios é dada como segue.

Definicao 4.6. Define-se a funcao de Mdbius i, : Fy[z] \ {0} — Z por
1 se felF,\{0},

0  seexiste h € F,[x] de grau maior ou igual a 1 tal que h? | f,
se f é o produto de n polindomios irredutiveis em F,[z] ndo associados
entre eles.
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Definigao 4.7. A fungao Zeta de Riemann ((s) estd definida, para valores complexos com
parte real maior que 1, pela serie de Dirichlet:

ns’
n=1
Um resultado que relaciona a definicao anterior com a funcao de Mobius é o seguinte.

Teorema 4.8. [10, Theorem 287]

CL Z MSZ (s >1).
n=1

4.2 Limite inferior da densidade para os elementos nor-
mais.

A seguir apresenta-se uma das definicoes mais importante deste capitulo, isto é a nocao de
densidade dos elementos normais.

Definicao 4.9. Suponha que f € F,[z] um polindmio moénico de grau n e seja Fn a extensao
de F, que contém todas as raizes de f. A densidade relativa do polinomio f sobre [, é dada

por K(f) = q"Pq(f).
Definigao 4.10. A densidade dos elementos normais sobre F, é dada pela medida (2" —1) =
TP, (2" 1),

A seguir usamos a forma multiplicativa de ®,(f) para descrever a densidade.

t

Teorema 4.11. Seja f € Fy[z]| e suponhamos que f tenha fatoragdo completa f = Hff’ sobre
i=1

F,[z] (isto €, os fatores irredutiveis f;, f; sao distintos quando i # j). Entao

f~c<f>=H(1— )

=1
t
No Lema 1.38 no item iii, mostrou-se que ®,(f) = ¢" H (

1
q

onde n; € o grau de f;, en>1 € o grau de f.

qn

1
) e como k(f) = 2olf)
q"

tem-se a demonstracao deste Teorema é a mesma prova apresentada no Lema 1.38 no item 7.
O seguinte lema é necessario para mostrar o Teorema 4.13 que dd um limite inferior da
densidade para qualquer polinémio.

Lema 4.12. Se 0 <z < 1, entdo (1 —x)" < 1—a", para todo n € N.

Demonstracdo. Para n = 1 tem-se a igualdade. Suponha que isto é valido para n = s ou seja
(1—2)*<1—2"

Sera demonstrado que vale o resultado paran = s+1. Observe primeiro que como 0 < z < 1,
entao z°t < 2% e 2°T! < 2. Logo,

1-2)* = (1-2)fQl-2)<(A-2)1-2)=1-z—2"+a2""

< 1 s+1 S+1 + ZE s+1 _ 1 _ x8+1.
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O seguinte teorema é importante ja que da um limite inferior da densidade para qualquer
polindomio f, este resultado foi dado inicialmente em [7, Theorem 2.1].

Teorema 4.13. Para qualquer f € F,[z] de grau n com f(0) # 0. Entdo

1

e { )

sen >q
= sen <gq.

e

Demonstracao. Para qualquer inteiro positivo m tem-se pelo Lema 4.12

1 \"
1——> (1 — —) para q > 2. (4.5)
q™ q

Por outro lado,

_ ﬁ <1 _ qi) | (4.6)

Assim

Sen<g,entaon<qg—1e

VR
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|
| =
~~_

3
v
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A 1ultima desigualdade decorre do fato que a funcao (1 + %)x é crescente para x > 0 e converge
para e, quando x tende ao infinito.
Sen > q, para s € {1,...,n} consideremos

s = |{isn; =s,1<i<r},

logo

Szn;snén e m(f)zﬁ(l—q—ls)Ts. (4.7)

Das Equacoes (4.6) e (4.7) segue-se que

(4.8)

S (R ()

i=1 s=1

pela defini¢ao de 74, para s > 1 tem-se que 7, < [, onde I, é o nimero de polinébmios monicos
irredutiveis de grau s em F,[z] que sdo diferentes de z. Além disso I, < £=1. De fato,

L=1> " p(d)ge. Logo
d

sly <) p(d)ga
d|s
= ¢+ pu(d)gi

dls

d#1

N———

<—1
S qS - 17
desse modo, I, < qu_l, para s > 1, portanto
f—1
n<L <t —. (4.9)

Se definimos U = [log,(n)], como n < ¢" para ¢ > 2, entao log,n < n, assim U +1 < n. Da
Equagao (4.9), e do fato de que os fatores irredutiveis de LA — (quH_l — 1) que sao

diferentes de z, sao todos distintos e de grau menor ou igual que U + 1, segue-se que

Como U < log,(n) < U+ 1, entao ¢V*! > n, assim ¢V*' — 1 > n, portanto

U+1 n
ZSIS >t —1>n> ZSTS. (4.10)
s=1 s=1
Afirmamos que,
n Ts U+1 I.
1\ 1\
11 (1 - —) > (1 - —) . (4.11)
s=1 qS s=1 qS



De fato, como 7, < I, < q:—_l para s > 1, segue-se que ¢° — 1 > s(Is — 7). Pela equagao (4.10)

U+1 n
tem-se que Z sly — Z 57s > 0, portanto
s=1 s=1
U+1 Utl
U+ (Li-7) = Y s(,—7)
s=1 s

<I\/
M- L

STs

Eq (4.10) s=U+2

> (U+1)zn:Ts

s=U+2
de modo que,
U+1 n
PVAES =N (4.12)
s=1 s=U+2

Por outro lado,

U+1 I U+1 7\ ! U+1 Io—r
1 S 1 S 1 S s
i) ) - e
s=1 q s=1 q 1 q
Ul( 1 Is—7¢
- =)
U1
1 ¢’

IN

Il
7 N
[a—y

SE

£ =

A

~
\g|
(RS
¥
=
[
o

AN I
I
—= G
(V)
7~ N 7 N
= =
| |
ml’_l QQ
~_ L=
3 =
© N
o

Por conseguinte,

[fam
N
|
=
N——

o

[\
7\
3 <
Il +
= —
N

—_

|
-
o N
o
N~

w»

—=
7N
|
ks
N——

3
N~

o que mostra a afirmacao.
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Assim,

<|\/

® =

Lt

N

Q| =

~_
|

Uma aproximagao dada em [8, pag 452| para H,, Z —é

1 1
H, =In(m)+~v+ — — +O0(m™)

2m  12m?

onde v = 0,577216... é a constante de Euler-Mascheroni. Por isso

U—I—ll
HU+1:ZEQIH(U+1>+”Y+

s=1

1
2U+1)  12(U +1)?
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Consequentemente,

PO
K(f) > (1)

e
1\ U+ + 3y
> Z
o e
B 1
eln(U+1)+’Y+m
B 1
(U + 1)e" 20
1
>

(log, (n) + 1)’ 2wt
L
2(10gq(n)+1)
nao for assim, existiria 0 < o < 1 tal que log,(n) = . Logo ¢* = n, isto implica que ¢* < ¢
que é uma contradi¢ao, assim logq(n) # 1 para todon > g e ¢ > 1, portanto 1 + logq(n) > 2

quando ¢ < n. Por isso v + Q(k)g—m <v+ le ~ 0, 83. Finalmente conclui-se que
q

quando n > ¢, tem-se y + <7+ i ~ 0,83. De fato, log,(n) > 1 para todo n > ¢, se

1
83 (1 +log,(n))

(f) =

]

—n

Observagao 4.14. Sen < ¢ o resultado do Teorema 4.13 pode ser melhorado para x(f) > e@=D
seguindo os mesmos passos, de fato

1 n 1 q—1| (¢—1)
-2 - 6
q q
1 q—1 _ﬁ
> (1 + —)
qg—1

> ¢ @,

Portanto, para qualquer h de grau n — k, x(h) > 055 . No entanto, o

1
1+log, (n—Fk))

limite inferior da densidade de elementos normais foi melhorada em [0, Theorem 3] considerando
o caso particular f(x) = 2™ — 1. Este resultado é o Teorema 4.26 deste trabalho.

4.3 Limite inferior da densidade para os elementos k-
normais

Nesta secao apresenta-se um limite inferior da densidade dos elementos k-normais, todos os
resultados apresentados nesta subsecao sao dados em [0] e [11].
Com essa motivacao exibe-se a seguinte definicao que sera utilizada ao longo desta subsegao.

Definigao 4.15. Seja f € F[x] um polindémio de grau n — k tal que f | (™ —1). Denota-se por

Ag’z’k como o conjunto dos graus d € {1,...,n — k} para o qual
d
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Seja B(f)k o conjunto dos graus d € {1,.

I5(d; f) <

O seguinte lema é necessario

dade em termos dos conjuntos A nk € BY

an

Lema 4.16. Tém-se as sequintes desigualdades

.

1=s5+1

i. Pelo critério da integral,

1
25

Demonstracao.

IN

ii. Pelo critério da integral,

1=s+1

iii. Pelo critério da integral,

O lema a seguir ¢ dado em |

.,n} para o qual

¢’ —1

IA

IN

, Lemma 4.4] e é demonstrado em [0,

2d?

]<3ara mostrar o Lema 4.17 que d4 um limite inferior da densi-
definidos acima.

1
s)+v+ %
1 1
- < —.
3 T 252
1 1
— < —.
232 — 2s
s+1
1
/ —dx
.
In(s+1)
1
| —.
n(s) +~y+ >

]

Lemma 8], como ja

foi menmonado anteriormente, este resultado da um limite inferior da densidade em fung¢ao dos

conjuntos Aqn € Bén ., definidos acima.
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Lema 4.17. Sejam f, A((lf) k€ BY)  como na Definicao 4.15. Entao

)12, q7n7k

e~ % 0,43935  se AV —p

qn,k
K(f) > o= <6(|Ar(;f%k

AL

)
em outro caso.

onde vy € a constante de Euler-Mascheroni e ( € a funcao zeta de Riemann.

Demonstragao. Como k(f) = ¢ "®,(f). Segue que

d=1
1 I (d;f) 1 I3(d;f)
> I (-5) T (=)
) q ) q
deA]) deB,’)
£ 13 ()
1 d 1\
= I (-p) I ()
Eq (4.9) deAY 1 deBY) 1
o q,n,k q,n,k
1 qd—l 1 qd—21
d 2d
> I ()" I ()
deAS,{T)L,k deBéQ’k
1 q%—1 3 1 q%—1 ﬁ
> 1—— 1—-—
m((-p) ) (7))
deA]) deB,’)

Vv
N

%)
no caso que A((]{?L’k = () entao (%) “€45nr " = 1. Logo
ner L o 1 ¢(@)
1 a=| Al |4q 242 1 2oas1 57 1\ 2
oz ()= )T 2 0
Teo 4.8

portanto, x(f) > (1)T ~ 0,43935.
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()

ok 7 () entao usando o Lema 4.16 tem-se,

Agora, se A

1

s 1 n—k
1\ Za=t " a /1 Zd:|A<f) e
> _ _ q,n,k
= ()7 ()
A ANE I AR N
e e

1 1

RRENRE) > ( " )
Agfrzk‘e< 2|Aq,n7k e 2|Aq7n,k|

(f) ‘

4.3.1 Limites superiores para |Aq,n’k

Anteriormente foi exibido um limite inferior para a densidade dos elementos k-normais, porém

esta densidade ainda nao é a mais eficiente porque esta em funcao do conjunto |Al(]f2 |- Nesta

subsecao apresentam-se limites superiores para o conjunto \Aéfg .| (Lema 4.25), para encontrar
posteriormente um limite inferior numérico da densidade que nao dependa de outras variaveis.

A seguir exibem-se alguns lemas, teoremas e proposicoes necessarias para demonstrar o

Lema 4.25 que expoe os limites superiores para o conjunto |A((1]2k|

Lema 4.18. Seja M um subconjunto finito ja seja de Z ou de Q[z]. Entdo

mdc(m)
mel
ICM
|I|émpar
mmc(m) =
meM mdc(m
mel
IcM
[I|par

Este lema afirma que para calcular o mmc de um conjunto finito de inteiros ou polinomios
basta calcular o mdc de todos os subconjuntos de M.

Demonstragao. Seja p um nimero primo que aparece na fatoragdo de mme(m). Suponha que
meM
« seja o maior inteiro positivo tal que p® divide mrr;/cj:(m) Nesse caso existe m; € M tal que
me

p® | my e p*™t ¥ my. Defina My = M — {m;}, ou seja M = M; U {m,}. Serd demonstrado que
p* divide
e ()

IcM
|I|impar




mdc(m,m)

Para I C M, com I # (), tem-se p nao divide % Como

mel

mdc(m, my)

mdc(m mel mdc(m
mEI( ) ICM, mEI( )
ICM |I|par ICM,
|I|impar I#£0 |T|impar
= -mdc(my) -
mdc(m) mdc(m) H mdc(m, my)
mel mel mel
ICM M, cM,
|I|par |I|par |I|impar
I#0
mdc(m)
mel
IcM
|I]impar

e p nao divide
mdc(m, my)

mel
IC M,y

|I]impar
Entao a maxima poténcia de p que divide A é igual & maxima poténcia de p que divide a

mdc(m)
mel
IcM
d .. I|impar
%ml) = m;. Portanto p divide 7 e p*tlt A
mdc(m)
mel
ICM
|I|par
Por outro lado, se algum primo p que aparece na fatoracao de mdc(m) ou mdc(m),
el el
e e "
|T|impar |I|par

é divisor de algum m € M e portanto p | mnjbc(m), aplicando o que acaba-se de mostrar,
me

obtém-se que p aparece no numerador de A e p* | A, assim p* | mn}L‘c(m). ]
me

Lema 4.19. Seja A um conjunto finito de numeros e ¢ € N. Entao
mdc(d)
de(¢? — 1) = qier — 1.
mde(q” — 1) = ¢
Demonstracio. Seja p* € Z tal que p* | ¢¢ — 1, logo ¢ = 1 (mod p¥). Considere o conjunto
Ord,x ¢ = min{n | ¢" = 1 (mod p*), entdo Ord,x ¢ | d. De fato, se Ord,+ ¢ { d implica que
d = Ord,x gh+t com h,t € Z com 0 <t < Ord, g por conseguinte,

1=¢? (mod pk) &1 = qordp’“ qhtt (mod pk)
h
= (¢”% ) ¢ (mod p)
= ¢ (mod p"),

que contradiz a minimalidade do Ord,x q
Assim,

—1)
mde(q” (H )p,
1

VdGA

mas p* | ¢¢ — 1 para todo d € A se, e somente se, Ord, q | d para todo d € A se, e somente se,
dc( )

Ord,x q | mdc d, se e somente se, p¥ | g¢c4"" — 1. Portanto
mdc(d)
de(g? — 1) = gied™” — 1.
ndela” = 1) =q
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Lema 4.20. Sejam A um conjunto finito de numeros naturais, q um numero natural e seja
Qn(2) que denota o n-ésimo polinémio ciclotomico. Entao

d —_ g
mde(¢’ 1) =[] Qo).
{e|3de Aseld}
Demonstragao. Pelas Proposigoes 1.46 e 1.47 segue-se que Q,,(z) é irredutivel sobre Q e que
2 —1=]]Qc(2)
eld

Logo,

mdc(z? — 1) = mdc HQe(z)

deA deA

{e:e|d para todo d e A}
= 1l @&
elmde(d)

= LR

Assim,
mme(d)

d _ — sdea ) _
rCIllglc(z 1) = zde 1 (4.13)

mme(z? — 1) = mme H Qc(z) | = H Qe(2). (4.14)

deA deA
eld {e|3de Ase|d}

Pelo Lema 4.18 tem-se que se a substituigdo de z por ¢ na Equagao (4.13) é valida, entao a
substituigao de z por ¢ na Equacao (4.14) é valida também, e pelo Lema 4.19 pode-se substituir
a variavel z por ¢ na Equagao (4.13). Portanto tem-se que,

mmc(q? — 1) = H Q.(q).

ded {e|3de Ase|d)
O
Lema 4.21. Para 0 < s < 1 tem-se que:
i. In(1—s)>s In(3).
. In(1—s)"t < s In(4).
Demonstracao. i. Como —In(x) é uma funcao convexa, tem-se que para todo 0 <t < 1e
para todos x1, s € RT, cumple-se que
—In(tx; + (1 —t)zg) < —t In(zy) — (1 —t) In(xs),
isto é
In(tzy + (1 — t)ag) >t In(xy) + (1 — ) In(xz). (4.15)

Dadoque 0 <t<1lel0<s< %, entao t = 2s. Se x5 = 1 segue-se da Equacao 4.15 que
T = %, assim In (23 (%) +1- 28) > 2sln (%), istoéIn(l—s)>s In (}l) para0 < s < %
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), isto é In(1 — s)™' < s In(4).

ii. Do item i. tem-se que —In(1 —s) < s (—1In (5

]

Lema 4.22. Seja n € N e g uma poténcia de um nimero primo, e seja Q,(z) o n-ésimo
polinomio ciclotomico. Entao

onde ¢ € a funcao de Fuler.

Demonstracao. O n-ésimo polindmio ciclotomico é monico e tem grau ¢(n). Para mostrar os
limites do lema, sera utilizada a seguinte caracterizacao multiplicativa

Qu(z) =[] (=% - 1) (4.16)
dn

onde p denota a funcao de Mobius. Uma caracterizagao da Funcao ¢ de Euler para inteiros
dada em [10, Theorem 2.62] é a seguinte

o(n) = Y uld)=. (4.17)

dn
exponenciado a Expressao (4.17) com base ¢ em ambos lados tem-se

) = S @3 (4.18)

substituindo ¢ por z na Equagao (4.16).
Obtém-se,

Qule) = [ (% —1)"

din
d
=TT« (1 - i)u( )
dln q¢
n 1 H(d)
— H PRIk O f—
d] q¢

Logo, usando a Expressao (4.18) segue que

w(d)
Qn(e) =" [ <1 - i) : (4.19)

d
din q

para limitar o fator do lado direito da Equagao (4.19), use o fato que pu(d) = {—1,0,1}. Portanto

IO (O () N
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tomando In na Equacdo (4.20), usando o Lema 4.21 item . tem-se,

(627 = (i1 C-2)

din

o0

1
- Yu(1-2)
i=1 q
=1 1
> (n(3))
P
1
> In(-].
= n(3)
1 w(d) 1
Desse modo H (1 — —n> > —, portanto @, (q) > zllq(b(")'
i qd 4
Para o limite superior usa-se o fato que u(d) pode tomar o valor —1 como segue,
H( 1“<d’H 111°—°[ 1\
din a4 dn a7 =1 q
tomando In na Equacao (4.21), usando o Lema 4.21 item ii. tem-se,

(6-2)) = wii6-2))

d|n

< > ()

< In(4).

1 n n
107" < Qula) < 4%

]

Lema 4.23. Sejam A um conjunto finito de niumeros naturais, K =| A | e seja ¢ que denota
a Funcao de FEuler. Entao

> é(d) > cK? - o(K?)

deA
_ <6
onde ¢ = PORAI 0,25726.
Demonstragao. Considere o conjunto M,, = {x € N;¢(x) < n}, Dressler em [1], Erdos em [5] e
Bateman em [2] mostraram que
| M, |=cn+o(n) (4.22)
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1 C2XB)
com ¢ = = & 1,9436.

Se existe n € N tal que A = M,,, entao

dodd) =) éd).

deA deMy

Tem-se M, 11 = M, U{z € N;¢(z) = n+ 1} como M, é uma sequéncia de inteiros positivos,
entdo existe [ € N tal que | M; |[<| A |.

Se A={ay,...,a} e My ={by,...,bs} com s < k. Ordenando os elementos da forma

Obtém-se ¢(b;) < ¢(ay) para todo i =1,...,s, jd que ¢(b;) <1 < n, desse modo

D o(d) = > é(d). (4.23)

deA deM,

Por outro lado, da Equagao (4.22) segue-se que | M; |= 'l 4+ o(l) <| A |, assim

(4.24)

Além disso, da Equacao (4.22), que |M;| = 1+ f(1) < |A| com limy_oo 22 = 0 ¢ [ M| = ¢ (1+

T
1)+g(l+1) > |A| com lim;_, (ZZH) = 0, consequentemente (1) < |A|—c'l < +g(l+1) = h(l)

com lim;_, o M = 0. Portanto [ > |A‘ % isto é
Al = o(l)
1> E T (4.25)
Desse modo, das Expressoes (4.24) e (4.25) segue-se que
[ A _olt) _[A]
[ = T g T o(l). (4.26)

Por outro lado, se M; ={z € N;¢(z) < i} e M;—; ={z € N;¢p(x) <i— 1}, por isso

M; =M, — M,;_, = {r € N;¢(x) = i},
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por conseguinte M,, = U M;. Logo,

=1

i > é(d)

=1 deM;

PO

=1 den;

> il M|

i=1

Dol M| = [ My |)
i=1

S i M [ = i | My |
=1 i=1

n—1 n

n| My |+ i | M [ =) i | My |
=1

=2
n—1 n—1

n| My |+ i | M| =) (G + 1) | M|
=1

=1

n—1

n—1
n My [+ i [ M| =) (i+1)| M|

i=1 =1

n—1
n| M, | = | M].
=1

Pela Equacao, (4.22) segue-se que,

A 1ltima igualdade segue do segu

n—1
= dn®—o(n?) =) (di—o(n?)
i=1
—1
— C/n2 _ Cln’<n ) —0(n2)
2
/
= %nQ + c'g o(n?)
/
- Sp2y o(n?)
2
inte fato, lim 22 = (0 implica que, CIT" —o0
n—oo N

o1

(4.27)

(4.28)



Das Equagoes (4.23), (4.26), (4.27) e (4.28) segue-se finalmente,

¢ (A 2 A ?
Sott) = 5 (Bleoran) —o (e uran)
c c
deA
| AP of| A|)*c
= ol Al A+ RS o)
(& ——— 2
o(|A[?)
| AP 2
= Y o] A 7).
]
Lema 4.24. Seja A um conjunto finito de nimeros naturais, seja K =| A |, e seja ¢ que
denota a funcdo Euler. Entdo
> _(@(d) —logs(d)) > cK* — o(K?)
deA
_ __«(6) ~
onde ¢ = BR)E) 0,25726.
Demonstra¢ao. Uma propriedade da Fungao ¢ de Euler dada em [10, Theorem 3.28] é a seguinte
log(1
lim inf p(n) 2248 _ v & ¢ 56, (4.29)

n

reescrevendo a Expressao (4.29), tem-se

¢(n)

liminf ———— =¢e7".
log(log(n))

Assim para n >> 0 segue-se

¢(n)

T 2
log(log(n))

1
27

logo ¢(1) > ity

Como /n < m para todo n € N segue que para d € A grande suficiente,

Vd< -————— < ¢(d),
daf log, Vd < loga¢(d), portanto 3 logy(d) < logad(d), isto

log,(d) < 2log, ¢(d).
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Por isso,

D (0(d) —logy(d) = > (d(d)—logy(d) + Y (&(d) —logy(d))
deA deA deA
logy d<2log2¢(d) log, d>2logad(d)
> Y 6@ -2log@)+ S (6(d) — 2ogs(d)
log, deQEf;‘gQ #(d) log, d>d2€112g2 #(d)

—(logy d — 21og, ¢(d))

= > (¢(d) —2logy(d)) = > (logyd — 2log, ¢(d))

(.

deA deA 5
logy d>2logy ¢(d)
—o(1)
= ) (¢(d) — 2log,(d)) + O(1).
deA
Desse modo,

D (¢(d) —logy(d) > ) "(¢(d) — 2log,y(d)) + O(1), (4.30)
deA deA

pelo argumento do Lema 4.23, tem-se existe [ € N maximal tal que | M; |< |A|, e como ¢(n) < n
segue-se que,

Z logy(¢(d)) < Z logy (1) <[ A | -logy(l) <| A [log,y(| A ). (4.31)

deMl deMl

Como a funcao f : R — R definida por f(z) = x — log,(x) ¢é crescente entao,

> (6(d) = 2logy(¢(d))) < > (é(d) — 21og, 6(d)), (4.32)

deM, deA

das Equagoes (4.31) e (4.32) tem-se,

> (6(d) — 2logy(6(d)) > > (d) —2 | A logy(| A]) — O(1).

deA deA

Pelos Lemas 4.4 e 4.23 segue-se,

1
> (6(d) = 2logy(6(d) = S|A]* — of|A]*) — 2|A]logy(|A]) + O(1)
deA
1
= 55lAP = o(|AF) = o(JAF") + o(JA]")
1
= L1AR — o(ap)
Portanto,
1
D _(0(d) —logy(d)) > —|AP — o(|AP).
deA
0
O lema a seguir ¢ dado em [! 1, Lemma 4.5]
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Lema 4.25. Para qualquer conjunto finito de numeros naturais A, denote por mmc o minimo
S

maultiplo comum dos elementos de A. Tem-se as sequintes trés afirmacoes:

. * mdc(q?—1,n
i Iq(d; f) < mde(g®~1,n)

d
d

mmc (g*—1
aeald) k( )

. n > q,m,
II @9

f

deAl)

ii. Se A € um conjunto finito de nimeros naturais. Entdo

mmec(q? — 1)

deAa © - > qclA\Z’—O(IAIQ),
[]d)
deA
_ ¢’
onde ¢ = TOREII 0,25726.
Demonstracao. i Seja g € F,[z] um polinémio monico irredutivel de grau d, tal que g | f e

g | ™ — 1, seja @ uma raiz de g. Como g divide 2™ — 1, entdo o™ — 1 =0, e dado que g é
irredutivel de grau d, pelos Lemas 1.6 e 1.7 tem-se o € Fyn e a7 ! = 1.

Seja d = mdce(q" — 1,n), assim existem v, 3 € Z tal que d = (¢" — 1) + B(n), logo

al = @ =DHB() _ (a1, B(n) _ (aq"—l)“Y (an)ﬁ -1

Isto implica que a™d¢@"~17) = 1. Como em um corpo qualquer o polinémio z* — 1 tém no

, . , . ~ n__ ;. ,
méximo ¢ raizes diferentes, entdo 2™4°@" =1 — 1 tem no maximo mdc(¢" — 1, n) raizes,
desse modo, existem no maximo mdc(¢™ — 1,n) possiveis a’s.

Por outro lado, tem-se que g possui d raizes diferentes. De fato, suponha que existe uma
raiz a com multiplicidade ¢ < d de modo que,

-t = T — g (a) - 4 o @)
comf=n(n—1)...(n—1).
Logo,
0" — g(x)hi(z) — - — g V(@) b (2) = g (2)ha(2),

n—t

assim pelo Teorema 1.12 tem-se o™~ = 0, portanto @ = 0 o que é uma contradigao.

Tem-se também que os g 's nao tem raizes em comum, ja que se « € raiz de g; e go segue-se
al, ..., a4’ 1 sdo rafzes de g1 € ga, portanto, g1 = go que é uma contradicao, porque os g s
sao diferentes. Como os g’s tem exatamente d raizes diferentes e os ¢ s nao tém raizes
em comum, segue-se que

* /7. d
dl;(d; f) < mde(q” —1,n).

Desse modo,

mdc(q? — 1,n)

I3(d; f) < y

o4



il.

1il.

Da Definicao 4.15 e do item i. tem-se,

mdc(¢? — 1,n) - ¢ -1
d 2d?

Logo,

¢*—1

mdc(q? — 1,n) > 5T

o mde(q? — 1,n) é um divisor de ¢¢ — 1, assim existe aq | ¢¢ — 1 tal que,
¢!
mde(¢ — 1,n) = —.
; ay

Das Equagoes (4.33) e (4.34) obtém-se,

2d Qq
assim, 2d > aq.
i G T () : =1\ Jivi
Como e divide a n para todo d € A, por isso mmc e divide a n.
i deAd)
q,n.k

Por outro lado,

1 (5) = e (T

) )
aeAll) , A€y k d€A gk
Z mine (qd - 1))
7
deAl) |

portanto

mmc (¢% — 1)

qd —1 deA;fi &
mimc > —
dead aq H ag

q,n,k
0
deAl)) |
Como ayg < 2d entao H ag < H 2d.
f
aeAl) | deAl) |
Da Equacao (4.35) segue-se,
mme (g% — 1) mmc (¢4 — 1)
qd —1 deAfIfg & deAgfgL &
n > mimc > — > —
dgeal’ \ a4 IT @ I] 2
n f
deAlf) | deAl)) |

Seja @, € Q[z] o n-ésimo polinémio ciclotomico pelo Lema 4.20, tem-se

mme(¢? — 1) = H Qelq) = H Qa(q)-

deA
{e|3de Ase|d} deA

95
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Como q¢ > 2 e Qq(q) > %q“d) pelo Lema 4.22, segue

q¢( )

1] @ata H > ] (4.37)

deA deA deA

pelas Equagoes (4.36) e (4.37) obtém-se,

—1) >
mae(a’ =) = [
deA

Logo,

H g2
mmec(q? — 1)

deA deA

[]24 - I]24

deA deA

H q¢>(d)—2

deA

Z -~
[ ad

deA

T

deA

H qlogz (d)

deA

= [t

deA
— queA(¢(d)—lOg2(d)—3)

qzdeAw(d)*lng(d))queA -3

QC\AIQ—O(IA\Q)JereA -3

\%

v

>
~—~
Lema 4.24

clAl2—o 2
_ AP—elaR)

3|A
a tultima igualdade segue do seguinte fato E —3=-3| A, e como \f}\lm ’ Ll ’2’ =0,
—00
deA

segue que 3 | A |= o] A |?), assim pelo Lema 4.4 tem-se y_,., —3 = —o(| A4 |?).

O

4.3.2 Densidade dos elementos normais e k-normais

Nesta subsecao apresenta-se finalmente o terceiro objetivo deste trabalho, que consiste em
apresentar um limite inferior niimerico da densidade tanto de elementos normais, como de
elementos k-normais (Teoremas 4.26 e 4.28), respectivamente.

Teorema 4.26. Ezxiste uma constante d > 0 tal que, para toda poténcia de primo q e todo
inteiro positivo n > 2. Tem-se

d
K" —1) > ——,

[log,(n)]

onde [x] € a fungao teto de x (o menor inteiro maior ou igual a x).
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Demonstracao. Dados q,n, e tomando f = 2" — 1 e k = 0, tem-se duas possibilidades: ou
Af}fzk = () ou Aan # 0.
Caso 1. Se Aqn . = 0 pelo Lema 4.17, e considerando e ¢ ~ ~ 0,43935, tem-se

as

D 098477 > 228477
[logy(n)]

v ‘

k" —1) > e

ja que y/log,(n) > 1.
Caso 2. Se Ag{%k + () pelo Lema 4.25, tem-se

n > —22 (4.38)

D k=oAL 12)

[T 2¢ — ’

(4.39)

onde ¢ = 560 > 0, 257255.

Pelas Equagoes (4.38) e (4.39) segue que,

n > g Ainal =oAL
logo log,(n) > c| Aé{z, 2 —o| Aqu |?). Dessa forma,

o<|A£,{2 |>>c|A ) o [2 = log,(n),

| Aq,n,k |2 | Aq,n,k |2

Pela definicao de o-pequena o lado direito da tltima desugualdade tende a 0 quando | Aqn i
tende ao infinito. Portanto, dado ¢ < ¢ e tomando ¢ = ¢ — ¢/, existe C; > 0 tal que se

| A(f ) nk |> C, entao ¢ — ‘Z)ng‘g(niQ < e =c—c. Dessa desigualdade, obtém-se imediatamente,
q,n,k
log, (n)
log,(n) > ¢ | Aan | e daf, |Aan |< BV

\/log, (n) o

Se | Aqn .« |< C1, entdo escolhendo n suficientemente grande de forma que Cy < NG

A /logq

assim, também tem-se | A . Como

an‘

logq(n)

) <
1 \/g

/(12
> dCF <log,(n) < n> ¢,

logo se n > ¢°% e | AY) |< Oy, entdo | AY

ok . Em outras palavras em todos os

an |

A /logq (n)
/C/
log, (n)

c/Cr2 ~
casos se n > ¢““1, entao | Aqm’k |< By
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Considere agora ¢’ > 0 tal que ¢ < ¢’ < ¢. Pelo que acaba-se de provar existe Cy > 0 tal

+/log,(n)

c'C2 ta
que se n > ¢° “2, entao +—= >| an]

. 1 .
Por outro lado, como lim e = = 1 e ey < 1, tem-se que existe C3 > 0 tal que, se
T—>00

| Aé{?hk |> C5, entao

1

N3 T

”<e ‘Ank'<1
c

Assim, se n > ¢°Ct, n > ¢°'% e|Aan|> (5 pelo Lema 4.17, entao

Lo 1 Ve Ve el

Kz"—1)>e Ve Yankl . ———— > 7. : = .
- (f) \/ / /
| A nk | c’ logq<n) logq(n)
Vejamos o que acontece se | A((IQ,,C |< C3. Como a fungao %e_l/ * é decrescente para x > 0,
entao )
e ‘Atg{r)z,kl e_é
> .
f
| A((J,v)L,k | Cs

Observe que

e % Ve &

C > :)logq(n)>c’.032 ecg<:>n>che3.
3 log,(n)
2 ./ 7 2 , 2 Cl
. . . . .
Assim, sen > ¢919 n > ¢ % en > g7 G 7

tem-se k(z"—1) > Consequentemente,
’ = /logy(n)’

existe um inteiro positivo Cj tal que se n > ¢%*, entdo
e '7\/_ 677\/3

- wogq ¢ flog,(n)]

Para finalmente demonstrar o teorema, usamos o Teorema 4.2. Define-se

R(z" —

1
d=minq{ ———,e "V ;.
mln{em,e \/E}

j& foi provado que para n > ¢“*, tem-se
d
[log,(n)]

K(z" —1) >

Para n < ¢ tem-se ﬂogq(”ﬂ < (4. Dessa forma pelo Teorema 4.2, obtém-se
= <
Mog,(n)] ~ ev/Ciy/Mog,(n)] ~ €1108,(n)]

< k(2" —1).

Isso prova o Teorema. O]

Como corolario podemos deduzir um limitante inferior explicito da densidade para n sufici-
entemente grande.
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Corolario 4.27. Seja g uma poténcia de primo. Entado,

284
liminf k(2" — 1) > M

n—oo ].qu (n)

Demonstracao. Da prova do teorema anterior tem-se que se At(1f7')L,kI = (), entao

0, 28477
k(2" — 1) > 0,28477 > ——tl

log, (n)

(f)

ank 70 en > ¢, tem-se

paran > q. Ja para A
T

k(" — 1) > i)

logq(n)

onde ¢ é préximo de ¢ e Cy depende do ¢ escolhido. Como ¢ = % > 0, 257255 pode-se

escolher ¢ = 0,257255 e nesse caso,
eV > 0,28477

Conclui-se que para n > qC4, tem-se
0,28477

k(z" —1) >
log,(n)

Isso prova o corolario. O

O seguinte teorema, dado em [I1, Theorem 4.6], é uma consequéncia do Teorema 4.26.
Este resultado exibe um limite inferior da densidade para elementos k-normais. A prova deste
resultado é essencialmente a mesma demonstragao do Teorema 4.26.

Teorema 4.28. Eziste uma constante C tal que para todo ¢ > 2 e n > ¢%, o nimero de
elementos k-normais de Fyn sobre F, € pelo menos

0,28477¢" b Sk

logq(n)
onde ¢,—i € o numero de fatores monicos de x™ — 1 de grau n — k definidos em F,[x].

Demonstragao. Seja f € Fyx] um polinémio monico de grau n — k que divide 2™ — 1. A
densidade do polinomio f é

R(f) = @ (f)a " (4.40)

A demonstracao do Teorema 4.26 e do Corolario 4.27 foi feita tomando f = x™ — 1, mas pode-se
seguir o mesmo raciocinio para qualquer polinomio f que divida ™ — 1. Dessa forma, existe
uma constante C' > 0 tal que para todo n > ¢¢, tem-se

0, 28477
> .

)2 \/log,(n)

Assim, pela Equacao (4.40) tem-se que o nimero de elementos k normais de F» sobre I, é no
minimo,

K

0, 284774 F Sk

log, (n)
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4.4 Limite superior para a densidade dos elementos k-
normais.

Nesta secao apresenta-se o quarto objetivo deste trabalho onde exibe-se um limite superior da
densidade para os elementos normais e k-normais, estes resultados sao dados [I 1, Theorem 4.7
and Corollary 4.8] e provados em [0, Theorem 5]

Com essa motivacao apresenta-se a seguinte definigao.

Definigao 4.29. Para uma poténcia prima ¢ dada, defina a sequéncia infinita {n;};°, por
ny; = mmc_, (¢* — 1).

Os seguintes lemas sao uma consequéncia da definicao anterior e sao necessérios para provar
os teoremas que dao um limite superior da densidade para os elementos normais e k-normais
(Teorema 4.34 e Corolario 4.35).

Lema 4.30. Para n; definido acima,
I:(d; 2™ — 1) = I:(d)  para todo d <'t.

Demonstracao. Pelo Lema 1.15, tem-se que todo polinomio de grau d irredutivel divide o po-
lindmio z7°~! —1. Como z°—1 divide 2°*—1 para todos a,b € Z. Logo, 27" ~' —1 divide 2™ — 1.
Assim, todo polinémio de grau d irredutivel divide 2™ —1. Portanto, I;(d; 2™ —1) = I;(d). O

Lema 4.31. Seja ¢ que denota a funcao de Euler. Entao,
t
S 6(d) = et? + O((t) og(t)),
d=1

— 1 ~
onde ¢ = 5@ ~ 0,30396.

Demonstracao. Pelas propriedades da ¢(n) tem-se,

o(n) = nZ@

d|n

= >l
din

= Zan(g)

= Y du(d).

dd'<n
Veja [10, pagina 235] para mais detalhes.
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Assim,

d=1 dd'<t
t :
- Sy
d=1 d'=1

d=1
t t
1y u(d) t 1
= 3P o532y
d=1 d=1
Lema 4.4
P& ud) R p(d) t=1
=32 e 72 e 03y
d=1 d=t+1 d=1
1o id) S
- 5#2 d2 +O<t2 > —2>+O(t(log(t)))
d=1 N d=t+1 Lema 4.4
nggli
F

_ + O(t) +O(t(log(t)))
~—~—~

2¢(2)
N~~~ Lema 4.4
Teo 4.8 - ~~ -
Lema 4.4
= ct® + O(t(log(t))).

O

Lema 4.32. Para toda poténcia de primo q, para todo inteiro t > 0 e ny; como na Defini¢cao
4.29, seque que

log, (n:) = ct* + O((¢) log (1)),

onde ¢ = o = 0,30396.

Demonstragao. Pela Definicao 4.29 e pelo Lema 4.20, pode-se expressar n; em termos de po-
linomios ciclotomicos como segue,

Pelo Lema 4.22 tem-se,



Assim

log, () <

~—~

Def 4.3

~—~
Lema 4.31

~—~
Lema 4.4

Por outro lado, pelo Lema 4.22, tem-se

[[@ua) = ] 130
d=1 d=1

Logo,

log, (1) >

N,
Def 4.3

(9]
~

N,
Lema 4.31

Lema 4.4

t
logq H 4q¢(d)
d=1

logq(4t) + log <q2¢ti:1 ¢(d)>
Zd) ) + log,,(4")

Z (d) + O(t)

d=1

ct? + O(tlog(t)) + O(t)

ct? + O(tlog(t)).

»Jkt—l

t
1
loquZq(b(d)
1
log, <4t Sho16(d >)
1 i 9(d)
log, T + log, (q d=1 >
1\
Z(b —l—logq( )
§:ﬂ®+0t
d=1

ct* + O(tlog(t)) + O(t)

ct? + O(tlog(t)).

Portanto, das Expressoes (4.41) e (4.42), tem-se

log, (ny) = ct* 4+ O(tlog(t)).

Lema 4.33. Seja f € F,[x] tal que grau(f) = n;. Entao,

() <

1,12292
—
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Demonstracao. Usando a caracterizacao de ® tem-se que

ng 1 17 (dz™t—1)
k(ng) = H (1 - —) :

d
d=1 q

Pelo Lema 4.30, segue que I;(d; 2™ — 1) = I7(d). Logo,

w(n) =[] (1 - %)I;(d) | (4.43)

Considere inicialmente o caso ¢ = 2. Usando SageMath e o Algoritmo 3, temos

! I (d)

1\ 1,1215168

k() = H (1 — ?> < ’fpara 1 <400, ¢ =2.
d=1

Algoritmo 1: Célculo de I;(d)

Entrada: Um primo ¢ e um inteiro positivo d > 1
Saida: I;(d)
1 se d > 1 entao

A=) ulr) ¢

N

r|d
3 senao
4 ‘ A=q—1
5 fim

6 retorna A

Algoritmo 2: Produto ¢ - k(¢) (ver equagao (4.43))

Entrada: Um primo ¢ e um inteiro positivo L
Saida: prod(q, L)

1d=1

2 S =1I;(d)-log(1—1/q%

3 parade€ {2,...,L+ 1} faga

4 S =S8+1;(d)-log(1—1/q"

5 Pr=e¢e% L

6 fim

7 retorna Pr

Algoritmo 3: Valor méximo do produto ¢ - k(¢) (ver equagao (4.43))

Entrada: Um primo ¢ e um inteiro positivo N > 2
Saida: Valor maximo de prod(q, L) para2 < L < N
1 M= (1-1/g)"s™

2 para L € {2,... N} faca

s | M =max{M, prod(q,L)}

4 fim

5 retorna M

Agora serd provado que,

¢ (d)
1\ 1,0012508
1-—= < —————paral > 400, ¢ = 2, (4.44)
q? t
d=1
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para mostrar a Equagao (4.44) veja que

1} (d)
1 I;(d) 1 q? q
1— = = 1— =
( qd> ( qd)
_Iff(d)
< e o

I*(d) 1 2
q < - _Z —d
qd — d d(\/a) )
portanto
t I7(d) ‘ ;;
H (1_l> < 6_Zd:l+11q(dd)
d
d=I+1 q
< e Zfi:l+lé_%(\/a)7d
Assim,
t 1\ @
11 (1__d> < e Shorm 530D (4.45)
d=I+1 q
como
1 +1 1 1 1 1+ 1
d+1 2\d d+1)  2\d d+1
d+1 1
> / —dx
d T
Portanto,

vV
,\\\:‘_
SHE

QL

v&

desse modo



Tem-se também,

assim da Equacao (4.45) tem-se

e~ Z(ti:lJrl %_%(\/El)fd <

< -1,0012508 para [ > 400, g > 2.

Combinando as Equagoes (4.43) e (4.44) tem-se

ﬁ(l 1>15(d) _ (1,1215168)(1, 0012508)
= <
d=1 q L
1,12292
—_— t .

Usando o programa algébrico SageMath pode-se mostrar que

: 1) 1
H (1 — —> <0, 637, paral <2eq > 3. (4.46)

d
d=1 q
De acordo com o Algoritmo 2 e usando SageMath, exibem-se os seguintes graficos. O grafico

da Figura 4.1 mostra que para [ =1 e 3 < ¢ < 100 (abcissas), o produto do lado esquerdo da
Equagao (4.46) é menor que 0, 5.
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0.44

0.43 4

0.42 4

0.41

0.40 4

0.39 1

0.38 4

0.37 1

Figura4.1: [=1e¢ 3 < ¢ <100

O gréfico da Figura 4.2 mostra que para [l = 2 e 3 < ¢ < 100 (abcissas), o produto do lado
esquerdo da Equagao (4.46) é menor que 0, 31.

0.30 1
0.28
0.26

0.24 4

Figura 4.2: | =2 e 3 < ¢ <100,

Por outro lado, tem-se que

, W . . 15(d)
1 I:; 1 q q
162" - 1 (0-2))
d d
dl+1( q d=Il+1 q
< 6_ Zfi:l+1 Ié;ild)
< e Zg=l+1%*%(\/@_d’
Ccomo
1 +1 1 1 B 1 1+ 1
d+1 2\d d+1)  2\d d+1
d+11
2/ —dzx
d xr
Assim,

d=Il+1



2(va)™
(+1va-1)
2(v)~

< .
(+1(va—1)
Portanto,
7275 l,Z( —d [ L+M
e d=l+1d " d \/Z]) < gem (I+1)(vq-1)
)
< —(1,75),
t
isto é
t 1 I‘;(d) l
II(1_?) S#L%)ZZSGQZ& (4.47)
d=I1+1

Entao, das Expressoes (4.46) e (4.47) tem-se

i 1\ %@ _ (1,75)(0,63)
11 1= S T

d=Il+1
1,1025

t
1,12292

; .

[]

A seguir apresentam-se os resultados que dao um limite superior da densidade para os
elementos normais e k-normais que completam o quarto objetivo do trabalho.

Teorema 4.34. Se n; € como na Definicao 4.29, entao para toda poténcia de primo q e para
todo inteiro t,

191
el — 1) < 61910

logq(nt)
Demonstracao. Do Lema 4.32, tem-se que

log, (n:) = ¢, + O(tlog(1)),
>0 <0

/

—_c
log, (n¢)

1 d 1 c

— S = S

t \/:;;;;;;; ,\/zg(z)\/hagq(nf) N/hagq(nt)
67

onde ¢ = 57 ~ 0,30396. Logo, log,(n;) < ¢t?, entdo < . Assim,

2¢(2)




para ¢ > 0,55133 > \/214—(2) e pelo Lema 4.33 sabe-se

1,12292  1,12292¢
< < :

k(z™ —1) ;
log, (1)
Assim,
k(2™ Jlog, (ny) < (1,12292)(0,55133) = 0,61910
portanto,
0,61910
pa" —1) < ———.
log, (1)

]

Corolario 4.35. Para qualquer inteiro t, seja ny; como na Definicao 4.29. Entao, o numero de
elementos k-normais de Fyn, € no mdzimo

0,61910 (¢™ ) (cn,—k)

logq(nt)

Demonstragao. Seja f € F,[z] tal que f | 2™ — 1, grau(f) = ny — k. Como k(f) = ;};E—{)k, entao

pelos Teoremas 3.8 e 4.34 tem-se que o nimero de elementos k-normais de Fy», ¢ no maximo

0,61910 (g™ %) (¢ny—1)

I

logq(nt)

onde c,,_ ¢ o numero de polinomios de grau n; — k. O
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Capitulo 5

Questoes de existéncia para elementos
l-normais primitivos

Uma extensao importante do teorema da base normal é o Teorema da base normal primitiva
(veja Teorema 2.9) o qual estabelece que para todos os pares (¢, n), existe um elemento primitivo
a que gera uma base normal {«o,a?,... ,oﬂ"*l} para Fy» sobre F,. Que pode-se dizer acerca
dos elementos k-normais para valores nao nulos de k? Em particular, quando k£ = 1, existe um
elemento 1-normal primitivo de Fg» sobre IF,?.

Neste capitulo apresenta-se um resultado de existéncia para elementos 1-normais primitivos
para todo ¢ > 3 e n > 6 no caso que ¢ e n sejam coprimos. Este resultado é dado em [l 1,
Theorem 5.10], e generaliza o Teorema 5.29 dado em [3, Theorem 4.5] usando SageMath. Na
atualidade um problema em aberto ¢ justamente exibir uma prova sem uso do computador.
Neste capitulo exibe-se este resultado, sem a demonstracao. O objetivo deste capitulo é expor
estes resultados que serao abordados com maior profundidade em futuras pesquisas.

5.1 Aplicabilidade do método Lenstra-Schoof

Nesta secao apresenta-se como o método tradicionalmente usado pelos autores Lenstra e Schoof
e desenvolvidos por Cohen e coautores aplicando a existencia de elementos 1-normais. Este
método tradicional usa a nogao de ser d-livre (para divisores de ¢" —1 ou ™ —1) para caracterizar
e contar elementos primitivos normais.

Definigao 5.1. 4. Param | (¢" — 1), a € F, é dito m-livre se sempre que o = 3%, para
algum divisor d de m, implica d = 1.

it. Para M | (z" —1), o € Fyn é M-livre se « = H(/3), onde H ¢ o g-associado de um divisor
h de M, entao h = 1.

E conhecido que um elemento o € F7. é primitivo se e somente se a é (¢" — 1)-livre (isto
é, se e somente se, sua ordem multiplicativa ord(a) é ¢" — 1), e que @ € F,n é normal se, e
somente se, a é (2" — 1)-livre (isto ¢, se e somente se sua F,-ordem Ord(a) é 2" —1). E possivel
caracterizar elementos 1-normais via g-livres para algum g | ™ — 17. A resposta é afirmativa e
apresenta-se formalmente na préxima secao.

A partir da definicao, as seguintes propriedades podem ser derivadas.

Proposicao 5.2. Seja m | (¢" — 1) e denotamos por mg a parte quadrada livre de m (mg € o
produto dos fatores primos distintos de m). Para o € Fyn, se tem

i. Ser|m, e« ém-livre, entio o € r-livre.
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1.

Para qualquer divisor r de m tal que mg | r, a € r-livre se, e somente se, a € m-livre.

p . n_q
a € m-livre se, e somente se, mdc <m, (frd—(a)) =1.

Demonstracao. i. Seja d um divisor de 7 e a = 8. Como r | m, entdo d | m e como « é

il.

1il.

m-livre, tem-se, d = 1, portanto, « é r-livre.

Sabemos que m-livre implica r-livre para todo r|m. Reciprocamente se a é r-livre com
mo|r e suponhamos, por contradi¢ao, que o nao é m-livre. Logo existe d|m, d # 1 e (3 tal

l
que a = 3¢, Como [ = mdc(d, mg) # 1 temos que a = 3¢ = (ﬁ%> , desta forma existe

um [ # 1 com [|my|r e desta forma a nao é r-livre.

Suponhamos que o € Fyn e seja ord(a) = qns—_l, onde s | (¢" — 1). Seja n um elemento

primitivo de F,», sem perda de generalidade suponha que a = n®.

= Suponhamos que (m,s) = so > 1, logo s = sgs1 para algum s; € Z, como o = n° =
(n°1%0) = (n°1)% e sp > 1, entdo o nao é m-livre.

< Seja mdc(m,s) = 1, suponhamos que « = 3% onde 8 € Fpn e d | m, tem-se que
B =n' para algum i com 1 < i < ¢" — 1, assim a = 7° = (')? = @ implica que s = id
(mod ¢"—1), isto é s = di+a(g™ —1) para algum inteiro a. Agora comod |mem |¢"—1
por hipotesis, entao d | ¢" — 1, logo d | di + a(q™ — 1), portanto d | s, como mdc(m, s) =1
e d | m tem-se mdc(d, s) = 1, desse modo d = 1, por isso, a é m-livre.

]

Tem-se resultados analogos aditivos do teorema anterior.

Proposicao 5.3. Seja g | (™ — 1) e denotamos por go a parte quadrada livre de g (go € o
produto dos distintos fatores irredutiveis de g). Para o € Fyn,

0.

Se f|g, ea ég-livre entdo o € f-livre.

Para qualquer divisor f de g tal que go | f, o € Fyn € f-livre se, e somente se, a € g-livre.

Demonstracao. i. Seja a € Fyn tal que a = H(B) com € Fyn, onde H é um g¢-associado

il.

de um divisor h de f, como h | fe f|g,entdo h|ge f| 2" —1, como « é g-livre, logo
h =1, portanto « é f-livre.

Sabemos pelo item i. que ser g-livre implica ser f-livre para todo flg.

Reciprocamente, se a é f-livre com go|f e suponhamos, por contradi¢do, que a nao é
g-livre. Logo existe h|g com h # 1 cujo g-polindomio associado linearizado é H e 3 tal
que a = H(B). Como h = mdc(h, go) # 1, temos que existe § € F [z] tal que h = hs
ea=HpB) = HB) @ S(B) = H (5’(&)), onde H,S sdo os polinémios g-associados

linearizados de h e § respectivamente. Desta maneira existe h =# 1 tal que 71\ go € fz[ f
entao o nao é f-livre.

O

O seguinte lema e definicao sao necessarios para mostrar o Teorema 5.7.

Definigao 5.4. Dado um polinémio nao nulo f € F [z], denotamos por rad(f) o maior divisor
monico livre de quadrado de f. Em outras palavras, rad(f) é o produto dos fatores monicos
irredutiveis distintos de f.

a:n

Lema 5.5. Se Ord(«) = f, entao existe um elemento normal 5 tal que o = f_l of.
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Demonstragao. Seja v € Fyn normal sobre F,. Por definicdo, existe g € F[z] tal que o = go~.

Seja f = nglg) logo mdc(z" — 1, 9) = xnf’l -1g, Assim, existe g; € F,[7]

91-

Como mdc (x —-1,% _1 gl) = 271 segue que mdc(f,g1) = 1. Definindo o seguinte

()
) rad))
)(

tal que g =

polinomio livre de quadrados.

f=

rad

mdc ( (

Em particular, mde(f, f) = 1. Vejamos que se hi(z), hao(z) € F,[z] sdo polinémios de grau

menor que f tais que g1 + hif = g1 + hof (mod f), entdo hif = hyf (mod f). Como f e f

a0 primos entre si, tem-se hy = hy (mod f), o que implica hy = hy. Assim, g, + hf percorre

todos os elementos médulo f. Isso significa que existe hy € Fy[7] tal que g1 +hsf =1 (mod f).
Seja hy € F[z] tal que g1 + hsf =1+ hyf.

Vejamos que g1 + hsf é primo com z™ — 1. Seja t; um fator irredutivel de 2™ — 1 e g, + hs f.

Se ty divide f, entao ty divide g;. Mas isso ¢ impossivel, pois f e g1 sao primos entre si.

Dessa forma, t; divide a:"f—l e nao divide f. Isso implica que t; divide f. Mas t; divide

g1 + hsf = 14 haf, o que significa que ¢; divide 1. Isso é uma contradicdo. Portanto, ¢g; + hsf
¢é primo com z" — 1.
Denotemos por go = g1 + hsf. Observemos que g, o v é um elemento normal, pois

Ord(ga0) = =a" -1

Por outro lado,

o(geo7) = — o ((g1+haf) o)

= 1oy =go7y=a.
f
O

Definicao 5.6. Sejam A um dominio de fatoragao unica, o um elemento irredutivel de A,
B € A e cum inteiro positivo. Diz-se que a¢ divide exatamente 3 se a° | 8 e a1 | 3, e
denota-se por a || S.

A definigao anterior pode ser aplicada aos dominios de fatoracao tnica Z e F,[z].

Teorema 5.7. Seja 2™ — 1 com fatoragao em irredutiveis de F,[zx] dada por f5°...f" e para
a € Fpn seja Ord(a) = Obo - lbl. Para qualquer divisor g de x™ — 1 as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

1« € g-livre.

.. In_l ~ .
n. g e Ord(a) S$a0 Coprimos.

iii. Se fi | g para algum 0 <i <1, entdo f/"

(@).

Demonstragao. i. = 4i. Pelo Lema 5.5, tem-se que o = &£—1

OT()onondeneaneum

elemento normal adecuado. Seja hy € F,[z] com hy # 1 tal que hy = mdc (%,g),

entdo, hy | g e = hohy com hy € F[z], logo, o = hgo (hy0n), assim, o nao é g-livre.

Ord
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ii. = 1. Como Ord(a) = foflr . fr . flrea™—1=f. . . f logo oy = fo°” bo . fuh
Se f; | g para algum i, entao f* %t & Ord(a) ja que pela hipétese mde (g, Sfd@)) =1, desse
modo a; — b; = 0, consequentemente, a; = b;, portanto, f;" ().

iti. = i. Suponhamos que o nao é g-livre, entao existem h € Fy[z], tal que h | g, h # 1, e § € Fyn
tais que @« = ho 3. Como h # 1, o polinémio h é divisivel por um fator irredutivel f;.
Assim, o = hOB:%O(hom = fio <%Oﬁ>- Pode-se supor que h = fie a = f;0f3
para algum ¢, com f; | g, logo pelo Teorema 3.5, segue
Ord
Ord(a) = (6) . (5.1)
mde(Ord(3), f;)
Pela hip6tese tem-se que fi" | Ord(a). Mas como Ord(f) | (z" — 1) segue que a poténcia
de f; que aparece em Ord(f) é menor ou igual a f;" e logo a poténcia méxima de f; que
aparece em Ord(a) é f% — 1 que é uma contradicao.
O
Corolario 5.8. . Ord(a) = 2" — 1 se, e somente, se a € (z™ — 1)-livre (portanto, g € livre

para qualquer g | (z™ —1).

it. Suponhamos que x™ —1 tem fatoracdo de irredutiveis em Fy[x] dada por f3° ... f"*. Entdo

Ord(a) = . L ; se, e somente se, a é g-livre para g
que divide fg° ... [T fi . f e aondo € g-livre para qualquer g que divisivel por f;.
Demonstmgdo i. = Se Ord(«a) = 2™ — 1, entao mdc< -1, Ord( )> =1, assim 2" — 1 e

o d( ) sdo coprimos, logo pelo Teorema 5.7 tem-se a é (™ — 1)-livre.

< Se a é (2™ — 1)-livre, entao, pelo Teorema 5.7 tem-se que 2 — 1 e g;zolt) sao coprimos,

isto ¢, mdc (a:" -1, &= ) =1, assim Ord(«a) = 2™ — 1.

> Ord(o)

= Como z" — 1= fi°... f" ... f*, e Ord(« ) =5

7

entdo Ord(a) = f5°... f"™° , seja g € F[z] tal que g | . fal lfa“rl . f", logo
existe j = {0,...,1} — {i} tal que f] | g, ¢ como Ord(«a) = N lflafaffﬁl N
tem-se que f; 7 Ord( ), assim pelo Teorema 5.7, o é g- hvre

Por outro lado, suponha que f; | g para g | 2™ — 1, como Ord(a) = f3° ... f" ... f",

tem-se f;" 1 Ord(a), logo pelo Teorema 5.7, segue que o nao é g-livre.

< Pela hipétese tem-se que se f; | g para g | 2" — 1, entdo « ndo é g-livre, logo
pelo Teorema 5.7, segue f 1 Ord(«). Pela hipdtese também tem-se, para todo g |

O R, « é g-livre. Em particular para g = f; com j # i, segue «
é fj-livre, e novamente pelo Teorema 5.7, obtém-se f;” | Ord(a) para todo j # i.
Como z™ — 1 = foo. f;-lj | Ord(a) para todo j # i e f" t Ord(a), segue-se
Ord(a) = N 1ff’7af;ﬁl o f para l <a < ay,
SO O =1
Ord(a) = 22 fza L= ol =2
Ji fi /i
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Proposicao 5.9. Suponhamos que 2" — 1 tem um fator linear nao repetido x — ¢ com ¢ € [Fy.

~ n__ , n__ . ~
Entao, Ord(a) = ‘”mfgl se, e somente se, a € um elemento (%) -livre nao normal.

Em particular, isto se aplica quando a caracteristica do corpo nao divide n; neste caso, x—1
¢ um fator nao repetido de x™ — 1.

z"—1

Demonstragao. = Como Ord(e) = %=, entao grau(Ord(a)) = n — 1, logo pelo Teorema 3.6,
a nao é normal, como x — ¢ é um fator linear nao repetido de 2™ — 1, desse modo

" —1 2" -1 " —1
e (520 Gray) = mte (Sge =€) =1

de modo que, xxn_’cl e g:dzal) sao coprimos, por conseguinte pelo Teorema 5.7, a é <x;:<1>—livre.
= Como « nao é normal, entdo grau(Ord(«)) < n (Teorema 3.6), como « é (%)—livre
segue que ”;":CI e C")”:da) sao coprimos pelo Teorema 5.7.
Note que g = % é um divisor de 2" — 1, de grau maior ou igual a 1, g | 2" — 1 e g é
coprimo com 1’;__(1, logo g | z — (, pois 2" — 1 = (z — C)”C:__Cl, como grau(g) > 1 e g é monico,
entdo g = x — (, ou seja Ord(«a) = ”‘;:—__Cl O

5.2 A existéncia de elementos primitivos 1-normais

Nesta segao estabelece-se a existéncia de elementos 1-normais para todo par (g, n) tal que g e n
sao coprimos e n > 6. (De fato o resultado vale para n > 3, quando 3 < ¢ < 9) (Teorema 5.30).
Para isto inicialmente deriva-se uma funcao caracteristica para uma certa classe de elementos
primitivos 1-normais, e usa-se a soma de caracteres para estabelecer uma condicao suficiente
para a existéncia.

5.2.1 Caracteres e soma de Gauss

Antes de exibir o teorema que garante a existéncia dos elementos 1-normais, apresentam-se as
nocoes de caracter e soma de Gauss com alguns resultados relevantes.

Definicao 5.10. Seja G um grupo abeliano finito de ordem | G | com elemento identidade
1. Um caracter y de G é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo U dos ntimeros
complexos de médulo 1, isto é, y : G — U C C*.

Definigao 5.11. xq definido por xo(g) = lpara todo g € G é o caracter trivial.

Observacao 5.12. Os elementos da imagem de y sdo as | G |-ésimas raizes da unidade. Cada

caracter x de G tem um caracter associado seu conjugado X definido por X(g) = x(g) para
todo g € G.

Teorema 5.13. O carater x satisfaz
i X(91 - 92) = x(91)x(92), para todo g1, 92 € G.
i. x(1e) = x(la)x(1le) = 1.
iti. x(1g) = 1.
iv. (x(g)' = x(¢'°!) = x(1¢) = 1, para todo g € G.
v x(9)x(g™") = x(gg7") = x(1e) = 1.
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vi. x(g71) = (x(9))™" = x(9). para todo g € G.

vii. Para todos g1, g2 € G com g1 # ga, existe x tal que x(g1) # x(g2).

Demonstracao. As demonstragoes dos itens 14, i1, 114, v e vii seguem da definicao.

1v. Para todo g € G tem-se que

(@) = x(9)x(9).--x(9)

\szkza
= X"
= x(1¢)
= 1.

e x(9)x(97") = x(997") = x(1g) = 1, pela unicidade do
e por propriedade do inverso multiplicativo dos complexos
x(g), para todo g € G.

vi. Sabe-se que x(g)(x(g))™!' =1
inverso segue x(g) ™ g

= X9
com médulo 1, x(g)™! =

]

Teorema 5.14. [1/, Theorem 5.5] O nimero de caracteres de um grupo abeliano G € igual a

|G .

Teorema 5.15. [1/, Theorem 5.2] Seja H um subgrupo do grupo abeliano finito G e seja 1) o
caracter de H. Entao 1 pode-se extender ao caracter de G, isto €, existe um caracter x de G

com x(h) =¥ (h) para todo h € H.

Definicao 5.16. Um caracter x : F, — C* do grupo aditivo F, no grupo multiplicativo C* ¢é
chamado de caracter aditivo de F,. O grupo de caracteres aditivos de F, é denotado .

A estrutura de grupo abeliano de G ¢ dada por (x1 + x2)(¢) := x1(c) - x2(c), para todos
X1, X2 € GGCGFq.

7 s ~ . 2miTrq(c)
Se p é a caracteristica de [F,, a funcao xo : F, = C* definida por xo(c) = e 7 , para

todo ¢ € F,, ¢ um caracter aditivo chamado de caracter aditivo canonico, onde T'r, denota o
trago absoluto de I, sobre [,

Teorema 5.17. Se x € um caracter nao trivial de um grupo abeliano finito G. Entao

> xlg) =

geG

Demonstragao. Como x é nao trivial, existe h € G com x(h) # 1. Entao

nY xlg) = Y x(gh)

geG geG
= > x(9)
geG
porque g percorre G, entao (y(h) — 1) Zx(g) = 0, implica que Zx(g) = 0. O
geG geqG

Defini¢ao 5.18. Um caracter ¢ : F;, — C* do grupo multiplicativo F; no grupo multiplicativo
C* é chamado de caracter multiplicativo de [F,. O grupo de caracteres multiplicativos de [F,
é denotado [Fy.
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Todo caracter multiplicativo definido em Fy. pode ser extendido a Fy». Estd extensao é
definida como segue

Definigao 5.19. Para um caracter multiplicativo ¢ : F, — C* define-se

1 se ) é o caracter trivial,

$(0) =

0 caso contrario.

A definicao de soma de Gauss serd dada sobre Fyn j& que é nesse corpo que trabalharemos
na ultima secao.

Definicao 5.20. Sejam v, x caracteres multiplicativo e aditivo de [Fy», respectivamente. Entao,
a soma Gaussiana G, (1, x) é definida por

Gu(th,x) = Y (w)x(w).

’wE]Fqn
Uma consequéncia da definicao anterior é o resultado a seguir.

Teorema 5.21. Sejam 1) e x caracteres multiplicativo e aditivo de Fyn, respectivamente. Entdao
a soma Gaussiana Gy (1, x) satisfaz:

i Gn(¢7x> = qn7 s€ ¢ = 77Z)07 X = Xo-
ii. Gn(¥,x) =0, se ou ) =1y ou x = Xo.
iii. | Ga(¥,X) |= q2, se v # o e X # Xo.
Demonstracao.

1. Como

Gn(vo, xo) = Z Yo(w)xo(w)

wEFqn

1. Se 1 # 1y e x = xo, entao

ou, se ¥ =y e X # Xo, entao

Gl x) = Y t(w)x(w)



11, Se Y # Yy e X # Xo, tem-se

= Z Z )i (wr)x(wr)

Fazendo d = wlwy, assim | G,(¥, x Z Z P(d)x(w(d —1)). Se d = 1, entao
wE]F n dE]F

Z x(w(d—1)) = Z X(0) = ¢" e no caso d # 1 temos Z X(w(d—1)) = 0 pelo Teorema

wGFqn 'UJEIFqn wEFq'n

5.17. Desse modo | G, (1, x) [*= ¥ (1)¢" = ¢*, portanto | G,,(¥, x) |= q=. ]

5.2.2 Elementos primitivos 1-normais

O conjunto de elementos 1-normais ¢ igual ao conjunto de elementos o € Fyn tais que, existe
¢ € F, satisfazendo (z — &) | (z" — 1) e Ord(a) = £=. Pela Proposi¢ao 5.9, quando n

z—¢
nao ¢ divisivel pela caracteristica p, o conjunto de elementos o € Fy» que sao 1-normais, tais
n_1 n__ .
que Ord(a) = ””m -, ¢ dado pelo conjunto de elementos nao normais (xm—_ll)—hvres, o qual

7’ n
pode também ser caracterizado como o conjunto de elementos (’”x_l

provada essa afirmagao.

)—hvres com traco 0. Sera

Lema 5.22. Suponhamos que n nao € divisivel pela caracteristica p. Entdo o conjunto de

~ . n__ . .. . n__ .
elementos nao normais (Ixfll)—lwres ¢ igual ao conjunto de elementos (Z—j)—lzvres com trago

0.

z"—1
x—1

~ ’ n__
Demonstracao. Se « é (”Cm_ll

é nao normal.
Suponha agora que « é nao normal e (L’l)—livre. Pela Proposicao 5.9, Ord(a) = =L,
r—1 > r—1

Logo, Trpqn/]pq(Oé> = (&) oo = 0. O

r—1

)-livre com trago 0, entao ( ) o« = Trg,.r, () = 0. Logo, o

Seja S o conjunto de pares (g,m) com g e n coprimos tais que o conjunto de elementos
primitivos de [F -ordem ( ) é nao vazio. Em outras palavras, pelo Lema 5.22, S é o conjunto

x’ﬂ
de pares (¢,n) com g e n coprimos, tais que o conjunto de elementos primitivos (ﬁ

de Fyn sobre I, com trago zero é nao vazio.

Sera mostrada a existéncia de elementos primitivos 1-normais segundo o método de Lenstra
e Schoof utilizado em [13]. Suponha que m | (¢" — 1) e g | (™ — 1). Considere as fungoes
caracteristicas para o conjunto de elementos m-livres e g-livres como a seguir

Usa-se / 14 para representar a funcao de Fn» — C definida por Z 'Z d ) Z g, onde 1y
dlm

¢ um caracter multiplicativo de F;» de ordem d, e a soma interna percorre todos os caracteres
multiplicativos de ordem d.

)-livres

Teorema 5.23. [0, Theorem 13.4.4.] Para o conjunto de elementos m-livres, tem-se a fung¢ao

caracteristica
1 sew é m-livre,
2
/d}d { 0 sew nao é m-livre, (5.2)

dlm
onde w € Fy. e 0(m) = m)

m
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Para a parte aditiva, denote por x o caracter aditivo canonico em Fy». Seja Ap o conjunto
de elementos 0 € Fy» tais que x5 tem F,-ordem D, onde y; estd definido por ys(w) = x(dw),

para todo w € Fyn. Usa-se a notacao / Xs,, para representar a fungao de F,[z] — C definida

Dlg

D

por ; gz(( D)) ; Xsp, onde p, ¢ a fungao polinomial de Mobius, e a soma interna percorre
D

todos os caracteres aditivos xs, de Fy-ordem D (isto é Ord(xs,) = D).

Teorema 5.24. [0, Theorem 13.4.4.] A fun¢ao caracteristica do conjunto de elementos g-livres

s

é
|1 sew € g-livre,
O(g) / Xop (W) = { 0 sew nao € g-livre, (53)
Dig
onde w € Fgn e O(g) = q31£9<2>'

Finalmente a fungao caracteristica para os elementos de traco zero é dada por.

. 1 se TrIFqn/]Fq (w) = O,
Z XC(w) - { 0 se TrFqn/]Fq(w) 7£ O, (54)

celfy

Teorema 5.25.
1
q
onde w € Fyn.

Demonstracao. Seja x o caracter aditivo canonico de F, e x o caracter canonico aditivo de Fyn.
2mwiTr n (w) 2miTrqg (o)
Comox(w)=e¢ » ,x(a)=e¢ » e Trgn(w) = Trg (Trs, . /v, (w)), para todos w € Fgn
e a € Fy, entdo x(w) = X (Trr,./r, (w)), para todo w € Fyn.
Dessa forma para w € Fy» e denotando o = TrFqn /Fq(w), tem-se

1 1
=) Xelw) = =) xlcw)
q c€lq q celFq
1 .
= 5 Z X (TrIFqn/IFq (CU]))
celfy
1 .
- 5 Z % (cTrFqn/Fq(w))
celfy
1 .
= - ) Xl(ca)
celfy
Definindo x.(a) := x(ca), tem-se que Y. percorre todo n caracter aditivo de I, quando ¢
percorre todos n elementos de F,. Por [11, Equation 5.8] temos que
12~(a)_ 1 SeOéZO,
quXC 1 0 sea#0.
ccliq
Isso prova o teorema. ]
Teorema 5.26. Seja T = % e N o numero de elementos primitivos T-livres com trago zero.

Entao

N 1,
9(q” _ 1)@(T) = a q + / / Z Gn(wd; X6D+c> + / Z Gn(mec) 5

djg"~1 D|T c€lq dlg"—1 cely
d#1 D#1 d#1

7



_ MNQ(D)
O"d€d| n/_l Dlé G20 = % ; (d) ®,(D) Xd:%%:“p'

d#1 D#1

Demonstragao. Combinando as fungoes caracteristicas (5.2), (5.3) e (5.4) tem-se,

No= Y |- / da(w) | | 6 / Yoo () 32Xc(w)

wel gn dgn—1 D|T celfy

Assim,

L(T) = é / /Z Z Ya(Ww)Xsp+e(w)

O(gn — 1
( ) dg"—1 D|T ce€lFg weFn

= % / /ZGn(wChX(;DJFC)' (5.5)

dlgn—1 D|T “Fa

ey

Como n nao ¢ divisivel pela caracteristica do corpo [y, pela Proposicao 5.9, tem-se que z — 1
nao é um fator repetido do polinémio =" — 1. Assim, se D | T, entdo D é coprimo com = — 1.
Em particular, D # z — 1 e, portanto, ép ¢ F, a menos que D = 1. Assim, 0p + ¢ =0 se, e
somente se, 0p = ¢ = 0, que equivale a D = 1 e ¢ = 0. Portanto, a soma de Gauss toma os
seguintes valores:

1. Sed=1e D =1ec=0, entao

Gn(¢d;X6D+c) - Gn(d}hXO)
- G(1,1)

n

it. Sed=1 (mas D # 1 ou ¢ # 0), entao

Gn(wcbXJDJrc) = Gn(17X5D+c)

iii. Sed#1, D =1ec=0, entao

Gn<7w/}d7X5D+c) = Gn(waXO)
= 0.

iv. Sed# 1 (mas D # 1 ou ¢ #0), entdo | Gp,(Ya, Xspic) |= q2-

Dos itens i., ii. e iii., tem-se

6(qg" —]\17)@(T) = ¢+ / / ZG"(W’X%Jrc) + / ZGn(¢d7Xc) ;

q

djg"—1 D|T ¢€Fa djgn—1 “€Fa
d#1 D#1 d#1
onde as duas ultimas somas do lado direito serdao acotadas usando o item iv. O
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Definicao 5.27. Seja A um dominio de fatoracao tnica. A funcao w : A — Z conta o ntimero
de divisores primos de um elemento de A e a funcao W : Z, — Z conta o nimero de divisores
livres de quadrados de um elemento de w. Isto é,

w(t) = 0 setew(A),
Sl ko set=pi'ps?...p* é a fatoragao de t como produto de primos distintos

e

W(t) = 1 setew(A),
T 28 set=pips?.. .ppF é a fatoracao de ¢t como produto de primos distintos ’

onde w(A) é o grupo de unidades de A.

Para um inteiro ou polinémio t denotamos por W (t) o ntmero de divisores livres de qua-
drados de t, isto é W (t) = 2¢®) onde w(t) é o niimero de fatores primos ou irredutiveis de ¢.
No que segue A denotara um dos anéis Z ou F,[z].

Corolario 5.28. Suponha que q e n sao coprimos. Se

G > W - )W <xn - 1> : (5.6)

r—1
entdo (q,n) € S.

Demonstracao. Do Teorema 5.26, e do item iv. da demonstracao do Teorema 5.26, tem-se

N . 1 / /
- Gt X se) / Gt Xo)
0(q" —1)O(T) . 1D|TC€ZF‘1 i e 10;
3;&1 D#1 d#£1
1 p(d) pqy(D)
AP Xop-.)
q (d) ®,(D)
dlq"— 1D|T oD celFy
d#1 D#1
1 1(d)
PR 3 SLATES
q d\q"fl d
d#1
1 Iu ||Mq(D |
< 2 2 e D) ZZZq
dlq"—1 D|T "
d#1 D#1
1 \u )
N
dlg"—1 Pa cE€F:
d#1

Como existem ¢(d) caracteres multiplicativos de ordem d, existem ®,(D) caracteres aditivos
de Fj-ordem D, [, tem ¢ elementos e F; tem ¢ — 1 elementos, entao

DIDI S ) SIS D SIS NIV

d| n_1 D|T d bp ceFy d\q"—l D|T
d#1 D#1 d#1 D#1
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P DL WIS

djg"—1 Ya c€F; dlq"—l
A1 d#1
Observemos,
dlq"—1 bir

41 D#1

Logo
N < LWl = 1) = DOV(T) - DgE 4 (W — 1) — (g - D)

0(q" —1)0(T) - a

— Wi —1)-1) (<W<T> -1t + L 1q3)
(W(g"—1) = 1) (W(T) = 1)g2 +q2) = (W(¢" — 1) — )W (T)q2.

V3

IN

Desta forma, se ¢"~! > (W(q" — 1) — 1)W(T)qz, entdo N > 0. Da tiltima expressio e usando
o argumento dado em [3, Proposition 4.1] segue que

" > Wt = HW(T),
implica (¢,n) € S. O

Em [3, Theorem 4.5] os autores S. Cohen e D. Hachenberger obtiveram 34 pares (¢,n) que
nao satisfazem a Equagao (5.6), e garantiram a existéncia de elementos primitivos 1-normais
para todos os outros pares. Essencialmente, os autores provaram .

Teorema 5.29. [3, Theorem 4.5] Sejam q e n primos entre si, e assuma que n > 6 se ¢ > 11,
equen>3sel3<q<9. Se(q,n) ndo satisfaz a Equagao (5.6), entao necessariamente (q,n)
é um dos 34 pares a sequir:

(4, 15), (13, 12), (7, 12), (5, 12), (11, 10), (4, 9), (9, 8), (5, 8), (3, 8), (8, 7), (121, 6), (61,
6), (49, 6), (43, 6), (37, 6), (31, 6), (29, 6), (25, 6), (19, 6), (13, 6), (11, 6), (7, 6), (5, 6),
(9,5), (4, 5), (3, 5), (9, 4). (7. 4), (5, 4). (3, 4), (8, 3), (7, 3), (5, 3), (4, 3).

Por fim em [!1, Theorem 5.10] mostra-se um resultado mais geral que o Teorema 5.29.
Embora este resultado garante mais pares satisfazendo a Equagao (5.6), isto é mais pares onde
se garante a existéncia dos elementos 1-normais, a prova dada pelos autores foi computacional.
Na atualidade a prova deste resultado sem uso da computadora é um problema em aberto.

Teorema 5.30. Seja ¢ = p© uma poténcia prima e n € N com p 4 n. Assuma que n > 6 se
g>11, e quen > 3 se 3 < q < 9. Entao existe um elemento 1-normal primitivo de Fyn sobre

F

q-

A seguir exibe-se uma tabela dada em [11] que mostra a existéncia de elementos k-normais
e k-normais primitivos sobre alguns corpos finitos pequenos.
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qg=2,n= q=>5n= q=5n=7
k #k- #pr.k- k #k- #pr.k- k #k- #pr.k-
norm. norm. norm. norm. norm. norm.
0 24 18 0 9216 2568 0 62496 31248
1 12 12 1 4608 1320 1 15624 7812
2 18 6 2 1344 360 20 0
3 3 0 3 384 72 30 0
45 0 4 64 0 4 0 0
5 1 0 5 8 0 5 0 0
6 4 0
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