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Resumo

O estudo de Médulos e de Ends de Grupos sdo bastante relevantes em Algebra Homolégica. O
conceito de moédulo é uma generalizacdo do conceito de espaco vetorial e o nimero de ends de um
grupo, definido por Specker, é a dimensdo de um quociente de espacgos vetoriais sobre Zy. Neste
trabalho, apresentamos conceitos e resultados sobre médulos e ends de grupos.

Palavras-chave: Espacos Vetoriais sobre Zs; Espagos Quocientes; Médulos; Ends de Grupos.
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Abstract

The study of Modules and Ends of Groups are very relevant in Homological Algebra. The
module concept is a generalization of the vector space concept and the number of ends of a group,
defined by Specker, is the dimension of a quotient of vector spaces over Zs. In this work, we present

concepts and results about modules and ends of groups.

Keywords: Vector Spaces over Zy; Quotient Spaces; Modules; Ends of Groups.
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Introducao

A Topologia Algébrica é uma area importante da Matematica na qual se resolvem problemas de
Topologia com auxilio da Algebra. Nesta area a Algebra Homolégica (na qual se estudam médulos e

ends de grupos) se faz presente e tem bastante relevancia.

O conceito de médulo sobre um anel é a generalizacdo da nocdo de espaco vetorial, em que, em
vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de escalares. Desse modo, um médulo, como o
espaco vetorial, é um grupo abeliano munido de um produto com um anel, satisfazendo algumas
propriedades. Ja o conceito de ends de um grupo esta intimamente relacionado com decomposicédo

de grupos e é definido como a dimenséo de um quociente de espacos vetoriais.

A teoria de ends de grupos (mais precisamente, nimero de ends de um grupo) teve sua origem
na teoria de ends de espacos topologicos devido a Freudenthal (em [2]) e Hopf (em [4]) que definiu
o nimero de ends, e(GG), de um grupo finitamente gerado G, como sendo o nimero de ends de um
espaco conveniente. Depois, em [10], Specker estendeu este conceito a todos os grupos, apresentando

uma definicao algébrica que é equivalente a anterior no caso em que o grupo é finitamente gerado.

O presente trabalho visa apresentar uma introducéo ao estudo de moédulos e explorar o conceito

e alguns resultados sobre ends, para alguns grupos.

No capitulo 1, recordamos assuntos de Algebra Linear, mais precisamente, estudamos espacos
vetoriais sobre o corpo Zg, incluindo espagos quocientes, uma vez que tais assuntos em geral néo séo
tdo explorados em um curso normal de Algebra Linear. A principal referéncia para este capitulo é

[5].

No capitulo 2, apresentamos uma introducéo ao estudo de médulos sobre um anel. Mais es-
pecificamente, abordamos os conceitos de mdédulos, submédulos, homomorfismos entre médulos e

Z9G—-mbdulos. As principais referéncias para este capitulo sao [1] e [6].

Por fim, no capitulo 3, introduzimos e exemplificamos o conceito de ends de grupos e apresenta-

mos resultados com relacéo ao nimero de ends de um grupo G nos casos em que G sdo os seguintes
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grupos: finito, infinito, ciclico infinito, ndo enumeravel e quociente. As principais referéncias para

este capitulo sao [7], [8] e [9].
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CAPITULO 1

Espacos Vetoriais sobre 7,

Faremos neste capitulo uma revisao de alguns tépicos de Algebra Linear dando énfase em geral
a espacos vetoriais sobre o corpo K = Z9 e a espacos quocientes, uma vez que esses topicos em
geral ndo sdo explorados num curso normal de Algebra Linear e sdo de grande importancia para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Definicao e Exemplos

Definicao 1.1 Um conjunto ndo vazio V é um espacgo vetorial sobre um corpo K ou um K —espago
vetorial (cujos elementos sGo denominados vetores), se estiverem definidas as seguintes duas opera-

coes:

(A) A cada par (u,v) de vetores de V xV se associa um vetor u+v € V, chamado de soma de u e

v, de modo que:
A))w+v)+tw=u+@w+w),Vu,v,weV.
(A)u+tv=v+u,Vu,veV.
(A3g) Exista um vetor em V, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0+ v =v.
(A4) Para cada vetor v € V exista um vetor em V, denotado por —v, tal que v +(-v)=0.

(M) A cada par (a,v) de vetores de K xV se associa um vetor a-v € V, denominado multiplicacdo

por escalar de a por v, de modo que:

(My) (aB)-v=a-(B-v),Ya,feKeVveV.
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Espacos Vetoriais sobre 7y Definicio e Exemplos

(My)1-v=v,YveV (onde 1é o escalar unidade de K).
M3)a-(u+v)=a-u+a-v,YaeKeVu,veV.
My (@+p)v=a-v+p-v,Va,feKeveV.

Note que as condicoes A1 a Ay nos dizem que (V,+) é um grupo abeliano.

Seja V um espaco vetorial sobre K. As propriedades a seguir sdo consequéncia imediata da

definicédo de espaco vetorial.
(P1) Paratodoa e K,a-0=0.
(Pg) Para todoveV,0-v=0.
(P3)Sea-v=0,comaeKeveV,entdooua=0ouv=0.
(P4) Paratodo ae K etodoveV,(—a)v = a(-v) = —av.
(P5) O vetor nulo de um espaco vetorial V é unico.
(Pg) Para cada vetor v € V, existe um tinico vetor (—v), oposto de v.

(P7) Para cada v eV, tem-se —(—v) =v.

Exemplo 1.2 Consideremos K um corpo qualquer e V.= K" ={(x1,x2,...,x,)|x; € K}. V é um espaco

vetorial sobre K com a operacdo adicdo e a multiplicacdo por escalar dadas, respectivamente, por:
(%1,%9, 0, X)) + (V1,25 000, ¥n) = (X1 + Y1, %2 + Y2, s X + V),
alx1,x9,...,x,) = (ax1,axsg,...,ax,),Va € K.

Em particular, R" é um espago vetorial sobre R e 735 é um espacgo vetorial sobre Zs.

Exemplo 1.3 Seja A # @ e consideremos V = P(A) = {X|X < A}. Podemos verificar que (P(A),+) é
um grupo abeliano (em que todo elemento ndao nulo tem ordem 2) com a operacdo diferenca simétrica,

isto é,

XAY =XUY)-(XnY)=(XnY)HUu(X°nY),

que iremos indicar sempre aditivamente, ou seja, X +Y =X AY.

Considere a multiplicacdo por escalar Zs x P(A) — P(A) dada por 0-X =@ e 1-X = X. Esta

multiplicacdo estd bem definida e verifica os demais axiomas da defini¢cdo de espaco vetorial sobre o
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Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

corpo Zo =1{0,1}). Assim, P(A) é um espaco vetorial sobre Zs para todo A # @. Em particular, se G é

um grupo, P(G) é um espaco vetorial sobre Zs.

Este Zo—espaco vetorial serd de fundamental importdncia na definicao de ends de G.

Proposicao 1.4 Seja V # @ munido de uma operagdo "+". Entdo (V,+) é um Zgs—espaco vetorial se,

e somente se, (V,+) é um grupo abeliano, em que todo elemento tem ordem 2.

Demonstraciao: (=) Segue da definicdo de espago vetorial que (V,+) é um grupo abeliano.

Agora, para qualquer v € V*, temos
v+v=1-v+1-v=>1+1)-v=0-v=0,

e assim, a ordem de v é 2.

(<) Basta considerarmos a operacao adicio (do grupo abeliano (V,+)) e a multiplicacao por

escalar dada por 0-v:=0e1-v:=v.

Nota: Em muitas situacdes consideraremos Zg = {0, 1} (isto é, sem as barras nos elementos).

1.2 Subespacos Vetoriais

Definicao 1.5 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V é um su-
bespaco vetorial de V se a restricdo das operacoes de V a W torna esse conjunto um K—espaco

vetorial.

Exemplo 1.6 O conjunto {0} formado apenas pelo vetor nulo e o espaco todo V sdo subespacos de V,

chamados subespacos impréprios ou triviais.

O resultado seguinte é bastante 1til para verificar se um dado subconjunto de um espaco vetorial

é ou ndo um subespaco vetorial.

Teorema 1.7 Sejam V um espaco vetorial sobre K e W <V um subconjunto. Entdo W é um subes-

paco de V se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:
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Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

(i) W ¢é nao-vazio;

(1i) W é fechado para a adicdo de vetores: se u,w € W entdo u+w € W;

(2i1) W é fechado para a multiplicacdo por escalar: k€ K e u € W implica ku e W.
Demonstracao: (=) Se W é um subespaco vetorial de V, entédo claramente, (7),(i7) e (ii1) sdo
validas.

(<) Suponhamos que W satisfaz (i),(ii) e (iii). Por (i), W é nédo-vazio, e por (ii) e (iii),
as operacoes de adicdo e multiplicacdo por escalar estdo bem definidas em W. Além disso, as

propriedades (A1),(A2),(M1),(Ms),(M3) e (M4) valem em W pois os vetores de W pertencem a V.

Portanto, precisamos mostrar que (As) e (A4) também valem em W. Por (i), W é nao-vazio,
entdo suponhamos u € W. Segue, por (ii), que Ou =0 € W e obviamente v+ 0 =v para todov e W.

Assim, W satisfaz (As).
Finalmente, se v € W, entédo (-1)v = —v e W e, v +(-v) =0. Logo, W satisfaz (Ay).

Portanto, W é subespaco de V.

Corolario 1.8 W é subespaco de V se, e somente se,
(@Z)0eW (ou W #£@);
(7i) v,w € W implica av + bw € W para todo a,b € K.
Demonstraciao: (=) Se W é subespaco de V, entdo (i) e (ii) sdo necessariamente validas em
w.

(<) Suponhamos que W satisfaz (i) e (i7). Entao, por (i), W é nao vazio. Além disso, segue

de (ii)quesev,weW,entdfou+w=1-u+1l-weWe,seveWekecK,entdokv=kv+0veW.

Logo, pelo teorema anterior, W é subespaco de V.

Proposicao 1.9 A intersecdo de um niimero qualquer de subespacos de um espaco vetorial V é um
subespaco de V. Em particular, a intersecdo de dois subespacos vetoriais de V é um subespaco veto-

rial.
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Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

Demonstracdo: Seja U = [|U;, onde I é o conjunto de indices e U; sdo subespacos de V.
el
Assim, temos que:

(1) 0€U;,Viel, pois todo U; é um subespaco de V. Logo, 0€ U.

(i1) Suponhamos que u,v € U. Entao u,v € U;,Vi € I. Logo, u+v € U;, Vi € I. Portanto,

u+tvel.

(i) Suponhamos que u € U e a € K. Entédo u € U;,Vi € I, e como cada U; é um subespaco,

segue que au € U;,Viel. Logo,au e U.

De (i),(i1) e (iii), segue que U é um subespaco de V.
|

Observacao 1.10 A reunido de um nimero qualquer de subespacos de um espaco vetorial V nem
sempre é um subespaco de V, uma vez que se tomarmos um vetor em cada subespaco, a soma deles

pode ndo pertencer & reunido.
Exemplo 1.11 Sejam A # @ e F(A) = {X € P(A)|X é finito}, F(A) é um subespaco do Zz—espaco
vetorial P(A) dado no exemplo 1.3.

() O conjunto vazio é finito (com zero elemento) e assim pertence a F(A).

(1) X,YeF(A), implicaa-X+b-Y € F(A) para todo a,b € Z9, pois

a=1,b=1—=a-X+b-Y=X4Y=XnY)HUXNY)cXUY.

Como @, X, Y e X UY sdo finitos, segue que a- X +b-Y € F(A).

Observacao 1.12 No exemplo anterior temos:
e Se A é finito entdo F(A) = P(A).
e Se A é infinito entdo necessariamente F(A) # P(A), pois Ae P(A)e A ¢ F(A).

Por exemplo, 7 € P(Z), mas Z ¢ F(2Z).

Exemplo 1.13 Seja (G,-) um grupo. Considere o Zo—espaco vetorial P(G). Seja
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Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

Q) ={XcGIX+gX eF(G),VgeGl.

Aqui, dado g€ G,gX :={g -x|x € X}, onde "-" indica a operacdo do grupo.

Observemos que:

e g(XUY)=gXugY (claro).

e g(XNY)=gXngY,poisg-x=g-y=g l-gx=gl g y=x=y.

e gX=(gX), poisG=gG =g XuX)=gXugXep=gXnX)=gXngX°.

¢ g(X+Y)=gl(XnYHuXNY)]=g(XnY)ugXnY)=[gXn(@Y)IUl(gX)ngY]=gX+gY.
Agora, mostremos que Q(G) é um subespaco vetorial de P(G). De fato,

* Q(G) # @, pois $ €Q(G).

VX, Y €QG),X+Y)+g(X+Y)=X+Y +gX +gY = (X +gX)+(Y +gY) e F(G). Logo, X +Y €
Q(G).

eVheZye VX eQ(G),E-XecQ(@) pois0-X+g0-X)=peF(Gel-X+g(1-X)=X+gX cF@G).

Observacao 1.14 Se X € F(G) entdo X + gX serd finito, para todo g € G. Dai, X € Q(G), isto ¢,
F(G)cQ(G). Além disso, F(G) é um subespaco vetorial de Q(G).

Observacao 1.15 No caso em que G é finito temos que P(G) = F(G) = Q(G).

Definicao 1.16 Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. A soma de U e W, denotada por

U + W, consiste de todas as somas u+w, onde ueU e we W, isto é,
U+W={u+wluelUeweW}

Teorema 1.17 A soma U +W dos subespacos U e W de V é também um subespaco de V.

Demonstracao: Notemos que 0=0+0c€U +W, pois 0e U e 0 € W. Além disso, suponhamos
que u+w e u' +w' pertencem a U+ W, com u,u’' €U e w,w' € W. Entéo, (u+w)+ @' +w') =

(u+u)+(w+w')eU+W, e, para qualquer escalar k e K, k(u +w)=ku+kweU+W.

Portanto, U + W é subespaco de V.
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Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

Definicao 1.18 Sejam V um K—espaco vetorial e U e W dois subespacos de V. Diremos que V é
soma direta de U e W se todo vetor v € V pode ser escrito de uma tinica maneira, como v = u +w

onde ue U e weW. Neste caso, escrevemos V=UaoW.

Teorema 1.19 O espaco vetorial V é soma direta de seus subespacos U e W se, e somente se,
@OHV=U+W;
(@) UnW ={0}
Demonstracao: (=) Suponhamos que V =U & W. Entao, qualquer v € V pode ser escrito de

maneira tnica na forma v =u +w, com u € U e w € W. Assim, em particular, V =U + W. Agora,

suponha v e U nW. Entao,
()v=v+0,ondevelU,0eW,e
(Zi)v=0+v,onde0cU,veW.
Como tal soma deve ser unica para v, entdo v = 0. De acordo com isso, U N W = {0}.

(<) Agora, suponha que V=U+W e UNW ={0}. SegjaveV. ComoV =U +W, existem

uelUeweWtaisquev=u+w.

Mostremos que essa soma é tinica. Suponhamos também quev =u'+w’ ondeu’' e U ew’ e W.
Entdo, u+w=u'+w’'. Daisegueque u —u'=w' —-weUnNWopoisu—-u'"eU e w—-w'€W. Como

UnW ={0}, teremos u =u' e w = w' como queriamos.

Exemplo 1.20 O espaco R? é soma direta dos subespacos:
U={(x,0,0)lxeR}e W={(0,y,2)|y,z € R},

pois pela definicao temos que UN'W ={(0,0,0)}. Por outro lado, para qualquer (x,y,z) € R3,(x,y,2) =
(x,0,0)+(0,y,2)eU+W.

Portanto, R®=U o W.

Definicao 1.21 Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e v1,ve,...,U, € V. Qualquer vetor em

V da forma aijvi+aguve+...+a,v,, onde a;’s € K, é chamado uma combinagdo linear de v1,vs,...,v;,.

® UFU-FAMAT 13



Espacos Vetoriais sobre Zs Subespacos Vetoriais

Teorema 1.22 Seja S um subconjunto ndo vazio de V. O conjunto de todas as combinacoes lineares
de vetores em S, denotado por [S], é um subespaco de V contendo S, chamado subespaco gerado por

S. Além disso, se W é qualquer outro subespaco de V contendo S, entdo [S]cW.
Demonstracao: Se v e S, entdo v =1-v€[S]. Também [S] é ndo vazio, pois S é ndo vazio.

Agora suponhamos que u,w € [S]. Assim, u =ajv1+...+a,v, e w =bivi+...+b,v,, onde

vi'seSea;’s,bj’seK.

Entao, u+w =(a1+b1)v1+...+(a, + b,)v, e, para qualquer escalar ke K, k-u =%k -(ajv1 +
o tayvy)=k-ajvi+...+k-a,v, pertencem a [S], pois cada um é combinacéo linear de vetores

de S.
Deste modo, [S] é um subespaco de V.
Agora, suponha que W é um subespaco de V contendo S e sejam vq,vo,...,v,, €S W.

~ pa . .7
b bARAS] b b b
Entao todos os multiplos ajvi,a9v9,...,a;,Uv;, € W, onde a;’s € K, e portanto, a soma ajvq +

agve +...+anv, € W. Ou seja, W contém todas as combinacgoes lineares de elementos de S.

Consequentemente, [S]c W.
|

Observacao 1.23 Segue do teorema anterior que [S] é o menor subespaco vetorial de V que contém

S.

Observacao 1.24 [S]=[S u{0}]. Isto é, acrescentando ou removendo o vetor nulo de um conjunto,

ndo mudamos o espaco gerado pelo conjunto.

Definicao 1.25 Dizemos que um espaco vetorial V é finitamente gerado se existe S <V, S finito,

de maneira que V =[S].

Exemplo 1.26 Seja V o espaco vetorial R3. O subespaco gerado por qualquer vetor u, ndo nulo,
consiste em todos os miiltiplos escalares de u. Geometricamente, é a reta que passa pela origem e pelo
ponto u. O espaco gerado por quaisquer dois vetores u e v que ndo sdo multiplos um do outro é o

plano que passa pela origem e contém os vetores u e v.

Exemplo 1.27 Dados os vetores e1 = (1,0,0,0),e9 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1) e S =
{e1,es9,e3,e4). Entdo R* = [S]. De fato, dado x € R*,x = (x1,%x92,%x3,%4),%;’s € R, temos que x =

x1(1,0,0,0) + x2(0,1,0,0) + x3(0,0,1,0) + x4(0,0,0,1) = x1e1 + x9e2 + xzes + x4e4 € [S]. Logo, R*c[S].

® UFU-FAMAT 14



Espacos Vetoriais sobre 7y Base e Dimensdo

Por outro lado, se x € [S], temos que x = ai1e1 +ages +ases +aqseqs = a1(1,0,0,0)+ a2(0,1,0,0) +

a3(0,0,1,0)+a4(0,0,0,1) = (a1,as,as3,a4) € RE Logo, [S]1c R

Portanto, R* =[S].

1.3 Base e Dimensao

Definicao 1.28 Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e v1,vs,...,u, € V.

(1) Dizemos que os vetores v1,vg,...,U, € V sdo linearmente dependentes (L.D.) sobre K, ou que
o subconjunto finito S ={v1,vs,...,v,} de V é linearmente dependente se a1vi+agvs+...+a,v, =0,

com a;’s € K, ndo todos nulos.

(1) Os vetores sdo linearmente independentes (L.1.) sobre K, ou o subconjunto S é linear-

mente independente se ndo for linearmente dependente.

Observacao 1.29 A relacdo a1vy +agvg +...+a,v, =0 serd sempre vdlida se os a;’s sGo todos 0. Se

essa relacdo é vdlida somente neste caso, isto é,
aivi+agvg+...+a,v, =0 se, e somente se, a1 =0,a2=0,...,a, =0,

entao os vetores sao linearmente independentes. Por outro lado, se a relacdo a1vi+agve+...+a,v, =0

também é vdlida quando um dos a;’s ndo é 0, entdo os vetores sdo linearmente dependentes.

Proposicao 1.30 Os vetores ndo nulos vi,vs,...,v, de um espaco vetorial V sdo linearmente depen-

dentes se, e somente se, um deles é combinacdo linear dos vetores precedentes.

Demonstraciao: (=) Suponha que os v;’s sdo linearmente dependentes. Entéao existem esca-
lares a1,a9,...,a,, nao todos nulos, tais que a1vi1 +agve + ...+ a,v, =0. Seja £ 0o maior inteiro tal

que ap #0.

Assim, aqv1 +...tapvp +0vp 1 +...+0v, =00ouajvi+...+arvr =0. Se k=1 entdoaivi=0e
como ai # 0 segue que vy =0. Mas os v;’s sao todos nao-nulos, portanto £ > 1 e vy = —a,;lalvl -

— a;lak_lvk_l. Isto é, v;, é uma combinacgio linear dos vetores precedentes.

(<) Suponhamos v; =ajvi +agve+...+a;_1v;—1. Entéo,

aivi+agvo+...+a;_1v;_1—-v; +0v;y1+...+0v, =0,
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e o coeficiente de v; néao é nulo. Portanto, vq,ve,...,v, sdo linearmente dependentes.

Consideremos um espaco vetorial sobre um corpo K. Vejamos algumas propriedades de

(in)dependéncia linear.
(L1) Se um conjunto finito S c V' contém o vetor nulo, entdo esse conjunto é L.D.
(Lo)SeS={ul}cVeu#0,entaoS éL.I.

(L3) Sejam S; e Sy subconjuntos finitos e ndo vazios de V, com S1 < Ss. Se S1 (S9) é L.D. (L.1.),
entdo Sy (S1) também é L.D. (L.1.).

(L4) Se S ={uq,u9,...,un} € L.I. e, para um certo u € V tivermos S U{u} ={u1,uo,...,un,ut L.D.,

entao o vetor u é combinacéo linear dos vetores uq,uo,...,u,, isto é, u € [S].

(Ls) Se S ={u1,...,uj,...,unt e u; €[S —{u;}l (ou seja, u; é combinacéo linear dos demais vetores

de S), entdo [S]1=[S — {u }1.

Observacao 1.31 Se dois dos vetores v1,vg,...,U, SGo iguais, suponhamos vi = vg, entdo os vetores
sdo dependentes, pois v1—ve+0vs+...+0v, =0 e 0s coeficientes de v e vy ndo sdo nulos. Isto também

segue da propriedade L3), pois S1={v1,v9} é L.D. e estd contido em Sy ={v1,v9,...,U,}.

Observacao 1.32 Convencionaremos o conjunto @ como linearmente independente.

Definicao 1.33 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um subconjunto finito B

deV é uma base de V se
(1) [B]1=V, isto é, B for um subconjunto gerador de V,

(ii) B for linearmente independente.

Exemplo 1.34 Seja K um corpo qualquer. Consideremos o espaco vetorial V = K™ (vide exemplo 1.2)

que consiste de n—uplas de elementos de K. Os vetores

e1=(1,0,0,...,0,0)

e5=(0,1,0,...,0,0)
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e, =(0,0,0,...,0,1)

formam uma base B ={eq,eq,...,e,} chamada base candnica de K™. De fato,
e B gera K", pois todo (x1,x9,...,x,) € K", (x1,X2,...,4p) =X1:€1+X2 €2+ ...+ Xp-€,.

e B é linearmente independente, pois se a1-e1+asg-es+...+a,-e, =(0,0,...,0), entdoai=as=... =

a,=0.

Exemplo 1.35 B = {{a},{b}} é uma base do Zy—espaco vetorial P({a,b}) (exemplo 1.3), pois B gera
P({a,b}) e é L.I., pois se B fosse L.D. existiria k € Zs tal que {a} = k{b} e como k =0 ou k = 1, entdo
{a} = @ ou {a} = {b} (absurdo).

Definicao 1.36 Sejam B ={v1,v9,...,u,} uma base de um espaco vetorial Ve v eV, onde v =ajv; +

agvg + ... +a,U,. Os elementos a1,as,...,a, sGo chamados coordenadas de v em relacdo a base B.

Proposicao 1.37 Todo espaco vetorial finitamente gerado admite uma base.

Demonstraciao: Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre K. Se V = {0}, entéo ¢ é

uma base de V devido as convencoes a respeito para este caso.

Caso contrario, existe um subconjunto finito e ndo vazio S <V, de forma que V =[S]. Como
S # @, entdo existem subconjuntos ndo vazios de S que séo L.I.. Tomemos um deles com o maior

numero possivel de elementos. Indicando por B esse subconjunto, afirmamos que B é base de V.

Devido a maneira como tomamos B, para todo u € S —B teremos que Bu{u} é L.D.. Logo, u é
combinacao linear dos elementos de B (pela propriedade (L4) de (in)dependéncia linear). Agora,

usando a (L5) de (in)dependéncia linear, conclui-se que [B]=[S]=V.

Como, por outro lado, B é L.1I., pela maneira como foi construida, entdo B é uma base de V.

Observacao 1.38 Um espaco vetorial sobre K pode ter mais de uma base. Por exemplo, B =
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} (base candnica) e C ={(1,0,0,0),(0,-2,0,0),(0,0,3,0),
(0,0,0,-1)} sd@o bases do R*.

Nosso objetivo agora é mostrar que se V é um espaco vetorial finitamente gerado entdo todas as

bases de V tem o mesmo nimero de vetores. Para isto necessitamos dos seguintes lemas:
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Lema 1.39 Seja B ={v1,vs,...,v,} uma base de um espaco vetorial V. Se u € V e ainda se

Uu=aivi+..+a;v;+..+a,v, (1.1)

com a; %20, entdo C ={v1,...,U;_1,U,Vi41,...,Un} também é uma base de V.

Demonstracao: Faremos a demonstracao supondo i = 1 para facilitar o trabalho com os indi-

ces.
(i) Como a; #0, da equacao 1.1 segue que
vi=bu+bovo+..+b,u, 1.2)
onde b = aIl,bg = —aIlaz,...,bn = —aIlan. Seja w € V. Entéo, como B é base de V, existem
€1,C2,...,c, € K de maneira que
w=civ1+covg+...+c v, (1.3)

substituindo 1.2 em 1.3 teremos:

w=(10)u+(c1b+co)vg+...+(c1b, +cy)v,,.

Assim, fica provado que o espaco V é gerado por {u,vs,...,v,}.

(1) Suponhamos

xu +x9U9 + ...+ x,0, =0 1.4)

com x,x9,...,X, € K. Substituindo 1.1 em 1.4 teremos:

(xa1)vi+(xag+x9)vg + ...+ (xa, +x,)v, =0.

Como B é L.1I., desta ultima igualdade decorre que:

xa1=0,xa9+x2=0,...,xa, +x, =0.

Mas a1 #0. Logo, x =0,x9=0,...,x, =0.

® UFU-FAMAT 18



Espacos Vetoriais sobre 7y Base e Dimensdo

Portanto, C é base de V.

Lema 1.40 Suponhamos que exista uma base de V com n vetores. Entdo se B ={v1,v9,...,v,} cV é

L.I., e possui n vetores, B também é uma base de V.

Demonstracao: Seja C ={ui,us,...,u,} uma base de V. Entéo

vi=aiui+asus+..+au, (ai,as,...,a, € K).

Nao podemos ter todos os escalares nesta igualdade nulos, pois isto implicaria que v;1 =0 o
que é impossivel ja que o conjunto B é L.I.. Logo, um dos a;’s ndo é nulo. Suponhamos a1 #0. O
lema 1.39 nos assegura entdo que {vi,ug,...,u,} € uma base de V. Portanto, vg é uma combinacéo

liner deste conjunto, ou seja, existem b1,b9,...,b,, € K de maneira que

vg =bivi+boug+...+bju,.

Também n&o podemos ter by =bg=...=b, =0, sendo {v1,v9} seria L.D. e, portanto o mesmo
aconteceria como conjunto B. Admitindo que b9 # 0 teremos, de acordo com o lema anterior, que
{vi,v9,us,...,u,} é também uma base de V. A repeticdo deste raciocinio nos levara a conclusao

de que {v1,ve,...,u,} € uma base de V.

Lema 1.41 Suponhamos que V tenha uma base com n vetores. Entdo todo subconjunto de V que
seja L.I. tem no mdximo n vetores (ou equivalentemente, qualquer subconjunto de V com mais de n

vetores é L.D ).

Demonstraciao: Suponhamos que exista S = {v1,...,U0,,VU5+1,...,Us} €V que tenha ¢t > n vetores

e é um subconjunto L.I.. Logo B = {v1,...,u,} € base de V por causa do lema anterior. Dai,

Jai,a9,...,an, € K; ,11 =a101 +a2U9 + ...+ apvU,.

Entéo aivi +agve+...+anv, +(—1)v,+1 = 0 0 que mostra que o conjunto S é L.D. (absurdo).
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Teorema 1.42 (Invaridancia). Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Entdo todas as bases

de V tém o mesmo nimero de vetores.

Demonstraciao: Sejam B ={vi,v9,...,u,} € C ={uy,ue,...,u,} duas bases quaisquer de V. Pelo
lema anterior, como B é base de V e C é L.I., entdao m < n. Analogamente, como C é base de V e

B é L.1., entdo n <m. Portanto, m =n.

Definicao 1.43 Seja V um espaco vetorial sobre K finitamente gerado. Denomina-se dimensdo de

V sobre K (ou simplesmente dimensdao de V), o niimero de vetores de uma base qualquer de V.

Notacao: dimgV ou dimV (quando estiver claro o corpo considerado). Diz-se também, neste
caso, que V é um espaco de dimensao finita n, onde n = dimgV ou que V é um espaco vetorial

n—dimensional.

Exemplo 1.44 dimz,P({a,b}) = 2, visto que {{a},{b}} é uma base de P({a,b}) (vide exemplo 1.35). De
modo geral, se A ={ai,as,...,a,}, considerando o Za—espaco vetorial V = P(A), pode-se verificar que,

B ={{a1},{aa},...,{an}} é uma base de V e portanto dimz,P({a1,az,...,a,}) =n.

Teorema 1.45 (Complemento). Seja V um espaco vetorial de dimensdo n = 1. Supondo que
{v1,v9,...,0,} €V é um subconjunto L.I. com r vetores e r < n, entdo existem n —r vetores Uri1,...,Un C

V, de maneira que B ={v1,...,U;,Ur+1,...,Un} € uma base de V.

Demonstracao: Tomemos uma base C = {uy,...,u,} de V e formemos o conjunto S =

{v1,.., Up, U1, ..., Up}.

Dentre os subconjuntos de S que sao L.I. e que contém v1,...,v, tomemos um com o maior

numero possivel de elementos. Seja

B={vy,...,ur,u1,...,us}

esse conjunto. (Aqui particularizamos em B a sequéncia dos indices dos elementos u;’s, o que

nédo traz prejuizo a demonstracio).
Mostremos que B é uma base de V. Decorre da prépria escolha desse conjunto que ele é L.1..

Por outro lado, u1,...,us sao obviamente combinacées lineares de B. O mesmo se pode dizer
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de ugi1,...,u, devido a propriedade (L4) de (in)dependéncia linear. Sendo todos os vetores de
C combinacoes de B, conclui-se, pelo fato de C ser uma base de V, que todos os vetores de V

também sédo combinacdes lineares de B.

Portanto, B é uma base de V.

Nem todo espaco vetorial V sobre um corpo K é finitamente gerado e consequentemente possui
uma base finita. Agora, vamos definir espaco vetorial de dimenséo infinita. Para tanto precisamos

estender o conceito de subconjuntos L.D.e L.I..

Definicao 1.46 Seja V um espaco vetorial sobre K. Um subconjunto S (ndo necessariamente fi-
nito) de V é linearmente dependente (ou simplesmente dependente) se existem vetores distintos
v1,09,...,Un em S e escalares a1,as,...,a, em K, ndo todos nulos, tais que a1v1+ asvs +...+a,v, =0.

Um conjunto que ndo é linearmente dependente é dito linearmente independente.

Definicao 1.47 Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma base de V é um conjunto linearmente
independente de vetores de V que gera o espaco V. O espaco V é de dimensdo infinita se ele possui

uma base infinita, e neste caso escrevemos dimgV = oo.

Exemplo 1.48 Sejam K =R e V = K*® = {(x1,x2,...)|x; € K}. Considerando sobre K> as operacoes
dadas por:

(x1,%2,...) +(¥1,¥2,...) = (x1 + y1,X2 + ¥2,...) €

k(xl,xg,...) = (kxl,kDC2,...),

pode-se verificar que K* é um espaco vetorial sobre K.

Seja W ={(x1,x2,...) € V|3ng e N*;x, =0,Vn > ng} (conjunto das sequéncias quase nulas). Pode-se
mostrar que W é um subespaco de K*. Considere o subconjunto infinito B = {e1 = (1,0,0,...),e2 =

(0,1,0,...),...} de W. Entdo,

eBéL.I, poissee;,ei,,...e; €EBeaje;, +age;,+...+a,e; =0=(0,0,...,0) com a1,as,...,ar €K,

entdo claramente a1 =ag=...=a, =0.

e B gera W visto que, se w € W, entdo Ir € N tal que w = (x1,x2,...) com x, = 0,Yn > r. Dai,

w=x1e1+Xx2eg+...+xre,, ou seja, w é uma combinacdo linear de elementos de B.

Assim, B é uma base infinita de W e portanto W é um espaco vetorial de dimensdo infinita.
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Exemplo 1.49 Seja A um conjunto infinito. Considere o Zo—espaco vetorial de P(A),F(A) ={X c
A|X é finito}. Seja B = {{x}|x € A} o conjunto de todos os subconjuntos unitdrios de A. Entdo B é uma

base infinita de F(A), e portanto F(A) é um espaco vetorial de dimensdo infinita. Com efeito,

e Bé L.I, pois dados {x1},{x2},....{xn} € B e a1,az,...,a, € Z3, como {x;} +{x;} = {x;,x;} (se i # j),

entdo

aifxi}+asfxo}+ ... +taylx =@ —=—ai1=as=...=a, =0.

e B gera F(A), pois VX e F(A),

X = {ylayZ,""yr} = I{y]_} +I{y2} +... +T{yr}

Em particular, dimz,F(Z) =oco e B ={...,{-1},{0},{1},{2}, ...} é uma base de F(Z). Note que B néo
é base de P(Z) pois, N € P(Z) mas N nao é gerado pelos elementos de B (nao existe {x1},{xa},..., {x,}
em B e aj,a9,...,a, € Z9 tais que ai{x1}+as{xe} +... +api{x,} =N pois a1{x1} + as{xo} + ... + a,{x,}

{x1,x9,....,x,} ZN).

Observacao 1.50 Se um espaco vetorial V possui uma base B infinita, entdo V ndo possui base
finita, pois se existisse C = {v1,...,u,} base finita de V, entdo V seria finitamente gerado e dai con-
siderando um subconjunto qualquer com n vetores (da base infinita B): B1 = {u1,...,u,} < B, como
B ¢é L.I., By também é L.I. e portanto, pelo lema 1.40, By seria uma base de V. Dai, para todo

ueB—-B1,Biu{u}cBéL.D.econsequentemente B seria L.D., o que é uma contradicdo.

Proposicao 1.51 Todo subespaco vetorial de um espaco finitamente gerado é também finitamente

gerado.

Demonstracao: Sejam V finitamente gerado e W um subespaco vetorial de V. Se W = {0},

nada ha a provar. Sen&o, tomemos w1 € W. Se W = {biw1|b1 € K}, esta provado.

Sendo, existe wo € W, que néo é da forma bjw1, isto é, {wq,wse} é L.I.. Se W é gerado por

{w1,ws}, esta terminado.

Sendo, existe w3 € W, que néao é combinacédo linear de {wi,ws}. E assim por diante. Este

processo deve parar sendo haveria em V um conjunto L.I. e infinito.

® UFU-FAMAT 22



Espacos Vetoriais sobre 7y Base e Dimensdo

Teorema 1.52 Seja W um subespaco de um espaco vetorial V n—dimensional. Entdo dim W < n.

Em particular, se dim W =n, entdo W =V.

Demonstracao: Como V é de dimenséo n, quaisquer n + 1 ou mais vetores sdo linearmente
dependentes. Além disso, como uma base de W consiste em vetores linearmente independentes,
ndo pode conter mais que n elementos. De acordo com isso, dim W < n. Em particular, se

{wq,...,wy,} é base de W, entao como é um conjunto linearmente independente com n elementos

é também base de V.

Portanto, W =V quando dim W =n.

Corolario 1.53 Se W é um subespaco vetorial de V de dimensdo infinita entdo V também é um

espaco vetorial de dimensdo infinita.

Demonstracao: Se a dimensao de V fosse finita entdo pelo teorema anterior a dimensao de W

também seria finita, o que é uma contradicéo.

Teorema 1.54 Sejam V um K—espaco vetorial e U e W dois subespacos vetoriais de V de dimensdo

finita. Entdo U + W tem dimensado finita e

dim(U+W)=dim U+dim W-dim(UnW).

Note que, se' V é a soma direta de U e W, istoé, V =U&W, entdo dim(U+W)=dim U+dim W.

Demonstracao: Primeiramente, observe que U N W é um subespaco de U e W.

Agora, suponhamos que dim U =m,dim W=n,dim({UnW)=r e By ={v1,v9,...,0,} € base
deUNnW. ComoB;éL.I.em U eem W, o teorema do complemento nos garante a existéncia de
ui,ug,....us€lU ewi,ws,...,ws € W de tal modo que By ={v1,v9,...,Ur,U1,U9,...,Us} € uma base de

U e que B3 ={v1,vg,...,Ur,w1,W2,...,ws} € uma base de W.
Mostremos que B = {v1,v9,...,U,,U1,UQ,...,Us, W1, W2,...,w;} € uma base de U + W.

(i)SejaveU+W.Entaov=u+w (uelU,weW).
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Sendo By e B3 bases de U e W, respectivamente, podemos representar:

u=aivi+..+a,v,+biui+...+bsvse

w= a'101 +... +a'rvr + b'1w1 + ...+ b;wt

onde a;’s, a'’s, b;’s, b'’s € K.

Dai,

v=u+w=(ar+aDvi+..+(@ - +a v, +biu+...+bsus+blwi +...+ bw;.

Logo, [B1=U +W.

(1) Suponhamos

aivi+..+a,vp+biur+...+bsus+ciwi+...+ciw; =0. 1.5)

Assim, aqvi +...+a, v+ biui+... +tbsugs = —ciwi —... — crwy.

Como o primeiro membro desta ultima igualdade estd em U e o segundo estd em W e se

trata do mesmo vetor, entdo —ciwi —...— c;w; € U NW. Logo, existem d1,...,d, € K tais que

—CciW1 —...—ciw; =dqv1+...+d, v,

ou seja,
divi+..+d,v,+ciwi+...+c;w; =0.

Do fato de B3 ser L.I., conclui-se entdo que d1=...=d,=c1=..=c¢;=0. Massecyi=...=

c; =0, aigualdade 1.5 fica:

aivi+...+a,v,+biui+...+bsus =0.

Lembrando que o conjunto By também é L.I. e teremos que

ar=..=a,=b1=..=b;=0.
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Com isso, provamos que B é um conjunto L.I..

Finalmente, observando que dim(UnNnW)=r,dim U =r+s,dim W=r+tedim({U+W)=

r+s+t, obtemos que

dim(U+W)=dim U+dim W-dim(UnW).

Teorema 1.55 Sejam V um espaco vetorial tal que dim V =n>1e U cV um subespaco. Entdo

existe W 'V subespaco tal que V=U o W.

Demonstracao: Como U < V é um subespaco, entdo U possui uma base. Seja B =

{ui,ug,...,u,} uma base de U com r < n.

Pelo teorema do complemento, existe um conjunto Bo = {ty+1,Ur+2,...,u,} tal que B =B U

Bo={ui,ug,...ur, Uri1,Urs2,...,Uu,} é base de V.
Assim, tomando W =[Bs], temos claramente U+ W c V.

Por outro lado, se v € V entéo
vV=aiuitagugt..+ta,;uUr+ari1lprs1t+Qri2Uri2+...+aply,.
Como aiui+asugs+...+a,ur€lU eariitipi1+arioUurio+...+anu, €W, temos queve U+ W
eassimVcU+W. Logo, V=U+W.

Mostremos agora que U NnW ={0}. Sejaxe UnNW. Entdoxe U e x € W. Logo,

XxX=aiuitagug+..+a,Ur € X=0Qr4+1Ur+1 +aQri2Upri2+...+tazuy,, COM ai’s eK.

Dai,

O=x—-x=aiui+aguo+..+0,U,r—Qriillri1 —Qrio2Uprio — ... —Qplly.

Como {u1,u9,...,Ur, Uri1,Urs9,...,un} € L.I., segue que a;’s =0.
Logo,x=0e UNnW ={0}.

Portanto, V=UeaeW.
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1.4 Transformacoes Lineares

Definicao 1.56 Sejam U e V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma aplicagdo F:U —V é

uma transformacdo linear (ou aplicacdo linear, ou homomorfismo de espacos vetoriais) se
() F(u+w)=F(u)+ F(w), para todo u,w e U;

(1i) F(ku)=kF(u), para todo u€ U e todo k € K.

Observacao 1.57 Em (ii) da definicdo acima, substituindo k = 0 obtemos F(0) = 0, isto é, toda

transformacdo linear leva vetor nulo em vetor nulo.

Observacao 1.58 Para quaisquer escalares a,b € K e quaisquer vetores u,w € U, aplicando as duas

condicoes de linearidade, obtemos
F(au+bw)=F(au)+F(bw)=aF(u)+bF(w).

Mais geralmente, para quaisquer escalares a; € K e quaisquer vetores v; € U, obtemos a proprie-

dade bdsica de transformacoes lineares
Flaiui+asus+...+tajuy)=a1F(u1)+asF(ug)+...+a,F(uy,).

A condicdo F(au+bw) =F(au)+ F(bw) =aF(u)+bF(w) é usada algumas vezes como definicdo,

pois ela as caracteriza completamente.

Definicao 1.59 Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre K. Uma aplicacdo F :U — V é denominada
um isomorfismo do espaco vetorial U no espaco vetorial V se F é uma transformacdo linear bijetora.

Os espacos vetoriais U e V sdo ditos isomorfos se existe um isomorfismo de U sobre V.

Definicao 1.60 Sejam U eV dois espacos vetoriais sobre um corpo K e F : U — V uma transformacdo

linear.

(2) O conjunto {v e V|F(u) =v, para algum u € U} é chamado imagem de F e serd denotado por

ImF;

(27) O conjunto {u € U|F(u) = 0} é chamado niucleo ou kernel de F e serd denotado por KerF.
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Teorema 1.61 Seja F : U — V uma transformacdo linear. Entdo, o niicleo e a imagem de F sdo

subespacos de U e V, respectivamente.

Demonstracao: (i) Como F(0) = 0 segue que 0 € KerF. Agora, sejam u,w € KerF. Entao

Fu)=0e F(w)=0.

Assim, para quaisquer a,b € K,

Flau+bw)=aF(u)+bF(w)=a0+560=0.

Logo, au + bw € KerF e portanto o nucleo de F' é um subespaco de U.

(i) Como F(0) = 0 segue que 0 € ImF. Sejam a,b € K e suponhamos v,v’ € ImF. Entéo

existem u e ' em U tais que F(u)=v e F(u')=v’. Dai,

Fau+bu')=aFWw)+bF(u')=av+bv' e ImF.

Assim, a imagem de F' é um subespaco de V.

Proposicao 1.62 Seja F :U — V uma transformacdo linear.
(i) F é injetora se, e somente se, KerF ={0}.

(i1) F ¢é sobrejetora se, e somente se, ImF =V

Demonstracao: (i) (=) Temos sempre que {0} c KerF pois F(0) = 0. Agora falta mostrar que

KerF c{0}.

Para isto, seja u € KerF'. Assim,

F(u)=0=F(0),

e como F' é injetora segue que u = 0. Logo, KerF < {0}.
Portanto, KerF = {0}.

(<) Suponhamos agora que KerF = {0} e sejam u,w € U tais que F(u) = F(w). Entao,

0=F(uw)-Fw)=FWw)+F(-w)=F(u-w).
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Logo,u —weKerF ={0} edai u =w.
Portanto, F' é injetora.

(ii) E 6bvia.

Teorema 1.63 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e F : U — V uma transformacgdo

linear. Entéo,

dimU =dimKerF)+dim(ImkF).

Demonstracio: Sejam V' =ImF e W = KerF e suponha que dim U =n. Como W é um

subespaco de U entdo sua dimensao é finita, digamos dim W =r <n.

Seja B = {wi,wsq,...,w,} uma base de W. Pelo teorema do complemento, existem

ui,u9,...,un—r € U de maneira que B = {w1,...,w,,u1,Us,...,Uu,_r} € base de U.
Agora, seja Bo = {F(u1),F(us),...,F(u,_,)}. Mostremos que By é base de V.

Para qualquer v € V' existe u € U tal que F(u) =v. Como B = {w1,wa,..., Wy, U1,U2, ..., Un_r}
gera U, entdo existem a1, ...,a,,b1,...,b,— € K de modo que u =aiwi+aswe +...+a,w, +biui +

boug+..+b,_rup_r. Assim,

v=Fu)=F(aiw1+aswo+...+a,w,+biui +boug+..+b,_rup_,)=

a1F(wi)+asF(wo)+...+a,F(w,)+b1F(u1)+bosF(ug)+...+ b, F(u,_,).

Mas F(w;)=0,Vi=1,...,r pois w;’s € KerF. Entéo,

v=F(u)=b1F(u1)+boF(ug)+...+b,_F(u,_,)

e portanto By gera V'.

Suponhamos que a1F(uq)+aoF(ug)+...+a,—F(u,—r) =0, a;’s€ K. Entao, F(ajui +agug +

et @y rup_r)=0eassimajui+agsus+...+ap_rluprW.

Como B; gera W temos que existem b1,bo,...,b, € K tais que

aiui+asug+...+an_rlUip_r =biwi +bows +...+b,w, ou
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aiuitagug+...+ay_plUip_r—biwi—bowg—...—b,w, =0.

Mas B = {w1,ws,...,w,,u1,Us,...,u,_r} € base de U e portanto a1,a9,...,a,,b1,be,...,b,_, sdo

todos nulos. Em particular, a1 =...=a, =0.
Logo, By é linearmente independente.
Assim, By é basede V'edim V' =n-r.

Portanto, dim U=n=r+n—-r=dimKerF)+dim({ImkF).

Corolario 1.64 Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K com a mesma dimensdo finita n e

suponhamos F :U — V uma transformacdo linear. Entdo sdo equivalentes as seguintes afirmacées:
(i) F é sobrejetora.
(i1) F é bijetora.
(ii1) F é injetora.
(iv) F transforma base de U em base de V, isto é, se B é uma base de U entdao F(B) é base de V.

Demonstracao: (i) = (ii) Como F' é sobrejetora, segue pela proposicao 1.62(ii) que ImF =V
e assim dim(ImF) =dimV =n =dimU. Dai, pelo teorema anterior, dim(KerF)=0. O que

implica que KerF = {0} e entao pela proposicédo 1.62(i), F' € injetora.
Portanto, F' é bijetora.
(ii) = (iii) E 6bvia.
(zi1) = (iv) Seja B = {u1,...,u,} uma base de U. Mostremos que F(B) = {F(u1),...,F(u,)}

é uma base de V. Observe que F(B) tem tantos vetores quanto B pelo fato de F' ser injetora.

Entao, pelo lema 1.40, é necessario provarmos apenas que F(B) é linearmente independente.
Suponhamos a1,...,a, € K e a1F(uy)+...+a,F(u,)=0.

Pela linearidade de F, temos que F(aiui+...+anu,) = 0. Sendo F injetora, segue que

aiui+...+anu, =0. Como B é L.I. conclui-se que a1 =...=a, =0.
Assim, F'(B) é L.I. e portanto é base de V.

(iv) = (i) Seja v € V. Tomando uma base B = {u1,...,u,} de U, entdo nossa hipétese nos

garante que F(B) = {F(u1),...,F(u,)} é uma base de V.
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Logo, v é combinacéo linear dos elementos de F'(B), ou seja,
v=a1F(ui)+...+a,Fu,)=F(aiui1+...+a,u,), coma;seK.

Como ajui+...+au, € U, segue que todo elemento de V é imagem por F' de um elemento

de U, isto é, F' é sobrejetora.

Lema 1.65 Sejam U e V espacos vetoriais sobre K, ambos de dimensdo n. Se B = {uy,...,un}

e C = {v1,...,u,} sdo bases de U e V, respectivamente, entdo F : U — V definida por
n n

Z a;u;|= Z a;vi,Va; €K, é um isomorfismode U em V.

i=1 i=1

F

Teorema 1.66 Dois espacos vetoriais U e V de dimensdo finita sdo isomorfos se, e somente se,

dimU=dimV.

Demonstracao: (=) Sejam B ={uy,...,u,} umabasede U e F : U — V um isomorfismo. Como
F é bijetora segue, pelo corolario 1.64, que F(B) = {F(u1),...,F(u,)} é uma base de V, ou seja,

F(B) tem tantos elementos como B. Logo, dimU =dimV.

(<) Segue do lema anterior.

1.5 Espacos Quocientes

Sejam V um espaco vetorial sobre K e W um subespaco de V. Vamos construir um espaco

vetorial chamado de espaco quociente de V por W e que sera denotado por V/W.
Primeiro, vamos definir uma relacéo de equivaléncia ~ nos elementos do espaco V.
Dados vq1,v2 € V, dizemos que v ~vg se vi—vg € W.

Tal relacao é uma relacido de equivaléncia em V.

Para um vetor v € V, indicamos por v a sua classe de equivaléncia, isto €,

v={ueV]u~uv}.
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Se escrevemos v + W para representar o conjunto de somas v + w, com w € W, isto é,
v+W={v+wlweW},
obtemos

v={ueViu~uv}
={fueViu-v=weW}
={v+w|lwe W}

=v+W.

Esses conjuntos sdo chamados classes laterais de W em V.

Exemplo 1.67 Tome o Zs—espaco vetorial, V = P(Z;) (exemplo 1.3) e seja W = {¢,(1},{4),(1,4). E

fdcil verificar que W é um subespaco de P(Z}) e temos
L+ W={1}+o, {1+ {1}, {1+ 4L (1 +{1,4} = {1}, 2,{1,4, 4} = W=+ W= (1,4 + W = {4} + W.
2+ W ={{2},{1,2},{2,4},{1,2,4} = {1,2} + W = {2,4} + W = {1,2,4} + W..
{8} + W ={{3},{1,3},{3,4},{1,3,4} = {1,3} + W = (3,4} + W = {1,3,4} + W.

{2,3}+ W =1{{2,3},{1,2,3},12,3,4},{1,2,3,4} = {1,2,3} + W = {2,3,4} + W = Z} + W.

Proposicao 1.68 As classes laterais de W em V particionam V em conjuntos mutuamente distintos.

Isto é,

(i) duas classes laterais quaisquer u+ W e v+ W ou sdo idénticas ou sdo disjuntas.

(1) cada v € V pertence a uma classe. De fato, vev+W.

Teorema 1.69 Seja W um subespaco de um espaco vetorial sobre um corpo K. Entdo V/W = {v +
Wlv € V} (conjunto de todas as classes laterais de W em V) é um espaco vetorial sobre K com as

seguintes operacées de adi¢cdo e multiplicacdo por escalar:
@OD@W+W)+w+W)=(u+v)+W;

G Rw+W)=Fkv+W, com keK.

Definicao 1.70 O espaco vetorial V/W é chamado espag¢o quociente de V por W.
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Observacao 1.71 Sejam V um espaco vetorial e W um subespaco de V.
(1) Se W=V entao VIW=V/V ={0+V}={V}, poisv+V =0+V ,VveV,;
(27) Se W = {0} entdo V/{0} = {v +0|v € V} que é isomorfo a V (pois a aplicagdo v+ {0} — v é um

isomorfismo de V/{0} em V).

A dimenséo de V/W esta relacionada com a dimenséo de V e de W, conforme mostra o teorema

abaixo.

Teorema 1.72 Seja W um subespaco vetorial de V. Suponhamos que {w1,ws,...,w,} é uma base de
W e que o conjunto de classes laterais {v1,v2,...,Us}, onde vj =v;+W é uma base de V/W. Entdo

B ={vq,ve,...,Us,w1, w9, ...,w,} é uma base de V e assim, dim V =dim W+dim V/W.

Demonstracao: Considere u € V. Como {v1,0g,...,0s} € uma base de V/IWeu=u+WeV/W,

entdo existem a1,a9,...,a; € K tais que

u=u+W=aiv1+agva+...+asvs=a1(vi+W)+ag(vg+W)+as(vs+W)=(a1v1 + W)+ (agvg +

W)+..+(asvs+W)=(aivi +agve +... +asvs)+ W.

Assim, u—ajvi—agve—...—asvs € W. Dai, existe w € W tal que u—aivi—agve—...—asvs = w.

Logo, u =ajvi+agve+...+asvs +w. Como {w1,ws,...,w,} é uma base de W,

u=aivi+agvg+...+asvs+biwi+boswo+...+b,wy,,

com bq1,bg,....,b.€K.
Consequentemente, B gera V.

Mostremos agora que B é linearmente independente. Sejam ci,co,...,cs,d1,d9,...,d, € K e
suponhamos

ciU1+cCoUg + ...+ cgUs +diwy +dowo + drw, = 0. (1.6)

Entao, civ1 + covg + ... + csvs = —diw1 — dowo — d,w, € W pois {w1,ws,...,w,} é base de W e

portanto civi + cove +... + csvs € W também. Assim,

(civ1+cova+...+csVs) +W=0+W <= c1(v1 + W)+ co(vg+ W)+ ...+ cs(vs + W) =0+ W —

€101+ CoUg + ...+ ¢sU5 = 0.

Como {v1,v9,...,vs} € L.I. segue que os c;’s sdo todos nulos. Substituindo na equacéo 1.6

obtemos que diwi +dowg +... +d,w, =0. Mas {w1,ws,...,w,} é base de W, logo os d;’s = 0. Dai,
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B é linearmente independente.

Portanto, Bébasede Vedim V=dim W+dim V/W.

Observacao 1.73 Poderiamos demonstrar o teorema anterior usando o teorema 1.63 por considerar
F:V - V/W tal que F(v) = v+ W e observar que F é uma transformacdo linear sobrejetora com

KerF =W.

Exemplo 1.74 Considere V = P(Z;) e W o subespaco de V dado no exemplo 1.67. Temos que
dimz,P(Z;) = 4 (pois Z; tem 4 elementos) e dimz,W = 2. Logo, dimz,P(Z;)/W = 4—-2 = 2. Note
que, P(Z2)/W ={W,{2}+ W, {3} + W,{2,3} + W} e {{2} + W, {3} + W} é uma base de P(Z%)/W.

Observacio 1.75 Considerando em P(Z;) os subespacos Q(Z;) e F(Z;), como P(Z;) é finito entdo
P(Z;)=Q(Z:)=F(Z;) e assim, dimz,P(Z:)/Q(Z%)=0=dimz,Q(Z;)/F(Z}).

Exemplo 1.76 Consideremos V =R3 e W = {(x,y,2) € R3|y —2z = x —z = 0}. Mostremos que B =
{(1,0,0)+ W,(0,1,0) + W} é uma base de R3/W. De fato, temos que se w = (x,y,z) € W entdo y =z e
x=2z. Assim,x=y=zew=x(1,1,1). Logo, W =[(1,1,1)],C =1{(1,1,1)} é base de W e dim W = 1.

Deste modo, pelo teorema anterior, dim R3/W =3 —1=2. Logo qualquer subconjunto L.I. do
espaco R3/W formado por apenas dois vetores serd uma base de R3/W. Seja B ={(1,0,0)+ W,(0,1,0) +
Wi

Para quaisquer a,b e K,

al(1,0,0)+W]1+5[(0,1,0)+W]=(0,0,0)+W < [a(1,0,0)+b6(0,1,0)]+W = (0,0,0)+W < a(1,0,0)+
6(0,1,0)-(0,0,0) e W <= a(1,0,0)+5(0,1,0) = c(1,1,1) <= a(1,0,0)+5(0,1,0)—c(1,1,1) = (0,0,0) <=

a=b=c=0.

Dai, B é L.I. e portanto é base do R3/W.
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Modulos

Neste capitulo apresentamos uma introducéo a Teoria de Mdédulos, assunto muito importante
em Algebra Homolégica. Além do conceito de médulo sobre um anel, estudamos o conceito de submoé-
dulos, homomorfismos entre médulos e alguns dos principais resultados envolvendo homomorfismos

de modulos.

2.1 Definicao e Exemplos

Definicao 2.1 Seja A um anel com unidade. Diz-se que um conjunto ndo vazio M é um mddulo
a esquerda sobre A (ou um A—modulo a esquerda) se M é um grupo abeliano em relacdo a uma
operacgdo, que indicaremos por +, e estd definida uma lei de composicdo externa que a cada par
(a,m) € A x M associa um elemento am € M e tal que, para todos a1,as € A e todos mi,mo € M,

verifica:
(@) a1(agmi) = (a1a2)my;
(i) ay(mi+mo)=aimi+aimo;
(i) (a1 +agdmi=aim1 +agmy;

(fv)1-mi=m;1.

Observacao 2.2 (i) De forma andloga pode-se definir a no¢do de A—mddulo a direita, considerando

multiplicacdo a direita por elementos do anel.

(1) As vezes, a nocdo de modulo se define para anéis sem unidade. Neste caso se omite a con-
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dicdo (iv) da definicdo acima. No que segue estudaremos sempre modulos a esquerda sobre anéis
com unidade; ndo havendo perigo de confusdo, usaremos simplesmente, a expressGo A—mdédulo. Da
mesma forma, falaremos apenas de anéis, subentendendo que todos os anéis considerados sGo anéis

com unidade.

Exemplo 2.3 Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K—-mddulo.

Exemplo 2.4 Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um mddulo sobre o anel Z dos

numeros inteiros definindo o produto de um inteiro n por um elemento g € G por:
ng=g+...+g (n vezes) se n >0;
ng=(-g)+...+(—g) (|n| vezes) se n <0,

0-g=0.

Exemplo 2.5 Seja I um ideal a esquerda de um anel A. Entdao, I admite uma estrutura de
A—-mddulo com a soma induzida pela soma de A e a multiplicagdo por escalares definida pela mul-

tiplicagdo de A.

Exemplo 2.6 Todo anel pode ser considerado como um mddulo sobre si mesmo. Isto é um caso
particular do exemplo anterior, onde tomamos I = A. As vezes interessard distinguir entre o anel A e

o0 mesmo conjunto considerado como A—mddulo.

Exemplo 2.7 Seja G um grupo abeliano. Indicaremos por End(G) o conjunto de todos os endomor-
fismos de G. Neste conjunto pode-se introduzir uma estrutura de anel definindo soma e produto de

dois endomorfismos f,g € End(G) por:

(f+2)x)=f(x)+gx),VxeG
(f -8)x)=f(g(x), Vx €G.

Pode-se definir em G uma estrutura de End(G)—mddulo associando a cada par (f,x) € End(G) x

G o elemento f-x=f(x)e@G.

Exemplo 2.8 Sejam A um anel e X um conjunto qualquer. Indicaremos por AX o conjunto de todas

as funcoées de dominio X a valores em A.
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AX admite uma estrutura de A—médulo, definindo a soma de funcées puntualmente, como no
exemplo anterior, e a multiplicacdo & esquerda por elementos de A associando a cada par (a,f) €

A x AX a funcdo a - f € AX definida por:
(af)x)=a-f(x), Vxe X.

Exemplo 2.9 Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e T :V —V uma transformacdo linear.

Dado um polinémio f € K[X]da forma f =ag+a1X +...+a,X" indicaremos por f(T) a transfor-
macdo linear f(T)=aol+a1T+...+a,T" (onde I indica a funcdo identidade de Vem V e Th = ToTh-1

com T =T).
Pode-se introduzir em V uma estrutura de K[ X]1-mddulo, conservando a soma de V e associando

a cada par (f,v) e K[X]1xV o elemento f(T)v) eV (f(T)v) indica a funcao f(T) aplicada no vetor v).

Exemplo 2.10 Sejam I um ideal bilateral de um anel A e M um A—-mddulo. Indicaremos por I-M

o subconjunto de M:
I-M={a-m|lacl,me M}
Se I-M = {0} pode-se introduzir uma estrutura de A/I-mdédulo em M associando a cada par

(a+I,m)e A/l x M o elemento am € M.

Notamos que a defini¢cdo acima ndo depende do representante. De fato, se a +1 = b + I entdo

a—bel, logo (a—b)-m =0 para todo m € M e, consequentemente (a+I)m =(b+1)m, Vme M.

Reciprocamente, se a multiplicacdo acima é bem definida, entdo I - M = {0}.

2.2 Submodulos

Definicao 2.11 Seja M um A—modulo. Um subconjunto N c M diz-se um A—submodulo de M, ou

simplesmente, um submaodulo se:
(i) N é um subgrupo aditivo de M;
(i) N é fechado em relacdo a multiplicacdo por escalares, isto é, para todo a € A e todo n € N,

tem-se que, a-n € N.

Exemplo 2.12 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S c'V é um submdédulo

se, e somente se, S é um subespaco de V.
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Exemplo 2.13 Seja G um grupo abeliano. Pode-se verificar que os Z—submaodulos de G sdo precisa-

mente 0s seus subgrupos.

Exemplo 2.14 Seja A um anel. Os A—submodulos do A—maodulo A sdo os seus ideais a esquerda.
Basta apenas comparar as definicées correspondentes lembrando como foi definida a estrutura de

modulo em A.

Exemplo 2.15 Se N1 e Ny sdo submdédulos de um A—maodulo M, o conjunto N1+ Ngo={n1+nslni€

N1i,n9 € N9} também é um submddulo de M chamado submédulo soma de N1 e No.

Exemplo 2.16 Seja M um A—mdédulo e {N;};c; uma familia de submédulos de M. Entdo ﬂNi éum
el
submddulo de M. L

Exemplo 2.17 Seja S um subconjunto de um A—mddulo M. O conjunto

[S]= {Zaisilnel\l,ai €A, s; ES}
i=1

é um submodulo de M chamado submaédulo gerado por S.
Se S ={m}, com m € M, o submdédulo [S]=[m] diz-se o médulo ciclico gerado por m.

Exemplo 2.18 Se I é um ideal a esquerda de um anel A e m um elemento de um A—mdédulo M,

entdo o conjunto I-m ={a-m|a €I} é um submdédulo de M.

Sejam agora M um A—moédulo e N um submédulo de M. Considerando apenas a estrutura de
grupo aditivo abeliano de M podemos construir o grupo quociente M/N = {m + N|m € M} cuja lei de

composicao interna é definida por:
(m1+N)+(mga+N)=(m1+mg)+N.

Pode-se definir uma multiplicacdo por escalares de A, associando ao par (a,m +N)€ A x M/N o
elemento am + N € M/N.

A definicdo independe do representante e, nestas condigdes, obtém-se uma estrutura de
A—-mébdulo em M/N.
Definicao 2.19 O A-mdédulo M/N construido acima chama-se o médulo quociente do médulo M
pelo submédulo N.

Em particular, se I é um ideal & esquerda de um anel A, entdo o quociente A/l é um A—mdédulo.
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2.3 Homomorfismo de Modulos

Definicao 2.20 Sejam M e N dois A—-médulos. Uma funcdo f : M — N diz-se um homomorfismo de

A-mddulos ou um A—homomorfismo se para todos m1,me € M e todo a € A se verifica:
(@) f(m1+mo) = f(m1)+ f(myg);
(i) fla-my)=a-f(mq).

Dado um A—homomorfismo f : M — N chama-se imagem de [ e niticleo ou kernel de f respecti-

vamente aos conjuntos:

Im(f)={neN|dmeMe f(m)=n}e,

Ker(f)={meM|f(m)=0}.

E facil ver que Im(f) e Ker(f) sdo submddulos de N e M, respectivamente.

Um A—homomorfismo diz-se um A—monomorfismo ou um A—epimorfismo se for injetor ou so-

brejetor, respectivamente.

Claramente, um A—homomorfismo f : M — N é um A—epimorfismo, se, e somente se, Im(f)=N.

Da mesma forma, é fdcil ver que f é um A—monomorfismo se, e somente se, Ker(f) ={0}.

Exemplo 2.21 Se A é um corpo, os A—homomorfismos sdo as transformacoes lineares entre espacos

vetoriais sobre A.

Exemplo 2.22 Os homomorfismos de grupos abelianos sdo precisamente os Z—homomorfismos.

Exemplo 2.23 A funcado trivial f : M — N definida por f(m)=0, Vm € M é um A—homomorfismo,

chamado homomorfismo nulo.

Exemplo 2.24 Seja N um submddulo de um A—mdédulo M. Entao a funcdo inclusdo

i1:N—M,

X—X

é um A—homomorfismo. Em particular, a funcdo identidade de M, idy : M — M também é um

A—homomorfismo.
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Exemplo 2.25 Seja novamente N um submdédulo de um A—maodulo M.

Define-se o homomorfismo candnico ou projecdo candnica ao quociente j: M — M/N por:

jm)=m+N, Vme M.

Exemplo 2.26 Seja M um A—mddulo. Para cada elemento a € A pode-se definir uma funcgdo f, :

M — M por f,(m)=am, Vm € M. Uma tal funcdo chama-se uma homotetia.

E fdcil verificar que as homotetias sGo homomorfismos da estrutura de grupo de M e, que se
a € Centro(A) = {a € Alax = xa,Vx € A}, entdo [, é um A—homomorfismo. Em particular, se A é

comutativo toda homotetia é um A—homomorfismo.

Proposicao 2.27 (i) Sejam f:M — M' e g: M' — M" A—homomorfismos. Entdo gof : M — M"

também é um A—homomorfismo.

Gi))Sef-M—M,g:M —-M'"eh:M"— M" sdo A—homomorfismos, entdo:

ho(gof)=(hog)of

(iii) Se f1,fo:M —-M'e g:M' — M" sGo A—homomorfismo, entdo:

go(fi+tfa)=gofi+gofo.

Em condicoes andlogas vale:

(g1+g2)of =g1of +tg2of

(iv) Dado um A—homomorfismo f : M — N, entdo:

idyof=fefoidy=f

(v) Dados um A—homomorfismos f :M — M' e g : M' — M tais que gof = idy entdo f é um

monomorfismo e g um epimorfismo.
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Demonstracao: Os itens de (i) a (iv) sdo de facil verificacdo. Vamos provar o item (v).

(v) Sejam x1,x9 € M tais que f(x1) = f(x2). Entdo gof(x1) = gof(x9), isto é, idpr(x1) = idpr(x2)

e x1 = x2, logo f é monomorfismo.

Dado x € M qualquer, temos idp(x) = x. Logo go f(x) =x. Chamando y = f(x) € N vem que

g(y) = x, portanto g é um epimorfismo.

Definicao 2.28 Um A-homomorfismo [ : M — N diz-se um A-isomorfismo se existe um

A—-homomorfismo g : N — M tal que:
gof=idyefog=idn.
Para indicar que f é um isomorfismo, vamos usar as vezes a notaciao: M =N.
Proposicao 2.29 Um A—homomorfismo f : M — N é um isomorfismo, se, e somente se, [ é, simulta-

neamente, monomorfismo e epimorfismo.

Demonstracao: Seja f um isomorfismo e g : N — M um A—-homomorfismo nas condi¢ées da

definicéo.

Da relacdo gof =idys e a parte (v) da proposicédo 2.27 vem que f € um monomorfismo. De

fog=1idy vem imediatamente que f é também um epimorfismo.

Reciprocamente, suponhamos que f seja simultaneamente monomorfismo e epimorfismo.
Entéao f é uma funcao bijetora e existe uma funcéo inversa, isto é, uma funcéo g: N — M tal que

gof =idy e fog=idy. Resta verificar apenas que g € um A—homomorfismo.
Dados y1,y9 € N provaremos que g(yi + y2) = g(y1) + g(y2).

Como f é um epimorfismo, existem x1,x9 € M tais que f(x1) = y1, f(x2) = y2. Assim,

gy1)+g(y2)=gof(x1)+gof(xg)=x1+xs.

Como f é A—homomorfismo f(x1 + x9) = y1 + ¥9.

Aplicando g em ambos os lados da igualdade anterior, obtemos:

x1+x2 = g(y1+y2).
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De forma analoga, pode-se provar que g(ay) =ag(y), para todo a € A e todo y € N.

2.4 Teorema do Homomorfismo e Aplicacoes

Teorema 2.30 (Teorema do homomorfismo para médulos). Sejam M e N A-mddulos, f : M — N
um A—homomorfismo, j: M — M/Ker(f) a projecdo canénica ao quociente e i : Im(f) — N a inclusao.

Existe uma tinica funcdo f* : M/Ker(f) — Im(f) tal que:
(@) f=iof%oyj.
(ii) f* é um isomorfismo.

A relacdo entre as funcées do enunciado pode-se visualizar no diagrama adjunto:

M N
| I
M/Ker(f) ——~ Im(f)

Demonstracao: Defina f* : M/Ker(f) — Im(f) por f*(m + Ker(f)) = f(m), Vm + Ker(f) €
M/Ker(f).

Temos que f* estd bem definida pois:

mi+Ker(f)=mo+Ker(f) = mi1—mo € Ker(f) = f(mi1—mg) =0= f(m1) = f(mg) =

f*(mi1+Ker(f))=f*(mgo+Ker(f)).

(@) Gof*o)m)=(iof*)jim)) = (of*)m+Ker(f))=i(f*"(m+Ker(f)) =i(f(m)) = f(m),
para todo m € M. Logo, iof*oj=f.

(i1) Vejamos que f* é A—homomorfismo. Para isso, sejam m1 + Ker(f), mo + Ker(f) €

M/Ker(f)eaeA. Temos que

o f*(m1+Ker(f)+mg+Ker(f)) = f*((m1+mg)+Ker(f)) = f(m1+mg) = f(m1)+ f(mg) =
f*(mi+Ker(f)+f*(ms+Ker(f)).

e f"(a-(mi+Ker(f)=f"(ami+Ker(f))=flami)=a-f(m1)=a-f*(m1+Ker(f)).
Agora, mostremos que f* é epimorfismo e monomorfismo.

» Seja y € Im(f). Entao, existe m € M tal que y = f(m). Temos que m + Ker(f) e M/Ker(f) e
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f*(m+Ker(f))=f(m)=y.

Logo, f* é epimorfismo.

e Sejam m1+ Ker(f), mo+Ker(f)e M/Ker(f) tais que f*(m1+Ker(f)) = f*(mo + Ker(f)).

Assim,

fm)=f(mo) = f(m1—mg9)=0=—=>m1-—moeKer(f) = mi1+Ker(f)=mo+Ker(f).

Portanto, f* é monomorfismo.

Corolario 2.31 Se f: M — N é um A—epimorfismo, entdo N = M/Ker(f).

No préximo coroldrio determinamos a forma dos médulos ciclicos sobre um anel dado.

Corolario 2.32 Seja A um anel. Todo A—mddulo ciclico é isomorfo a um modulo quociente de A por
um ideal & esquerda de A. Reciprocamente, se I é um ideal a esquerda de A, A/l é um A—mdédulo

ciclico.

Demonstracao: Seja M =[m] um A—moédulo ciclico. Temos que A é um A—médulo e podemos

definir um A—-homomorfismo f: A — M por f(a)=a-m, Va € A.

Como m é um gerador de M, f é um epimorfismo. Do corolario 2.31, M = A/Ker(f). Sabemos

que Ker(f) é um submoédulo de A e portanto, é um ideal a esquerda de A.

Reciprocamente, se I é um ideal a esquerda de A é facil ver que o0 A—médulo A/I é ciclico,

gerado pelo elemento 1+ 1.

Podemos agora utilizar o resultado acima para classificar os grupos ciclicos. Como os tnicos
ideais de Z sao principais da forma [m], com m € Z (veja a referéncia [3], p.22) vem que todo grupo
ciclico é isomorfo a um quociente da forma Z/[m]. Eventualmente, pode acontecer que m = 0; neste

caso o grupo é isomorfo a Z.

Incidentalmente, notemos que no conjunto dos inteiros moédulo m podemos distinguir duas es-
truturas algébricas: a estrutura de anel e a estrutura de grupo abeliano (ou, equivalentemente, de

Z—moédulo). Para referirmos a esta ultima, usaremos o simbolo Z,,.
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Teorema 2.33 (Primeiro teorema do isomorfismo). Sejam M um A—mdoduloe P e N dois submédulos

tais que P c N. Entdo:

~ M/P
M/N = 4B

Demonstracao: Definimos uma funcéo f : M/P — M/N por:

fm+P)=m+N,VmeM.

Como P c N segue-se facilmente que, se mi,mqg € M sao tais que m1 +P = mo + P entéo

m1+N =mg+ N, o que permite provar que a definicio de f independe do representante.

Também é trivial verificar que f é um epimorfismo. Logo, do corolario 2.31 e do teorema

2.30, temos que:

M/P
Ker(f) B

Observe que,

m+PeKer(f)e—=m+N=N<=mEeN.

Logo, Ker(f)=N/P, o que completa a demonstracio.

Teorema 2.34 (Segundo teorema do isomorfismo). Sejam N e P submdédulos de um A—mdodulo M.

Entdo tem-se que:

N _N+P
NnP P

A relacdo entre os submodulos do enunciado pode-se visualizar no seguinte diagrama:

N/JV+ID\P
N2

NNnP
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Demonstracao: Definimos f: N — por f(n)=n+P,VneN.

Claramente f é um homomorfismo, e para verificar que é sobrejetor basta observar que

todo elemento de N;P é da forma (n+p)+P comne N, pe P. Mas (n+p)+P =n+P, logo

f(n)=n+P=(n+p)+P e f éepimorfismo.

N :N+P
Ker(f) B =

Temos entao que:

Finalmente, observemos que dado n € N,
neKer(f)e—n+P=P<neP.

Logo, Ker(f)=NnP, o que completa a demonstracéo.

O resultado acima é chamado, as vezes, isomorfismo de Noether.

2.5 ZoG—Mobdulos

Seja (G, ) um grupo multiplicativo. Definimos o anel ZoG como segue:

Z9G = { ) rgglrg € Zg,rg =0 exceto para um nimero finito de elementos g € G }
geG

Sobre ZoG podemos considerar as seguintes operacoes de adicdo e multiplicacao:

( g;Grgg )+( g;ngg ): ;G(rgﬂg)g,
( > T8 )( Y. snh ): Y (rgsn)gh).

geG heG g,heG

Tais operacdes fazem de ZoG um anel com unidade 17,5 = 17,1 (onde 1 é 0 elemento neutro de G),

chamado anel grupo de G sobre Zy. Em geral, o elemento 17,8 € ZoG sera denotado simplesmente
por g.

Um elemento x de ZoG é da forma:

x=1g1+..+1gr=g1+...+ 85,
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comleZyeg;e@.

Definicao 2.35 Sejam G um grupo denotado multiplicativamente com elemento neutro 1 e M um
conjunto ndo vazio. Uma ag¢do (a esquerda) de G sobre M (ou uma G-ag¢d@o sobre M) é uma

funcdo:

u:GxM—-M

(g,m)— u(g,m)=g-m

satisfazendo:
@AD)1-m=m,VmeM;
(i7) (g182) - m=g1-(g2-m),Vg1,82€ Ge VmeM.

Se na definicdo acima M tiver uma estrutura de grupo (aditivo), para que esta estrutura seja

preservada pela G—acdo, além das condicoes (i) e (ii) exige-se a seguinte condicdo:

(iii) g-(m1+ma)=g-m1+g -mao.

Recordamos que o conceito de R—médulo (R anel com unidade) ja foi estudado anteriormente

neste capitulo (definicao 2.1).

Para obtermos o conceito de ZoG-médulos basta considerar na definicdo 2.1 o anel R = Z,G.
Vimos ainda que todo K —espaco vetorial (K corpo) é um K—-médulo. Logo, todo Zg—espaco vetorial

M (isto é, grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) é um Z9—médulo.

Além disso, no contexto médulos e acdo de grupos, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.36 Sejam G um grupo e M um conjunto nao vazio. M é um ZoG—modulo se, e somente

se, M é um Zs—modulo munido de uma G—acgdo.

Demonstracao: (=) Se M é um Z2G—moédulo entdo M é um Zy—mébdulo com r-a:=(r-1)-a

(onde 1 é o elemento neutro de G) e a G—acao é dada por:

g-a:=(1g)-a (onde 1 é a unidade de Z5).

(<) Se M é um Zs—moddulo e existe uma G—acao sobre M, entdo podemos dar a M uma

estrutura de ZoG—-médulo da seguinte forma:
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Z rg8 )-a: Z rg(g-a).

geG geG

Exemplo 2.37 Seja G um grupo. Entao P(G) é um ZoG—-mddulo. A G—acgdo natural é dada por:

G xP(G)— P(G)

(g,A)—g-A:={g-x|x€A}.

Além disso, F(G) e Q(G) sdo ZoG—submddulos de P(G).
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Ends de Grupos

A definicéo de ends foi introduzida por Hopf e Freudental para grupos finitamente gerados e foi
totalmente amparada na definicdo de ends de espacos. A definicdo algébrica de nimero de ends de
um grupo G qualquer, foi dada por Specker. As principais referéncias para este capitulo sao [7], [8]

e [9].

3.1 Definicao; Ends de Grupos Finitos

Dado um grupo G, vimos nos exemplos 1.3, 1.11 e 1.13 que P(G) ={A|A c G} é um Zy—espacgo
vetorial, F(G) ={A € P(G)| A é finito} e Q(G) ={A € P(G)|Vg e G,A + gA € F(G)} sdo Zy—subespacgos
vetoriais de P(G), onde A +B = (A UB)—(ANB) (diferenca simétrica) e 0-A =@, 1-A=A, VA,BcG.

Definicao 3.1 Dado um grupo G, o niimero de ends de G, denotado por e(G), é definido por e(G) :=
dimz,(Q(G)/F(Q)), que denotamos apenas por dim(Q(G)/F(Q)).
Proposicao 3.2 Seja G um grupo.

(i) Se G é infinito, entdo @ e G sdo elementos distintos em Q(G)/F(G) e portanto, e(G) = 1.

(1) G é finito se, e somente se, e(G) = 0.

(iii) e(G) = 2 se, e somente se, existe A € QR(G)/F(GQ) tal que A#@eA#G. Neste caso, 3,A,A¢,G

sao elementos distintos em Q(G)/F(QG).

(iv) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (iii) tal que para qualquer B Q(G)/F(G), B¢
eE#Etem-seEzZouE:F.
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Demonstracao: (i) Dado um grupo G, temos que G € Q(G), pois para qualquer g€ G,G + gG =
G+G = e F(G). Assim, G € Q(@G)/F(G).

Agora, como G é infinito segue que G ¢ F(G). Logo, G +F(G) # ¢ + F(G) e entdo G # @.
Portanto, e(G) = dim(Q(G)F(G)) = 1.

(i1) Como G ¢é finito, temos que P(G) = F(G) = Q(G). Consequentemente, e(G) =
dim(Q(G)/F(G))=0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Entéo, por (i), temos que

e(G) = 1, o que contradiz a hipétese. Portanto, G € finito.

(iii) Claramente, e(G) = 2 se, e somente se, existe A € Q(G)/F(G) tal que A+£geA+#QG.

Neste caso, considerando um tal A temos:

e VgeG,A+gA° = (A°N(ZA))U(AN(ZAS) = (A°NgA)U(AN(gA))= A +gA € F(G) pois
A€Q(G). Dai, A° € Q(G)/F(Q).

e A°#A. De fato, se A°=A entdo A°+A=Ge F(G), o que é uma contradigdo, pois G é

infinito.
e A° £, pois como A # G segue que A° = A +G ¢ F(G).
e A° # @ pois se A° =G entdo A°+G = A € F(G), o que é um absurdo, ja que A é infinito.
Logo, {®,A,A°,G} c Q(G)/F(G) e como {@,A,A¢,G} = Zy & Z4 segue que e(G) = 2.

(iv) Consequéncia imediata de (iii).

Exemplo 3.3 Temos que e(Z,)=0,e(S3) =0e e(Z4x Zg) =0 pois Z,,,S3 e Z4 x Zg sdo finitos. Agora,

como Z e R sdo infinitos segue que e(Z)=1e e(R) = 1.

Observacao 3.4 e(G) é um invariante algébrico, isto é, se G1 = G (grupos isomorfos) entdo e(G1) =

e(Gg) pois se G1 = Go, entdo Q(G1)/F(G1) = Q(G2)/F(Gg) como Za—espacos vetoriais.

3.2 Calculo do Numero de Ends do Grupo Ciclico Infinito

Teorema 3.5 Se G é o grupo ciclico infinito, isto é, G =[a] = Z, entdo e(G) = 2.
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Demonstracdo: De acordo com a proposicéo 3.2, basta mostrar que existe A € Q(G)/F(G) tal
que A # % e A #G, e para qualquer B € Q(G)/F(G), B# @ e B # G temos que B =A ou B = A°.

Para isso, seja A ={a"|n >0} cG. Assim,

« A € Q(G)/F(G), pois para todo g = a* € G, gA = {a**"|n > 0} e (AN(gA°)U(A°NgA) é
finito (observe que para k£ >0, AngA° = {a,...a"} e A°NgA = @; para k<0, AnNgA° =9 e
A°ngA={a"1,a"*2, . a%); parak=0,g=1e A+ A = 9).

e A#@pois A¢F(G)eA#G pois A° ¢ F(G).
Agora provemos a seguinte afirmacao:

Se B € Q(G)/F(G) entdo para quase todo n (isto é, exceto um numero finito ni,...,n,) a® € B

implica que " ! € B.

De fato, se B € Q(G)/F(G) entdo B € Q(G) e assim, para todo g € G, B+ gB € F(G), ou seja,

gB = B. Em particular, para g = a. Suponhamos que existam infinitos n’s tais que:
(1)a"e€Bea™'¢Bou
(2) a” € B e a1 ¢ B (equivalentemente, a” ¢ aB).
Entéo existiriam infinitos n’s tais que:
(1) a”*! =aa” € aB (pois a® € B) e a"*! ¢ B, logo, a**! € aB N B° ou
(2) a" =aa™ 1 ¢ aB (pois a1 ¢ B) e a” € B, logo, a" € (aB)° N B.

Assim, aB + B = ((aB)nB°)U((aB)° N B) seria infinito, isto é, B ¢ Q(G) e dai B ¢ Q(G)/F(G), o

que é uma contradicéao.

Portanto, a afirmacdo acima é verdadeira e note que ela nos diz que pode existir apenas um
ndmero finito de elementos de B que satisfaz: a” € B mas a™*! ¢ B ou a*~! ¢ B. Em particular,
isto obviamente é verdadeiro se B é finito (assim o caso de interesse é quando B é infinito) e
também é verdadeiro para B = A = {a”*|n > 0} pois apenas para n = 1 tem-se que a” € B mas

a"1¢B.Paran=>2,a"cBetemosa®leBea” 1eB.

Agora, dado B € Q(G)/F(G) e A como acima, temos as quatro seguintes possibilidades para

os conjuntos BNA e BNnA¢:
(1) BN A finito e BN A€ finito.

Isso implica em B ser finito pois B=BN(AUA°)=(BnA)uU(BnA°).
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Logo, B = 9.
(1) BN A infinito e BN A€ infinito.

Do fato de BN A ser infinito obtemos que B é infinito e da afirmacéo anterior segue que existe
um inteiro positivo m tal que a” e BN A, Vn > m1. Para ver isto, tome m¢ = max{ni,...,n,} onde
ni,...,n, séo os inteiros dados na afirmacdo. Como BN A é infinito, 3m; > mg, m1 > 0 tal que
a™ eBnAecomomi#n;,i=1,..r, entdoa™* a™*2 _ e€BnA,istoé a™€BNA,Vm>mj.

Consequentemente, A NB° c {a*|0 <k < m1} e portanto, é finito.

Analogamente, usando que BN A¢ é infinito e a afirmacéo anterior, temos que existe um
inteiro mo tal que a” € BN A€, Vn > mgy. Tome my = min{ni,...,n,}. Como BN A€ é infinito,
dmo <mg, mg <0 tal que a™2 e BNA° e tem-se a™ e BNA°, Vm <my. Dai, A°NnB°¢c {a®|mgy <

k < 0} e portanto, é finito.
Logo, B =B N(AUA°)=(B°NnA)U(B°NA°) é finito.
Assim, B¢ = @, ou equivalentemente, B=G.
(ii1) BN A finito e BN A€ infinito.
Como vimos em (ii), BN A€ infinito implica em A° N B¢ finito.
Logo, B+A¢=(BnA)U(B°NAF®) é finito e portanto, B = A°.
(iv) BN A infinito e B N A€ finito.
Conforme vimos em (ii), BN A infinito implica em A N B¢ finito.
Assim, B+ A =(BNA°)U(B¢NA) é finito. Logo, B = A.
Dai, dado qualquer B € Q(G)/F(G) com B# @ e B # G tem-se que B=A ou B = A°.

Portanto, e(G) = 2.

Observacao 3.6 Em particular, quando G = Z, o conjunto dado na demonstracdo do teorema an-

terior 6 A ={1,2,..) =N*, A°={...,—2,-1,0}, Q(2)/F(Z) = ($,Z,A,A°} e uma base para Q(Z)/F(Z) é
{A,Ac).
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3.3 Calculo do Numero de Ends de um Grupo nao Enumera-

vel

Apresentamos aqui alguns conceitos e resultados sobre enumerabilidade que serdo importantes
para a demonstracgao do principal teorema desta subsecéo (teorema 3.28, sobre o nimero de ends de

um grupo ndo enumeravel).

Definicao 3.7 Dois conjuntos A e B sdo ditos equivalentes ou equipotentes (mesma poténcia) se existe

uma funcdo bijetora de A em B.
Notacao: A = B.
Lema 3.8 A relacdo de equipoténcia definida anteriormente é de equivaléncia.

Demonstracao: (i) Para todo conjunto A, existe a aplicacdo id4 : A — A que é bijetora. Entéo
todo conjunto é equipotente a si mesmo. Assim, vale a propriedade reflexiva para esta relacéo

entre conjuntos.

(ii) Se A é equipotente a B, entéo existe f : A — B bijetora e como f~!:B — A também é

bijetora, segue que B é equipotente a A. Logo, vale a propriedade simétrica para esta relacao.

(iii) Se A é equipotente a B e B é equipotente a C, isto é, existem f:A —-Beg:B—C
bijetoras. Entao, gof : A — C também é bijetora. Dai, A é equipotente a C e assim vale a

propriedade transitiva para esta relacéo.

Portanto, de (i),(ii) e (iii), temos que a relacdo de equipoténcia é de equivaléncia.

Definicao 3.9 Usando o conceito anterior, temos que um conjunto A é finito se A = @ ou, em caso
contrdrio, se existir n € N* de maneira que A ={1,2,...,n}. Se A ndo é um conjunto finito, entdo A é

dito infinito, ou seja, A ndao é equipotente a nenhum dos subconjuntos {1,2,...,n} < N*.

Os seguintes resultados decorrem diretamente da definicdo dada anteriormente:
eSe AcU éfinitoexe U —A, entdao A U{x} também é finito.

e Se A é um conjunto infinito, entdo A — {x} também é infinito, para qualquer que seja x € A.
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Observacao 3.10 Dois conjuntos finitos sGo equipotentes se, e somente se, eles tém o mesmo nimero

de elementos.

Definicao 3.11 Seja A um conjunto. A diz-se enumerdvel se A é equipotente a algum subconjunto

de N*, isto é, se A ~ L c N*.

Exemplo 3.12 O conjunto Z dos niimeros inteiros é enumerdvel. De fato,
e N=N* pois f :N—N* dada por f(n)=n+1 é bijetora.

) 2n, se n=0 B
e Z=N, pois f :Z— Ndada por f(n)= é bijetora
—-2n-1, se n<0

Dai, Z =~ N* e portanto, Z é enumerdvel. Em particular, todo subconjunto de Z é enumerdvel.

Definicao 3.13 Um conjunto é chamado contavel se ele é finito ou enumerdvel.

Daremos a seguir a definicdo de particdo em um conjunto que nos sera til na demonstracao do

teorema 3.17.

Definicao 3.14 Dado um conjunto A, uma partigdao em A é uma familia (A;);c1 (onde I é o conjunto

de indices) de subconjuntos de A tais que:
(1) A; # @, para todo i € I;
@) UA; =A;

(iii) VA;,Aj € (A})icr, vale uma, e uma s6, das igualdades: Aj=Ajou A;NA;=¢@.

Teorema 3.15 Um conjunto A é enumerdvel se, e somente se, existe L c N* e existe f : L — A aplica-

cdo sobrejetora.

Demonstraciao: (=) Por hipétese, A é enumeravel e entdo existe L cN* tal que f:L — A é

bijetora. Portanto, f é sobrejetora.

(<) Seja f : L — A sobrejetora. Para cada a € A, seja L, = {x € L|f(x) = a}. Considere
(Lg)qea uma particdo de L e M < L o subconjunto que contém um tnico elemento de cada L,,a €

A.

Assim, temos que f|M : M — A é bijetora e como M c L c N* segue que A é enumeravel.

® UFU-FAMAT 52



Ends de Grupos Calculo do Niimero de Ends de um Grupo ndo Enumeravel

Lema 3.16 Se existe f : A — B sobrejetora e A é enumerdvel, entdo B também é enumerduvel.

Demonstracido: Como A é enumeravel, segue que existem M c N* e g: M — A sobrejetora.

Entao, f og: M — B é sobrejetora pois é a composta de duas funcoes sobrejetoras.

Logo, pelo teorema anterior, podemos concluir que B é enumeravel.

Teorema 3.17 (i) Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumerdvel.

(21) Todo subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel é enumerduvel.

Demonstracao: (i) Sejam A um conjunto infinito e x; € A. Consideremos os subconjuntos
{x1} e A—{x1} de A. Entao a particdo determinada em A por estes subconjuntos nos permite

considerar o subconjunto {x1,x2} € A, onde x2 € A — {x1}, ou seja, x1 # x2.

Agora, considerando a particdo de A formada por {x1},{x2} e A — {x1} podemos garantir que

existe x3 € A tal que x3 # x1 e x3 # x2.

E assim, sucessivamente, usando o raciocinio acima, obtemos o subconjunto E = {x1,x9,...}

que é enumeravel.
(i1) Sejam A um conjunto enumeravel, B um subconjunto infinito de A e fixemos b € B.
A aplicacdo f: A — B tal que f(x)=x,VxeB, e f(x)=b,Yx € A - B, é sobrejetora.

Portanto, pelo lema anterior, como A é enumeravel e f é sobrejetora temos que B também é

enumeravel.

Observacao 3.18 Se A1,Aq,...,A, sdo enumerdveis, entdo A{UAgU...UA, também é enumerduvel.
Mais geralmente, se A1,Aq,... sGo subconjuntos enumerdveis de um mesmo conjunto U, entdo A =

A{UAqU... também é enumerduvel.

Observacao 3.19 Se A e B sdo enumerdveis entdo A x B também é enumerduvel.

Proposicao 3.20 Sejam G um grupo e Hy e Hy subconjuntos de G. Se Hi e Hy sdo enumerdveis,

entdo H1-Hy é enumerdvel, onde Hyi-Hg ={h1-holh1€ H1,ho € Hs}.
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Demonstracao: Como H; e Hy sdo enumeraveis entdo H; x Hy é enumeravel.

Seja ¢ : Hy x Hy — Hy-Hg tal que @(h1,h2) = h1-ho. Temos que ¢ é sobrejetora, pois para
qualquer ye Hy-Hg,y =h1-hg=@(h1,h2).

Logo, pelo lema 3.16 segue que Hq-H9 é enumeravel.

]
Corolario 3.21 Sejam G um grupo e Hq,...,H,, subconjuntos de G,n =2. Se Hq,...,H,, sdo enumerd-
veis, entdo Hq-...- H,, é enumerduvel.
Demonstraciao: Faremos a demonstracéo por indugao sobre n.
Para n = 2, foi provado na proposicédo anterior.

Suponhamos a afirmacao verdadeira para n = k, ou seja, se Hy,...,H, sdo enumeraveis,

entédo Hq-...- H, é enumeravel.

Agora, sejam H1,...,H,H} 1 subconjuntos de G enumeraveis. Assim,
Hi{-...Hy, - Hp.1=(Hq-...-Hp)-Hp 1.

Mas, por hipétese de inducéo, H;-...- H, é enumeravel. Dai, pela proposicédo anterior, Hy-...-

H;-Hj .1 é enumeravel.

Proposicao 3.22 O conjunto Q dos racionais é enumerduvel.

Demonstracdo: Sejam Q' ={7,a,b>0,a,b eN|mdc(a,b)=1}e Q” ={-x|x € Q"}. E claro que
Q=0Q u{0tuQ*. Temos que os conjuntos N x N e N* x N* sdo enumeraveis. Se identificarmos
7 €Q" com (a,b) e NxN, temos uma bijecdo de Q* em um subconjunto infinito 7' de N x N. Como
todo subconjunto infinito de conjunto enumeravel é enumeravel (teorema 3.17(i7)), segue que T,

e portanto Q" é enumeravel.

Seja f :N — Q" uma enumeracio de Q*. Entéo, considerando 4 : Q" — Q~, dada por A(x) =

—x, tem-se que hof :N— Q~ enumera Q.

Sendo @ a unifo de trés conjuntos enumeraveis, temos que o conjunto @ dos niimeros racio-

nais é enumeravel.
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Nem todos os conjuntos sdo enumeraveis. Veremos alguns exemplos de conjuntos ndo enumera-

veis. Para tanto, necessitamos da seguinte propriedade do corpo R dos ntimeros reais:

Principio dos Intervalos Encaixantes: Sejam I = [a1,b1],I9 = [ag,bo],... tais que

I:>15>.... Entao existe ao menos um ponto comum a todos esses intervalos.
De fato, da hipétese I1 oI5 >... decorre que a1 <ags<..e by =bg=...

Como m < n implica a,, <a, <b, e n <m implica a,, <b,, < b,, entédo a,, < b,, para quaisquer
indices m e n. Logo, cada b,, é um limite superior de A ={a1,a9,...} e portanto existe em R o elemento
S =sup(A). Assim, para cada indice m teremos a,, <S pois S =sup(A) e S <b,, pois cada b,, € um

limite superior de A. Dai, a,, <S <b,,, para todo indice m = 1, o que prova nossa afirmacéo.

Proposicao 3.23 O intervalo I =[0,1] ndo é enumerdvel.

Demonstracdo: Suponhamos que I seja enumeravel, ou seja, I = {x1,x9,...}. Consideremos I

dividido em trés subintervalos de mesma amplitude:

e seja I1 o primeiro desses intervalos, na ordem que foram escritos, que nao contém x;.

Facamos o mesmo tipo de subdivisdo em I; e seja I o primeiro dos subintervalos de I; (pelo
mesmo critério anterior de ordenacédo) que ndo contém x9. A repeticdo desse raciocinio dara

origem a uma sequéncia I > I O ... de intervalos fechados.

o0
Pela propriedade do Principio dos Intervalos Encaixantes, existe x € ﬂ I,=I1nIsn...e
n=1
portanto x # x;, para todo x;. Mas isto é impossivel, uma vez que x € I.

Logo, I nao é enumeravel.

Corolario 3.24 O conjunto R dos niimeros reais ndo é enumerduvel.

Demonstracao: Se R fosse enumeravel, entao I também teria que ser, uma vez que I cR.
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|
Corolario 3.25 O conjunto R— Q dos niimeros irracionais ndo é enumerdvel.

Demonstraciao: Se R—Q fosse enumeravel, entdo R = QU (R - Q) também seria ja que Q é

enumeravel, o que é uma contradicdo em vista do corolario anterior.

Corolario 3.26 S! ={cost+isent|teR}éum conjunto ndo enumerdvel.

Demonstracio: Basta lembrarmos que [0,1[ é ndo enumeravel e ¢ : [0,1[— S tal que ¢(x) =

cos(2mx) + isen(2mx) é uma aplicacao bijetora.

Lema 3.27 Sejam G um grupo e H um subconjunto de G tal que H € Q(G) e H ¢ F(G). Entdo,
(i) H gera G.
(i1) Se H é enumerdvel, entdo G é enumerduvel.

Demonstracao: (i) Dado g € G, como H € Q(G) temos que gH + H € F(G), ou seja, (HNH)uU
((gH)*nH) é finito. Dai, gHNH e (gH)° N H sao finitos.

Agora, gH=gHnG=gHNnHUH)=(gHNH)U(gHNH®) e como gH é infinito (pois H é

infinito) e gH N H¢ é finito, segue que gH N H é infinito (portanto nao vazio).
Assim, existe hoe gHNH, isto é, ho =ghi,com h1 € H, ou seja, g = hohzl.
Logo, g €[H] e portanto G =[H].

(ii) Para qualquer g € G, como G = [H],g = lil - ~lzk,l,~ € H,e; =1 ou ¢; = —1. Para cada
keN*, seja G ={hy -...-hi*|hi€ H e g; € {1,-1}}. Assim, G, =(HUH™")-...-(HUH™) e pelo

corolario 3.21, temos que G é enumeravel.

o0
Agora, como G = | J Gy, segue da observacéo 3.18 que G é enumeravel.
k=0

Teorema 3.28 Seja G um grupo ndo enumerdvel.
(i) Entdo e(G) =1 ou e(G) = co.

(1) Se G também for abeliano, entdo e(G) = 1.
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Demonstracao: (i) Como G néo é enumeravel, entao G nao é finito. Assim, e(G) # 0 e portanto

e(G)=1.

Se e(G) =1, ndo ha nada a demonstrar. Neste caso, como G é infinito, teremos s6 os elemen-

tos @ e G distintos em Q(G)/F(Q).
Suponhamos e(G) > 1 e mostremos que e(G) = co.

Como e(G) > 1, pela proposicdo 3.2(iii), existe H € Q(G)/F(G) (portanto, H é subconjunto de
G com He Q(@)) tal que H# ¢, H #G e ¢,H,H°,G sdo elementos distintos em Q(G)/F(G). Dai,
H¢F(G),H#GeH ¢ F(QG).

Agora, provemos a seguinte afirmacéio:

Para tal H, existem subconjuntos H; e Hy de G taisque HHUHes=H ,HinHo =@ ,H1,Hy €
Q(G) e sdo infinitos.

De fato, como H e H¢ sao infinitos, podemos considerar C; c H,C9 c HC tais que C1,Cq sao
enumeraveis infinitos. Entao C = C; U C3 é enumeravel infinito e existe uma bijecao entre N* e

C. Assim, C ={c;|i e N*}.
Temos que HNC 1H® é enumeravel pois:

(1) Como H € Q(G),(HngH )U(H ngH) é finito, Vg € G. Dai, HNngH‘ e H° ngH sao finitos
para qualquer g € G. Em particular, para g = ci_l,H N ci_lH ¢ é finito.

(2Q2HNC'H*=Hn ( fj{ci_l} )HC = G(Hﬁ C;IHC) (isto é, HN C~1H® é uma reunido enu-
meravel de conjuntos ﬁnitols= é portanto enﬁrilerével).

Por outro lado, pelo lema anterior temos que H é ndao enumeravel, pois se H fosse enumera-
vel, como H € Q(G) e H ¢ F(G), G seria enumeravel por (ii), o que contradiz a hipéotese. Portanto,
HnNC'H cHe HNC ™ 1H® # H. Logo, existe ho € H tal que ho ¢ HNC~1H®, ou seja, ho ¢ C 1H®
e dai, ho ¢ ¢;1H®,Vi e N*. Assim, kg € (c;'H®)® = ¢;'H,Vi e N* e entdo ho = ¢;'h;,h; € H. Dai,
cihg=h; € H Vi e N* e portanto,

o0

{citho=Choc H. (3.1)
i=0

Tomemos Hi =HnNnHhye Hy=HnNHC h( e temos que:
e HHUHy=(HNHh)UHNH hg)=HN(HhoUHhg)=HnHhoUHhIo))=HNG=H.

eHinHo=HNHh)NEHNHho)=HnHhon(Hho))=HnNnp =@.
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e Dado g €@,

Hi+gH{=HnHhy+gHnNHhg)
=HnHho+(gHngHh)
=[((HnHho)N(gHNgH)1UI(HNHR)N(gHNgHh)]
=[(HnHho)N(gH UgH ho)IUI(H  UH ho)N(gH N gHh)]
=[(HnHhongHYUHNHhoNgH ho)IU[(H NngHNgHho)UHhongH N gHhy)]

=[(HngH®)nHholUIH NH N gH)hoUIHS ngH) N gHholUIH ngH)hon gHl e F(G)

jaAque HhgH e F(G) e H°ngH € F(G) pois H € Q(G). Portanto, H1 € Q(G).

Ho+gHo=HnHC ho+g(HnH h)
=[(HNHho)N(gHNgH ho)° 1U(HNH ho)° n(gH ngHh()]
=[(HnHho)n(gH  UgHh)UI(H  UHho)N(gH N gHh()]
=[((HNnHhongH )UHNH hongHh)IUIH NngHNgH hg)U(HhoNgH NgH hy)]

=[(HngH®)NH hol ULH n(HE N gH)hol UIH ngH) N gH hol UI(H N gHhon gHl € F(G)

jaque HNngH¢ e H° N gH séo finitos. Portanto, Hs € Q(G).
e H{ e Hy sao infinitos. De fato:

Temos que C1hogc H1 = HnN Hh pois,

Cl cC= Clho CCh() cH (pOI‘ 3.1De Cl cH— Clho CHh().

Logo, Clh() CHﬂHh() =H1.

Agora, temos que Cohg < Ho = HNHh pois,

CzCCﬁCzh()CCho cH (pOI‘ 3.1) e Cz c H¢ ﬁCzhO CHCh().

Assim, Cohgoc HNH hy=Hs.
Portanto, como C; e Cs sdo infinitos segue que H1 e Hy séo infinitos.

Com isso, a afirmacao inicial esta provada.
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Agora, observe que:
« H1 € Q(G)/F(G), pois H1 € Q(G).
« Hi # @, pois H; é infinito.

e Hi#L,VL com Hc L e L € Q(G), pois
Hi=L=H{+LeF@Q).

Mas, H1 +L =(H1nL°)U((H1)°nL). Como Hy c H] e Hy « H c L, segue que Ho c H{ N L.
Agora, Hy < H e H < L implica em H1NL°=¢@. Dai, H; +L = @ U(H] UL) > Hz que é infinito.

Logo, H; + L é infinito, o que contradiz a afirmacéo. Portanto, Hi{#L.
Logo, H1 € QG)/F(G) e H: ¢ {3,G,H} e entdo os elementos de {#,G,H, H;} sdo distintos.

Note que, como Hi#0eH,#G, a afirmacéo inicial também é verdadeira para H; (no lugar
de H), isto é, Hy = H{1UH13 com H11,H12 € Q(G),Hi1NH1s = @ e Hi1,H19 infinitos. Também
conclui-se que H11€QG)/F(G)e Hq1 ¢ {2, (_?,E,E} pois H11 é infinito e Hqi1 #L,VL com Hi c L,

como vimos anteriormente.

Aplicando sucessivamente o0 mesmo processo obtemos uma sequéncia infinita de elementos

Logo, supondo e(G) > 1 obtemos que e(G) = oco.
Portanto, e(G) =1 ou e(G) = co.
(i1) Agora, suponhamos que G seja abeliano e e(G) > 1.

Se e(G) > 1 entédo teriamos como no caso (i), que o conjunto Hy da construcio anterior seria
infinito, mas, por outro lado, temos que Hy = HNHhg=HNhoH¢ e como H € Q(G) segue que

H, é finito, o que é uma contradicio.

Portanto, no caso em que GG é abeliano e ndo enumeravel, teremos necessariamente e(G) = 1.

Exemplo 3.29 Se G é um dos seguintes grupos: (R,+),(R*,-),(S1,-),(S* x S1,.),(R[t],+), onde R[¢] é
o anel dos polinémios com coeficientes em R, entdo e(G) = 1 pois todos os grupos sdo abelianos ndo

enumerdueis.

Exemplo 3.30 ¢(S3 xR) =1 ou oo pois S3 xR ndo é um grupo abeliano e é ndo enumerdvel (aqui S3
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indica o grupo das bijecoes de {1,2,3}).

3.4 Ends de um Grupo Quociente G/H, quando H é um sub-

grupo normal e finito

Para a demonstracao do principal resultado desta subsecéo (teorema 3.35), usaremos em diver-
sas situacées, resultados sobre imagem inversa e imagem direta de uma funcéo. Para isto, faremos

a seguir uma recordacio desses conceitos.

Definicao 3.31 Seja f : A — B uma funcao. Dado um subconjunto X c A, chama-se imagem direta

de X por f, e indica-se por f(X), o seguinte subconjunto de B:
fX)={f(x)|x e X},

isto é, f(X) é o conjunto das imagens por f dos elementos de X. Em particular, Im(f) := {f(x)|x €

A} =[(A).

Seja f : A — B uma funcdo. Com relacdo ao conceito de imagem direta valem as seguintes
propriedades:

D1) f(B)=9.

(D2) Se X cY c A entéo f(X)c f(Y).

D3) fXUY)=fX)uUf(Y),VX,Y cA.

Dy) fFXNY)cfX)Nf(Y),VX,Y cA.

Definicao 3.32 Seja f : A — B uma funcdo. Dado E c B, chama-se imagem inversa de E por [ e

indica-se por f Y (E), o seguinte subconjunto de A:
fUE)={xe A|f(x)e E},
isto é, f ~Y(E) é o conjunto dos elementos de A que tem imagem em E através de f.

Exemplo 3.33 Se A ={-2,-1,0,1,2,3,4}, B =1{0,1,2,4,6,9,16} e f : A — B é dada por f(x) = x?,

temos:
f_l({O, 1,4,9,16})) ={xe€ A|f(x)€{0,1,4,9,16} ={-2,-1,0,1,2,3,4} = A,

2,6 = {x € Al f(x) € {2,6} = .
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Agora, destacamos as seguintes propriedades sobre imagem inversa de uma funcao f : A — B:
(IDEcFcB= fHE)cfHF).

(Iy) fMEUF)=fYE)uf N(F),VYE,F cB.

(I3) fUENF)=fYE)nfY(F),YE,F cB.

Iy f~HE)=[f"1(E),VE cB.

Us) fYE-F)=f"YE)-f"YF),VE,FcB,onde E-F =EnF°.

O préximo resultado relaciona imagem direta e imagem inversa de uma funcao.

Proposicao 3.34 Seja [ : A — B uma funcao.
(i) Para todo X c A, X c f~H(f(X)) e, no caso de f ser injetora, entdo X = f ~1(f(X)).

(ii) Para todo E c B,f(f "YE)) c E e, no caso de f ser sobrejetora, f(f 1(E))=E.

Demonstracio: (i) Se x € X entédo f(x) € f(X) e dai, x € f1(f(X)).
Agora, suponhamos que f seja injetora e tomemos x € £ ~1(f(X)).

Dai, f(x) € f(X) e assim existe x1 € X tal que f(x) = f(x1) do que decorre, levando em conta

a hipétese de f ser injetora, que x = x1. Logo, x € X.
Portanto, X = f~1(f(X)).
(ii) Se f(x) € f(f~1(E)) entdo x € f~N(E). Assim, f(x) € E.

Agora, suponhamos que f seja sobrejetora e consideremos y € E. Entao, existe x € A tal que

y = f(x). Assim, x € f"1(E) entdo, y = f(x) € f(f L(E)).

Portanto, f(f " Y(E))=E.

Finalmente, apresentamos o principal resultado desta subsecéo sobre o nimero de ends de um

grupo quociente G/H, quando H é um subgrupo normal e finito.

Teorema 3.35 Se H é um subgrupo normal finito de G, entdo e(G) = e(G/H).

® UFU-FAMAT 61



Ends de Grupos Ends de um Grupo Quociente G/H, quando H é um subgrupo normal e finito

Demonstracao: Consideremos o grupo quociente G/H = {Hg|g € G}.
Sejan:G — G/H, n(g) = Hg, o homomorfismo quociente. Temos que:
(i) n(w~1(B)) = B, para todo B c G/H pois 7 é sobrejetor.

(ii) 771((A)) = HA, para todo A < G. De fato, como 7 Y m(A)) = {geGln(g)en(A)} ={ge
G|Hg € n(A)} e n(A) = {n(a)|a € A} = {Ha|a € A}. Entdo, Hg = Ha para algum a € A. Assim,
ga '=hoeH edai, g =hoac Ha. Logo, n71(n(A)) c HA.

Agora, temos que:
yeHA=—y=ha,hcHeacA.
Dai,
n(y)=n(ha)=Hha =Ha € n(A) (Hh = H pois H é subgrupo de G e h € H).

Portanto, y € 77 1(m(A)).
Logo, 77 1(m(A)) = HA.

(iii) n Y(B1+Bg) = 1 1(B1)+ 1 1(By),VB1,Bs € G/H (onde "+ " denota a operacao diferenca

simétrica). De fato,

771 (B1+Bg) =1 [(B1NBS)UBS NB) =1~ (B1nBS)un 1(BSNBy) =[n 1B na  (BYIU
[ BN Bl =" B N B IUl(r (B nn~1(Bo)l =1 (By) + 17 1(By).

(iv) n1(n(g)B) = gn"1(B),Yg € G e B < G/H. Com efeito,
x € 171 ((g)B) = n(x) € 1(g)B = n(x) = n(g)b,b € B< G/H.
Como 7 € sobrejetor, existe a € G tal que b = n(a). Assim,

n(x) = 1(g)b = n(g)n(a) = n(ga) = Hx = Hga = gax ' € H = gax ' =h,h1 e H = ga =
hi1x € Hx = xH (pois H é normal em G). Logo, 3h9 € H de modo que

ga=xho=x= gah;l.

Como n(ahgl) = n(a)n(hgl) = (Ha)(Hh;l) — (Ha)(He) = Ha = n(a) = b € B, segue que x =
gahy! € gn~}(B). Portanto, 7~ (n(g)B) < gn~}(B).
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Agora, seja u € gn~1(B). Temos que u = gy com y € 7 1(B). Dai, n(y)eB e
n(u) = n(gy) = n(g)n(y) € n(g)B.

Logo, u € 77 1(n(g)B) e portanto gn 1(B) c n~ 1 (n(g)B).

(v) 77 YB + n(g)B) = n~Y(B) + gn~1(B), VB c G/H. De fato, isto segue das duas ultimas igual-

dades pois,
7 Y B +n(g)B)=n"YB)+ 7 1(n(g)B) = 1 1(B) + gn 1(B).
(vi) Be Q(G/H) < n~1(B) € Q(G). Com efeito,

(=)Be€Q(G/H)=B+gB e F(G/H),Vg = n(g) € G/H = B+n(g)B € F(G/H),Vg € G, isto é,
B+n(g)B=1{Hgi,...,Hg}:} (finito). Dai, 7 1(B)+gn '(B)=n"'B+n(g)B)=n"'({Hg1,...Hgi}) =
Hgqiu...UHg; € F(G) pois H é finito.

(=) 77XB) € QG) = Vg € G,n ' (B)+ gn"X(B) = F; € F(G) = n" (B +n(g)B) = F, €
F(G) = n(n"Y(B + n(g)B)) = n(Fg) € F(G/H) = B+ n(g)B € F(G/H),Vg € G (pois 7 é sobreje-
tor) = B € Q(G/H).

(vii) VA € Q(G),n {(n(A)+F(G) = A+F(G) e n~1(n(A)) € Q(G). De fato, seja A € Q(G). Como
H é finito, suponhamos H = {h1,...,h,}. Entdo, A+ 7 X (m(A) =A+HA=A+(h1AU...UhA)C
(A+h1A)U...U(A+h,A) € F(G), pois A € Q(G). Mas, A+ 1(n(A)) € F(G) se, e somente se,
A+F(G)=nYn(A)+F(G). Além disso, A + 17} (n1(A)) =X € F(G) e assim, 77 (m(A)) =A+X €
Q(G),jaque AeQ(G) e X e F(G) cQ(G).

(viii) A € Q(G) = n(A) € Q(G/H). Com efeito, por (vii), se A € Q(G) entdo 11 (n(A)) € Q(G).
Por (vi), B =n(A) € Q(G/H).

Assim, temos bem definida uma aplicacdo induzida,

_.QG) _ Q@/H)
"F(G) F(G/HY

T(A+F(G@)) =n(A)+ F(G/H). Temos que:
e 7 é homomorfismo:
VA1 +F(G),As+F(G) e Q(G)F(G)YkeZs (k=0o0uk=1),

(AL + F(G) + Ag + F(Q)) = filn ' (n(A1) + F(@) + 171 (n(Ag)) + F(@)] = 7l(n~'(m(Ay) +

® UFU-FAMAT 63



Ends de Grupos Ends de um Grupo Quociente G/H, quando H é um subgrupo normal e finito

17 (71(Ag)) + F(G)] = 7iln 1 (m(A1) + 1(Ag)) + F(G)] = nln 1 (m(A1) + n(Ag))] + F(G/H) = n(A1) +
n(A2)+F(G/H)=n(A1)+F(G/H)+n(A2) + F(G/H) =1(A1 + F(Q)) + (A2 + F(G)).

70-(A1+F(®) =7 (@ +F(@)=n(®)+F(G/H) =3 +F(G/H)=0-(n(A1) +F(G/H)) =0-7(A; +
F(@)).

A(1-(A1+F(@) =7(A1+F(@) = 1(A) + F(G/H) = 1-(n(A1) + F(G/H) = 1-7(A1 + F(Q)).
e 7 é injetora:
VA +F(G)eQGVF @),

A +F@G) = ¢ = n(A)+F(G/H) = ¢ + F(G/H) = n(A) € F(G/H) = n(A) =
{Hg1,Hgs,...Hgp} = n'(n(A)) = Hg1 UHgo U...UHg} € F(G) (pois H é finito). Logo, por
ii), A+F(G)=n"'(m(A)+F(G) = +FG)=0.

e T € sobrejetora:

Sejam B € Q(G/H) e B + F(G/H) € Q(G/H)/F(G/H). Entdo, 1" XB) € Q(G) e 1 X(B)+F(G) €
Q(G)/F(G) e assim, #(n~1(B) + F(@)) = n(z~X(B)) + F(G/H) = B + F(G/H).

Assim, Q(G)/F(G) = Q(G/H)/F(G/H).

Portanto, e(G) =dimQ(G)/F(G) =dimQ(G/H)/F(G/H) = e(G/H).

Exemplo 3.36 Como S3 x {0} <S3 xR (S3 x {0} finito) e (S3 x R)/(S3 x {0}) = R temos, pelo teorema
anterior, que e(S3 xR) = e((S3 x R)/(S3 x {0})) = e(R) = 1.
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Conclusao

Neste trabalho introduzimos a Teoria de Médulos e estudamos Ends de Grupos.

A Teoria de Médulos é fundamental em Topologia Algébrica e tem uma vasta gama de aplicacgoes
em diversas outras areas da matematica, como exemplos citamos a Algebra e a Teoria dos Ntuumeros,
além dessa teoria oferecer ferramentas para a compreenséao e solucdo de problemas em ciéncia da

computacao e fisica tedrica.

A teoria de ends de grupos, de certo modo, nos fornece uma maneira de medir a "infinitude" de
um grupo, em termos da sua estrutura de subgrupos. Esta teoria tem sua relevancia em algumas
areas da Matematica, por exemplo, na Algebra e na Topologia Algébrica. Na Algebra, a teoria de
ends esta relacionada com decomposicdo de grupos e classificacdo de grupos e na Topologia Algé-
brica, esta relacionada com a teoria de cohomologia de grupos. Além disso, esta teoria também é

importante ao se estudar a classificacdo de variedades.
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