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Resumo

O estudo de Módulos e de Ends de Grupos são bastante relevantes em Álgebra Homológica. O

conceito de módulo é uma generalização do conceito de espaço vetorial e o número de ends de um

grupo, definido por Specker, é a dimensão de um quociente de espaços vetoriais sobre Z2. Neste

trabalho, apresentamos conceitos e resultados sobre módulos e ends de grupos.

Palavras-chave: Espaços Vetoriais sobre Z2; Espaços Quocientes; Módulos; Ends de Grupos.
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Abstract

The study of Modules and Ends of Groups are very relevant in Homological Algebra. The

module concept is a generalization of the vector space concept and the number of ends of a group,

defined by Specker, is the dimension of a quotient of vector spaces over Z2. In this work, we present

concepts and results about modules and ends of groups.

Keywords: Vector Spaces over Z2; Quotient Spaces; Modules; Ends of Groups.
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Introdução

A Topologia Algébrica é uma área importante da Matemática na qual se resolvem problemas de

Topologia com auxílio da Álgebra. Nesta área a Álgebra Homológica (na qual se estudam módulos e

ends de grupos) se faz presente e tem bastante relevância.

O conceito de módulo sobre um anel é a generalização da noção de espaço vetorial, em que, em

vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de escalares. Desse modo, um módulo, como o

espaço vetorial, é um grupo abeliano munido de um produto com um anel, satisfazendo algumas

propriedades. Já o conceito de ends de um grupo está intimamente relacionado com decomposição

de grupos e é definido como a dimensão de um quociente de espaços vetoriais.

A teoria de ends de grupos (mais precisamente, número de ends de um grupo) teve sua origem

na teoria de ends de espaços topológicos devido a Freudenthal (em [2]) e Hopf (em [4]) que definiu

o número de ends, e(G), de um grupo finitamente gerado G, como sendo o número de ends de um

espaço conveniente. Depois, em [10], Specker estendeu este conceito a todos os grupos, apresentando

uma definição algébrica que é equivalente a anterior no caso em que o grupo é finitamente gerado.

O presente trabalho visa apresentar uma introdução ao estudo de módulos e explorar o conceito

e alguns resultados sobre ends, para alguns grupos.

No capítulo 1, recordamos assuntos de Álgebra Linear, mais precisamente, estudamos espaços

vetoriais sobre o corpo Z2, incluindo espaços quocientes, uma vez que tais assuntos em geral não são

tão explorados em um curso normal de Álgebra Linear. A principal referência para este capítulo é

[5].

No capítulo 2, apresentamos uma introdução ao estudo de módulos sobre um anel. Mais es-

pecificamente, abordamos os conceitos de módulos, submódulos, homomorfismos entre módulos e

Z2G−módulos. As principais referências para este capítulo são [1] e [6].

Por fim, no capítulo 3, introduzimos e exemplificamos o conceito de ends de grupos e apresenta-

mos resultados com relação ao número de ends de um grupo G nos casos em que G são os seguintes
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grupos: finito, infinito, cíclico infinito, não enumerável e quociente. As principais referências para

este capítulo são [7], [8] e [9].
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CAPÍTULO 1

Espaços Vetoriais sobre Z2

Faremos neste capítulo uma revisão de alguns tópicos de Álgebra Linear dando ênfase em geral

a espaços vetoriais sobre o corpo K = Z2 e a espaços quocientes, uma vez que esses tópicos em

geral não são explorados num curso normal de Álgebra Linear e são de grande importância para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Definição e Exemplos

Definição 1.1 Um conjunto não vazio V é um espaço vetorial sobre um corpo K ou um K−espaço

vetorial (cujos elementos são denominados vetores), se estiverem definidas as seguintes duas opera-

ções:

(A) A cada par (u,v) de vetores de V ×V se associa um vetor u+ v ∈ V , chamado de soma de u e

v, de modo que:

(A1) (u+v)+w = u+ (v+w),∀u,v,w ∈V .

(A2) u+v = v+u,∀u,v ∈V .

(A3) Exista um vetor em V , denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0+v = v.

(A4) Para cada vetor v ∈V exista um vetor em V , denotado por −v, tal que v+ (−v)= 0.

(M) A cada par (α,v) de vetores de K ×V se associa um vetor α ·v ∈V , denominado multiplicação

por escalar de α por v, de modo que:

(M1) (αβ) ·v =α · (β ·v),∀α,β ∈ K e ∀v ∈V .

UFU-FAMAT 7



Espaços Vetoriais sobre Z2 Definição e Exemplos

(M2) 1 ·v = v,∀v ∈V (onde 1 é o escalar unidade de K).

(M3) α · (u+v)=α ·u+α ·v,∀α ∈ K e ∀u,v ∈V .

(M4) (α+β) ·v =α ·v+β ·v,∀α,β ∈ K e v ∈V .

Note que as condições A1 a A4 nos dizem que (V ,+) é um grupo abeliano.

Seja V um espaço vetorial sobre K . As propriedades a seguir são consequência imediata da

definição de espaço vetorial.

(P1) Para todo α ∈ K ,α ·0= 0.

(P2) Para todo v ∈V ,0 ·v = 0.

(P3) Se α ·v = 0, com α ∈ K e v ∈V , então ou α= 0 ou v = 0.

(P4) Para todo α ∈ K e todo v ∈V , (−α)v =α(−v)=−αv.

(P5) O vetor nulo de um espaço vetorial V é único.

(P6) Para cada vetor v ∈V , existe um único vetor (−v), oposto de v.

(P7) Para cada v ∈V , tem-se −(−v)= v.

Exemplo 1.2 Consideremos K um corpo qualquer e V = Kn = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ K}. V é um espaço

vetorial sobre K com a operação adição e a multiplicação por escalar dadas, respectivamente, por:

(x1, x2, ..., xn)+ (y1, y2, ..., yn)= (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn),

α(x1, x2, ..., xn)= (αx1,αx2, ...,αxn),∀α ∈ K .

Em particular, Rn é um espaço vetorial sobre R e Zn
2 é um espaço vetorial sobre Z2.

Exemplo 1.3 Seja A ̸= ∅ e consideremos V = P(A) = {X |X ⊂ A}. Podemos verificar que (P(A),+) é

um grupo abeliano (em que todo elemento não nulo tem ordem 2) com a operação diferença simétrica,

isto é,

X △Y = (X ∪Y )− (X ∩Y )= (X ∩Y c)∪ (X c ∩Y ),

que iremos indicar sempre aditivamente, ou seja, X +Y = X △Y .

Considere a multiplicação por escalar Z2 ×P(A) → P(A) dada por 0 · X = ∅ e 1 · X = X . Esta

multiplicação está bem definida e verifica os demais axiomas da definição de espaço vetorial sobre o
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Espaços Vetoriais sobre Z2 Subespaços Vetoriais

corpo Z2 = {0,1}. Assim, P(A) é um espaço vetorial sobre Z2 para todo A ̸= ∅. Em particular, se G é

um grupo, P(G) é um espaço vetorial sobre Z2.

Este Z2−espaço vetorial será de fundamental importância na definição de ends de G.

Proposição 1.4 Seja V ̸= ∅ munido de uma operação "+ ". Então (V ,+) é um Z2−espaço vetorial se,

e somente se, (V ,+) é um grupo abeliano, em que todo elemento tem ordem 2.

Demonstração: (=⇒) Segue da definição de espaço vetorial que (V ,+) é um grupo abeliano.

Agora, para qualquer v ∈V∗, temos

v+v = 1 ·v+1 ·v = (1+1) ·v = 0 ·v = 0,

e assim, a ordem de v é 2.

(⇐=) Basta considerarmos a operação adição (do grupo abeliano (V ,+)) e a multiplicação por

escalar dada por 0 ·v := 0 e 1 ·v := v.

■

Nota: Em muitas situações consideraremos Z2 = {0,1} (isto é, sem as barras nos elementos).

1.2 Subespaços Vetoriais

Definição 1.5 Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K . Um subconjunto W de V é um su-

bespaço vetorial de V se a restrição das operações de V a W torna esse conjunto um K−espaço

vetorial.

Exemplo 1.6 O conjunto {0} formado apenas pelo vetor nulo e o espaço todo V são subespaços de V ,

chamados subespaços impróprios ou triviais.

O resultado seguinte é bastante útil para verificar se um dado subconjunto de um espaço vetorial

é ou não um subespaço vetorial.

Teorema 1.7 Sejam V um espaço vetorial sobre K e W ⊆ V um subconjunto. Então W é um subes-

paço de V se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:
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Espaços Vetoriais sobre Z2 Subespaços Vetoriais

(i) W é não-vazio;

(ii) W é fechado para a adição de vetores: se u,w ∈W então u+w ∈W ;

(iii) W é fechado para a multiplicação por escalar: k ∈ K e u ∈W implica ku ∈W .

Demonstração: (=⇒) Se W é um subespaço vetorial de V , então claramente, (i), (ii) e (iii) são

válidas.

(⇐=) Suponhamos que W satisfaz (i), (ii) e (iii). Por (i), W é não-vazio, e por (ii) e (iii),

as operações de adição e multiplicação por escalar estão bem definidas em W . Além disso, as

propriedades (A1), (A2), (M1), (M2), (M3) e (M4) valem em W pois os vetores de W pertencem a V .

Portanto, precisamos mostrar que (A3) e (A4) também valem em W . Por (i), W é não-vazio,

então suponhamos u ∈W . Segue, por (ii), que 0u = 0 ∈W e obviamente v+0= v para todo v ∈W .

Assim, W satisfaz (A3).

Finalmente, se v ∈W , então (−1)v =−v ∈W e, v+ (−v)= 0. Logo, W satisfaz (A4).

Portanto, W é subespaço de V .

■

Corolário 1.8 W é subespaço de V se, e somente se,

(i) 0 ∈W (ou W ̸= ∅);

(ii) v,w ∈W implica av+bw ∈W para todo a,b ∈ K .

Demonstração: (=⇒) Se W é subespaço de V , então (i) e (ii) são necessariamente válidas em

W .

(⇐=) Suponhamos que W satisfaz (i) e (ii). Então, por (i), W é não vazio. Além disso, segue

de (ii) que se v,w ∈W , então u+w = 1 ·u+1 ·w ∈W e, se v ∈W e k ∈ K , então kv = kv+0v ∈W .

Logo, pelo teorema anterior, W é subespaço de V .

■

Proposição 1.9 A interseção de um número qualquer de subespaços de um espaço vetorial V é um

subespaço de V . Em particular, a interseção de dois subespaços vetoriais de V é um subespaço veto-

rial.
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Espaços Vetoriais sobre Z2 Subespaços Vetoriais

Demonstração: Seja U =
⋂︂

i∈I
Ui, onde I é o conjunto de índices e Ui são subespaços de V .

Assim, temos que:

(i) 0 ∈Ui,∀i ∈ I, pois todo Ui é um subespaço de V . Logo, 0 ∈U .

(ii) Suponhamos que u,v ∈ U . Então u,v ∈ Ui,∀i ∈ I. Logo, u+ v ∈ Ui, ∀i ∈ I. Portanto,

u+v ∈U .

(iii) Suponhamos que u ∈U e a ∈ K . Então u ∈Ui,∀i ∈ I, e como cada Ui é um subespaço,

segue que au ∈Ui,∀i ∈ I. Logo, au ∈U .

De (i), (ii) e (iii), segue que U é um subespaço de V .

■

Observação 1.10 A reunião de um número qualquer de subespaços de um espaço vetorial V nem

sempre é um subespaço de V , uma vez que se tomarmos um vetor em cada subespaço, a soma deles

pode não pertencer à reunião.

Exemplo 1.11 Sejam A ̸= ∅ e F(A) = {X ∈ P(A)|X é finito}, F(A) é um subespaço do Z2−espaço

vetorial P(A) dado no exemplo 1.3.

(i) O conjunto vazio é finito (com zero elemento) e assim pertence a F(A).

(ii) X ,Y ∈ F(A), implica a · X +b ·Y ∈ F(A) para todo a,b ∈Z2, pois

a = 0,b = 0=⇒ a · X +b ·Y =∅.

a = 1,b = 0=⇒ a · X +b ·Y = X .

a = 0,b = 1=⇒ a · X +b ·Y =Y .

a = 1,b = 1=⇒ a · X +b ·Y = X +Y = (X ∩Y c)∪ (X c ∩Y )⊂ X ∪Y .

Como ∅, X , Y e X ∪Y são finitos, segue que a · X +b ·Y ∈ F(A).

Observação 1.12 No exemplo anterior temos:

• Se A é finito então F(A)= P(A).

• Se A é infinito então necessariamente F(A) ̸= P(A), pois A ∈ P(A) e A ∉ F(A).

Por exemplo, Z ∈ P(Z), mas Z ∉ F(Z).

Exemplo 1.13 Seja (G, ·) um grupo. Considere o Z2−espaço vetorial P(G). Seja
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Espaços Vetoriais sobre Z2 Subespaços Vetoriais

Q(G)= {X ⊂G|X + gX ∈ F(G),∀g ∈G}.

Aqui, dado g ∈G, gX := {g · x|x ∈ X }, onde " · " indica a operação do grupo.

Observemos que:

• g(X ∪Y )= gX ∪ gY (claro).

• g(X ∩Y )= gX ∩ gY , pois g · x = g · y⇐⇒ g−1 · g · x = g−1 · g · y⇐⇒ x = y.

• gX c = (gX )c, pois G = gG = g(X ∪ X c)= gX ∪ gX c e ∅= g(X ∩ X c)= gX ∩ gX c.

• g(X+Y )= g[(X∩Y c)∪(X c∩Y )]= g(X∩Y c)∪g(X c∩Y )= [gX∩(gY )c]∪[(gX )c∩gY ]= gX+gY .

Agora, mostremos que Q(G) é um subespaço vetorial de P(G). De fato,

• Q(G) ̸= ∅, pois ∅∈Q(G).

• ∀X ,Y ∈Q(G), (X +Y )+ g(X +Y )= X +Y + gX + gY = (X + gX )+ (Y + gY ) ∈ F(G). Logo, X +Y ∈

Q(G).

• ∀k ∈Z2 e ∀X ∈Q(G),k ·X ∈Q(G) pois 0 ·X + g(0 ·X )=∅∈ F(G) e 1 ·X + g(1 ·X )= X + gX ∈ F(G).

Observação 1.14 Se X ∈ F(G) então X + gX será finito, para todo g ∈ G. Daí, X ∈ Q(G), isto é,

F(G)⊂Q(G). Além disso, F(G) é um subespaço vetorial de Q(G).

Observação 1.15 No caso em que G é finito temos que P(G)= F(G)=Q(G).

Definição 1.16 Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V . A soma de U e W , denotada por

U +W , consiste de todas as somas u+w, onde u ∈U e w ∈W , isto é,

U +W = {u+w|u ∈U e w ∈W}.

Teorema 1.17 A soma U +W dos subespaços U e W de V é também um subespaço de V .

Demonstração: Notemos que 0 = 0+0 ∈U +W , pois 0 ∈U e 0 ∈ W . Além disso, suponhamos

que u+w e u′+w′ pertencem a U +W , com u,u′ ∈ U e w,w′ ∈ W . Então, (u+w)+ (u′+w′) =

(u+u′)+ (w+w′) ∈U +W , e, para qualquer escalar k ∈ K ,k(u+w)= ku+kw ∈U +W .

Portanto, U +W é subespaço de V .

■
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Definição 1.18 Sejam V um K−espaço vetorial e U e W dois subespaços de V . Diremos que V é

soma direta de U e W se todo vetor v ∈ V pode ser escrito de uma única maneira, como v = u+w

onde u ∈U e w ∈W . Neste caso, escrevemos V =U ⊕W .

Teorema 1.19 O espaço vetorial V é soma direta de seus subespaços U e W se, e somente se,

(i) V =U +W ;

(ii) U ∩W = {0}.

Demonstração: (=⇒) Suponhamos que V =U ⊕W . Então, qualquer v ∈ V pode ser escrito de

maneira única na forma v = u+w, com u ∈U e w ∈W . Assim, em particular, V =U +W . Agora,

suponha v ∈U ∩W . Então,

(i) v = v+0, onde v ∈U ,0 ∈W , e

(ii) v = 0+v, onde 0 ∈U ,v ∈W .

Como tal soma deve ser única para v, então v = 0. De acordo com isso, U ∩W = {0}.

(⇐=) Agora, suponha que V = U +W e U ∩W = {0}. Seja v ∈ V . Como V = U +W , existem

u ∈U e w ∈W tais que v = u+w.

Mostremos que essa soma é única. Suponhamos também que v = u′+w′ onde u′ ∈U e w′ ∈W .

Então, u+w = u′+w′. Daí segue que u−u′ = w′−w ∈U ∩W pois u−u′ ∈U e w−w′ ∈W . Como

U ∩W = {0}, teremos u = u′ e w = w′ como queríamos.

■

Exemplo 1.20 O espaço R3 é soma direta dos subespaços:

U = {(x,0,0)|x ∈R} e W = {(0, y, z)| y, z ∈R},

pois pela definição temos que U ∩W = {(0,0,0)}. Por outro lado, para qualquer (x, y, z) ∈ R3, (x, y, z) =

(x,0,0)+ (0, y, z) ∈U +W .

Portanto, R3 =U ⊕W .

Definição 1.21 Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K e v1,v2, ...,vn ∈V . Qualquer vetor em

V da forma a1v1+a2v2+...+anvn, onde ai ’s ∈ K , é chamado uma combinação linear de v1,v2, ...,vn.
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Teorema 1.22 Seja S um subconjunto não vazio de V . O conjunto de todas as combinações lineares

de vetores em S, denotado por [S], é um subespaço de V contendo S, chamado subespaço gerado por

S. Além disso, se W é qualquer outro subespaço de V contendo S, então [S]⊂W .

Demonstração: Se v ∈ S, então v = 1 ·v ∈ [S]. Também [S] é não vazio, pois S é não vazio.

Agora suponhamos que u,w ∈ [S]. Assim, u = a1v1 + ...+ anvn e w = b1v1 + ...+ bnvn, onde

vi ’s ∈ S e ai ’s,b j ’s ∈ K .

Então, u+w = (a1 + b1)v1 + ...+ (an + bn)vn e, para qualquer escalar k ∈ K , k ·u = k · (a1v1 +

...+anvn) = k ·a1v1 + ...+ k ·anvn pertencem a [S], pois cada um é combinação linear de vetores

de S.

Deste modo, [S] é um subespaço de V .

Agora, suponha que W é um subespaço de V contendo S e sejam v1,v2, ...,vm ∈ S ⊂W .

Então todos os múltiplos a1v1,a2v2, ...,amvm ∈ W , onde ai ’s ∈ K , e portanto, a soma a1v1 +

a2v2 + ...+amvm ∈W . Ou seja, W contém todas as combinações lineares de elementos de S.

Consequentemente, [S]⊂W .

■

Observação 1.23 Segue do teorema anterior que [S] é o menor subespaço vetorial de V que contém

S.

Observação 1.24 [S] = [S ∪ {0}]. Isto é, acrescentando ou removendo o vetor nulo de um conjunto,

não mudamos o espaço gerado pelo conjunto.

Definição 1.25 Dizemos que um espaço vetorial V é finitamente gerado se existe S ⊂ V , S finito,

de maneira que V = [S].

Exemplo 1.26 Seja V o espaço vetorial R3. O subespaço gerado por qualquer vetor u, não nulo,

consiste em todos os múltiplos escalares de u. Geometricamente, é a reta que passa pela origem e pelo

ponto u. O espaço gerado por quaisquer dois vetores u e v que não são múltiplos um do outro é o

plano que passa pela origem e contém os vetores u e v.

Exemplo 1.27 Dados os vetores e1 = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1) e S =

{e1, e2, e3, e4}. Então R4 = [S]. De fato, dado x ∈ R4, x = (x1, x2, x3, x4), xi ’s ∈ R, temos que x =

x1(1,0,0,0)+ x2(0,1,0,0)+ x3(0,0,1,0)+ x4(0,0,0,1)= x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 ∈ [S]. Logo, R4 ⊂ [S].
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Por outro lado, se x ∈ [S], temos que x = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 = a1(1,0,0,0)+ a2(0,1,0,0)+

a3(0,0,1,0)+a4(0,0,0,1)= (a1,a2,a3,a4) ∈R4. Logo, [S]⊂R4.

Portanto, R4 = [S].

1.3 Base e Dimensão

Definição 1.28 Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K e v1,v2, ...,vn ∈V .

(i) Dizemos que os vetores v1,v2, ...,vn ∈V são linearmente dependentes (L.D.) sobre K, ou que

o subconjunto finito S = {v1,v2, ...,vn} de V é linearmente dependente se a1v1+a2v2+ ...+anvn = 0,

com ai ’s ∈ K , não todos nulos.

(ii) Os vetores são linearmente independentes (L.I.) sobre K, ou o subconjunto S é linear-

mente independente se não for linearmente dependente.

Observação 1.29 A relação a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0 será sempre válida se os ai ’s são todos 0. Se

essa relação é válida somente neste caso, isto é,

a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0 se, e somente se, a1 = 0,a2 = 0, ...,an = 0,

então os vetores são linearmente independentes. Por outro lado, se a relação a1v1+a2v2+...+anvn = 0

também é válida quando um dos ai ’s não é 0, então os vetores são linearmente dependentes.

Proposição 1.30 Os vetores não nulos v1,v2, ...,vn de um espaço vetorial V são linearmente depen-

dentes se, e somente se, um deles é combinação linear dos vetores precedentes.

Demonstração: (=⇒) Suponha que os vi ’s são linearmente dependentes. Então existem esca-

lares a1,a2, ...,an, não todos nulos, tais que a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0. Seja k o maior inteiro tal

que ak ̸= 0.

Assim, a1v1+ ...+akvk +0vk+1+ ...+0vn = 0 ou a1v1+ ...+akvk = 0. Se k = 1 então a1v1 = 0 e

como a1 ̸= 0 segue que v1 = 0. Mas os vi ’s são todos não-nulos, portanto k > 1 e vk =−a−1
k a1v1 −

...−a−1
k ak−1vk−1. Isto é, vk é uma combinação linear dos vetores precedentes.

(⇐=) Suponhamos vi = a1v1 +a2v2 + ...+ai−1vi−1. Então,

a1v1 +a2v2 + ...+ai−1vi−1 −vi +0vi+1 + ...+0vn = 0,
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e o coeficiente de vi não é nulo. Portanto, v1,v2, ...,vn são linearmente dependentes.

■

Consideremos um espaço vetorial sobre um corpo K . Vejamos algumas propriedades de

(in)dependência linear.

(L1) Se um conjunto finito S ⊂V contém o vetor nulo, então esse conjunto é L.D.

(L2) Se S = {u}⊂V e u ̸= 0, então S é L.I.

(L3) Sejam S1 e S2 subconjuntos finitos e não vazios de V , com S1 ⊂ S2. Se S1 (S2) é L.D. (L.I.),

então S2 (S1) também é L.D. (L.I.).

(L4) Se S = {u1,u2, ...,un} é L.I. e, para um certo u ∈ V tivermos S∪ {u} = {u1,u2, ...,un,u} L.D.,

então o vetor u é combinação linear dos vetores u1,u2, ...,un, isto é, u ∈ [S].

(L5) Se S = {u1, ...,u j, ...,un} e u j ∈ [S− {u j}] (ou seja, u j é combinação linear dos demais vetores

de S), então [S]= [S− {u j}].

Observação 1.31 Se dois dos vetores v1,v2, ...,vn são iguais, suponhamos v1 = v2, então os vetores

são dependentes, pois v1−v2+0v3+ ...+0vn = 0 e os coeficientes de v1 e v2 não são nulos. Isto também

segue da propriedade L3), pois S1 = {v1,v2} é L.D. e está contido em S2 = {v1,v2, ...,vn}.

Observação 1.32 Convencionaremos o conjunto ∅ como linearmente independente.

Definição 1.33 Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K . Dizemos que um subconjunto finito B

de V é uma base de V se

(i) [B]=V , isto é, B for um subconjunto gerador de V ,

(ii) B for linearmente independente.

Exemplo 1.34 Seja K um corpo qualquer. Consideremos o espaço vetorial V = Kn (vide exemplo 1.2)

que consiste de n−uplas de elementos de K . Os vetores

e1 = (1,0,0, ...,0,0)

e2 = (0,1,0, ...,0,0)

...
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en = (0,0,0, ...,0,1)

formam uma base B = {e1, e2, ..., en} chamada base canônica de Kn. De fato,

• B gera Kn, pois todo (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn, (x1, x2, ..., xn)= x1 · e1 + x2 · e2 + ...+ xn · en.

• B é linearmente independente, pois se a1 · e1+a2 · e2+...+an · en = (0,0, ...,0), então a1 = a2 = ...=

an = 0.

Exemplo 1.35 B = {{a}, {b}} é uma base do Z2−espaço vetorial P({a,b}) (exemplo 1.3), pois B gera

P({a,b}) e é L.I., pois se B fosse L.D. existiria k ∈ Z2 tal que {a} = k{b} e como k = 0 ou k = 1, então

{a}=∅ ou {a}= {b} (absurdo).

Definição 1.36 Sejam B = {v1,v2, ...,vn} uma base de um espaço vetorial V e v ∈ V , onde v = a1v1 +

a2v2 + ...+anvn. Os elementos a1,a2, ...,an são chamados coordenadas de v em relação à base B.

Proposição 1.37 Todo espaço vetorial finitamente gerado admite uma base.

Demonstração: Seja V um espaço vetorial finitamente gerado sobre K . Se V = {0}, então ∅ é

uma base de V devido às convenções a respeito para este caso.

Caso contrário, existe um subconjunto finito e não vazio S ⊂V , de forma que V = [S]. Como

S ̸= ∅, então existem subconjuntos não vazios de S que são L.I.. Tomemos um deles com o maior

número possível de elementos. Indicando por B esse subconjunto, afirmamos que B é base de V .

Devido à maneira como tomamos B, para todo u ∈ S−B teremos que B∪{u} é L.D.. Logo, u é

combinação linear dos elementos de B (pela propriedade (L4) de (in)dependência linear). Agora,

usando a (L5) de (in)dependência linear, conclui-se que [B]= [S]=V .

Como, por outro lado, B é L.I., pela maneira como foi construída, então B é uma base de V .

■

Observação 1.38 Um espaço vetorial sobre K pode ter mais de uma base. Por exemplo, B =

{(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} (base canônica) e C = {(1,0,0,0), (0,−2,0,0), (0,0,3,0),

(0,0,0,−1)} são bases do R4.

Nosso objetivo agora é mostrar que se V é um espaço vetorial finitamente gerado então todas as

bases de V tem o mesmo número de vetores. Para isto necessitamos dos seguintes lemas:

UFU-FAMAT 17



Espaços Vetoriais sobre Z2 Base e Dimensão

Lema 1.39 Seja B = {v1,v2, ...,vn} uma base de um espaço vetorial V . Se u ∈V e ainda se

u = a1v1 + ...+aivi + ...+anvn (1.1)

com ai ̸= 0, então C = {v1, ...,vi−1,u,vi+1, ...,vn} também é uma base de V .

Demonstração: Faremos a demonstração supondo i = 1 para facilitar o trabalho com os índi-

ces.

(i) Como a1 ̸= 0, da equação 1.1 segue que

v1 = bu+b2v2 + ...+bnvn (1.2)

onde b = a−1
1 ,b2 = −a−1

1 a2, ...,bn = −a−1
1 an. Seja w ∈ V . Então, como B é base de V , existem

c1, c2, ..., cn ∈ K de maneira que

w = c1v1 + c2v2 + ...+ cnvn (1.3)

substituindo 1.2 em 1.3 teremos:

w = (c1b)u+ (c1b+ c2)v2 + ...+ (c1bn + cn)vn.

Assim, fica provado que o espaço V é gerado por {u,v2, ...,vn}.

(ii) Suponhamos

xu+ x2v2 + ...+ xnvn = 0 (1.4)

com x, x2, ..., xn ∈ K . Substituindo 1.1 em 1.4 teremos:

(xa1)v1 + (xa2 + x2)v2 + ...+ (xan + xn)vn = 0.

Como B é L.I., desta última igualdade decorre que:

xa1 = 0, xa2 + x2 = 0, ..., xan + xn = 0.

Mas a1 ̸= 0. Logo, x = 0, x2 = 0, ..., xn = 0.
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Portanto, C é base de V .

■

Lema 1.40 Suponhamos que exista uma base de V com n vetores. Então se B = {v1,v2, ...,vn} ⊂ V é

L.I., e possui n vetores, B também é uma base de V .

Demonstração: Seja C = {u1,u2, ...,un} uma base de V . Então

v1 = a1u1 +a2u2 + ...+anun (a1,a2, ...,an ∈ K).

Não podemos ter todos os escalares nesta igualdade nulos, pois isto implicaria que v1 = 0 o

que é impossível já que o conjunto B é L.I.. Logo, um dos ai ’s não é nulo. Suponhamos a1 ̸= 0. O

lema 1.39 nos assegura então que {v1,u2, ...,un} é uma base de V . Portanto, v2 é uma combinação

liner deste conjunto, ou seja, existem b1,b2, ...,bn ∈ K de maneira que

v2 = b1v1 +b2u2 + ...+bnun.

Também não podemos ter b2 = b3 = ...= bn = 0, senão {v1,v2} seria L.D. e, portanto o mesmo

aconteceria como conjunto B. Admitindo que b2 ̸= 0 teremos, de acordo com o lema anterior, que

{v1,v2,u3, ...,un} é também uma base de V . A repetição deste raciocínio nos levará à conclusão

de que {v1,v2, ...,vn} é uma base de V .

■

Lema 1.41 Suponhamos que V tenha uma base com n vetores. Então todo subconjunto de V que

seja L.I. tem no máximo n vetores (ou equivalentemente, qualquer subconjunto de V com mais de n

vetores é L.D.).

Demonstração: Suponhamos que exista S = {v1, ...,vn,vn+1, ...,vt} ⊂ V que tenha t > n vetores

e é um subconjunto L.I.. Logo B = {v1, ...,vn} é base de V por causa do lema anterior. Daí,

∃a1,a2, ...,an ∈ K ; vn+1 = a1v1 +a2v2 + ...+anvn.

Então a1v1+a2v2+ ...+anvn + (−1)vn+1 = 0 o que mostra que o conjunto S é L.D. (absurdo).
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■

Teorema 1.42 (Invariância). Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Então todas as bases

de V têm o mesmo número de vetores.

Demonstração: Sejam B = {v1,v2, ...,vn} e C = {u1,u2, ...,um} duas bases quaisquer de V . Pelo

lema anterior, como B é base de V e C é L.I., então m ≤ n. Analogamente, como C é base de V e

B é L.I., então n ≤ m. Portanto, m = n.

■

Definição 1.43 Seja V um espaço vetorial sobre K finitamente gerado. Denomina-se dimensão de

V sobre K (ou simplesmente dimensão de V), o número de vetores de uma base qualquer de V .

Notação: dimKV ou dimV (quando estiver claro o corpo considerado). Diz-se também, neste

caso, que V é um espaço de dimensão finita n, onde n = dimKV ou que V é um espaço vetorial

n−dimensional.

Exemplo 1.44 dimZ2 P({a,b}) = 2, visto que {{a}, {b}} é uma base de P({a,b}) (vide exemplo 1.35). De

modo geral, se A = {a1,a2, ...,an}, considerando o Z2−espaço vetorial V = P(A), pode-se verificar que,

B = {{a1}, {a2}, ..., {an}} é uma base de V e portanto dimZ2 P({a1,a2, ...,an})= n.

Teorema 1.45 (Complemento). Seja V um espaço vetorial de dimensão n ≥ 1. Supondo que

{v1,v2, ...,vr}⊂V é um subconjunto L.I. com r vetores e r < n, então existem n− r vetores vr+1, ...,vn ⊂

V , de maneira que B = {v1, ...,vr,vr+1, ...,vn} é uma base de V .

Demonstração: Tomemos uma base C = {u1, ...,un} de V e formemos o conjunto S =

{v1, ...,vr,u1, ...,un}.

Dentre os subconjuntos de S que são L.I. e que contém v1, ...,vr tomemos um com o maior

número possível de elementos. Seja

B = {v1, ...,vr,u1, ...,us}

esse conjunto. (Aqui particularizamos em B a sequência dos índices dos elementos ui ’s, o que

não traz prejuízo à demonstração).

Mostremos que B é uma base de V . Decorre da própria escolha desse conjunto que ele é L.I..

Por outro lado, u1, ...,us são obviamente combinações lineares de B. O mesmo se pode dizer
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de us+1, ...,un devido à propriedade (L4) de (in)dependência linear. Sendo todos os vetores de

C combinações de B, conclui-se, pelo fato de C ser uma base de V , que todos os vetores de V

também são combinações lineares de B.

Portanto, B é uma base de V .

■

Nem todo espaço vetorial V sobre um corpo K é finitamente gerado e consequentemente possui

uma base finita. Agora, vamos definir espaço vetorial de dimensão infinita. Para tanto precisamos

estender o conceito de subconjuntos L.D. e L.I..

Definição 1.46 Seja V um espaço vetorial sobre K . Um subconjunto S (não necessariamente fi-

nito) de V é linearmente dependente (ou simplesmente dependente) se existem vetores distintos

v1,v2, ...,vn em S e escalares a1,a2, ...,an em K , não todos nulos, tais que a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0.

Um conjunto que não é linearmente dependente é dito linearmente independente.

Definição 1.47 Seja V um espaço vetorial sobre K . Uma base de V é um conjunto linearmente

independente de vetores de V que gera o espaço V . O espaço V é de dimensão infinita se ele possui

uma base infinita, e neste caso escrevemos dimKV =∞.

Exemplo 1.48 Sejam K = R e V = K∞ = {(x1, x2, ...)|xi ∈ K}. Considerando sobre K∞ as operações

dadas por:

(x1, x2, ...)+ (y1, y2, ...)= (x1 + y1, x2 + y2, ...) e

k(x1, x2, ...)= (kx1,kx2, ...),

pode-se verificar que K∞ é um espaço vetorial sobre K .

Seja W = {(x1, x2, ...) ∈V |∃n0 ∈N∗; xn = 0,∀n > n0} (conjunto das sequências quase nulas). Pode-se

mostrar que W é um subespaço de K∞. Considere o subconjunto infinito B = {e1 = (1,0,0, ...), e2 =

(0,1,0, ...), ...} de W . Então,

• B é L.I., pois se e i1 , e i2 , ..., e ir ∈ B e a1e i1 +a2e i2 + ...+ar e ir = 0= (0,0, ...,0) com a1,a2, ...,ar ∈ K ,

então claramente a1 = a2 = ...= ar = 0.

• B gera W visto que, se w ∈ W , então ∃r ∈ N tal que w = (x1, x2, ...) com xn = 0,∀n > r. Daí,

w = x1e1 + x2e2 + ...+ xr er, ou seja, w é uma combinação linear de elementos de B.

Assim, B é uma base infinita de W e portanto W é um espaço vetorial de dimensão infinita.
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Exemplo 1.49 Seja A um conjunto infinito. Considere o Z2−espaço vetorial de P(A),F(A) = {X ⊂

A|X é finito}. Seja B = {{x}|x ∈ A} o conjunto de todos os subconjuntos unitários de A. Então B é uma

base infinita de F(A), e portanto F(A) é um espaço vetorial de dimensão infinita. Com efeito,

• B é L.I., pois dados {x1}, {x2}, ..., {xn} ∈ B e a1,a2, ...,an ∈ Z2, como {xi}+ {x j} = {xi, x j} (se i ̸= j),

então

a1{x1}+a2{x2}+ ...+an{xn}=∅⇐⇒ a1 = a2 = ...= an = 0.

• B gera F(A), pois ∀X ∈ F(A),

X = {y1, y2, ..., yr}= 1{y1}+1{y2}+ ...+1{yr}.

Em particular, dimZ2 F(Z)=∞ e B = {..., {−1}, {0}, {1}, {2}, ...} é uma base de F(Z). Note que B não

é base de P(Z) pois, N ∈ P(Z) mas N não é gerado pelos elementos de B (não existe {x1}, {x2}, ..., {xn}

em B e a1,a2, ...,an ∈ Z2 tais que a1{x1}+ a2{x2}+ ...+ an{xn} = N pois a1{x1}+ a2{x2}+ ...+ an{xn} ⊂

{x1, x2, ..., xn} ̸=N).

Observação 1.50 Se um espaço vetorial V possui uma base B infinita, então V não possui base

finita, pois se existisse C = {v1, ...,vn} base finita de V , então V seria finitamente gerado e daí con-

siderando um subconjunto qualquer com n vetores (da base infinita B): B1 = {u1, ...,un} ⊂ B, como

B é L.I., B1 também é L.I. e portanto, pelo lema 1.40, B1 seria uma base de V . Daí, para todo

u ∈ B−B1,B1 ∪ {u}⊂ B é L.D. e consequentemente B seria L.D., o que é uma contradição.

Proposição 1.51 Todo subespaço vetorial de um espaço finitamente gerado é também finitamente

gerado.

Demonstração: Sejam V finitamente gerado e W um subespaço vetorial de V . Se W = {0},

nada há a provar. Senão, tomemos w1 ∈W . Se W = {b1w1|b1 ∈ K}, está provado.

Senão, existe w2 ∈ W , que não é da forma b1w1, isto é, {w1,w2} é L.I.. Se W é gerado por

{w1,w2}, está terminado.

Senão, existe w3 ∈ W , que não é combinação linear de {w1,w2}. E assim por diante. Este

processo deve parar senão haveria em V um conjunto L.I. e infinito.

■
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Teorema 1.52 Seja W um subespaço de um espaço vetorial V n−dimensional. Então dim W ≤ n.

Em particular, se dim W = n, então W =V .

Demonstração: Como V é de dimensão n, quaisquer n+1 ou mais vetores são linearmente

dependentes. Além disso, como uma base de W consiste em vetores linearmente independentes,

não pode conter mais que n elementos. De acordo com isso, dim W ≤ n. Em particular, se

{w1, ...,wn} é base de W , então como é um conjunto linearmente independente com n elementos

é também base de V .

Portanto, W =V quando dim W = n.

■

Corolário 1.53 Se W é um subespaço vetorial de V de dimensão infinita então V também é um

espaço vetorial de dimensão infinita.

Demonstração: Se a dimensão de V fosse finita então pelo teorema anterior a dimensão de W

também seria finita, o que é uma contradição.

■

Teorema 1.54 Sejam V um K−espaço vetorial e U e W dois subespaços vetoriais de V de dimensão

finita. Então U +W tem dimensão finita e

dim(U +W)= dim U +dim W −dim(U ∩W).

Note que, se V é a soma direta de U e W , isto é, V =U ⊕W , então dim(U +W)= dim U +dim W .

Demonstração: Primeiramente, observe que U ∩W é um subespaço de U e W .

Agora, suponhamos que dim U = m, dim W = n, dim(U ∩W)= r e B1 = {v1,v2, ...,vr} é base

de U ∩W . Como B1 é L.I. em U e em W , o teorema do complemento nos garante a existência de

u1,u2, ...,us ∈U e w1,w2, ...,wt ∈W de tal modo que B2 = {v1,v2, ...,vr,u1,u2, ...,us} é uma base de

U e que B3 = {v1,v2, ...,vr,w1,w2, ...,wt} é uma base de W .

Mostremos que B = {v1,v2, ...,vr,u1,u2, ...,us,w1,w2, ...,wt} é uma base de U +W .

(i) Seja v ∈U +W . Então v = u+w (u ∈U ,w ∈W).
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Sendo B2 e B3 bases de U e W , respectivamente, podemos representar:

u = a1v1 + ...+arvr +b1u1 + ...+bsvs e

w = a′
1v1 + ...+a′

rvr +b′
1w1 + ...+b′

twt

onde ai ’s, a′
i ’s, bi ’s, b′

i ’s ∈ K .

Daí,

v = u+w = (a1 +a′
1)v1 + ...+ (ar +a′

r)vr +b1u1 + ...+bsus +b′
1w1 + ...+b′

twt.

Logo, [B]=U +W .

(ii) Suponhamos

a1v1 + ...+arvr +b1u1 + ...+bsus + c1w1 + ...+ ctwt = 0. (1.5)

Assim, a1v1 + ...+arvr +b1u1 + ...+bsus =−c1w1 − ...− ctwt.

Como o primeiro membro desta última igualdade está em U e o segundo está em W e se

trata do mesmo vetor, então −c1w1 − ...− ctwt ∈U ∩W . Logo, existem d1, ...,dr ∈ K tais que

−c1w1 − ...− ctwt = d1v1 + ...+drvr

ou seja,

d1v1 + ...+drvr + c1w1 + ...+ ctwt = 0.

Do fato de B3 ser L.I., conclui-se então que d1 = ... = dr = c1 = ... = ct = 0. Mas se c1 = ... =

ct = 0, a igualdade 1.5 fica:

a1v1 + ...+arvr +b1u1 + ...+bsus = 0.

Lembrando que o conjunto B2 também é L.I. e teremos que

a1 = ...= ar = b1 = ...= bs = 0.
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Com isso, provamos que B é um conjunto L.I..

Finalmente, observando que dim(U ∩W) = r,dim U = r+ s,dim W = r+ t e dim(U +W) =

r+ s+ t, obtemos que

dim(U +W)= dim U +dim W −dim(U ∩W).

■

Teorema 1.55 Sejam V um espaço vetorial tal que dim V = n > 1 e U ⊂ V um subespaço. Então

existe W ⊂V subespaço tal que V =U ⊕W .

Demonstração: Como U ⊂ V é um subespaço, então U possui uma base. Seja B1 =

{u1,u2, ...,ur} uma base de U com r < n.

Pelo teorema do complemento, existe um conjunto B2 = {ur+1,ur+2, ...,un} tal que B = B1 ∪

B2 = {u1,u2, ...,ur,ur+1,ur+2, ...,un} é base de V .

Assim, tomando W = [B2], temos claramente U +W ⊂V .

Por outro lado, se v ∈V então

v = a1u1 +a2u2 + ...+arur +ar+1ur+1 +ar+2ur+2 + ...+anun.

Como a1u1+a2u2+ ...+arur ∈U e ar+1ur+1+ar+2ur+2+ ...+anun ∈W , temos que v ∈U +W

e assim V ⊂U +W . Logo, V =U +W .

Mostremos agora que U ∩W = {0}. Seja x ∈U ∩W . Então x ∈U e x ∈W . Logo,

x = a1u1 +a2u2 + ...+arur e x = ar+1ur+1 +ar+2ur+2 + ...+anun, com ai ’s ∈ K .

Daí,

0= x− x = a1u1 +a2u2 + ...+arur −ar+1ur+1 −ar+2ur+2 − ...−anun.

Como {u1,u2, ...,ur,ur+1,ur+2, ...,un} é L.I., segue que ai ’s = 0.

Logo, x = 0 e U ∩W = {0}.

Portanto, V =U ⊕W .

UFU-FAMAT 25



Espaços Vetoriais sobre Z2 Transformações Lineares

■

1.4 Transformações Lineares

Definição 1.56 Sejam U e V espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K . Uma aplicação F : U → V é

uma transformação linear (ou aplicação linear, ou homomorfismo de espaços vetoriais) se

(i) F(u+w)= F(u)+F(w), para todo u,w ∈U ;

(ii) F(ku)= kF(u), para todo u ∈U e todo k ∈ K .

Observação 1.57 Em (ii) da definição acima, substituindo k = 0 obtemos F(0) = 0, isto é, toda

transformação linear leva vetor nulo em vetor nulo.

Observação 1.58 Para quaisquer escalares a,b ∈ K e quaisquer vetores u,w ∈U , aplicando as duas

condições de linearidade, obtemos

F(au+bw)= F(au)+F(bw)= aF(u)+bF(w).

Mais geralmente, para quaisquer escalares ai ∈ K e quaisquer vetores vi ∈U , obtemos a proprie-

dade básica de transformações lineares

F(a1u1 +a2u2 + ...+anun)= a1F(u1)+a2F(u2)+ ...+anF(un).

A condição F(au+ bw) = F(au)+F(bw) = aF(u)+ bF(w) é usada algumas vezes como definição,

pois ela as caracteriza completamente.

Definição 1.59 Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K . Uma aplicação F : U →V é denominada

um isomorfismo do espaço vetorial U no espaço vetorial V se F é uma transformação linear bijetora.

Os espaços vetoriais U e V são ditos isomorfos se existe um isomorfismo de U sobre V .

Definição 1.60 Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre um corpo K e F : U →V uma transformação

linear.

(i) O conjunto {v ∈ V |F(u) = v, para algum u ∈U} é chamado imagem de F e será denotado por

ImF;

(ii) O conjunto {u ∈U |F(u)= 0} é chamado núcleo ou kernel de F e será denotado por K erF.
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Teorema 1.61 Seja F : U → V uma transformação linear. Então, o núcleo e a imagem de F são

subespaços de U e V , respectivamente.

Demonstração: (i) Como F(0) = 0 segue que 0 ∈ K erF. Agora, sejam u,w ∈ K erF. Então

F(u)= 0 e F(w)= 0.

Assim, para quaisquer a,b ∈ K ,

F(au+bw)= aF(u)+bF(w)= a0+b0= 0.

Logo, au+bw ∈ K erF e portanto o núcleo de F é um subespaço de U .

(ii) Como F(0) = 0 segue que 0 ∈ ImF. Sejam a,b ∈ K e suponhamos v,v′ ∈ ImF. Então

existem u e u′ em U tais que F(u)= v e F(u′)= v′. Daí,

F(au+bu′)= aF(u)+bF(u′)= av+bv′ ∈ ImF.

Assim, a imagem de F é um subespaço de V .

■

Proposição 1.62 Seja F : U →V uma transformação linear.

(i) F é injetora se, e somente se, K erF = {0}.

(ii) F é sobrejetora se, e somente se, ImF =V .

Demonstração: (i) (=⇒) Temos sempre que {0}⊂ K erF pois F(0)= 0. Agora falta mostrar que

K erF ⊂ {0}.

Para isto, seja u ∈ K erF. Assim,

F(u)= 0= F(0),

e como F é injetora segue que u = 0. Logo, K erF ⊂ {0}.

Portanto, K erF = {0}.

(⇐=) Suponhamos agora que K erF = {0} e sejam u,w ∈U tais que F(u)= F(w). Então,

0= F(u)−F(w)= F(u)+F(−w)= F(u−w).
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Logo, u−w ∈ K erF = {0} e daí u = w.

Portanto, F é injetora.

(ii) É óbvia.

■

Teorema 1.63 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e F : U → V uma transformação

linear. Então,

dimU = dim(K erF)+dim(ImF).

Demonstração: Sejam V ′ = ImF e W = K erF e suponha que dim U = n. Como W é um

subespaço de U então sua dimensão é finita, digamos dim W = r ≤ n.

Seja B1 = {w1,w2, ...,wr} uma base de W . Pelo teorema do complemento, existem

u1,u2, ...,un−r ∈U de maneira que B = {w1, ...,wr,u1,u2, ...,un−r} é base de U .

Agora, seja B2 = {F(u1),F(u2), ...,F(un−r)}. Mostremos que B2 é base de V ′.

Para qualquer v ∈ V ′ existe u ∈U tal que F(u) = v. Como B = {w1,w2, ...,wr,u1,u2, ...,un−r}

gera U , então existem a1, ...,ar,b1, ...,bn−r ∈ K de modo que u = a1w1 +a2w2 + ...+arwr +b1u1 +

b2u2 + ...+bn−run−r. Assim,

v = F(u)= F(a1w1 +a2w2 + ...+arwr +b1u1 +b2u2 + ...+bn−run−r)=

a1F(w1)+a2F(w2)+ ...+arF(wr)+b1F(u1)+b2F(u2)+ ...+bn−rF(un−r).

Mas F(wi)= 0,∀i = 1, ..., r pois wi ’s ∈ K erF. Então,

v = F(u)= b1F(u1)+b2F(u2)+ ...+bn−rF(un−r)

e portanto B2 gera V ′.

Suponhamos que a1F(u1)+a2F(u2)+ ...+an−rF(un−r) = 0, ai ’s ∈ K . Então, F(a1u1 +a2u2 +

...+an−run−r)= 0 e assim a1u1 +a2u2 + ...+an−run−r ∈W .

Como B1 gera W temos que existem b1,b2, ...,br ∈ K tais que

a1u1 +a2u2 + ...+an−run−r = b1w1 +b2w2 + ...+brwr ou
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a1u1 +a2u2 + ...+an−run−r −b1w1 −b2w2 − ...−brwr = 0.

Mas B = {w1,w2, ...,wr,u1,u2, ...,un−r} é base de U e portanto a1,a2, ...,ar,b1,b2, ...,bn−r são

todos nulos. Em particular, a1 = ...= ar = 0.

Logo, B2 é linearmente independente.

Assim, B2 é base de V ′ e dim V ′ = n− r.

Portanto, dim U = n = r+n− r = dim(K erF)+dim(ImF).

■

Corolário 1.64 Sejam U e V espaços vetoriais sobre um corpo K com a mesma dimensão finita n e

suponhamos F : U →V uma transformação linear. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

(i) F é sobrejetora.

(ii) F é bijetora.

(iii) F é injetora.

(iv) F transforma base de U em base de V , isto é, se B é uma base de U então F(B) é base de V .

Demonstração: (i)=⇒ (ii) Como F é sobrejetora, segue pela proposição 1.62(ii) que ImF =V

e assim dim(ImF) = dimV = n = dimU . Daí, pelo teorema anterior, dim(K erF) = 0. O que

implica que K erF = {0} e então pela proposição 1.62(i), F é injetora.

Portanto, F é bijetora.

(ii)=⇒ (iii) É óbvia.

(iii) =⇒ (iv) Seja B = {u1, ...,un} uma base de U . Mostremos que F(B) = {F(u1), ...,F(un)}

é uma base de V . Observe que F(B) tem tantos vetores quanto B pelo fato de F ser injetora.

Então, pelo lema 1.40, é necessário provarmos apenas que F(B) é linearmente independente.

Suponhamos a1, ...,an ∈ K e a1F(u1)+ ...+anF(un)= 0.

Pela linearidade de F, temos que F(a1u1 + ...+ anun) = 0. Sendo F injetora, segue que

a1u1 + ...+anun = 0. Como B é L.I. conclui-se que a1 = ...= an = 0.

Assim, F(B) é L.I. e portanto é base de V .

(iv) =⇒ (i) Seja v ∈ V . Tomando uma base B = {u1, ...,un} de U , então nossa hipótese nos

garante que F(B)= {F(u1), ...,F(un)} é uma base de V .
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Logo, v é combinação linear dos elementos de F(B), ou seja,

v = a1F(u1)+ ...+anF(un)= F(a1u1 + ...+anun), com ai ’s ∈ K .

Como a1u1 + ...+anun ∈U , segue que todo elemento de V é imagem por F de um elemento

de U , isto é, F é sobrejetora.

■

Lema 1.65 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K , ambos de dimensão n. Se B = {u1, ...,un}

e C = {v1, ...,vn} são bases de U e V , respectivamente, então F : U → V definida por

F

(︄
n∑︂

i=1
αiui

)︄
=

n∑︂

i=1
αivi, ∀αi ∈ K , é um isomorfismo de U em V .

Teorema 1.66 Dois espaços vetoriais U e V de dimensão finita são isomorfos se, e somente se,

dimU = dimV .

Demonstração: (=⇒) Sejam B = {u1, ...,un} uma base de U e F : U →V um isomorfismo. Como

F é bijetora segue, pelo corolário 1.64, que F(B) = {F(u1), ...,F(un)} é uma base de V , ou seja,

F(B) tem tantos elementos como B. Logo, dimU = dimV .

(⇐=) Segue do lema anterior.

■

1.5 Espaços Quocientes

Sejam V um espaço vetorial sobre K e W um subespaço de V . Vamos construir um espaço

vetorial chamado de espaço quociente de V por W e que será denotado por V /W .

Primeiro, vamos definir uma relação de equivalência ∼ nos elementos do espaço V .

Dados v1,v2 ∈V , dizemos que v1 ∼ v2 se v1 −v2 ∈W .

Tal relação é uma relação de equivalência em V .

Para um vetor v ∈V , indicamos por v a sua classe de equivalência, isto é,

v = {u ∈V |u ∼ v}.
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Se escrevemos v+W para representar o conjunto de somas v+w, com w ∈W , isto é,

v+W = {v+w|w ∈W},

obtemos

v = {u ∈V |u ∼ v}

= {u ∈V |u−v = w ∈W}

= {v+w|w ∈W}

= v+W .

Esses conjuntos são chamados classes laterais de W em V .

Exemplo 1.67 Tome o Z2−espaço vetorial, V = P(Z∗
5) (exemplo 1.3) e seja W = {∅, {1}, {4}, {1,4}}. É

fácil verificar que W é um subespaço de P(Z∗
5) e temos

{1}+W = {{1}+∅, {1}+ {1}, {1}+ {4}, {1}+ {1,4}}= {{1},∅, {1,4}, {4}}=W =∅+W = {1,4}+W = {4}+W .

{2}+W = {{2}, {1,2}, {2,4}, {1,2,4}}= {1,2}+W = {2,4}+W = {1,2,4}+W .

{3}+W = {{3}, {1,3}, {3,4}, {1,3,4}}= {1,3}+W = {3,4}+W = {1,3,4}+W .

{2,3}+W = {{2,3}, {1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}= {1,2,3}+W = {2,3,4}+W =Z∗
5 +W .

Proposição 1.68 As classes laterais de W em V particionam V em conjuntos mutuamente distintos.

Isto é,

(i) duas classes laterais quaisquer u+W e v+W ou são idênticas ou são disjuntas.

(ii) cada v ∈V pertence a uma classe. De fato, v ∈ v+W .

Teorema 1.69 Seja W um subespaço de um espaço vetorial sobre um corpo K . Então V /W := {v+

W |v ∈ V } (conjunto de todas as classes laterais de W em V ) é um espaço vetorial sobre K com as

seguintes operações de adição e multiplicação por escalar:

(i) (u+W)+ (v+W)= (u+v)+W ;

(ii) k(v+W)= kv+W , com k ∈ K .

Definição 1.70 O espaço vetorial V /W é chamado espaço quociente de V por W .
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Observação 1.71 Sejam V um espaço vetorial e W um subespaço de V .

(i) Se W =V então V /W =V /V = {0+V }= {V }, pois v+V = 0+V ,∀v ∈V ;

(ii) Se W = {0} então V /{0} = {v+0|v ∈ V } que é isomorfo a V (pois a aplicação v+ {0} ↦−→ v é um

isomorfismo de V /{0} em V ).

A dimensão de V /W está relacionada com a dimensão de V e de W , conforme mostra o teorema

abaixo.

Teorema 1.72 Seja W um subespaço vetorial de V . Suponhamos que {w1,w2, ...,wr} é uma base de

W e que o conjunto de classes laterais {v1,v2, ...,vs}, onde v j = v j +W é uma base de V /W . Então

B = {v1,v2, ...,vs,w1,w2, ...,wr} é uma base de V e assim, dim V = dim W +dim V /W .

Demonstração: Considere u ∈ V . Como {v1,v2, ...,vs} é uma base de V /W e u = u+W ∈ V /W ,

então existem a1,a2, ...,as ∈ K tais que

u = u+W = a1v1+a2v2+ ...+asvs = a1(v1+W)+a2(v2+W)+as(vs+W)= (a1v1+W)+ (a2v2+

W)+ ...+ (asvs +W)= (a1v1 +a2v2 + ...+asvs)+W .

Assim, u−a1v1−a2v2− ...−asvs ∈W . Daí, existe w ∈W tal que u−a1v1−a2v2− ...−asvs = w.

Logo, u = a1v1 +a2v2 + ...+asvs +w. Como {w1,w2, ...,wr} é uma base de W ,

u = a1v1 +a2v2 + ...+asvs +b1w1 +b2w2 + ...+brwr,

com b1,b2, ...,br ∈ K .

Consequentemente, B gera V .

Mostremos agora que B é linearmente independente. Sejam c1, c2, ..., cs,d1,d2, ...,dr ∈ K e

suponhamos

c1v1 + c2v2 + ...+ csvs +d1w1 +d2w2 +drwr = 0. (1.6)

Então, c1v1 + c2v2 + ...+ csvs = −d1w1 − d2w2 − drwr ∈ W pois {w1,w2, ...,wr} é base de W e

portanto c1v1 + c2v2 + ...+ csvs ∈W também. Assim,

(c1v1 + c2v2 + ...+ csvs)+W = 0+W ⇐⇒ c1(v1 +W)+ c2(v2 +W)+ ...+ cs(vs +W) = 0+W ⇐⇒

c1v1 + c2v2 + ...+ csvs = 0.

Como {v1,v2, ...,vs} é L.I. segue que os ci ’s são todos nulos. Substituindo na equação 1.6

obtemos que d1w1 +d2w2 + ...+drwr = 0. Mas {w1,w2, ...,wr} é base de W , logo os di ’s = 0. Daí,
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B é linearmente independente.

Portanto, B é base de V e dim V = dim W +dim V /W .

■

Observação 1.73 Poderíamos demonstrar o teorema anterior usando o teorema 1.63 por considerar

F : V → V /W tal que F(v) = v+W e observar que F é uma transformação linear sobrejetora com

K erF =W .

Exemplo 1.74 Considere V = P(Z∗
5) e W o subespaço de V dado no exemplo 1.67. Temos que

dimZ2 P(Z∗
5) = 4 (pois Z∗

5 tem 4 elementos) e dimZ2W = 2. Logo, dimZ2 P(Z∗
5)/W = 4− 2 = 2. Note

que, P(Z∗
5)/W = {W , {2}+W , {3}+W , {2,3}+W} e {{2}+W , {3}+W} é uma base de P(Z∗

5)/W .

Observação 1.75 Considerando em P(Z∗
5) os subespaços Q(Z∗

5) e F(Z∗
5), como P(Z∗

5) é finito então

P(Z∗
5)=Q(Z∗

5)= F(Z∗
5) e assim, dimZ2 P(Z∗

5)/Q(Z∗
5)= 0= dimZ2Q(Z∗

5)/F(Z∗
5).

Exemplo 1.76 Consideremos V = R3 e W = {(x, y, z) ∈ R3| y− z = x − z = 0}. Mostremos que B =

{(1,0,0)+W , (0,1,0)+W} é uma base de R3/W . De fato, temos que se w = (x, y, z) ∈ W então y = z e

x = z. Assim, x = y= z e w = x(1,1,1). Logo, W = [(1,1,1)],C = {(1,1,1)} é base de W e dim W = 1.

Deste modo, pelo teorema anterior, dim R3/W = 3− 1 = 2. Logo qualquer subconjunto L.I. do

espaço R3/W formado por apenas dois vetores será uma base de R3/W . Seja B = {(1,0,0)+W , (0,1,0)+

W}.

Para quaisquer a,b ∈ K ,

a[(1,0,0)+W]+b[(0,1,0)+W]= (0,0,0)+W ⇐⇒ [a(1,0,0)+b(0,1,0)]+W = (0,0,0)+W ⇐⇒ a(1,0,0)+

b(0,1,0)−(0,0,0) ∈W ⇐⇒ a(1,0,0)+b(0,1,0)= c(1,1,1)⇐⇒ a(1,0,0)+b(0,1,0)−c(1,1,1)= (0,0,0)⇐⇒

a = b = c = 0.

Daí, B é L.I. e portanto é base do R3/W .
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CAPÍTULO 2

Módulos

Neste capítulo apresentamos uma introdução à Teoria de Módulos, assunto muito importante

em Álgebra Homológica. Além do conceito de módulo sobre um anel, estudamos o conceito de submó-

dulos, homomorfismos entre módulos e alguns dos principais resultados envolvendo homomorfismos

de módulos.

2.1 Definição e Exemplos

Definição 2.1 Seja A um anel com unidade. Diz-se que um conjunto não vazio M é um módulo

à esquerda sobre A (ou um A−módulo à esquerda) se M é um grupo abeliano em relação a uma

operação, que indicaremos por +, e está definida uma lei de composição externa que a cada par

(α,m) ∈ A × M associa um elemento αm ∈ M e tal que, para todos α1,α2 ∈ A e todos m1,m2 ∈ M,

verifica:

(i) α1(α2m1)= (α1α2)m1;

(ii) α1(m1 +m2)=α1m1 +α1m2;

(iii) (α1 +α2)m1 =α1m1 +α2m1;

(iv) 1 ·m1 = m1.

Observação 2.2 (i) De forma análoga pode-se definir a noção de A−módulo à direita, considerando

multiplicação à direita por elementos do anel.

(ii) Às vezes, a noção de módulo se define para anéis sem unidade. Neste caso se omite a con-
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dição (iv) da definição acima. No que segue estudaremos sempre módulos à esquerda sobre anéis

com unidade; não havendo perigo de confusão, usaremos simplesmente, a expressão A−módulo. Da

mesma forma, falaremos apenas de anéis, subentendendo que todos os anéis considerados são anéis

com unidade.

Exemplo 2.3 Todo espaço vetorial sobre um corpo K é um K−módulo.

Exemplo 2.4 Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um módulo sobre o anel Z dos

números inteiros definindo o produto de um inteiro n por um elemento g ∈G por:

ng = g+ ...+ g (n vezes) se n > 0;

ng = (−g)+ ...+ (−g) (|n| vezes) se n < 0;

0 · g = 0.

Exemplo 2.5 Seja I um ideal à esquerda de um anel A. Então, I admite uma estrutura de

A−módulo com a soma induzida pela soma de A e a multiplicação por escalares definida pela mul-

tiplicação de A.

Exemplo 2.6 Todo anel pode ser considerado como um módulo sobre si mesmo. Isto é um caso

particular do exemplo anterior, onde tomamos I = A. Às vezes interessará distinguir entre o anel A e

o mesmo conjunto considerado como A−módulo.

Exemplo 2.7 Seja G um grupo abeliano. Indicaremos por End(G) o conjunto de todos os endomor-

fismos de G. Neste conjunto pode-se introduzir uma estrutura de anel definindo soma e produto de

dois endomorfismos f , g ∈ End(G) por:

( f + g)(x)= f (x)+ g(x), ∀x ∈G

( f · g)(x)= f (g(x)), ∀x ∈G.

Pode-se definir em G uma estrutura de End(G)−módulo associando a cada par ( f , x) ∈ End(G)×

G o elemento f · x = f (x) ∈G.

Exemplo 2.8 Sejam A um anel e X um conjunto qualquer. Indicaremos por AX o conjunto de todas

as funções de domínio X a valores em A.
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AX admite uma estrutura de A−módulo, definindo a soma de funções puntualmente, como no

exemplo anterior, e a multiplicação à esquerda por elementos de A associando a cada par (a, f ) ∈

A× AX a função a · f ∈ AX definida por:

(af )(x)= a · f (x), ∀x ∈ X .

Exemplo 2.9 Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K e T : V →V uma transformação linear.

Dado um polinômio f ∈ K[X ] da forma f = a0+a1X + ...+anX n indicaremos por f (T) a transfor-

mação linear f (T)= a0I+a1T+...+anTn (onde I indica a função identidade de V em V e Th = T◦Th−1

com T1 = T).

Pode-se introduzir em V uma estrutura de K[X ]−módulo, conservando a soma de V e associando

a cada par ( f ,v) ∈ K[X ]×V o elemento f (T)(v) ∈V ( f (T)(v) indica a função f (T) aplicada no vetor v).

Exemplo 2.10 Sejam I um ideal bilateral de um anel A e M um A−módulo. Indicaremos por I ·M

o subconjunto de M:

I ·M = {α ·m|α ∈ I,m ∈ M}.

Se I · M = {0} pode-se introduzir uma estrutura de A/I−módulo em M associando a cada par

(a+ I,m) ∈ A/I ×M o elemento am ∈ M.

Notamos que a definição acima não depende do representante. De fato, se a+ I = b+ I então

a−b ∈ I, logo (a−b) ·m = 0 para todo m ∈ M e, consequentemente (a+ I)m = (b+ I)m, ∀m ∈ M.

Reciprocamente, se a multiplicação acima é bem definida, então I ·M = {0}.

2.2 Submódulos

Definição 2.11 Seja M um A−módulo. Um subconjunto N ⊂ M diz-se um A−submódulo de M, ou

simplesmente, um submódulo se:

(i) N é um subgrupo aditivo de M;

(ii) N é fechado em relação à multiplicação por escalares, isto é, para todo a ∈ A e todo n ∈ N,

tem-se que, a ·n ∈ N.

Exemplo 2.12 Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K . Um subconjunto S ⊂V é um submódulo

se, e somente se, S é um subespaço de V .
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Exemplo 2.13 Seja G um grupo abeliano. Pode-se verificar que os Z−submódulos de G são precisa-

mente os seus subgrupos.

Exemplo 2.14 Seja A um anel. Os A−submódulos do A−módulo A são os seus ideais à esquerda.

Basta apenas comparar as definições correspondentes lembrando como foi definida a estrutura de

módulo em A.

Exemplo 2.15 Se N1 e N2 são submódulos de um A−módulo M, o conjunto N1 +N2 = {n1 +n2|n1 ∈

N1,n2 ∈ N2} também é um submódulo de M chamado submódulo soma de N1 e N2.

Exemplo 2.16 Seja M um A−módulo e {Ni}i∈I uma família de submódulos de M. Então
⋂︂

i∈I
Ni é um

submódulo de M.

Exemplo 2.17 Seja S um subconjunto de um A−módulo M. O conjunto

[S]=

{︄
n∑︂

i=1
aisi|n ∈N,ai ∈ A, si ∈ S

}︄

é um submódulo de M chamado submódulo gerado por S.

Se S = {m}, com m ∈ M, o submódulo [S]= [m] diz-se o módulo cíclico gerado por m.

Exemplo 2.18 Se I é um ideal à esquerda de um anel A e m um elemento de um A−módulo M,

então o conjunto I ·m = {α ·m|α ∈ I} é um submódulo de M.

Sejam agora M um A−módulo e N um submódulo de M. Considerando apenas a estrutura de

grupo aditivo abeliano de M podemos construir o grupo quociente M/N = {m+N|m ∈ M} cuja lei de

composição interna é definida por:

(m1 +N)+ (m2 +N)= (m1 +m2)+N.

Pode-se definir uma multiplicação por escalares de A, associando ao par (a,m+N) ∈ A×M/N o

elemento am+N ∈ M/N.

A definição independe do representante e, nestas condições, obtém-se uma estrutura de

A−módulo em M/N.

Definição 2.19 O A−módulo M/N construído acima chama-se o módulo quociente do módulo M

pelo submódulo N.

Em particular, se I é um ideal à esquerda de um anel A, então o quociente A/I é um A−módulo.
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2.3 Homomorfismo de Módulos

Definição 2.20 Sejam M e N dois A−módulos. Uma função f : M → N diz-se um homomorfismo de

A−módulos ou um A−homomorfismo se para todos m1,m2 ∈ M e todo a ∈ A se verifica:

(i) f (m1 +m2)= f (m1)+ f (m2);

(ii) f (a ·m1)= a · f (m1).

Dado um A−homomorfismo f : M → N chama-se imagem de f e núcleo ou kernel de f respecti-

vamente aos conjuntos:

Im( f )= {n ∈ N|∃m ∈ M e f (m)= n} e,

K er( f )= {m ∈ M| f (m)= 0}.

É fácil ver que Im( f ) e K er( f ) são submódulos de N e M, respectivamente.

Um A−homomorfismo diz-se um A−monomorfismo ou um A−epimorfismo se for injetor ou so-

brejetor, respectivamente.

Claramente, um A−homomorfismo f : M → N é um A−epimorfismo, se, e somente se, Im( f )= N.

Da mesma forma, é fácil ver que f é um A−monomorfismo se, e somente se, K er( f )= {0}.

Exemplo 2.21 Se A é um corpo, os A−homomorfismos são as transformações lineares entre espaços

vetoriais sobre A.

Exemplo 2.22 Os homomorfismos de grupos abelianos são precisamente os Z−homomorfismos.

Exemplo 2.23 A função trivial f : M → N definida por f (m) = 0, ∀m ∈ M é um A−homomorfismo,

chamado homomorfismo nulo.

Exemplo 2.24 Seja N um submódulo de um A−módulo M. Então a função inclusão

i : N →˓ M,

x ↦→ x

é um A−homomorfismo. Em particular, a função identidade de M, idM : M → M também é um

A−homomorfismo.
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Exemplo 2.25 Seja novamente N um submódulo de um A−módulo M.

Define-se o homomorfismo canônico ou projeção canônica ao quociente j : M → M/N por:

j(m)= m+N, ∀m ∈ M.

Exemplo 2.26 Seja M um A−módulo. Para cada elemento a ∈ A pode-se definir uma função fa :

M → M por fa(m)= am, ∀m ∈ M. Uma tal função chama-se uma homotetia.

É fácil verificar que as homotetias são homomorfismos da estrutura de grupo de M e, que se

a ∈ Centro(A) = {a ∈ A|ax = xa,∀x ∈ A}, então fa é um A−homomorfismo. Em particular, se A é

comutativo toda homotetia é um A−homomorfismo.

Proposição 2.27 (i) Sejam f : M → M′ e g : M′ → M′′ A−homomorfismos. Então g ◦ f : M → M′′

também é um A−homomorfismo.

(ii) Se f : M → M′, g : M′ → M′′ e h : M′′ → M′′′ são A−homomorfismos, então:

h◦ (g ◦ f )= (h◦ g)◦ f

(iii) Se f1, f2 : M → M′ e g : M′ → M′′ são A−homomorfismo, então:

g ◦ ( f1 + f2)= g ◦ f1 + g ◦ f2.

Em condições análogas vale:

(g1 + g2)◦ f = g1 ◦ f + g2 ◦ f

(iv) Dado um A−homomorfismo f : M → N, então:

idN ◦ f = f e f ◦ idM = f

(v) Dados um A−homomorfismos f : M → M′ e g : M′ → M tais que g ◦ f = idM então f é um

monomorfismo e g um epimorfismo.
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Demonstração: Os itens de (i) a (iv) são de fácil verificação. Vamos provar o item (v).

(v) Sejam x1, x2 ∈ M tais que f (x1)= f (x2). Então g◦ f (x1)= g◦ f (x2), isto é, idM(x1)= idM(x2)

e x1 = x2, logo f é monomorfismo.

Dado x ∈ M qualquer, temos idM(x) = x. Logo g ◦ f (x) = x. Chamando y = f (x) ∈ N vem que

g(y)= x, portanto g é um epimorfismo.

■

Definição 2.28 Um A−homomorfismo f : M → N diz-se um A−isomorfismo se existe um

A−homomorfismo g : N → M tal que:

g ◦ f = idM e f ◦ g = idN .

Para indicar que f é um isomorfismo, vamos usar às vezes a notação: M ∼= N.

Proposição 2.29 Um A−homomorfismo f : M → N é um isomorfismo, se, e somente se, f é, simulta-

neamente, monomorfismo e epimorfismo.

Demonstração: Seja f um isomorfismo e g : N → M um A−homomorfismo nas condições da

definição.

Da relação g ◦ f = idM e a parte (v) da proposição 2.27 vem que f é um monomorfismo. De

f ◦ g = idN vem imediatamente que f é também um epimorfismo.

Reciprocamente, suponhamos que f seja simultaneamente monomorfismo e epimorfismo.

Então f é uma função bijetora e existe uma função inversa, isto é, uma função g : N → M tal que

g ◦ f = idM e f ◦ g = idN . Resta verificar apenas que g é um A−homomorfismo.

Dados y1, y2 ∈ N provaremos que g(y1 + y2)= g(y1)+ g(y2).

Como f é um epimorfismo, existem x1, x2 ∈ M tais que f (x1)= y1, f (x2)= y2. Assim,

g(y1)+ g(y2)= g ◦ f (x1)+ g ◦ f (x2)= x1 + x2.

Como f é A−homomorfismo f (x1 + x2)= y1 + y2.

Aplicando g em ambos os lados da igualdade anterior, obtemos:

x1 + x2 = g(y1 + y2).
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■

De forma análoga, pode-se provar que g(ay)= ag(y), para todo a ∈ A e todo y ∈ N.

2.4 Teorema do Homomorfismo e Aplicações

Teorema 2.30 (Teorema do homomorfismo para módulos). Sejam M e N A−módulos, f : M → N

um A−homomorfismo, j : M → M/K er( f ) a projeção canônica ao quociente e i : Im( f )→ N a inclusão.

Existe uma única função f ∗ : M/K er( f )→ Im( f ) tal que:

(i) f = i ◦ f ∗ ◦ j.

(ii) f ∗ é um isomorfismo.

A relação entre as funções do enunciado pode-se visualizar no diagrama adjunto:

M

j
↓↓

f →→ N

M/K er( f )
f ∗ →→ Im( f )

i

↑↑

Demonstração: Defina f ∗ : M/K er( f ) → Im( f ) por f ∗(m + K er( f )) = f (m), ∀m + K er( f ) ∈

M/K er( f ).

Temos que f ∗ está bem definida pois:

m1 +K er( f ) = m2 +K er( f ) =⇒ m1 −m2 ∈ K er( f ) =⇒ f (m1 −m2) = 0 =⇒ f (m1) = f (m2) =⇒

f ∗(m1 +K er( f ))= f ∗(m2 +K er( f )).

(i) (i ◦ f ∗ ◦ j)(m) = (i ◦ f ∗)( j(m)) = (i ◦ f ∗)(m+K er( f )) = i( f ∗(m+K er( f ))) = i( f (m)) = f (m),

para todo m ∈ M. Logo, i ◦ f ∗ ◦ j = f .

(ii) Vejamos que f ∗ é A−homomorfismo. Para isso, sejam m1 + K er( f ), m2 + K er( f ) ∈

M/K er( f ) e a ∈ A. Temos que

• f ∗(m1 +K er( f )+ m2 +K er( f )) = f ∗((m1 + m2)+K er( f )) = f (m1 + m2) = f (m1)+ f (m2) =

f ∗(m1 +K er( f ))+ f ∗(m2 +K er( f )).

• f ∗(a · (m1 +K er( f )))= f ∗(am1 +K er( f ))= f (am1)= a · f (m1)= a · f ∗(m1 +K er( f )).

Agora, mostremos que f ∗ é epimorfismo e monomorfismo.

• Seja y ∈ Im( f ). Então, existe m ∈ M tal que y= f (m). Temos que m+K er( f ) ∈ M/K er( f ) e
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f ∗(m+K er( f ))= f (m)= y.

Logo, f ∗ é epimorfismo.

• Sejam m1 +K er( f ), m2 +K er( f ) ∈ M/K er( f ) tais que f ∗(m1 +K er( f )) = f ∗(m2 +K er( f )).

Assim,

f (m1)= f (m2)=⇒ f (m1 −m2)= 0=⇒ m1 −m2 ∈ K er( f )=⇒ m1 +K er( f )= m2 +K er( f ).

Portanto, f ∗ é monomorfismo.

■

Corolário 2.31 Se f : M → N é um A−epimorfismo, então N ∼= M/K er( f ).

No próximo corolário determinamos a forma dos módulos cíclicos sobre um anel dado.

Corolário 2.32 Seja A um anel. Todo A−módulo cíclico é isomorfo a um módulo quociente de A por

um ideal à esquerda de A. Reciprocamente, se I é um ideal à esquerda de A, A/I é um A−módulo

cíclico.

Demonstração: Seja M = [m] um A−módulo cíclico. Temos que A é um A−módulo e podemos

definir um A−homomorfismo f : A → M por f (a)= a ·m, ∀a ∈ A.

Como m é um gerador de M, f é um epimorfismo. Do corolário 2.31, M ∼= A/K er( f ). Sabemos

que K er( f ) é um submódulo de A e portanto, é um ideal à esquerda de A.

Reciprocamente, se I é um ideal à esquerda de A é fácil ver que o A−módulo A/I é cíclico,

gerado pelo elemento 1+ I.

■

Podemos agora utilizar o resultado acima para classificar os grupos cíclicos. Como os únicos

ideais de Z são principais da forma [m], com m ∈ Z (veja a referência [3], p.22) vem que todo grupo

cíclico é isomorfo a um quociente da forma Z/[m]. Eventualmente, pode acontecer que m = 0; neste

caso o grupo é isomorfo a Z.

Incidentalmente, notemos que no conjunto dos inteiros módulo m podemos distinguir duas es-

truturas algébricas: a estrutura de anel e a estrutura de grupo abeliano (ou, equivalentemente, de

Z−módulo). Para referirmos a esta última, usaremos o símbolo Zm.
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Teorema 2.33 (Primeiro teorema do isomorfismo). Sejam M um A−módulo e P e N dois submódulos

tais que P ⊂ N. Então:

M/N ∼=
M/P
N/P .

Demonstração: Definimos uma função f : M/P → M/N por:

f (m+P)= m+N, ∀m ∈ M.

Como P ⊂ N segue-se facilmente que, se m1,m2 ∈ M são tais que m1 +P = m2 +P então

m1 +N = m2 +N, o que permite provar que a definição de f independe do representante.

Também é trivial verificar que f é um epimorfismo. Logo, do corolário 2.31 e do teorema

2.30, temos que:

M/P
K er( f )

∼= M/N.

Observe que,

m+P ∈ K er( f )⇐⇒ m+N = N ⇐⇒ m ∈ N.

Logo, K er( f )= N/P, o que completa a demonstração.

■

Teorema 2.34 (Segundo teorema do isomorfismo). Sejam N e P submódulos de um A−módulo M.

Então tem-se que:

N

N ∩P
∼=

N +P

P
.

A relação entre os submódulos do enunciado pode-se visualizar no seguinte diagrama:

N +P

N P

N ∩P
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Demonstração: Definimos f : N →
N +P

P
por f (n)= n+P, ∀n ∈ N.

Claramente f é um homomorfismo, e para verificar que é sobrejetor basta observar que

todo elemento de N+P
P é da forma (n+ p)+P com n ∈ N, p ∈ P. Mas (n+ p)+P = n+P, logo

f (n)= n+P = (n+ p)+P e f é epimorfismo.

Temos então que:
N

K er( f )
∼=

N +P

P
.

Finalmente, observemos que dado n ∈ N,

n ∈ K er( f )⇐⇒ n+P = P ⇐⇒ n ∈ P.

Logo, K er( f )= N ∩P, o que completa a demonstração.

■

O resultado acima é chamado, às vezes, isomorfismo de Noether.

2.5 Z2G−Módulos

Seja (G, ·) um grupo multiplicativo. Definimos o anel Z2G como segue:

Z2G :=

{︄
∑︂

g∈G
rg g| rg ∈Z2, rg = 0 exceto para um número finito de elementos g ∈G

}︄
.

Sobre Z2G podemos considerar as seguintes operações de adição e multiplicação:

(︃ ∑︂

g∈G
rg g

)︃
+

(︃ ∑︂

g∈G
sg g

)︃
=

∑︂

g∈G
(rg + sg)g,

(︃ ∑︂

g∈G
rg g

)︃
·

(︃ ∑︂

h∈G
shh

)︃
=

∑︂

g,h∈G
(rgsh)(gh).

Tais operações fazem de Z2G um anel com unidade 1Z2G = 1Z21 (onde 1 é o elemento neutro de G),

chamado anel grupo de G sobre Z2. Em geral, o elemento 1Z2 g ∈ Z2G será denotado simplesmente

por g.

Um elemento x de Z2G é da forma:

x = 1g1 + ...+1gk ≡ g1 + ...+ gk,
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com 1 ∈Z2 e g i ∈G.

Definição 2.35 Sejam G um grupo denotado multiplicativamente com elemento neutro 1 e M um

conjunto não vazio. Uma ação (à esquerda) de G sobre M (ou uma G-ação sobre M) é uma

função:

µ : G×M → M

(g,m) ↦→µ(g,m)= g ·m

satisfazendo:

(i) 1 ·m = m,∀m ∈ M;

(ii) (g1 g2) ·m = g1 · (g2 ·m),∀g1, g2 ∈G e ∀m ∈ M.

Se na definição acima M tiver uma estrutura de grupo (aditivo), para que esta estrutura seja

preservada pela G−ação, além das condições (i) e (ii) exige-se a seguinte condição:

(iii) g · (m1 +m2)= g ·m1 + g ·m2.

Recordamos que o conceito de R−módulo (R anel com unidade) já foi estudado anteriormente

neste capítulo (definição 2.1).

Para obtermos o conceito de Z2G-módulos basta considerar na definição 2.1 o anel R = Z2G.

Vimos ainda que todo K−espaço vetorial (K corpo) é um K−módulo. Logo, todo Z2−espaço vetorial

M (isto é, grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) é um Z2−módulo.

Além disso, no contexto módulos e ação de grupos, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.36 Sejam G um grupo e M um conjunto não vazio. M é um Z2G−módulo se, e somente

se, M é um Z2−módulo munido de uma G−ação.

Demonstração: (=⇒) Se M é um Z2G−módulo então M é um Z2−módulo com r ·a := (r ·1) ·a

(onde 1 é o elemento neutro de G) e a G−ação é dada por:

g ·a := (1g) ·a (onde 1 é a unidade de Z2).

(⇐=) Se M é um Z2−módulo e existe uma G−ação sobre M, então podemos dar a M uma

estrutura de Z2G−módulo da seguinte forma:
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(︃ ∑︂

g∈G
rg g

)︃
·a =

∑︂

g∈G
rg(g ·a).

■

Exemplo 2.37 Seja G um grupo. Então P(G) é um Z2G−módulo. A G−ação natural é dada por:

G×P(G)→ P(G)

(g, A) ↦→ g · A := {g · x|x ∈ A}.

Além disso, F(G) e Q(G) são Z2G−submódulos de P(G).
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CAPÍTULO 3

Ends de Grupos

A definição de ends foi introduzida por Hopf e Freudental para grupos finitamente gerados e foi

totalmente amparada na definição de ends de espaços. A definição algébrica de número de ends de

um grupo G qualquer, foi dada por Specker. As principais referências para este capítulo são [7], [8]

e [9].

3.1 Definição; Ends de Grupos Finitos

Dado um grupo G, vimos nos exemplos 1.3, 1.11 e 1.13 que P(G) = {A|A ⊂ G} é um Z2−espaço

vetorial, F(G) = {A ∈ P(G)|A é finito} e Q(G) = {A ∈ P(G)|∀g ∈ G, A+ gA ∈ F(G)} são Z2−subespaços

vetoriais de P(G), onde A+B = (A∪B)− (A∩B) (diferença simétrica) e 0 ·A =∅, 1 ·A = A, ∀A,B ⊂G.

Definição 3.1 Dado um grupo G, o número de ends de G, denotado por e(G), é definido por e(G) :=

dimZ2(Q(G)/F(G)), que denotamos apenas por dim(Q(G)/F(G)).

Proposição 3.2 Seja G um grupo.

(i) Se G é infinito, então ∅ e G são elementos distintos em Q(G)/F(G) e portanto, e(G)≥ 1.

(ii) G é finito se, e somente se, e(G)= 0.

(iii) e(G)≥ 2 se, e somente se, existe A ∈Q(G)/F(G) tal que A ̸= ∅ e A ̸=G. Neste caso, ∅, A, Ac,G

são elementos distintos em Q(G)/F(G).

(iv) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (iii) tal que para qualquer B ∈Q(G)/F(G), B ̸= ∅

e B ̸=G tem-se B = A ou B = Ac.
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Demonstração: (i) Dado um grupo G, temos que G ∈Q(G), pois para qualquer g ∈G,G+ gG =

G+G =∅∈ F(G). Assim, G ∈Q(G)/F(G).

Agora, como G é infinito segue que G ∉ F(G). Logo, G +F(G) ̸= ∅+F(G) e então G ̸= ∅.

Portanto, e(G)= dim(Q(G)/F(G))≥ 1.

(ii) Como G é finito, temos que P(G) = F(G) = Q(G). Consequentemente, e(G) =

dim(Q(G)/F(G))= 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Então, por (i), temos que

e(G)≥ 1, o que contradiz a hipótese. Portanto, G é finito.

(iii) Claramente, e(G) ≥ 2 se, e somente se, existe A ∈ Q(G)/F(G) tal que A ̸= ∅ e A ̸= G.

Neste caso, considerando um tal A temos:

• ∀g ∈G, Ac+ gAc = (Ac∩ (gAc)c)∪ (A∩ (gAc))= (Ac∩ gA)∪ (A∩ (gA)c)= A+ gA ∈ F(G) pois

A ∈Q(G). Daí, Ac ∈Q(G)/F(G).

• Ac ̸= A. De fato, se Ac = A então Ac + A = G ∈ F(G), o que é uma contradição, pois G é

infinito.

• Ac ̸= ∅, pois como A ̸=G segue que Ac = A+G ∉ F(G).

• Ac ̸=G pois se Ac =G então Ac +G = A ∈ F(G), o que é um absurdo, já que A é infinito.

Logo, {∅, A, Ac,G}⊂Q(G)/F(G) e como {∅, A, Ac,G}∼=Z2 ⊕Z2 segue que e(G)≥ 2.

(iv) Consequência imediata de (iii).

■

Exemplo 3.3 Temos que e(Zn) = 0, e(S3) = 0 e e(Z4 ×Z6) = 0 pois Zn,S3 e Z4 ×Z6 são finitos. Agora,

como Z e R são infinitos segue que e(Z)≥ 1 e e(R)≥ 1.

Observação 3.4 e(G) é um invariante algébrico, isto é, se G1
∼=G2 (grupos isomorfos) então e(G1) =

e(G2) pois se G1
∼=G2, então Q(G1)/F(G1)∼=Q(G2)/F(G2) como Z2−espaços vetoriais.

3.2 Cálculo do Número de Ends do Grupo Cíclico Infinito

Teorema 3.5 Se G é o grupo cíclico infinito, isto é, G = [a]∼=Z, então e(G)= 2.
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Demonstração: De acordo com a proposição 3.2, basta mostrar que existe A ∈ Q(G)/F(G) tal

que A ̸= ∅ e A ̸= G, e para qualquer B ∈ Q(G)/F(G), B ̸= ∅ e B ̸= G temos que B = A ou B = Ac.

Para isso, seja A = {an|n > 0}⊂G. Assim,

• A ∈ Q(G)/F(G), pois para todo g = ak ∈ G, gA = {ak+n|n > 0} e (A ∩ (gAc))∪ (Ac ∩ gA) é

finito (observe que para k > 0, A ∩ gAc = {a, ...,ak} e Ac ∩ gA = ∅; para k < 0, A ∩ gAc = ∅ e

Ac ∩ gA = {ak+1,ak+2, ...,a0}; para k = 0, g = 1 e A+ A =∅).

• A ̸= ∅ pois A ∉ F(G) e A ̸=G pois Ac ∉ F(G).

Agora provemos a seguinte afirmação:

Se B ∈Q(G)/F(G) então para quase todo n (isto é, exceto um número finito n1, ...,nr) an ∈ B

implica que an−1 ∈ B.

De fato, se B ∈ Q(G)/F(G) então B ∈ Q(G) e assim, para todo g ∈ G, B+ gB ∈ F(G), ou seja,

gB = B. Em particular, para g = a. Suponhamos que existam infinitos n’s tais que:

(1) an ∈ B e an+1 ∉ B ou

(2) an ∈ B e an−1 ∉ B (equivalentemente, an ∉ aB).

Então existiriam infinitos n’s tais que:

(1) an+1 = aan ∈ aB (pois an ∈ B) e an+1 ∉ B, logo, an+1 ∈ aB∩Bc ou

(2) an = aan−1 ∉ aB (pois an−1 ∉ B) e an ∈ B, logo, an ∈ (aB)c ∩B.

Assim, aB+B = ((aB)∩Bc)∪ ((aB)c∩B) seria infinito, isto é, B ∉Q(G) e daí B ∉Q(G)/F(G), o

que é uma contradição.

Portanto, a afirmação acima é verdadeira e note que ela nos diz que pode existir apenas um

número finito de elementos de B que satisfaz: an ∈ B mas an+1 ∉ B ou an−1 ∉ B. Em particular,

isto obviamente é verdadeiro se B é finito (assim o caso de interesse é quando B é infinito) e

também é verdadeiro para B = A = {an|n > 0} pois apenas para n = 1 tem-se que an ∈ B mas

an−1 ∉ B. Para n ≥ 2, an ∈ B e temos an+1 ∈ B e an−1 ∈ B.

Agora, dado B ∈ Q(G)/F(G) e A como acima, temos as quatro seguintes possibilidades para

os conjuntos B∩ A e B∩ Ac:

(i) B∩ A finito e B∩ Ac finito.

Isso implica em B ser finito pois B = B∩ (A∪ Ac)= (B∩ A)∪ (B∩ Ac).
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Logo, B =∅.

(ii) B∩ A infinito e B∩ Ac infinito.

Do fato de B∩A ser infinito obtemos que B é infinito e da afirmação anterior segue que existe

um inteiro positivo m1 tal que an ∈ B∩A, ∀n > m1. Para ver isto, tome m0 = max{n1, ...,nr} onde

n1, ...,nr são os inteiros dados na afirmação. Como B∩ A é infinito, ∃m1 > m0, m1 > 0 tal que

am1 ∈ B∩A e como m1 ̸= ni, i = 1, ..., r, então am1+1,am1+2, ... ∈ B∩A, isto é, am ∈ B∩A, ∀m > m1.

Consequentemente, A∩Bc ⊂ {ak|0≤ k ≤ m1} e portanto, é finito.

Analogamente, usando que B∩ Ac é infinito e a afirmação anterior, temos que existe um

inteiro m2 tal que an ∈ B∩ Ac, ∀n > m2. Tome m0 = min{n1, ...,nr}. Como B∩ Ac é infinito,

∃m2 < m0, m2 < 0 tal que am2 ∈ B∩ Ac e tem-se am ∈ B∩ Ac, ∀m < m2. Daí, Ac ∩Bc ⊂ {ak|m2 ≤

k ≤ 0} e portanto, é finito.

Logo, Bc = Bc ∩ (A∪ Ac)= (Bc ∩ A)∪ (Bc ∩ Ac) é finito.

Assim, Bc =∅, ou equivalentemente, B =G.

(iii) B∩ A finito e B∩ Ac infinito.

Como vimos em (ii), B∩ Ac infinito implica em Ac ∩Bc finito.

Logo, B+ Ac = (B∩ A)∪ (Bc ∩ Ac) é finito e portanto, B = Ac.

(iv) B∩ A infinito e B∩ Ac finito.

Conforme vimos em (ii), B∩ A infinito implica em A∩Bc finito.

Assim, B+ A = (B∩ Ac)∪ (Bc ∩ A) é finito. Logo, B = A.

Daí, dado qualquer B ∈Q(G)/F(G) com B ̸= ∅ e B ̸=G tem-se que B = A ou B = Ac.

Portanto, e(G)= 2.

■

Observação 3.6 Em particular, quando G = Z, o conjunto dado na demonstração do teorema an-

terior é A = {1,2, ...} = N∗, Ac = {...,−2,−1,0}, Q(Z)/F(Z) = {∅,Z, A, Ac} e uma base para Q(Z)/F(Z) é

{A, Ac}.
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3.3 Cálculo do Número de Ends de um Grupo não Enumerá-

vel

Apresentamos aqui alguns conceitos e resultados sobre enumerabilidade que serão importantes

para a demonstração do principal teorema desta subseção (teorema 3.28, sobre o número de ends de

um grupo não enumerável).

Definição 3.7 Dois conjuntos A e B são ditos equivalentes ou equipotentes (mesma potência) se existe

uma função bijetora de A em B.

Notação: A ≈ B.

Lema 3.8 A relação de equipotência definida anteriormente é de equivalência.

Demonstração: (i) Para todo conjunto A, existe a aplicação idA : A → A que é bijetora. Então

todo conjunto é equipotente a si mesmo. Assim, vale a propriedade reflexiva para esta relação

entre conjuntos.

(ii) Se A é equipotente a B, então existe f : A → B bijetora e como f −1 : B → A também é

bijetora, segue que B é equipotente a A. Logo, vale a propriedade simétrica para esta relação.

(iii) Se A é equipotente a B e B é equipotente a C, isto é, existem f : A → B e g : B → C

bijetoras. Então, g ◦ f : A → C também é bijetora. Daí, A é equipotente a C e assim vale a

propriedade transitiva para esta relação.

Portanto, de (i), (ii) e (iii), temos que a relação de equipotência é de equivalência.

■

Definição 3.9 Usando o conceito anterior, temos que um conjunto A é finito se A = ∅ ou, em caso

contrário, se existir n ∈N∗ de maneira que A ≈ {1,2, ...,n}. Se A não é um conjunto finito, então A é

dito infinito, ou seja, A não é equipotente a nenhum dos subconjuntos {1,2, ...,n}⊂N∗.

Os seguintes resultados decorrem diretamente da definição dada anteriormente:

• Se A ⊂U é finito e x ∈U − A, então A∪ {x} também é finito.

• Se A é um conjunto infinito, então A− {x} também é infinito, para qualquer que seja x ∈ A.
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Observação 3.10 Dois conjuntos finitos são equipotentes se, e somente se, eles têm o mesmo número

de elementos.

Definição 3.11 Seja A um conjunto. A diz-se enumerável se A é equipotente a algum subconjunto

de N∗, isto é, se A ≈ L ⊂N∗.

Exemplo 3.12 O conjunto Z dos números inteiros é enumerável. De fato,

• N≈N∗, pois f :N→N∗ dada por f (n)= n+1 é bijetora.

• Z≈N, pois f :Z→N dada por f (n)=

⎧
⎨
⎩

2n, se n ≥ 0

−2n−1, se n < 0
é bijetora

Daí, Z≈N∗ e portanto, Z é enumerável. Em particular, todo subconjunto de Z é enumerável.

Definição 3.13 Um conjunto é chamado contável se ele é finito ou enumerável.

Daremos a seguir a definição de partição em um conjunto que nos será útil na demonstração do

teorema 3.17.

Definição 3.14 Dado um conjunto A, uma partição em A é uma família (A i)i∈I (onde I é o conjunto

de índices) de subconjuntos de A tais que:

(i) A i ̸= ∅, para todo i ∈ I;

(ii)
⋃︁

A i = A;

(iii) ∀A i, A j ∈ (A i)i∈I , vale uma, e uma só, das igualdades: A i = A j ou A i ∩ A j =∅.

Teorema 3.15 Um conjunto A é enumerável se, e somente se, existe L ⊂N∗ e existe f : L → A aplica-

ção sobrejetora.

Demonstração: (=⇒) Por hipótese, A é enumerável e então existe L ⊂N∗ tal que f : L → A é

bijetora. Portanto, f é sobrejetora.

(⇐=) Seja f : L → A sobrejetora. Para cada a ∈ A, seja La = {x ∈ L| f (x) = a}. Considere

(La)a∈A uma partição de L e M ⊂ L o subconjunto que contém um único elemento de cada La,a ∈

A.

Assim, temos que f |M : M → A é bijetora e como M ⊂ L ⊂N∗ segue que A é enumerável.
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■

Lema 3.16 Se existe f : A → B sobrejetora e A é enumerável, então B também é enumerável.

Demonstração: Como A é enumerável, segue que existem M ⊂ N∗ e g : M → A sobrejetora.

Então, f ◦ g : M → B é sobrejetora pois é a composta de duas funções sobrejetoras.

Logo, pelo teorema anterior, podemos concluir que B é enumerável.

■

Teorema 3.17 (i) Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumerável.

(ii) Todo subconjunto infinito de um conjunto enumerável é enumerável.

Demonstração: (i) Sejam A um conjunto infinito e x1 ∈ A. Consideremos os subconjuntos

{x1} e A − {x1} de A. Então a partição determinada em A por estes subconjuntos nos permite

considerar o subconjunto {x1, x2}⊂ A, onde x2 ∈ A− {x1}, ou seja, x1 ̸= x2.

Agora, considerando a partição de A formada por {x1}, {x2} e A− {x1} podemos garantir que

existe x3 ∈ A tal que x3 ̸= x1 e x3 ̸= x2.

E assim, sucessivamente, usando o raciocínio acima, obtemos o subconjunto E = {x1, x2, ...}

que é enumerável.

(ii) Sejam A um conjunto enumerável, B um subconjunto infinito de A e fixemos b ∈ B.

A aplicação f : A → B tal que f (x)= x,∀x ∈ B, e f (x)= b,∀x ∈ A−B, é sobrejetora.

Portanto, pelo lema anterior, como A é enumerável e f é sobrejetora temos que B também é

enumerável.

■

Observação 3.18 Se A1, A2, ..., An são enumeráveis, então A1 ∪ A2 ∪ ...∪ An também é enumerável.

Mais geralmente, se A1, A2, ... são subconjuntos enumeráveis de um mesmo conjunto U , então A =

A1 ∪ A2 ∪ ... também é enumerável.

Observação 3.19 Se A e B são enumeráveis então A×B também é enumerável.

Proposição 3.20 Sejam G um grupo e H1 e H2 subconjuntos de G. Se H1 e H2 são enumeráveis,

então H1 ·H2 é enumerável, onde H1 ·H2 = {h1 ·h2|h1 ∈ H1,h2 ∈ H2}.
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Demonstração: Como H1 e H2 são enumeráveis então H1 ×H2 é enumerável.

Seja ϕ : H1 ×H2 → H1 ·H2 tal que ϕ(h1,h2) = h1 ·h2. Temos que ϕ é sobrejetora, pois para

qualquer y ∈ H1 ·H2, y= h1 ·h2 =ϕ(h1,h2).

Logo, pelo lema 3.16 segue que H1 ·H2 é enumerável.

■

Corolário 3.21 Sejam G um grupo e H1, ...,Hn subconjuntos de G,n ≥ 2. Se H1, ...,Hn são enumerá-

veis, então H1 · ... ·Hn é enumerável.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre n.

Para n = 2, foi provado na proposição anterior.

Suponhamos a afirmação verdadeira para n = k, ou seja, se H1, ...,Hk são enumeráveis,

então H1 · ... ·Hk é enumerável.

Agora, sejam H1, ...,Hk,Hk+1 subconjuntos de G enumeráveis. Assim,

H1 · ... ·Hk ·Hk+1 = (H1 · ... ·Hk) ·Hk+1.

Mas, por hipótese de indução, H1 · ... ·Hk é enumerável. Daí, pela proposição anterior, H1 · ... ·

Hk ·Hk+1 é enumerável.

■

Proposição 3.22 O conjunto Q dos racionais é enumerável.

Demonstração: Sejam Q+ = { a
b ,a,b > 0,a,b ∈N|mdc(a,b) = 1} e Q− = {−x|x ∈Q+}. É claro que

Q =Q−∪ {0}∪Q+. Temos que os conjuntos N×N e N∗×N∗ são enumeráveis. Se identificarmos

a
b ∈Q+ com (a,b) ∈N×N, temos uma bijeção de Q+ em um subconjunto infinito T de N×N. Como

todo subconjunto infinito de conjunto enumerável é enumerável (teorema 3.17(ii)), segue que T,

e portanto Q+ é enumerável.

Seja f : N→Q+ uma enumeração de Q+. Então, considerando h : Q+ →Q−, dada por h(x) =

−x, tem-se que h◦ f :N→Q− enumera Q−.

Sendo Q a união de três conjuntos enumeráveis, temos que o conjunto Q dos números racio-

nais é enumerável.
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■

Nem todos os conjuntos são enumeráveis. Veremos alguns exemplos de conjuntos não enumerá-

veis. Para tanto, necessitamos da seguinte propriedade do corpo R dos números reais:

Princípio dos Intervalos Encaixantes: Sejam I1 = [a1,b1], I2 = [a2,b2], ... tais que

I1 ⊃ I2 ⊃ .... Então existe ao menos um ponto comum a todos esses intervalos.

De fato, da hipótese I1 ⊃ I2 ⊃ ... decorre que a1 ≤ a2 ≤ ... e b1 ≥ b2 ≥ ...

Como m ≤ n implica am ≤ an ≤ bn e n < m implica am < bm ≤ bn, então am < bn, para quaisquer

índices m e n. Logo, cada bm é um limite superior de A = {a1,a2, ...} e portanto existe em R o elemento

S = sup(A). Assim, para cada índice m teremos am ≤ S pois S = sup(A) e S ≤ bm pois cada bm é um

limite superior de A. Daí, am ≤ S ≤ bm, para todo índice m ≥ 1, o que prova nossa afirmação.

Proposição 3.23 O intervalo I = [0,1] não é enumerável.

Demonstração: Suponhamos que I seja enumerável, ou seja, I = {x1, x2, ...}. Consideremos I

dividido em três subintervalos de mesma amplitude:

[︂
0, 1

3

]︂
∪

[︂
1
3 , 2

3

]︂
∪

[︂
2
3 ,0

]︂

e seja I1 o primeiro desses intervalos, na ordem que foram escritos, que não contém x1.

Façamos o mesmo tipo de subdivisão em I1 e seja I2 o primeiro dos subintervalos de I1 (pelo

mesmo critério anterior de ordenação) que não contém x2. A repetição desse raciocínio dará

origem a uma sequência I1 ⊃ I2 ⊃ ... de intervalos fechados.

Pela propriedade do Princípio dos Intervalos Encaixantes, existe x ∈

∞⋂︂

n=1
In = I1 ∩ I2 ∩ ... e

portanto x ̸= xi, para todo xi. Mas isto é impossível, uma vez que x ∈ I.

Logo, I não é enumerável.

■

Corolário 3.24 O conjunto R dos números reais não é enumerável.

Demonstração: Se R fosse enumerável, então I também teria que ser, uma vez que I ⊂R.
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■

Corolário 3.25 O conjunto R−Q dos números irracionais não é enumerável.

Demonstração: Se R−Q fosse enumerável, então R = Q∪ (R−Q) também seria já que Q é

enumerável, o que é uma contradição em vista do corolário anterior.

■

Corolário 3.26 S1 = {cost+ isent| t ∈R} é um conjunto não enumerável.

Demonstração: Basta lembrarmos que [0,1[ é não enumerável e ϕ : [0,1[→ S1 tal que ϕ(x) =

cos(2πx)+ isen(2πx) é uma aplicação bijetora.

■

Lema 3.27 Sejam G um grupo e H um subconjunto de G tal que H ∈Q(G) e H ∉ F(G). Então,

(i) H gera G.

(ii) Se H é enumerável, então G é enumerável.

Demonstração: (i) Dado g ∈G, como H ∈Q(G) temos que gH+H ∈ F(G), ou seja, (gH∩Hc)∪

((gH)c ∩H) é finito. Daí, gH∩Hc e (gH)c ∩H são finitos.

Agora, gH = gH ∩G = gH ∩ (H ∪Hc) = (gH ∩H)∪ (gH ∩Hc) e como gH é infinito (pois H é

infinito) e gH∩Hc é finito, segue que gH∩H é infinito (portanto não vazio).

Assim, existe h0 ∈ gH∩H, isto é, h0 = gh1, com h1 ∈ H, ou seja, g = h0h−1
1 .

Logo, g ∈ [H] e portanto G = [H].

(ii) Para qualquer g ∈ G, como G = [H], g = lε1
1 · ... · lεk

k , l i ∈ H,εi = 1 ou εi = −1. Para cada

k ∈ N∗, seja Gk = {hε0
0 · ... · hεk

k |hi ∈ H e εi ∈ {1,−1}}. Assim, Gk = (H ∪H−1) · ... · (H ∪H−1) e pelo

corolário 3.21, temos que Gk é enumerável.

Agora, como G =

∞⋃︂

k=0
Gk, segue da observação 3.18 que G é enumerável.

■

Teorema 3.28 Seja G um grupo não enumerável.

(i) Então e(G)= 1 ou e(G)=∞.

(ii) Se G também for abeliano, então e(G)= 1.
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Demonstração: (i) Como G não é enumerável, então G não é finito. Assim, e(G) ̸= 0 e portanto

e(G)≥ 1.

Se e(G)= 1, não há nada a demonstrar. Neste caso, como G é infinito, teremos só os elemen-

tos ∅ e G distintos em Q(G)/F(G).

Suponhamos e(G)> 1 e mostremos que e(G)=∞.

Como e(G)> 1, pela proposição 3.2(iii), existe H ∈Q(G)/F(G) (portanto, H é subconjunto de

G com H ∈Q(G)) tal que H ̸= ∅,H ̸=G e ∅,H,Hc,G são elementos distintos em Q(G)/F(G). Daí,

H ∉ F(G),H ̸=G e Hc ∉ F(G).

Agora, provemos a seguinte afirmação:

Para tal H, existem subconjuntos H1 e H2 de G tais que H1 ∪H2 = H,H1 ∩H2 =∅,H1,H2 ∈

Q(G) e são infinitos.

De fato, como H e Hc são infinitos, podemos considerar C1 ⊂ H,C2 ⊂ Hc tais que C1,C2 são

enumeráveis infinitos. Então C = C1 ∪C2 é enumerável infinito e existe uma bijeção entre N∗ e

C. Assim, C = {ci| i ∈N∗}.

Temos que H∩C−1Hc é enumerável pois:

(1) Como H ∈Q(G), (H∩ gHc)∪(Hc∩ gH) é finito, ∀g ∈G. Daí, H∩ gHc e Hc∩ gH são finitos

para qualquer g ∈G. Em particular, para g = c−1
i ,H∩ c−1

i Hc é finito.

(2) H∩C−1Hc = H∩

(︃ ∞⋃︂

i=1
{c−1

i }
)︃

Hc =
∞⋃︂

i=1
(H∩ c−1

i Hc) (isto é, H∩C−1Hc é uma reunião enu-

merável de conjuntos finitos e portanto enumerável).

Por outro lado, pelo lema anterior temos que H é não enumerável, pois se H fosse enumerá-

vel, como H ∈Q(G) e H ∉ F(G), G seria enumerável por (ii), o que contradiz a hipótese. Portanto,

H∩C−1Hc ⊂ H e H∩C−1Hc ̸= H. Logo, existe h0 ∈ H tal que h0 ∉ H∩C−1Hc, ou seja, h0 ∉ C−1Hc

e daí, h0 ∉ c−1
i Hc,∀i ∈N∗. Assim, h0 ∈ (c−1

i Hc)c = c−1
i H,∀i ∈N∗ e então h0 = c−1

i hi,hi ∈ H. Daí,

cih0 = hi ∈ H,∀i ∈N∗ e portanto,
∞⋃︂

i=0
{ci}h0 = Ch0 ⊂ H. (3.1)

Tomemos H1 = H∩Hh0 e H2 = H∩Hch0 e temos que:

• H1 ∪H2 = (H∩Hh0)∪ (H∩Hch0)= H∩ (Hh0 ∪Hch0)= H∩ (Hh0 ∪ (Hh0)c)= H∩G = H.

• H1 ∩H2 = (H∩Hh0)∩ (H∩Hch0)= H∩ (Hh0 ∩ (Hh0)c)= H∩∅=∅.
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• Dado g ∈G,

H1 + gH1 = H∩Hh0 + g(H∩Hh0)

= H∩Hh0 + (gH∩ gHh0)

= [(H∩Hh0)∩ (gH∩ gHh0)c]∪ [(H∩Hh0)c
∩ (gH∩ gHh0)]

= [(H∩Hh0)∩ (gHc
∪ gHch0)]∪ [(Hc

∪Hch0)∩ (gH∩ gHh0)]

= [(H∩Hh0 ∩ gHc)∪ (H∩Hh0 ∩ gHch0)]∪ [(Hc
∩ gH∩ gHh0)∪ (Hch0 ∩ gH∩ gHh0)]

= [(H∩ gHc)∩Hh0]∪ [H∩ (H∩ gHc)h0]∪ [(Hc
∩ gH)∩ gHh0]∪ [(Hc

∩ gH)h0 ∩ gH] ∈ F(G)

já que H∩ gHc ∈ F(G) e Hc ∩ gH ∈ F(G) pois H ∈Q(G). Portanto, H1 ∈Q(G).

H2 + gH2 = H∩Hch0 + g(H∩Hch0)

= [(H∩Hch0)∩ (gH∩ gHch0)c]∪ [(H∩Hch0)c
∩ (gH∩ gHch0)]

= [(H∩Hch0)∩ (gHc
∪ gHh0)]∪ [(Hc

∪Hh0)∩ (gH∩ gHch0)]

= [(H∩Hch0 ∩ gHc)∪ (H∩Hch0 ∩ gHh0)]∪ [(Hc
∩ gH∩ gHch0)∪ (Hh0 ∩ gH∩ gHch0)]

= [(H∩ gHc)∩Hch0]∪ [H∩ (Hc
∩ gH)h0]∪ [(Hc

∩ gH)∩ gHch0]∪ [(H∩ gHc)h0 ∩ gH] ∈ F(G)

já que H∩ gHc e Hc ∩ gH são finitos. Portanto, H2 ∈Q(G).

• H1 e H2 são infinitos. De fato:

Temos que C1h0 ⊂ H1 = H∩Hh0 pois,

C1 ⊂ C =⇒ C1h0 ⊂ Ch0 ⊂ H (por 3.1) e C1 ⊂ H =⇒ C1h0 ⊂ Hh0.

Logo, C1h0 ⊂ H∩Hh0 = H1.

Agora, temos que C2h0 ⊂ H2 = H∩Hch0 pois,

C2 ⊂ C =⇒ C2h0 ⊂ Ch0 ⊂ H (por 3.1) e C2 ⊂ Hc =⇒ C2h0 ⊂ Hch0.

Assim, C2h0 ⊂ H∩Hch0 = H2.

Portanto, como C1 e C2 são infinitos segue que H1 e H2 são infinitos.

Com isso, a afirmação inicial está provada.
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Agora, observe que:

• H1 ∈Q(G)/F(G), pois H1 ∈Q(G).

• H1 ̸= ∅, pois H1 é infinito.

• H1 ̸= L,∀L com H ⊂ L e L ∈Q(G), pois

H1 = L =⇒ H1 +L ∈ F(G).

Mas, H1 +L = (H1 ∩Lc)∪ ((H1)c ∩L). Como H2 ⊂ Hc
1 e H2 ⊂ H ⊂ L, segue que H2 ⊂ Hc

1 ∩L.

Agora, H1 ⊂ H e H ⊂ L implica em H1 ∩Lc = ∅. Daí, H1 +L = ∅∪ (Hc
1 ∪L) ⊃ H2 que é infinito.

Logo, H1 +L é infinito, o que contradiz a afirmação. Portanto, H1 ̸= L.

Logo, H1 ∈Q(G)/F(G) e H1 ∉ {∅,G,H} e então os elementos de {∅,G,H,H1} são distintos.

Note que, como H1 ̸= ∅ e H1 ̸=G, a afirmação inicial também é verdadeira para H1 (no lugar

de H), isto é, H1 = H11 ∪H12 com H11,H12 ∈ Q(G),H11 ∩H12 = ∅ e H11,H12 infinitos. Também

conclui-se que H11 ∈Q(G)/F(G) e H11 ∉ {∅,G,H,H1} pois H11 é infinito e H11 ̸= L,∀L com H1 ⊂ L,

como vimos anteriormente.

Aplicando sucessivamente o mesmo processo obtemos uma sequência infinita de elementos

distintos em Q(G)/F(G), ou seja, {∅,G,H,H1,H11,H111, ...}.

Logo, supondo e(G)> 1 obtemos que e(G)=∞.

Portanto, e(G)= 1 ou e(G)=∞.

(ii) Agora, suponhamos que G seja abeliano e e(G)> 1.

Se e(G)> 1 então teríamos como no caso (i), que o conjunto H2 da construção anterior seria

infinito, mas, por outro lado, temos que H2 = H ∩Hch0 = H ∩h0Hc e como H ∈ Q(G) segue que

H2 é finito, o que é uma contradição.

Portanto, no caso em que G é abeliano e não enumerável, teremos necessariamente e(G)= 1.

■

Exemplo 3.29 Se G é um dos seguintes grupos: (R,+), (R∗, ·), (S1, ·), (S1 ×S1, ·), (R[t],+), onde R[t] é

o anel dos polinômios com coeficientes em R, então e(G) = 1 pois todos os grupos são abelianos não

enumeráveis.

Exemplo 3.30 e(S3 ×R) = 1 ou ∞ pois S3 ×R não é um grupo abeliano e é não enumerável (aqui S3
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indica o grupo das bijeções de {1,2,3}).

3.4 Ends de um Grupo Quociente G/H, quando H é um sub-

grupo normal e finito

Para a demonstração do principal resultado desta subseção (teorema 3.35), usaremos em diver-

sas situações, resultados sobre imagem inversa e imagem direta de uma função. Para isto, faremos

a seguir uma recordação desses conceitos.

Definição 3.31 Seja f : A → B uma função. Dado um subconjunto X ⊂ A, chama-se imagem direta

de X por f , e indica-se por f (X ), o seguinte subconjunto de B:

f (X )= { f (x)|x ∈ X },

isto é, f (X ) é o conjunto das imagens por f dos elementos de X . Em particular, Im( f ) := { f (x)|x ∈

A}= f (A).

Seja f : A → B uma função. Com relação ao conceito de imagem direta valem as seguintes

propriedades:

(D1) f (∅)=∅.

(D2) Se X ⊂Y ⊂ A então f (X )⊂ f (Y ).

(D3) f (X ∪Y )= f (X )∪ f (Y ),∀X ,Y ⊂ A.

(D4) f (X ∩Y )⊂ f (X )∩ f (Y ),∀X ,Y ⊂ A.

Definição 3.32 Seja f : A → B uma função. Dado E ⊂ B, chama-se imagem inversa de E por f e

indica-se por f −1(E), o seguinte subconjunto de A:

f −1(E)= {x ∈ A| f (x) ∈ E},

isto é, f −1(E) é o conjunto dos elementos de A que tem imagem em E através de f .

Exemplo 3.33 Se A = {−2,−1,0,1,2,3,4}, B = {0,1,2,4,6,9,16} e f : A → B é dada por f (x) = x2,

temos:

f −1({0,1,4,9,16})= {x ∈ A| f (x) ∈ {0,1,4,9,16}= {−2,−1,0,1,2,3,4}= A,

f −1({2,6})= {x ∈ A| f (x) ∈ {2,6}=∅.
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Agora, destacamos as seguintes propriedades sobre imagem inversa de uma função f : A → B:

(I1) E ⊂ F ⊂ B =⇒ f −1(E)⊂ f −1(F).

(I2) f −1(E∪F)= f −1(E)∪ f −1(F),∀E, F ⊂ B.

(I3) f −1(E∩F)= f −1(E)∩ f −1(F),∀E, F ⊂ B.

(I4) f −1(Ec)= [ f −1(E)]c,∀E ⊂ B.

(I5) f −1(E−F)= f −1(E)− f −1(F),∀E, F ⊂ B, onde E−F = E∩F c.

O próximo resultado relaciona imagem direta e imagem inversa de uma função.

Proposição 3.34 Seja f : A → B uma função.

(i) Para todo X ⊂ A, X ⊂ f −1( f (X )) e, no caso de f ser injetora, então X = f −1( f (X )).

(ii) Para todo E ⊂ B, f ( f −1(E))⊂ E e, no caso de f ser sobrejetora, f ( f −1(E))= E.

Demonstração: (i) Se x ∈ X então f (x) ∈ f (X ) e daí, x ∈ f −1( f (X )).

Agora, suponhamos que f seja injetora e tomemos x ∈ f −1( f (X )).

Daí, f (x) ∈ f (X ) e assim existe x1 ∈ X tal que f (x) = f (x1) do que decorre, levando em conta

a hipótese de f ser injetora, que x = x1. Logo, x ∈ X .

Portanto, X = f −1( f (X )).

(ii) Se f (x) ∈ f ( f −1(E)) então x ∈ f −1(E). Assim, f (x) ∈ E.

Agora, suponhamos que f seja sobrejetora e consideremos y ∈ E. Então, existe x ∈ A tal que

y= f (x). Assim, x ∈ f −1(E) então, y= f (x) ∈ f ( f −1(E)).

Portanto, f ( f −1(E))= E.

■

Finalmente, apresentamos o principal resultado desta subseção sobre o número de ends de um

grupo quociente G/H, quando H é um subgrupo normal e finito.

Teorema 3.35 Se H é um subgrupo normal finito de G, então e(G)= e(G/H).
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Demonstração: Consideremos o grupo quociente G/H = {H g| g ∈G}.

Seja π : G →G/H, π(g)= H g, o homomorfismo quociente. Temos que:

(i) π(π−1(B))= B, para todo B ⊂G/H pois π é sobrejetor.

(ii) π−1(π(A)) = HA, para todo A ⊂ G. De fato, como π−1(π(A)) = {g ∈ G|π(g) ∈ π(A)} = {g ∈

G|H g ∈ π(A)} e π(A) = {π(a)|a ∈ A} = {Ha|a ∈ A}. Então, H g = Ha para algum a ∈ A. Assim,

ga−1 = h2 ∈ H e daí, g = h2a ∈ Ha. Logo, π−1(π(A))⊂ HA.

Agora, temos que:

y ∈ HA =⇒ y= ha,h ∈ H e a ∈ A.

Daí,

π(y)=π(ha)= Hha = Ha ∈π(A) (Hh = H pois H é subgrupo de G e h ∈ H).

Portanto, y ∈π−1(π(A)).

Logo, π−1(π(A))= HA.

(iii) π−1(B1 +B2) = π−1(B1)+π−1(B2),∀B1,B2 ∈G/H (onde "+ " denota a operação diferença

simétrica). De fato,

π−1(B1+B2)=π−1[(B1∩Bc
2)∪ (Bc

1∩B2)]=π−1(B1∩Bc
2)∪π−1(Bc

1∩B2)= [π−1(B1)∩π−1(Bc
2)]∪

[π−1(Bc
1)∩π−1(B2)]= [π−1(B1)∩ (π−1(B2))c]∪ [(π−1(B1))c ∩π−1(B2)]=π−1(B1)+π−1(B2).

(iv) π−1(π(g)B)= gπ−1(B),∀g ∈G e B ⊂G/H. Com efeito,

x ∈π−1(π(g)B)=⇒π(x) ∈π(g)B =⇒π(x)=π(g)b,b ∈ B ⊂G/H.

Como π é sobrejetor, existe a ∈G tal que b =π(a). Assim,

π(x) = π(g)b = π(g)π(a) = π(ga) =⇒ Hx = H ga =⇒ gax−1 ∈ H =⇒ gax−1 = h1,h1 ∈ H =⇒ ga =

h1x ∈ Hx = xH (pois H é normal em G). Logo, ∃h2 ∈ H de modo que

ga = xh2 =⇒ x = gah−1
2 .

Como π(ah−1
2 ) = π(a)π(h−1

2 ) = (Ha)(Hh−1
2 ) = (Ha)(He) = Ha = π(a) = b ∈ B, segue que x =

gah−1
2 ∈ gπ−1(B). Portanto, π−1(π(g)B)⊂ gπ−1(B).
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Agora, seja u ∈ gπ−1(B). Temos que u = gy com y ∈π−1(B). Daí, π(y) ∈ B e

π(u)=π(gy)=π(g)π(y) ∈π(g)B.

Logo, u ∈π−1(π(g)B) e portanto gπ−1(B)⊂π−1(π(g)B).

(v) π−1(B+π(g)B)=π−1(B)+ gπ−1(B),∀B ⊂G/H. De fato, isto segue das duas últimas igual-

dades pois,

π−1(B+π(g)B)=π−1(B)+π−1(π(g)B)=π−1(B)+ gπ−1(B).

(vi) B ∈Q(G/H)⇐⇒π−1(B) ∈Q(G). Com efeito,

(=⇒) B ∈Q(G/H)=⇒ B+ g˜︁B ∈ F(G/H),∀g˜︁ =π(g) ∈G/H =⇒ B+π(g)B ∈ F(G/H),∀g ∈G, isto é,

B+π(g)B = {H g1, ...,H gk} (finito). Daí, π−1(B)+ gπ−1(B)=π−1(B+π(g)B)=π−1({H g1, ...,H gk})=

H g1 ∪ ...∪H gk ∈ F(G) pois H é finito.

(⇐=) π−1(B) ∈ Q(G) =⇒ ∀g ∈ G,π−1(B) + gπ−1(B) = Fg ∈ F(G) =⇒ π−1(B + π(g)B) = Fg ∈

F(G) =⇒ π(π−1(B+π(g)B)) = π(Fg) ∈ F(G/H) =⇒ B+π(g)B ∈ F(G/H),∀g ∈ G (pois π é sobreje-

tor) =⇒ B ∈Q(G/H).

(vii) ∀A ∈Q(G),π−1(π(A))+F(G)= A+F(G) e π−1(π(A)) ∈Q(G). De fato, seja A ∈Q(G). Como

H é finito, suponhamos H = {h1, ...,hn}. Então, A+π−1(π(A)) = A+HA = A+ (h1A∪ ...∪hn A) ⊂

(A + h1A)∪ ...∪ (A + hn A) ∈ F(G), pois A ∈ Q(G). Mas, A +π−1(π(A)) ∈ F(G) se, e somente se,

A+F(G) = π−1(π(A))+F(G). Além disso, A+π−1(π(A)) = X ∈ F(G) e assim, π−1(π(A)) = A+ X ∈

Q(G), já que A ∈Q(G) e X ∈ F(G)⊂Q(G).

(viii) A ∈Q(G)=⇒π(A) ∈Q(G/H). Com efeito, por (vii), se A ∈Q(G) então π−1(π(A)) ∈Q(G).

Por (vi), B =π(A) ∈Q(G/H).

Assim, temos bem definida uma aplicação induzida,

π˜︁ :
Q(G)
F(G)

→
Q(G/H)
F(G/H)

,

π˜︁(A+F(G))=π(A)+F(G/H). Temos que:

• π˜︁ é homomorfismo:

∀A1 +F(G), A2 +F(G) ∈Q(G)/F(G),∀k ∈Z2 (k = 0 ou k = 1),

π˜︁(A1 + F(G) + A2 + F(G)) = π˜︁[π−1(π(A1)) + F(G) + π−1(π(A2)) + F(G)] = π˜︁[(π−1(π(A1)) +
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π−1(π(A2)))+ F(G)] = π˜︁[π−1(π(A1)+π(A2))+ F(G)] = π[π−1(π(A1)+π(A2))]+ F(G/H) = π(A1)+

π(A2)+F(G/H)=π(A1)+F(G/H)+π(A2)+F(G/H)=π˜︁(A1 +F(G))+π˜︁(A2 +F(G)).

π˜︁(0 · (A1+F(G))=π˜︁(∅+F(G))=π(∅)+F(G/H)=∅+F(G/H)= 0 · (π(A1)+F(G/H))= 0 ·π˜︁(A1+

F(G)).

π˜︁(1 · (A1 +F(G))=π˜︁(A1 +F(G))=π(A1)+F(G/H)= 1 · (π(A1)+F(G/H))= 1 ·π˜︁(A1 +F(G)).

• π˜︁ é injetora:

∀A+F(G) ∈Q(G)/F(G),

π˜︁(A + F(G)) = ∅ =⇒ π(A) + F(G/H) = ∅ + F(G/H) =⇒ π(A) ∈ F(G/H) =⇒ π(A) =

{H g1,H g2, ...,H gk} =⇒ π−1(π(A)) = H g1 ∪ H g2 ∪ ...∪ H gk ∈ F(G) (pois H é finito). Logo, por

(vii), A+F(G)=π−1(π(A))+F(G)=∅+F(G)=∅.

• π˜︁ é sobrejetora:

Sejam B ∈ Q(G/H) e B+F(G/H) ∈ Q(G/H)/F(G/H). Então, π−1(B) ∈ Q(G) e π−1(B)+F(G) ∈

Q(G)/F(G) e assim, π˜︁(π−1(B)+F(G))=π(π−1(B))+F(G/H)= B+F(G/H).

Assim, Q(G)/F(G)∼=Q(G/H)/F(G/H).

Portanto, e(G)= dimQ(G)/F(G)= dimQ(G/H)/F(G/H)= e(G/H).

■

Exemplo 3.36 Como S3 × {0}◁S3 ×R (S3 × {0} finito) e (S3 ×R)/(S3 × {0}) ∼= R temos, pelo teorema

anterior, que e(S3 ×R)= e((S3 ×R)/(S3 × {0}))= e(R)= 1.
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Conclusão

Neste trabalho introduzimos a Teoria de Módulos e estudamos Ends de Grupos.

A Teoria de Módulos é fundamental em Topologia Algébrica e tem uma vasta gama de aplicações

em diversas outras áreas da matemática, como exemplos citamos a Álgebra e a Teoria dos Números,

além dessa teoria oferecer ferramentas para a compreensão e solução de problemas em ciência da

computação e física teórica.

A teoria de ends de grupos, de certo modo, nos fornece uma maneira de medir a "infinitude" de

um grupo, em termos da sua estrutura de subgrupos. Esta teoria tem sua relevância em algumas

áreas da Matemática, por exemplo, na Álgebra e na Topologia Algébrica. Na Álgebra, a teoria de

ends está relacionada com decomposição de grupos e classificação de grupos e na Topologia Algé-

brica, está relacionada com a teoria de cohomologia de grupos. Além disso, esta teoria também é

importante ao se estudar a classificação de variedades.
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