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“A wvida pode nao ser tao fdcil, mas a cada obstdaculo superado

vocé ganha forca pra sequir em frente.” - Ayrton Senna






Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a construcao légica formal dos conjuntos dos
nimeros naturais e dos inteiros, via Axiomas de Peano. Na construcao dos inteiros, usa-

mos o conceito de relagao de equivaléncia e classe de equivaléncia.

Palavras-chave: conjunto dos niimeros naturais, conjunto dos niimeros inteiros, axiomas

de Peano, relagao de equivaléncia, classe de equivaléncia.






Abstract

This work aims to present the formal logical construction of the sets of natural numbers
and integers, via Peano Axiomas. In the construction of integers, we use the concept of

equivalence relationship and equivalence class.

Keywords: set of natural numbers, set of integers, Peano axiomas, equivalence relation,

equivalence class.
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INTRODUCAO

Antes de construirmos o conjunto dos nimeros naturais, temos que nos ater a
alguns registros historicos a respeito do que aconteceu durante séculos. A matematica
partia de verdades evidentes e prosseguia através de raciocinios cuidadosos para descobrir
verdades escondidas.

Em todos os tempos, a matematica esteve presente em todas as atividades huma-
nas. Um classico exemplo da nocao intuitiva de contagem era a correspondéncia entre
ovelhas de um rebanho, pedrinhas contidas em pequenos sacos, marcas em ossos de ani-
mais ou até mesmo pedacos de madeira, todos utilizados pelos incas. Alguns séculos
passaram até o desenvolvimento tedrico do conceito de nimero, que foi lento e complexo
e envolveu diversas civilizagoes. Os babilonios, 2000 a.C, desenvolveram o sistema de

numeragao sexagesimal.

A fundamentacao matemética do conceito de niimero ocorreu no final do século
XIX, através dos trabalhos propostos por Richard Dedekind (1831 — 1916), Georg Cantor
(1845 — 1918) e Giuseppe Peano (1858 — 1932). Esses estudos foram motivados pelas
demandas tedricas que surgiram a partir do volume de conhecimento matematico que foi
adquirido a partir do célculo diferencial e integral de Isaac Newton(1643—1723) e Gottfried
Wilhelm Leibniz(1646 — 1716), no século XVII. Depois de uma rapida exposigao histérica,
passaremos a estudar os axiomas de Peano, e, depois de alguns exemplos, vamos construir
o conjunto dos naturais, inteiros e por fim, racionais.

A ideia de numero natural sempre esteve presente e associada a ideia de quanti-
dade, isso porque desde os tempos mais remotos, o homem sempre teve a necessidade de
contar, como acontece intuitivamente nos primeiros anos escolares, quando conhecemos os
nimeros naturais. Neste trabalho, queremos construir o conjunto dos niimeros naturais
de uma forma axiomaética.

Vamos assumir certos axiomas que sao capazes de caracterizar completamente a
ideia intuitiva do conjunto dos niimeros naturais, caracterizando rigorosamente tudo que
j& conhecemos intuitivamente (como conjunto dos ntimeros naturais). Para tal, vamos

usar os axiomas de Peano.

A seguir, temos fotografias dos trés grandes matematicos envolvidos na funda-
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mentacao do conceito de ntimero.

Figura 1 — Richard Dedekind (1831 — 1916). Fonte: Wikipédia (Acesso: 15/04/2022).

Figura 2 — Georg Cantor (1845 — 1918). Fonte: Wikipédia (Acesso: 15/04/2022).

Figura 3 — Giuseppe Peano (1858 — 1932). Fonte: Wikipédia (Acesso: 15/04/2022).
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1  Numeros Naturais

E natural pensarmos que o conjunto dos niimeros naturais comecga do zero e pros-
segue de um em um. Uma outra ideia mais detalhada é o principio da indugao finita, que
consiste em pensar em um subconjunto nao-vazio “A” dos nimeros naturais, que contenha
um numero (6, por exemplo) e chamé-lo de x. Seu sucessor serd entao = + 1 (7), logo o
subconjunto contera o 7 que é 6+ 1, contera o 8 que é 7+ 1 e assim sucessivamente. Dessa
forma, “A” conteria todos os numeros naturais a partir do 6; mas, se substituissemos 6

por zero, entao “A” seria igual ao conjunto dos ntimeros naturais.

1.1 Axiomas de Peano

Os axiomas de Peano sao uma construgao rigorosa dessas ideias intuitivas e se
apoiam em conceitos matematicos que ja conhecemos ou admitimos conhecidos como os

conceitos de conjunto e de fungao. A ideia é:

A1) Existe um conjunto N e uma fungao s : N — N que associa a cada n € N
0 seu SUCcessor;

A2) s é injetora;

A3) Existe um elemento de “N” que denotaremos como 0 e¢ chamaremos de
zero que nao estd na imagem de s, isto é: 0 ¢ Im(s).

A4) Se um subconjunto X de N satisfizer (i) e (i) abaixo, entdao X = N:

i) 0eN;

i1) Se k € X entao s(k) € X.

A funcao que denominamos de s, vem da palavra sucessor de modo que se z € N,
s(z) é chamado sucessor de z € N. Dai somos levados a concluir que elementos diferentes
de N tém sucessores diferentes.

N se chama conjunto dos niimeros naturais, e N # @ pois 0 € N (pelo axioma
A2). Além disso, s(0) # 0 (pois 0 ¢ Im(s) e s(0) € I'm(s), entdo N contém pelo menos

dois elementos, 0 e s(0).
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Como por defini¢ao “s” é injetora, entao 0 # s(0) e s(s(0)) # s(0), assim s(s(0)) é
mais um elemento de N. Dai, chegamos a conclusao que de forma iterada notamos que os
sucessores sao distintos dois a dois. Mais adiante isso sera provado através de estrutura
numérica e de ordem de N.

Nas secoes seguintes introduziremos as operacoes de adi¢ao e multiplicagao de

nimeros naturais e provaremos algumas de suas propriedades basicas.

1.2 Adicao de Ndmeros Naturais

Definicao 1.1. A adicao de numeros naturais m e n € indicada por m +n e é definida

do sequinte modo:

{ m+0 = m
m+s(n) = s(m+n)

A defini¢ao acima nos da que a soma de um nimero arbitrario com 0 é m+0 = m,
também que a soma de m com s(0) é m+s(0) = s(m+0) = s(m). Dai podemos escrever
ainda m + s(s(0)) = s(m + s(0)) = s(s(m)) = s(m + 1).

Esse processo pode ser formalizado através do principio da indugao que nos mostra

que a soma m + n esta definida para todos os niimeros naturais.

Lema 1.1. Para cada natural m fizado anteriormente, S,, = {n € N | m + n estd

definida} = N.

Demonstracao: Segue da definicao de adicao que 0 € S,,; além disso, se k € S,, entao
s(k) € S, pois pela definicao m + s(k) = s(m + k). Do axioma A4 concluimos que
Sm = N. Como m é arbitrario S,, = N, para todo m € N. O que nos mostra que m + n

estd definida para todo par(m,n) de nimeros naturais.

Definigao 1.2. Indicaremos por 1 o nimero natural que € sucessor de 0, ou seja, s(0) = 1.

Proposigao 1.1. Para todo natural m temos que s(m) = m+1 e s(m) = 14+m, portanto

m+1=1+m.
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Demonstracao: Primeiro observamos que m +1 = m + s(0) = s(m + 0) = s(m). Seja
A={m e N|s(m)=1+m}. Note que 0 € A, pois s(0) =1 = 140. Vamos mostrar que
para m € A teremos s(m) € A. Por hip6tese s(m) = 1+ m, dai s(s(m)) = s(1+m) =
1 + s(m), mostrando que s(m) € A. Pelo axioma A4, concluimos que A = N.

Teorema 1.1. O conjunto N ={0,1,2,3,4,5,...}.

Demonstracao: usando a notagao indo-arabica de base 10, temos que: s(1) = 2,s(2) =
3,5(3) =4,s(4) =5,5(5) =6,s(6) =7,...,8(n) =n+1,.... Logo, N contém o conjunto
S ={0,s(0),s(s(0)),s(s(s(0))),...}, ouseja, S =1{0,1,2,3,4,5,...}. O conjunto S foi
construido como um subconjunto de N que contém o “0” e o sucessor de qualquer elemento

nele contido. Pelo principio da inducao, segue que S = N.

Em nosso conjunto S, temos 0 # 1, porém ainda nao podemos comparar 0 com 1,
isto é, ainda temos que formalizar a ideia de que 1 é maior que 0. Para isso temos que

definir uma relagao de ordem em N. Isto serd feito mais adiante.

Exemplo 1.1. Apresentamos algumas adi¢oes em N.

a) 1+1=s(1)=2;
b) 24 1=s(2) =3
c)2+2=2+s(1)=s(2+1) =s(24+s(0)) = s(s(2
d)0+2=0+5s(1)=s0+1)=s(1+0)=s(1) =2.

Algumas das propriedades da adi¢ao que parecem ébvias podem ser demonstradas

pelos axiomas de Peano e por propriedades demonstradas anteriormente.
Proposicao 1.2. Temos o0 como elemento neutro da adi¢ao, ou seja, m+0 = m = 0+m.

Demonstragao: Da defini¢ao de adigao temos que m+0 =m, Vn € N. Seja A = {m €
N|0+m = m}. Observe que 0 € A, pois 040 = 0; além disso se m € A, entao 0+m =m
e dai 04 s(m) = s(0+m) = s(m), ou seja, s(m) € A. Pelo axioma A4 segue que A = N.
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Teorema 1.2. Sejam m,n e p numeros naturais arbitrdrios. Temos:

i) propriedade associativa da adi¢ao:
m+(n+p)=(m+n)+p
i1) propriedade comutativa da adi¢ao:
n+m=m-+n
iii) lei do cancelamento da adi¢ao:
m+p=n+p—n=m

Demonstracgao:

i) Sejam m e n nimeros naturais em A e seja A, = {p € N| m+(n+p) = (m+n)+p}.
Observe que 0 € A,, ,, pois m+ (n+0) =m+n = (m+n)+ 0 Admitamos que k € A,, ,
e vamos provar que s(k) € Ay, »; veja, m+ (n+s(k)) =m+s(n+k) =s(m+ (n+k)) =
s((m+n)+ k)= (m+n)+ s(k), e isto mostra que s(k) € A. Portanto, pelo axioma A4,

A =N, pois m e n sao arbitrarios.

i1) Desejamos mostrar que: n 4+ m = m + n. Para isto vamos usar inducao sobre n.
Primeiro mostraremos que m+1=14m, Vm € N. Param =0, temos 0+1=1=140

e supondo que m + 1 = 1 + m, temos que:
1+s(m)=s(1+m)=s(m+1)=m+s(1),
ou seja,
I+(m+1)=m+(14+1)=(m+1)+1;

portanto, pelo principio de inducao, 1 +m =m + 1, Vm.

Suponha agora que m +n = n + m, para algum n > 1; entao
m+n+1)=m+n)+1l=nm+m)+1l=n+m+1)=n+(1+m)=(n+1)+m,

e, portanto, pelo principio de indugao, segue que m +n =n-+m, Vm,n € N.
i11) Queremos mostrar que: m+p =n+p — m = n.
Parap =0, temos: m+0=n+0=— m = n.
Para p =1, temos: m+1=n+1= s(m) = s(n) = m = n, pois s é injetora.
Para p = k, supondo que m +k = n+k = m = n, entdo m+ (kK + 1) =
n+(k+1)=sm+k)=sn+k)=m+k=n+k= m=n.
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1.3 Multiplicacao de Ndmeros Naturais

Definicao 1.3. A multiplicacdo de dois nimeros naturais m e n € indicada pelo produto

m - n, sendo definida do sequinte modo:
m-0 = 0
m-(n+1) = m-n+m

Notacao 1.1. Por simplicidade, adotaremos m -n = mn.
Vejamos um exemplo:

2-3 = 2-(2+1)

242
(1+1)+2
14242
-(0+1)+2+2
= 2:04+2+2+2
= 0+2+2+2

= 24242=6

I
NN N NN

Teorema 1.3. Para m, n e p naturais arbitrdarios, sequem as sequintes proposicoes:

i) m,n € N, temos mn € N, isto €, a multiplicagao de fato é uma operacio em N;

i1) existéncia do elemento neutro multiplicativo: 1-n=mn-1=mn;

iii) distributividade: m(n + p) = mn+mp e (m +n)p = mp + np;

iv) associatividade: m(np) = (mn)p;

v) comutatividade: mn = nm;

vi) mn=0=m =0 oun=0.

Demonstracao: As demonstragoes destas propriedades podem ser feitas usando o principio

de indugao. Faremos aqui a prova de (ii); as demais sao deixadas para o leitor como
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exercicio. Primeiro mostraremos que 1-n = n,Vn: para n = 0, temos, por definicao,
1-0=0. Supondo que 1-n =mn, temos, 1-(n+1) =1-n+1=n+1; logo, por inducao,
1-n=n,Vn.

Observe agora que, dadon € Nyn-1=n-(0+1)=n-0+n=0+n =n. Assim,

fica provado que 1-n=n-1=mn,Vn.

1.4 Relacdo de Ordem em N

A relagao de ordem em N nos permitira comparar os nimeros naturais: da formacao

do conjunto notamos que 0 é menor do que 1, que 1 é menor do que 2 e assim por adiante.

Definicao 1.4. Uma relacio R em N se diz uma relagao de ordem sobre um conjunto

nao vazio em A, se satisfizer, para quaisquer x, y, z € A dados, as sequintes condicoes:
i) reflexividade: xRz,
i1) antisimétrica: se tRy e yRz entdo x = y;

i1i) transitividade: se xRy e yRz entdo xRz.

Um conjunto nao vazio A munido de uma relacao de ordem, diz-se um conjunto

ordenado.
Definicao 1.5. Dados m, n € N, dizemos que mRn se existir p € N tal que n = m + p.

Demonstragao: Vamos mostrar que R é uma relacao de ordem:

i) Vm € N, mRm, pois m = m + 0, portanto R é reflexiva,

1) Se m, n € N tais que mRn e nRm; entdo existem p, ¢ € Ntal quen =m+gqe
m=n+p=n=Mn+p +q=n+{pP+q)=p+q=0=p=0eq=0, portanto
m=n;

iii) Se mRn e nRp, entdo existem 7, s € N tais que n = m +r e p = n + s; logo
p=n+s=(m+r)+s=m+(r+s),ecomor+secN, temos que mRp.

Concluimos assim que R é uma relacao de ordem sobre N; a partir daqui indicare-

mos esta relagao R com o simbolo <.
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1.5 Lei de Tricotomia

Teorema 1.4. Para quaisquer m, n € N, temos que uma e apenas uma das sequintes
relagoes acontece:

i) m<mn;

i1) m=mn;

iii) m > n.

Demonstracao: Isso mostra que duas dessas relacoes nao podem ocorrer simultane-
amente. E mostraremos que uma delas deve ocorrer necessariamente. Note que as
relagoes (i) e (i1), (i) e (i4i) sdo incompativeis por definicdo. Para (i) e (iii) ocor-
rendo simultaneamente, temos: n = m +p e m = n + ¢; com p,q € N\{0}, dai vem:
n+0=n=m+p=Mn+q +p=n+(p+q).

Pela lei do corte p+qg =0 = p = ¢ = 0, o que é uma contradi¢do. Ao mesmo
tempo, devemos mostrar que uma das trés relagoes acontece.

Seja um numero arbitrario m € N e M um conjunto definido como: M = {z € N |
r=mouzx >mouxz <m}. Vamos provar por inducao sobre x que M = N. Temos que
0 € M, pois m =0 ou m # 0. Por indugao, devemos ter que se k € M entao k+1 € M.
Podemos considerar trés opgoes:

1Y k=mentao k+1=m+1=k+ 1> m e portanto k + 1 € M,

2%) k > m, neste caso existe p € N\{0}, tal que ¥ = m + p, entdo k +1 =
(m+p)+1l=m+(p+1)=k+1>m,logo k+1€ M,

3%) k < m, neste caso existe p € N\{0} tal que m = k + p, e como p # 0, entao
p=p; + 1 paraum certo p; € Nylogom=k+ (p1+1)=k+(1+p;) =(k+1)+p;. Se
pp=0=m=k+lek+1eM,sep#0entaom>k+1lek+1ec M.

Pelo principio de inducao, segue que M = N.
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2 Numeros Inteiros

2.1 Conceitos Preliminares

Quando construimos o conjunto dos nimeros naturais, as solucoes para equacgoes,
como a+ x = b, nao seria possivel em N, pois se b nao for maior ou igual a “a”, a equagao
acima nao tem solucao em N. Devemos agora propor uma extensao dos niimeros naturais
a um conjunto que vamos denominar como conjunto dos nimeros inteiros e simboliza-los
por Z, de forma que, dada uma equacao nesse conjunto, ela tenha solugao nesse préprio
conjunto.

Embora o conjunto dos nimeros naturais possua uma cépia no conjunto dos

nimeros inteiros, este nao deve ser entendido como subconjunto dos inteiros (Z).

N

0 1 2 3 4

Figura 4 — Reta numérica dos niimeros naturais. Fonte: proprio autor.

Z

4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 5 — Reta numérica dos nimeros inteiros. Fonte: préprio autor.

Observe que a operacao a — b de niimeros naturais nao esta definida no conjunto
dos naturais, pois 1a s6 temos as operacoes de adicao e produto.

Nosso objetivo ao estabelecer o conjunto dos niimeros inteiros é dar sentido as
operacoes do tipo a — b ou b — a quando a e b pertencam ao conjunto dos nimeros
naturais independentes da ordem de grandeza dos mesmos. Notamos também uma certa
equivaléncia quando operamos 7 — 3 = 9 — 5, 0 que vamos provar a partir da nossa

construcao: se trocarmos a operacao por adicao

T+5=9+3
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a igualdade se verifica; assim,
a—b=c—d,

com a, b, ¢, d € N equivale a

at+d=c+b

(perfeitamente explicdvel em N.)

2.2 Relacdo de Equivaléncia em N x N

Defini¢ao 2.1. Uma relacao R sobre um conjunto A # () é chamada de equivaléncia se

satisfazer, para quaisquer x,y,z € A dados, as sequintes condig¢oes:
i) reflexividade: xRz,
i1) simétrica: se xRy entdo yRz;

i1i) transitividade: se xRy e yRz entdo xRz.

O exemplo canodnico da relacao de equivaléncia é quando temos uma relacao de
igualdade. Dentre muitos exemplos de relagdo de equivaléncia temos a relagao: (con-

gruéncia). Antes vejamos duas definigoes.

Definigao 2.2. Sejam os nimeros inteiros a e b dados. Dizemos que a divide b (representamos

por a | b) se existir um inteiro k tal que a-k =0b. Ou seja: a | b <= 3 kinteiro; a-k =b.

Quando a | b, dizemos também que a é um divisor de b ou, equivalentemente, que

b é um maultiplo de a .

Definicao 2.3. Se a,b e m € Z com m > 0, dizemos que a é congruente a b modulo

m sem | (b— a). Denotaremos essa situagdo por a =b mod m.

Exemplo 2.1. Seja a relagio R = {(a,b) | a = b mod m}, mostrar que é uma relagdo

de equivaléncia em 7.

i) Reflexiva: a =a mod m = m | (a —a) = m | 0;

i1) Simétrica: a =b mod m = m | (b—a) = Ik € Ztalque m-k =b—a <
m-(—k)=a—b=m|(a—b) = b=a mod m;
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i7i) Transitiva: a = b modm e b = ¢ mod m = a = ¢ mod m. De fato,
sejam ky e ky € Z tais que: mky = b—a <= b =mky+a e mky =c—b = mky =
c—(mki+a) <= mky+mky=c—a<=m(ki+ky) =c—a=m|(c—a) = a=c
mod m.

Provando assim que a congruéncia é uma relacao de equivaléncia em Z.

Nosso objetivo é definir um nimero inteiro como uma classe de equivaléncia dada
por uma relagao de equivaléncia no conjunto N x N. Assim, o conjunto Z dos inteiros sera
o conjunto de tais classes de equivaléncia.

Inicialmente, vamos definir relagdo em N x N (que denotaremos por: ~) e provar

que é de equivaléncia.

Definicao 2.4. Para (a,b), (¢,d) € NxN. Dizemos que (a,b) estd relacionado com (c,d)
quando a +d = b+ c. Que serd indicada por (a,b) ~ (c,d).

Assim,

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c. (2.1)

Teorema 2.1. A relagio ~ em N x N definida por (a,b) ~ (c,d) € de equivaléncia se

at+c=0b+d.

Demonstracgao: como ja definimos anteriormente, uma relacao é denominada relagao de

equivaléncia, se for: reflexiva, simétrica e transitiva.

i) Reflexiva: temos (m,n) ~ (m,n), pois m+n = n+ m pela propriedade comu-

tativa da adicao;

i1) Simétrica: temos que (m,n) ~ (r,s) <= (r,s) ~ (m,n), pois (m,n) ~
(r,s)<=m+s=n+r<=mts=r+n<=s+m=r+n<=r+n=s+m<=

(r,s) ~ (m,n) (a propriedade comutativa da adicao foi utilizada em vérias equivaléncias);

i7i) Transitiva: temos que (m,n) ~ (r,s) e (r,s) ~ (u,v) = (m,n) ~ (u,v),

pois de (m,n) ~ (r,s) e (r,s) ~ (u,v) temos:



32

(1) (m,n) ~ (r,s) <= m+s=n+r;
(2) (r,s) ~ (u,v) <=1 +v=35+u.

Somando v em (1) e fazendo uma associacao, temos que:
m+s=n+r<= m+s)+v=n+r)+v<= (m+v)+s=n+(r+v) (2.2

usando (2) em ([2.2)) ficamos com: (m +v) +s=n+ (s+u) = (n+ u) + s, pela lei do
corte vem:

m+v=n+u<= (m,n) ~ (u,v).

2.3 Conjunto Quociente N x N / ~

Notagao 2.1. Iremos denotar por (a,b) a classe de equivaléncia do par ordenado (a,b)

pela relagcao ~, assim,

(a,0) = {(z,y) e NxN| (z,9) ~ (a,0)}. (2.3)

Quando colocamos um trago sobre o par ordenado subentendemos que é uma classe

de equivaléncia.

Exemplo 2.2. Observemos os sequintes exemplos ilustrativos:

i) (3,5) ={(1,3),(3,5),(5.7),(7,9),...};

i) (3,2) = {(1,0),(2,1), (3,2), (4,3),...};

i) (7,9) = {(1,3), (3,5), (5,7), (7,9),...}.

Observe que (3,5) = (7,9).

A partir de entao, vamos formar nosso conjunto dos nimeros inteiros.

Defini¢ao 2.5. O conjunto quociente N x N/ ~ composto pelas classes de equivaléncia

(a,b) serd denotado por Z e o chamaremos de conjunto dos nimeros inteiros. Deste

modo, Z = (N x N/ ~) ={(a,b) | (a,b) € N x N}.

Podemos desta maneira representar todos os elementos de Z.
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2.4 Operacdo de Adicio em Z

Nosso objetivo agora é definirmos a operagao (4) em Z, chamada de adigao.

Definigao 2.6. Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a soma (a,b) + (¢,d) como sendo o
inteiro (a + ¢, b+ d).

Temos agora que demonstrar que qualquer que sejam os representantes escolhidos

das classes de equivaléncia a adicao estarda bem definida.

Teorema 2.2. Se tivermos (a,b) = (a',V) e (¢,d) = (¢,d'), entio (a,b) + (¢,d) =

(@', V) + (¢,d"). Logo, a adi¢iao de nimeros inteiros estd bem definida.

Demonstragao:

Sabemos que (a,b) = (a/, V'), entéo (a,b) ~ (a’,b'), isto é,

(a,b) = (V) = a+V =b+d. (2.4)

De modo andlogo, (¢,d) = (¢, d'), entao (¢,d) ~ (¢, d'), isto é,

(e,d)=(c,d)=c+d =d+. (2.5)

Temos entao: (a,b) + (¢,d) = (a+c¢, b+d) e (¢/,V) + (¢, d) = (¢’ +, 0V + d'),
entao podemos mostrar que: (a+c¢, b+d) = (' + ¢,V +d'), ouseja, (a+c)+ (V' +d) =
(b+d)+ (' + ). De fato, somando membro a membro das equacao (2.4) e (2.5)), temos:

(a+c)+ W +d)=(a+V)+(c+d)=0b+d)+(d+)=0b+d)+ (d+) (2.6)

Portanto, (a+¢, b+d) = (¢ + ¢,V + d').

Exemplo 2.3. Adi¢io: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

i) (2,0)+(3,0) = (243, 0+0) = (5,0);

i) (3,1)+ (8,5) = (3+8, 1+ 5) = (11,6).

Como podemos ver (5,0) = (11,6).

Observacao 2.1. Mostramos com o teorema acima que a operacao de adi¢cao nao depende

da escolha dos representantes das classes.
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Teorema 2.3. A operacao de adicao em Z é associativa, comutativa, tem (0,0) como

elemento neutro.

Demonstracgao:

i) Associativa: desejamos mostrar que dados (a,b), (¢,d) e (e, f) em Z, teremos

((a,b) + (¢, d)) + (e, f) = (a,b) + ((¢,d) + (e, f)). De fato,

((a,0) + (c;d)) + (e, f) = ((a+cb+d))+ (e [)
((a+c)+e (b+d)+f))
= (a+(c+e),b+ (d+[))
(a,b) + (c+e,d+ f)
(a,b) +

a,b0) + ((¢,d) + (e, f))

i1) Comutativa: queremos mostrar que para (a, b) e (¢, d) em Z, devemos ter (a, b)+

(c+d) = (c,d) + (a,b). De fato,

(a,0) + (¢,d) = (a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b).

i1i) Existéncia do elemento neutro da adi¢ao (0,0): sejam (a,b) e (0,0) em Z,

temos que

(a,b) +(0,0) =(a+0,0+0) = (0+a,0+b) = (a,b)

Teorema 2.4. (Lei do cancelamento da Adi¢ao): Sejam o, B,y € Z coma+ =~ +

entao o = 1.

Demonstracao: Para a = (a,b), f = (¢,d) e 7 = (m, n), temos que:

(a,b) + (¢, d) = (m,n) + (¢, d)
(a+c,b+d)=(m+c,n+d)
( ) =

) =

a+c)+(n+d)=(b+d)+ (m+c)
(b+m)+ (d+c)

a+n=b+m

<~
<~
< (a+n)+(c+d
—
<~

(a,b) = (m,n) <= a =7
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Teorema 2.5. (Elemento Oposto): Para (a,b) € Z, existe um unico (¢,d) € Z tal que
(a,b) + (¢,d) = (0,0). Tal elemento (c,d) serd o elemento (b, a).

Demonstragao:

i) Existéncia: Para (a,b) € Z, sejam (¢,d) = (b,a) € Z e (m,n) € Z tais que:

(a,b) + (¢,d) = (m,n) (a,b) + (b,a) = (m,n)

(a+b,b+a)=(m,n)

a+b+n=b+a+m
n=m<<m=n
m+0=0+n
(m,n) = (0,0)

rrroeee

Logo, (m,n) = (0,0). Portanto, existe um elemento (¢,d) = (b,a) € Z tal que
(a,b) + (c,d) = (0,0).

i7) Unicidade: Suponha que existam (¢, d), (¢/,d’) € Z ambos opostos de (a,b).

Por ambos serem opostos de (a, b), segue que:

(a,b) + (¢,d) = (0,0) <= (a+c¢,b+d)=(0,0)
= a+c=b+d (2.7)

(a,b) + (¢,d') = (0,0) <= (a+,b+d)=1(0,0)
— a+cd=b+d (2.8)

Observe que se somarmos o primeiro membro de (2.7) com segundo membro (2.8)
e o segundo membro de (2.7) com o primeiro membro de ({2.8]), teremos:

atct+b+d=b+d+a+d =c+d=d+/, (2.9)

portanto, necessariamente devemos ter (¢, d) = (¢, d’), provando assim a unicidade.

Observagao 2.2. O oposto de um elemento o € Z, como vimos € unico, e serd denotado

por —a.
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2.5 Operagdo de Subtracao em Z

A subtragao em Z serd denotada por (—) e é definida da seguinte maneira:

Definigao 2.7. Se a e f € Z entdo a — = o + (—f). Assim, a subtra¢io o — 3 € a

soma de o com o oposto (ou inverso aditivo, ou simétrico) de 5.

Proposicao 2.1. Sendo a, 8 ¢ v € Z, valem:
i) —(-a) =a;
i) —a+pf=p8—a;
iii) a — (—f) = a + B;
w) —a—f=—(a+p);
v)a—(B+7)=a-F—7.

Demonstragao: Faremos aqui a prova de (ii), as demais sao deixadas para o leitor como

exercicio. Seja o = (a,b) e = (¢,d); como vimos acima —a = (b, a); assim

—a+f3 =

2.6 Operacdo de multiplicacdo em Z

43 7

A seguir, iremos definir outra operagao em Z, a qual indicaremos por e sera

chamada de produto.

Defini¢ao 2.8. Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos o produto (a,b) - (¢,d) como sendo
o inteiro (a-c+b-d,a-d+b-c).

Notacao 2.2. Por simplicidade, adotaremos a -b = ab.
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Teorema 2.6. A multiplicacao em 7 estd bem definida. se (a,b) = (a/,V) e (c,d) =

(¢,d"), entao, (a,b) - (c,d) = (a',V) - (c,d').

Demonstracao: Temos que,

i) (a,b) = (¢/,V/) = (a,b) ~ (a/,V) = a+ b =b+d;

it) (c,d) = (¢/,d) = (c,d) ~ (¢, d') = c+d =d+ .

Multiplicando (i) por ¢ e (ii) por d, teremos as respectivas equagoes:

ac+bec=bc+dc (2.10)

ad+b'd =bd +d'd (2.11)

que somando seus membros em cruz, ficamos com:

ac+bd+dd+be = ad+bc+adc+1b'd
(ac+bd,ad +bc) = (dc+Vd,a’'d+bc)
@h-©ed = @9 ©d (2.12)

De maneira andloga, multiplicando (i7) por @’ e b’ respectivamente, ap6s as operagoes,

obteremos:

(@, V) - (c,d) = (a',V)-(c,d). (2.13)
Comparando (2.12)) e (2.13)), concluimos que

(a,b) - (c,d) = (a', V) - (¢, d)

Teorema 2.7. A multiplicacao em 7Z € associativa, comutativa, tem elemento neutro

(1,0), wvale a distributiva em relagao a adigao e também, a lei do cancelamento multipli-

cativo.

Demonstragao:

i) Associativa: Para o = (a,b),5 = (¢,d) e v = (m,n) € Z, queremos mostrar

que a(Bv) = (af)y. De fato,
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af = (a,b) - (c,d) =

a,b) - ((¢,d) - (m, n))

a,b) - (em + dn,cn + dm)

a(em + dn) + b(cn + dm), a(en 4+ dm) 4+ b(cm + dn))

acm + adn + ben + bdm, acn + adm + bem + bdn)

(ac + bd)m + (ad 4 be)n, (ac + bd)n + (ad + be)m)

ac + bd,ad + bc) - (m,n)

(a,0) - (¢, d)) - (e, f)

(
(
(
(
(acm + bdm + adn + ben, acn + bdn + adm + bem)
(
(
(
(aB)y

i1) Comutativa: Para o = (a,b), 8 = (¢, d) € Z, queremos mostrar que aff = fa.
De fato,

(ac+ bd,ad + bc) = (ca + db, cb + da) = (¢, d) - (a,b) = Pa

iii) Tem elemento neutro (1,0): Para a = (a,b) e § = (1,0) € Z, temos que:

a-fB=1(a,b)-(1,0) =(a+0,0+0b) = (a,b) =« (2.14)

iv) Distributiva em relagao a adigao: Para o = (a,b), 8 = (¢,d) ey = (m,n) €

Z, queremos mostrar que a5 + ) = aff + ay. De fato,

a(B+7) =

a,b) - ((¢,d) + (m,n))
a,b) - ((c+m,d+n))

ac + am + bd + bn, ad + an + bc + bm)

(
(
= (alc+m)+b(d+n),a(d+n)+blc+m))
(
(a,

b) - (¢,d) + (a,b) - (m, n)

= af+ay

v) Vale a lei do cancelamento multiplicativo: Para o = (a,b), 8 = (¢,d) e

v =(m

,n) € Z, com y =

(m,n) # (0,0), temos que:
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ary

<a7 b) ’ <m7 n)

(am + bn,an + bm)
am + bn + cn +dm
m(a+d) +n(b+c)

By (2.15)
(¢,d) - (m,n)

(em + dn, cn + dm)

an + bm + cm + dn

m(b+ c¢)+n(a+d) (2.16)

como (m,n) # (0,0), isto implica que m # n. Sem perda de generalidade, suponha m > n

(andlogo se n > m). Se m > n, entdo existe um k € N\{0}, tal que m =n + k.
Substituindo m = n + k em (2.16)), ficamos com:

(n+k)(a+d)+n(b+c)

na + nd + ka + kd + nb + nc
ka + kd

k(a+ d)

a+d

(n+k)(b+c)+n(a+d)

nb + nc + kb + kc+ na +nd
kb + kc

k(b+ c)

b+c

(a,b)

«

(c,d)
5 (2.17)

Comparando (2.15)) e (2.17)), concluimos que ary = 5y = o = (3, desde que y # 0.

2.7 Relacdo de Ordem em Z

Definigao 2.9. Dados os inteiros (a,b) e (c,d), escrevemos (a,b) < (¢,d), lé-se (a,b) €

menor ou igual a (¢,d) quando a+d < b+ c.

Proposicao 2.2. A relagio (<) € uma relagao de ordem em Z, onde ela goza das propri-

edades reflexiva, antissimétrica e transitiva. Fssa relacao € compativel com as operagoes
definidas em 7.

Demonstragao:

i) Reflexiva: m = (a,b) € Z, entdo m < m pois a + b = b+ a.



40

1) Antissimétrica: Seja m = (a,b),n = (¢,d) e suponha m < n e n < m. Entdo
a+d<b+cec+b< a+d logo, como essa desigualdade é em N, segue que

a+d=b+ c, o que é equivalente a dizer que m = n.

i31) Transitiva: Demonstracao, ver FERREIRA| (2010) (p. 53).

tv) Sejam m = (a,b),n = (¢,d),p = (e, f), elementos de Z. Vamos mostrar que m < n

— m+p<n+p.

Comecamos observando que m < n = a + d < b+ ¢ Dai vem que

(@atd)+(e+f)<btc)+(e+f)=(ate)+(d+f)<(ct+e)+(0+])

ou seja,

(ateb+f)<(cted+f)=m+p<n+p

v) Da mesma forma pode-se mostrar que se m < n e p > 0, entdo mp < np.

Definigao 2.10. Dados (a,b) € Z, temos:

i) (a,b) € positivo quando (a,b) > (0,0);

i1) (a,b) € nao negativo quando (a,b) = (0,0);

i11) (a,b) € negativo quando (a,b) < (0,0);

iv) (a,b) é nao positivo quando (a,b) < (0,0).
Teorema 2.8. (Lei da tricotomia dos Inteiros) Dados «, f € Z, um e apenas um dos

sequintes casos pode ocorrer: o= ou o < 3 ou o > f3.

Demonstracao: FERREIRA| (2010) (p. 54).

Observagao 2.3. Se (a,b) > (0,0) <= a+0 > b+ 0 = a > b. Por outro lado, se

(a,0) < (0,0) = a+0<b+0= a<b

Esta observagao estd de acordo com a ideia de que a classe de equivaléncia (a, b)

representa a “diferenca a — 0", mais adiante essa ideia tera maior solidez.
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Observacgao 2.4. Se (a, b) € positivo com a > b, entao existe m € N\{0} tal que a = b+m.

FEsta igualdade equivale a: (a,b) = (m,0). Analogamente (a,b) < (0,0), entdo nesse caso

existe m € N, tal que (a,b) = (0,m).

Estas observacgoes e a lei da tricotomia em Z nos dizem que:

2= {(0,m) [ m € N\{0}} U {(0,0)} U {(m,0) | m € N}

sendo essa uniao acima disjunta. Temos ainda:

i) Inteiros negativos:

Z\{0} = {(0,m) | m € N\{0}}, Z_ = {(0,m) [ m € N\{0}} U{(0,0)}

i1) Inteiros nao negativos:

24 \{0} = {(m, 0) | m € N\{0}}, Z, ={(m,0) | m e N\{0}} U{(0,0)}

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Podemos notar que o conjunto dos ntumeros inteiros nao negativos, Z,, estd em

bijecao com N. Esta bijecao mostra que Z, é uma copia algébrica de N.

Teorema 2.9. Seja f: N — 7Z dada por: f(m) = (m,0) entdo f é injetora e valem as

sequintes propriedades:

i) flm+mn) = f(m)+ f(n);

ii) f(mn) = f(m)- f(n);

iii) Se m < n, entdao f(m) < f(n).

Demonstragao:

Vamos verificar primeiro que f é injetora, vejamos f(m) = f(n) < (m,0) = (n,0) <

m+0=n+0&m=n.

(¢) Tome m,n € N, entdo f(m+n) = (m+n,0) = (m,0)+ (n,0) = f(m)+ f(n).

(#) Tome m,n € N, entdo f(mn) = (mn,0) = (m,0) - (n,0) = f(m) - f(n).
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(#i2) Se m < n, entdo por definigdo temos n = m + r, para algum r € N. Portanto

temos f(n) = (n,0) = (m+r,0) = (m,0)+ (r,0) = f(m)+ (r,0). Entao temos que
f(m) < f(n).

Observe que o conjunto f(N) = Z, possui a mesma estrutura algébrica de N.

Exemplo 2.4. Temos que 2+ 5 =7 em N, que pela f corresponde a: (2,0) + (5,0) =

(7,0) em Z. Do mesmo modo, 2 -5 = 10 que corresponde pela f a: (2,0)-(5,0) =
(2-:5+0-0,2-0+0-5) = (10,0).

Ainda a relagao 2 < 5 se preserva via f. Como (2,0) < (5,0) <= 2+0<5+0,

portanto 2 < 5, o que confirma que a ordenacao em Z é uma extensao da ordenacao em N.

Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e a ordenacao, Z, é uma copia
de N, obtida através de f. Assim, podemos identificar N com Z, e considerar N C Z.

Mais especificamente, com essa identificacao o nimero natural 0 passa a se confundir

com o numero inteiro (0,0), o nimero natural 1 com o nimero inteiro (1,0), e assim por

diante. Feita esta identificacdo, passaremos entao a denotar o inteiro (0,0) simplesmente

por 0, o inteiro (1,0) simplesmente por 1, o inteiro negativo (0,1) simplesmente por —1

e, assim por diante. Feitas as observagoes e identificagoes acima, se x = (a,b) € Z, entao

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + [—(b,0)]. Assim, em consequéncia da identificacao

feita, segue que x = a — b. Logo, todo inteiro é igual a diferenca (em Z) de dois ntimeros
naturais.
Por outro lado, se a,b € N, novamente levando em conta a identificacao de N com

Z ., temos:

a—b=1(a,0)— (b0) = (a,0) + (0,0) = (a,0)

o que mostra que a subtragao de dois niimeros naturais ¢ sempre possivel em Z. Isto, no

fundo, era o que se tinha em vista com a construcao do conjunto dos niimeros inteiros.
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