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Resumo

Neste trabalho estudamos o transporte quântico através de cavidades caóticas mesoscópicas

acopladas ao ambiente externo através de guias de onda muito extensos. Para isso, utiliza-

mos uma abordagem diagramática implementada através de uma integral matricial. Dessa

forma, devido a essa conexão, um problema de Física Semiclássica é transformado num

problema de polinômios simétricos. Através deste método, obtemos uma série perturbativa

na probabilidade de reflexão da barreira em que cada termo é exato nas quantidades de

canais das guias. Considerando a cavidade com guias de entrada e saída ideais e uma

terceira guia acoplada através de um barreira de tunelamento, obtivemos os valores médios

de vários momentos de transporte, entre eles a condutância e sua variância, o fator Fano e

o terceiro cumulante, todos condizentes com as predições da Teoria de Matrizes Aleatórias.

Para uma cavidade com duas guias acopladas por barreiras, obtivemos a condutância na

ausência e presença de Simetria de Reversão Temporal. No caso particular em que as

barreiras são idênticas, obtivemos médias de uma função de Schur e uma expressão fechada

para a condutância que exibe um termo exponencial para a probabilidade de reflexão da

barreira e o número total de canais disponíveis, γM . Além disso, obtivemos do módulo ao

quadrado de imanentes, que estão relacionados aos momentos de transporte na perspectiva

de partículas idênticas.

Palavras-chave: momentos de transporte, aproximação semiclássica, polinômios simétri-

cos.





Abstract

In this work, we study quantum transport through mesoscopic chaotic cavities coupled

to the external environment through very long waveguides. For this purpose, we use

a diagrammatic approach implemented through a matrix integral. Thus, due to this

connection, a semiclassical physics problem is transformed into a problem of symmetric

polynomials. Through this method, we obtain a perturbative series in the reflection

probability of the barrier, where each term is exact in the numbers of channels of the

waveguides. Considering the cavity with ideal input and output guides and a third guide

coupled through a tunneling barrier, we obtained the mean values of various transport

moments, including conductance and its variance, the Fano factor, and the third cumulant,

all consistent with Random Matrix Theory predictions. For a cavity with two guides

coupled by barriers, we obtained the conductance in the absence and presence of time-

reversal symmetry. In the particular case where the barriers are identical, we obtained

averages of a Schur function and a closed expression for the conductance that exhibits

an exponential term for the reflection probability of the barrier and the total number of

available channels, γM , not found in the literature until now. In addition, we obtained

the squared module of immanants, which are related to the transport moments from the

perspective of identical particles.

Keywords: transport moments, semiclassical approximation, symmetric polynomials.





Résumé

Dans cette étude, nous avons étudié le transport quantique à travers des cavités chaotiques

mésoscopiques couplées à lŠenvironnement extérieur par des guides dŠondes très étendus.

Pour ce faire, nous avons utilisé une approche diagrammatique implémentée à lŠaide dŠune

intégrale matricielle. Ainsi, grâce à cette connexion, un problème de physique semi-classique

est transformé en un problème de polynômes symétriques. Avec cette méthode, nous avons

obtenu une série perturbative dans la probabilité de réflexion de la barrière dans laquelle

chaque terme est exact pour les quantités de canaux des guides. En considérant la cavité

avec des guides dŠentrée et de sortie idéaux et un troisième guide couplé par une barrière

de tunnel, nous avons obtenu les valeurs moyennes de plusieurs moments de transport,

notamment la conductance et sa variance, le facteur Fano et le troisième cumulant, tous

conformes aux prévisions de la Théorie des Matrices Aléatoires. Pour une cavité avec deux

guides couplés par des barrières, nous avons obtenu la conductance en lŠabsence et en

présence de symétrie de renversement temporel. Dans le cas particulier où les barrières

sont identiques, nous avons obtenu des moyennes dŠune fonction de Schur et une expression

fermée pour la conductance qui présente un terme exponentiel pour la probabilité de

réflexion de la barrière et le nombre total de canaux disponibles, γM , qui nŠa pas été

trouvé dans la littérature jusquŠà présent. De plus, nous avons obtenu le module carré

dŠimanentes, qui sont liés aux moments de transport dans la perspective de particules

identiques.

Mots-clés: moments de transport, approximation semi-classique, polynômes symétrique.
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a matriz de espalhamento pode ser modelada como uma matriz aleatória do Ensemble

Circular Unitário (CUE, que corresponde ao grupo Unitário), devido ao fato de que a

própria matriz de espalhamento é unitária; porém se temos a presença da Simetria de

Reversão Temporal, o ensemble adequado é o Ensemble Circular Ortogonal (COE); e se

a Simetria de Reversão Temporal é preservada, mas há quebra de Simetria de Rotação

devido à interação spin-órbita, o ensemble adequado é o Ensemble Circular Simplético

(CSE) [17]. A RMT pode ser aplicada diretamente ao método de Landauer-Büttiker e

tem sido frutífero [2].

Outra abordagem para o tratamento de problemas de transporte é a abordagem

semiclássica. Em termos gerais, é esperado que a abordagem semiclássica seja efetiva

quando a constante de Planck é muito menor do que todas as outras ações presentes

no sistema e funciona de forma perturbativa, ou seja, considerando ordens dominantes

em séries de Taylor da forma c0 + c1h̵ + c2h̵2 + ... [18, 19]. Entretanto, em alguns casos,

especialmente envolvendo tunelamento, é possível ir além da série de potências de h̵ e

recuperar efeitos quânticos que contêm o fator e−c/h̵[20, 21]. Isso inclui quebra de níveis de

energia em poços quânticos simétricos unidimensionais [22, 23] e propagação de pacotes

de onda unidimensionais localizados [24, 25, 26].

Para aplicar a aproximação semiclássica a problemas de transporte, modelamos

os elementos da matriz de espalhamento utilizando somas sobre trajetórias. Ao serem

calculadas as somas sobre trajetórias, foram obtidas regras diagramáticas [27, 28]. Assim,

foi desenvolvida uma abordagem diagramática dos problemas de transporte [27, 28, 29,

30, 31, 32, 33]. Neste trabalho, implementando as regras diagramáticas através de uma

integral matricial [34, 35, 36], obtemos momentos de transporte para várias conĄgurações

de cavidade. No Ąnal do processo, obtemos uma série perturbativa na probabilidade

de reflexão da barreira cujos termos são exatos nas quantidades de canais das guias,

diferentemente dos resultados tradicionais de RMT válidos num regime de um grande

número de canais M ≫ 1.

Considerando uma cavidade acoplada ao ambiente externo por três guias, sendo

as guias de entrada e saída ideais e a terceira guia, modelada de modo mais realista

[37, 38, 39, 40], onde assumimos a presença de uma barreira de tunelamento. Para esta

conĄguração, obtivemos diversos momentos de transporte, entre eles a condutância e

sua variância, o fator Fano e o terceiro cumulante, na ausência de Simetria de Reversão

Temporal [41]. Utilizando a aproximação semiclássica, obtemos uma série perturbativa na

probabilidade de reflexão da barreira cujos coeĄcientes são exatos nos números de canais.

Isto nos permite investigar o comportamento dos momentos quando o número de canais é

pequeno, um regime inacessível utilizando técnicas tradicionais de RMT. Entretanto, à

medida que o número de canais aumenta, nossos resultados convergem para as previsões

da RMT.
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Por outro lado, considerando uma cavidade com apenas duas guias, mas com

barreiras de tunelamento presente em ambas, obtivemos a condutância na ausência e na

presença de Simetria de Reversão Temporal. Além disso, considerando que as barreiras

nas guias são idênticas e ausência de Simetria de Reversão Temporal, obtivemos uma

expressão para a média de uma função de Schur, o que nos permite obter momentos de

transporte através de suas combinações lineares [42]. E, para a condutância, obtivemos

uma expressão fechada com um termo linear e uma correção exponencial [43]

⟨g⟩ ≙ N1N2

M
−
N1N2M

M2 − 1
γ +

N1N2

M (M2 − 1)γM , (1.1)

que não estava presente em outras abordagens semiclássicas do problema [44, 45, 46, 47].

Porém tal resultado foi obtido por Macêdo em 2001, através da Teoria de Matrizes

Aleatórias [48].

Considerando um sistema com muitas partículas, os momentos de transporte são

obtidos através das simetrizações (simétrica para bósons e antissimétrica para férmions) dos

elementos da matriz de espalhamento. Dessa forma, buscamos complementar os resultados

obtidos por Urbina et al. [49], obtendo a médias do módulo ao quadrado do imanente de

um bloco diagonal de matriz [50]. Em particular, obtemos expressões para ⟨∣Immγ (U)∣2⟩G,

onde G é o grupo Unitário, o grupo Ortogonal e o Ensemble Circular Ortogonal (COE).

Obtivemos um resultado surpreendente na forma de uma conjectura (posteriormente

provada por Chapuy e Doşęga [51]) que conecta inversos de polinômios de Jack e caracteres

do grupo ortogonal avaliados na matriz identidade. Além disso, obtivemos a média do

permanente à quarta, ⟨∣Per (U)∣4⟩, para o grupo Unitário; e polinômios associados ao

permanente até o grau 2.

No Capítulo 2 revisamos conceitos teóricos fundamentais ao longo do trabalho,

como conceitos em Teoria de Grupos e polinômios simétricos; no Capítulo 3 visitamos

a aplicação de integrais matriciais como forma de implementar regras diagramáticas; e

nos Capítulos 4 e 5 utilizamos esta técnica para obtermos momentos de transporte para

cavidades. No Capítulo 4 para uma cavidade com três guias, sendo as guias de entrada e

saída ideais e a terceira guia modelada por uma barreira de tunelamento; e no Capítulo 5,

inicialmente, temos uma cavidade com duas guias, ambas modeladas por barreiras de

tunelamento. No Capítulo 6 obtemos valores médios de imanentes de blocos de matrizes

oriundos de vários ensembles. Por Ąm, trazemos nossas conclusões no Capítulo 7.
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2 Conceitos Fundamentais

2.1 Grupos de Permutações

Dado um conjunto de elementos numerados com índices de 1 a n, podemos deĄnir

permutações como funções bijetivas no conjunto {1,2,⋯, n}, ou seja, funções que levam o

conjunto sobre ele mesmo. A única alteração possível é a ordenação dos elementos. Por

exemplo, considere a função σ ∶ {1,2,3}→ {1,2,3}, em que σ(1) ≙ 3, σ(2) ≙ 2 e σ(3) ≙ 1;

σ é uma permutação [52, 53].

Se considerarmos a operação de composição sobre o conjunto de todas as permu-

tações no conjunto {1,2,⋯, n}, obtemos uma estrutura de grupo1. O grupo formado é

conhecido como grupo de permutações. O número de elementos no grupo é n! e denotamos

Sn. Assim, tomando σ1 ≙ (1 3) e σ2 ≙ (1 2) em S3, temos (1 2)(1 3) ≙ (1 3 2) ao passo que

(1 3)(1 2) ≙ (1 2 3), o que mostra que o produto de duas permutações, em geral, não é

comutativo.

Podemos denotar permutações de maneira mais eĄciente através da notação de

ciclos. Se π(ir) ≙ ir+1 e π(ik) ≙ i1, então o ciclo (i1 i2⋯ik) está contido na decomposição de

π. Quando π(i) ≙ i, temos um ciclo do tipo (i), que é omitido da notação de ciclos. Assim,

considere σ ∈ S6 dada por σ(1) ≙ 1, σ(2) ≙ 4, σ(3) ≙ 5, σ(4) ≙ 6, σ(5) ≙ 3 e σ(6) ≙ 2;

utilizando a notação de ciclos, podemos escrever σ ≙ (2 4 6) (3 5) (note que o ciclo (1) foi

omitido).

O comprimento de um ciclo nada mais é do que o número de índices que ele contém.

Já o ciclo-tipo de uma permutação é a sequência não-crescente dos comprimentos dos

ciclos que a compõem. Para σ ≙ (2 4 6) (3 5) ∈ S6 seu ciclo-tipo é ∥3,2,1∥. Por outro lado,

se σ ≙ (2 4 6) (3 5) ∈ S7 seu ciclo-tipo é ∥3, 2, 1, 1∥ ou, numa forma mais compacta, ∥3, 2, 12∥.
Note que a soma dos elementos na sequência dos ciclo-tipos totalizam n (o ciclo-tipo de

uma permutação σ será denotado por ct (σ)). Por isso, dizemos que ciclo-tipo de uma

permutação é uma partição de n, e denotamos λ ⊢ n. Formalmente, deĄnimos uma partição

como uma sequência não-crescente (i < j ⇒ λi ⩾ λj) λ em que ∑
i

λi ≙ n. O comprimento

de uma partição corresponde ao número de elementos não nulos na partição e é denotado

ℓ(λ), por exemplo, ℓ (∥3,2,12∥) ≙ 4.

1 A estrutura de grupo é obtida pois a operação de composição no conjunto de permutações é fechada
(a composição de duas permutações ainda é uma permutação), é associativa (a ○ (b ○ c) = (a ○ b) ○ c),
admite um elemento identidade (existe uma permutação que não altera a composição, σ ○ e = e ○ σ = σ)
e admite um elemento inverso (existe b tal que para todo a, temos a ○ b = b ○ a = e, denotamos tal
elemento por a−1). Geralmente omitimos a notação de composição e utilizamos a notação de produto,
assim, a ○ b ≡ ab.
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Em uma estrutura de grupo, deĄnimos a classe de conjugação do elemento a como

o conjunto gerado por bab−1, onde b percorre todo o grupo. Pode ser demonstrado que, no

grupo de permutações, a conjugação não altera o ciclo-tipo de uma permutação. Com isso,

podemos indexar as classes de permutação do grupo Sn através das partições de n. As

classes não possuem elemento em comum e formam uma partição do grupo. Por exemplo,

em S3 ≙ {id, (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)}, a classe de conjugação do elemento (1 2) é

{(1 2), (1 3), (2 3)}. A classe de conjugação indexada pela partição λ é denotada por Cλ e

o número de permutações nessa classe é

∣Cλ∣ ≙ n!

∏
i

mλi
!λ

mλi

i

, (2.1)

onde mλi
é o número de repetições de λi em λ quando escrevemos λ ≙ [λmλ1

1
, λ

mλ2

2
,⋯, λ

mλk

k
].

Por exemplo, ∣C∥2,1∥∣ ≙ 3, pois exitem 3 permutações em S3 com ciclo-tipo ∥2,1∥.
Muitas vezes é conveniente associar matrizes aos elementos de um grupo de forma

que as operações são preservadas. Esse processo é chamado representação do grupo. Um

dado conjunto de matrizes {R} representa um grupo se para todos os elementos a e b no

grupo um produto ab ≙ c é representado por Rc ≙ RaRb e vice-versa [53]. No grupo de

permutações temos uma representação chamada adjunta, que é deĄnida por

∥Rσ∥ij ≙
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, se σ(i) ≙ j
0, caso contrário

. (2.2)

Em S2, temos duas matrizes de representação

Rid ≙
⎛
⎝

1 0

0 1

⎞
⎠ e R(1 2) ≙

⎛
⎝

0 1

1 0

⎞
⎠ . (2.3)

As representações podem ser divididas em duas categorias: as representações re-

dutíveis e irredutíveis. As representações são redutíveis quando todas as matrizes de

representação podem ser transformadas (por uma transformação de similaridade, URU−1)

em matrizes bloco diagonal. As matrizes são irredutíveis quando não houver essa possibili-

dade. O Teorema da Representação garante que, para qualquer grupo com número Ąnito

de elementos, é possível encontrar matrizes unitárias (Sec. 2.4) que representem esse grupo

[54].

Dado um conjunto de matrizes de representação, podemos deĄnir os caracteres

da representação como o traço das matrizes de representação. Quando a representação é

irredutível, seus caracteres são chamados caracteres irredutíveis.

Para as matrizes de representação {R}, denotamos o caractere do elemento σ

por χR(σ) ≙ Tr (Rσ). Além disso, devido à propriedade cíclica do traço, o caractere é

constante nas classes de conjugação, pois χR(ρσρ−1) ≙ Tr (Rρσρ−1) ≙ Tr (RρRσRρ−1) ≙
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Tr (Rσ) ≙ χR(σ). Por isso, χR (ρ) pode representar tanto o caractere da representação R

do elemento do grupo ρ quanto o caractere da representação R na classe de conjugação à

qual ρ pertence, digamos λ, então, teremos χR (ρ) ≙ χR (λ).
A dimensão de uma representação corresponde ao caractere da representação na

classe de conjugação da identidade do grupo. Denotamos a dimensão da representação

R por dR ≙ χR (id). Conforme comentamos, as representações irredutíveis do grupo de

permutações são indexadas por partições, de modo que podemos calcular a dimensão de

uma representação irredutível através da seguinte expressão

dλ ≙ n!
ℓ(λ)

∏
i≙1

1(λi − i + ℓ(λ))
ℓ(λ)

∏
j≙i+1

(λi − λj + j − i) . (2.4)

Os caracteres irredutíveis obedecem a duas relações de ortogonalidade. A primeira

delas sobre representações irredutíveis e a segunda sobre classes de conjugação. Dadas

duas representações {R} e {D}, então

∑
g∈G

χD (g)χR (gh) ≙ ∣G∣
dR

χR (h) δRD, (2.5)

onde ∣G∣ representa o número de elementos do grupo. Esta relação pode ser particularizada

para que a soma ocorra sobre as classes de conjugação, uma vez que o caractere é constante

nas classes e estas formam uma partição do grupo,

∑
λ

∣Cλ∣χD (λ)χR (λ) ≙ ∣G∣δRD. (2.6)

Note que a soma agora corre sobre as classes de conjugação λ.

Para a segunda relação de ortogonalidade, considere duas classes de conjugação

indexadas por ρ e µ, então

∑
λ

χλ (ρ)χλ (µ) ≙ ∣G∣∣Cµ∣δρµ. (2.7)

Note que a soma agora corre sobre as representações irredutíveis.

No grupo de permutações, Sn, tanto as classes de conjugação quanto as representa-

ções irredutíveis são indexadas por partições de n e a ordem do grupo é ∣Sn∣ ≙ n!. Assim,

podemos escrever, por exemplo, o caractere da permutação (1 3 2) em S3 na representação

irredutível indexada por ∥2,1∥: χ∥2,1∥ ((1 3 2)) ≙ χ∥2,1∥ (∥3∥) ≙ −1, visto que o ciclo-tipo de

(1 3 2) é ∥3∥.
2.1.1 Matchings e o Hiperoctaedro

Matchings são partições do conjunto {1,2, ...,2n} em blocos de tamanho dois,

como o caso do matching trivial t ≙ {{1,2} ,{3,4} , ...,{2n − 1,2n}} ou de {{1,3} ,{2,4}}.
Podemos associar um matching com uma permutação, σ ∈ S2n, da seguinte maneira:

mσ ≙ {{σ(1), σ(2)} ,{σ(3), σ(4)} , ...,{σ(2n − 1), σ(2n)}}.
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O conjunto das permutações de S2n, que estão associadas ao matching trivial,

isto é, mσ ≙ t, formam um grupo, chamado Hiperoctaedro. O Hiperoctaedro é deno-

tado por Hn e possui 2nn! elementos. Já que Hn é um grupo por si só e está con-

tido em S2n, dizemos que o Hiperoctaedro é um subgrupo de S2n. Por exemplo, H2 ≙{id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1 3 2 4), (1 4 2 3)} tem 8 elementos e

é um subgrupo de S4. As permutações do Hiperoctaedro podem modiĄcar o ordenamento

dos pares e as posições dos números, mas não modiĄcam os pares propriamente ditos,

Fig. 2a e 2b. Entretanto, permutações que não pertencem ao Hiperoctaedro modiĄcam

tais pares, Fig. 2c e 2d.

1 3

2 4

(a) σ1 = (1 2) (3 4)

4 2

3 1

(b) σ2 = (1 4) (2 3)

3 2

1 4

(c) σ3 = (1 3 2)

4 3

1 2

(d) σ4 = (1 4 2)

Figura 2 Ű Matchings gerados por quatro permutações: σ1, σ2 ∈H2 e σ3, σ4 ∉H2.

Já que as permutações do Hiperoctaedro mantêm o matching trivial invariante,

então o matching produzido por σ é o mesmo que é produzido por σh, com h ∈ Hn, ou

seja, mσ ≙ mσh. Isto nos diz que as permutações do conjunto σHn ≙ {σh∣h ∈Hn} são

equivalentes. Por exemplo, o conjunto de permutações equivalentes a (2 3) é (2 3)H2 ≙{(2 3), (1 3 2), (1 4), (1 2 4), (1 4 3), (2 3 4), (1 3 4 2), (1 2 4 3)} pois todas as permuta-

ções pertencentes à classe geram o matching {{1,3} ,{2,4}}.
Isto por sua vez nos induz a identiĄcar os matchings com os representantes de

classes no quociente S2n/Hn, que é denotadoMn. Há (2n)!
2nn!

matchings no conjuntoMn. Para

escolher permutações que representem cada classe e, portanto, cada matching, impomos

que

σ(2i − 1) < σ(2i) e σ(1) < σ(3) < ⋯ < σ(2n − 1). (2.8)

Para n ≙ 2, temos três matchings: {{1,2} ,{3,4}} ,{{1,3} ,{2,4}} , {{1,4} ,{2,3}}. Eles

estão associados, respectivamente, com as classes idH2, (2 3)H2 e (2 4 3)H2, que formam

o conjunto quociente S4/H2 . Portanto, temos o seguinte conjunto de representantes de

classe M2 ≙ {id, (2 3), (2 4 3)}.
Em S2n, podemos ainda deĄnir uma propriedade chamada coset-tipo. Primeira-

mente, deĄnimos o grafo Γσ, com 2n vértices enumerados e em duas Ąleiras: os números

ímpares na Ąleira superior e os pares na inferior (Fig. 3). A seguir, usando o matching trivial

como relação de incidência, marcamos as arestas tracejadas. Por Ąm, usando o matching

gerado por σ, mσ, como relação de incidência, marcamos as linhas cheias. A seguir, contabi-
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lizamos o número de arestas em cada componente conexa do grafo, gerando uma sequência

não-crescente. O coset-tipo de σ consiste na metade dessa sequência (observe que cada com-

ponente conexa tem um número par de arestas, pois em cada vértice que a compõe incidem

uma aresta tracejada e uma cheia). Note, portanto, que o coset-tipo de σ, denotado ∥σ∥, con-

siste em uma partição de n. Como exemplo, considere a permutação ξ ≙ (1, 3, 5)(8, 10) ∈ S14.

O matching gerado por ξ é mξ ≙ {{2,3} ,{4,5} ,{1,6} ,{7,10} ,{8,9} ,{11,12} ,{13,14}}.
Assim, podemos construir o grafo Γξ (Fig. 3) e concluímos que o coset-tipo de ξ é

∥ξ∥ ≙ ∥3,2,12∥ ⊢ 7.

1 3 5 7 9 11 13

2 4 6 8 10 12 14

Figura 3 Ű Grafo Γξ gerado pela permutação ξ ≙ (1,3,5)(8,10) ∈ S14.

O conjunto de permutações de S2n que compartilha o mesmo coset-tipo, µ, é

denotado por Kµ; e o número de permutações em Kµ é

∣Kµ∣ ≙ 4nn!

2l(µ) ∣Cµ∣ . (2.9)

Assim como o caractere é o mesmo numa classe de conjugação (permutações com o

mesmo ciclo-tipo), temos funções de classe que são invariantes por coset-tipo. Nesse caso,

temos as funções esféricas zonais que são deĄnidas por

ωλ(σ) ≙ 1∣Hn∣ ∑ξ∈Hn

χ2λ (ξσ) . (2.10)

Utilizando propriedades dos caracteres e do Hiperoctaedro, podemos perceber que ωλ (σh) ≙
ωλ (hσ) ≙ ωλ (σ), para qualquer elemento h do Hiperoctaedro. Isto segue da propriedade

cíclica do traço, que deĄne os caracteres. Com isso, vemos que ωλ (σ) depende apenas do

coset-tipo de σ. Por exemplo, ωλ (∥1n∥) ≙ 1 e ω∥n∥ (λ) ≙ 1 para qualquer λ ⊢ n.

As funções esféricas zonais também obedecem relações de ortogonalidade em Mn

de modo semelhante aos caracteres irredutíveis em Sn

∑
σ∈Mn

ωλ(σ)ωµ(στ) ≙ (2n)!
2nn!

ωµ(τ)
d2λ

δλµ. (2.11)

Observe que ∣Mn∣ ≙ (2n)!
2nn!

, análogo à Eq. (2.5). Como as funções esféricas zonais dependem

apenas do coset-tipo, podemos reescrever a relação de ortogonalidade

∑
α⊢n

∣Kα∣ωλ (α)ωµ (α) ≙ (2n)!
d2λ

δλµ. (2.12)
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gancho duplo vem do fato de que seu diagrama é análogo ao do gancho, mas com uma

faixa horizontal dupla. Note que para um gancho ∥a,1b∥, temos D1 (∥a,1b∥) ≙ 1; ao passo

que para um gancho duplo ∥a, b,1c∥, temos D2 (∥a, b,1c∥) ≙ 1.

A partir dos conteúdos, podemos ainda deĄnir uma família de polinômios mônicos

∥x∥(α)µ ≙

ℓ(µ)

∏
i≙1

µi

∏
j≙1

(x + cα(i, j)) . (2.15)

Para α ≙ 1 e α ≙ 2, temos os seguintes valores

∥x∥(1)∥1∥ ≙ x,

∥x∥(1)∥2∥ ≙ x(x + 1),
∥x∥(1)∥1,1∥ ≙ x(x − 1),
∥x∥(1)∥3∥ ≙ x(x + 1)(x + 2),
∥x∥(1)∥2,1∥ ≙ x(x + 1)(x − 1),
∥x∥(1)∥13∥ ≙ x(x − 1)(x − 2),

(2.16)

e ∥x∥(2)∥1∥ ≙ x,

∥x∥(2)∥2∥ ≙ x(x + 2),
∥x∥(2)∥1,1∥ ≙ x(x − 1),
∥x∥(2)∥3∥ ≙ x(x + 2)(x + 4),
∥x∥(2)∥2,1∥ ≙ x(x + 2)(x − 1),
∥x∥(2)∥13∥ ≙ x(x − 1)(x − 2).

(2.17)

Para x próximo de zero, tais polinômios possuem uma expansão dada por

∥x∥(α)µ ≙ tα(µ)xDα(µ) +O (xDα(µ)+1) , (2.18)

onde Dα(µ) é a altura do α−retângulo de Durfee contido no diagrama de Young da partição

µ e

tα(µ) ≙ ℓ(µ)

∏
i≙1

µi

∏
j≙1

cα≠0

cα(i, j), (2.19)

é o produto dos α−conteúdos não nulos da partição µ.

Dadas duas partições, λ e µ, podemos deĄnir a relação de continência. Dizemos

que λ contém µ, e denotamos λ ⊇ µ, se valem as duas propriedades

• ℓ(λ) ⩾ ℓ(µ);
• λi ⩽ µi para todo 1 ⩽ i ⩽ ℓ(µ).

Essas duas propriedades asseguram que o diagrama de Young de λ ŞcobreŤ completamente

o diagrama de Young de µ. Por exemplo, ∥3,22,12∥ ⊇ ∥3,2,12∥ que correspondem aos
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2.3 Funções Simétricas

Dada uma matriz, X, com autovalores x1, ..., xN e uma partição, λ, deĄnimos as

séries de potências por

pλ(x1, x2, ..., xN) ≙ ℓ(λ)

∏
i≙1

(xλi

1
+ xλi

2
+ ... + xλi

N ) . (2.20)

Fica claro que as séries de potências são polinômios de grau n nas variáveis x1, ..., xN . Por

exemplo, considere as partições de n ≙ 3 e N ≙ 2, temos

p∥3∥(x1, x2) ≙ x3

1 + x
3

2,

p∥2,1∥(x1, x2) ≙ (x2

1 + x
2

2) (x1 + x2) ≙ x3

1 + x
3

2 + x
2

1x2 + x1x
2

2, (2.21)

p∥13∥(x1, x2) ≙ (x1 + x2)3 ≙ x3

1 + x
3

2 + 3x2

1x2 + 3x1x
2

2.

Essa deĄnição pode ser generalizada naturalmente, a Ąm de ter como argumento a

própria matriz X, basta lembrarmos que os autovalores de Xk são xk
1
, xk

2
, ..., xk

N . Então,

pλ (X) ≙ ℓ(λ)

∏
i≙1

Tr (Xλi) . (2.22)

Se escolhermos π ∈ Sn tal que o ciclo-tipo π seja λ, ct (π) ≙ λ, podemos ainda

expressar pλ (X) como uma soma de produtos dos elementos de X

pλ(X) ≙ N

∑
i1,...,in≙1

n

∏
k≙1

Xikiπ(k)
, com ct (π) ≙ λ. (2.23)

Quando não houver risco de confusão utilizaremos uma equivalência de notações para as

funções simétricas pλ (X) tendo como argumento as entradas de X, como na Eq. (2.23),

ou os autovalores de X, dessa forma pλ (X) ≡ pλ (x1, x2, ..., xN), como na Eq. (2.20).

As séries de potências formam uma base completa para o anel de funções simétricas

[53]. Por isso, podemos utilizá-las para expressar as funções de Schur através de uma soma

sobre o grupo de permutações

sλ(X) ≙ 1

n!
∑

π∈Sn

χλ(π)pct(π)(X). (2.24)

Podemos ainda agrupar as permutações por ciclo-tipo e obter uma expressão com uma

soma sobre partições

sλ(X) ≙ 1

n!
∑
µ⊢n

∣Cµ∣χλ(µ)pµ(X), (2.25)

e esta relação pode ser invertida, utilizando a relação de ortogonalidade entre os caracteres

do grupo de permutações, Eq. (2.6),

pµ(X) ≙ ∑
ρ⊢n

χρ(µ)sρ(X). (2.26)
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Para N ≙ 2 e n ≙ 3, temos as seguintes funções de Schur:

s∥3∥(x1, x2) ≙ (x2

1 + x
2

2) (x1 + x2) ≙ x3

1 + x
2

1x2 + x1x
2

2 + x
3

2,

s∥2,1∥(x1, x2) ≙ x1x2 (x1 + x2) ≙ x2

1x2 + x1x
2

2, (2.27)

s∥13∥(x1, x2) ≙ 0,

É importantíssimo ressaltar que sλ (x1, ..., xN) ≠ 0 se, e somente se, ℓ(λ) ⩽ N . Note

que s∥13∥(x1, x2) não satisfaz essa condição.

Podemos ainda expressar as funções de Schur através de um quociente de determi-

nantes. Se denotarmos

det([xN+λi−i
j ]

1⩽i,j⩽N
) ≙ det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

xN+λ1−1

1
xN+λ1−1

2
⋯ xN+λ1−1

N

xN+λ2−2

1
xN+λ2−2

2
⋯ xN+λ2−2

N

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

xλN

1
xλN

2
⋯ xλN

N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.28)

Vale salientar que ℓ(λ) < N , então para k > ℓ(λ), convencionamos que λk ≙ 0. Podemos

então deĄnir a função de Schur por

sλ(X) ≙ det([xN+λi−i
j ]

1⩽i,j⩽N
)

∆(X) , (2.29)

onde ∆(X) corresponde ao determinante de Vandermonde:

∆(X) ≙ det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

xN−1
1

xN−1
2

⋯ xN−1

N

xN−2
1

xN−2
2

⋯ xN−2

N

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 1 ⋯ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≙ det([xN−i

j ]
1⩽i,j⩽N

) ≙ N−1

∏
i≙1

N

∏
j≙i+1

(xi − xj) . (2.30)

Quando o argumento da função de Schur é a matriz identidade de ordem N , temos

sλ (1N) ≙ dλ

n!
∥N∥(1)λ ≙

dλ

n!

ℓ(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(N + j − i) . (2.31)

onde ∥N∥(1)λ é deĄnido na Eq. (2.15).

Outra importante classe de funções simétricas é formada pelos polinômios zonais.

Eles são deĄnidos de maneira semelhante às funções de Schur, mas utilizamos o coset-tipo

ao invés do ciclo-tipo

Zλ(X) ≙ 1

2nn!
∑

σ∈S2n

ωλ(σ)p∥σ∥(X), (2.32)

onde ∥σ∥ representa o coset-tipo da permutação σ [55]. Podemos ainda agrupar as permu-

tações pelos respectivos coset-tipos e expressar o polinômio zonal através de uma soma

sobre partições

Zλ(X) ≙ ∑
µ⊢n

∣Kµ∣
2nn!

ωλ(µ)pµ(X). (2.33)
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E também podemos expressar uma série de potências como combinação linear de polinômios

zonais, utilizando a relação de ortogonalidade da Eq. (2.13),

pµ(X) ≙ 2nn!(2n)! ∑λ⊢n

d2λωλ(µ)Zλ(X). (2.34)

Para N ≙ 2 e n ≙ 3, temos os seguintes polinômios zonais

Z∥3∥(x1, x2) ≙ 3 (x1 + x2) (5x2

1 − 2x1x2 + 5x2

2) ≙ 15x3

1 + 9x2

1x2 + 9x1x
2

2 + 15x3

2,

Z∥2,1∥(x1, x2) ≙ 4x1x2 (x1 + x2) ≙ 4x2

1x2 + 4x1x
2

2, (2.35)

Z∥13∥(x1, x2) ≙ 0.

Notavelmente podemos perceber que os polinômios zonais resultam em expressões

polinomiais mais complicadas que as funções de Schur. Além disso, os polinômios zonais

também satisfazem a condição de que Zλ(X) ≠ 0 se, e somente se, ℓ(λ) ⩽ N .

Avaliando o polinômio zonal na matriz identidade de ordem N , temos

Zλ (1N) ≙ ∥N∥(2)λ ≙

ℓ(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(N + 2j − i − 1) . (2.36)

2.3.1 Polinômios de Jack

Há ainda outra classe de funções simétricas, que engloba as duas classes discutidas

até aqui e uma inĄnidade de outras. Essa classe constitui-se dos polinômios Jack, os quais

denotamos J(α)λ .

Os polinômios de Jack, J(α)λ , são deĄnidos através da partição λ e do índice α[55].

Quando α ≙ 1, o polinômio de Jack é proporcional à função de Schur:

J
(1)
λ (X) ≙ n!

dλ

sλ(X). (2.37)

E quando α ≙ 2, o polinômio de Jack coincide exatamente com o polinômio zonal

J
(2)
λ (X) ≙ Zλ(X). (2.38)

Ao avaliar o polinômio de Jack na matriz identidade de ordem N , obtemos

J
(α)
λ
(1N) ≙ ∥N∥(α)λ ≙

ℓ(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(N + α(j − 1) − i + 1) . (2.39)

Podemos, ainda, expressar esse valor utilizando funções Gama,

J
(α)
λ
(1N) ≙ α∣λ∣ ℓ(λ)∏

i≙1

Γ (λi +
N+1−i

α
)

Γ (N+1−i
α
) . (2.40)
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Como foi mencionado acima, tanto funções de Schur quanto polinômios zonais

constituem uma base para o anel de funções simétricas. O mesmo é válido para polinômios

de Jack com outros valores de α. Em particular, podemos expandir a seguinte expressão

NX

∏
i≙1

NY

∏
j≙1

(1 − xiyj)−1/α
≙∑

λ

1

j
(α)
λ

J
(α)
λ (X)J(α)λ (Y ) . (2.41)

Esta expressão, Eq. (2.41), é uma generalização da identidade de Cauchy para polinômios

de Jack [56]. Em particular, temos

j
(α)
λ ≙

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
( ∣λ∣!

dλ
)2 , para α ≙ 1

(2n)!
d2λ

, para α ≙ 2
. (2.42)

Temos ainda uma expressão para um produto de polinômios de Jack como combi-

nação linear de polinômios de Jack

J
(α)
µ (X)J(α)ν (X) ≙∑

λ

C
(α)
µνλJ

(α)
λ (X). (2.43)

Os coeĄcientes da expansão, C(α)µνλ, são chamados coeĄcientes de Littlewood-Richardson.

Os coeĄcientes de Littlewood-Richardson são nulos a menos que λ ⊇ µ, λ ⊇ ν e ∣λ∣ ≙ ∣µ∣+ ∣ν∣.
A última condição pode ser entendida levando-se em consideração os graus dos polinômios:

no lado esquerdo da Eq. (2.43) temos um produto de dois polinômios de graus ∣µ∣ e ∣ν∣,
devemos ter, portanto, polinômios de grau ∣µ∣ + ∣ν∣ no lado direito. Além disso, devemos

ter C(α)µνλ ≙ C
(α)
νµλ, devido à comutatividade do produto de polinômios. Como exemplos,

consideremos

J
(1)
∥1∥ (X)J(1)∥1∥ (X) ≙ 1

2
J
(1)
∥2∥ (X) + 1

2
J
(1)
∥12∥(X),

J
(1)
∥1∥ (X)J(1)∥2∥ (X) ≙ 1

3
J
(1)
∥3∥ (X) + 2

3
J
(1)
∥2,1∥(X),

J
(1)
∥1∥ (X)J(1)∥12∥(X) ≙ 2

3
J
(1)
∥2,1∥(X) + 1

3
J
(1)
∥13∥(X),

(2.44)

e

J
(2)
∥1∥ (X)J(2)∥1∥ (X) ≙ 1

3
J
(2)
∥2∥ (X) + 2

3
J
(2)
∥12∥(X),

J
(2)
∥1∥ (X)J(2)∥2∥ (X) ≙ 1

5
J
(2)
∥3∥ (X) + 4

5
J
(2)
∥2,1∥(X),

J
(2)
∥1∥ (X)J(2)∥12∥(X) ≙ 1

2
J
(2)
∥2,1∥(X) + 1

2
J
(2)
∥13∥(X).

(2.45)

Em particular, devido à Eq. (2.37), temos

s∥1∥(X)s∥1∥(X) ≙ s∥2∥(X) + s∥12∥(X),
s∥1∥(X)s∥2∥(X) ≙ s∥3∥(X) + s∥2,1∥(X),
s∥1∥(X)s∥12∥(X) ≙ s∥2,1∥(X) + s∥13∥(X),

(2.46)
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para outros produtos, temos combinações lineares com coeĄcientes diferentes de 1. Entre-

tanto, em algumas situações pode ser mais conveniente utilizar funções de Schur ao invés

de polinômios de Jack. Por isso, deĄnimos

sµ(X)sν(X) ≙∑
λ

Cµνλsλ(X), (2.47)

sendo uma modiĄcação da Eq. (2.43), tendo em vista que

Cµνλ ≙
∣λ∣!∣µ∣! ∣ν∣!

dµdν

dλ

C
(1)
µνλ. (2.48)

Utilizando os coeĄcientes de Littlewood-Richardson podemos deĄnir um polinômio

de Jack oblíquo

J
(α)
λ/µ(X) ≙∑

ν

j
(α)
λ

j
(α)
ν

C
(α)
µνλJ

(α)
ν (X). (2.49)

Em particular, combinando Eqs. (2.37), (2.42) e (2.43), concluímos que

J
(1)
λ/µ(X) ≙ ∣λ∣! ∣µ∣!dλdµ

sλ/µ(X), (2.50)

e, decorre que,

sλ/µ(X) ≙∑
ν

Cµνλsν(X). (2.51)

Isto nos permite obter uma expressão fechada para J(1)
λ/µ(1N) pois sλ/µ(1N) pode ser

obtida através do determinante de uma matriz cujas entradas são coeĄcientes binomiais

[57, 55]. Temos

sα/µ(1N) ≙ det
⎛
⎝[(

N + λi − i − µj + j − 1

λi − i − µj + j
)]

1⩽i,j⩽N

⎞
⎠ . (2.52)

R. Stanley mostrou que [56]

J
(α)
λ (X;Y ) ≙∑

µ

1

j
(α)
µ

J
(α)
µ (X)J(α)λ/µ(Y ), (2.53)

onde (X;Y ) representa a concatenação da lista de autovalores (x1, ..., xN1
, y1, ..., yN2

) ou a

soma direta das duas matrizes (X ⊕ Y ). Podemos expressar essa relação sem utilizar o

polinômio oblíquo

J
(α)
λ (X;Y ) ≙∑

µν

j
(α)
λ

j
(α)
µ j

(α)
ν

C
(α)
µνλJ

(α)
µ (X)J(α)ν (Y ). (2.54)
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2.3.2 Funções Simétricas e Generalização da Integral de Selberg

A função beta de Euler pode ser generalizada para várias variáveis. Uma dessas

generalizações é a seguinte

S0(a, b, α,N) ≙ ∫ 1

0

N

∏
i≙1

xa−1

i (1 − xi)b−1 ∣∆(X)∣2/α dx1⋯dxN , (2.55)

onde ∆(X)2/α corresponde a uma potência do determinante de Vandermonde (Eq. (2.30)).

Note que obtemos a função beta quando N ≙ 1; ao passo que se α →∞ obtemos a N−ésima

potência da função beta, ou seja, desaparecem os vínculos entre as variáveis. O resultado

desta integral foi obtido por Atle Selberg (1917 - 2007), matemático norueguês, em 1944

[58]

S0(a, b, α,N) ≙ N−1

∏
i≙0

Γ ( i+1

α
+ 1)Γ (a + i

α
)Γ (b + i

α
)

Γ (1 + 1

α
)Γ (a + b + N+i−1

α
) . (2.56)

Posteriormente, a integral foi novamente generalizada a Ąm de acomodar funções

no integrando. Algumas dessas funções são os polinômios de Jack,

Sµ(a, b, α,N) ≙ ∫ 1

0

J
(α)
µ (x1, ..., xN) N

∏
i≙1

xa−1

i (1 − xi)b−1 ∣∆(X)∣2/α dx1⋯dxN . (2.57)

O resultado da integral é dado por [58]:

Sµ(a, b, α,N) ≙ ∥N∥(α)µ

∥N + αa − 1∥(α)µ

∥2N + αa + αb − 2∥(α)µ

S0(a, b, α,N), (2.58)

obtido por Kaneko em 1993 [59]. Note que se µ corresponde à partição vazia, temos

J
(α)
µ (x1, ..., xN) ≙ 1 e ∥x∥(α)µ ≙ 1, recuperando o resultado da Eq. (2.56). É difícil não se

maravilhar com o resultado relativamente simples da integral, visto que uma grande quan-

tidade de vínculos entre as variáveis são introduzidas pelo determinante de Vandermonde

e pelo polinômio de Jack.

2.4 Médias nos Grupos de Matrizes

Como dissemos nas seções acima, é possível obter matrizes que representam os

elementos do grupo, ou seja, as operações do grupo são preservadas pelo produto das

matrizes que o representam. Isto é possível porque há conjuntos de matrizes que formam

grupos.

Considere o conjunto das matrizes de ordem N com entradas complexas cuja matriz

inversa é a matriz conjugada transposta, na notação de conjuntos {U ∣ UU ‖ ≙ U ‖U ≙ IN},
onde IN representa a matriz identidade de ordem N . Tais matrizes são chamadas matrizes

unitárias. Tomemos como operação sobre esse conjunto o produto usual de matrizes.
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Podemos checar que o produto de duas matrizes unitárias resulta numa matriz unitária,

logo a operação é fechada; o produto de matrizes é associativo; temos uma matriz que

não altera o produto com qualquer outra matriz (a matriz identidade); e toda matriz

unitária está associada uma matriz inversa (pois seu determinante não é nulo). Dessa

forma, concluímos que esse conjunto de matrizes forma um grupo, que chamamos grupo

Unitário. O grupo Unitário é denotado por U(N).
Assim como o grupo de permutações, o grupo Unitário também possui caracteres

irredutíveis. Os caracteres irredutíveis são as funções de Schur e temos também uma

relação de ortogonalidade entre os caracteres

∫
U(N)

sλ(U)sµ(U ‖)dU ≙ δλµ. (2.59)

Aqui, cabe uma nota sobre a integral acima. Ao realizar uma integral sobre um

grupo, de forma análoga a um valor médio sobre um conjunto, precisamos especiĄcar

a medida de probabilidade. Aqui utilizamos a medida de Haar do grupo Unitário, que

é análoga à distribuição uniforme em um intervalo fechado [60]. A medida de Haar é

invariante por multiplicações à esquerda e à direita, ou seja, dada uma matriz unitária O,

temos

dU ≙ d(OU) ≙ d(UO). (2.60)

Isto quer dizer que a contribuição inĄnitesimal de um elemento não é alterada pela

multiplicação por um elemento do grupo, ou seja, estamos apenas mudando o nome da

variável de integração, pois como O e U são unitárias, UO e OU também são unitárias.

Assim, todos os subconjuntos do grupo possuem o mesmo peso na integração, análogo a

uma distribuição uniforme.

No grupo Unitário, temos dois subconjuntos de interesse. O primeiro deles é o

conjunto das matrizes unitárias reais de ordem N . Isto se traduz no fato que de a inversa

de uma matriz é sua transposta, {O∣ OOt ≙ OtO ≙ IN}. Este subconjunto forma também

um grupo, sendo portanto um subgrupo do grupo Unitário.

O grupo das matrizes reais cuja inversa é dada pela matriz transposta é chamado

grupo Ortogonal e é denotado O(N). Os elementos do grupo Ortogonal são as rotações,

reflexões e inversões em RN .

No grupo ortogonal, os caracteres irredutíveis são denotados por oλ e temos a

seguinte relação de ortogonalidade

∫
O(N)

oλ(O)oµ(O)dO ≙ δλµ. (2.61)

De modo análogo ao grupo Unitário, a integração é realizada de acordo com a medida

de Haar do grupo Ortogonal, que é, da mesma forma, invariante por multiplicação por

elementos do grupo Ortogonal.
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Assim como para as funções de Schur, possuímos uma expressão explícita para

oλ(O) em termos dos autovalores de O [60] se a ordem das matrizes é par, então

oλ(O) ≙ det(zN+λj−j

i + z∗
N+λj−j

i )
det (zN−j

i + z∗
N−j
i ) , (2.62)

e, se a ordem das matrizes é ímpar, temos

oλ(O) ≙ det(zN+λj−j+1/2
i + z∗

N+λj−j+1/2
i )

det(zN−j+1/2
i + z∗

N−j+1/2
i ) . (2.63)

Também temos uma expressão para a dimensão das representações, oλ(1N). Temos

oλ(1N) ≙ dλ

n!
{N}λ , (2.64)

onde

{N}λ ≙

l(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(N − 1 + e(i, j)) , (2.65)

com

e(i, j) ≙
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λi + λj − i − j + 1, se i ⩾ j

−λ′i − λ
′

j + i + j − 1, se i < j
, (2.66)

lembrando que λ′ é partição conjugada de λ.

O outro conjunto de nosso interesse é o subconjunto de matrizes unitárias que

são simétricas, ou seja, {U ∣ UU ‖ ≙ U ‖U ≙ IN e U ≙ U t}. Este subconjunto não é um grupo,

pois o produto de duas matrizes simétricas nem sempre resulta numa matriz simétrica.

Com efeito, considere

U1 ≙
1

9

⎛
⎝

7 − 4i 4i

4i 7 + 4i

⎞
⎠ e U2 ≙

1

2

⎛
⎝

1 + i 1 − i

1 − i 1 + i

⎞
⎠ , (2.67)

temos

U1U2 ≙
⎛
⎝

5

6
+

7

18
i − 1

18
−

7

18
i

7

18
+

1

18
i 7

18
+

5

6
i

⎞
⎠ , (2.68)

que é unitária mas não é simétrica. Este conjunto é chamado Ensemble Circular Ortogonal,

e é denotado COE(N). Já que COE(N) não forma um grupo, não temos caracteres

irredutíveis. Porém utilizando a medida de Haar do grupo unitário (que é induzida para

o COE(N)), temos uma relação de ortogonalidade no COE(N) desempenhada pelos

polinômios zonais

∫
COE(N)

Zλ(U)Zµ(U ‖)dU ≙ δλµ. (2.69)

Agora que temos uma noção de integração nos grupos, podemos nos questionar

sobre outras médias, por exemplo, produtos de elementos de matriz. Algumas dessas
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médias no grupo Unitário são

⟨UabU
∗

cd⟩ ≙ δacδbd

N
, (2.70)

⟨UiiUiiU
∗

iiU
∗

ii⟩ ≙ 2

N(N + 1) , (2.71)

⟨UijUjiU
∗

ijU
∗

ji⟩ ≙ 1

N2 − 1
, com i ≠ j, (2.72)

⟨U11UijU
∗

ij⟩ ≙ 0. (2.73)

Já podemos perceber, que por se tratarem de variáveis complexas, devemos ter termos do

tipo Şmódulo ao quadrado Ť (∣⋅∣2), como nas Eqs. (2.70) à (2.72), para o valor médio resultar

numa expressão não nula; caso contrário obtemos um valor nulo, como na Eq. (2.73).

É conhecida uma expressão geral para o cálculo de médias de elementos de matriz

no grupo Unitário [61]

⟨Ua1b1
⋯Uanbn

U∗c1d1
⋯U∗cmdm

⟩
U(N)

≙ δnm ∑
σ,τ∈Sn

δσ(a⃗, c⃗)δτ(b⃗, d⃗)WU(σ−1τ,N). (2.74)

Primeiramente, note que o valor médio é nulo quando n ≠m, como ocorreu na Eq. (2.73).

Em segundo lugar, é preciso veriĄcar a existência de vínculos entre os elementos de matriz

que levem a um termo do tipo ∣⋅∣2. Isto é feito veriĄcando-se se as listas dos índices

são permutações umas das outras. Se escrevemos as listas dos índices dos elementos,

a⃗ ≙ ∥a1, ..., an∥ e c⃗ ≙ ∥c1, ..., cn∥ (agora, já estamos considerando n ≙m), deĄnimos

δσ(a⃗, c⃗) ≙ n

∏
k≙1

δakcσ(k)
, (2.75)

que veriĄca se a lista a⃗ é resultado de permutar a lista c⃗ de acordo com a permutação

σ. Por exemplo, δ(1 3 2) (∥x, y, z∥ , ∥y, z, x∥) ≙ 1 e δ(1 3 2) (∥x, y, z∥ , ∥x, z, y∥) ≙ 0. Por Ąm, os

pesos da soma são chamadas funções de Weingarten, WU(σ−1τ,N), dada por uma soma

sobre partições [61, 62]

WU(σ,N) ≙ 1

n!
∑
λ⊢n

ℓ(λ)⩽N

χλ(σ) dλ

∥N∥(1)λ

. (2.76)

Note que para computar a função de Weingarten devemos calcular o caractere irredutível da

permutação σ na representação irredutível λ. Entretanto, os caracteres são constantes nas

classes de conjugação. Por isso, ao invés de especiĄcar uma permutação como argumento,

podemos especiĄcar seu ciclo-tipo, como nos seguintes exemplos:

WU (∥1∥,N) ≙ 1

N
,

WU (∥2∥,N) ≙ 2

N2 − 1
,

WU (∥12∥,N) ≙ 2

N (N2 − 1) .
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Vejamos agora alguns exemplos, de médias sobre o grupo Ortogonal, análogos aos

do grupo unitário

⟨OabOcd⟩ ≙ δacδbd

N
, (2.77)

⟨OiiOiiOiiOii⟩ ≙ 5N + 1

N (N − 1) (N + 2) ,
⟨OijOjiOijOji⟩ ≙ N + 1

N (N − 1) (N + 2) , com i ≠ j,

⟨O11OijOij⟩ ≙ 0. (2.78)

Agora não temos elementos conjugados, o que percebemos é que médias com um

número ímpar de termos resultam em zero. Temos uma expressão semelhante à Eq. (2.74)

para o grupo Ortogonal [63], com uma soma percorrendo o conjunto dos matchings

⟨Oa1b1
⋯Oa2nb2n

⟩
O(N) ≙ ∑

σ,τ∈Mn

∆σ(a⃗)∆τ(b⃗)WO(σ−1τ,N), (2.79)

onde ∆σ (a⃗) veriĄca se a lista a⃗ satisfaz o matching gerado por σ e são dadas por

∆σ(a⃗) ≙ n

∏
k≙1

δaσ(2k−1),aσ(2k)
. (2.80)

Por exemplo, para x ≠ y, ∆(2 3) (∥x,x, y, y∥) ≙ ∆(2 3) (∥x,x, y, z∥) ≙ 0 e ∆(2 3) (∥x, y, x, y∥) ≙ 1,

pois (2 3) está associada ao matching {{1,3} ,{2,4}}. Por depender apenas do matching

gerado por σ, elas são invariantes por ação do Hiperoctaedro:

∆σξ(a⃗) ≙∆σ(a⃗) para ξ ∈Hn. (2.81)

E a função de Weingarten do grupo Ortogonal é dada por [63]

WO(σ,N) ≙ 2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)⩽N

ωλ(σ) d2λ

∥N∥(2)λ

. (2.82)

Já que a função zonal esférica não distingue entre permutações com o mesmo coset-tipo,

o mesmo ocorre com a função de Weingarten ortogonal. Por isso, podemos utilizar o

coset-tipo da permutação como argumento, como nestes exemplos

WO (∥1∥,N) ≙ 1

N
,

WO (∥2∥,N) ≙ − 1

N (N − 1) (N + 2) ,
WO (∥12∥,N) ≙ N + 1

N (N − 1) (N + 2) .
Note que WO (∥2∥,N) ≙WO ((2 3),N) ≙WO ((2 4 3),N) e WO (∥12∥,N) ≙WO (id,N).
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E, para o Ensemble Circular Ortogonal, temos os seguintes exemplos de médias

⟨UabU
∗

cd⟩ ≙ δacδbd + δadδbc

N + 1
,

⟨UiiUiiU
∗

iiU
∗

ii⟩ ≙ 8(N + 1) (N + 3) ,
⟨UijUjiU

∗

ijU
∗

ji⟩ ≙ 2

N (N + 3) ,
⟨U11UijU

∗

ij⟩ ≙ 0. (2.83)

Novamente, percebemos que o número de elementos conjugados e não conjugados deve ser

igual.

Para o COE(N), temos a seguinte expressão para a média de elementos de matriz

⟨Ui1,i2
⋯Ui2n−1,i2n

U∗j1,j2
⋯U∗j2n−1,j2n

⟩
AI
≙ ∑

σ∈S2n

δσ (⃗i, j⃗)WCOE(σ,N), (2.84)

onde a função de Weingarten do COE(N) é dada por

WCOE(σ,N) ≙ 2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)⩽N

ωλ(σ) d2λ

∥N + 1∥(2)λ

. (2.85)

Comparando a Eq. (2.82) com a Eq. (2.85), vemos que WAI(σ,N) ≙WO(σ,N + 1). Dessa

forma WCOE(σ,N) também depende apenas do coset-tipo de σ. As funções de Weingarten

do COE(N) são

WCOE (∥1∥,N) ≙ 1

N + 1
,

WCOE (∥2∥,N) ≙ − 1

N (N + 1) (N + 3) ,
WCOE (∥12∥,N) ≙ N + 2

N (N + 1) (N + 3) . (2.86)

Esses conceitos fundamentais serão utilizados para obtermos momentos de trans-

porte para alguns arranjos de cavidade mesoscópica. Somado a eles, no capítulo seguinte,

discutimos a aplicação da Aproximação Semiclássica para transformar o problema de obter

momentos de transporte numa soma sobre diagramas; e como calcular essa soma através

de uma integral matricial.
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3 Integrais Matriciais e Aproximação Semi-

clássica

Neste capítulo, vamos delinear o processo utilizado nos capítulos subsequentes

para obter expressões para os momentos de transporte. Descrevemos a ideia de matriz de

espalhamento e sua relação com os momentos de transporte utilizando a abordagem de

Landauer-Büttiker [2]. Em seguida, utilizamos a aproximação semiclássica para obter os

elementos da matriz de transmissão através de somas sobre trajetórias. Por Ąm, as somas

são implementadas através de integrais matriciais que mimetizam as regras diagramáticas.

Ao longo deste e de capítulos subsequentes, o termo M sempre representa o número

total de canais disponíveis na cavidade independentemente do número de guias presentes.

Assim, para um sistema com duas guias com N1 e N2 canais, respectivamente, temos

M ≙ N1 +N2. E para um sistema com três guias com N1, N2 e N3 canais, respectivamente,

temos M ≙ N1 +N2 +N3.

3.1 Introdução

Uma das técnicas mais empregadas para o estudo de transporte quântico caótico

é a Teoria de Matrizes Aleatórias (RMT) [2, 64], em que o problema é atacado de um

ponto de vista estatístico onde os operadores são substituídos por matrizes distribuídas

ao longo de um ensemble adequado ao sistema. A RMT tem se mostrado adequada para

revelar características universais, as quais não dependem das características geométricas

do sistema, entretanto, dependem fortemente das simetrias intrínsecas do hamiltoniano

correspondente, como Simetria de Reversão Temporal e Simetria Rotação-spin [2, 64].

Temos, então, três ensembles principais: Ensemble Circular Ortogonal (COE), que preserva

Simetria de Reversão Temporal e Simetria Rotação-spin; Ensemble Circular Simplético

(CSE), que preserva Simetria de Reversão Temporal e tem Simetria Rotação-spin que-

brada, por exemplo, por interação spin-órbita; e ensemble Unitário (U(N)) que tem

Simetria de Reversão Temporal e Simetria Rotação-spin quebradas, por exemplo, por um

campo magnético e por interação spin-órbita, respectivamente. A RMT pode ser aplicada

diretamente à abordagem de Landauer-Büttiker [65, 66] para obter valores esperados

dos momentos de transporte eletrônico, tais como condutância [67, 68, 44, 45, 69, 29],

shot-noise [30, 44, 45, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 37], e o terceiro cumulante [77, 78, 79, 80].

Apesar do limite de um grande número de canais, a variância da condutância e o valor mé-

dio do shot-noise mantêm um valor universal (independente das características especíĄcas

do sistema), um indicativo da presença de caos quântico [2].
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Dentre os principais fatores que afetam os valores médios dos momentos de trans-

porte eletrônico, estão a presença de barreiras de tunelamento [68, 71, 72, 73, 76, 37, 77,

78, 80], causada pela junção entre a guia e o interior da cavidade e o número total de

guias disponíveis [44, 45, 81, 82, 83, 84]. Na literatura, é possível encontrar resultados

exatos tratando cavidades conectadas de forma ideal às guias [85]. No entanto, estudos

que consideram o efeito de barreiras de tunelamento e várias guias são, frequentemente,

cálculos perturbativos válidos apenas no regime de um grande número de canais [44, 71, 72].

Portanto, há uma escassez de resultados não perturbativos na literatura que consideram

tanto barreiras de tunelamento quanto várias guias.

3.2 Matriz de Espalhamento

Considere uma cavidade na qual temos m guias acopladas. Através das guias fluem

elétrons que serão espalhados através da cavidade. Nas guias, podemos considerar que

a função de onda eletrônica é composta de duas partes. Na direção transversal da guia,

temos uma função de onda de partícula conĄnada, como os autoestados do poço-inĄnito;

já na direção longitudinal, temos ondas planas, ou seja, funções de onda de partícula livre.

Os modos de ondas planas são chamados canais da guia. Podemos dispor as amplitudes

de espalhamento antes e depois de passar pela cavidade na forma de uma matriz. Dessa

forma, um elemento Sba da matriz de espalhamento conecta o a-ésimo modo incidente e o

b-ésimo modo transmitido. A matriz pode ser organizada em blocos de matriz, da seguinte

forma,

S ≙

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r(11) t(12) ⋯ t(1m)

t(21) r(22) ⋯ t(2m)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

t(m1) t(m2) ⋯ r(mm)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.1)

Nessa notação, o bloco t(ba) contém as amplitudes de espalhamento dos canais que incidem

pela guia a e são transmitidos pela guia b. E os blocos diagonais, r(aa) contêm as amplitudes

de espalhamento dos canais que incidem pela guia a e retornam pela guia a, ou seja, são

refletidos. Assim, se uma guia a comporta Na canais e uma guia b comporta Nb canais,

então o bloco t(ba) é uma matriz de ordem Nb ×Na, e o bloco r(aa) é uma matriz quadrada

de ordem Na. Note ainda que devido à conservação da probabilidade, é necessário que

a matriz S seja unitária. Desse fato, segue que t(ab) ≙ (t(ba))‖ e que os blocos r(aa) são

hermitianos, ou seja, r(aa) ≙ (r(aa))‖ [2]. Seguindo a abordagem de Landauer-Büttiker, a

condutância da guia a para a guia b é diretamente proporcional1 ao traço da matriz de

transmissão entre as duas guias. A matriz de transmissão é dada em termos dos blocos que

compõem a matriz de espalhamento, Tab ≙ (t(ab))‖ t(ab) [2]. Dessa forma, a condutância

1 A constante de proporcionalidade vale G0 =
e

2

π̵h
≈ 7, 75 × 10

−5
Ω
−1, onde e é a carga elementar.
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entre as guias a e b é dada por

gab ≙ G0Tr [(t(ab))‖ t
(ab)] . (3.2)

Para momentos mais gerais, utilizamos as séries de potências deĄnidas na Eq. (2.23),

pλ(T ) ≙ N

∑
i1,...,in≙1

n

∏
k≙1

∥Tab∥ikiπ(k)
, com ct (π) ≙ λ. (3.3)

Para simpliĄcar a notação, e quando não houver risco de confusão, vamos omitir os índices

em t(ab) que denotam as guias relacionadas pela transmissão, denotando simplesmente

t. O momento mais simples é a condutância, dado pela média dos autovalores de T ou

simplesmente g ≙ p1(T ). Momentos de ordens mais altas, podem ser obtidos através de

combinações lineares entre as séries de potências pλ(T ). Dentre eles, podemos destacar o

ruído de disparo (shot-noise) que é dado por p1(T ) − p2(T ) e a variância da condutância,

var∥g∥ ≙ ⟨p1(T )2⟩ − ⟨p1(T )⟩2 ≙ ⟨p∥1,1∥(T )⟩ − ⟨p1(T )⟩2.

3.3 Aproximação Semiclássica

Para que a aproximação semiclássica seja eĄcaz, as dimensões das guias devem

satisfazer certas condições. Assuma que a i-ésima guia tem largura Wi. A largura da

guia deve ser suĄcientemente pequena (do ponto de vista clássico) para que o tempo

de permanência, τD, na cavidade seja alto, tornando possível uma dinâmica fortemente

caótica. Isto pode ser entendido do ponto de vista do espalhamento clássico. Guias estreitas

diĄcultariam a saída das partículas da cavidade, possibilitando uma dinâmica caótica,

uma vez que as partículas permanecem mais tempo no interior da cavidade. No regime

semiclássico, ou seja, com h̵ ≈ 0 o número de modos é grande Ni ∼Wi/h̵. Entretanto, a

energia total dos elétrons é Ąxa, uma vez que a cavidade não lhes fornece energia. Para

implementar a aproximação semiclássica, descrevemos as quantidades de interesse em

termos da ação clássica associada às trajetórias no espaço de fase [28]. Neste caso, as

quantidades de interesse são os elementos da matriz de espalhamento:

Soi ≙
1√
τDM

∑
α∶i→o

Aαe
iSα

h̵ , (3.4)

onde M é o número de canais disponíveis na cavidade, M ≙∑
i

Ni, α é uma trajetória que

conecta o canal de entrada i ao canal de saída o, Sα é a ação clássica associada à trajetória

α e Aα é o peso da contribuição da trajetória α. Para estudar os momentos de transporte

entre as guias a e b, devemos utilizar a Eq. (3.4) para expressar os elementos do bloco
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t(ab) de S. Utilizando a Eq. (3.3), Ącamos com

pλ(T ) ≙ Na

∑⃗
i≙1

n

∏
k≙1

Tikiπ(k)

≙

Na

∑⃗
i≙1

n

∏
k≙1

( Nb

∑
ok≙1

t
∗

okik
tokiπ(k)

)
≙

n

∏
k≙1

( Na

∑
ik≙1

Nb

∑
ok≙1

t
∗

okik
tokiπ(k)

)
≙

1√
τn

DM
n

n

∏
k≙1

∑
ikok

∑
αkβk

AαAβe
i
(Sα−Sβ)

h̵ , (3.5)

onde a trajetória αk conecta o canal ik com o canal ok e a trajetória βk conecta o canal iπ(k)
com o canal ok em que π é uma permutação com ciclo-tipo λ. Além disso, Aα ≙∏

k

Aαk

é a combinação dos pesos das trajetórias e Sα ≙ ∑
k

Sαk
é a soma das ações clássicas

associadas às trajetórias. A complexidade do momento está embutida na forma em que

os pares de trajetórias estão correlacionadas entre si, ou seja, se estamos interessados no

momento indexado por λ, devemos ter ∣λ∣ pares de trajetórias. Na Fig. 7 temos dois pares

de trajetórias que não interagem entre si (não estão conectadas). Portanto, as trajetórias

da Ągura podem ser entendidas como dois pares de trajetórias para o cálculo do momento

p1 ou como uma trajetória para o cálculo do momento p∥1,1∥. Momentos de ordem mais

alta exigem combinações mais complexas de pares de trajetórias; por exemplo, o momento

p∥3,1,1∥ exigem três pares de trajetórias conectados entre si e dois pares de trajetórias

isoladas. Podemos notar ainda, que a troca de π por outra permutação com o mesmo

ciclo-tipo é irrelevante, pois a soma na Eq. (3.5) corre sobre todos os índices sobre o mesmo

conjunto de valores (ik ≙ 1, ...,Na ∀k). Os momentos de transporte, pλ(T ) são funções

dependentes da energia com flutuações expressivas. Calcular uma expressão exata é um

problema extremamente difícil. Por isso, nos interessamos pelas médias dos momentos.

Podemos calculá-las através da aproximação de fase estacionária [64]. Isto é, o valor da

média ⟨pλ(T )⟩ é aproximado pelo seu valor no ponto onde Sα ≈ Sβ. Isto acontece quando

as trajetórias αk e βk coincidem em quase todos os pontos. As trajetórias diferem apenas

em pequenas regiões chamadas q-encontros. Dessa forma, as médias dos momentos de

transporte resumem-se a somas sobre trajetórias. Os q-encontros podem ser entendidos

como regiões onde as q partes de uma trajetória correm aproximadamente paralelas entre

si enquanto q pedaços da outra trajetória são permutados entre si. Essa permutação entre

essas partes é a diferença signiĄcativa entre o par de trajetórias. Por exemplo, na Fig. 7

percorrendo o par de trajetórias superior, vemos que a trajetória azul (contínua) possui

três partes correndo paralelas no 3-encontro. Já na trajetória preta (tracejada) essas três

partes são permutadas e uma consequência é que a trajetória tracejada percorre primeiro

o laço inferior ao passo que a trajetória contínua percorre primeiro o laço superior.
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encontro e dois o conectando às guias), o que nos dá um fator M−4; temos um vértice e,

portanto, um fator (−M); temos Na canais de entrada na guia 1 e Nb canais de saída na

guia 2. Dessa forma, a contribuição desse par de trajetórias para a soma na Eq. (3.5) é

−
NaNb

M3
. (3.6)

3.5 Lei de Wick e Integrais Matriciais

Para implementar a soma sobre trajetórias, vamos utilizar uma integral matricial.

Com efeito, considere a seguinte média

⟨f(Z)⟩ ≙ 1

Z
∫ f(Z)e−MTr(ZZ‖)dZ, com dZ ≙ ∏

1⩽i⩽j⩽N

dzij, (3.7)

onde f(Z) é uma função cujo argumento é uma matriz quadrada complexa, Z, de ordem

N e

Z ≙ ∫ e−MTr(ZZ‖)dZ (3.8)

é uma constante de normalização.

Para motivar a deĄnição da integral matricial que implementa as regras diagramá-

ticas, considere a seguinte média deĄnida pela Eq. (3.7)

Na,Nb

∑
i,o≙1

⟨[−M
2

Tr (ZZ‖)2] ⋅ZioZ
∗

io⟩ . (3.9)

Nessa notação, o índice i percorre o intervalo 1, ...,Na e o índice o o intervalo 1, ...,Nb. O

valor dessa expressão pode ser obtido através da Lei de Wick,

⟨ n

∏
k≙1

Zmkjk
Z∗pkqk

⟩ ≙ ∑
σ∈Sn

n

∏
k≙1

⟨Zmkjk
Z∗pσ(k)qσ(k)

⟩ , (3.10)

onde a média gaussiana de um produto de elementos de Z e Z∗ pode ser calculada através

das médias de todas as combinações dois a dois dos elementos de Z e Z∗. Expandindo

o traço na Eq. (3.9) nos elementos das matrizes Z, e usando a Lei de Wick na Eq. (3.9)

temos seis parcelas geradas pelas permutações em S3. A permutação e a respectiva parcela

encontra-se na tabela abaixo.

id(1 2) ⟨ZacZ
∗

bc
⟩ ⟨ZbdZ

∗

ad
⟩ ⟨ZioZ

∗

io⟩⟨ZacZ
∗

ad
⟩ ⟨ZbdZ

∗

bc
⟩ ⟨ZioZ

∗

io⟩(1 3)(2 3) ⟨ZacZ
∗

io⟩ ⟨ZbdZ
∗

ad
⟩ ⟨ZioZ

∗

bc
⟩⟨ZacZ

∗

bc
⟩ ⟨ZbdZ

∗

io⟩ ⟨ZioZ
∗

ad
⟩(1 3 2)(1 2 3) ⟨ZacZ

∗

io⟩ ⟨ZbdZ
∗

bc
⟩ ⟨ZioZ

∗

ad
⟩⟨ZacZ

∗

ad
⟩ ⟨ZbdZ

∗

io⟩ ⟨ZioZ
∗

bc
⟩

Tabela 1 Ű Aplicando a Lei de Wick na média da Eq. (3.9), obtemos uma soma de seis
parcelas geradas pelas permutações de S3.
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de encontros de todas as ordens são implementados por

lim
N→0

Na,Nb

∑
i,o≙1

⟨ZioZ
∗

ioexp(−M∑
q⩾2

1

q
Tr (ZZ‖)q)⟩ . (3.17)

Se escrevermos explicitamente a integral como na Eq. (3.7) e incorporarmos a medida

de probabilidade, obtemos uma integral que implementa as regras diagramáticas para o

cálculo da condutância usando aproximação semiclássica

g ≙ lim
N→0

Na,Nb

∑
i,o≙1

1

Z
∫ ZioZ

∗

ioexp(−M∑
q⩾1

1

q
Tr (ZZ‖)q)dZ. (3.18)

Para implementar momentos de ordem mais alta, fazemos [34]

pλ(T ) ≙ lim
N→0

Na,Nb

∑
i⃗,o⃗≙1

1

Z
∫ exp(−M∑

q⩾1

1

q
Tr (ZZ‖)q) n

∏
k≙1

Zikok
Z∗ikoπ(k)

dZ. (3.19)

3.6 Barreira de Tunelamento

Quando uma barreira de tunelamento está presente, temos efeitos adicionais a

considerar: encontros que ocorrem na barreira, reflexões na barreira e a influência da

barreira no interior da cavidade. Na Fig. 7 o par de trajetórias inferior exibe dois encontros:

um 2−encontro que ocorre no interior da cavidade e um 3−encontro que acontece na

barreira presente na terceira guia da cavidade.

Quando uma barreira está presente as regras diagramáticas devem incorporar os

efeitos de tunelamento ou, analogamente, de reflexão pela barreira. Supondo que todos os

canais da guia possuem a mesma probabilidade de reflexão, γ, e que a barreira encontra-se

na guia a, as regras diagramáticas são

• um fator (M − γNa)−1 para cada par de trajetórias;

• um fator −M + γqNa para cada q−encontro;

• um fator Nb − γNaδab para cada par de trajetórias entrando ou saindo pela guia b;

• um fator γ para cada reflexão na barreira.

Considerando a Fig. 7, suponha que as guias de entrada e saída, guias a e b,

respectivamente, são ideais e que uma barreira com probabilidade de reflexão γ encontra-se

na guia c. A contribuição do par de trajetórias superior para a condutância2 contém um
2 Já que estamos considerando a condutância, momento associado à partição ∥1∥, cabe relembrar que

cada contribuição vêm de um par de trajetórias. Assim, na Fig. 7 temos duas contribuições: uma vinda
do par de trajetórias superior e outra vinda do par e trajetórias inferior. Entretanto, se estivéssemos
considerando o momento associado à partição ∥12∥, os pares de trajetória na Fig. 7 constituem apenas
uma contribuição.
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fator (M − γNc)−4 devido aos quatro pares de trajetórias, um fator −M + γ3Nc devido ao

3−encontro, um fator Na devido à guia de entrada e um fator Nb devido à guia de saída,

resultando numa contribuição

−
NaNb(M − γ3Nc)(M − γNc)4 . (3.20)

Note que podemos tornar a barreira transparente fazendo γ ≙ 0 e recuperamos a

contribuição obtida na Eq. (3.6). Dessa forma, identiĄcamos o efeito da barreira no interior

da cavidade.

Para o par de trajetórias inferior, temos um fator (M − γNc)−6 devido a 6 pares de

trajetórias, um fator −M +γ2Nc devido ao 2−encontro, um fator γ3 devido às três reflexões

na barreira, um fator Na devido à guia de entrada e um fator Nb devido à guia de saída.

Logo, a contribuição desse par de trajetórias é

−γ3NaNb

(M − γ2Nc)(M − γNc)6 . (3.21)

Note que se a barreira é transparente, γ ≙ 0, a contribuição é nula. E, dessa forma,

identiĄcamos o efeito adicional da barreira, as reflexões que acontecem nela.

Quando a barreira não se encontra nem na guia de entrada nem na guia de saída, a

modiĄcação da integral na Eq. (3.19) é imediata. Basta fazer a substituição M →M −γqNc,

o que produz

pλ(T ) ≙ lim
N→0

Na,Nb

∑
i⃗,o⃗≙1

1

Z
∫ exp(−∑

q⩾1

(M − γqNc)
q

Tr (ZZ‖)q) n

∏
k≙1

Zikok
Z∗ikoπ(k)

dZ. (3.22)

3.6.1 Barreira na Guia de Entrada/Saída

O terceiro efeito a ser considerado, ocorre quando a barreira encontra-se na guia de

entrada (ou saída). Nesse caso, existe a possibilidade de ŞencontrosŤ na guia de entrada

(ou saída). Suponhamos que uma barreira com probabilidade de reflexão γ encontra-se na

guia de entrada, digamos a guia a.

Como introduzido por P. Bento e M. Novaes [36], na guia de entrada, ocorrem

pseudo-encontros que são diagramaticamente semelhantes a encontros com valência ímpar

(pois o par de trajetórias que entra na cavidade deve Ącar desconectado do pseudo-encontro).

Isto signiĄca que o termo Zikok
deve ser substituído por uma estrutura do tipo ∥ZZ‖Z∥ikok

,

de acordo com a ordem do pseudo-encontro. Se o pseudo-encontro tem valência 2m + 1

então devemos ter ∥(γZZ‖)mZ∥ikok
. Além disso, um fator γ deve ser adicionado para cada

reflexão na barreira, portanto, para um pseudo-encontro de valência 2m + 1 devemos ter

um fator γm. Ora, podem ocorrer pseudo-encontros de qualquer ordem. Cada contribuição

deve ser adicionada. Logo, o termo que substitui Zikok
é

[(γZZ‖)Z]
ikok
+ [(γZZ‖)2Z]

ikok

+ [(γZZ‖)3Z]
ikok

+⋯ ≙ [(1 − γZZ‖)−1Z]
ikok

. (3.23)
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Incorporando esse efeito e a modiĄcação na Eq. (3.22), obtemos

⟨pλ(T )⟩ ≙ lim
N→0

Na,Nb

∑
i⃗,o⃗≙1

(1 − γ)n
Z

∫ exp(−∑
q⩾1

(M − γqNa)
q

Tr (ZZ‖)q)
⋅

n

∏
k≙1

[(1 − γZZ‖)−1Z]
ikok

Z∗ikoπ(k)
dZ. (3.24)

Se houvesse uma barreira de tunelamento na guia de saída, o termo Z∗ seria modiĄcado

da mesma forma.

Note que a barreira presente somente na guia de entrada, guia 1, modiĄca as regras

diagramáticas no interior da cavidade da mesma forma que a barreira na guia 3. Se houvesse

barreiras em mais de uma guia, seus efeitos seriam agregados. Por exemplo, se tivermos

uma barreira na guia 1, com probabilidade de reflexão γ1, na guia 2, com probabilidade de

reflexão γ2, e na guia 3, com probabilidade de reflexão γ3, a Eq. (3.24) seria modiĄcada

fazendo: (1−γ)n → (1−γ1)n(1−γ2)n incorporando o efeito de reflexões nas guias de entrada

e saída; ∥(1 − γZZ‖)−1Z∥ikok
Z∗ikoπ(k)

→ ∥(1 − γ1ZZ‖)−1Z∥ikok
∥Z‖(1 − γ2ZZ‖)−1∥∗oπ(k)ik

incor-

porando os pseudo-encontros que ocorrem nas guias de entrada e saída; e (M − γqN1)→(M − γq
1
N1 − γ

q
2
N2 − γ

q
3
N3) ≙ (M − γ⃗ ⋅ N⃗) que incorpora os efeitos das barreiras no interior

da cavidade. O efeito da barreira i pode ser eliminado tomando γi ≙ 0. Podemos ainda, fe-

char completamente a barreira tomando γi ≙ 1. Quando a barreira está na guia 3, tomando

γ3 ≙ 1, temos

(M − γ⃗ ⋅ N⃗) ≙M − γ1N1 − γ2N2 −N3 ≙ N1 +N2 − γ1N1 − γ2N2, (3.25)

eliminando o efeito da guia 3. Por outro lado, se γ1 ≙ 0 ou γ2 ≙ 0, teríamos ⟨pλ(T )⟩ ≙ 0,

pois não haveria transporte.

3.7 Simetria de Reversão Temporal

Até agora, discutimos sistemas com ausência de Simetria de Reversão Temporal.

Nesses sistemas, como é mostrado na Fig. 7, os pares de trajetórias possuem orientação.

Para os sistemas onde a Simetria de Reversão Temporal está presente, os pares de trajetórias

não possuem orientação. A ocorrência de trajetórias orientadas combina perfeitamente

com a interpretação diagramática da Lei de Wick [86]. Mas, ainda assim, é conveniente

modiĄcar as integrais nas Eq. (3.22) e (3.24) para computar a soma sobre trajetórias

na forma de uma integral matricial para sistemas que possuem Simetria de Reversão

Temporal.

Para incorporar os efeitos de Simetria de Reversão Temporal, M. Novaes modiĄcou

a integral na Eq. (3.19) introduzindo a coleta de coeĄcientes [35].

Dado Q ≙ IM ⊕ 0N−M , deĄnimos

R ≙ Y QSQY ‖, (3.26)
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em que Y é uma matriz complexa. Dada a condição imposta por Q, temos

Rij ≙

M

∑
a,b≙1

YiaSabY
∗

jb. (3.27)

Dessa forma os momentos de transporte podem ser calculados coletando o coeĄciente

de Ci1i2
C∗i1i2

(em que C ≙ Y Y t). Considerando uma cavidade sem barreiras de tunelamento,

a condutância pode ser obtida através de

⟨g⟩ ≙ lim
N→0

N1,N2

∑
i,o≙1

KN [Ci1i2
C∗i1i2
] , (3.28)

onde

KN ≙
1

Z
∫ e

−
M

2

∞

∑
q≙1

1

q
Tr(ZZt)q

Ri1i1
Ri2i2

dZ, (3.29)

e, nesse caso, Z é uma matriz real. A notação [Ci1i2
C∗i1i2
] signiĄca que devemos extrair

o coeĄciente que multiplica o termo Ci1i2
C∗i1i2

. Os elementos Cij advém da coleta das

entradas de Y , no produto Ri1i1
Ri2i2

dado que C ≙ Y Y t.

Para sistemas com barreiras de tunelamento, modiĄcamos a integral da mesma

forma que os sistemas sem Simetria de Reversão Temporal. A Ąnal, em sua forma mais

simples (sem barreiras), as duas integrais só dependem do número de encontros (vértices)

e pares de trajetórias (faixas) [34]. Então, para sistemas com três quias com barreira na

guia 3, como na Fig. 7, temos a seguinte integral para a Eq. (3.28)

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

Tr(ZZt)q
Riii1

Ri2i2
dZ. (3.30)

Por outro lado, se temos uma barreira apenas na guia de entrada, na guia 1, fazemos

as mesmas modiĄcações realizadas por P. Bento e M. Novaes [36]. Dessa forma, temos a

seguinte integral

KN ≙ (1 − γ) 1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN1)
q

Tr(ZZt)q
R′iii1

Ri2i2
dZ, (3.31)

onde

R′ij ≙
M

∑
a,b≙1

Yia [ 1

1 − γZZt
Z]

ab

Y ∗jb. (3.32)

Assim, para incluir barreiras nas guias modiĄcamos o argumento da exponencial fazendo

M → (M − γ⃗ ⋅N⃗). Se houver barreira na guia de entrada ou saída é necessário a modiĄcação

adicional Rii → (1 − γ)R′ii. Os dois termos devem ser modiĄcados quando houver barreira

na guia de entrada e na guia de saída.
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3.8 Constantes de Normalização e Limites

Por Ąm, vamos obter expressões para as constantes de normalização das Eq. (3.19),

(3.22), (3.28) e (3.30), podemos escrever

Z
(α) ≙ ∫ e−LTr(ZZ‖)dZ, (3.33)

onde, no primeiro caso, temos que α ≙ 1 e Z é uma matriz complexa, ao passo que no

segundo caso, α ≙ 1 e Z é uma matriz real.

Procedemos a decomposição em valores singulares, Z ≙ UDV , em que D é uma

matriz diagonal e U e V são matrizes unitárias no primeiro caso e ortogonais no segundo

caso. Com isso, temos

Z
(α) ≙ ∫ e−LTr(X) (∫ dU)(∫ dV )det (X) 1

α
−1 ∣∆(X)∣ 2α dX, (3.34)

onde X ≙DD‖ e

det (X) 1

α
−1 ∣∆(X)∣ 2α , (3.35)

é o jacobiano da mudança de variáveis [87]. Sabendo que as integrais sobre o grupo Unitário

(e Ortogonal) são normalizadas e utilizando a Eq. (4.5), Ącamos com

Z
(α) ≙ ∫ det (e−LX)det (X) 1

α
−1 ∣∆(X)∣ 2α dX. (3.36)

Já que X é uma matriz diagonal, podemos converter os determinantes em produtos,

Ącamos com

Z
(α) ≙ ∫

N

∏
i≙1

x
1

α
−1

i e−Lxi ∣∆(x⃗)∣ 2α dx⃗. (3.37)

Para tornar a equação anterior mais próxima da Eq. (2.56), vamos inserir o seguinte limite

sob o sinal da integral

ea ≙ lim
n→∞
(1 + a

n
)n

. (3.38)

Com isso, obtemos

Z
(α) ≙ lim

n→∞
∫

N

∏
i≙1

x
1

α
−1

i (1 − Lxi

n
)n ∣∆(x⃗)∣ 2α dx⃗. (3.39)

Agora, fazemos uma mudança de variáveis L
n
xi ≙ ti. Como as variáveis são desacopladas, o

jacobiano é uma matriz diagonal e seu determinante é (L
n
)N . O determinante de Vander-

monde, é um polinômio homogêneo de grau N(N−1)
2

, por isso, essa mudança de variáveis

resulta em

∣∆(x⃗)∣ 2α ≙ (n
L
)

N(N−1)
α ∣∆(t⃗)∣ 2α . (3.40)

Combinando esses resultados na integral, Ącamos com

Z
(α) ≙ lim

n→∞
(n
L
)N2

α

∫
N

∏
i≙1

t
1

α
−1

i (1 − ti)n ∣∆(t⃗)∣ 2α dt⃗. (3.41)
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Agora, podemos utilizar a Eq. (2.56), reconhecendo a ≙ 1

α
e b ≙ n + 1, para obter

Z
(α) ≙ lim

n→∞
(n
L
)N2

α
N−1

∏
i≙0

Γ ( i+1

α
+ 1)Γ ( i+1

α
)Γ (n + 1 + i

α
)

Γ (1 + 1

α
)Γ (n + 1 + N+i

α
) . (3.42)

Por Ąm, devemos resolver o limite

lim
n→∞

n
N2

α

N−1

∏
i≙0

Γ (n + 1 + i
α
)

Γ (n + 1 + N+i
α
) . (3.43)

Para enxergar melhor a simpliĄcação, vamos utilizar uma propriedade da função Gama,

Γ (z + 1) ≙ z!. E Ącamos com

lim
n→∞

n
N2

α

N−1

∏
i≙0

Γ (n + 1 + i
α
)

Γ (n + 1 + N+i
α
) ≙ lim

n→∞

N−1

∏
i≙0

n
N
α

(n + i
α
)!

(n + N+i
α
)!

≙ lim
n→∞

N−1

∏
i≙0

n
N
α

(n + i
α
)!

(n + N+i
α
)! ⋅

n
N
α

n
N
α

≙

N−1

∏
i≙0

lim
n→∞

(n + i
α
)!

n
N
α

n
2N
α

(n + N+i
α
)!

≙

N−1

∏
i≙0

lim
n→∞

(1 + i
nα
)!

(1 + N+i
nα
)!

≙

N−1

∏
i≙0

lim
n→∞

Γ (2 + i
nα
)

Γ (2 + N+i
nα
) ≙ 1, (3.44)

pois Γ(z) é contínua quando z ⩾ 2. Portanto,

Z
(α) ≙ L−

N2

α

N−1

∏
i≙0

Γ ( i+1

α
+ 1)Γ ( i+1

α
)

Γ (1 + 1

α
) . (3.45)

Em particular, para α ≙ 1, obtemos

Z
(1) ≙

N !

LN2

N−1

∏
i≙1

i!2. (3.46)

Utilizando a Eq. (3.45) e a Eq. (2.57), podemos obter a média normalizada de um

polinômio de Jack,

Sµ( 1

α
, b, α,N)
Z(α)

≙
1

Z(α)
∫

1

0

J
(α)
µ (x1, ..., xN) N

∏
i≙1

x
1

α
−1

i (1 − xi)b−1 ∣∆(X)∣2/α dx1⋯dxN . (3.47)

Então, se reconhecemos a ≙ 1

α
, temos

Sµ( 1

α
, b, α,N)
Z(α)

≙
(∥N∥(α)µ )2

L−
N2

α ∥2N + αb − 1∥(α)µ

N−1

∏
i≙0

Γ ( i+1

α
+ 1)Γ ( i+1

α
)Γ (b + i

α
)

Γ (1 + 1

α
)Γ (b + N+i

α
)

⋅
Γ (1 + 1

α
)

Γ ( i+1

α
+ 1)Γ ( i+1

α
)

≙
L

N2

α (∥N∥(α)µ )2
∥2N + αb − 1∥(α)µ

N−1

∏
i≙0

Γ (b + i
α
)

Γ (b + N+i
α
) . (3.48)



3.8. Constantes de Normalização e Limites 63

Dessa forma, podemos escrever

1

Z(α)
Sµ( 1

α
, b,α,N) ≙ L

N2

α (∥N∥(α)µ )2
∥2N + αb − 1∥(α)µ

R(α, b,N), (3.49)

onde

R(α, b,N) ≙ N−1

∏
i≙0

Γ (b + i
α
)

Γ (b + N+i
α
) . (3.50)

Note que

lim
N→0

R(α, b,N) ≙ 1. (3.51)

No capítulo a seguir, consideramos uma cavidade como a da Fig. 7, com três guias:

as guias de entrada e saída são ideais, ao passo que a terceira guia está acoplada à cavidade

através de uma barreira de tunelamento. Nosso objetivo é obter os momentos de transporte

nesse sistema. Para isso, buscamos calcular a integral matricial na Eq.(3.22).
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4 Momentos de Transporte I: Três Guias

Neste capítulo, vamos utilizar as integrais matriciais discutidas no Cap. 3 para

obter momentos de transporte. Estamos interessados numa cavidade com três guias. As

guias de entrada e saída, guias 1 e 2, respectivamente, são transparentes, (γ1 ≙ γ2 ≙ 0),
ao passo que a guia 3 possui uma barreira de tunelamento com probabilidade de reflexão

γ3 ≙ γ.

Na primeira seção, consideramos que o sistema não possui Simetria de Reversão

Temporal (bTRS, do inglês broken Time Reversal Symmetry). Para este caso mais simples,

vamos obter uma expressão geral para momentos de ordem mais alta e obter expressões

assintóticas para a condutância, a variância da condutância, o fator Fano e o terceiro

cumulante.

Na segunda seção, consideramos que o sistema possui Simetria de Reversão Tempo-

ral (TRS, do inglês Time Reversal Symmetry). Isto torna as integrais bastante trabalhosas,

portanto, obtemos apenas a condutância. Adicionalmente, obtemos a condutância entre as

guias 1 e 3.

Por Ąm, combinando os resultados da duas seções, podemos obter uma aproximação

para a localização fraca.

4.1 Ausência de Simetria de Reversão Temporal

Nessa cavidade, vamos considerar a guia 1 como guia de entrada e a guia 2 como

guia de saída, ambas transparentes. Na guia 3, temos uma barreira com probabilidade de

reflexão γ.

Para calcular a média do momento de transporte associado com a partição λ,

propomos a seguinte integral matricial da Eq. (3.22) como meio de implementar as regras

diagramáticas

⟨pλ(T )⟩ ≙ lim
N→0

KN , (4.1)

com

KN ≙

Na,Nb

∑
i⃗,o⃗≙1

1

Z
∫ exp(−∑

q⩾1

(M − γqN3)
q

Tr (ZZ‖)q) n

∏
k≙1

Zikok
Z∗ikoπ(k)

dZ, (4.2)

onde π é uma permutação de Sn com ciclo-tipo λ e

Z ≙ ∫ e− (M − γN3)Tr(ZZ‖)dS. (4.3)

Começamos fazendo uma mudança de variáveis usando a decomposição de valores

singulares. Escrevemos Z ≙ UDV , em que U e V são matrizes unitárias e D é uma
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matriz diagonal. Esta decomposição sempre é possível para matrizes complexas. DeĄnindo

X ≙ D‖D, o jacobiano da transformação é ∣∆(X)∣2 [87], o módulo ao quadrado do

determinante de Vandermonde (Eq. (2.30)). Com isso, obtemos

KN ≙

N1,N2

∑
i⃗,o⃗≙1

1

Z
∫ exp(− ∞∑

q≙1

(M − γqN3)
q

TrXq) ⋅
⋅

n

∏
k≙1

(UDV )∗okiπ(k)
(UDV )okik

∣∆(X)∣2 dXdUdV.
(4.4)

Com o auxílio da série de Taylor do logaritmo natural e de uma relação entre matrizes,

ln(1 − x) ≙ − ∞∑
q≙1

xq

q
e eTrX ≙ det(eX), (4.5)

temos

exp(− ∞∑
q≙1

(M − γqN3)
q

Tr(Z‖Z)q) ≙ eTr ln(1−X)M eTr ln(1−γX)−N3

≙ det(1 −X)M det(1 − γX)−N3 . (4.6)

Vamos trabalhar nas integrais que envolvem o grupo Unitário.

I ≙
Na,Nb

∑
i⃗,o⃗≙1

∫
n

∏
k≙1

(UDV )∗okiπ(k)
(UDV )okik

dUdV. (4.7)

Expandindo os produtos de matrizes, Ącamos com

I ≙ ∑
i⃗,o⃗,j⃗,m⃗

∫
n

∏
k≙1

Uokmk
Dmk

Vmkik
U∗okjk

D∗jk
V ∗jkiπ(k)

dUdV, (4.8)

onde omitimos os limites da soma, ik percorre 1, ...,N1, ok percorre 1, ...,N2 e jk e mk

percorrem 1, ...,N . Usando a relação de média sobre o grupo Unitário, Eq. (2.74)

I ≙ ∑
i⃗,o⃗,j⃗,m⃗

∑
σ,τ,ρ,θ∈Sn

δσ(o⃗, o⃗)δτ(m⃗, j⃗)W (σ−1τ)δρ(m⃗, j⃗)δθ(⃗i, π(⃗i))W (ρ−1θ) n

∏
k≙1

Dmk
D∗jk

. (4.9)

Utilizando as relações

∑⃗
i,o⃗

δσ(o⃗, o⃗)δθ(⃗i, π(⃗i)) ≙ N l(σ)
1

N
l(ρ)
2

e ∑
m⃗,j⃗

δτ(m⃗, j⃗)δρ(m⃗, j⃗) n

∏
k≙1

Dmk
D∗jk
≙ pτ−1ρ(X), (4.10)

Ącamos com

I ≙ ∑
σ,τ,ρ,θ∈Sn

pσ(1N1)pθπ(1N2)pτ−1ρ(X)W (σ−1τ)W (ρ−1θ). (4.11)

Em seguida, utilizamos as expansões das séries de potências e da função de Weingarten

em termos de caracteres, usando as Eqs. (2.25) e (2.76)

I ≙ ∑
σ,τ,ρ,θ∈Sn

λ1,λ2⊢n

dλ2
sλ1
(1N1)

n! ∥N∥(1)λ2

pθπ(1N2)pτ−1ρ(X)W (ρ−1θ)χλ1
(σ)χλ2

(σ−1τ) . (4.12)
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Utilizando uma das relações de ortogonalidade de caracteres, Eq. (2.5), eliminamos a soma

sobre σ

I ≙ ∑
τ,ρ,θ∈Sn

λ1,λ2⊢n

dλ2
sλ1
(1N1)

n! ∥N∥(1)λ2

pθπ(1N2)pτ−1ρ(X)W (ρ−1θ)( n!

dλ1

χλ1
(τ) δλ1λ2

)

≙ ∑
τ,ρ,θ∈Sn

λ⊢n

sλ(1N1)
∥N∥(1)λ

pθπ(1N2)pτ−1ρ(X)W (ρ−1θ)χλ (τ) . (4.13)

Utilizamos mais uma vez as expansões das séries de potências e da função de Weingarten

em termos de caracteres e as relações de ortogonalidade de caracteres e Ącamos com

I ≙ ∑
µ⊢n

∥N1∥(1)µ ∥N2∥(1)µ

(∥N∥(1)µ )2 χµ(π)sµ(X), (4.14)

onde usamos sµ(1N) ≙ dµ

n!
∥N∥(1)µ . Observe que, em I, apenas sµ(X) depende de X, então,

Ącamos com

KN ≙ ∑
µ⊢n

∥N1∥(1)µ ∥N2∥(1)µ

(∥N∥(1)µ )2 χµ(π)I1, (4.15)

onde

I1 ≙
1

Z
∫ det(1 −X)−M det(1 − γX)N3sµ(X) ∣∆(X)∣2 dX. (4.16)

Agora, ideia é transformar a integral acima numa integral semelhante à integral de

Selberg, Eq. (2.57) com α ≙ 1. Começamos utilizando a identidade de Cauchy

det(1 − γX)−N3 ≙∑
ω

sω(γ)sω(X). (4.17)

Nesse ponto, Ącamos com o produto de duas funções de Schur: uma proveniente das integrais

sobre U(N) e outra da expansão do determinante. Podemos utilizar os coeĄcientes de

Littlewood-Richardson

sµ(X)sω(X) ≙ ∑
α⊢∣µ∣+∣ω∣

Cµωαsα(X). (4.18)

Note que os coeĄcientes Cµωα deĄnidos acima são análogos e proporcionais aos coeĄcientes

deĄnidos na Eq. (2.43) para polinômios de Jack, basta lembrar que temos uma família de

polinômios de Jack que são proporcionais às funções de Schur (Eq. (2.37)).

Então,

det(1 − γX)−N3sµ(X) ≙∑
ω

sω(γ)sω(X)sµ(X)
≙∑

ω,α

Cωµαsω(γ)sα(X)
≙∑

α

(∑
ω

Cωµαsω(γ)) sα(X)
≙∑

α

γ ∣α∣−∣µ∣sα/µ(1N3)sα(X). (4.19)



68 Capítulo 4. Momentos de Transporte I: Três Guias

Agora,

I1 ≙∑
α

γ ∣α∣−∣µ∣sα/µ(1N3) 1

Z
∫ det(1 −X)Msα(X) ∣∆(X)∣2 dX

≙∑
α

γ ∣α∣−∣µ∣sα/µ(1N3) 1

Z
∫ sα(X) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX, (4.20)

onde

det(1 −X)M ≙ N

∏
i≙1

(1 − xi)M . (4.21)

Podemos, então, utilizar o resultado da integral de Selberg, Eq. (3.49), com α ≙ 1, L ≙M

e b ≙ M + 1. Lembrando que a função de Schur é proporcional ao polinômio de Jack,

Eq. (2.37), obtemos

I1 ≙∑
α

γ ∣α∣−∣µ∣sα/µ(1N3) dα∣α∣!
(∥N∥(1)α )2
∥2N +M∥(1)α

R(1,M + 1,N)
(M − γN3)−N2

, (4.22)

com R dado pela Eq. (3.50).

Combinando os resultados de KN , dado na Eq. (4.15), e I1, dada na Eq. (4.22)

temos

⟨pλ(T )⟩ ≙ ∑
µ⊢n

∥N1∥(1)µ ∥N2∥(1)µ χµ(π)∑
α

dαγ ∣α∣−∣µ∣∣α∣! sα/µ(1N3)Qµα(M). (4.23)

Por Ąm, devemos aplicar o limite Qµα(M). Portanto, temos que calcular

Qµα(M) ≙ lim
N→0

(M − γN3)N2

∥2N +M∥(1)α

⎛
⎝
∥N∥(1)α

∥N∥(1)µ

⎞
⎠

2

R(1,M + 1,N). (4.24)

O fator que demanda atenção especial no limite é ∥N∥(1)α /∥N∥(1)µ e lim
N→0

R(1,M+1,N)
é dado pela Eq. (3.51). Utilizando a Eq. (2.18), percebemos que o limite só é diferente

de zero quando os dois polinômios possuem quadrado de Durfee de mesmo tamanho,

D1(α) ≙D1(µ). Dessa forma, podemos escrever

Qµα(M) ≙ lim
N→0

(M − γN3)N2

∥2N +M∥(1)α

⎛
⎝
∥N∥(1)α

∥N∥(1)µ

⎞
⎠

2

R(1,M + 1,N) ≙ (t1(α)
t1(µ))

2
δD1(α),D1(µ)

∥M∥(1)α

, (4.25)

onde t1(α) é o produto dos 1−conteúdos não nulos, Eq. (2.19). Além disso, a função de

Schur sα/µ exige que µ ⊂ α. Logo,

⟨pλ(T )⟩ ≙ ∑
µ⊢n

∥N1,N2∥(1)µ χµ(λ) ∑
µ⊂α

D(α)≙D(µ)

dαγ ∣α∣−∣µ∣

∣α∣!∥M∥(1)α

sα/µ(1N3)(t1(α)
t1(µ))

2

, (4.26)

com M ≙ N1 +N2 +N3 e, para melhorar a notação, escrevemos

∥N1,N2∥(1)µ ≙ ∥N1∥(1)µ ∥N2∥(1)µ . (4.27)
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4.1.1 A Média ⟨sλ⟩
Considerando o resultado da Eq. (4.26), podemos escrever

⟨pλ(T )⟩ ≙ ∑
µ⊢n

∥N1,N2∥(1)µ χµ(λ)Qµ, (4.28)

onde Qµ corresponde ao restante da Eq. (4.26).

Multiplicando ambos os lados por ∣Cλ∣χρ(λ) e somando sobre λ ⊢ n, Ącamos com

⟨∑
λ⊢n

∣Cλ∣χρ(λ)pλ(T )⟩ ≙ ∑
µ⊢n

∥N1,N2∥(1)µ (∑
λ⊢n

∣Cλ∣χρ(λ)χµ(λ))Qµ. (4.29)

Usando a ortogonalidade de caracteres e a deĄnição da função de Schur, temos

⟨n!sρ(T )⟩ ≙ ∑
µ⊢n

∥N1,N2∥(1)µ n!δµρQµ. (4.30)

Portanto,

⟨sλ(T )⟩ ≙ ∥N1,N2∥(1)λ ∑
α⊃λ

D1(α)≙D1(λ)

dαγ ∣α∣−∣λ∣

∣α∣!∥M∥(1)α

sα/λ(1N3)(t1(α)
t1(µ))

2

. (4.31)

Quando λ é um gancho, temos que D1(λ) ≙ 1, o que nos diz que α também deve

ser um gancho. Nesse caso, o diagrama skew α/λ é composto por uma faixa horizontal ∥p∥
e uma faixa vertical ∥1q∥. Com isso, a função skew de Schur, Ąca decomposta na seguinte

forma [88],

sα/λ(1N3) ≙ s∥p∥(1N3)s∥1q∥(1N3), (4.32)

como um produto de duas funções de Schur, uma com respeito à faixa horizontal e outra com

respeito à faixa vertical. Porém, podemos utilizar a Eq. (2.31) e obter s∥p∥(1N3) ≙ (p+N3−1

p
)

e s∥1q∥(1N3) ≙ (N3

q
).

Se escrevemos λ ≙ (n − k,1k) ⊢ n e α ≙ (n − k + p,1k+q) ⊢ n + p + q, temos

dα ≙
(n + p + q − 1)!(p + n − k − 1)!(q + k)! , (4.33)

∣tλ∣ ≙ (n − k − 1)!k! e ∣tα∣ ≙ (n − k + p − 1)!(k + q)!. (4.34)

Então,

dα

∣α∣!∥M∥(1)α

(t1(α)
t1(µ))

2

≙
(n + p + q − 1)!(p + n − k − 1)!(q + k)! (p + n − k − 1)!2(k + q)!2(n + p + q)!(n − k − 1)!2k!2

⋅

⋅
1

∥M∥(1)(n−k+p,1k+q)

≙
(p + n − k − 1)!(n − k − 1)!2 (q + k)!k!2

⋅
1

(n + p + q)M (M + 1)(p+n−k−1) (M − 1)(q+k)

. (4.35)
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Além disso,

(p +N3 − 1

p
) ≙ (N3)(p)

p!
e (N3

q
) ≙ (N3)(q)

q!
. (4.36)

No Ąm das contas, sendo λ ≙ ∥n − k,1k∥, denotando r ≙ n − k − 1, Ącamos com

⟨sλ(T )⟩ ≙ ∥N1,N2∥(1)λ

Mr!k!

∞

∑
p,q≙0

γp+q

p + q + n
(p + r
r
)(q + k

k
) (N3)(p) (N3)(q)
(M + 1)(p+r) (M − 1)(q+k)

. (4.37)

Quando n ⩽ 3, todas as partições µ ⊢ n são ganchos. Portanto, podemos obter ⟨pλ(T )⟩
através dos valores de ⟨sµ(T )⟩ pela Eq. (2.26).

Mais ainda, quando λ ≙ (n), χµ(λ) só é diferente de zero quando µ for um gacho.

Nesse caso, parametrizando µ ≙ (n − k,1k), temos χµ(n) ≙ (−1)k. Então a soma sobre

µ ⊢ n é convertida numa soma sobre k

⟨p(n)(T )⟩ ≙ n−1

∑
k≙0

(−1)k ⟨s(n−k,1k)(T )⟩ , (4.38)

e podemos utilizar Eq. (4.37) para calcular ⟨s(n−k,1)(T )⟩. Em particular, para obter a

condutância através da Eq. (4.37), tomamos λ ≙ ∥1∥, com k ≙ 0 e r ≙ 0

⟨s∥1∥(T )⟩ ≙ N1N2

M

∞

∑
p,q≙0

γp+q

p + q + 1

(N3)(p) (N3)(q)
(M + 1)(p) (M − 1)(q) . (4.39)

Podemos ainda fazer m ≙ p + q e k ≙ q, e Ącamos com

⟨g12⟩ ≙ ⟨p∥1∥(T )⟩ ≙ N1N2

M

∞

∑
m≙0

m

∑
k≙0

γm

m + 1

(N3)(m−k) (N3)(k)
(M + 1)(m−k) (M − 1)(k) , (4.40)

pois p∥1∥(T ) ≙ s∥1∥(T ).
4.1.2 Resultados Momentos de Transporte

Nesta seção, estamos interessados em quatro quantidades. A primeira delas é a

própria condutância, a qual é obtida através da Eq. (4.40), o momento mais simples

⟨g12⟩ ≙ ⟨p∥1∥⟩ . (4.41)

A segunda quantidade é variância da condutância que é dada por

var∥g12∥ ≙ ⟨g2

12⟩ − ⟨∥g12∥⟩2 ≙ ⟨p∥12∥⟩ − ⟨p∥1∥⟩2 . (4.42)

O fator Fano é a terceira quantidade de interesse e é obtido através razão entre o

shot-noise,

s ≙ p∥1∥ − p∥2∥, (4.43)
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que carrega informações sobre flutuações na corrente elétrica dependentes do tempo, devido

à carga elétrica discreta, e a condutância. O valor médio do fator Fano é aproximado

utilizando os valores médios da condutância e do shot-noise,

F ≙
⟨s⟩⟨g12⟩ . (4.44)

A quarta quantidade de interesse é obtida através da razão entre o terceiro cumulante

k ≙ p∥1∥ − 3p∥2∥ + 2p∥3∥, (4.45)

e o shot-noise:

K ≙
⟨k⟩⟨s⟩ . (4.46)

Essa quantidade tem atraído bastante interesse, teórico (por exemplo, na busca por

caracterizar a estatística das flutuações de corrente num ponto quântico semicontudor), e

experimental (por exemplo, buscando medidas desta quantidade) [77, 37, 78]. Novamente,

aproximamos o valor médio de K através dos valores médios do terceiro cumulante e do

shot-noise. Dentre as séries de potências usadas para obter as quatro quantidades, todas

elas, com exceção de p∥12∥, podem ser obtidas através da Eq. (4.38).

Para a condutância e sua variância, obtemos as seguintes séries em γ

⟨g12⟩
N1N2

≙
1

M
+

N3(M2 − 1)γ + N3 (MN3 − 2)(M2 − 1) (M2 − 4)γ2
+O (γ3) , (4.47)

var∥g12∥
N1N2

≙
(M −N1) (M −N2)

M2 (M2 − 1) +
2N3 (M − 2N1) (M − 2N2)
M (M2 − 1) (M2 − 4) γ +O(γ2), (4.48)

ondeM ≙
3

∑
i≙1

Ni. Note que se γ → 0 somente o primeiro termo sobrevive e obtemos resultados

para uma cavidade conectada a guias ideais (transparentes). As Eqs. (4.47) e 4.48 são

válidas para qualquer quantidade de canais em cada guia, N1,N2 e N3. Esta versatilidade

nos permite estudar os momentos numa gama de casos especiais, de interesse experimental.

O primeiro caso, corresponde a tomar guia com o mesmo número de canais N1 ≙

N2 ≙ N3 ≙ N0. Temos, portanto, guias com a mesma largura. Com as Eqs. (4.47) e 4.48

obtemos

⟨g12⟩ ≙ N0

3
+

N3
0
γ

9N2
0
− 1
+

N3
0
(3N2

0
− 2)γ2

(9N2
0
− 1) (9N2

0
− 4) +O(γ3), (4.49)

var∥g12∥ ≙ 4

9

N2
0

9N2
0
− 1
+

2

3

N4
0
γ

(9N2
0
− 1) (9N2

0
− 4) + 1

3

N4
0
γ2

(9N2
0
− 1)2 (9N2

0
− 4) +O(γ3). (4.50)

Tomando o limite de um grande número de canais (N0 ≫ 1), ou seja, expandindo cada

termo das Eqs. (4.49) e (4.50) em séries de potências de N0, obtemos

⟨g12⟩ ≙ N0

3
+
N0

9
γ +

N0

27
γ2
+O(γ3), (4.51)

var∥g12∥ ≙ 4

81
+

2

243
γ +

1

243
γ2
+O(γ3). (4.52)
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As Eqs. (4.51) e 4.52 concondam com os resultados obtidos através de RMT.

O segundo caso, consiste em impor um regime extremamente quântico às guias de

entrada e saída, onde fazemos N1 ≙ N2 ≙ 1 nas Eqs. (4.47) e 4.48, enquanto o número de

canais na terceira guia permanece arbitrário. Nesse caso, temos guias de entrada e saída

muito estreita, de modo que suportam apenas um canal, no extremo oposto do regime

contínuo. Donde obtemos

⟨g12⟩ ≙ 1

N3 + 2
+

N3(N3 + 1) (N3 + 3)γ +
(N2

3
+ 2N3 − 2)

(N3 + 1) (N3 + 3) (N3 + 4)γ2
+O(γ3), (4.53)

var∥g12∥ ≙ N3 + 1

(N3 + 2)2 (N3 + 3) +
2N2

3(N3 + 1) (N3 + 2) (N3 + 3) (N3 + 4)γ +O(γ2). (4.54)

se N3 ≫ 1, obtemos

⟨g12⟩ ≙ 1

N3

∞

∑
k≙0

γk ≙
1

N3 (1 − γ) , (4.55)

var∥g12∥ ≙ 1

N2
3

∞

∑
k≙0

(k + 1)γk ≙
1

N2
3
(1 − γ)2 . (4.56)

Observe que as equações acima permanecem válidas no intervalo 0 ≤ γ ≤ 1. Se tomamos

isoladamente γ → 1 teremos ⟨g12⟩→∞; ao passo que se N3 →∞, teremos ⟨g12⟩→ 0. Porém

se tomamos os dois limites concomitantemente, com o produto N3(1 − γ) Ąnito, tanto a

condutância quanto sua variância permanecem Ąnitas. Esse caso é conhecido como limite

opaco [44].

No terceiro caso, impomos o regime extremamente quântico na terceira guia, ao

passo que a quantidade de canais nas guias 1 e 2 é mantida arbitrária, N1 ≙ N2 ≙ N0 e

N3 ≙ 1. Temos

⟨g12⟩ ≙ N2
0

2N0 + 1
+

1

4

N0

N0 + 1
γ +

1

4

N0(N0 + 1) (2N0 + 3)γ2
+O(γ3), (4.57)

var∥g12∥ ≙ 1

4

N0 (N0 + 1)
(2N0 + 1)2 +

1

2

N0(N0 + 1) (2N0 + 3) (4N2
0
− 1)γ +O(γ2). (4.58)

Se N0 ≫ 1, obtemos

⟨g12⟩ ≙ N0

2
−

1

4
+

1

4
γ +

1

8N0

γ2
+O(γ3), (4.59)

var∥g12∥ ≙ 1

16
−

1

16N0

γ2
+

1

16N0

γ3
+O(γ4). (4.60)

Nas Figs. 10 e 11, são graĄcados a condutância (acima e à esquerda) e a variância

da condutância (acima e à direita) em função de γ. Na Figs. 10 exploramos os casos

particulares discutidos acima com N0 ≙ 2. Ao passo que na Figs. 11 exploramos o caso

N1 ≙ N2 ≙ N3 ≙ N0 com N0 ≙ 1,2,5. Também são exibidos resultados para o fator Fano

(abaixo e à esquerda) e para a razão do terceiro cumulante (abaixo e à direita), que serão

discutidos a diante.
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saída; neste caso, devemos esperar o menor valor para a condutância (para cada valor de

γ) dentre os três casos.

Agora, vamos explorar os momentos de ordem mais alta: o fator Fano (Eq. (4.44))

e a razão do terceiro cumulante e o shot-noise (Eq. (4.46)). Assim como foi feito para a

condutância e sua variância, podemos obter expansões em séries de potências de γ. Porém,

para momentos de ordem mais alta, as expressões tornam-se muito extensas. Por isso,

exibiremos apenas os casos particulares discutidos anteriormente.

Primeiramente, o caso com o mesmo número de canais nas guias N1 ≙ N2 ≙ N3 ≙ N0:

F ≙
4N2

0

9N2
0
− 1
−

9N4
0
(9N2

0
− 5)

(9N2
0
− 1)2 (9N2

0
− 4)γ +O(γ2), (4.61)

K ≙
N2

0

9N2
0
− 4
−

1

2

24N4
0
− 19N2

0
+ 4

(9N2
0
− 4)2 γ +O(γ2). (4.62)

Quando N0 ≫ 1, obtemos

F ≙
4

9
−

1

9
γ −

1

27
γ2
+

2

81
γ3
+O(γ4), (4.63)

K ≙
1

9
−

4

27
γ −

1

27
γ2
−

11

972
γ3
+O(γ4), (4.64)

No segundo caso, temos um regime fortemente quântico nas guias de entrada e

saída, N1 ≙ N2 ≙ 1, enquanto o número de canais na guia 3 é mantido arbitrário

F ≙
N3 + 1

N3 + 3
−

2N3 (N3 + 2)2
(N3 + 1) (N3 + 3)2 (N3 + 4)γ +O(γ2), (4.65)

K ≙
N3

N3 + 4
−

4N3 (N3 + 2)3
(N3 + 1)2 (N3 + 4)2 (N3 + 5)γ +O(γ2). (4.66)

Se N3 ≫ 1, obtemos os primeiros termos de uma série geométrica, o que nos leva a

conjecturar que

F ≙ 1 −
2

N3

∑
k≙0

γk ≙ 1 −
2

N3 (1 − γ) , (4.67)

K ≙ 1 −
4

N3

∑
k≙0

γk ≙ 1 −
4

N3 (1 − γ) . (4.68)

Note que as equações acima são válidas no intervalo 0 ≤ γ ≤ 1. Onde o caso γ → 1

corresponde ao regime opaco, juntamente com as condições N3 →∞ e N3 (1 − γ) Ąnito.

Por Ąm, se temos um regime fortemente quântico na terceira guia, N3 ≙ 1, e o

número de canais nas guias de entrada e saída são mantidos arbitrários, N1 ≙ N2 ≙ N0,

temos

F ≙
1

4

N0 + 1

N0

−
1

16

(2N2
0
+ 3N0 − 3) (2N0 + 1)2

N2
0
(N0 + 1) (2N0 − 1) (2N0 + 3)γ +O(γ2), (4.69)

K ≙
1(2N0 − 1) (2N0 + 3) − 1

2

(2N0 + 1) (4N4
0
+ 8N3

0
+N2

0
− 3N0 + 2)

(N0 + 1)2 (2N0 − 1)2 (2N0 + 3)2 γ +O(γ2). (4.70)
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Para o caso N1 ≙ N2 ≙ N3 ≙ N0, temos

⟨g12⟩ ≙ N0

3 − γ
, (4.73)

var∥g12∥ ≙ 4γ4 − 18γ3 + 48γ2 − 66γ + 36

(γ − 3)6 . (4.74)

Para o fator Fano, utilizando os resultados obtidos por A. Barbosa [72], temos

F ≙
γ3 − 6γ2 + 15γ − 12

(γ − 3)3 , (4.75)

de acordo com Whitney [74].

Finalmente, para a razão entre o terceiro cumulante e o shot-noise, foi necessário

obter o valor médio de ⟨Tr [(t12t
‖
12
)3]⟩, até então, ausente da literatura. Com isso, obtemos

K ≙
(γ − 1) (γ5 − 8γ4 + 36γ3 − 78γ2 + 93γ − 36)

(γ − 3)3 (γ3 − 6γ2 + 15γ − 12) . (4.76)

Expandindo essas equações em séries de potências de γ, os primeiros termos

coincidem com as Eqs. (4.51), (4.52), (4.63) e (4.64), respectivamente. Dessa forma,

veriĄcamos a concordância entre os dois métodos, no regime M ≫ 1, para as primeiras

ordens em γ. Entretanto, para pequenos valores de M (limite quântico) os resultados

mostram-se divergentes, como podemos observar nas Figs. 10 e 11.

Por Ąm, estudamos a convergência das séries em γ. Para este estudo, escolhemos

a pior situação de convergência da série, quando γ ≙ 1, para o caso do mesmo número

de canais, N1 ≙ N2 ≙ N3 ≙ N0. Comparamos as médias da condutância e da razão entre o

terceiro cumulante e o shot-noise. Então, truncamos a série numa ordem, nmax, e obtemos

o valor de ⟨g⟩
N0
(1) e K(1). Em seguida, plotamos os valores das aproximações em função da

ordem máxima da série. Note que pelas Eqs. (4.73) e (4.76), ⟨g⟩
N0
(1) e K(1) não dependem

do valor de N0. Para veriĄcar que as séries são consistentes com esse fato, utilizamos

N0 ≙ 2 e N0 ≙ 10. Como é possível observar na Fig. 12, a condutância alcança estabilidade

em torno de nmax ≙ 8 ao passo que K(1) em torno de nmax ≙ 25.
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4.2 Simetria de Reversão Temporal Presente

Nesta seção, estamos interessados nos momentos de transporte quando a Simetria

de Reversão Temporal está presente. Neste caso, as equações mostram-se mais complicadas.

Por isso, fomos capazes de obter apenas a condutância. Vamos analisar dois casos. No

primeiro caso, a barreira de tunelamento encontra-se na guia auxiliar e, no segundo caso,

a barreira encontra-se na guia de entrada.

4.2.1 Barreira na Guia Auxiliar

Agora, ainda considerando a presença da barreira na guia 3, com as guias de

entrada e saída transparentes, devemos considerar o efeito da presença da Simetria de

Reversão Temporal. Para isso, conforme discutimos na Sec. 3.7, devemos considerar a

integral da Eq. (3.30)

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

Tr(SSt)q
Riii1

Ri2i2
dS, (4.78)

onde S é uma matriz real de ordem N , Rij é deĄnido na Eq. (3.26), e

Z ≙ ∫ e
−
(M − γN3)

2
Tr(SSt)

dS. (4.79)

Para resolver a integral matricial, introduzimos novamente a decomposição em

valores singulares: S ≙ ODP , em que O e P são matrizes ortogonais de ordem N e D é

uma matriz diagonal. DeĄnindo X ≙D2, o jacobiano da transformação pode ser escrito

como [87]
N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(x⃗)dXdOdP com ∆(X) ≙ ∏

1⩽i<j⩽N

∣xi − xj ∣, (4.80)

em que dO e dP são proporcionais à medida de Haar do grupo ortogonal e dX ≙ dx1⋯dxN .

Ignorando o limite e a constante de normalização, Ącamos com

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

TrXq

I1

N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(X)dX. (4.81)

As integrais sobre o grupo ortogonal são dadas por

I1 ≙ ∑
α1,α2,β1,β2

Dα1α2
Dβ1β2 ∫ Oa1α1

Oa2β1
dO∫ Pα2b1

Pβ2b2
dP

≙∑
α,β

dαdβ ∫ Oa1αOa2βdO∫ Pαb1
Pβb2

dP, (4.82)

pois D é diagonal.



4.2. Simetria de Reversão Temporal Presente 79

A média no grupo ortogonal, é obtida através da Eq. (2.77); e Ącamos com

I1 ≙

M

∑
a1,a2,b1,b2≙1

Yi1a1
Y ∗i1b1

Yi2a2
Y ∗i2b2

∑
α,β

dαdβ

δa1a2
δαβ

N

δb1b2
δαβ

N

≙

M

∑
a1,a2,b1,b2≙1

Yi1a1
Y ∗i1b1

Yi2a2
Y ∗i2b2

δa1a2
δb1b2

N2
∑
α

d2

α

≙

M

∑
a,b≙1

Yi1aY
∗

i1bYi2aY
∗

i2b

TrX

N2

≙

M

∑
a,b≙1

Yi1aY
t

ai2
Y ∗i1bY

∗t
bi2

TrX

N2

≙ Ci1i2
C∗i1i2

TrX

N2
, pois C ≙ Y Y t, (4.83)

onde Ąca claro a coleta do coeĄciente de Ci1i2
C∗i1i2

, exigida pela Eq. (3.28). Realizando a

coleta do coeĄciente e trazendo o resultado para I1, temos

KN ≙
1

N2Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

TrXq

TrX
N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(X)dX. (4.84)

Agora, também aplicamos a Eq. (4.5) e Ącamos com

KN ≙
1

N2Z
∫ det (1 −X)M

2 det (1 − γX)−N3

2 TrX
N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(X)dX. (4.85)

A ideia agora, é transformar a integral obtida em KN numa integral semelhante à

seguinte generalização da integral de Selberg, como na Eq. (3.49). Para isso, começamos

utilizando a Eq. (2.41), onde expressamos o determinante usando polinômios zonais

det (1 − γX)−N3

2 ≙

N

∏
i≙1

(1 − γxi)−N3

2

≙ ( N

∏
i≙1

(1 − γxi)−N3

2 )N3

≙

N

∏
i≙1

N3

∏
j≙1

(1 − γxi)− 1

2

≙∑
ρ

1

jρ

Zρ(γIN3
)Zρ(X), (4.86)

onde jρ é dado pela Eq. (2.42).

Dessa forma, Ącamos com

KN ≙∑
ρ

1

N2jρ

γ ∣ρ∣Zρ(N3) 1

Z
∫ Zρ(X)Z1(X) N

∏
i≙1

x
−1/2
i (1 − xi)M

2 ∆1(X)dX, (4.87)

onde o determinante foi escrito como um produtório, como na Eq. (4.21) e Z1(X) ≙ Tr (X).
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Resta escrever o produto de polinômios zonais como combinação linear de outros

polinômios zonais. Já que os polinômios zonais coincidem com os polinômios de Jack com

índice 2, podemos utilizar a Eq. (2.43) e obter

KN ≙∑
µρ

γ ∣ρ∣

N2jρ

C
(2)
∥1∥ρµ

Zρ(N3)I3, (4.88)

com

I3 ≙
1

Z
∫ Zµ(X) N

∏
i≙1

x
−1/2
i (1 − x)M

2 ∆(x⃗)dx⃗, (4.89)

onde µ ⊇ ρ, µ ⊇ ∥1∥ e ∣µ∣ ≙ ∣ρ∣ + 1.

Utilizando a Eq. (3.49) para resolver a integral, com α ≙ 2, b ≙ M
2
+ 1 e L ≙ M−γN3

2
,

obtemos

KN ≙∑
µρ

γ ∣ρ∣

N2jρ

C
(2)
∥1∥ρµ

Zρ(N3) (∥N∥(2)µ )2
2∣µ∣ (M−γN3

2
)−N2

2

Rµ(2, M
2
+ 1,N). (4.90)

Pela Eq. (3.28), a condutância é obtida fazendo

⟨g12⟩ ≙ lim
N→0

N1,N2

∑
i,o≙1

KN [Ci1i2
C∗i1i2
] . (4.91)

Como já realizamos a coleta do coeĄciente de Ci1i2
C∗i1i2

e KN não depende de i e o, Ącamos

com

⟨g12⟩ ≙ N1N2∑
µρ

γ ∣ρ∣

jρ

C
(2)
∥1∥ρµ

Zρ(N3)Qµ(M), (4.92)

onde

Qµ(M) ≙ lim
N→0
( 2

M − γN3

)−N2

2 ⎛
⎝
∥N∥(2)µ

N

⎞
⎠

2

Rµ(2, M
2
+ 1,N). (4.93)

O fator que merece atenção do limite é a razão
∥N∥(2)µ

N
, pois o limite lim

N→0
Rµ(2, M

2
+

1,N) é dado pela Eq. (3.51). Utilizando a Eq. (2.18), percebemos que o limite só é diferente

de zero quando a partição µ tem 2−retângulo de Durfee de largura 2, D2(µ) ≙ 1. Neste

caso, a partição µ deve ser obrigatoriamente um gancho duplo, ou seja, uma partição de

um inteiro n do tipo (k1, k2,1n−k1−k2). Então, aplicando o limite, obtemos

Qµ(M) ≙ (t(2)µ )2
∥M + 1∥(2)µ

. (4.94)

Então,

⟨g12⟩ ≙ N1N2∑
µρ

γ ∣ρ∣C
(2)
∥1∥ρµ

(t(2)µ )2
jρ

Zρ(N3)
∥M + 1∥(2)µ

. (4.95)

Note que, para que o coeĄciente de Littlewood-Richardson não seja nulo, devemos ter

µ ⊇ ρ e ∣µ∣ ≙ ∣ρ∣ + 1, segue que ρ também é um gancho duplo. Isto nos permite obter
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expressões para os coeĄcientes C(2)∥1∥ρµ
. Isto é realizado no Apêndice. Entretanto, escrevendo

explicitamente os polinômios zonais e usando a Eq. (2.43), podemos construir um sistema

de equações e obter os coeĄcientes de Littlewood-Richardson resolvendo-o. Entretanto,

este método mostra-se computacionalmente custoso, pois a ordem das matrizes envolvidas

cresce de acordo com o número de partições do inteiro n que µ particiona. Dito isto, os

primeiros termos da série são

⟨g12⟩ ≙ N1N2

M + 1
+

N1N2N3

M (M + 3)γ + N1N2N3 (MN3 +M +N3 − 3)
M (M − 1) (M + 3) (M + 5) γ2

+O (γ3) . (4.96)

4.2.2 Correção por Interferência Quântica

Dadas as expressões para a condutância na ausência (Eq. (4.47)) e presença

(Eq. (4.96)) de Simetria de Reversão Temporal, podemos calcular a correção devida à

interferência quântica [2]. A correção é deĄnida como a diferença entre as médias da

condutância na presença e ausência de Simetria de Reversão Temporal. Os primeiros

termos são

⟨δg⟩ ≙ − N1N2

M (M + 1) − N1N2N3 (3M + 1)
M (M + 3) (M2 − 1)γ +O (γ2) . (4.97)

Quando N1 ≙ N2 ≙ N3 ≙ N0, Eqs. (4.96) e (4.97) são simpliĄcadas, tais como

⟨g12⟩ ≙ N2
0

3N0 + 1
+

N2
0

3 (3N0 + 3)γ +
N2

0
(3N2

0
+ 4N0 − 3)

3 (3N0 − 1) (3N0 + 3) (3N0 + 5)γ2
+O(γ3), (4.98)

⟨δg⟩ ≙ − N0

3 (3N0 + 1) −
N2

0
(9N0 + 1)

3 (3N0 + 3) (9N2
0
− 1)γ +O(γ2). (4.99)

Considerando um grande número de canais, N0 ≫ 1, obtemos

⟨δg⟩ ≙ −1

9
−

1

9
γ −

1

27
γ2
−

1

243
γ3
+O(γ4,N−1

0 ). (4.100)

Por outro lado, se N1 ≙ N2 ≙ 1, temos

⟨δg⟩ ≙ − 1(N3 + 2) (N3 + 3) − N3 (3N3 + 7)(N3 + 1) (N3 + 2) (N3 + 3) (N3 + 5)γ +O(γ2). (4.101)

Quando N3 ≫ 1, encontramos

⟨δg⟩ ≙ − 1

N2

∞

∑
k≙0

(2k + 1)γk ≙ −
1 + γ

N2 (1 − γ)2 . (4.102)

Se N3 ≙ 1, enquanto N1 ≙ N2 ≙ N0, obtemos

⟨δg⟩ ≙ − N2
0

2 (N0 + 1) (2N0 + 1) − N0 (3N0 + 2)
2 (N0 + 1) (2N0 + 1) (2N0 + 4)γ +O(γ2). (4.103)

No limite N0 ≫ 1, temos

⟨δg⟩ ≙ −1

4
−

3

8N0

γ +
1

8N0

γ2
+

3

8N2
0

γ3
+O (γ4,N−1

0 ) (4.104)
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Esta modiĄcação leva em conta os encontros que ocorrem na guia de entrada. Por

isso apenas um termo R é modiĄcado na integral.

A segunda modiĄcação vem dentro da integral, que agora é

⟨g13⟩ ≙ lim
N→0
(1 − γ)N1,N3

∑
i,o≙1

KN [Ci1i2
C∗i1i2
] , (4.107)

onde

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

Tr(SSt)q
R′i1i1

Ri2i2
dS, (4.108)

e a constante de normalização é idêntica à do caso anterior, dada pela Eq. (4.79).

Fazendo uma mudança de variáveis, utilizando a decomposição em valores singulares,

S ≙ ODP , como na seção anterior, Ącamos com

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

TrXq

I1

N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(x⃗)dX. (4.109)

Antes de prosseguir, note que

1

1 − γSSt
S ∶≙ (1 − γSSt)−1S

≙ ( ∞∑
k≙0

(γSSt)n)S
≙ ( ∞∑

k≙0

(γODDtOt)n)ODP
≙ O ( ∞∑

k≙0

(γX)n)OtODP , pois OOt ≙ IN (4.110)

≙ O (1 − γX)−1
DP. (4.111)

As integrais sobre o grupo ortogonal são

I1 ≙

M

∑
a1,a2

b1,b2
≙1

Yi1a1
Y ∗i1b1

Yi2a2
Y ∗i2b2

∑
α1,α2

β1,β2,r

Dα1α2
Dβ1β2

[(1 − γX)−1]
rα1

⋅

⋅ ∫ Oa1rOa2β1
dO∫ Pα2b1

Pβ2b2
DP. (4.112)

As médias sobre o grupo Ortogonal são dadas pela Eq. (2.77) e, como D é diagonal,
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Ącamos com

I1 ≙

M

∑
a1,a2

b1,b2
≙1

Yi1a1
Y ∗i1b1

Yi2a2
Y ∗i2b2

∑
α,β,r

dαdβ [(1 − γX)−1]
rα

δa1a2
δrβ

N

δαβδb1b2

N

≙

M

∑
a,b≙1

Yi1aY
∗

i1bYi2aY
∗

i2b∑
α

d2
α

N2
[(1 − γX)−1]

αα

≙

M

∑
a,b≙1

Yi1aY
t

ai2
Y ∗i1bY

∗t
bi2
∑
α

1

N2
[X (1 − γX)−1]

αα
, pois Xé diagonal

≙ Ci1i2
C∗i1i2

1

N2
Tr( X

1 − γX
) , pois C ≙ Y Y t

≙ Ci1i2
C∗i1i2

1

N2
Tr( ∞∑

k≙0

γkXk+1)
≙ Ci1i2

C∗i1i2

∞

∑
k≙0

γk

N2
Tr (Xk+1) . (4.113)

Aqui, podemos realizar a coleta do coeĄciente de Ci1i2
C∗i1i2

, pois não há mais

dependências ao longo da integral. Então,

KN ≙

∞

∑
k≙0

γk

ZN2 ∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

TrXq

Tr (Xk+1) N

∏
i≙1

x
−1/2
i ∆(x⃗)dX. (4.114)

Podemos expandir Tr (Xk+1) ≙ p(k+1)(X) como combinação linear de polinômios

zonais,

Tr (Xk+1) ≙ 2k+1(k + 1)!(2k + 2)! ∑
λ⊢k+1

d2λωλ(k + 1)Zλ(X). (4.115)

Porém ωλ(k + 1) só é diferente de zero se λ for um gancho duplo; nesse caso seu

valor é t
(2)
λ

2kk!
. Assim como na Sec. 4.2.1, Eqs. (4.86) à (4.87),

e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γqN3)
q

≙

N

∏
i≙1

(1 − xi)M
2 ∑

ρ

1

jρ

Zρ(γIN3
)Zρ(X). (4.116)

Então,

KN ≙

∞

∑
k≙0

∑
λ⊢k+1

∑
ρ

2k+1(k + 1)!(2k + 2)! γk+∣ρ∣

jρ

d2λωλ(k + 1)Zρ(N3)I2, (4.117)

onde

I2 ≙
1

ZN2 ∫ Zρ(X)Zλ(X) N

∏
i≙1

x
−1/2
i (1 − xi)M

2 ∆(X)dX. (4.118)

Novamente, expandindo o produto de polinômios zonais, Eq. (2.43), Ącamos com

I2 ≙∑
µ

C
(2)
ρλµ

1

ZN2 ∫ Zµ(X) N

∏
i≙1

x
−1/2
i (1 − xi)M

2 ∆(X)dX, (4.119)
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onde µ ⊇ ρ, µ ⊇ λ e ∣µ∣ ≙ ∣ρ∣ + ∣λ∣.
Agora somos capazes de reconhecer a integral da Eq. (3.49). E, assim como Ązemos

para a Eq. (4.89), obtemos

I2 ≙∑
µ

C
(2)
ρλµQµ(M), (4.120)

onde

Qµ(M) ≙ lim
N→0
( 2

M − γN3

)−N2

2 ⎛
⎝
∥N∥(2)µ

N

⎞
⎠

2

Rµ(2, M
2
+ 1,N) ≙ (t(2)µ )2

∥M + 1∥(2)µ

. (4.121)

Combinando as Eqs. (4.107), (4.117), (4.120) e (4.121) e lembrando que já realiza-

mos a coleta do coeĄciente de Ci1i2
C∗i1i2

, obtemos

⟨g13⟩ ≙ (1 − γ)N1N3

∞

∑
k≙0

∑
λ⊢k+1

∑
ρµ

d2λωλ(k + 1)(2k + 1)!! γk+∣ρ∣

jρ

Zρ(N3)C(2)ρλµ

(t(2)µ )2
∥M + 1∥(2)µ

, (4.122)

onde as somas sobre i e o na Eq. (4.107) totalizam trivialmente N1N3. Porém

ωλ(k + 1)(2k + 1)!! ≙ 2k+1 (k + 1)!(2k + 2)!
t
(2)
λ

2kk!
≙

t
(2)
λ(2k + 1)! . (4.123)

Por Ąm, obtemos

⟨g13⟩ ≙ (1 − γ)N1N3

∞

∑
k≙0

∑
µ,λ

(∑
ρ

γ ∣ρ∣+k

jρ

C
(2)
ρλµZρ(1N3))d2λ

t
(2)
λ(2k + 1)!

(t(2)µ )2
∥M + 1∥(2)µ

, (4.124)

onde µ e λ são ganchos duplos, ρ, λ ⊂ µ, ∣µ∣ ≙ ∣ρ∣ + ∣λ∣ e λ ⊢ k + 1.

Por outro lado, utilizando a Eq. (2.43), temos

∑
ρ

C
(2)
ρλµ

jρ

Zρ(N3) ≙ jµZµ/λ(N3). (4.125)

Dessa forma, obtemos

⟨g13⟩ ≙ (1 − γ)N1N3

∞

∑
k≙0

∑
µ,λ

jµγ
∣ρ∣+kd2λZµ/λ(N3) t

(2)
λ(2k + 1)!

(t(2)µ )2
∥M + 1∥(2)µ

. (4.126)

Diferentemente do caso anterior, não fomos capazes de determinar explicitamente os

coeĄcientes de Littlewood-Richardson.

Os primeiros termos da expansão são

⟨g13⟩ ≙ N1N3

M + 1
−
N1N3 (M −N3 + 1)

M (M + 3) γ−
N1N3 (M −N3 + 1) (N3M +M +N3 − 3)

M (M − 1) (M + 3) (M + 5) γ2
+O (γ3) .

(4.127)
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Em particular, notamos que se γ ≙ 0, recuperamos o resultado elementar para a

condutância entre as guias 1 e 3. Comparando as Eqs. (4.96) e (4.127), percebemos que a

primeira é uma função crescente em γ (como evidenciado pelas Figs. 10 e 11) ao passo

que a segunda expressão é decrescente em γ. Nos dois casos, à medida que γ cresce, temos

uma barreira mais opaca. Porém, no primeiro caso, uma barreira mais opaca leva a um

fluxo maior entre as guias de entrada e saída (respectivamente, guias 1 e 2), pois o fluxo é

diĄcultado na guia 3; e, no segundo caso, onde estudamos o transporte entre as guias 1 e

3 (respectivamente, guias de entrada e saída), temos um fluxo menor, já que a saída das

partículas é diĄcultada pela barreira, pois, nessa perspectiva, a barreira encontra-se na

guia de saída.
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constante ao longo dos respectivos canais, ou seja, à cada canal que compõe a guia i está

associada uma mesma probabilidade de reflexão γi.

Começamos introduzindo a notação,

Ñi ≙ (1 − γi)Ni, (5.1)

da mesma forma, temos que

M̃ ≙∑
i

Ñi. (5.2)

Seguindo os moldes da Eq. (3.24), introduzimos a integral que nos permite obter a

condutância média através da cavidade

⟨g12⟩ ≙ lim
N→0
(1 − γ1)(1 − γ2) 1

Z
∫ I(Z,Z‖)C(Z,Z‖)dZ, (5.3)

onde o termo que replica as regras diagramáticas no interior da cavidade é dado por

I(Z,Z‖) ≙ e−
∞

∑
q≙1

M − γ
q
1
N1 − γ

q
2
N2

q
Tr (ZZ‖)q

, (5.4)

ao passo que o termo que introduz as regras diagramáticas devidas às barreiras de

tunelamento é dado por

C(Z,Z‖) ≙ N1,N2

∑
i,o≙1

( 1

1 − γ1ZZ‖
Z)

io

(Z‖ 1

1 − γ2ZZ‖
)

oi

. (5.5)

Note que o termo C(Z,Z‖) é modiĄcado pela barreira de tunelamento tanto no termo

relacionado à guia de entrada quanto no termo relacionado à guia de saída.

Começamos implementando a decomposição em valores singulares sobre Z, Z ≙

UDV , com U e V pertencentes ao grupo Unitário. A parte angular da integral corresponde

a

A(X) ≙ N1,N2

∑
i,o≙1
∫ C(Z,Z‖)dUdV. (5.6)

Aplicando a mudança de variáveis, Ącamos com

A(X) ≙ N1,N2

∑
i,o≙1
∫ [UD ( 1

1 − γ1X
)V ]

io

[V ‖ ( 1

1 − γ2X
)D∗U ‖]

oi

dUdV

≙

N1,N2

∑
i,o≙1
∫ [UD ( 1

1 − γ1X
)V ]

io

[U∗D∗ ( 1

1 − γ2X
)V ∗]

io

dUdV

≙

N1,N2

∑
i,o≙1

N

∑
a,b≙1

Da ( 1

1 − γ1X
)

a

( 1

1 − γ2X
)

b

D∗b ∫ UiaU
∗

ibdU ∫ VaoV
∗

bodV. (5.7)
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Devido à Eq. (2.70), as integrais sobre o grupo Unitário resultam em

A(X) ≙ N1,N2

∑
i,o≙1

N

∑
a,b≙1

Da ( 1

1 − γ1X
)

a

( 1

1 − γ2X
)

b

D∗b
δ2

ab

N2

≙
1

N2

N1,N2

∑
i,o≙1

N

∑
a≙1

Da ( 1

1 − γ1X
)

a

( 1

1 − γ2X
)

a

D∗a

≙
N1N2

N2
Tr( X(1 − γ1X) (1 − γ2X)) . (5.8)

Podemos expressar A(D) em função de traços de potências expandindo o produto. Combi-

nando com o fator (1 − γ1)(1 − γ2) da Eq. (5.3) temos que

A(X) ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1
γm

2

N2
Tr (Xn+m+1) . (5.9)

Aplicando a decomposição em valores singulares para o termo interior, I(Z,Z‖),
Ącamos com

I(Z,Z‖) ≙ e−MTr(∑
q

Xq

q
)
⋅ e

N1Tr(∑
q

Xq

q
)
⋅ e

N2Tr(∑
q

Xq

q
)
. (5.10)

Usando as relações na Eq. (4.5), obtemos

I(Z,Z‖) ≙ N

∏
i≙1

(1 − xi)M ⋅ det (1 − γ1X)−N1
⋅ det (1 − γ2X)−N2 . (5.11)

Os determinantes podem ser escritos como uma soma de funções de Schur

det (1 − γrX)−Nr
≙∑

λr

sλr
(X)sλr

(γ̂r), (5.12)

onde γr representa uma lista com N entradas iguais a γr. Temos, portanto, um produto de

duas funções de Schur na variável X. Podemos contraí-los num único polinômio. Fazemos

isso utilizando os coeĄcientes de Littlewood-Richardson, Eq. (2.47),

sλ1
(X)sλ2

(X) ≙∑
ν

Cλ1λ2νsν(X). (5.13)

Dessa forma, obtemos até aqui

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

λ1,λ2,ν

Cλ1λ2νI1, (5.14)

onde

I1 ≙ lim
N→0

1

N2Z
∫ sν(X)Tr (Xn+m+1) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX. (5.15)

Podemos também expressar o traço em função de funções de Schur,

Tr(T n+m+1) ≙ ∑
µ⊢n+m+1

χµ(n +m + 1)sµ(X). (5.16)
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Onde o caractere χµ(n +m + 1) tem valor conhecido: vale zero quando µ não for um

gancho e vale (−1)k se µ é um gancho da forma µ ≙ ∥n +m + 1 − k,1k∥, para 0 ⩽ k ⩽ n +m;

com isso, também, podemos escrever (−1)k ≙ (−1)ℓ(µ)−1. Novamente, temos um produto

de funções de Schur. E o contraímos num único polinômio utilizando os coeĄcientes de

Littlewood-Richardson, temos

I1 ≙∑
θ

Cµνθ lim
N→0

1

N2Z
∫ sθ(X) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX. (5.17)

Com isso podemos resolver a integral utilizando o resultado da Eq. (2.58), adicio-

nando um fator dθ

∣θ∣! , devido à proporcionalidade entre funções de Schur e polinômios de

Jack, Eq. (2.37). Observando que b ≙M + 1 e α ≙ 1, obtemos

I1 ≙∑
θ

Cµνθ

dθ∣θ∣!
⎛⎜⎜⎝ lim

N→0

1

N2

M̃N2 (∥N∥(1)µ )2
∥2N +M∥(1)µ

Rµ(1,M + 1,N)⎞⎟⎟⎠ . (5.18)

Para o limite, temos o resultado já discutido, Eq. (4.25)

I1 ≙ lim
N→0

M̃N2

Rθ(1,M + 1,N)
∥2N +M∥(1)θ

(∥N∥(1)θ )2
N2

≙
t
(1)
θ

2

∥M∥(1)θ

δD1(θ),1, (5.19)

onde, como nos casos anteriores, θ deve ser um gancho. Além disso, podemos combinar as

funções de Schur com um argumento concatenado, como na Eq. (2.54). EnĄm, obtemos

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

∑
ν,θ

D1(θ)≙1

∑
µ⊢n+m+1

(−1)ℓ(µ)−1γn
1 γ

m
2

dθ∣θ∣!Cνµθsν(γ̂1; γ̂2) t
(1)
θ

2

∥M∥(1)θ

. (5.20)

Podemos utilizar ainda a deĄnição da função de Schur oblíqua, Eq. (2.51), e obter

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

∑
θ⊇µ

D1(θ)≙1

∑
µ⊢n+m+1

(−1)ℓ(µ)−1γn
1 γ

m
2 sθ/µ(γ̂1; γ̂2) dθ∣θ∣!

t
(1)
θ

2

∥M∥(1)θ

. (5.21)

5.1.1 Expressão Explícita para a Condutância

Já que θ e µ são ganchos, o diagrama oblíquo θ/µ é composto por duas fai-

xas, uma horizontal e uma vertical. Aproveitando-se desse fato, podemos escolher uma

parametrização para θ e µ que satisfaçam µ ⊂ θ, temos θ ≙ ∥p + n +m + 1 − k,1k+q∥ e

µ ≙ ∥n +m + 1 − k,1k∥. Com isso θ ⊢ p+ q +n+m+ 1 e o diagrama oblíquo θ/µ é composto

por uma faixa horizontal de comprimento p e uma faixa vertical de comprimento q. Para

a função de Schur oblíqua, temos

sθ/µ(γ̂1; γ̂2) ≙ s∥p∥(γ̂1; γ̂2)s∥1q∥(γ̂1; γ̂2) ≙ hp(γ̂1; γ̂2)eq(γ̂1; γ̂2), (5.22)
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onde hp são polinômios completamente simétricos de grau p e eq são polinômios elementares

simétricos. Nesse caso particular, temos

hp(γ̂1; γ̂2) ≙ p

∑
i≙0

(N1)(i) (N2)(p−i)

i!(p − i)! γi
1γ

p−i
2

e eq(γ̂1; γ̂2) ≙ q

∑
l≙0

(N1)(l) (N2)(q−l)

l!(q − l)! γl
1γ

q−l
2
. (5.23)

Além disso, com a parametrização de θ, obtemos

∣θ∣! ≙ (p + q + n +m + 1)!, (5.24)

(t(1)θ )2 ≙ (q + k)!2 (p + n +m − k)!2, (5.25)

∥M∥(1)θ ≙M (M + 1)(p+n+m−l) (M − 1)(q+l) ≙ (M − k − q)(n+p+q) e (5.26)

dθ ≙
(p + q + n +m + 1)!(q + l)! (p + n +m − k)! . (5.27)

Então,

dθ∣θ∣!
(t(1)θ )2
∥M∥(1)θ

≙
(q + k)! (p + n +m − k)!

(p + q + n +m + 1) (M − k − q)(n+p+q) . (5.28)

Combinando todos os termos, obtemos

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m,p,q⩾0

n+m

∑
k≙0

p

∑
i≙0

q

∑
l≙0

G
n,m,k
p,q,i,lγ

n+i+l
1 γ

m+p+q−i−l
2

, (5.29)

onde o coeĄciente da expansão é uma função das quantidades de canais nas guias

G
n,m,k
p,q,i,l ≙ (−1)k (q + k)! (p + n +m − k)! (N1)(i) (N2)(p−i) (N1)(l) (N2)(q−l)

i!(p − i)!l!(q − l)! (p + q + n +m + 1) (M − k − q)(n+p+q) . (5.30)

As primeiras ordens nas probabilidades de reflexão são

g12

N1N2

∼
1

M
−
(M −N1)
M2 − 1

γ1 −
(M −N2)
M2 − 1

γ2 −
(MN1 − 2) (M −N1)(M2 − 4) (M2 − 1) γ2

1

+
M (M2 −MN1 −MN2 + 2N1N2 − 2)(M2 − 4) (M2 − 1) γ1γ2 −

(MN2 − 2) (M −N2)(M2 − 4) (M2 − 1) γ2

2 . (5.31)

Nas Ąguras a seguir utilizamos a Eq. (5.29) para graĄcar diversos cenários da

condutância. Em todos os casos, como esperado, a condutância é uma função decrescente

em relação à probabilidade de reflexão. Além disso, quando a probabilidade de reflexão

vale 1, a condutância é nula. Isto é equivalente a uma guia fechada.

Na Fig. 16 à esquerda, temos um regime extremamente quântico em que há apenas

um canal em cada guia. Como esperado, podemos observar que para um mesmo valor

de γ1, valores mais altos de γ2 resultam numa condutância menor. Isto quer dizer que

para barreiras mais opacas (maior probabilidade de reflexão) temos mais diĄculdade

de transmissão (condutância menor). À direita, pode ser observado que ao Ąxarmos a
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É interessante notar o comportamento destoante da condutância comparando as

Figs. 11 e 10 com as Figs. 16 e 17. Nas Figs. 11 e 10 a condutância cresce à medida que a

probabilidade de reflexão na terceira guia aumenta. Isto acontece porque a guia torna-se

mais opaca, levando a um fluxo maior entre as guias de entrada e saída. Entretanto,

nas Figs. 16 e 17 à medida que a probabilidade de reflexão na guia de entrada (ou de

saída) aumenta, a entrada (e saída) das partículas na cavidade é diĄcultada, levando a um

comportamento decrescente da condutância.

5.1.1.1 Expressão Fechada para a Condutância quando γ1 ≙ γ2

Considerando γ1 ≙ γ2 ≙ γ, a Eq. (5.29) torna-se enormemente mais simples. Primei-

ramente, temos

p

∑
i≙0

(N1)(i) (N2)(p−i)

i!(p − i)! ≙
(M)(p)
p!

e
q

∑
l≙0

(N1)(l) (N2)(q−l)

l!(q − l)! ≙
(M)(q)
q!

. (5.32)

Com isso, obtemos

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m,p,q⩾0

n+m

∑
k≙0

(−1)k (q + k)! (p + n +m − k)! (M)
(p) (M)(q)

p!q! (p + q + n +m + 1) (M − k − q)(n+p+q)γ
n+m+p+q. (5.33)

E, se substituímos n +m por n − 1, obtemos

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,p,q⩾0

n−1

∑
k≙0

(−1)k(n + 1)(q + k)! (p + n − k − 1)! (M)(p) (M)(q)
p!q! (p + q + n) (M − k − q)(n+p+q) γn+p+q, (5.34)

devido à multiplicidade há a necessidade de um fator n + 1. Substituindo l ≙ n + p + q e

q ≙ l−n−p e trocando a ordem das somas sobre n e k, podemos usar a seguinte identidade

l−p

∑
n≙k

(−1)n(n + 1) (M)(l−n−p)(l − n − p)! ≙ (−1)k (Mk +M − l + p − 1)(l − p − k)! (M − 2)!(M + k + p − l − 1)! . (5.35)

Com isso, obtemos

⟨g⟩ ≙ Ñ1Ñ2 (M − 2)! ∞∑
l≙0

γl

l + 1

l

∑
r≙0

l−r

∑
k≙0

(k + r)!
r!

(M)(r)(M + k + r)! (Mk +M − l + r − 1) . (5.36)

As somas em r e k podem ser computadas. O resultado é

⟨g⟩ ≙ Ñ1Ñ2

(M − 2)!(M + 1)!
∞

∑
l≙0

(M2
− l − 1)γl. (5.37)

Obtemos, portanto, uma série geométrica que pode ser simpliĄcada, obtendo

⟨g⟩ ≙ N1N2

M
−
N1N2M

M2 − 1
γ. (5.38)

Entretanto, através da investigação de casos particulares, percebemos que um pode-

ria haver um termo faltando. Para obtê-lo, efetuamos uma regularização do denominador
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da Eq 5.36, substituindo (M +k+r)! por (M +ε+k+r)!. Isto produz um termo equivalente

a
2N1N2ε(M2 − 1) (M + ε + s) (M + ε − s)γs, (5.39)

quando ε → 0 e s > 1. Se s ≠ M , o termo desaparece; entretanto, se s ≙ M , temos

M + ε − s ≙ ε e quando ε→ 0 obtemos

N1N2

M (M2 − 1)γM . (5.40)

Então, adicionando a correção da condutância devida à regularização, obtemos

⟨g⟩ ≙ N1N2

M
−
N1N2M

M2 − 1
γ +

N1N2

M (M2 − 1)γM . (5.41)

Esta expressão para a condutância concorda com o resultado obtido por Brouwer e

Beenakker para a condutância considerando uma cavidade com apenas um único canal de

entrada e saída (N1 ≙ N2 ≙ 1) [89]. Nesse caso, temos

⟨g⟩ ≙ 1

2
−

2

3
γ +

1

6
γ2. (5.42)

Além disso, coincide exatamente com o resultado obtido por Macêdo, utilizando a

Teoria de Matrizes Aleatórias [48].

5.2 Duas Guias com Barreias e Presença de Simetria de Reversão

Temporal

Nesse caso, temos modiĄcações nos dois termos

R
(r)
ij ≙

M

∑
a,b≙1

Yia [ 1

1 − γrSSt
S]

ab

Y ∗jb. (5.43)

Para calcular a condutância, devemos resolver a seguinte integral matricial

⟨g12⟩ ≙ (1 − γ1)(1 − γ2) lim
N→0

N1,N2

∑
i⃗,o⃗≙1

KN [Ci1i2
C∗i1i2
] , (5.44)

com

KN ≙ ∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γq
1
N1 − γ

q
2
N2)

q
Tr(SSt)q

R
(1)
i1i1
R
(2)
i2i2
dS. (5.45)

Começamos implementando a decomposição em valores singulares sobre Z, Z ≙

ODP , com O e P pertencentes ao grupo O(N). A parte angular da integral corresponde a

A(D) ≙ ∫ R
(1)
i1i1
R
(2)
i2i2
dOdP

≙

M

∑
a1,a2,b1,b2≙1

Yi1a1
Yi2a2

Y ∗i1b1
Y ∗i2b2

B(D), (5.46)
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onde

B(D) ≙ ∫ [ 1

1 − γ1SSt
S]

a1b1

[ 1

1 − γ2SSt
S]

a2b2

dOdP

≙

N

∑
c,d≙1

DcDd ( 1

1 − γ1X
)

c

( 1

1 − γ2X
)

d
∫ Oa1cOa2ddO∫ Pcb1

Pdb2
dP. (5.47)

Devido à Eq. (2.77), as integrais sobre o grupo Ortogonal resultam em

B(D) ≙ N

∑
c,d≙1

DcD
∗

d ( 1

1 − γ1X
)

c

( 1

1 − γ2X
)

d

δa1a2
δbc

N

δb1b2
δbc

N

≙
δa1a2

δb1b2

N2

N

∑
c≙1

DcD
∗

c ( 1

1 − γ1X
)

c

( 1

1 − γ2X
)

c

≙
δa1a2

δb1b2

N2
Tr( X(1 − γ1X) (1 − γ2X)) . (5.48)

Para A(D), obtemos

A(D) ≙ M

∑
a1,a2,b1,b2≙1

Yi1a1
Yi2a2

Y ∗i1b1
Y ∗i2b2

δa1a2
δb1b2

N2
Tr( X(1 − γ1X) (1 − γ2X))

≙

M

∑
a,b≙1

Yi1aYi2aY
∗

i1bY
∗

i2b

1

N2
Tr( X(1 − γ1X) (1 − γ2X))

≙
1

N2
Tr( X(1 − γ1X) (1 − γ2X))Ci1i2

C∗i1i2
. (5.49)

Dessa forma, podemos, trivialmente, coletar o coeĄciente de Ci1i2
C∗i1i2

e simpliĄcar o traço

utilizando potências das probabilidades de reflexão:

A(D) ≙ ∑
n,m⩾0

γn
1
γm

2

N2
Tr (Xn+m+1) . (5.50)

Para a exponencial no integrando

e

−
M

2
Tr(∑

q

T q

q
)
⋅ e

N1

2
Tr(∑

q

T q

q
)
⋅ e

N2

2
Tr(∑

q

T q

q
)
. (5.51)

Usando eTr(A) ≙ detA e a série de Taylor do logaritmo, ln (1 − x) ≙ −∑
q

xq

q
, obtemos

N

∏
i≙1

(1 − xi)M
2 ⋅ det (1 − γ1X)−N1

2 ⋅ det (1 − γ2X)−N2

2 . (5.52)

Os determinantes podem ser escritos como uma soma de polinômios zonais

det (1 − γrX)−Nr
2 ≙∑

λr

1

j
(2)
λr

Zλr
(X)Zλr

(γ̂r). (5.53)
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Temos, portanto, um produto de dois polinômios zonais na variável X. Podemos

contraí-los num único polinômio. Fazemos isso utilizando os coeĄcientes de Littlewood-

Richardson, Eq. (2.43), temos que

Zλ1
(X)Zλ2

(X) ≙∑
ν

C
(2)
λ1λ2νZν(X). (5.54)

Dessa forma, obtemos até aqui

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

λ1,λ2,ν

C
(2)
λ1λ2νI1, (5.55)

onde

I1 ≙ lim
N→0

1

N2Z
∫ Zν(X)Tr (Xn+m+1) N

∏
i≙1

x
−

1

2

i (1 − xi)M
2 ∆(X)dX. (5.56)

Podemos também expressar o traço em função de polinômios zonais,

Tr(Xn+m+1) ≙ ∑
µ⊢n+m+1

2∣µ∣∣µ∣!∣2µ∣! d2µωµ(n +m + 1)Zµ(X). (5.57)

A função esférica zonal ωµ(n +m + 1) só é diferente de zero quando µ é um gancho duplo.

Nesse caso, temos ωµ(n +m + 1) ≙ t(2)µ

2n+m(n+m)! . Então,

2∣µ∣∣µ∣!∣2µ∣! ωµ (n +m + 1) ≙ 2n+m+1 (n +m + 1)!(2n + 2m + 2)! t
(2)
µ

2m+n (n +m)!
≙

t
(2)
µ(2n + 2m + 1)! . (5.58)

Novamente, temos um produto de funções de polinômios zonais. E o contraímos num único

polinômio utilizando os coeĄcientes de Littlewood-Richardson; temos

I1 ≙ ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!∑θ C

(2)
µνθ lim

N→0

1

N2Z
∫ Zθ(X) N

∏
i≙1

x
−

1

2

i (1 − xi)M
2 ∆(X)dX. (5.59)

Agora, podemos resolver a integral, utilizando o resultado da Eq. (3.49), com

b ≙ M
2
+ 1 e α ≙ 2. Obtemos

I1 ≙ ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!∑θ C

(2)
µνθ lim

N→0

M̃
N2

2 (∥N∥(2)µ )2
∥2N +M + 1∥(1)µ

Rµ(2, M
2
+ 1,N)

N2
. (5.60)

Aplicando o limite, assim como nos casos anteriores, obtemos

I1 ≙ ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!∑θ C

(2)
µνθ

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

δD2(θ),1, (5.61)
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onde, como nos casos anteriores, θ deve ser um gancho duplo, ou seja, D2(θ) ≙ 1. Além

disso, podemos combinar os polinômios zonais com um argumento concatenado, como na

Eq. (2.54). EnĄm, obtemos

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

∑
ν,θ

D2(θ)≙1

∑
µ⊢n+m+1

γn
1 γ

m
2

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!Zν(γ̂1; γ̂2)

j
(2)
ν

C
(2)
νµθ

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

. (5.62)

Podemos introduzir o polinômio zonal oblíquo, eliminando a soma em ν, para obter

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1
γm

2(2n + 2m + 1)!∑θ⊇µ
1

j
(2)
θ

Zθ/µ (γ̂1; γ̂2)d2µt
(2)
µ

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

, (5.63)

em que µ e θ são ganchos duplos e θ ⊇ µ.

Utilizando a expressão na Eq. (5.63), podemos explicitar as primeiras ordens nas

probabilidades de reflexão

⟨g12⟩
N1N2

∼
1

M + 1
−
(M −N1 + 1)
M (M + 3) γ1 −

(M −N2 + 1)
M (M + 3) γ2

−
(MN1 +M +N1 − 3) (M −N1 + 1)

M (M + 5) (M − 1) (M + 3) γ2

1

+
(M + 1) (M2 −MN1 −MN2 + 2N1N2 + 3M −N1 −N2 − 2)

M (M + 5) (M − 1) (M + 3) γ1γ2

−
(MN2 +M +N2 − 3) (M −N2 + 1)

M (M + 5) (M − 1) (M + 3) γ2

2 . (5.64)

Assim, como Ązemos para o caso com ausência de Simetria de Reversão Temporal,

podemos utilizar a Eq. (5.63) e graĄcar a condutância em alguns cenários. Novamente, a

condutância é uma função decrescente em relação à probabilidade de reflexão. Além disso,

quando a probabilidade de reflexão vale 1, a condutância é nula. Isto é equivalente a uma

guia fechada.

Na Fig. 18 à esquerda, temos um regime extremamente quântico em que há apenas

um canal em cada guia. Como esperado, podemos observar que para um mesmo valor

de γ1, valores mais altos de γ2 resultam numa condutância menor. Isto quer dizer que

para barreiras mais opacas (maior probabilidade de reflexão) temos mais diĄculdade

de transmissão (condutância menor). À direita, pode ser observado que ao Ąxarmos a

probabilidade de reflexão da barreira na segunda guia, a condutância aumenta à medida que

o número de canais da guia de entrada cresce, um análogo ao comportamento observando

na Figs. 16 na ausência de Simetria de Reversão Temporal. Além disso quando comparamos

as Figs. 18 e 16, vemos que a condutância é maior quando a Simetria de Reversão Temporal

não está presente. Entretanto, à medida que M cresce, esta diferença tende a diminuir.
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5.3 Generalização

Nesta seção, propomos uma generalização dos resultados obtidos até então para a

condutância, tanto na presença quanto na ausência de Simetria de Reversão Temporal.

A chave para essa generalização, é a combinação de polinômios de Jack e coeĄcientes

de Littlewood-Richardson que é condensada num polinômio de Jack com argumento

concatenado.

Podemos generalizar esta relação entre polinômios de Jack e, com isso, obter uma

condutância para uma cavidade generalizada, ou seja, com um número arbitrário de guias

e cada uma delas com barreiras de tunelamento, inclusive nas guias de entrada e saída.

5.3.1 Relação entre Polinômios de Jack

Queremos mostrar que

k

∏
i≙1

∑
µi

1

j
(α)
µi

J
(α)
µi (γ̂i)J(α)µi (X) ≙∑

ν

1

j
(α)
ν

J
(α)
ν (Γ̂k)J(α)ν (X), (5.65)

onde, no lado esquerdo da equação, temos um produto que combina polinômios de Jack

avaliados nas probabilidades de reflexão e na matriz X ao passo que no lado direito, o

produto é condensado num polinômio de Jack avaliado nas probabilidades de reflexão

concatenadas e outro avaliado na matriz X. Na notação da equação acima, onde Γ̂k ∶≙(γ̂1;⋯; γ̂k) é uma lista concatenada: com as N1 primeiras entradas iguais a γ1, as próximas

N2 entradas iguais a γ2 e assim por diante até as últimas Nk entradas iguais a γk.

Vamos utilizar indução sobre k. Para k ≙ 2, temos

∑
µ1,µ2

1

j
(α)
µ1
j
(α)
µ2

J
(α)
µ1
(γ̂1)J(α)µ2

(γ̂2)J(α)µ1
(X)J(α)µ2

(X). (5.66)

Utilizando a Eq. (2.43), o produto J(α)µ1
(X)J(α)µ2

(X) é convertido numa soma sobre

partições cujos pesos são os coeĄcientes de Litttlewood-Richardson,

∑
ν

∑
µ1,µ2

1

j
(α)
µ1
j
(α)
µ2

J
(α)
µ1
(γ̂1)J(α)µ2

(γ̂2)C(α)µ1µ2νJ
(α)
ν (X). (5.67)

Se agregarmos os fatores que não dependem de ν,

∑
ν

⎛
⎝ ∑µ1,µ2

1

j
(α)
µ1
j
(α)
µ2

C
(α)
µ1µ2νJ

(α)
µ1
(γ̂1)J(α)µ2

(γ̂2)⎞⎠J(α)ν (X), (5.68)

e utilizarmos a Eq. (2.54), obtemos

∑
ν

1

j
(α)
ν

J
(α)
ν (Γ̂2)J(α)ν (X). (5.69)

Dessa forma, veriĄcamos que a Eq. (5.65) é válida para 1 ⩽ k ⩽ 2.



100 Capítulo 5. Momentos de Transporte: Duas Guias

Agora, suponha que a Eq. (2.54) seja válida até k. Queremos mostrar que ela

também é válida para k + 1. Logo, temos

k+1

∏
i≙1

∑
µi

1

j
(α)
µi

J
(α)
µi (γ̂i)J(α)µi (X). (5.70)

Agregando os fatores para i ≙ 1, ...k, Ącamos com

⎛
⎝

k

∏
i≙1

∑
µi

1

j
(α)
µi

J
(α)
µi (γ̂i)J(α)µi (T )⎞⎠ ∑µk+1

1

j
(α)
µk+1

J
(α)
µk+1
(γ̂k+1)J(α)µk+1

(X). (5.71)

Utilizando a hipótese de indução, Ącamos com

(∑
ν

1

j
(α)
ν

J
(α)
ν (Γ̂k)J(α)ν (X)) ∑

µk+1

1

j
(α)
µk+1

J
(α)
µk+1
(γ̂k+1)J(α)µk+1

(X). (5.72)

Através da Eq. (2.43), podemos combinar os polinômios de Jack em T ,

∑
ν,µk+1

1

j
(α)
ν j

(α)
µk+1

J
(α)
ν (Γ̂k)J(α)µk+1

(γ̂k+1)∑
ρ

C
(α)
νµk+1ρJ

(α)
ρ (X). (5.73)

Por Ąm, utilizamos novamente a Eq. (2.54) entre os polinômios de Jack,

∑
ρ

⎛
⎝ ∑νµk+1

1

j
(α)
ν j

(α)
µk+1

C
(α)
νµk+1ρJ

(α)
ν (Γ̂k)J(α)µk+1

(γ̂k+1)⎞⎠J(α)ρ (X)
≙∑

ρ

1

j
(α)
ρ

J
(α)
ρ (Γ̂k+1)J(α)ρ (X). (5.74)

Portanto, a Eq. (5.65) é valida para k + 1. Pelo Princípio da Indução, é válido para

todo k ⩾ 1.

5.3.2 Condutância Generalizada na Ausência de Simetria de Reversão Tempo-

ral

Consideremos uma cavidade acoplada a k guias. A guia i possui Ni canais e cada

canal possui coeĄciente de reflexão γi. Note que o coeĄciente de reflexão é o mesmo entre

os canais de uma mesma guia.

A condutância entre as guias entrada e saída, guias 1 e 2, pode ser obtida através

da integral

g12 ≙ (1 − γ1)(1 − γ2) lim
N→0

1

Z
∫ I(Z,Z‖)C(Z,Z‖)dZ. (5.75)

onde γ⃗q ⋅ N⃗ ≙
k

∑
i≙1

γ
q
iNi,

I(Z,Z‖) ≙ e−
∞

∑
q≙1

(M − γ⃗q ⋅ N⃗)
q

Tr(ZZ‖)q
(5.76)
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e

C(Z,Z‖) ≙ N1,N2

∑
i,o≙1

( 1

1 − γ1ZZ‖
Z)

io

(Z‖ 1

1 − γ2ZZ‖
)

oi

. (5.77)

Aplicando a decomposição em valores singulares, Z ≙ UDV , percebemos que I(Z,Z‖) não

depende das matrizes unitárias U e V . Dessa forma, temos apenas integrais sobre o termo

dos canais,

g12 ≙ (1 − γ1)(1 − γ2) lim
N→0
∫ I(X)A(X)dX, (5.78)

com

A(X) ≙ ∫ C(Z,Z‖)dUdV (5.79)

Assim, obtemos o mesmo resultado obtido na Sec. 5.1, onde obtivemos a condutância

numa cavidade com duas guias com barreiras, Eq. (5.9),

A(X) ≙ N1N2

N2
∑

n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 Tr (T n+m+1) . (5.80)

Agora, as exponenciais no integrando se tornam

I(X) ≙ e−
∞

∑
q≙1

(M − γ⃗q ⋅ N⃗)
q

Tr(X)q

≙ e

−M
∞

∑
q≙1

1

q
Tr(X)q

e

∞

∑
q≙1

γ⃗q ⋅ N⃗

q
Tr(X)q

≙ exp(−M ∞

∑
q≙1

1

q
Tr(X)q) exp( k

∑
i≙1

Ni

∞

∑
q≙1

γ
q
i

q
Tr(X)q)

≙ exp(−M ∞

∑
q≙1

1

q
Tr(X)q) k

∏
i≙1

exp(Ni

∞

∑
q≙1

1

q
Tr(γiX)q)

≙ exp (ln (1 −X)M) k

∏
i≙1

exp (ln (1 − γiX)−Ni)
≙ det (1 −X)M k

∏
i≙1

det (1 − γiX)−Ni . (5.81)

Agora, notamos que

det (1 − γiX)−Ni ≙∑
µi

sµi
(γ̂i)sµi

(X), (5.82)

pela Eq. (2.41), fazendo α ≙ 1. Logo, temos

I(X) ≙ ( N

∏
i≙1

(1 − xi)M)(∑⃗
µ

k

∏
i≙1

∑
µi

sµi
(γ̂i)sµi

(X)) . (5.83)

Utilizando a Eq. (2.54), temos

I(X) ≙ ( N

∏
i≙1

(1 − xi)M)(∑
ν

sν(Γ̂)sν(X)) , (5.84)
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onde Γ̂k ≡ (γ̂1;⋯; γ̂k) é uma lista concatenada: com as N1 primeiras entradas iguais a γ1,

as próximas N2 entradas iguais a γ2 e assim por diante.

g12 ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

ν

sν(Γ̂k)I1, (5.85)

onde

I1 ≙ lim
N→0

1

N2Z
∫ sν(X)Tr (Xn+m+1) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX. (5.86)

Como antes, obtemos

I1 ≙ ∑
µ⊢n+m+1

D1(θ)≙1

(−1)l dθ∣θ∣!Cνµθ

(t(1)θ )2
∥M∥(1)θ

, (5.87)

onde a partição µ ⊢ n +m + 1 é parametrizada como como µ ≙ ∥m + n + 1 − l,1l∥, com

0 ⩽ k ⩽ n +m. Imposta essa parametrização, temos χµ(n +m + 1) ≙ (−1)l.
Juntando tudo, e somando sobre os canais de entrada e saída, Ącamos com

g12 ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

ν,µ,θ

Cνµθsν(Γ̂k)χµ(n +m + 1) dθ∣θ∣!
(t(1)θ )2
∥M∥(1)θ

. (5.88)

Podemos reconhecer a função de Schur oblíqua,

sθ/µ(Γ̂k) ≙∑
ν

Cνµθsν(Γ̂k), (5.89)

e obter

g12 ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

µ⊢n+m+1

D1(θ)≙1

(−1)l dθ∣θ∣!sθ/µ(Γ̂k) (t
(1)
θ )2
∥M∥(1)θ

(5.90)

Como µ e θ são ganchos, o diagrama oblíqua θ/µ é composto por uma faixa

horizontal ∥p∥ e uma faixa vertical ∥1q∥. Com isso temos

sθ/µ(Γ̂k) ≙ s∥p∥(Γ̂k)s∥1q∥(Γ̂k). (5.91)

Aproveitando-se desse fato, podemos escolher uma parametrização para θ, que

satisfaça µ ⊂ θ, temos θ ≙ (p + n +m + 1 − l,1q+l). Com isso θ ⊢ p + q + n +m + 1 e a soma

sobre θ é convertida numa soma sobre p, q ⩾ 0.

g12 ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m,p,q⩾0

γn
1 γ

m
2

n+m

∑
l≙0

(−1)l dθ∣θ∣!hp(Γ̂)eq(Γ̂k) (t
(1)
θ )2
∥M∥(1)θ

. (5.92)

Resta-nos caracterizar hp(Γ̂k) e eq(Γ̂k). Eles são gerados pelas seguintes funções

geradoras
∞

∑
p≙0

hp(Γ̂k)tp ≙ k

∏
i≙1

1

(1 − tγi)Ni
, (5.93)
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e
M

∑
q≙0

eq(Γ̂k)tq ≙ k

∏
i≙1

(1 + tγi)Ni . (5.94)

Expandindo-se o lado direito, obtemos

hp(Γ̂k) ≙ ∑
i1+i2+⋯+ik≙p

(N1)(i1) (N2)(i2)
⋯ (Nk)(ik)

i1!i2!⋯ik!
γi1

1
γi2

2
⋯γik

k , (5.95)

e

eq(Γ̂k) ≙ ∑
j1+j2+⋯+jk≙q

(N1)(j1) (N2)(j2)⋯ (Nk)(jk)

j1!j2!⋯jk!
γ

j1

1
γ

j2

2
⋯γ

jk

k . (5.96)

Basta notar que invocando a deĄnição de hp e eq e utilizando argumento de combinatória,

obtemos

hp(Γ̂k) ≙ ∑
i1+i2+⋯+ik≙p

(N1 + i1 − 1

i1
)(N2 + i2 − 1

i2
)⋯(Nk + ik − 1

ik
)γi1

1
γi2

2
⋯γik

k , (5.97)

e

eq(Γ̂k) ≙ ∑
j1+j2+⋯+jk≙q

(N1

i1
)(N2

i2
)⋯(Nk

ik
)γj1

1
γ

j2

2
⋯γ

jk

k . (5.98)

Em seguida, da deĄnição de fatorial ascendente e descendente,

(N1

i1
) ≙ (N1)(i1)

i1!
e (N1 + i1 − 1

i1
) ≙ (N1)(i1)

i1!
, (5.99)

segue que hp(Γ̂k) e eq(Γ̂k) podem ser expressos como somas de fatoriais crescentes e

decrescentes.

Portanto,

g12 ≙
Ñ1Ñ2

M
∑

n,m,p,q⩾0

n+m

∑
l≙0

γn
1
γm

2(p + q + n +m + 1)
(−1)l (q + l)! (p + n +m − l)!hp(Γ̂k)eq(Γ̂k)

(M + 1)(p+n+m−l) (M − 1)(q+l)

.

(5.100)

5.3.3 Condutância Generalizada na Presença de Simetria de Reversão Tempo-

ral

Consideremos uma cavidade acoplada a k guias. A guia i possui Ni canais e cada

canal possui coeĄciente de reflexão γi. Note que o coeĄciente de reflexão é o mesmo entre

os canais de uma mesma guia.

Na presença de Simetria de Reversão Temporal, a condutância entre as guias de

entrada e saída pode ser obtida através da integral

⟨g12⟩ ≙ (1 − γ1)(1 − γ2) lim
N→0

N1,N2

∑
i⃗,o⃗≙1

KN [Ci1i2
C∗i1i2
] , (5.101)
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com

KN ≙
1

Z
∫ e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γ⃗qN⃗)
q

Tr(SSt)q
R
(1)
i1i1
R
(2)
i2i2
dS, (5.102)

em que S é uma matriz real.

Aplicando a decomposição em valores singulares, Z ≙ UDV , obtemos o mesmo

resultado obtido para a parte angular no caso com duas barreiras,

A(X) ≙ ∫ R
(e)
i1i2
R
(s)
i2i2
dUdV

≙ C11i2
C∗11i2

1

N2
Tr( T(1 − γ1X) (1 − γ2X))

≙ C11i2
C∗11i2

1

N2
∑

n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 Tr (Xn+m+1) . (5.103)

Podemos facilmente coletar o coeĄciente de C11i2
C∗

11i2
.

Agora, seguimos o mesmo processo utilizado no caso de ausência de Simetria de

Reversão Temporal para obter a Eq. (5.81). E Ącamos com

e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γ⃗q ⋅ N⃗)
q

Tr(ZZt)q
≙ det (1 −X)M

2

k

∏
i≙1

det (1 − γiX)−Ni
2 . (5.104)

Assim, como na Eq. (4.21),

det (1 −X)M
2 ≙

N

∏
i≙1

(1 − xi)M
2 , (5.105)

e

det (1 − γiX)−Ni
2 ≙∑

µi

1

j
(2)
µi

Zµi
(γ̂i)Zµi

(X), (5.106)

pela Eq. (2.41).

Dito isso, obtemos para o termo que introduz o efeito do interior da cavidade,

det (1 − γiX)−Ni ≙∑
µi

sµi
(γ̂i)sµi

(X), (5.107)

pela Eq. (2.41), fazendo α ≙ 1. Logo, temos

e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γ⃗q ⋅ N⃗)
q

Tr(ZZt)q
≙ ( N

∏
i≙1

(1 − xi)M
2 )⎛⎝∑⃗µ

k

∏
i≙1

1

j
(2)
µi

Zµi
(γ̂i)Zµi

(X)⎞⎠ . (5.108)

Utilizando a Eq. (2.54), temos

e

−
1

2

∞

∑
q≙1

(M − γ⃗q ⋅ N⃗)
q

Tr(ZZt)q
≙ ( N

∏
i≙1

(1 − xi)M
2 )⎛⎝∑ν

1

j
(2)
µi

Zν(Γ̂)Zν(X)⎞⎠ . (5.109)
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Combinando os resultados para o termo de efeito dos canais com o termo de efeito

do interior Ącamos com

g12 ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

ν

1

j
(2)
ν

Zν(Γ̂)I1, (5.110)

onde, como antes, Γ̂ ≡ (γ̂1;⋯; γ̂k) é uma lista concatenada das probabilidades de reflexão e

I1 ≙ lim
N→0

1

N2Z
∫ Zν(X)Tr (Xn+m+1) N

∏
i≙1

x
−

1

2

i (1 − xi)M
2 ∆(X)dX. (5.111)

Já nos deparamos com essa expressão na Eq. (5.56). E o resultado é

I1 ≙ ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!∑θ C

(2)
µνθ

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

δD2(θ),1, (5.112)

Juntando tudo, e somando sobre os canais de entrada e saída, Ącamos com

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

ν,θ
D2(θ)≙1

1

j
(2)
ν

Zν(Γ̂) ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!C(2)µνθ

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

. (5.113)

Podemos eliminar a soma em ν introduzido o polinômio zonal oblíquo

⟨g12⟩ ≙ Ñ1Ñ2 ∑
n,m⩾0

γn
1 γ

m
2 ∑

θ⊇µ

1

j
(2)
θ

Zθ/µ(Γ̂) ∑
µ⊢n+m+1

d2µt
(2)
µ(2n + 2m + 1)!

(t(2)θ )2
∥M + 1∥(2)θ

, (5.114)

onde a soma percorre as partições µ e θ; ambos devem ser ganchos duplos e θ contém µ.

5.4 Momentos de Alta Ordem

Conforme discutimos na Sec. 3, a inclusão de barreiras modiĄca as regras diagra-

máticas no interior da cavidade. Dessa forma, a integral matricial que implementa essas

regras também é modiĄcada:

lim
N→0
(1 − γ1)n(1 − γ2)n 1

Z
∫ I(Z,Z‖)C(Z,Z‖)dZ. (5.115)

A parte do integrando que implementa as regras no interior da cavidade é

I(Z,Z‖) ≙ e−
∞

∑
q≙1

M − γ⃗q ⋅ N⃗

q
Tr (ZZ‖)q

, (5.116)

onde introduzimos a notação curta γ⃗q ⋅ N⃗ ≙ γ
q
1
N1 + γ

q
2
N2. Na Eq. (3.19), introduzimos

também um termo que representa uma série de potências, pλ (Z‖Q1ZQ2) onde Q1 ≙

IN1
⊕ 0N−N1

e Q2 ≙ 0N−N2
⊕ IN2

, também devemos introduzir um termo devido ao efeito

das barreiras nas guias de entrada e saída. Entretanto, dado o intercâmbio entre séries de
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potências e funções de Schur, Eq. (2.26), e ao fato de as funções de Schur apresentarem

maior maleabilidade, optamos por introduzi-las no lugar das séries de potências. Além

disso, devemos substituir Z por
1

1 − γ1ZZ‖
Z e seu conjugado também. Dessa forma, o

termo devido às guias de entrada e saída é dado por

C (Z,Z‖) ≙ sλ (Z‖ 1

1 − γ2ZZ‖
Q1

1

1 − γ1ZZ‖
ZQ2) (5.117)

Entretanto, devido à complexidade dos cálculos envolvidos, vamos nos limitar ao caso

particular em que as duas guias são idênticas, ou seja, γ1 ≙ γ2 ≙ γ.

Implementando a decomposição em valores singulares, Z ≙ UDV , assim como antes,

percebemos que I(Z,Z‖) ≙ I(X), onde X ≙DD‖ e Ącamos com integrais sobre o grupo

unitário somente envolvendo o termo C. De modo análogo à Eq. (4.111), Ącamos com

C(X) ≙ ∫ sλ (V ‖ 1

1 − γX
D‖U ‖Q1UD

1

1 − γX
V Q2)dUdV. (5.118)

Integrais de funções de Schur ao longo do grupo Unitário são bastante estudadas

[55]. Para a integral acima, podemos utilizar

∫ sλ (UAU ‖B)dU ≙ sλ (A) sλ (B)
sλ (1N) . (5.119)

Primeiro, para a integral em V (podemos substituir V ‖ por V na integral, pois estamos

integrando sobre um grupo), identiĄcamos A ≙
1

1 − γX
D‖U ‖Q1UD

1

1 − γX
e B ≙ Q2. E

Ącamos com

C(X) ≙ sλ (Q2)
sλ (1N) ∫ sλ ( 1

1 − γX
D‖U ‖Q1UD

1

1 − γX
)dU. (5.120)

Devido à deĄnição das séries de potências em função de traços, Eq. (2.22) e

sua relação com funções de Schur, segue que as funções de Schur são invariantes por

permutações cíclicas do argumento, assim como o traço, sλ(AB) ≙ sλ(BA). Então,

C(X) ≙ sλ (Q2)
sλ (1N) ∫ sλ (U ‖Q1U

X

(1 − γX)2)dU. (5.121)

Agora, reconhecendo A ≙ Q1 e B ≙
X

(1 − γ1X)2 na Eq. (5.119), Ącamos com

C(X) ≙ sλ (Q1) sλ (Q2)
sλ (1N) sλ ( X

(1 − γX)2) . (5.122)

Note que sλ (Qi) corresponde a um polinômio avaliado numa sequência que cor-

responde a Ni valores iguais a 1 seguidos de N −Ni valores iguais a 0. Os produtos que

contêm valores nulos não contribuem para a soma sλ (Qi). Portanto, sλ (Qi) ≙ sλ (1Ni).
Lembrando das Eqs. 2.37 e 2.39, obtemos

C(X) ≙ ∥N1∥(1)λ ∥N2∥(1)λ

(∥N∥(1)λ ) fλ(X), (5.123)
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onde

fλ(X) ≙ sλ ( X

(1 − γX)2) . (5.124)

Para o termo do interior da cavidade, I(X), utilizando a Eq. (4.5) e procedendo

da mesma forma, obtemos

I(Z,Z‖) ≙ e−
∞

∑
q≙1

M − γ⃗q ⋅ N⃗

q
Tr (ZZ‖)q

≙ det (1 −X)M det (1 − γX)N1 det (1 − γX)N2

≙
det (1 −X)M

det (1 − γX)M , pois M ≙ N1 +N2. (5.125)

Dessa forma, a integral remanescente sobre X resume-se a

1

Z
∫ fλ(X) det (1 −X)M

det (1 − γX)M ∣∆(X)∣
2
dX. (5.126)

Para poder resolver a integral, devemos expandir fλ(X) como combinação linear de funções

de Schur, pois já vimos que o termo remanescente (Eq. (5.125)) pode ser expandido dessa

forma.

Já que podemos escrever uma função de Schur utilizando determinantes, Eq. (2.29),

temos

fλ(X) ≙ det
⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎣(

xj

(1 − γxj)2)
N+λi−i⎤⎥⎥⎥⎥⎦ij

⎞⎟⎠
1

∆( X

(1−γX)2
) . (5.127)

Para o determinante de Vandermonde, temos

∆( X

(1 − γX)2) ≙∏i<j (
xi(1 − γxi)2 −

xj

(1 − γxj)2)
≙∏

i<j

1

(1 − γxi)2 (1 − γxj)2 (xi (1 − γxi)2 − xj (1 − γxj)2)
≙∏

i<j

(xi − xj)
(1 − γxi)2 (1 − γxj)2 (1 − γ

2xixj)
≙∆(X)∏

i<j

(1 − γ2xixj)
∥(1 − γxi) (1 − γxj)∥2

≙∆(X)
∏
i<j

(1 − γ2xixj)
[N−1

∏
i≙1

N

∏
j≙i+1

(1 − γxi) (1 − γxj)]
2

≙
∆(X)

det (1 − γX)2N−2
∏
i<j

(1 − γ2xixj) . (5.128)

Agora, utilizando uma das identidades de Littlewood, pg. 76 de [55], temos

(∏
i<j

(1 − γ2xixj))
−1

≙ det (1 − γX)∑
µ

sµ (γX) . (5.129)



108 Capítulo 5. Momentos de Transporte: Duas Guias

Dessa forma, Ącamos com

fλ(X) ≙ det
⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

xN+λi−i
j

(1 − γxj)2λi−2i+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ij

⎞⎟⎠
1

∆(X)∑µ sµ(γX). (5.130)

Apesar de termos melhorado a expressão, ainda precisamos expandir

det
⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

xN+λi−i
j

(1 − γxj)2λi−2i+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ij

⎞⎟⎠
1

∆(X) (5.131)

utilizando funções de Schur como base. Para isso, lembremos que as funções de Schur são

ortogonais quando integradas ao longo do círculo unitário. Isto decorre do fato de que as

funções de Schur são os caracteres irredutíveis do grupo Unitário [55],

1

N !
∮ sλ(z)sρ(z∗) ∣∆(X)∣2 dz ≙ δλρ. (5.132)

Utilizando o Teorema Binomial, temos

1

(1 − xj)2λi−2i+1
≙

∞

∑
k≙0

(2λi − 2i + k

2λi − 2i
)γkxk

j . (5.133)

Dessa forma, a expressão

1

N !
∮ det

⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

xN+λi−i
j

(1 − γxj)2λi−2i+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ij

⎞⎟⎠ sρ(z∗)∆(z∗)dz, (5.134)

se resume a

1

N !
∮ det

⎛
⎝[
∞

∑
k≙0

(2λi − 2i + k

2λi − 2i
)γkxN+λi−i+k

j ]
ij

⎞
⎠ sρ(z∗)∆(z∗)dz. (5.135)

E, utilizando a Eq. (2.29), Ącamos com

1

N !
∮ det

⎛
⎝[
∞

∑
k≙0

(2λi − 2i + k

2λi − 2i
)γkxN+λi−i+k

j ]
ij

⎞
⎠det([xN+λi−i

k
]

ij
)dz. (5.136)

Aplicando a identidade de Andreief,

∫ det (∥fi(xk)∥ij)det (∥gj(xk)∥ij)dx⃗ ≙ N !det([∫ fi(x)gj(x)dx]
ij

) , (5.137)

obtemos

det
⎛
⎝[
∞

∑
k≙0

(2λi − 2i + k

2λi − 2i
)γk ∮ zλi−i+kz∗

ρj−j
dz]

ij

⎞
⎠ . (5.138)

Dada a ortogonalidade de potências no círculo unitário,

∮ zaz∗
b
dz ≙ δab, (5.139)
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devemos ter k ≙ ρj − j − λi + i. Com isso, obtemos

det([(ρj + λi − i − j

2λi − 2i
)γρj−j−λi+i]

ij

) ≙ det([(ρj + λi − i − j

2λi − 2i
)]

ij

)γ ∣ρ∣−∣λ∣. (5.140)

Com isso, obtemos uma expansão para fλ(X) utilizando funções de Schur,

fλ(X) ≙ (∑
ρ

γ ∣ρ∣+∣µ∣−∣λ∣Rλρsρ(X))(∑
µ

sµ(γX)) , (5.141)

onde

Rλρ ≙ det((ρj + λi − i − j

2λi − 2i
)) . (5.142)

Utilizando os coeĄcientes de Littlewood-Richardson, Eq. (2.43), Ącamos com

fλ(X) ≙∑
ρµν

γ ∣ρ∣+∣µ∣−∣λ∣RλρC
(1)
ρµνsµ(X). (5.143)

Então, a integral sobre X, na Eq. (5.126), pode ser escrita como

∑
ρµν

γ ∣ρ∣+∣µ∣−∣λ∣RλρC
(1)
ρµν

1

Z
∫ sµ(X) det (1 −X)M

det (1 − γX)M ∣∆(X)∣
2
dX. (5.144)

De maneira análoga às Eqs.4.19 à 4.20, temos

sµ(X) det (1 −X)M
det (1 − γX)M ≙

N

∏
i≙1

(1 − xi)M∑
θ

γ ∣θ∣−∣µ∣sθ/µ(1M)sθ(X). (5.145)

Combinando com as Eqs. 5.115 e 5.123, Ącamos com

⟨sλ(T )⟩ ≙ (1 − γ)2n ∥N1∥(1)λ ∥N2∥(1)λ ∑
ρµνθ

γ ∣ρ∣+∣θ∣−∣λ∣RλρC
(1)
ρµνsθ/µ(1M)Iθ, (5.146)

onde

Iθ ≙ lim
N→0

Z−1

(∥N∥(1)λ )2 ∫
sθ(X) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX. (5.147)

O resultado da integral pode ser obtida através da Eq. (3.49). E o limite, através

da Eq. (3.51). Para isso, transformamos a função de Schur num polinômio de Jack

Iθ ≙
dθ∣θ∣! lim

N→0

Z−1

(∥N∥(1)λ )2 ∫
J
(1)
θ (X) N

∏
i≙1

(1 − xi)M ∣∆(X)∣2 dX. (5.148)

Pela Eq. (3.49), com α ≙ 1 e b ≙M + 1,

Iθ ≙ lim
N→0

(∥N∥(1)θ )2
(∥N∥(1)λ )2

(M (1 − γ))N2

Rµ(1,M + 1,N)
∥2N +M∥(1)µ

(5.149)



110 Capítulo 5. Momentos de Transporte: Duas Guias

Lembrando da expansão dos polinômios ∥N∥(1)λ na Eq. (2.18), temos que

Iθ ≙
⎛
⎝
t
(1)
θ

t
(1)
λ

⎞
⎠

2

1

∥M∥(1)µ

≙
t1 (θ/λ)2
∥M∥(1)µ

. (5.150)

Dessa forma, obtemos

⟨sλ(T )⟩ ≙ (1 − γ)2n ∥N1∥(1)λ ∥N2∥(1)λ ∑
ρ,µ,ν,θ

D(θ)≙D(λ)

γ ∣ρ∣+∣θ∣−∣λ∣Rλρsθ/νC
(1)
ρµν

dθt1 (θ/λ)2
∣θ∣! ∥M∥(1)θ

. (5.151)

Consideremos o caso particular em que λ é um gancho. Nesse caso, percebemos que θ

também o é, devido à condição D1(θ) ≙ D1(λ) ≙ 1. O mesmo ocorre à partição ν, pela

condição de existência de θ/ν e seque que µ e ρ também o são, devido às propriedades dos

coeĄciente de Littlewood-Richardson. Então, sendo λ ≙ ∥A,1a∥ e ρ ≙ ∥B,1b∥ temos

R∥A,1a∥,∥B,1b∥ ≙ (−1)a+b(A +B − 2

2A − 2
)(a + b

2a
)2b + 1

2a + 1
. (5.152)

Utilizando a Eq. (5.151), podemos obter quaisquer momentos de transporte, por

exemplo, a variância da condutância é dada por,

var ∥g∥ ≙ ⟨s∥12∥(T )⟩ + ⟨s∥2∥(T )⟩ − ⟨g⟩2 . (5.153)



111

6 Imanentes de Blocos de Matrizes Unitárias

Aleatórias

6.1 Introdução

O determinante pode ser deĄnido de várias maneiras, dentre elas, temos a regra

do cofator de Laplace e também dada uma matriz A, de dimensão n, podemos deĄni-lo

através do símbolo de Levi-Civita

det (A) ≙ n

∑
i1,i2,...,in≙1

εi1i2⋯in
A1i1

A2i2
⋯Anin

, (6.1)

onde εi1i2⋯in
é zero caso hajam índices repetidos e assume valores ±1, a depender da

ordenação dos índices i1, i2,⋯, in. Acontece que o símbolo de Levi-Civita coincide com o ca-

ractere irredutível da permutação π que satisfaz π(k) ≙ ik para k ≙ 1, ..., n na representação

indexada pela partição ∥1n∥. Portanto, podemos substituir a soma sobre os índices ik por

uma soma sobre o grupo de permutações. Dessa forma, podemos expressar o determinante

utilizando os caracteres do grupo de permutações:

det (A) ≙ ∑
π∈Sn

χ∥1n∥ (π)A1π(1)A2π(2)⋯Anπ(n). (6.2)

Visto que é possível associar o determinante a uma representação ∥1n∥ do grupo

de permutações, é natural nos perguntarmos quais quantidades estão relacionadas com

as outras representações. Essa pergunta foi endereçada por Littlewood e Richardson [90].

Nesse trabalho, foram deĄnidos os imanentes, estendendo a deĄnição do determinante às

outras representações do grupo de permutações. Assim, o imanente associado à partição λ

é

Immλ (A) ≙ ∑
π∈Sn

χλ (π)A1π(1)A2π(2)⋯Anπ(n). (6.3)

Logo após o determinante, o segundo imanente mais conhecido é o permanente,

associado à partição λ ≙ ∥n∥, em que

Per (A) ≙ ∑
π∈Sn

A1π(1)A2π(2)⋯Anπ(n), (6.4)

pois χ∥n∥ (π) ≙ 1 para todo π ∈ Sn. Note que o permanente e o determinante podem ser

deĄnidos para uma matriz de dimensão qualquer (pois ∥1n∥ coincide com ∥n∥ para n ≙ 1).

Dentre os imanentes o determinante é o único que pode ser expresso somente em

função dos autovalores da matriz A. Além disso, os outros imanentes não possuem nomes

especiais. Como exemplo, para λ ≙ ∥2,1∥ temos o imanente

Imm∥2,1∥ (A) ≙ 2A11A22A33 −A13A21A32 −A12A23A31. (6.5)
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Tanto o permanente quanto o determinante surgem no contexto da Mecânica Quân-

tica ao tratarmos um sistema com muitas partículas indistinguíveis. O estado combinado

depende do spin das partículas: se as partículas possuem spin inteiro (bósons) então o

estado combinado é dado através do permanente dos estados individuais; ao passo que

se o spin das partículas é semi-inteiro (férmions), então o estado combinado é dado pelo

determinante dos estados individuais [91]. Dessa forma, temos

Ψ(x⃗) ≙ 1√
n!
∑

π∈Sn

χλ (π)ψ1 (xπ(1))ψ2 (xπ(2))⋯ψn (xπ(n)) , (6.6)

onde λ corresponde à partição ∥n∥ para bósons e ∥1n∥ para férmions. Nesse sentido, o

permanente tem atraído atenção devido à sua aplicação no estudo do estado de saída

no espalhamento de muitos bósons devido a um interferômetro linear [92]. Esse processo

pode ser utilizado como método para implementar uma plataforma para computação

quântica [93] e resolver problemas intratáveis por computadores clássicos. Além disso,

permanentes de matrizes aleatórias vêm sendo estudados através de diversos pontos de

vista [94, 95, 96, 97].

No contexto de espalhamento quântico, Urbina et al. modelaram um interferômetro

como uma cavidade caótica [49]. Nesse caso, a amplitude de probabilidade combinada

advém do permanente das amplitudes de espalhamento das partículas individuais, visto

que temos um conjunto de bósons indistinguíveis. E, já que o interferômetro é modelado

como uma cavidade caótica, é conveniente substituir a amplitude de espalhamento por

uma matriz aleatória unitária, distribuída uniformemente no Grupo Unitário. Se o sistema

respeita a Simetria de Reversão Temporal, a matriz unitária deve ser simétrica e, portanto,

uniformemente distribuída ao longo do Emsemble Circular Ortogonal (COE).

Motivados por esse contexto, buscamos obter os valores médios de imanentes de

blocos de matrizes em três conjuntos de matrizes, os Grupos Unitário e Ortogonal e o

emsemble COE. Dada uma matriz U de dimensão N ×N , denotamos Immλ(U) o imanente

do sub-bloco diagonal superior de tamanho n×n associado à partição λ ⊢ n. Em particular,

o determinante e o permanente desse sub-bloco são denotados Detn(U) e Pern(U). Como

esperado, se n ≙ N , o bloco compreende toda a matriz.

Urbina et al. obtiveram a média do módulo ao quadrado do permanente e do

determinante, para o Grupo Unitário e o ensemble COE, ao estudarem o efeito Hong-Ou-

Mandel [49]. Entretanto, seus resultados valem para blocos não diagonais, ou seja, com

índices de linhas e colunas diferentes. E, também, Fyodorov obteve a média do produto de

dois permanentes polinomiais, ⟨PerN (U − z1)PerN (U − z2)⟩, para o Grupo Unitário [97].

Nós obtemos esses resultados por outro método e os estendemos ao grupo Ortogonal e a

sub-blocos diagonais de matrizes de tamanho n × n.

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 2, resumimos os

resultados obtidos; na Seção 3, discutimos fatorações de permutações, que desempenham
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um papel crucial na demonstração dos resultados; e, por Ąm, na Seção 4 detalhamos as

demonstrações.

6.2 Resultados

Proposição 1. Seja Immγ(U) o imanente indexado pela partição γ de um bloco diagonal

de tamanho n da matriz U e U(N) o grupo Unitário.Então,

⟨∣Immγ(U)∣2⟩
U(N)

≙
n!

∥N∥(1)γ

. (6.7)

A expressão acima generaliza resultados anteriores obtidos por [49] para o perma-

nente ⟨∣Pern(U)∣2⟩
U(N)

≙
n!(N−1)!
(N+n−1)! e para o determinante ⟨∣Detn(U)∣2⟩

U(N)
≙

n!(N−n)!
N !

.

Para o grupo Unitário, fomos capazes de obter o próximo momento do permanente,

∣Pern(U)∣4 como em [49].

Proposição 2. Seja Pern(U) o permanente de um bloco diagonal de tamanho n de uma

matriz U

⟨∣Pern(U)∣4⟩
U(N)

≙
(2nn!)2(2n)! ∑

λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(1)
2λ

g2

λ, (6.8)

onde gλ é dada por

gλ ≙ ∑
µ⊢n

∣Cµ∣ωλ(µ). (6.9)

Se as matrizes, além de unitárias, são também simétricas, estamos lidando com o

COE(N). Obtivemos o seguinte resultado.

Proposição 3. Seja Immγ(V ) o imanente indexado pela partição γ de um bloco diagonal

de tamanho n de uma matriz V pertencente ao COE(N), Então

⟨∣Immγ(V )∣2⟩COE(N)
≙

4nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N + 1∥(2)λ

G2

λ,γ, (6.10)

onde Gλ,γ é uma soma sobre partições dada por

Gλ,γ ≙ ∑
µ⊢n

∣Cµ∣ωλ(µ)χγ(µ). (6.11)

Note que Gλ,∥n∥ corresponde a gλ, pois χ∥n∥(µ) ≙ 1 para qualquer µ ⊢ n.

A expressão na Eq. (6.10) é muito semelhante à expressão na Eq. (6.8). Se lembrar-

mos que as matrizes do COE podem ser obtidas através de matrizes unitárias, V ≙ UU t

com U unitária, podemos esperar que uma expressão quadrática para o COE se assemelhe

a uma expressão quártica em U(N).
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Conforme comentamos, o determinante corresponde ao imanente indexado pela

partição γ ≙ ∥1n∥. Então, temos

Gλ,∥1n∥ ≙
(2n)!
2nn!

δλ,(1n)

d2λ

(6.12)

e o momento é

⟨∣Detn(V )∣2⟩COE(N)
≙
(n + 1)!(N − n + 1)!(N + 1)! . (6.13)

Se o bloco corresponde à matriz inteira, isto é, quando n ≙ N obtemos ⟨∣Detn(V )∣2⟩COE(N)
≙

1, como esperado.

Para o grupo Ortogonal, calculamos o primeiro momento dos imanentes.

Proposição 4. Seja Immγ(O) o imanente indexado pela partição γ de um bloco diagonal

de tamanho n de uma matriz O pertencente a O(N), o grupo Ortogonal. Então,

⟨Immγ(O)2⟩
O(N)

≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(2)λ

Gλ,γ. (6.14)

Impondo γ ≙ ∥1n∥, obtemos para o determinante o mesmo resultado obtido para

o grupo Unitário, ⟨Detn(O)2⟩O(N) ≙ n!(N−n)!
N !

. É natural nos perguntarmos o porquê de a

expressão para a média do quadrado do módulo do determinante obtido para o grupo

ortogonal ser idêntica à obtida para o grupo Unitário. Uma hipótese é que existe uma

relação de grupo e subgrupo entre os grupos Unitário e Ortogonal, e o mesmo não ocorre

com o COE.

Durante os cálculos nos deparamos com uma relação intrigante. Percebemos uma

relação entre ∥N∥(2)λ (polinômios zonais avaliados na matriz identidade de ordem N) e

{N}γ (a dimensão das representações irredutíveis de O(N)).
Conjectura 1. (Provada) Vale a identidade

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(2)λ

Gλ,γ ≙
(2n)!
2nn!

dγ{N}γ

. (6.15)

Não fomos capazes de provar esta conjectura. Porém, veriĄcamos sua validade para

todas as partições γ ⊢ n com n ⩽ 6. A principal diĄculdade em se veriĄcar essa expressão

é obter os valores de Gλ,γ que necessita somar sobre S2n. Lembrando que S2n tem (2n)!
elementos, para n ≙ 6 Ącamos com um grupo com 12! elementos, mais de 450 milhões de

elementos. Entretanto, Chapuy e Doşęga conseguiram provar, de fato, a conjectura. Por

meio de um teorema no contexto de números de Hurwitz, a conjectura surge como uma

consequência [51].

Já que a Conj. 1 é verdadeira, temos

⟨Immγ(O)2⟩
O(N)

≙
n!{N}γ

, (6.16)
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que é uma expressão análoga àquela obtida para o grupo Unitário, na Eq. (6.7).

Podemos ainda nos perguntar sobre uma versão simplética dessa conjectura. Tal

fato é discutido a diante.

Por Ąm, consideramos polinômios gerados por médias de permanentes, Pern(U − z).
Para o caso mais simples, do polinômio de grau 1, temos ⟨Pern(U − z)⟩ ≙ (−z)n para

todos os ensembles de matrizes aleatórias discutidos. Para os grupos Unitário e Ortogonal,

conseguimos calcular o polinômio de grau 2

Proposição 5. Para G ≙ U(N) e G ≙ O(N), temos

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩G ≙

n

∑
m≙0

(n
m
)(z1z2)n−m ⟨∣Perm(U)∣2⟩G . (6.17)

Em particular, para o grupo Unitário, temos

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩

U(N)
≙

n

∑
m≙0

(z1z2)n−m n!(N − 1)!(n −m)!(N +m − 1)! . (6.18)

Esse resultado generaliza o resultado obtido por Fyodorov[97] quando n ≙ N .

6.3 Preliminares

6.3.1 Mergulhos

Considere dois grupos de permutações: Sn e Sn+1. Podemos obter ŞversõesŤ das per-

mutações de Sn coletando de Sn+1 as permutações que Ąxam um certo índice em Sn+1. Por

exemplo, podemos obter as permutações de S3 através das permutações de S4 que Ąxam o ín-

dice 4, por exemplo, temos {id, (1 2)(3)(4), (1 3)(2)(4), (2 3)(1)(4), (1 2 3)(4), (1 3 2)(4)}1.

Podemos ainda Ąxar o índice 1 ou o 2 ou o 3 ou o 4. Isto quer dizer que temos 4 versões

de S3 contidas em S4. Esse é um caso particular de mergulho.

Mergulhos são funções (no exemplo, coletar permutações que Ąxam o índice 4) que

preservam a estrutura de um conjunto (no exemplo, a estrutura do grupo S3) vista em

outro conjunto (no exemplo, o grupo S4).

Nos grupos S2n chamamos atenção para dois mergulhos de Sn. Podemos mergulhar

a permutação π de Sn em S2n mantendo a estrutura, mas duplicando os índices, deĄnindo

πe ∈ S2n

πe(2k) ≙ 2π(k), para k ≙ 1, ..., n, (6.19)

e Ąxando os número ímpares, ou seja, πe(2k−1) ≙ 2k−1 para k ≙ 1, ..., n. O subconjunto de

S2n gerado por esse mergulho é denotado S(e)n . Por exemplo, a permutação π ≙ (1 2)(3 4 5)
1 Exibimos propositalmente os ciclos de comprimento 1, para deixar claro que o índice 4 é Ąxado por

todas as permutações.
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Note que p contém apenas ciclos de comprimento 2, então p ≙ p−1.

6.3.2 Fatorações de Permutações

Da mesma forma que nos preocupamos em caracterizar a inversa de uma matriz,

AA−1 ≙ I, podemos caracterizar um produto de permutações que resultam na permutação

identidade. Chamamos o produto

σ1σ2⋯σr ≙ id (6.22)

uma fatoração da identidade. Podemos caracterizar tais fatorações através do ciclo-tipo dos

fatores, σi. Uma pergunta que surge é: quantas são as r-uplas (σ1, σ2, ..., σr) que fatoram

a permutação identidade tais que os ciclo-tipos correspondentes são (α1, α2, ..., αr)? A

resposta para esta pergunta é dada pela fórmula de Frobenius[98]

F (1) (α⃗) ≙ ∣Cα1
∣∣Cα2
∣⋯∣Cαr

∣
n!

∑
β⊢n

χβ(α1)χβ(α2)⋯χβ(αr)
dr−2

β

. (6.23)

Para demonstrar essa expressão, deĄnimos a seguinte quantidade

Eµ ≙
dµ

n!
∑

π∈Sn

χµ(π)π. (6.24)

Note que Eµ é uma combinação linear de duas estruturas diferentes: os coeĄcientes dµ

n!
χµ(π)

são escalares; ao passo que π é uma permutação, proveniente de um grupo. As permutações

que possuem o mesmo ciclo-tipo, possuem o mesmo coeĄciente, pois o caractere irredutível

não distingue permutações com o mesmo ciclo-tipo. No caso particular em que n ≙ 3 e

µ ≙ ∥2,1∥, temos

E∥2,1∥ ≙
2

3
⋅ id + 0 ⋅ ∥(1 2) + (1 3) + (2 3)∥ − 1

3
⋅ ∥(1 2 3) + (1 3 2)∥ . (6.25)

Multiplicar Eµ por uma permutação σ, equivale a multiplicar cada permutação que

compõe Eµ por σ. Podemos ainda multiplicar duas combinações entre si

EµEλ ≙
dµdλ

n!2
∑

π1,π2∈Sn

χµ(π1)χλ(π2)π1π2. (6.26)

Fazendo π1π2 ≙ ρ, temos π2 ≙ π
−1
1
ρ

EµEλ ≙
dµdλ

n!2
∑

ρ,π1∈Sn

χµ(π1)χλ(π−1

1 ρ)ρ. (6.27)

A soma sobre π1 pode ser computada utilizando-se a relação de ortogonalidade de caracteres

da Eq. (2.5), e obtemos

EµEλ ≙
dµdλ

n!
∑

ρ∈Sn

(n!

dµ

χµ(ρ)δµλ)ρ. (6.28)
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Logo,

EµEλ ≙ (dµ

n!
∑

ρ∈Sn

χµ(ρ)ρ) δµλ ≙ Eµδµλ, (6.29)

ou seja, {Eλ} são ortonormais, assim como um operador projetor o é.

Agora, seja Cµ a combinação linear de permutações com ciclo-tipo µ com coeĄcientes

1,

Cλ ≙ ∑
σ∈Sn

ct(σ)≙λ

σ. (6.30)

Utilizando Cµ podemos expressar Eλ como uma soma sobre partições

Eλ ≙
dλ

n!
∑
α⊢n

χλ(α)Cα. (6.31)

Podemos ainda expressar Cα em função de Eλ. Com efeito,

n!

dλ

Eλ ≙ ∑
α⊢n

χλ(α)Cα

χλ(β)n!

dλ

Eλ ≙ χλ(β)∑
α⊢n

χλ(α)Cα

∑
λ⊢n

n!

dλ

χλ(β)Eλ ≙ ∑
α⊢n

(∑
λ⊢n

χλ(β)χλ(α))Cα

∑
λ⊢n

n!

dλ

χλ(β)Eλ ≙ ∑
α⊢n

n!∣Cα∣δαβCα

∑
λ⊢n

χλ(α)
dλ

Eλ ≙
1∣Cα∣Cα. (6.32)

Agora, podemos formular problemas de fatoração utilizando produtos de Cµ. Então,

considere a seguinte expressão

Cα1
Cα2
⋯Cαr

≙ ∑
µ⊢n

F (1) (α⃗, µ)Cµ. (6.33)

No lado esquerdo, estamos tomando todos os produtos de permutações possíveis do tipo

σ1σ2⋯σr tais que o ciclo-tipo de σi é αi. Do lado direito as permutações que resultam desse

produto são agrupadas de acordo com o ciclo-tipo µ. O termo de multiplicidade, F (1) (α⃗, µ),
nos diz quantas são as r−uplas (σ1, ..., σr) tais que seus ciclo-tipos são (α1, ..., αr) e o

ciclo-tipo do produto σ1⋯σr é µ.

Para obter uma expressão para o produto, escrevemos Cαi
como combinação linear

de Eβi
,

Cα1
Cα2
⋯Cαr

≙ ∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣ ∑
β1,...,βr⊢n

χβ1
(α1)⋯χβr

(αr)
dβ1
⋯dβr

Eβ1
⋯Eβr

. (6.34)

Porém, vemos que {Eµ} são ortonormais, então

Cα1
Cα2
⋯Cαr

≙ ∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣∑
β⊢n

χβ(α1)⋯χβ(αr)
dr

β

Eβ. (6.35)
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Por Ąm, escrevemos Eβ como combinação linear de Cµ e coletamos os coeĄciente

de Cµ para

Cα1
Cα2
⋯Cαr

≙ ∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣∑
β⊢n

χβ(α1)⋯χβ(αr)
dr

β

(dβ

n!
∑
µ⊢n

χβ(µ)Cµ)
≙ ∑

µ⊢n

⎛
⎝
∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣
n!

∑
β⊢n

χβ(α1)⋯χβ(αr)
dr−1

β

χβ(µ)⎞⎠Cµ. (6.36)

Logo,

F (1) (α⃗, µ) ≙ ∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣
n!

∑
β⊢n

χβ(α1)⋯χβ(αr)
dr−1

β

χβ(µ). (6.37)

Em particular, se queremos fatorar a identidade, então µ ≙ ∥1n∥, o que nos leva a χβ(µ) ≙ dβ,

o que denotamos

F (1) (α⃗) ≙ ∣Cα1
∣⋯ ∣Cαr

∣
n!

∑
β⊢n

χβ(α1)⋯χβ(αr)
dr−2

β

. (6.38)

Quando as permutações pertencem a um grupo S2n, podemos ainda caracterizar o

produto pelo coset-tipo dos fatores. Agora, considerando que αi é o coset-tipo de σi, ou

seja, σi ∈Kαi
, temos

F (2)(α⃗) ≙ ∣Kα1
∣∣Kα2

∣⋯∣Kαr
∣(2n)! ∑

β⊢n

d2βωβ(α1)⋯ωβ(αr) (6.39)

r−uplas (σ1, σ2, ..., σr) tais que σ1σ2⋯σr ≙ id com coset-tipos (α1, α2, ..., αr) [99].

Para obter essa expressão procedemos como para a fórmula de Frobenius. Mas,

agora, vamos agrupar as permutações pelo coset-tipo, deĄnimos

Dµ ≙
d2µ(2n)! ∑π∈S2n

ωµ(π)π. (6.40)

Assim como {Eµ}, {Dµ} também são ortonormais entre si,

DµDλ ≙
d2µd2λ(2n)!2 ∑

π1,π2∈S2n

ωµ(π1)ωλ(π2)π1π2, fazendo ρ ≙ π1π2,

≙
d2µd2λ(2n)!2 ∑

ρ,π1∈S2n

ωµ(π1)ωλ(π−1

1 ρ)ρ, utilizando a Eq. (2.12),

≙
dµdλ(2n)! ∑ρ∈S2n

((2n)!
d2µ

ωµ(ρ)δµλ)ρ
≙ ( d2µ(2n)! ∑ρ∈Sn

ωµ(ρ)ρ) δµλ ≙Dµδµλ. (6.41)

Note que ωµ(π) não distingue entre as diferentes permutações π que possuem o mesmo

coset-tipo. Então, deĄnindo

Kµ ≙ ∑
π∈S2n

∥π∥≙µ

π, (6.42)
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a combinação linear das permutações de S2n com coset-tipo µ com coeĄcientes iguais a 1,

temos

Dλ ≙
d2λ(2n)! ∑µ⊢n

ωλ(µ)Kµ. (6.43)

Podemos também expressar Kα em função de Dλ

ωλ(α)Dλ ≙ ωλ(α) d2λ(2n)! ∑µ⊢n

ωλ(µ)Kµ

∑
λ⊢n

ωλ(α)Dλ ≙
1(2n)! ∑µ⊢n

(∑
λ⊢n

d2λωλ(α)ωλ(µ))Kµ, pela Eq. (2.13),

∑
λ⊢n

ωλ(α)Dλ ≙
1(2n)! ∑µ⊢n

(2n)!∣Kµ∣ Kµ

∑
λ⊢n

ωλ(α)Dλ ≙
1∣Kµ∣Kµ (6.44)

Então, para responder à pergunta de quantas são as r−uplas (σ1, ..., σr) tais que

seus coset-tipos são (α1, ..., αr) e o coset-tipo do produto σ1⋯σr é µ, devemos encontrar

F (2)(α⃗, µ) em

Kα1
⋯Kαr

≙ ∑
µ⊢n

F (2)(α⃗, µ)Kµ. (6.45)

De maneira análoga ao que foi feito para a fórmula de Frobenius, utilizamos a

ortonormalidade de {Dµ}
Kα1
⋯Kαr

≙ ∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣ ∑
β1,...,βr⊢n

ωβ1
(α1)⋯ωβr

(αr)Dβ1
⋯Dβr

.

≙ ∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣∑
β⊢n

ωβ(α1)⋯ωβ(αr)Dβ, pois DµDν ≙ δµνDν

≙ ∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣∑
β⊢n

ωβ(α1)⋯ωβ(αr)( d2β(2n)! ∑µ⊢n

ωβ(µ)Dµ)
≙ ∑

µ⊢n

⎛
⎝
∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣(2n)! ∑
β⊢n

d2βωβ(α1)⋯ωβ(αr)ωβ(µ)⎞⎠Dµ. (6.46)

Logo,

F (2)(α⃗, µ) ≙ ∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣(2n)! ∑
β⊢n

d2βωβ(α1)⋯ωβ(αr)ωβ(µ). (6.47)

Em particular, se estamos interessados em fatorações da identidade, devemos ter µ ≙ ∥1n∥
e ωβ(µ) ≙ 1, e denotamos

F (2)(α⃗) ≙ ∣Kα1
∣⋯ ∣Kαr

∣(2n)! ∑
β⊢n

d2βωβ(α1)⋯ωβ(αr). (6.48)

O último caso de fatorações que devemos discutir são originárias dos mergulhos

deĄnidos anteriormente. Com efeito, considere uma permutação π de Sn e seus respectivos

mergulhos πo e πe. Considere o efeito de aplicar πoπe a um bloco do matching trivial,
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digamos {2i − 1,2i}. Como πe atua nos índices pares e preserva os índices ímpares, Ącamos

com

πoπe ({2i − 1,2i}) ≙ πo ({2i − 1,2π(i)}) ; (6.49)

agora, lembrando que πo preserva os índices pares (e 2π(i) é par) e atua nos ímpares,

Ącamos com

πoπe ({2i − 1,2i}) ≙ {2π(i) − 1,2π(i)} ≙ {2k − 1,2k} , para algum 1 ⩽ k ⩽ n. (6.50)

Logo, πoπe não altera o matching trivial. Podemos dizer que todo produto πoπe corresponde

a uma permutação Hiperoctaedro. Mas será que podemos dizer que toda permutação do

Hiperoctaedro corresponde a um produto πoπe para algum π em Sn? A resposta é: não.

Pois, a partir de Sn, só podemos criar n! produtos do tipo πoπe e Hn tem 2nn! elementos.

Para identiĄcar os fatores faltantes, note que cada bloco do tipo {2k − 1,2k} é

invariante pela permutação (2k − 1 2k) (uma involução). Note que {id, (2k − 1 2k)} é uma

cópia de S2 que atua em índices diferentes. Podemos ter n cópias de S2 desse tipo. E

podemos combinar diferentes produtos dessas involuções e enxergá-los como permutações

de S2n. O subconjunto dessas involuções em S2n é denotado S⊗n
2

. Assim, S⊗n
2

é composto

por duas cópias de S2, uma que atua nos índices 1 e 2, {id, (1 2)}, e outra que atua nos

índices 3 e 4, {id, (3 4)}, vistas como permutações de S4, e S⊗n
2

é gerado por todas as

combinações de produtos destes conjuntos, temos S⊗n
2
≙ {id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)}.

Agora, olhemos para o resultado de aplicar πoπoσ, com σ ∈ S⊗n
2

, num bloco do

matching trivial, temos dois casos, pois a involução (2i − 1 2i) pode ou não fazer parte de

σ,

πoπeσ ({2i − 1,2i}) ≙
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
πoπe ({2i − 1,2i}) ≙ {2π(i) − 1,2π(i)}
πoπe ({2i,2i − 1}) ≙ {2π(i),2π(i) − 1} . (6.51)

Agora, de fato conseguimos representar uma permutação do Hiperoctaedro, duas

formas de obter o mesmo bloco do matching trivial. Além do mais, se contabilizarmos

quantos são os pares (π,σ), π ∈ Sn e σ ∈ S⊗n
2

, tais que πoπeσ, temos n! permutações em Sn

e 2n permutações em S⊗n
2

, o que totaliza 2nn!, precisamente a quantidade de permutações

no Hiperoctaedro.

Portanto, toda permutação h do Hiperoctaedro admite uma fatoração do tipo

h ≙ πoπeσ com πo ∈ S
(o)
n , πe ∈ S

(e)
n e σ ∈ S⊗n

2
.
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6.4 Demonstrações

6.4.1 Proposição 1

Começamos escrevendo o imanente como um produto de elementos de matriz do

tipo

Immγ(U) ≙ ∑
π∈Sn

χγ(π) n

∏
k≙1

Uk,π(k). (6.52)

E a média do módulo ao quadrado é

I
U
γ (N) ≙ ⟨∣Immγ(U)∣2⟩

U(N)
. (6.53)

Expandindo IUγ (N) em termos dos elementos de matriz, temos

I
U
γ ≙ ⟨∣∑

π∈Sn

n

∏
i≙1

χγ(π)Uiπ(i)∣
2⟩
U(N)

≙ ∑
π1,π2∈Sn

χγ(π1)χγ(π2) ⟨ n

∏
i≙1

Uiπ1(i)U
∗

iπ2(i)⟩
U(N)

. (6.54)

Podemos utilizar o maquinário das funções de Weingarten e obter uma expressão

para média dos elementos de matriz como uma soma sobre partições. Utilizando a Eq. (2.74),

temos

⟨ n

∏
i≙1

Uiπ1(i)U
∗

iπ2(i)⟩
U(N)

≙ ∑
σ,τ∈Sn

δσ (n⃗, n⃗) δτ (π1(n⃗), π2(n⃗))WN
U (σ−1τ), (6.55)

onde deĄnimos a seguinte notação para a lista de índices n⃗ ≙ (1,2, ..., n − 1, n).
Observe que em δτ (π1(n⃗), π2(n⃗)) as duas listas a serem veriĄcadas através de

τ são permutadas por π1 e π2. Podemos descrever os elementos da lista π1(n⃗) como

∥π(n⃗)∥i ≙ nπ(i), ao passo que ∥τ (π (n⃗))∥i ≙ ∥π (n⃗)∥τ(i) ≙ nπτ(i). Então, pela deĄnição na

Eq. (2.75), temos

δτ (π1(n⃗), π2(n⃗)) ≙ n

∏
i≙1

δ∥π1(n⃗)∥i∥π2(n⃗)∥τ(i)

≙

n

∏
i≙1

δnπ1(i)
nπ2(τ(i))

; (6.56)

façamos uma mudança de índices no produtório tal que i ≙ π−1
1
(k), com isso, obtemos

δτ (π1(n⃗), π2(n⃗)) ≙ n

∏
k≙1

δn
π1(π

−1

1
(k))

n
π2(τ(π

−1

1
(k)))

≙

n

∏
k≙1

δnkn
π2(τ(π

−1

1
(k)))

≙

n

∏
k≙1

δnkn
π2τπ−1

1
(k)
≙ δπ2τπ−1

1

(n⃗, n⃗). (6.57)
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Voltando à média do módulo do imanente, Ącamos com

I
U
γ (N) ≙ ∑

π1,π2∈Sn

σ,τ∈Sn

χγ(π1)χγ(π2)δσ (n⃗, n⃗) δπ2τπ−1

1

(n⃗, n⃗)WN
U (σ−1τ). (6.58)

Já que a lista n⃗ possui somente índices distintos, n⃗ ≙ (1,2, ..., n − 1, n), tanto δσ(n⃗, n⃗)
e δπ2τπ−1

1

(n⃗, n⃗) serão diferentes de zero se, e somente se, cada permutação corresponder à

identidade, ou seja, σ ≙ id e π2τπ
−1
1
≙ id. A soma sobre σ desaparece e se escrevemos τ em

função de π1 e π2, τ ≙ π−1
2
π1, Ącamos apenas com as somas sobre π1 e π2

I
U
γ (N) ≙ ∑

π1,π2∈Sn

χγ(π1)χγ(π2)WN
U (π−1

2 π1). (6.59)

Podemos expandir a função de Weingarten unitária como uma soma sobre caracteres,

Eq. (2.76), e utilizar a relação de ortogonalidade entre caracteres na Eq. (2.5),

I
U
γ (N) ≙ ∑

π1,π2∈Sn

χγ(π1)χγ(π2)⎛⎝
1

n!
∑
λ⊢n

χλ(σ) dλ

∥N∥(1)λ

⎞
⎠

≙
1

n!
∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

dλ

∥N∥(1)λ

∑
π2∈Sn

χγ(π2)( ∑
π1∈Sn

χγ(π1)χλ(π1π
−1

2 ))

≙
1

n!
∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

dλ

∥N∥(1)λ

n!δλ,γ

dγ

( ∑
π2∈Sn

χγ(π2)χγ(π2))) , pela Eq. (2.5)

≙
n!

∥N∥(1)γ

. (6.60)

Em particular,

∥N∥(1)∥n∥ ≙
1

∏
i≙1

n

∏
j≙1

(N + j − i) ≙ n

∏
j≙1

(N + j − i) ≙ (N + n − 1)!(N − 1)! , (6.61)

o que nos leva ao valor médio para o permanente,

⟨∣Pern(U)∣2⟩
U
≙ n!

(N − 1)!(N + n − 1)! . (6.62)

Os primeiros exemplos são

⟨∣Per1(U)∣2⟩
U
≙

1

N
(6.63)

⟨∣Per2(U)∣2⟩
U
≙

2

N (N + 1) (6.64)

⟨∣Per3(U)∣2⟩
U
≙

6

N (N + 1) (N + 2) (6.65)

⟨∣Per4(U)∣2⟩
U
≙

24

N (N + 1) (N + 2) (N + 3) . (6.66)
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Por outro lado,

∥N∥(1)∥1n∥ ≙
n

∏
i≙1

1

∏
j≙1

(N + j − i) ≙ n

∏
i≙1

(N + 1 − i) ≙ N !(N − n + 1)! , (6.67)

o que nos leva à média para o determinante

⟨∣Detn(U)∣2⟩
U
≙ n!
(N − n + 1)!

N !
. (6.68)

Os primeiros exemplos são

⟨∣Det1(U)∣2⟩
U
≙ 1 (6.69)

⟨∣Det2(U)∣2⟩
U
≙

2

N
(6.70)

⟨∣Det3(U)∣2⟩
U
≙

6

N (N − 1) (6.71)

⟨∣Det4(U)∣2⟩
U
≙

24

N (N − 1) (N − 2) . (6.72)

Como esperado de matrizes unitárias, lim
n→N
⟨∣Detn(U)∣2⟩

U
≙ 1.

6.4.2 Proposição 2

Se nos restringirmos ao imanente mais simples, o permanente, que deriva da partição

γ ≙ ∥n∥. Lembremos que χ∥n∥(π) ≙ 1 para qualquer permutação π em Sn, isto produz um

imanente em que as parcelas de produtos de elementos de matriz tem todas peso igual a

1. Seja Pern(U) o permanente de um bloco diagonal superior de tamanho n × n de uma

matriz unitária U de tamanho N . Denotemos

Pn(N) ≙ ⟨∣Pern(U)∣4⟩
U(N)

. (6.73)

Expandindo em termos dos elementos de matriz,

Pn(N) ≙ ∑
a,b,c,d∈Sn

⟨ n

∏
i≙1

Ua(i)iUb(i)iU
∗

ic(i)U
∗

id(i)⟩
U(N)

. (6.74)

Utilizando a função de Weingarten, Eq. (2.76), Ącamos com

Pn(N) ≙ ∑
a,b,c,d∈Sn

∑
σ,τ∈S2n

δσ (a(n⃗) ◇ b(n⃗), n⃗ ◇ n⃗) δτ (n⃗ ◇ n⃗, c(n⃗) ◇ d(n⃗))WN
U (σ−1τ), (6.75)

onde o símbolo ◇ representa uma intercalação de duas listas: i⃗ ◇ j⃗ ≙ (i1, j1, i2, j2, ..., in, jn).
Podemos mergulhar a, b, c, d ∈ Sn em S2n através dos mergulhos deĄnidos na

Sec. 6.3.1 e obter ao, co ∈ S
(o)
n (subconjunto das permutações de S2n que Ąxam os números

pares) e be, de ∈ S
(e)
n (subconjunto das permutações de S2n que Ąxam os números ímpares).

Com isso, se, por exemplo, a permutação a atua na lista intercalada da esquerda, a(n⃗)◇ n⃗,
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a permutação ao produz o mesmo resultado atuando sobre a lista intercalada como um

todo pois Ąxa as posições pares da lista, temos a(n⃗) ◇ n⃗ ≙ a (n⃗ ◇ n⃗). Além disso, podemos

incorporar as permutações que atuam nas listas na permutação que é veriĄcada pela δ,

como na Eq. (6.57),

Pn(N) ≙ ∑
a,b,c,d∈Sn

∑
σ,τ∈S2n

δσ (aobe(n⃗ ◇ n⃗), n⃗ ◇ n⃗) δτ (n⃗ ◇ n⃗, code(n⃗ ◇ n⃗))WN
U (σ−1τ)

≙ ∑
a,b,c,d∈Sn

∑
σ,τ∈S2n

δσb−1
e a−1

o
(n⃗ ◇ n⃗, n⃗ ◇ n⃗) δcodeτ (n⃗ ◇ n⃗, n⃗ ◇ n⃗)WN

U (σ−1τ). (6.76)

A quantidade δσb−1
e a−1

o
∥n⃗ ◇ n⃗, n⃗ ◇ n⃗∥ só é diferente zero em dois casos: quando a

permutação σb−1
e a
−1
o permuta ou não os índices pares e ímpares vizinhos, 2i − 1 e 2i, para

i ≙ 1, ..., n. Portanto, segue que a permutação b−1
e a
−1
o σ pertence ao grupo S⊗n

2
, deĄnido na

Sec 6.3.2. O mesmo vale para δcodeτ (n⃗ ◇ n⃗, n⃗ ◇ n⃗) e τcode. Escrevendo

τcode ≙ σ1 ∈ S
⊗n
2

b−1

e a
−1

o σ ≙ σ
−1

2 ∈ S
⊗n
2
, (6.77)

Ącamos com

Pn(N) ≙ ∑
a,b,c,d∈Sn

∑
σ1,σ2∈S

⊗n
2

WN
U (b−1

e a
−1

o σ2d
−1

e c
−1

o σ1)
≙ ∑

a,b,c,d∈Sn

∑
σ1,σ2∈S

⊗n
2

WN
U (σ1beaoσ2deco), (6.78)

onde apenas substituímos as permutações por seus inversos e utilizamos a propriedade

cíclica dos caracteres.

Em Sn, sempre podemos encontrar algum ρ tal que ao ≙ boρo. Para veriĄcar esse

fato, começamos com ao, bo ∈ S
(o)
n , temos

ao ≙ ao

≙ (bob
−1

o )ao

≙ bo (b−1

o ao) , faça b−1

o ao ≙ ρo

≙ boρo, (6.79)

por Ąm, aplicamos a inversão do mergulho deĄnido na Sec 6.3.1 a Ąm de encontrar um

representante ρo para Sn, digamos ρ. Da mesma forma, podemos mostrar que existe θ ∈ Sn

tal que co ≙ doθo. Temos

Pn(N) ≙ ∑
ρ,b,θ,d∈Sn

∑
σ1,σ2∈S

⊗n
2

WN
U (σ1beboρoσ2dedoθo). (6.80)

Conforme discutimos na Sec. 6.3.2, podemos identiĄcar duas permutações do

Hiperoctaedro fatoradas. Façamos σ1bebo ≙ h1 e σ2dedo ≙ h2, com h1, h2 ∈Hn. Então,

Pn(N) ≙ ∑
ρ,θ∈Sn

∑
h1,h2∈Hn

WN
U (h1ρoh2θo)

≙
1(2n)! ∑ρ,θ∈Sn

∑
h1,h2∈Hn

∑
µ⊢2n

ℓ(µ)≤N

dµ

χµ(h1ρoh2θo)
∥N∥(1)µ

, (6.81)
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onde escrevemos a função de Weingarten unitária como uma soma sobre caracteres do

grupo de permutações, como na Eq. (2.76).

Nos concentrando em uma das somas sobre o Hiperoctaedro, pela Eq. (2.10), vemos

∑
h1∈Hn

χµ(h1ρoh2θo) ≙ 2nn!ωλ (ρoh2θo) δµ,2λ, (6.82)

ou seja, esta soma só é diferente de zero quando a partição µ ⊢ 2n corresponder a uma

partição dobrada µ ≙ 2λ, com λ ⊢ n; e, nesse caso, é proporcional à função esférica zonal

ωλ. Logo,

Pn(N) ≙ 2nn!(2n)! ∑ρ,θ∈Sn

∑
h2∈Hn

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λ

ωλ(ρoh2θo)
∥N∥(1)

2λ

. (6.83)

Vimos que a função esférica zonal ωλ depende apenas do coset-tipo de seu argumento

η ≙ ρoh2θo, Sec. 2.1.1. Dito isto, podemos substituir as somas sobre permutações agrupando-

as pelos seus respectivos coset-tipos. Mas, como ρo e θo são obtidos através dos mergulhos

deĄnidos na Sec. 6.3.1, seus coset-tipo correspondem aos ciclo-tipos de ρ e θ, deĄnamos

α1 ≙ ct (ρ) e α2 ≙ ct (θ). Ora, existem ∣Cαi
∣ com ciclo-tipo αi. O coset-tipo de h2 é ∥1n∥, pois

pertence ao Hiperoctaedro, temos ∣K∥1n∥∣ ≙ 2nn! permutações com coset-tipo ∥1n∥. Por Ąm,

se α3 é o coset-tipo de η e η ≙ ρoh2θo ou, escrevendo como uma fatoração da identidade,

η−1ρoh2θo ≙ id. Procuramos o número de 4−uplas (η, ρo, h2, θ0) tal que seus coset-tipos são

(α3, α1, ∥1n∥, α2) que fatoram a identidade. A resposta encontra-se na Eq. (6.39)

∣Cα1
∣∣Cα2
∣∣Kα3

∣∣K1n ∣∑
β⊢n

d2β(2n)!ωβ(α1)ωβ(α2)ωβ(α3)ωβ(1n). (6.84)

Note que ∣Kα1
∣ e ∣Kα2

∣, da Eq. (6.39), foram substituídos por ∣Cα1
∣ e ∣Cα2

∣, respectivamente,

pois, conforme comentamos ρo e θo vieram dos mergulhos.

Já que ∣K1n ∣ ≙ 2nn! e ωβ(1n) ≙ 1, Ącamos com

Pn(N) ≙ ( 2nn!(2n)!)
2

∑
α1,α2,β⊢n

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣d2βd2λ

∥N∥(1)
2λ

ωβ(α1)ωβ(α2)(∑
α3⊢n

∣Kα3
∣ωβ(α3)ωλ(α3)) .

(6.85)

Utilizando a relação de ortogonalidade entre funções esféricas, Eq. (2.12), obtemos

Pn(N) ≙ (2nn!)2(2n)! ∑
α1,α2⊢n

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣ d2λ

∥N∥(1)
2λ

ωλ(α1)ωλ(α2). (6.86)

Em seguida, deĄnimos

gλ ≙ ∑
α⊢n

∣Cα∣ωλ(α) (6.87)

e escrevemos

Pn(N) ≙ (2nn!)2(2n)! ∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(1)
2λ

g2

λ. (6.88)
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O valor de gλ pode ser calculado através da Eq. (2.33), que nos permite expressar

um polinômio zonal como uma combinação linear de séries de potências

Zλ(X) ≙ ∑
µ⊢n

∣Kµ∣
2nn!

ωλ(µ)pµ(X). (6.89)

Substituindo a Eq. (2.9), conseguimos enxergar os componentes gµ aparecendo,

Zλ(X) ≙ 2n ∑
µ⊢n

∣Cµ∣
2ℓ(µ)ωλ(µ)pµ(X). (6.90)

Agora, escolhemos X como a matriz identidade de ordem 2, seus autovalores são (1,1).
Pela Eq. (2.20), temos

pµ(1,1) ≙ ℓ(µ)

∏
i≙1

(1µi + 1µi) ≙ 2ℓ(µ). (6.91)

Donde concluímos que

Zλ(1,1) ≙ 2n ∑
λ⊢n

∣Cµ∣ωλ(µ) ≙ 2ngλ. (6.92)

Por Ąm, podemos calcular o valor de Zλ (1,1) através da Eq. (2.36), com N ≙ 2,

Zλ (1,1) ≙ ℓ(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(2j − i + 1) . (6.93)

Note que se λ tem comprimento maior que 2, o produtório acima necessariamente visita

a caixa na posição (3,1), que faz com que Zλ (1,1) ≙ 0. Por outro lado, escrevendo

λ ≙ ∥λ1, λ2∥, temos

Zλ (1,1) ≙ ℓ(λ)

∏
i≙1

λi

∏
j≙1

(2j − i + 1)
≙

λ1

∏
j≙1

(2j) λ2

∏
j≙1

(2j − 1)
≙ (2λ1)!!(2λ2 − 1)!! ≙ 2λ1λ1!(2λ2)!

2λ2λ2

. (6.94)

Se notamos que 2n ≙ 2λ1+λ2 , obtemos

g(λ1,λ2) ≙
λ1!(2λ2)!

4λ2λ2!
(6.95)

Os primeiros valores das médias Pn(N) ≙ ⟨∣Pern(U)∣4⟩
U(N)

são

P1(N) ≙ 2

N(N + 1) (6.96)

P2(N) ≙ 4(3N2 −N + 2)
N2(N − 1)(N + 1)(N + 2)(N + 3) (6.97)

P3(N) ≙ 144(N2 +N + 4)
N2(N − 1)(N + 1)(N + 2)(N + 3)(N + 4)(N + 5) (6.98)

P4(N) ≙ 576(5N4 + 30N3 + 127N2 + 294N + 264)
N2(N − 1)(N + 1)2(N + 2)2(N + 3)(N + 4)(N + 5)(N + 6)(N + 7) (6.99)
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Para obtermos expressões assintóticas para N ≫ 1 usamos o fato de que ∥N∥(1)
2λ ∼

N2n e a relação de ortogonalidade entre funções esféricas zonais, Eq. (2.12)

Pn(N) ∼ (2nn!)2(2n)! ∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λg
2

λ

≙
(2nn!)2(2n)! ∑

α1,α2⊢n
ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣ (∑

λ⊢n

d2λωλ(α1)ωλ(α2))

≙
(2nn!)2(2n)! ∑

α1,α2⊢n
ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣ (2n)!∣Kα1

∣ δα1α2
, pela Eq. (2.13)

≙
n!

N2n
∑
α

∣Cα∣2ℓ(α), pela Eq. (2.9)

≙
n!(n + 1)!
N2n

, (6.100)

onde a última equação é obtida fazendo x ≙ 2 no polinômio índice de ciclos do grupo de

permutações, com

∑
π∈Sn

xℓ(π) ≙ x(x + 1)⋯(x + n − 1). (6.101)

6.4.3 Proposição 3

Seguindo as notações anteriores, deĄnamos

I
C
γ (N) ≙ ⟨∣Immγ(U)∣2⟩COE(N)

. (6.102)

Novamente, escrevemos o imanente em termos dos elementos de matriz

I
C
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

χγ(a)χγ(b) ⟨ n

∏
i≙1

Ua(i)iU
∗

ib(i)⟩
COE(N)

. (6.103)

Através da Eq. (2.84), podemos calcular a média em termos da função de Weingarten

do Ensemble Circular Ortogonal (COE)

⟨Ui1i2
...Ui2n−1i2n

U∗j1j2
...U∗j2n−1j2n

⟩
COE(N)

≙ ∑
τ∈S2n

δτ (⃗i, j⃗)WCOE(τ,N). (6.104)

E obtemos

I
C
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

χγ(a)χγ(b) ∑
τ∈S2n

δτ (a(n⃗) ◇ n⃗, n⃗ ◇ b(n⃗))WN+1

O (τ). (6.105)

Assim como Ązemos para o segundo momento do permanente, vamos mergulhar a e b em

S2n. Assim, através de a obtemos ao ∈ S
(o)
n (que atua nos índices ímpares e preserva os

pares), e através de b, obtemos be ∈ S
(e)
n (que atua nos índices pares e preserva os ímpares).

Desse modo, a(n⃗) ◇ n⃗ ≙ ao (n⃗ ◇ n⃗) e n⃗ ◇ b(n⃗) ≙ be (n⃗ ◇ n⃗). Assim, podemos trazer ao e be

para junto de τ

δτ (ao(n⃗ ◇ n⃗), be(n⃗ ◇ n⃗)) ≙ δbeτa−1
o
(n⃗ ◇ n⃗, n⃗ ◇ n⃗) . (6.106)
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Assim, como antes, quando δπ veriĄca se uma lista duplicada satisfaz a permutação

π, esta deve pertencer ao grupo S⊗n
2

, conforme discutimos na Sec 6.3.2. Fazendo beτa−1
o ≙ σ

temos

I
C
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

∑
σ∈S⊗n

2

χγ(a)χγ(b)WN+1

O (b−1

e σao). (6.107)

A função de Weingarten depende somente do coset-tipo do argumento, b−1
e σao.

Então, podemos empregar novamente um agrupamento na soma através do coset-tipo

de b−1
e σao ≙ η. Então, procuramos o número de fatorações da identidade, b−1

e σaoη−1 ≙ id,

tais que (ao, σ, be, η) tenham coset-tipos (α1, ∥1n∥, α2, α3), note que apesar de que as

permutações em S⊗n
2

tenham coset-tipo ∥1n∥ temos S⊗n
2
≠Hn. Já que ao e be são provenientes

dos mergulhos, seus coset-tipos correspondem ao ciclo-tipos de a (ou seja, a ∈ Cα1
) e b (ou

seja, b ∈ Cα2
), então, o número de fatorações de cada tipo é

∣Cα1
∣∣Cα2
∣∣Kα3

∣∣S⊗n
2
∣∑
β⊢n

d2β(2n)!ωβ(α1)ωβ(α2)ωβ(α3)ωβ(∥1n∥), (6.108)

lembrando que ∣S⊗n
2
∣ ≙ 2n e ωβ(∥1n∥) ≙ 1.

Podemos expressar a função de Weingarten do COE como uma combinação linear

de funções esféricas e utilizar relações de ortogonalidade

I
C
γ (N) ≙ ∑

α1,α2

α3,β ⊢n

χγ(α1)χγ(α2)(2n∣Cα1
∣∣Cα2
∣∣Kα3

∣ d2β(2n)!ωβ(α1)ωβ(α2)ωβ(α3))WN+1

O (α3)

≙
4nn!(2n)!2 ∑

α1,α2

β,λ ⊢n

χγ(α1)χγ(α2)∣Cα1
∣∣Cα2
∣ d2βd2λ

∥N + 1∥(2)λ

ωβ(α1)ωβ(α2)(∑
α3⊢n

∣Kα3
∣ωβ(α3)ωλ(α3))

≙
4nn!(2n)!2 ∑

α1,α2

β,λ ⊢n

χγ(α1)χγ(α2)∣Cα1
∣∣Cα2
∣ d2βd2λ

∥N + 1∥(2)λ

ωβ(α1)ωβ(α2)(2n)!
d2λ

δβλ

≙
4nn!(2n)! ∑

α1,α2λ⊢n

χγ(α1)χγ(α2)∣Cα1
∣∣Cα2
∣ d2λ

∥N + 1∥(2)λ

ωλ(α1)ωλ(α2)
≙

4nn!(2n)! ∑λ⊢n

(∑
α⊢n

∣Cα∣χγ(α)ωλ(α)) d2λ

∥N + 1∥(2)λ

, (6.109)

identiĄcando

Gλ,γ ≙ ∑
α⊢n

∣Cα∣ωλ(α)χγ(α), (6.110)

obtemos

I
C
γ (N) ≙ 4nn!(2n)! ∑λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N + 1∥(2)λ

G2

λ,γ. (6.111)

where Gλ,γ é uma generalização da Eq.(6.9) de forma que gλ ≙ Gλ,(n).
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Os exemplos mais simples (quando γ ≙ ∥n∥) são

I
C
∥1∥(N) ≙ 2

N + 1
(6.112)

I
C
∥2∥(N) ≙ 2(3N + 1)

N(N + 1)(N + 3) (6.113)

I
C
∥3∥(N) ≙ 24

N(N + 3)(N + 5) (6.114)

I
C
∥4∥(N) ≙ 24(5N2 + 20N + 23)

N(N + 1)(N + 2)(N + 3)(N + 5)(N + 7) . (6.115)

Procedendo como na Sec. 6.4.2, para obtermos expressões assintóticas para N ≫ 1

usamos o fato de que ∥N + 1∥(2)λ ∼ N
n e a relação de ortogonalidade entre funções esféricas

zonais, Eq. (2.12)

I
C
γ (N) ∼ (2nn!)2(2n)! ∑

λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λG
2

λ,γ

≙
(2nn!)2(2n)! ∑

α1,α2⊢n
ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣χγ(α1)χγ(α2)(∑

λ⊢n

d2λωλ(α1)ωλ(α2))

≙
(2nn!)2(2n)! ∑

α1,α2⊢n
ℓ(λ)≤N

∣Cα1
∣∣Cα2
∣χγ(α1)χγ(α2)(2n)!∣Kα1

∣ δα1α2
, pela Eq. (2.13)

≙
n!

N2n
∑
α

∣Cα∣2ℓ(α)χγ(α)2, pela Eq. (2.9). (6.116)

Quando γ ≙ ∥n∥, temos χ∥n∥(α) ≙ 1 e podemos proceder como no Ąnal da Sec. 6.4.2

e obter

I
C
∥n∥(N) ∼ (n + 1)!

Nn
+O ( 1

Nn+1
) . (6.117)

6.4.4 Proposição 4

Quando olhamos para ⟨(Immγ(U))k⟩
O(N)

, é possível perceber que essa média vale

zero quando k é ímpar. Isto ocorre porque, como veremos a diante, ao utilizarmos a

Eq. (2.79), a função ∆σ receberá como entrada uma lista de comprimento ímpar. Ora,

mas, sendo σ um matching, representado por uma permutação de S2n, o resultado de ∆σ

é sempre nulo. Portanto, devemos nos preocupar apenas com os momentos de ordem par.

O momento não nulo mais simples é

I
O
γ (N) ≙ ⟨(Immγ(U))2⟩

O(N)
. (6.118)

Como esperado, expandimos o imanente em termos dos elementos de matriz

I
O
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

χγ(a)χγ(b) ⟨ n

∏
i≙1

Ui,a(i)Ui,b(i)⟩
O(N)

, (6.119)
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podemos ainda, implementar uma mudança na ordem do produtório dado pela permutação

a, ou seja, substituímos i por a−1(i) e, em seguida substituindo a−1 por a, temos

I
O
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

χγ(a)χγ(b) ⟨ n

∏
i≙1

Ua(i),iUa(i),ba(i)⟩
O(N)

(6.120)

Utilizando as funções de Weingarten do grupo Ortogonal, segundo Eq. (2.79),

podemos expressar a média por

I
O
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

∑
τ∈Mn

χγ(a)χγ(b)∆σ∥a(n⃗) ◇ a(n⃗)∥∆τ ∥n⃗ ◇ ba(n⃗)∥WN
O (σ−1τ). (6.121)

Olhando para ∆σ∥a(n⃗) ◇ a(n⃗)∥, mesmo que a permutação a mude a ordem das listas, a

forma intercalada de a(n⃗) ◇ a(n⃗) é mantida. Assim, σ deve corresponder ao matching

trivial. E Ącamos com

I
O
γ (N) ≙ ∑

a,b∈Sn

∑
τ∈Mn

χγ(a)χγ(b)∆τ ∥n⃗ ◇ ba(n⃗)∥WN
O (τ). (6.122)

Fazendo ba ≙ π, temos a ≙ b−1π. Mergulhando π em S2n, obtemos πe e

∆τ ∥n⃗ ◇ π(n⃗)∥ ≙∆πeτ ∥n⃗ ◇ (n⃗)∥. (6.123)

E, daí, segue que πeτ deve corresponder ao matching trivial que é representado pela

identidade de S2n. Logo, devemos ter τ ≙ π−1
e e

I
O
γ (N) ≙ ∑

b,π∈Sn

χγ(b−1π)χγ(b)WN
O (π−1

e ). (6.124)

A soma sobre b ∈ Sn pode ser obtida usando-se a relação de ortogonalidade entre

caracteres, Eq. (2.5),

I
O
γ (N) ≙ n!

dγ
∑

π∈Sn

χγ(π)WN
O (π−1

e ). (6.125)

A função de Weingarten do grupo Ortogonal depende apenas do coset-tipo do

argumento, mas sabemos que o coset-tipo de πe corresponde ao ciclo-tipo de π. Então,

podemos agrupar a soma sobre Sn pelo ciclo-tipo das permutações

I
O
γ (N) ≙ n!

dγ
∑
µ⊢n

χγ(µ)∣Cµ∣WN
O (µ). (6.126)

Escrevendo explicitamente a função de Weingarten, obtemos

I
O
γ (N) ≙ n!

dγ
∑
µ⊢n

∣Cµ∣χγ(µ)
⎛⎜⎜⎝

2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(2)λ

ωλ(µ)
⎞⎟⎟⎠

≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(2)λ

(∑
µ⊢n

∣Cµ∣χγ(µ)ωλ(µ))

≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑λ⊢n
ℓ(λ)≤N

d2λ

∥N∥(2)λ

Gλ,γ. (6.127)
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Os primeiros exemplos do imanente mais simples, o permanente, são

I
O

∥1∥(N) ≙ 1

N
(6.128)

I
O

∥2∥(N) ≙ 2(N − 1) (N + 2) (6.129)

I
O

∥3∥(N) ≙ 6

N (N − 1) (N + 4) (6.130)

I
O

∥4∥(N) ≙ 24

N (N − 1) (N + 1) (N + 6) (6.131)

(6.132)

Para obter a expansão assintótica, notamos que para N ≫ 1 temos ∥N∥(2)λ ∼ N
n, e

I
O
γ (N) ∼ n!

dγ

2nn!(2n)! ∑λ⊢n

d2λ

Nn
Gλ,γ

≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑λ⊢n

d2λ

Nn
∑
µ⊢n

∣Cµ∣χγ(µ)ωλ(µ)
≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑µ⊢n

∣Cµ∣
Nn

χγ(µ)∑
λ

d2λωλ(µ)
≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑µ⊢n

∣Cµ∣
Nn

χγ(µ)∑
λ⊢n

d2λωλ(µ)ωλ(∥1n∥), pois ωλ(∥1n∥) ≙ 1 ∀λ

≙
n!

dγ

2nn!(2n)! ∑µ⊢n

∣Cµ∣
Nn

χγ(µ)(2n)!
2nn!

δα,1n , pelas Eqs. 2.13 e 2.9

≙
n!

Nn
, pois χγ(∥1n∥) ≙ dγ. (6.133)

Através do cálculo de casos particulares, nos convencemos de que a seguinte

identidade é verdadeira

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

d2λ

Zλ(1N)Gλ,γ ≙
(2n)!
2nn!

dγ{N}γ

, (6.134)

onde Zλ(1N) ≙ ∥N∥(2)λ são polinômios zonais avaliados na matriz identidade. E, de fato, é

verdadeira. Chapuy e Doşęga [51] conseguiram provar a conjectura, por meio de um teorema

no contexto de números de Hurwitz, onde a conjectura surge como uma consequência.

Com isso, conseguimos expressar a média do módulo quadrado de imanentes para o grupo

Ortogonal de maneira muito semelhante àquela do grupo unitário, Eq. (6.7)

I
O
γ (N) ≙ n!{N}γ

, (6.135)

onde {N}γ é um polinômio proporcional à dimensão das representações das representações

irredutíveis do grupo Ortogonal, isto é, se oλ(X) é o caractere irredutível da representação

λ de O(N), então {N}γ é proporcional a oλ(1N). Utilizando as Eqs. (2.65) e (2.66), alguns
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exemplos são

{x}∥1∥ ≙ x {x}∥2∥ ≙ x(x + 1) {x}∥3∥ ≙ x(x + 1)(x + 2)
{x}∥1,1∥ ≙ x(x − 1) {x}∥2,1∥ ≙ x(x + 1)(x − 1)

{x}∥13∥ ≙ x(x − 1)(x − 2)
. (6.136)

Visto a validade da conjectura para o grupo Ortogonal, é natural nos perguntarmos

sobre sua validade para matrizes simpléticas. O conjunto das matrizes simpléticas forma

também um grupo, o grupo Simplético, Sp(2N). O grupo pode ser visto como um subgrupo

de U(2N), composto pelas matrizes S cuja inversa é dada pela matriz dual

SSD ≙ SDS ≙ I2N , (6.137)

onde

SD ≙ JStJ t, (6.138)

em que

J ≙
⎛
⎝

0N IN

−IN 0N

⎞
⎠ (6.139)

Nessa versão da conjectura, deĄnimos um análogo de Gλ,γ,

G′λ,γ ≙ ∑
µ⊢n

∣Cµ∣ψλ(µ)χγ(µ), (6.140)

onde ψλ(µ) são as funções esféricas torcidas do par de Gelfand (S2n,Hn) [100]. Elas são

dadas através da introdução do sinal da permutação numa deĄnição semelhante à das

funções zonais esféricas

ψλ(σ) ≙ 1∣Hn∣ ∑ξ∈Hn

ε (ξ)χλ∪λ (ξσ) , (6.141)

onde o sinal da permutação vale ε (ξ) ≙ (−1)n−ℓ(ct(ξ)) e a partição λ ∪ λ é uma partição de

2n construída a partir de λ ⊢ n com λ ∪ λ ≙ ∥λ1, λ1, λ2, λ2, ..., λk, λk∥, é equivalente a λ ◇ λ.

Assim como as funções esféricas zonais, as funções esféricas torcidas seguem relações de

ortogonalidade semelhantes.

Além disso, temos os polinômios zonais torcidos, Z ′(X). Avaliado na matriz identi-

dade, temos Z ′λ(1N) ≙ 2n∥N∥(1/2)λ [100]. Por Ąm, denotamos ⟨N⟩γ ≙ n!

dγ
spλ(1N) polinômios

na variável N proporcionais à dimensão das representações irredutíveis de Sp(2N). Então,

conjecturamos que

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

dλ∪λ

Z ′λ(1N)G′λ,γ ≙
(2n)!
2nn!

dγ⟨N⟩γ . (6.142)
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6.4.5 Proposição 5

Nessa seção, veremos alguns casos de polinômios gerados por médias do permanente.

O caso mais simples é

⟨PerN (U − z)⟩ (6.143)

Como de costume, escrevemos

Pern(X) ≙ ∑
π∈Sn

n

∏
i≙1

Xi,π(i). (6.144)

Note que Xij ≙ Uij − zδij. A Ąm, de utilizar o maquinário das funções de Weingarten

precisamos isolar os elementos de matriz de U da variável do polinômio z. Isto pode ser

feito identiĄcando o conjunto das partes de {1,2, ..., n}. Com isso, podemos escrever o

permanente como

Pern(U − z) ≙ ∑
P ∈P

∑
π∈SP

∏
i∈P

Ui,π(i)(−z)n−∣P ∣, (6.145)

onde P é somado sobre o conjunto de partes de {1,2, ..., n}, o grupo SP contém todas as

bijeções de P em si mesmo (ou seja, todas as permutações sobre o conjunto P ) e ∣P ∣ é a

cardinalidade de P (isto é, o número de elementos de P ). Note que P contém todos os

subconjuntos que podem ser gerados a partir de {1,2, ..., n}, em particular, ∅ e {1,2, ..., n};
e ∣P ∣ ≙ 2n.

Então, temos

⟨Pern(U − z)⟩G ≙ ∑
P ∈P

∑
π∈SP

⟨∏
i∈P

Ui,π(i)(−z)n−∣P ∣⟩
G

≙ ∑
P ∈P

∑
π∈SP

(−z)n−∣P ∣ ⟨∏
i∈P

Ui,π(i)⟩
G

. (6.146)

Observe que nesse caso, a média ⟨∏i∈P Ui,π(i)⟩G não corresponde à média de um valor

positivo (isto é, não temos algo do tipo ∣⋅∣2). Portanto, a média deve ser nula para qualquer

P não nulo. Então, o único subconjunto possível é P ≙ ∅, de modo que

⟨Pern(U − z)⟩G ≙ (−z)n , (6.147)

onde G corresponde aos ensembles abordados aqui, G ≙ U(N),O(N),COE.

Agora, abordaremos o polinômio em duas variáveis, dado por

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩G . (6.148)

Utilizando a mesma escrita do permanente como uma soma sobre o conjunto das

partes, temos

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩G ≙ ∑

P1,P2⊂{1,...,n}
(−z1)n−∣P1∣(−z2)n−∣P2∣ ∑

π1∈SP1

π2∈SP2

EG(π1, π2) (6.149)
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onde

EG(π1, π2) ≙ ⟨∏
i∈P1

∏
j∈P2

Ui,π1(i)U
∗

j,π2(j)⟩
G

. (6.150)

Antes de mais nada, P1 e P2 devem ter a mesma cardinalidade, caso contrário, Ąca

óbvio que não temos elementos do tipo ∣⋅∣2 para calcular a média, resultando num valor

nulo. O outro ponto que devemos levar em consideração é que as listas de índices que

especiĄcam o bloco diagonal superior não possuem índices repetidos, então, pelo mesmo

motivo, devemos ter P1 ≙ P2 ≙ P , não podemos ter algo como P1 ≙ {1,2} e P2 ≙ {1,3}, por

exemplo. Com isso, fazendo z ≙ 0 na Eq. (6.145), temos

EG(π1, π2) ≙ ⟨∏
i,j∈P

Ui,π1(i)U
∗

j,π2(j)⟩
G

≙ ⟨∣PerP (U)∣2⟩G . (6.151)

Note que, desde que o bloco escolhido seja diagonal, a média do permanente não

depende dos nomes dos índices. Então, ⟨∣PerP (U)∣2⟩G ≙ ⟨∣Perm(U)∣2⟩G para todo conjunto

P tal que ∣P ∣ ≙m. O número de subconjuntos de cardinalidade m que pode ser formado

a partir de um conjunto de cardinalidade n (lembrando que nesse caso, o conjunto é

{1, ..., n}) é uma combinação (n

m
). Dessa forma, temos uma expressão para os polinômios

gerados pelo permanente

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩G ≙

n

∑
m≙0

(n
m
)(z1z2)n−m ⟨∣Perm(U)∣2⟩G . (6.152)

Para o grupo Unitário, temos

⟨∣Perm(U)∣2⟩
U(N)

≙
n!

∥N∥(1)∥m∥ ≙m!
(N − 1)!(N +m − 1)! , (6.153)

e, em particular

⟨Pern(U − z1)Pern(U ‖
− z2)⟩

U
≙

n

∑
m≙0

(n
m
)(z1z2)n−mm!

(N − 1)!(N +m − 1)!
≙

n

∑
m≙0

n!(n −m)! (N − 1)!(N + n − 1)!(z1z2)n−m (6.154)

Os exemplos mais simples são

⟨Per0(U − z1)Per0(U ‖
− z2)⟩

U
≙ 1 (6.155)

⟨Per1(U − z1)Per1(U ‖
− z2)⟩

U
≙
z1z2 + 1

N
(6.156)

⟨Per2(U − z1)Per2(U ‖
− z2)⟩

U
≙
z2

1
z2

2
+ 2z1z2 + 2

N (N + 1) (6.157)

⟨Per3(U − z1)Per3(U ‖
− z2)⟩

U
≙
z3

1
z3

2
+ 3z2

1
z2

2
+ 6z1z2 + 6

N (N + 1) (N + 2) (6.158)





137

7 Conclusão

Neste trabalho, foram condensados uma série de artigos na qual abordamos o

espalhamento quântico [41, 42, 43, 50]. Estudamos espalhamento quântico através de uma

cavidade com dinâmica caótica através da matriz espalhamento associada a ela. Os estudos

ocorreram através de duas perspectivas.

Na primeira perspectiva, empregamos aproximação semiclássica para modelar os

elementos da matriz de espalhamento para estudarmos transporte eletrônico através de

uma cavidade. Com isso, o cálculo de um momento de transporte resume-se a integrais no

espaço de fase que dão origem a regras diagramáticas associadas às trajetórias. Para obter a

soma sobre trajetórias utilizamos uma integral matricial que as mimetizam. Aplicamos esta

técnica a dois casos: uma cavidade com três guias, sendo ideais as guias de entrada e saída,

e, a terceira acoplada à cavidade por uma barreira de tunelamento; no segundo caso, uma

cavidade com duas guias, ambas acopladas à cavidade por barreiras de tunelamento. Cabe

ressaltar que, através desse método, obtemos uma série perturbativa na(s) probabilidade(s)

de reflexão da(s) barreira(s) cujos coeĄcientes são funções exatas das quantidades de canais

disponíveis, diferentemente dos resultados obtidos através da aplicação da RMT que são

válidos no regime M ≫ 1.

Para a cavidade com três guias, considerando o transporte através das guias ideais,

obtivemos uma expressão para momentos de transporte generalizados na ausência de

Simetria de Reversão Temporal, Eq. (4.26). Aplicamos a expressão para calcularmos a

condutância, a variância da condutância, o fator Fano e o terceiro cumulante em três

regimes: número de canais simétricos N1 ≙ N2 ≙ N3; regime quântico na guia com barreira,

N3 ≙ 1; e regime quântico nas guias ideais, N1 ≙ N2 ≙ 1. Para o último identiĄcamos

expressões simples em função da probabilidade de reflexão da barreira. Na presença de

Simetria de Reversão Temporal, obtivemos apenas a condutância em duas situações:

considerando o transporte através das guias ideais, Eq. (4.95); e considerando o transporte

entre uma guia ideal e a guia com barreira, Eq. (4.126).

Para a cavidade com duas guias, obtivemos expressões para a condutância na

ausência (Eq. (5.29)) e na presença (Eq. (5.63)) de Simetria de Reversão Temporal.

Quando as barreiras nas guias são idênticas e a Simetria de Reversão Temporal está

ausente, podemos obter uma expressão para momentos generalizados, através da função

de Schur, Eq. (5.151), e também uma expressão fechada para a condutância, Eq. (5.41),

composta por um termo linear e uma correção exponencial, proporcional a γM . Por Ąm,

percebemos que é possível generalizar as expressões para a condutância para uma cavidade

com um número arbitrário de guias acopladas à cavidade por barreiras de tunelamento,
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inclusive as guias de entrada e saída, tanto na ausência (Eq. (5.100)) quanto na presença

(Eq. (5.114)) de Simetria de Reversão Temporal.

Na segunda perspectiva, a matriz de espalhamento é considerada uma matriz

aleatória pertencente a um ensemble de matrizes que reflete a simetria da dinâmica do

sistema, e tais elementos são utilizados para expressar a probabilidade de transmissão

através da cavidade [49]. Quando a matriz descreve o espalhamento de várias partículas,

a simetrização deve respeitar o tipo de partícula espalhada (bósons e férmions). Com

esse intuito, calculamos a média do módulo quadrado do imanente associado a uma

partição λ de um bloco diagonal da matriz de espalhamento, em que o permanente

(associado aos bósons) e o determinante (associado aos férmions) são imanentes associados

às partições ∥n∥ e ∥1n∥. Obtivemos expressões para os ensembles Unitário, Eq. (6.7),

Ortogonal, Eq. (6.16), e Circular Ortogonal, Eq. (6.10), em especial, para U(N) obtivemos a

média do módulo à quarta do permanente, Eq. (6.8). Também formulamos duas conjecturas

envolvendo inversos de polinômios de Jack e caracteres irredutíveis dos grupos Ortogonal

(Eq. (6.15)) e Simplético (Eq. (6.142)). Posteriormente, a conjectura acerca dos caracteres

do grupo Ortogonal mostrou-se correta [51]. Além disso, obtivemos polinômios associados

ao permanente até a ordem 2 para os três ensembles abordados.
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APÊNDICE A Ű Cálculo Explícito dos

CoeĄcientes de Littlewood-Richardson da

forma C
(2)∥1∥ρµ

Nesta seção, nosso objetivo é fornecer expressões explícitas para C(2)∥1∥ρµ
, onde ρ e µ

são ganchos duplos, que aparecem na Eq. (4.95):

⟨g12⟩ ≙ N1N2∑
µρ

γ ∣ρ∣C
(2)
∥1∥ρµ

(t(2)µ )2
jρ

Zρ(N3)
∥M + 1∥(2)µ

(A.1)

Primeiramente, devemos caracterizar caracterizar os coeĄcientes C(2)∥1∥ρµ
. Podemos observar

que o diagrama de Young de µ é obtido a partir do de ρ pela adição de uma caixa.

Escrevendo ρ ≙ (ρm1

1
, ρm2

2
, ..., ρml

l
) com m0 ≙ ρl+1 ≙ 0, podemos escrever a posição de

adição da caixa como (1 +Mk, 1 + ρk), com k ≙ 0, ..., l(ρ) + 1 e Mk ≙

k−1

∑
i≙0

mi. Os coeĄcientes

serão dados por [56]

c
(2)
∥1∥ρµk

≙ ( ρk

∏
j≙1

2aρ(1 +Mk, j) + lρ(1 +Mk, j) + 1

2aµk
(1 +Mk, j) + lµk

(1 +Mk, j) + 1
)(Mk

∏
i≙1

2aρ(i,1 + ρk) + lρ(i,1 + ρk) + 2

2aµk
(i,1 + ρk) + lµk

(i,1 + ρk) + 2
) ,

(A.2)

em que aρ(i, j) e lρ(i, j) são, respectivamente, os comprimentos do braço e da perna em

relação à caixa na posição (i, j) no diagrama de Young de ρ.

Particularizando, para o caso em que ρ é um gancho duplo, ρ ≙ (k1, k2, 1n−k1−k2) ⊢ n,

vemos que há 4 posições possíveis para se adicionar uma caixa ao diagrama de Young

de ρ. Desse modo, são geradas 4 partições de n + 1: µ1 ≙ (k1 + 1, k2,1n−k1−k2), µ2 ≙(k1, k2 + 2,1n−k1−k2), µ3 ≙ (k1, k2,2,1n−1−k1−k2) e µ4 ≙ (k1, k2,1n+1−k1−k2). Os diagramas de

Young dessas partições estão esquematizadas na Fig. 21.

Em cada caso, os coeĄcientes são dados por

C
(2)
∥1∥ρµ1

≙ ( n + k1 − k2

n + k1 − k2 + 2
)( k2

∏
j≙2

k1 − j + 1

k1 − j + 2
)⎛⎝

k1

∏
j≙k2+1

2k1 − 2j + 1

2k1 − 2j + 3

⎞
⎠ , (A.3)

C
(2)
∥1∥ρµ2

≙ ( 2(k1 − k2)
2(k1 − k2) + 1

)(n − k1 + k2 − 1

n − k1 + k2 + 1
)( k2

∏
j≙2

2k2 − 2j + 1

2k2 − 2j + 3
) , (A.4)

C
(2)
∥1∥ρµ3

≙ ( n − k1 − k2

n − k1 − k2 + 2
)(2k1 − 1

k1

)( k2 − 1

2k2 − 1
) , e (A.5)

C
(2)
∥1∥ρµ4

≙
2

n − k1 − k2 + 2
(n + k1 − k2 + 1

n + k1 − k2 + 2
)( n − k1 + k2

n − k1 + k2 + 1
) . (A.6)
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terceiro produtório

∣t(2)µ2
∣ ≙ (n − k1 − k2)!(2k1 − 2)!!(2k2 − 1)!!. (A.9)

Por Ąm, já que j(2)ρ ≙ (2n)!/d2ρ, ou seja, o produto dos hooks ao longo de 2ρ, temos

jρ ≙ (n2
− (k1 − k2)2) (n2

− (k1 − k2 + 1)2) (n−k1−k2)!(n+1−k1−k2)!(2k2−2)! (2k1 − 1)!
2k1 − 2k2 + 1

.

(A.10)

Com expressões conhecidas para todos os termos, podemos escrever a condutância

como

g ≙ N1N2

∞

∑
n≙1

γn
n

∑
k1,k2≙0

((n − k1 − k2)!(2k1 − 2)!!(2k2 − 3)!!)2
jρ

Zρ(N3)
∥M + 1∥(2)ρ

⋅

⋅ ( (2k1)2c1

M + 2k1 + 1
+
(2k2 − 1)2c2

M + 2k2

+
(n + 1 − k1 − k2)2c3

M − (n + 1 − k1 − k2)) , (A.11)

onde ck ≙ C
(2)
∥1∥ρµk

, µ1 ≙ (k1+1, k2, 1n−k1−k2), µ2 ≙ (k1, k2+1, 1n−k1−k2) e µ3 ≙ (k1, k2, 1n+1−k1−k2).
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