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Resumo

Neste trabalho estudamos o transporte quantico através de cavidades cadticas mesoscopicas
acopladas ao ambiente externo através de guias de onda muito extensos. Para isso, utiliza-
mos uma abordagem diagramética implementada através de uma integral matricial. Dessa
forma, devido a essa conexdo, um problema de Fisica Semiclassica é transformado num
problema de polindémios simétricos. Através deste método, obtemos uma série perturbativa
na probabilidade de reflexao da barreira em que cada termo é exato nas quantidades de
canais das guias. Considerando a cavidade com guias de entrada e saida ideais e uma
terceira guia acoplada através de um barreira de tunelamento, obtivemos os valores médios
de varios momentos de transporte, entre eles a condutancia e sua variancia, o fator Fano e
o terceiro cumulante, todos condizentes com as predi¢oes da Teoria de Matrizes Aleatérias.
Para uma cavidade com duas guias acopladas por barreiras, obtivemos a condutancia na
auséncia e presenca de Simetria de Reversao Temporal. No caso particular em que as
barreiras sao idénticas, obtivemos médias de uma fun¢ao de Schur e uma expressao fechada
para a condutancia que exibe um termo exponencial para a probabilidade de reflexdo da
barreira e o niimero total de canais disponiveis, ¥*. Além disso, obtivemos do médulo ao
quadrado de imanentes, que estao relacionados aos momentos de transporte na perspectiva

de particulas idénticas.

Palavras-chave: momentos de transporte, aproximagao semiclassica, polindmios simétri-

COS.






Abstract

In this work, we study quantum transport through mesoscopic chaotic cavities coupled
to the external environment through very long waveguides. For this purpose, we use
a diagrammatic approach implemented through a matrix integral. Thus, due to this
connection, a semiclassical physics problem is transformed into a problem of symmetric
polynomials. Through this method, we obtain a perturbative series in the reflection
probability of the barrier, where each term is exact in the numbers of channels of the
waveguides. Considering the cavity with ideal input and output guides and a third guide
coupled through a tunneling barrier, we obtained the mean values of various transport
moments, including conductance and its variance, the Fano factor, and the third cumulant,
all consistent with Random Matrix Theory predictions. For a cavity with two guides
coupled by barriers, we obtained the conductance in the absence and presence of time-
reversal symmetry. In the particular case where the barriers are identical, we obtained
averages of a Schur function and a closed expression for the conductance that exhibits
an exponential term for the reflection probability of the barrier and the total number of
available channels, v, not found in the literature until now. In addition, we obtained
the squared module of immanants, which are related to the transport moments from the

perspective of identical particles.

Keywords: transport moments, semiclassical approximation, symmetric polynomials.






Résumé

Dans cette étude, nous avons étudié le transport quantique a travers des cavités chaotiques
mésoscopiques couplées a l’environnement extérieur par des guides d’ondes tres étendus.
Pour ce faire, nous avons utilisé une approche diagrammatique implémentée a 1’aide d'une
intégrale matricielle. Ainsi, grace a cette connexion, un probléme de physique semi-classique
est transformé en un probleme de polynomes symétriques. Avec cette méthode, nous avons
obtenu une série perturbative dans la probabilité de réflexion de la barriere dans laquelle
chaque terme est exact pour les quantités de canaux des guides. En considérant la cavité
avec des guides d’entrée et de sortie idéaux et un troisieme guide couplé par une barriere
de tunnel, nous avons obtenu les valeurs moyennes de plusieurs moments de transport,
notamment la conductance et sa variance, le facteur Fano et le troisieme cumulant, tous
conformes aux prévisions de la Théorie des Matrices Aléatoires. Pour une cavité avec deux
guides couplés par des barrieres, nous avons obtenu la conductance en ’absence et en
présence de symétrie de renversement temporel. Dans le cas particulier ou les barrieres
sont identiques, nous avons obtenu des moyennes d’une fonction de Schur et une expression
fermée pour la conductance qui présente un terme exponentiel pour la probabilité de
réflexion de la barriere et le nombre total de canaux disponibles, v, qui n’a pas été
trouvé dans la littérature jusqu’a présent. De plus, nous avons obtenu le module carré
d’imanentes, qui sont liés aux moments de transport dans la perspective de particules

identiques.

Mots-clés: moments de transport, approximation semi-classique, polynémes symétrique.
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1 Introducao

O estudo de transporte eletronico através de sistemas mesoscopicos tem atraido
bastante interesse de pesquisadores nas ultimas trés décadas, tanto do ponto de vista
tedrico quanto experimental [1, 2, 3, 4, 5]. Em parte, o interesse nesse tipo de sistema vem
do fato de que os elétrons podem manter sua fase coerente durante o processo de transporte,
resultando em efeitos quanticos observaveis. Um dos exemplos mais importantes de tais
sistemas mesoscopicos sao os bilhares cadticos em semicondutores, uma das plataformas
para o estudo de caos quantico [6, 7, 8, 9, 10|, e a relagdo entre propriedades quanticas
e dindmica cadtica [11, 12, 13]. O bilhar pode ser realizado implementando um gés de
elétrons 2D numa regidao metalica limitada por uma superficie de GaAs [14]. A superficie
metalica age como interior da cavidade, onde os elétrons movem-se livremente, ao passo
que a superficie de GaAs age como borda da cavidade, formando uma regiao proibida para

os elétrons. Algumas realizacoes dessa cavidade encontram-se na Fig.1.

Figura 1 — Realizacoes experimentais de cavidades para o estudo de bilhares cadticos
eletronicos. A esquerda uma cavidade com forma de estadio; ao centro uma

cavidade com forma estomacal; e, a direita, uma cavidade poligonal. Extraido
de [14].

Uma ferramenta tradicional no tratamento de problemas de transporte é a Teoria
de Matrizes Aleatorias (RMT, do inglés Random Matriz Theory). Inicialmente utilizada na
Fisica na década de 1950 por Eugene Wigner no estudo da distribuicao de niveis vizinhos
de energia de dtomos pesados [15]. Para o estudo dos nicleos atomicos Wigner considerou
o hamiltoniano como uma matriz aleatéria de um ensemble adequado e, assim, obteve
uma aproximacao estatistica para a distribuicao dos espagamentos. Para fenomenos de
transporte, a matriz a ser considerada aleatoéria ¢ a matriz de espalhamento associada ao

sistema.

O fator que determina o ensemble matricial adequado ¢é a simetria do sistema, por
exemplo, Simetria de Reversao Temporal, Simetria de Rotacao do Spin, quiralidade, etc.
De acordo com a classificagdo de Cartan [16], temos dez ensembles de matrizes associados

a simetrias fisicamente realizaveis. Dentre eles, destacamos trés ensembles: minimamente,
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a matriz de espalhamento pode ser modelada como uma matriz aleatoria do Ensemble
Circular Unitério (CUE, que corresponde ao grupo Unitario), devido ao fato de que a
propria matriz de espalhamento é unitaria; porém se temos a presenca da Simetria de
Reversao Temporal, o ensemble adequado é o Ensemble Circular Ortogonal (COE); e se
a Simetria de Reversao Temporal é preservada, mas ha quebra de Simetria de Rotagao
devido a interagao spin-6rbita, o ensemble adequado é o Ensemble Circular Simplético
(CSE) [17]. A RMT pode ser aplicada diretamente ao método de Landauer-Biittiker e

tem sido frutifero [2].

Outra abordagem para o tratamento de problemas de transporte é a abordagem
semiclassica. Em termos gerais, é esperado que a abordagem semiclassica seja efetiva
quando a constante de Planck é muito menor do que todas as outras ac¢des presentes
no sistema e funciona de forma perturbativa, ou seja, considerando ordens dominantes
em séries de Taylor da forma ¢y + c1h + coh? + ... [18, 19]. Entretanto, em alguns casos,
especialmente envolvendo tunelamento, é possivel ir além da série de poténcias de h e
recuperar efeitos quanticos que contém o fator e~¢/*[20, 21]. Isso inclui quebra de niveis de
energia em pogos quanticos simétricos unidimensionais [22, 23] e propagagao de pacotes

de onda unidimensionais localizados [24, 25, 26].

Para aplicar a aproximagao semiclassica a problemas de transporte, modelamos
os elementos da matriz de espalhamento utilizando somas sobre trajetorias. Ao serem
calculadas as somas sobre trajetdrias, foram obtidas regras diagraméticas [27, 28]. Assim,
foi desenvolvida uma abordagem diagramética dos problemas de transporte [27, 28, 29,
30, 31, 32, 33]. Neste trabalho, implementando as regras diagramaticas através de uma
integral matricial [34, 35, 36], obtemos momentos de transporte para varias configuragoes
de cavidade. No final do processo, obtemos uma série perturbativa na probabilidade
de reflexdo da barreira cujos termos sao exatos nas quantidades de canais das guias,
diferentemente dos resultados tradicionais de RMT validos num regime de um grande

numero de canais M > 1.

Considerando uma cavidade acoplada ao ambiente externo por trés guias, sendo
as guias de entrada e saida ideais e a terceira guia, modelada de modo mais realista
(37, 38, 39, 40], onde assumimos a presenga de uma barreira de tunelamento. Para esta
configuragao, obtivemos diversos momentos de transporte, entre eles a condutancia e
sua variancia, o fator Fano e o terceiro cumulante, na auséncia de Simetria de Reversao
Temporal [41]. Utilizando a aproximagao semiclassica, obtemos uma série perturbativa na
probabilidade de reflexdo da barreira cujos coeficientes sdo exatos nos niimeros de canais.
Isto nos permite investigar o comportamento dos momentos quando o nimero de canais é
pequeno, um regime inacessivel utilizando técnicas tradicionais de RMT. Entretanto, a
medida que o niimero de canais aumenta, nossos resultados convergem para as previsoes

da RMT.



27

Por outro lado, considerando uma cavidade com apenas duas guias, mas com
barreiras de tunelamento presente em ambas, obtivemos a condutancia na auséncia e na
presenca de Simetria de Reversao Temporal. Além disso, considerando que as barreiras
nas guias sao idénticas e auséncia de Simetria de Reversao Temporal, obtivemos uma
expressao para a média de uma funcao de Schur, o que nos permite obter momentos de
transporte através de suas combinagoes lineares [42]. E, para a condutancia, obtivemos

uma expressao fechada com um termo linear e uma correcdo exponencial [43]

_ NNy NN, M N1 N, M

(9)=—; w1 T arae-n) (1.1)

que nao estava presente em outras abordagens semiclassicas do problema [44, 45, 46, 47].
Porém tal resultado foi obtido por Macédo em 2001, através da Teoria de Matrizes
Aleatorias [48].

Considerando um sistema com muitas particulas, os momentos de transporte sao
obtidos através das simetrizagoes (simétrica para bdsons e antissimétrica para férmions) dos
elementos da matriz de espalhamento. Dessa forma, buscamos complementar os resultados
obtidos por Urbina et al. [49], obtendo a médias do médulo ao quadrado do imanente de
um bloco diagonal de matriz [50]. Em particular, obtemos expressoes para <|Imm7 (U )|2) o
onde G é o grupo Unitario, o grupo Ortogonal e o Ensemble Circular Ortogonal (COE).
Obtivemos um resultado surpreendente na forma de uma conjectura (posteriormente
provada por Chapuy e Dotega [51]) que conecta inversos de polinémios de Jack e caracteres
do grupo ortogonal avaliados na matriz identidade. Além disso, obtivemos a média do
permanente a quarta, <|Per(U )|4>, para o grupo Unitario; e polindomios associados ao

permanente até o grau 2.

No Capitulo 2 revisamos conceitos tedricos fundamentais ao longo do trabalho,
como conceitos em Teoria de Grupos e polinémios simétricos; no Capitulo 3 visitamos
a aplicacao de integrais matriciais como forma de implementar regras diagraméticas; e
nos Capitulos 4 e 5 utilizamos esta técnica para obtermos momentos de transporte para
cavidades. No Capitulo 4 para uma cavidade com trés guias, sendo as guias de entrada e
saida ideais e a terceira guia modelada por uma barreira de tunelamento; e no Capitulo 5,
inicialmente, temos uma cavidade com duas guias, ambas modeladas por barreiras de
tunelamento. No Capitulo 6 obtemos valores médios de imanentes de blocos de matrizes

oriundos de varios ensembles. Por fim, trazemos nossas conclusdes no Capitulo 7.
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2 Conceitos Fundamentais

2.1 Grupos de Permutacdes

Dado um conjunto de elementos numerados com indices de 1 a n, podemos definir
permutagoes como fungoes bijetivas no conjunto {1,2,--- n}, ou seja, fungdes que levam o
conjunto sobre ele mesmo. A tnica alteracao possivel é a ordenagao dos elementos. Por
exemplo, considere a fungao o : {1,2,3} - {1,2,3}, em que 0(1) =3, 0(2) =2 e 0(3) = 1;

o é uma permutagao [52, 53].

Se considerarmos a operagao de composi¢ao sobre o conjunto de todas as permu-
tagdes no conjunto {1,2,---;n}, obtemos uma estrutura de grupo'. O grupo formado é
conhecido como grupo de permutagées. O nimero de elementos no grupo é n! e denotamos
Sy. Assim, tomando o1 = (13) e 05 = (12) em Ss, temos (12)(13) = (132) ao passo que
(13)(12) = (123), o que mostra que o produto de duas permutagoes, em geral, nao é

comutativo.

Podemos denotar permutacoes de maneira mais eficiente através da notagdo de
ciclos. Se w(i,) = i,41 € w(ig) = i1, entdo o ciclo (iy iy --+ix) estd contido na decomposigao de
7. Quando 7(4) = ¢, temos um ciclo do tipo (i), que é omitido da notacao de ciclos. Assim,
considere o € Sg dada por (1) =1, 0(2) =4, 0(3) =5, 0(4) =6, 0(5) =3 e 0(6) = 2;
utilizando a notacao de ciclos, podemos escrever o = (24 6) (35) (note que o ciclo (1) foi

omitido).

O comprimento de um ciclo nada mais é do que o niimero de indices que ele contém.
Ja o ciclo-tipo de uma permutagao é a sequéncia nao-crescente dos comprimentos dos
ciclos que a compoem. Para o = (24 6) (35) € Sg seu ciclo-tipo é [3,2,1]. Por outro lado,
se 0 =(246)(35) € S7 seu ciclo-tipo é [3,2,1, 1] ou, numa forma mais compacta, [3,2,12].
Note que a soma dos elementos na sequéncia dos ciclo-tipos totalizam n (o ciclo-tipo de
uma permutacao o serd denotado por ct(0)). Por isso, dizemos que ciclo-tipo de uma
permutagao é uma particio de n, e denotamos A + n. Formalmente, definimos uma particao

como uma sequéncia nao-crescente (i <j = \; > \;) A em que Z A; =n. O comprimento
i

de uma particao corresponde ao nimero de elementos nao nulos na particao e é denotado
¢(N), por exemplo, ¢([3,2,12]) = 4.

L A estrutura de grupo é obtida pois a operacio de composicio no conjunto de permutacdes é fechada

(a composicao de duas permutagoes ainda é uma permutagio), é associativa (ao (boc) = (aob)oc),
admite um elemento identidade (existe uma permutagiao que nao altera a composigdo, coe=eoo =0)
e admite um elemento inverso (existe b tal que para todo a, temos aob = boa = e, denotamos tal
elemento por a1). Geralmente omitimos a notagdo de composigio e utilizamos a notacio de produto,
assim, a o b = ab.
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Em uma estrutura de grupo, definimos a classe de conjugagdo do elemento a como
o conjunto gerado por bab~!, onde b percorre todo o grupo. Pode ser demonstrado que, no
grupo de permutagoes, a conjugagao nao altera o ciclo-tipo de uma permutagao. Com isso,
podemos indexar as classes de permutacao do grupo .S, através das particoes de n. As
classes nao possuem elemento em comum e formam uma particao do grupo. Por exemplo,
em S5 = {id, (12),(13),(23),(123),(132)}, a classe de conjugagio do elemento (12) é
{(12),(13),(23)}. A classe de conjugagao indexada pela particio A é denotada por C e

o nimero de permutagoes nessa classe é

|
n!
G\l = = (2.1)
| %
H my; ')\i
i
onde my, é o nimero de repeticoes de \; em A quando escrevemos \ = [)\T“ , A;MQ REPEN )\;m’“].

Por exemplo, |C[2,1]| = 3, pois exitem 3 permutagoes em S3 com ciclo-tipo [2,1].

Muitas vezes é conveniente associar matrizes aos elementos de um grupo de forma
que as operagoes sao preservadas. Esse processo é chamado representacao do grupo. Um
dado conjunto de matrizes { R} representa um grupo se para todos os elementos a e b no
grupo um produto ab = ¢ é representado por R. = R,R;, e vice-versa [53]. No grupo de
permutacoes temos uma representagao chamada adjunta, que é definida por

(R,], - 1,se 0(i) = | 22)

0, caso contrario

Em 95, temos duas matrizes de representacao

10 01
Ri = e R = . 2.3
¢ (0 1) (12) (1 o) (2:3)

As representacoes podem ser divididas em duas categorias: as representagoes re-
dutiveis e irredutiveis. As representacoes sao redutiveis quando todas as matrizes de
representagao podem ser transformadas (por uma transformacao de similaridade, URU1)
em matrizes bloco diagonal. As matrizes sao irredutiveis quando nao houver essa possibili-
dade. O Teorema da Representacao garante que, para qualquer grupo com nimero finito

de elementos, é possivel encontrar matrizes unitarias (Sec. 2.4) que representem esse grupo
[54].

Dado um conjunto de matrizes de representacao, podemos definir os caracteres
da representagao como o trago das matrizes de representacao. Quando a representagao é

irredutivel, seus caracteres sao chamados caracteres irredutiveis.

Para as matrizes de representacdo {R}, denotamos o caractere do elemento o
por xgr(o) = Tr(R,). Além disso, devido & propriedade ciclica do trago, o caractere é

constante nas classes de conjugacao, pois xgr(pop™') = Tr (Rmp_1) = Tr (RpRng_l) =
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Tr(R,) = xgr(0). Por isso, xg (p) pode representar tanto o caractere da representacao R
do elemento do grupo p quanto o caractere da representacao R na classe de conjugacao a

qual p pertence, digamos \, entao, teremos xr (p) = xr (A).

A dimensao de uma representagio corresponde ao caractere da representacdo na
classe de conjugacao da identidade do grupo. Denotamos a dimensao da representacao
R por dg = xg (id). Conforme comentamos, as representagoes irredutiveis do grupo de
permutacoes sao indexadas por parti¢des, de modo que podemos calcular a dimensao de
uma representacao irredutivel através da seguinte expressao

o) 1 76y,
! L Ni—Ai+7-1). 24
e oy L G- =9) (24)

j=i+1

dy =

Os caracteres irredutiveis obedecem a duas relagoes de ortogonalidade. A primeira
delas sobre representacoes irredutiveis e a segunda sobre classes de conjugacao. Dadas

duas representagoes {R} e {D}, entdo

> xp(9) xr (gh) = G

T XR (h) drp, (2.5)
geG R

onde |G| representa o niimero de elementos do grupo. Esta relacao pode ser particularizada
para que a soma ocorra sobre as classes de conjugacao, uma vez que o caractere é constante

nas classes e estas formam uma particdo do grupo,
Y 1Cxp (A) xr (A) =|GldgD. (2.6)
)

Note que a soma agora corre sobre as classes de conjugacao .

Para a segunda relacao de ortogonalidade, considere duas classes de conjugacao

indexadas por p e i, entao

G
22X (p) xa (1) = |c_|
X Csl

Note que a soma agora corre sobre as representagoes irredutiveis.

S (2.7)

No grupo de permutagoes, S, tanto as classes de conjugagao quanto as representa-
¢oes irredutiveis sao indexadas por parti¢oes de n e a ordem do grupo é |S,| = n!. Assim,
podemos escrever, por exemplo, o caractere da permutacao (132) em S3 na representagao
irredutivel indexada por [2,1]: x[217((132)) = x[2.17 ([3]) = -1, visto que o ciclo-tipo de
(132) é [3].

2.1.1 Matchings e o Hiperoctaedro

Matchings sao parti¢coes do conjunto {1,2,...,2n} em blocos de tamanho dois,
como o caso do matching trivial t={{1,2},{3,4},...,{2n-1,2n}} ou de {{1,3},{2,4}}.
Podemos associar um matching com uma permutagao, o € Ss,, da seguinte maneira:

my = {{o(1),0(2)},{0(3),0(4)} ... {o(2n - 1),0(2n)}}.
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O conjunto das permutagoes de Ss,, que estao associadas ao matching trivial,
isto é, m, = t, formam um grupo, chamado Hiperoctaedro. O Hiperoctaedro é deno-
tado por H, e possui 2"n! elementos. J4 que H, é um grupo por si s6 e estd con-
tido em Sy, dizemos que o Hiperoctaedro é um subgrupo de Ss,. Por exemplo, Hy =
{id,(12),(34),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1324),(1423)} tem 8 elementos e
é um subgrupo de S;. As permutacoes do Hiperoctaedro podem modificar o ordenamento
dos pares e as posi¢oes dos nimeros, mas nao modificam os pares propriamente ditos,
Fig. 2a e 2b. Entretanto, permutac¢oes que nao pertencem ao Hiperoctaedro modificam

tais pares, Fig. 2c e 2d.

A@-rmmmm—me QW
W@ mmmmmmmm— =@ A
[ Y T S
@, == Q W
[N Y T

N@-———=—=———————@

2 3
[ ] [ ]
® ®
4 2
2 2

(a) o1 =(12)(34) (b) o2 =(14)(23) (c) o3=(132) (d) oa=(142)

Figura 2 — Matchings gerados por quatro permutagoes: 01,09 € Hy € 03,04 ¢ H>.

Ja que as permutagoes do Hiperoctaedro mantém o matching trivial invariante,
entao o matching produzido por ¢ é o mesmo que é produzido por oh, com h € H,, ou
seja, m, = m,y. Isto nos diz que as permutagoes do conjunto oH,, = {ch|h € H,} sdo
equivalentes. Por exemplo, o conjunto de permutagoes equivalentes a (2 3) é (2 3)H, =
{(23),(132),(14),(124),(143),(234),(1342),(124 3)} pois todas as permuta-
¢oes pertencentes a classe geram o matching {{1,3},{2,4}}.

Isto por sua vez nos induz a identificar os matchings com os representantes de

classes no quociente Sy, /H,, que é denotado M,,. H4 (22;:3!! matchings no conjunto M,,. Para

escolher permutacoes que representem cada classe e, portanto, cada matching, impomos

que
0(2i-1)<0o(2i) e o(l)<o(3)<--<ao(2n-1). (2.8)

Para n = 2, temos trés matchings: {{1,2},{3,4}},{{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}}. Eles
estao associados, respectivamente, com as classes idHs, (2 3)Hy e (2 4 3) Hs, que formam
o conjunto quociente Sy/H, . Portanto, temos o seguinte conjunto de representantes de
classe My ={id, (2 3),(2 4 3)}.

Em S5, podemos ainda definir uma propriedade chamada coset-tipo. Primeira-
mente, definimos o grafo I',, com 2n vértices enumerados e em duas fileiras: os niimeros
impares na fileira superior e os pares na inferior (Fig. 3). A seguir, usando o matching trivial
como relacao de incidéncia, marcamos as arestas tracejadas. Por fim, usando o matching

gerado por o, m,, como relagdo de incidéncia, marcamos as linhas cheias. A seguir, contabi-
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lizamos o nimero de arestas em cada componente conexa do grafo, gerando uma sequéncia
nao-crescente. O coset-tipo de o consiste na metade dessa sequéncia (observe que cada com-
ponente conexa tem um nimero par de arestas, pois em cada vértice que a compoe incidem
uma aresta tracejada e uma cheia). Note, portanto, que o coset-tipo de o, denotado [¢], con-
siste em uma particao de n. Como exemplo, considere a permutacao £ = (1,3,5)(8,10) € S4.
O matching gerado por £ é me = {{2,3},{4,5},{1,6},{7,10},{8,9},{11,12},{13,14}}.
Assim, podemos construir o grafo I'c (Fig. 3) e concluimos que o coset-tipo de & é
[€]=1[3,2,12] + 7.

3
[ ]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[
4

e

Figura 3 — Grafo I'¢ gerado pela permutagao & = (1,3,5)(8,10) € Si4.

O conjunto de permutacoes de S, que compartilha o mesmo coset-tipo, pu, ¢é

denotado por K,; e o nimero de permutagoes em kK, ¢
4n
Kyl = 5 1C (2.9)

Assim como o caractere é o mesmo numa classe de conjugagao (permutagoes com o
mesmo ciclo-tipo), temos fungdes de classe que s@o invariantes por coset-tipo. Nesse caso,

temos as fungoes esféricas zonais que sao definidas por

7 5 o (€9). (210)

Utilizando propriedades dos caracteres e do Hiperoctaedro, podemos perceber que wy (ch) =

wy(o) =

wy (ho) =wy (o), para qualquer elemento h do Hiperoctaedro. Isto segue da propriedade
ciclica do trago, que define os caracteres. Com isso, vemos que wy (o) depende apenas do

coset-tipo de . Por exemplo, wy ([1"]) =1 e wy,) (A) = 1 para qualquer A - n.

As fungoes esféricas zonais também obedecem relagdes de ortogonalidade em M,

de modo semelhante aos caracteres irredutiveis em S,

T (o) (or) = L eulT)

. 2.11
v onpl dz)\ )\u ( )

Observe que |M,,| = (2:2' , andlogo a Eq. (2.5). Como as fungoes esféricas zonais dependem

apenas do coset-tipo, podemos reescrever a relagao de ortogonalidade

S Kl ion () 0y () = 2!

aFn dax

S (2.12)
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Também vale uma segunda relagdo de ortogonalidade

(2n)!

z dg)\W)\ (Oé) Wi (B) = mdag.

AN

(2.13)

2.2 Particoes e Diagramas de Young

Conforme comentamos anteriormente, particdoes sdo sequéncias de niimeros inteiros
nao crescentes, A = [Aq,...,\r] . Definimos o comprimento da particio como o nimero
de componentes nao nulos, ¢(A) = k. Além disso dizemos que a partigdo A particiona o

inteiro n se Z)‘i =n, o que denotamos A + n ou |A| = n. Podemos ainda denotar uma

particao inserindo o niimero de repeticoes de um inteiro em seu expoente. Por exemplo,
na Fig. 4a, temos a particao [3,2,2,1,1] que podemos denotar [3,22 12]. Vemos, também
que [3,22,12] -9 e £([3,22,1%]) =5.

Para cada particao, podemos definir um diagrama de Young. Para isso, construimos
um esquema com caixas empilhadas, comecando a esquerda e de cima para baixo. Para
A =[A1, Ag, ...y Ak ] colocamos A; caixas na primeira linha, Ay caixas na segunda linha e
assim sucessivamente até completar o diagrama adicionando A caixas na k-ésima linha.
Entéo, para [3,22,12], colocamos 3 caixas na primeira linha; em seguida adicionamos duas
linhas com duas caixas logo abaixo; e, por fim, adicionamos duas linhas com uma caixa

cada.

@) (b)(

Figura 4 — Em (a), diagrama de Young da particao A =[3,22,12] e, em (b), sua partigao
conjugada (transposta) X' = [5,3,1].

Para uma particao qualquer, A, podemos definir a particio conjugada que consiste
em transpor seu diagrama de Young, isto é, transformando linhas em colunas (assim como
é feito com matrizes). Denotamos . Por exemplo, a particio conjugada de A = [3,22,12]
é X =[5,3,1], os diagramas de Young podem ser vistos na Fig. 4. Note que se \ - n entdo

devemos ter M +n.
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A cada caixa em um diagrama de Young é associado um par ordenado, (i,7), assim
como os elementos numa matriz. Podemos, portanto, percorrer o diagrama de Young da
particdo A especificando o par ordenado (i,7) com 1< j <\ e 1 <i<I(N). A partir do par

ordenado associado a uma caixa, podemos definir o a-contetdo como
ca(i,j)=a(j-1)-i+1. (2.14)

Na Fig. 5, temos os conteuidos nas caixas de diferentes diagramas de Young: em (a) temos
os 1—conteidos da partigdo [3,22,12]; e em (b) e (¢) temos os 2—contetidos das partigoes
[3,2,12] e [5,42,32%,12], respectivamente.

(b)

Figura 5 — Em (a) temos os 1-contetdos da partigao [3,22,12%] e o 1-retdngulo destacado
em cinza; temos D ([3,22,12]) = 2. Em (b) e (¢), temos os 2—contetdos de
[3,2,12] e de [5,42,32%,12], respectivamente, com e os 2-retangulos destacados
em cinza; temos Dy ([3,2,1%2]) =1 e Dy ([5,42,3%,12]) =5.

Pela definicao dos a-contetidos, podemos obter valores nulos, como na Fig. 5. Por
exemplo, a caixa (1,1) sempre resulta em ¢,(1,1) = 0 para qualquer . Os valores nulos
constituem os vértices opostos de um retdngulo. Ao menor retangulo que contém as caixas
com a-contetdos nulos, chamamos a—retangulo de Durfee. Para cada valor de « temos
um retangulo com proporcoes diferentes: para a =1, temos um retangulo com lados de
comprimentos iguais, ou seja, um quadrado; para « = 2, temos um retangulo cuja altura é
quase o dobro de sua largura; e assim sucessivamente. Denotamos a largura do a—retangulo
de Durfee da partigdo A por D,(A). Na Fig. 5 os a—retangulos de Durfee estao destacados

sobre os diagramas de Young na cor cinza.

Em particular, temos duas familias de parti¢oes que merecem destaque: os ganchos
e os ganchos duplos. Os ganchos sdo parti¢oes da forma [a, 1], com a >0 e b > 0; ao passo
que os ganchos duplos sdo partigoes da forma [a,b,1¢], com a > b >0 e ¢ > 0. O nome
gancho vem da forma dos diagramas de Young gerados pela familia [a, 1°], compostos por

uma faixa horizontal com a caixas e uma faixa vertical de altura b; analogamente, o nome
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gancho duplo vem do fato de que seu diagrama é analogo ao do gancho, mas com uma
faixa horizontal dupla. Note que para um gancho [a, 1°], temos D; ([a,1°]) = 1; ao passo

que para um gancho duplo [a, b, 1¢], temos D ([a,b,1¢]) = 1.

A partir dos contetdos, podemos ainda definir uma familia de polinémios monicos

(p) i
Lﬂf):[l[p¢+cgaj». (2.15)

Para a =1 e a =2, temos os seguintes valores

[«]}) = =
[z],) = a(z+1),
al, < ste-) "
(2]l = a(z+1)(z+2), ‘
1
(2] = w(@+1)(@-1),
(2] = w(e-1)(z-2),
¢ (2)
[x][l] = IE,
[2]2 = a(a+2).
el = w(-1), (2.17)
(2] = a(z+2)(z+4), '
(215 = a(z+2)(z-1),
(2], = w(z-1)(x-2).
Para x préximo de zero, tais polindbmios possuem uma expansao dada por
(21 = ()00 4 © (2940) @18

onde D, (p) é a altura do a—retangulo de Durfee contido no diagrama de Young da partigao
e
() i o
ta(p) =TT I cali, ), (2.19)
i=1

Jj=1
ca 0

¢ o produto dos a—contetidos nao nulos da particao pu.

Dadas duas partigoes, A e u, podemos definir a relacdo de continéncia. Dizemos

que A contém p, e denotamos A 2 p, se valem as duas propriedades
o L(A) 2 (p);
e \; < py; para todo 1<i<l(p).

Essas duas propriedades asseguram que o diagrama de Young de A “cobre” completamente

o diagrama de Young de p. Por exemplo, [3,22,1%2] 2 [3,2,12] que correspondem aos
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diagramas de Young da Fig. 5a e Fig. 5b; note que o diagrama em (b) é completamente

coberto pelo diagrama em (a).

—~
o
p—
-
'_Io
_J

800

N\
Z

(b)

L]e

B3000

Figura 6 — Na parte superior (a), recortamos do diagrama de [5,3,2,12] um diagrama na
forma de [3,12] e obtemos a partigao obliqua [5,3,2,12]\[3, 12]; ao passo que
na parte inferior (b), recortamos do diagrama de [6,42,2,1%] um diagrama na
forma de [4,3,1] para obter a partigdo obliqua [6,42,2,12]\[4, 3,1].

Quando uma particio A contém outra particdo p, podemos construir uma particao
obliqua. Ela é construida removendo do diagrama da particao A todas as caixas que sao
comuns ao diagrama da particao u. Podemos dizer, que para obter a particao obliqua
“recortamos” do diagrama de Young de A um diagrama de Young na forma de pu. Por
isso, representamos uma particio obliquo como A\x, com o sinal de diferenga entre
conjuntos. Alguns exemplos encontram-se na Fig. 6. Na parte superior, recortamos do
diagrama de [5,3,2,12] um diagrama na forma de [3,12] e obtemos a partigdo obliqua
[5,3,2,12]\[3,12]; ao passo que na parte inferior, recortamos do diagrama de [6,42,2,12]
um diagrama na forma de [4, 3, 1] para obter a parti¢cao obliqua [6,42,2,12]\[4,3,1]. Na
Fig. 5 se considerarmos caixas em cinza como recortadas temos os seguintes exemplos de
parti¢des obliquas: [3,2%,12]\[22] em (a); [3,2,12]\[1] em (b); e [5,42,3%,12]\[3?] em
(c).
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2.3  Funcoes Simétricas

Dada uma matriz, X, com autovalores z1,...,xy e uma particao, A, definimos as
séries de poténcias por

ey
A A

pa(r, @0y ey oy) = [ (277 + 237 + o+ 2y). (2.20)
i1

Fica claro que as séries de poténcias sao polindmios de grau n nas variaveis xi,...,zy. Por

exemplo, considere as particoes de n=3 e N =2, temos

P[3](371, L) = @i + a3,
p[2,1](371, T2) = (5’3% + 33%) (z1+22) = xi’ + x% + x%@ + 5613737 (2.21)

3 3 3 2 2
pps)(21,2) = (21 +22)" = 27 + T3 + 3722 + 3175

Essa definicdo pode ser generalizada naturalmente, a fim de ter como argumento a

prépria matriz X, basta lembrarmos que os autovalores de X* sdo «¥, 2%, ..., 2% . Entéo,

7o)
P (X) = q Tr (X*). (2.22)

Se escolhermos 7 € S, tal que o ciclo-tipo 7 seja A, ct (7)) = A, podemos ainda

expressar py (X) como uma soma de produtos dos elementos de X

N n
pa(X) = | > HXikiﬂ-(k)? com ct () = A. (2.23)

i1,ein=1k=1

Quando nao houver risco de confusao utilizaremos uma equivaléncia de notagoes para as
fungoes simétricas py (X) tendo como argumento as entradas de X, como na Eq. (2.23),

ou os autovalores de X, dessa forma p) (X) = py (z1, 2, ...,xx), como na Eq. (2.20).

As séries de poténcias formam uma base completa para o anel de fungdes simétricas
[53]. Por isso, podemos utilizd-las para expressar as fungéoes de Schur através de uma soma

sobre o grupo de permutagoes

sx(X) = % > XA (1) Pet(m) (X)) (2.24)

* eSSy

Podemos ainda agrupar as permutacoes por ciclo-tipo e obter uma expressao com uma

soma sobre parti¢oes

() = = S 1C () (), (2.25)

S puEn
e esta relacao pode ser invertida, utilizando a relagao de ortogonalidade entre os caracteres

do grupo de permutagoes, Eq. (2.6),

pu(X) = Z Xp(ﬂ)sp(X)- (2‘26)

pEn
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Para N =2 e n =3, temos as seguintes func¢oes de Schur:
sgs1(21,22) = (m% + x%) (z1+13) = 23 + 22wy + 1123 + 23,
sp2,11(21,02) = X129 (21 + 2) = 2229 + 1122, (2.27)
spis) (w1, 72) = 0,
E importantissimo ressaltar que sy (z1, ..., zx) # 0 se, e somente se, £(\) < N. Note
que s[33)(21,22) nao satisfaz essa condigao.

Podemos ainda expressar as fungoes de Schur através de um quociente de determi-

nantes. Se denotarmos

N+)\1—1 N+)\1 1 N+>\1—1
Ly Lo N
xN+)\2—2 $N+>\2 2 .. N+>\2—2
N+A; @] _ 1 2 N
det ([] KZNV) =det " o | (2.28)
AN AN AN
Ty Lo Ty

Vale salientar que £(\) < N, entdo para k > £()\), convencionamos que A\, = 0. Podemos

entao definir a fung¢ao de Schur por

det ([ oyen)

() = st

(2.29)

onde A(X) corresponde ao determinante de Vandermonde:

el gl N—l
oN-2 oN-2 $N 2 ‘ N-1 N
A(X) =det| " 2 Vo= det ([0 w2 q [1 (@i-). (230
11 1

Quando o argumento da funcao de Schur é a matriz identidade de ordem N, temos

8(/\) A

sy (1Y) = fl! NI = HH(N+]—Z (2.31)

i=1 j=1
onde [N]E\l) é definido na Eq. (2.15).

Outra importante classe de func¢oes simétricas é formada pelos polinomios zonais.
Eles sao definidos de maneira semelhante as fung¢oes de Schur, mas utilizamos o coset-tipo

ao invés do ciclo-tipo

Z\(X) = Y. walo)proy(X), (2.32)

2l o
onde [o] representa o coset-tipo da permutacao o [55]. Podemos ainda agrupar as permu-
tagoes pelos respectivos coset-tipos e expressar o polindmio zonal através de uma soma

sobre partigoes

200 = ¥ Bl (). (233

jien 2!
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E também podemos expressar uma série de poténcias como combinacao linear de polinémios

zonais, utilizando a relagao de ortogonalidade da Eq. (2.13),

pu(X) = Z daxwx (1) Zx(X). (2.34)

(2 )' A1
Para N =2 e n =3, temos os seguintes polinémios zonais

Zig (w1, 22) = 3 (21 + 2) (527 - 22120 + 523) = 1523 + 923w + 92123 + 1523,
Zioa) (@1, @2) = 4129 (21 + X2) = 4a2xy + 4173, (2.35)

Z[13](l’1, ZL‘Q) =0.

Notavelmente podemos perceber que os polindmios zonais resultam em expressoes
polinomiais mais complicadas que as fung¢des de Schur. Além disso, os polindmios zonais

também satisfazem a condi¢ao de que Z,(X) # 0 se, e somente se, £(\) < N
Avaliando o polindémio zonal na matriz identidade de ordem N, temos
) N

Zy(1N) = [NI® = [T [[(N+2j-i-1). (2.36)

=1 j=1

2.3.1 Polinbmios de Jack

Ha ainda outra classe de fungoes simétricas, que engloba as duas classes discutidas
até aqui e uma infinidade de outras. Essa classe constitui-se dos polinomios Jack, os quais

denotamos J ia).

Os polindémios de Jack, J )(\a), sdo definidos através da partigdo A e do indice «[55].

Quando a =1, o polindmio de Jack é proporcional a funcao de Schur:
JD(X) = sy (X). (2.37)
E quando a = 2, o polinémio de Jack coincide exatamente com o polindbmio zonal

JP(X) = Zy(X). (2.38)

Ao avaliar o polindémio de Jack na matriz identidade de ordem N, obtemos

(@) NG o
L (1Y) = [ =[][](N+a(i-1)-i+1). (2.39)

i=1 j=1
Podemos, ainda, expressar esse valor utilizando fun¢oes Gama,

Jia) (1%) = o fﬁ) % (2.40)

«
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Como foi mencionado acima, tanto func¢des de Schur quanto polinémios zonais
constituem uma base para o anel de funcoes simétricas. O mesmo ¢é valido para polinémios

de Jack com outros valores de . Em particular, podemos expandir a seguinte expressao

Nx Ny
TITT (- i)™ = 30— I (X) S (7). (2.41)
L (@)
i=1 j=1 DN
Esta expressao, Eq. (2.41), é uma generalizagao da identidade de Cauchy para polindmios

de Jack [56]. Em particular, temos

2
(o) _ <%) , para a =1
2 (2n)! '

dax

(2.42)

, para o = 2

Temos ainda uma expressao para um produto de polinémios de Jack como combi-
nacao linear de polinomios de Jack

JEN(X) I (X) = Z L J(X). (2.43)

LU

Os coeficientes da expansao, Cﬁz\, sao chamados coeficientes de Littlewood-Richardson.
Os coeficientes de Littlewood-Richardson sdo nulos a menos que A 2 p, A2 v e || = |u|+|v|.
A dltima condicao pode ser entendida levando-se em consideragao os graus dos polindmios:
no lado esquerdo da Eq. (2.43) temos um produto de dois polinémios de graus |u| e |v|,
devemos ter, portanto, polindmios de grau |u| + |v| no lado direito. Além disso, devemos
ter C’}Eiz\ 01532\7 devido & comutatividade do produto de polindémios. Como exemplos,
consideremos

1
T E0 = ST X+ —J“><X>

TREOINE) = IO+ 250,00, (2.44)

T () I (X) —J“) [(X) + —J” (X)),

TR IE(x) = J(2>(X) —J<2> (X)),
YD) = ID 0+ ‘—‘J“) J(X), (2.45)
JH O IEX) = —J(2> (X) + —J(2) (X).

Em particular, devido a Eq. (2.37), temos
S[l](X)S[l](X) = 8[2](X) +S[12](X),
8[1](X)S[2](X) 8[3](X) +S[271](X), (2.46)

8[1](X)S[12](X) 8[271](X) +S[13](X),
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para outros produtos, temos combinagoes lineares com coeficientes diferentes de 1. Entre-
tanto, em algumas situacoes pode ser mais conveniente utilizar fungdes de Schur ao invés

de polinémios de Jack. Por isso, definimos
s5u(X)5,(X) = Y Crasa(X), (2.47)
)

sendo uma modificagdo da Eq. (2.43), tendo em vista que

AL dydy 1y
]t dy

(2.48)

2N

Utilizando os coeficientes de Littlewood-Richardson podemos definir um polinomio

de Jack obliquo

J(CV) (X) Z j/\ C«(a)

A\p (a) ;LV)\J(Q)(X) (249)

Em particular, combinando Eqs. (2.37), (2.42) e (2.43), concluimos que

(1) _ R
e, decorre que,
sap(X) =) Crnsu(X). (2.51)

Isto nos permite obter uma expressao fechada para .J, (1 )(1N ) pois sy, (1Y) pode ser
obtida através do determinante de uma matriz cujas entradas sao coeficientes binomiais
[57, 55]. Temos

Sasu(1V) = det (N+Ai__l_’“‘j+‘_7_1) . (2.52)
Ai == fij+ ] 1<i,j<N

R. Stanley mostrou que [56]

« 1 « o
NOEY) = X I (1500, (2.53)
12

NV
nw

onde (X;Y) representa a concatenacao da lista de autovalores (x1,...,Zn,, Y1, ..., Yn,) OU &
soma direta das duas matrizes (X @ Y'). Podemos expressar essa relagdo sem utilizar o

polinémio obliquo

) I (X)) I(Y). (2.54)

J(a)(X Y) Z (a)](a) 2N
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2.3.2 Funcoes Simétricas e Generalizacdo da Integral de Selberg

A fungao beta de Euler pode ser generalizada para varias varidveis. Uma dessas

generalizagoes ¢ a seguinte
1N b
So(a,b,a,N) = f [Tzt (1-2) A dy-day, (2.55)
0 421

onde A(X)?e corresponde a uma poténcia do determinante de Vandermonde (Eq. (2.30)).
Note que obtemos a fun¢ao beta quando N = 1; ao passo que se o — oo obtemos a N—ésima
poténcia da fungao beta, ou seja, desaparecem os vinculos entre as variaveis. O resultado
desta integral foi obtido por Atle Selberg (1917 - 2007), matematico noruegués, em 1944
[58]

(E+ 1) (a+1)T(b+1)
io D(1+2)T(a+b+ =)

[0}

(2.56)

Posteriormente, a integral foi novamente generalizada a fim de acomodar fungoes

no integrando. Algumas dessas fungoes sao os polindémios de Jack,

1 N
S, (a,b,o, N) = f IS @y, ) [T87 (1= 2)" AP day-day.  (2.57)
0 i=1
O resultado da integral é dado por [58]:

_11(@)
5. (a.bor V) = V)@ Y a1,
e g [2N+aa+ozb—2]ia)

So(a,b,a, N), (2.58)

obtido por Kaneko em 1993 [59]. Note que se pu corresponde a parti¢ao vazia, temos
J,(f‘)(:cl, Lxy)=1le [x];(f‘) = 1, recuperando o resultado da Eq. (2.56). E dificil nao se
maravilhar com o resultado relativamente simples da integral, visto que uma grande quan-
tidade de vinculos entre as variaveis sdo introduzidas pelo determinante de Vandermonde

e pelo polinémio de Jack.

2.4 Meédias nos Grupos de Matrizes

Como dissemos nas secoes acima, ¢ possivel obter matrizes que representam os
elementos do grupo, ou seja, as operacoes do grupo sao preservadas pelo produto das
matrizes que o representam. Isto é possivel porque ha conjuntos de matrizes que formam

grupos.

Considere o conjunto das matrizes de ordem N com entradas complexas cuja matriz
inversa ¢ a matriz conjugada transposta, na notagao de conjuntos {U| UUt = U'U = Iy},
onde Iy representa a matriz identidade de ordem N. Tais matrizes sao chamadas matrizes

unitdrias. Tomemos como operacao sobre esse conjunto o produto usual de matrizes.



44 Capitulo 2. Conceitos Fundamentais

Podemos checar que o produto de duas matrizes unitarias resulta numa matriz unitaria,
logo a operagao ¢ fechada; o produto de matrizes é associativo; temos uma matriz que
nao altera o produto com qualquer outra matriz (a matriz identidade); e toda matriz
unitdria estd associada uma matriz inversa (pois seu determinante nao é nulo). Dessa
forma, concluimos que esse conjunto de matrizes forma um grupo, que chamamos grupo

Unitario. O grupo Unitario é denotado por U(N).

Assim como o grupo de permutagoes, o grupo Unitario também possui caracteres
irredutiveis. Os caracteres irredutiveis sdao as funcoes de Schur e temos também uma

relacao de ortogonalidade entre os caracteres
U UNAU = 46,,. 2.59
f () SA( )Su( ) A ( )

Aqui, cabe uma nota sobre a integral acima. Ao realizar uma integral sobre um
grupo, de forma analoga a um valor médio sobre um conjunto, precisamos especificar
a medida de probabilidade. Aqui utilizamos a medida de Haar do grupo Unitario, que
¢ analoga a distribuico uniforme em um intervalo fechado [60]. A medida de Haar é
invariante por multiplicagoes a esquerda e a direita, ou seja, dada uma matriz unitaria O,

temos
dU =d(0OU) =d(UO). (2.60)

Isto quer dizer que a contribuicao infinitesimal de um elemento nao é alterada pela
multiplicagao por um elemento do grupo, ou seja, estamos apenas mudando o nome da
variavel de integragdo, pois como O e U sao unitarias, UO e OU também sao unitarias.
Assim, todos os subconjuntos do grupo possuem o mesmo peso na integracao, analogo a

uma distribui¢ao uniforme.

No grupo Unitario, temos dois subconjuntos de interesse. O primeiro deles é o
conjunto das matrizes unitarias reais de ordem N. Isto se traduz no fato que de a inversa
de uma matriz é sua transposta, {O| OO! = O'O = Iy }. Este subconjunto forma também

um grupo, sendo portanto um subgrupo do grupo Unitario.

O grupo das matrizes reais cuja inversa é dada pela matriz transposta é chamado
grupo Ortogonal e é denotado O(N). Os elementos do grupo Ortogonal sao as rotagoes,

reflexoes e inversoes em RYV.

No grupo ortogonal, os caracteres irredutiveis sao denotados por o) e temos a

seguinte relacao de ortogonalidade

[O 0y 2(0)0,(0)A0 = by, (2.61)

De modo anélogo ao grupo Unitario, a integracao é realizada de acordo com a medida
de Haar do grupo Ortogonal, que é, da mesma forma, invariante por multiplicacao por

elementos do grupo Ortogonal.
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Assim como para as fungoes de Schur, possuimos uma expressao explicita para

0,(0) em termos dos autovalores de O [60] se a ordem das matrizes é par, entao

det (zNMj_j + Z*]-V+)\j_j)

7 A

ox(O) = A ‘ , 2.62
\(0) det (ziN_] + z*ﬁV_J) (2:62)
e, se a ordem das matrizes é impar, temos
det (Z£V+)\j—j+1/2 + Z*ﬁv+>\j_j+1/2)
ox(0) = (2.63)

det (ZN—j+1/2 + Z*N—j+1/2)

7 7

Também temos uma expressao para a dimensao das representagoes, 0y (1Y). Temos

oﬂlN):%%{N}w (2.64)
onde
I(A) N
{N}A=EQ(N—1+e(i,j)), (2.65)

o AitAj—i—-j+1,sei>j
(i j) = , (2.66)
A =N i+ -1 ser<
lembrando que A’ é particao conjugada de .

O outro conjunto de nosso interesse é o subconjunto de matrizes unitarias que
sdo simétricas, ou seja, {U| UUT = UTU = Iy e U = U*}. Este subconjunto nao é um grupo,
pois o produto de duas matrizes simétricas nem sempre resulta numa matriz simétrica.

Com efeito, considere

1(7-4i 4i 1{1+i 1-4
Uy =—- e Uy=- , 2.67
! 9( 4 7+4z) 2 2(1—z‘ 1+i) (267)
temos
5.7 _1_ 1,
U1U2=($ 1§Z' Is ;§1)7 (2.68)
stigt 1t el

que € unitaria mas nao é simétrica. Este conjunto é chamado Ensemble Clircular Ortogonal,
e ¢ denotado COE(N). J& que COE(N) nao forma um grupo, ndo temos caracteres
irredutiveis. Porém utilizando a medida de Haar do grupo unitario (que é induzida para
o COE(N)), temos uma relacao de ortogonalidade no COE(N) desempenhada pelos

polindmios zonais

T =
fc A EACHIEEDY (2.69)

Agora que temos uma nocao de integracao nos grupos, podemos nos questionar

sobre outras médias, por exemplo, produtos de elementos de matriz. Algumas dessas
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médias no grupo Unitario sao

a0,
(Walrz) = 2l 2.10)
o 2
W03 = Ty (271)
<U U U;;U;;) = m, com i # j, (272)

Ja podemos perceber, que por se tratarem de variaveis complexas, devemos ter termos do
tipo “médulo ao quadrado ” (||2), como nas Eqgs. (2.70) a (2.72), para o valor médio resultar

numa expressao nao nula; caso contrario obtemos um valor nulo, como na Eq. (2.73).

E conhecida uma expressao geral para o calculo de médias de elementos de matriz

no grupo Unitéario [61]

(Uaror Uit Usray Ul gy = O 2 00(@,0)0, (b, )WY (07", N). (2.74)

o,T€Sy

Primeiramente, note que o valor médio é nulo quando n # m, como ocorreu na Eq. (2.73).
Em segundo lugar, é preciso verificar a existéncia de vinculos entre os elementos de matriz
que levem a um termo do tipo ||2 Isto é feito verificando-se se as listas dos indices
sao permutagoes umas das outras. Se escrevemos as listas dos indices dos elementos,

—

a=lay,...,a,] e ¢=[e,...,cn] (agora, ja estamos considerando n =m), definimos

0 (da E) = H 5akco(k)7 (275)
k=1

que verifica se a lista d é resultado de permutar a lista ¢ de acordo com a permutacao
o. Por exemplo, 5(132) ([‘Taya Z] ) [y,z,m]) =1le 5(132) ([i’,y,Z] ’ [ZL‘,Z,y]) = 0. Por ﬁm7 0S
pesos da soma sdo chamadas fungoes de Weingarten, WY (o117, N), dada por uma soma

sobre partigoes [61, 62]

1
WU(U>N):H )\Z: XA( )[N](l)
()N

(2.76)

Note que para computar a funcao de Weingarten devemos calcular o caractere irredutivel da
permutacao ¢ na representagao irredutivel A\. Entretanto, os caracteres sao constantes nas
classes de conjugacao. Por isso, ao invés de especificar uma permutagdo como argumento,

podemos especificar seu ciclo-tipo, como nos seguintes exemplos:

1
WY ([1], M) =
2
N2-1’

wU(uﬂ,zvﬁm.

WU([Q]’N) =
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Vejamos agora alguns exemplos, de médias sobre o grupo Ortogonal, analogos aos

do grupo unitario

OacO
(OabOcd> = Nbd; (277)
5N +1
<Oii0ii0ii0ii> = N(N — 1) (N n 2),
N+1 o
(OijojiOijOji> = N(N-1)(N+ 2), com ¢ * 7,
(OllOijOij> =0. (278)

Agora nao temos elementos conjugados, o que percebemos é que médias com um
nimero mpar de termos resultam em zero. Temos uma expressao semelhante a Eq. (2.74)

para o grupo Ortogonal [63], com uma soma percorrendo o conjunto dos matchings

(Oartn Oasbr oy = 0 Aa(@)A (D)W (a7'7, N), (2.79)
o,TeEMp,

onde A, (@) verifica se a lista a satisfaz o matching gerado por o e sao dadas por

A, (a) = ]1_[1 Ot (31e-1 (200 (2.80)

Por exemplo, para x # Y, A(23) ([LU,{E, Z/JJ]) = A(23) ([I’,QJ, Y, Z]) =0e A(23) ([%%% y]) = 17
pois (23) esta associada ao matching {{1,3},{2,4}}. Por depender apenas do matching

gerado por o, elas sdo invariantes por acao do Hiperoctaedro:

Aye(ad) = Ay(a) para € € Hy,. (2.81)

E a fun¢do de Weingarten do grupo Ortogonal é dada por [63]

2nn! d
W% (o,N) = o) )\E'_n wA(J)—[N](Q). (2.82)
Q)N A

Ja que a funcao zonal esférica nao distingue entre permutacoes com o mesmo coset-tipo,
o mesmo ocorre com a funcao de Weingarten ortogonal. Por isso, podemos utilizar o

coset-tipo da permutacao como argumento, como nestes exemplos

WO ([1], M) = 1.

1
W) = TN(N-1)(N+2)’
WO ([12],]\[) N+1

TN(N-1)(N+2)

Note que WO ([2], N) = WO ((23), N) = WO ((243), N) e WO ([12], N) = WO (id, N).
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E, para o Ensemble Circular Ortogonal, temos os seguintes exemplos de médias

5ac(5bd + 5ad6bc

N+1 ’
8

(N+1)(N+3)’

*TTH\ _ 2
UsUsU5U5) = sy

<Uab ;d> =

(UaUnUSUS) =

T n

Novamente, percebemos que o niimero de elementos conjugados e nao conjugados deve ser

igual.

Para o COE(N), temos a seguinte expressao para a média de elementos de matriz

<Ui1,iz ~U; U U, >A[ = Z 50(573)W00E(O—7 N)7 (284)

12n— 1al2n ]11]2 J2n-1 32n
O’ESQn

onde a fun¢ao de Weingarten do COE(N) é dada por

WCOE (5 N) = (2;73" A;L )‘(0)[ ](2) (2.85)
<N

Comparando a Eq. (2.82) com a Eq. (2.85), vemos que WA/ (g, N) = WO(o, N +1). Dessa
forma WCOE (g, N) também depende apenas do coset-tipo de o. As fungoes de Weingarten
do COE(N) sao

WO ([1],N) = N1+1’
. ) 1
WM = -y D v ey
WEOR([PLN) = 3y ; 1;<2N+3>' o

Esses conceitos fundamentais serao utilizados para obtermos momentos de trans-
porte para alguns arranjos de cavidade mesoscopica. Somado a eles, no capitulo seguinte,
discutimos a aplicagdo da Aproximacao Semicldssica para transformar o problema de obter
momentos de transporte numa soma sobre diagramas; e como calcular essa soma através

de uma integral matricial.
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3 Integrais Matriciais e Aproximacao Semi-

classica

Neste capitulo, vamos delinear o processo utilizado nos capitulos subsequentes
para obter expressoes para os momentos de transporte. Descrevemos a ideia de matriz de
espalhamento e sua relacao com os momentos de transporte utilizando a abordagem de
Landauer-Biittiker [2]. Em seguida, utilizamos a aproximagao semicldssica para obter os
elementos da matriz de transmissao através de somas sobre trajetorias. Por fim, as somas

sao implementadas através de integrais matriciais que mimetizam as regras diagramaéticas.

Ao longo deste e de capitulos subsequentes, o termo M sempre representa o nimero
total de canais disponiveis na cavidade independentemente do niimero de guias presentes.
Assim, para um sistema com duas guias com N; e N, canais, respectivamente, temos
M = N1+ Ns. E para um sistema com trés guias com Ni, Ny e N3 canais, respectivamente,
temos M = Ny + Ny + Ns.

3.1 Introducao

Uma das técnicas mais empregadas para o estudo de transporte quantico cadtico
é a Teoria de Matrizes Aleatérias (RMT) [2, 64], em que o problema é atacado de um
ponto de vista estatistico onde os operadores sao substituidos por matrizes distribuidas
ao longo de um ensemble adequado ao sistema. A RMT tem se mostrado adequada para
revelar caracteristicas universais, as quais nao dependem das caracteristicas geométricas
do sistema, entretanto, dependem fortemente das simetrias intrinsecas do hamiltoniano
correspondente, como Simetria de Reversao Temporal e Simetria Rotacao-spin [2, 64].
Temos, entdo, trés ensembles principais: Ensemble Circular Ortogonal (COFE), que preserva
Simetria de Reversao Temporal e Simetria Rota¢ao-spin; Ensemble Circular Simplético
(CSE), que preserva Simetria de Reversao Temporal e tem Simetria Rotagao-spin que-
brada, por exemplo, por interagdo spin-érbita; e ensemble Unitario (U(N)) que tem
Simetria de Reversao Temporal e Simetria Rotacao-spin quebradas, por exemplo, por um
campo magnético e por interacao spin-oOrbita, respectivamente. A RMT pode ser aplicada
diretamente a abordagem de Landauer-Biittiker [65, 66] para obter valores esperados
dos momentos de transporte eletronico, tais como condutéancia [67, 68, 44, 45, 69, 29],
shot-noise [30, 44, 45, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 37], e o terceiro cumulante [77, 78, 79, 80].
Apesar do limite de um grande niimero de canais, a variancia da condutancia e o valor mé-
dio do shot-noise mantém um valor universal (independente das caracteristicas especificas

do sistema), um indicativo da presenca de caos quantico [2].



50 Capitulo 3. Integrais Matriciais e Aprozimagdo Semicldssica

Dentre os principais fatores que afetam os valores médios dos momentos de trans-
porte eletronico, estao a presenga de barreiras de tunelamento [68, 71, 72, 73, 76, 37, 77,
78, 80], causada pela juncao entre a guia e o interior da cavidade e o nimero total de
guias disponiveis [44, 45, 81, 82, 83, 84]. Na literatura, é possivel encontrar resultados
exatos tratando cavidades conectadas de forma ideal as guias [85]. No entanto, estudos
que consideram o efeito de barreiras de tunelamento e varias guias sao, frequentemente,
calculos perturbativos vélidos apenas no regime de um grande ntimero de canais [44, 71, 72].
Portanto, ha uma escassez de resultados nao perturbativos na literatura que consideram

tanto barreiras de tunelamento quanto varias guias.

3.2 Matriz de Espalhamento

Considere uma cavidade na qual temos m guias acopladas. Através das guias fluem
elétrons que serao espalhados através da cavidade. Nas guias, podemos considerar que
a funcao de onda eletronica é composta de duas partes. Na direcao transversal da guia,
temos uma funcao de onda de particula confinada, como os autoestados do poco-infinito;
j& na direcao longitudinal, temos ondas planas, ou seja, fungdes de onda de particula livre.
Os modos de ondas planas sao chamados canais da guia. Podemos dispor as amplitudes
de espalhamento antes e depois de passar pela cavidade na forma de uma matriz. Dessa
forma, um elemento Sy, da matriz de espalhamento conecta o a-ésimo modo incidente e o

b-ésimo modo transmitido. A matriz pode ser organizada em blocos de matriz, da seguinte

forma,
r(l) 12 .. ¢(1m)
t2l)  p22) .. g(2m)
S=1 . . | (3.1)
t(ml) t(m2) I.(mm)

Nessa notacio, o bloco t(**) contém as amplitudes de espalhamento dos canais que incidem
pela guia a e sdo transmitidos pela guia b. E os blocos diagonais, r(¢®) contém as amplitudes
de espalhamento dos canais que incidem pela guia a e retornam pela guia a, ou seja, sao
refletidos. Assim, se uma guia a comporta N, canais e uma guia b comporta N, canais,
entdo o bloco t(*) ¢ uma matriz de ordem Nj, x N,, e o bloco r(#®) é uma matriz quadrada
de ordem N,. Note ainda que devido a conservagao da probabilidade, é necessario que
a matriz S seja unitdria. Desse fato, segue que t(a) = (t(b“))T e que os blocos r(®) s3o
hermitianos, ou seja, r(@e) = (r(‘w))T [2]. Seguindo a abordagem de Landauer-Biittiker, a
conduténcia da guia a para a guia b é diretamente proporcional® ao traco da matriz de
transmissao entre as duas guias. A matriz de transmissao é dada em termos dos blocos que

compoem a matriz de espalhamento, T, = (t(“b))T t(a®) [2]. Dessa forma, a condutancia

1 A constante de proporcionalidade vale G = ;—2 ~ 7,75 x 1075071, onde e é a carga elementar.
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entre as guias a e b é dada por
_ (ab)\T 4 (ab)
Gab = GoTr[(t )t ] (3.2)

Para momentos mais gerais, utilizamos as séries de poténcias definidas na Eq. (2.23),

()= Y T[Ty, com et ()= A (33)

21,..in=1k=1

Para simplificar a notacdo, e quando nao houver risco de confusao, vamos omitir os indices
em t() que denotam as guias relacionadas pela transmissao, denotando simplesmente
t. O momento mais simples é a condutancia, dado pela média dos autovalores de T" ou
simplesmente g = p;(7"). Momentos de ordens mais altas, podem ser obtidos através de
combinagoes lineares entre as séries de poténcias py(7'). Dentre eles, podemos destacar o

ruido de disparo (shot-noise) que é dado por pi(T') — p2(T') e a varidncia da conduténcia,
var[g] = (p(T)?) = (p (1))’ = {pp1)(T)) = (p1(T))".

3.3 Aproximacao Semiclassica

Para que a aproximacao semiclassica seja eficaz, as dimensoes das guias devem
satisfazer certas condigbes. Assuma que a i-ésima guia tem largura W;. A largura da
guia deve ser suficientemente pequena (do ponto de vista cldssico) para que o tempo
de permanéncia, 7p, na cavidade seja alto, tornando possivel uma dindmica fortemente
cadtica. Isto pode ser entendido do ponto de vista do espalhamento classico. Guias estreitas
dificultariam a saida das particulas da cavidade, possibilitando uma dindmica cadtica,
uma vez que as particulas permanecem mais tempo no interior da cavidade. No regime
semicldssico, ou seja, com A ~ 0 o nimero de modos é grande N; ~ W;/h. Entretanto, a
energia total dos elétrons ¢ fixa, uma vez que a cavidade nao lhes fornece energia. Para
implementar a aproximacao semiclassica, descrevemos as quantidades de interesse em
termos da agado classica associada as trajetorias no espago de fase [28]. Neste caso, as

quantidades de interesse sao os elementos da matriz de espalhamento:

L Z AaeiSTa, (3.4)

Soi =
V 7_D]\4 a:i—0

onde M é o nimero de canais disponiveis na cavidade, M = Z N;, a é uma trajetéria que

7
conecta o canal de entrada ¢ ao canal de saida o, S, ¢ a agdo classica associada a trajetoria
a e A, é o peso da contribuicao da trajetoria a. Para estudar os momentos de transporte

entre as guias a e b, devemos utilizar a Eq. (3.4) para expressar os elementos do bloco
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t(a®) de S. Utilizando a Eq. (3.3), ficamos com

Ng n
p)\(T) = Z H ki (k)
1=1 k=1
Na n Nb
= Z H Z by b Ok (k)
i=1 k=1 \or=1
n Na Nb
H( tokzk Okl (k)
k=1 Zk:1 Ok=1
1 (Sa=53)

- Wn%zw%ft AT (3.5)

onde a trajetéria ay, conecta o canal i, com o canal o e a trajetoria (3, conecta o canal i)

com o canal o em que 7w é uma permutagao com ciclo-tipo A. Além disso, A, = H Aa,

é a combinagao dos pesos das trajetorias e S, = ZSak ¢ a soma das agOes classicas

associadas as trajetérias. A complexidade do momeﬁto estd embutida na forma em que
os pares de trajetorias estao correlacionadas entre si, ou seja, se estamos interessados no
momento indexado por A, devemos ter |\| pares de trajetérias. Na Fig. 7 temos dois pares
de trajetdrias que nao interagem entre si (ndo estdo conectadas). Portanto, as trajetorias
da figura podem ser entendidas como dois pares de trajetérias para o cdlculo do momento
p1 ou como uma trajetéria para o calculo do momento pp; ;7. Momentos de ordem mais
alta exigem combinagoes mais complexas de pares de trajetorias; por exemplo, o0 momento
P[3,1,1] exigem trés pares de trajetorias conectados entre si e dois pares de trajetérias
isoladas. Podemos notar ainda, que a troca de m por outra permutacao com o mesmo
ciclo-tipo é irrelevante, pois a soma na Eq. (3.5) corre sobre todos os indices sobre o mesmo
conjunto de valores (ig = 1,..., N, Vk). Os momentos de transporte, p,(7') sdo fungdes
dependentes da energia com flutuagoes expressivas. Calcular uma expressao exata é um
problema extremamente dificil. Por isso, nos interessamos pelas médias dos momentos.
Podemos calculd-las através da aproximagao de fase estacionaria [64]. Isto é, o valor da
média (px(7")) é aproximado pelo seu valor no ponto onde S, » Sg. Isto acontece quando
as trajetérias a4, e [ coincidem em quase todos os pontos. As trajetorias diferem apenas
em pequenas regioes chamadas g-encontros. Dessa forma, as médias dos momentos de
transporte resumem-se a somas sobre trajetérias. Os g-encontros podem ser entendidos
como regioes onde as ¢ partes de uma trajetéria correm aproximadamente paralelas entre
si enquanto ¢ pedacos da outra trajetoria sao permutados entre si. Essa permutacao entre
essas partes é a diferenga significativa entre o par de trajetérias. Por exemplo, na Fig. 7
percorrendo o par de trajetérias superior, vemos que a trajetoria azul (continua) possui
trés partes correndo paralelas no 3-encontro. Ja na trajetéria preta (tracejada) essas trés
partes sao permutadas e uma consequéncia ¢ que a trajetoéria tracejada percorre primeiro

o lago inferior ao passo que a trajetoria continua percorre primeiro o lago superior.
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k

Figura 7 — Temos dois pares de trajetorias. No par superior, temos um 3-encontro que
ocorre no interior da cavidade. No par inferior, temos um 2-encontro que ocorre
no interior da cavidade e um 2-encontro que ocorre numa guia com barreira de
tunelamento.

3.4 Regras Diagramaticas

Uma maneira de implementar a soma na Eq. (3.5) consiste em associar a cada par
de trajetérias um grafo de fita ou grafo de faixa [34]. Para formar a fita, assumimos que
cada borda da fita é delimitada por uma trajetéria do par. Com isso, é possivel converter
a soma sobre todos os pares possiveis de trajetérias numa soma sobre todos os grafos de
fita possiveis. Dessa forma, a contribuigao de pares de trajetérias, na Eq. (3.5), que estao
associadas a um mesmo grafo pode ser obtida através das propriedades deste grafo. A
partir de integracao no espaco de fase, foram deduzidas regras diagramaticas para calcular

cada contribuicao. Se os encontros ocorrem todos dentro da cavidade, as regras sao

o um fator M1 para cada par de trajetorias;
o um fator (-M) para cada encontro;
o um fator N, para cada par de trajetérias que entra na cavidade;

o um fator N, para cada par de trajetorias que sai na cavidade.

Assim, supondo que a barreira na guia inferior é transparente (y = 0) para o par de

trajetérias superior na Fig. 7, temos quatro pares de trajetérias (dois no entorno do
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encontro e dois o conectando as guias), o que nos dd um fator M~4; temos um vértice e,
portanto, um fator (—-M); temos N, canais de entrada na guia 1 e IV, canais de saida na
guia 2. Dessa forma, a contribuigdo desse par de trajetérias para a soma na Eq. (3.5) é

NaNb
— e .

(3.6)

3.5 Lei de Wick e Integrais Matriciais

Para implementar a soma sobre trajetérias, vamos utilizar uma integral matricial.
Com efeito, considere a seguinte média

(f(2)) = /f(Z) (22 g7 com dZ = [] dzy, (3.7)

1<i<isN

onde f(Z) é uma funcao cujo argumento é uma matriz quadrada complexa, Z, de ordem
N e

z- f e M(221) g7 (3.8)
¢ uma constante de normalizacao.

Para motivar a definicdo da integral matricial que implementa as regras diagrama-

ticas, considere a seguinte média definida pela Eq. (3.7)

By ([—%Tr (ZZT)Q] - ZiOZ;O> . (3.9)

i,0=1
Nessa notacao, o indice ¢ percorre o intervalo 1,..., N, e o indice o o intervalo 1, ..., N;. O

valor dessa expressao pode ser obtido através da Lei de Wick,

n

(Hzmm pqu>— > H(kaij;U(k)qd(k), (3.10)

oeSy k=1

onde a média gaussiana de um produto de elementos de Z e Z* pode ser calculada através
das médias de todas as combinagoes dois a dois dos elementos de Z e Z*. Expandindo
o trago na Eq. (3.9) nos elementos das matrizes Z, e usando a Lei de Wick na Eq. (3.9)
temos seis parcelas geradas pelas permutacoes em S3. A permutacao e a respectiva parcela

encontra-se na tabela abaixo.

id  (ZaZi ) (Z0aZ3y) (210 Z},)
(12)  (ZaeZi) (ZoaZie) (ZioZ3s)
(13)  (ZuZ >(Z Z: M Z:02;,)
(23) <Za )<Z ;)(ZiOZ;d)
(132) <Za N ZaZy ) (Zi0Z2y)
(123)  (ZueZ3)(ZaZi) (ZioZs,)

Tabela 1 — Aplicando a Lei de Wick na média da Eq. (3.9), obtemos uma soma de seis
parcelas geradas pelas permutagoes de Ss.
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A Lei de Wick possui uma interpretacao diagramatica, onde os elementos de Z
sao representados por setas que podem conectar suas pontas e os elementos de Z* por
setas que podem conectar as caudas, como na Fig. 8. Utilizando essa concep¢ao, podemos
construir uma estrutura usando setas que representa o traco. Para isso, expandimos o

trago nos elementos de Z e Z*,

N
T ((221)) = Y ZucZl 2z, (3.11)

a,b,c,d=1

G

- - S—

).: ...... : - _._-_'-'l'-'-' iy - ) S Tp———— >
.

*

Zbc Zbd

Figura 8 — A Lei de Wick pode ser interpretada diagramaticamente, onde os diagramas sao
construidos utilizando pares de setas. Na figura, temos estruturas diagramaticas
que representam, respectivamente, Z;,, Tr ((Z Z T)Q) e ZL-

Os diagramas sao construidos observando as conexoes que sao dadas pelas médias
de cada par (ZijZm, onde cada termo representa uma conexao. Temos, portanto, 3
conexoes a serem adicionadas as estruturas na Fig. 8. Temos 6 diagramas associados a

cada permutacao de Ss3. Na Fig. 9 esquematizamos os diagramas que sao gerados pelas

permutacoes.
NedVo i M 2
Agora, a identificacdo entre a média Z ([—TTr (ZZT) ] . ZiOZ;O> e um par de
2,0=1

trajetorias com um 2-encontro é clara. A Lei de Wick nos permite gerar diagramas
para implementar a soma sobre trajetérias. Entretanto, os diagramas nas Fig. 9a e 9b
nao representam trajetorias associadas ao fendmeno de transporte, pois contém érbitas
(associadas a particulas que ficam presas na cavidade). Assim, precisamos eliminar tais

termos da soma.

Para calcular a contribuicao de cada diagrama, notamos que, para o caso mais

simples, temos
* 6Zk6l
(ZiZy) = M] ) (3.12)

0 que nos permite escrever a Lei de Wick como

(1‘[ kajkzgqu> =— > b, .56, [J. 4] (3.13)
k=1 M
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(c) Diagramas associados as permutacoes (132) e (123), respectivamente.

Figura 9 — Diagramas gerados pela Lei de Wick, associados as permutacoes de S3. A
estrutura das setas e do traco foi simplificada.

De posse desta expressao, podemos escrever

Ng,Np 9 Ng,Nyp N
Y A[-MT (220 ZioZi) = YN (ZacaZin i 2 )
7,0=1 1,0=1 a,b,c,d=1
= (;Wj\j‘[) Y 0x[(a,b,i),(b,a,i)]dx [(c.d,0),(c,d,0)]
7TES4
N, N;
=- M2” (2N*+2N? +2), (3.14)

onde a contribuicao dos diagramas na Fig. 9a é proporcional a N*, a contribuicao dos
diagramas na Fig. 9b é proporcional a N? e a contribuicao dos diagramas na Fig. 9c é
proporcional a 1. Dessa forma, os diagramas que possuem 6rbitas periddicas podem ser

eliminadas fazendo N — 0.

Assim, a contribuicdo de um par de trajetérias que possui um tnico 2-encontro

pode ser obtida por

NaVor M 2 N,N,
: - ‘i’ . . >(- - _ a b
lim Zl ([ 5 Tr(2Z") ] Zwa> e (3.15)
Isto motiva a associar a média
. NaodVs M q
lim Zl <[—?Tr(ZZT) ]ZZ) (3.16)

a contribuicao de um par de trajetorias com apenas um g—encontro. Com alguns argumentos

de combinatoéria, percebemos que as contribui¢oes mais gerais com um nimero qualquer
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de encontros de todas as ordens sao implementados por

Ng,Ny 1
lim )" <Z Z}exp (—MZ —Tr(ZZT)q)). (3.17)
N=0 ;501 )

Se escrevermos explicitamente a integral como na Eq. (3.7) e incorporarmos a medida
de probabilidade, obtemos uma integral que implementa as regras diagramaticas para o

calculo da condutancia usando aproximagao semiclassica

Na.be

g = lim fZ Z*exp( MY i (221 )dZ (3.18)

N"Oz’ol 14

Para implementar momentos de ordem mais alta, fazemos [34]

Na,N,
pa(T) = hm Zb fexp( MZ Tr (ZZT) )HZlkokZZ’;o 2. (3.19)
k=1

zo 1 q>1

3.6 Barreira de Tunelamento

Quando uma barreira de tunelamento esta presente, temos efeitos adicionais a
considerar: encontros que ocorrem na barreira, reflexdes na barreira e a influéncia da
barreira no interior da cavidade. Na Fig. 7 o par de trajetorias inferior exibe dois encontros:
um 2-encontro que ocorre no interior da cavidade e um 3-encontro que acontece na

barreira presente na terceira guia da cavidade.

Quando uma barreira estd presente as regras diagramaticas devem incorporar os
efeitos de tunelamento ou, analogamente, de reflexao pela barreira. Supondo que todos os
canais da guia possuem a mesma probabilidade de reflexao, 7, e que a barreira encontra-se

na guia a, as regras diagramaticas sao

e um fator (M —~N,)~! para cada par de trajetorias;
o um fator —M + 4N, para cada g—encontro;
o um fator N, — yN,d. para cada par de trajetérias entrando ou saindo pela guia b;

o um fator v para cada reflexdo na barreira.

Considerando a Fig. 7, suponha que as guias de entrada e saida, guias a e b,
respectivamente, sao ideais e que uma barreira com probabilidade de reflexdo v encontra-se

na guia c. A contribuicdo do par de trajetérias superior para a condutancia? contém um

2 J4 que estamos considerando a condutancia, momento associado & particdo [1], cabe relembrar que

cada contribui¢do vém de um par de trajetérias. Assim, na Fig. 7 temos duas contribuigdes: uma vinda
do par de trajetérias superior e outra vinda do par e trajetérias inferior. Entretanto, se estivéssemos
considerando o momento associado & particdo [12], os pares de trajetéria na Fig. 7 constituem apenas
uma contribuigao.
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fator (M —~yN,)=* devido aos quatro pares de trajetérias, um fator —M + 3N, devido ao
3—encontro, um fator N, devido a guia de entrada e um fator N, devido a guia de saida,

resultando numa contribuicao
NoNy(M = ~3N,)

(M - 'VNC)4

(3.20)

Note que podemos tornar a barreira transparente fazendo v = 0 e recuperamos a
contribuicao obtida na Eq. (3.6). Dessa forma, identificamos o efeito da barreira no interior

da cavidade.

Para o par de trajetérias inferior, temos um fator (M —~yN.)=¢ devido a 6 pares de
trajetérias, um fator —M +~2 N, devido ao 2—encontro, um fator 3 devido as trés reflexdes
na barreira, um fator N, devido a guia de entrada e um fator NV, devido a guia de saida.
Logo, a contribuicao desse par de trajetérias é
(M -2N,)

3N, N, :
TNy

(3.21)

Note que se a barreira é transparente, v = 0, a contribuicao é nula. E, dessa forma,

identificamos o efeito adicional da barreira, as reflexdes que acontecem nela.

Quando a barreira nao se encontra nem na guia de entrada nem na guia de saida, a
modificacdo da integral na Eq. (3.19) é imediata. Basta fazer a substituicdo M — M —~4N,,

o que produz

e 1 (M —yN) .
pa(T) =Jl\}ﬁm0 ;;1 fexp( ; p (ZZT)q) [1Zi0.Z: . Wiz (3.22)

3.6.1 Barreira na Guia de Entrada/Saida

O terceiro efeito a ser considerado, ocorre quando a barreira encontra-se na guia de
entrada (ou saida). Nesse caso, existe a possibilidade de “encontros” na guia de entrada
(ou saida). Suponhamos que uma barreira com probabilidade de reflexdo « encontra-se na

guia de entrada, digamos a guia a.

Como introduzido por P. Bento e M. Novaes [36], na guia de entrada, ocorrem
pseudo-encontros que sao diagramaticamente semelhantes a encontros com valéncia impar
(pois o par de trajetdrias que entra na cavidade deve ficar desconectado do pseudo-encontro).
deve ser substituido por uma estrutura do tipo [ZZ1Z] ivon?
de acordo com a ordem do pseudo-encontro. Se o pseudo-encontro tem valéncia 2m + 1

Isto significa que o termo Z;,,,
entdao devemos ter [(yZZ1)™ Z], ,, . Além disso, um fator v deve ser adicionado para cada
reflexdo na barreira, portanto, para um pseudo-encontro de valéncia 2m + 1 devemos ter
um fator 4. Ora, podem ocorrer pseudo-encontros de qualquer ordem. Cada contribuicao

deve ser adicionada. Logo, o termo que substitui Z;,,, €

(22 7], + (0727 7]

1k Ok

t[(1221) z] v =[(1-221) 2], . (3.23)

1k Ok
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Incorporando esse efeito e a modificagao na Eq. (3.22), obtemos

()=t 5 /eXp(_zw_w

7,0=1 q>1 q

(22

ﬁ[(1 ZZNZ),  ZF, . dZ. (3.24)

k0K kOr (k)

Se houvesse uma barreira de tunelamento na guia de saida, o termo Z* seria modificado

da mesma forma.

Note que a barreira presente somente na guia de entrada, guia 1, modifica as regras
diagramaticas no interior da cavidade da mesma forma que a barreira na guia 3. Se houvesse
barreiras em mais de uma guia, seus efeitos seriam agregados. Por exemplo, se tivermos
uma barreira na guia 1, com probabilidade de reflexao 71, na guia 2, com probabilidade de
reflexdo 7s, e na guia 3, com probabilidade de reflexao 3, a Eq. (3.24) seria modificada
fazendo: (1-v)™ - (1=71)"(1-"2)" incorporando o efeito de reflexoes nas guias de entrada
e saida; [(1-~22Z0)1Z], Z oy ™ (1-mzzt)1Z], , [Z1(1-Z2Z7) 1] iy LDCOT-
porando os pseudo-encontros que ocorrem nas guias de entrada e saida; e (M —4Ny) —

lkok [

(M = ~{Ny —v§ Ny —viN3) = (M -5-N ) que incorpora os efeitos das barreiras no interior
da cavidade. O efeito da barreira 7 pode ser eliminado tomando ~; = 0. Podemos ainda, fe-
char completamente a barreira tomando v; = 1. Quando a barreira esta na guia 3, tomando

v3 = 1, temos
(M—W'N) =M -y Ny —v2Ny — N3 = Ny + Ny = y1 N1 — 72 Ng, (3.25)

eliminando o efeito da guia 3. Por outro lado, se 4, = 0 ou 7, = 0, teriamos (p\(7T")) =

pois nao haveria transporte.

3.7 Simetria de Reversao Temporal

Até agora, discutimos sistemas com auséncia de Simetria de Reversao Temporal.
Nesses sistemas, como é mostrado na Fig. 7, os pares de trajetérias possuem orientacao.
Para os sistemas onde a Simetria de Reversao Temporal esta presente, os pares de trajetorias
nao possuem orientacao. A ocorréncia de trajetérias orientadas combina perfeitamente
com a interpretagao diagramatica da Lei de Wick [86]. Mas, ainda assim, é conveniente
modificar as integrais nas Eq. (3.22) e (3.24) para computar a soma sobre trajetorias
na forma de uma integral matricial para sistemas que possuem Simetria de Reversao

Temporal.

Para incorporar os efeitos de Simetria de Reversao Temporal, M. Novaes modificou

a integral na Eq. (3.19) introduzindo a coleta de coeficientes [35].
Dado @ =1, ® On_ps, definimos

R=YQSQYT, (3.26)
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em que Y é uma matriz complexa. Dada a condi¢ao imposta por (), temos

M
= Z }/;asab}/;')Z;' (327)

a,b=1

Dessa forma os momentos de transporte podem ser calculados coletando o coeficiente

de C;,3,C} ;. (em que C' = YY), Considerando uma cavidade sem barreiras de tunelamento,

a condutancia pode ser obtida através de

Nip,Na
< ) - ]1\}% Z;1 KN [0111202*112] (328)
onde
1 —% S imzzty
Ky=% f e 2 Rus, Riyi,d7, (3.29)

e, nesse caso, Z é uma matriz real. A notacao [CMQC’,L1Z ] significa que devemos extrair

o coeficiente que multiplica o termo C’,mC’ . Os elementos C;; advém da coleta das
entradas de Y, no produto R;,;, R;,;, dado que C' =YY"

Para sistemas com barreiras de tunelamento, modificamos a integral da mesma
forma que os sistemas sem Simetria de Reversao Temporal. A final, em sua forma mais
simples (sem barreiras), as duas integrais s6 dependem do ntimero de encontros (vértices)
e pares de trajetérias (faixas) [34]. Entao, para sistemas com trés quias com barreira na

guia 3, como na Fig. 7, temos a seguinte integral para a Eq. (3.28)

Z (M Y NS)T (ZZt)
Ky=% f q Rii RiyindZ. (3.30)

Por outro lado, se temos uma barreira apenas na guia de entrada, na guia 1, fazemos
as mesmas modificagoes realizadas por P. Bento e M. Novaes [36]. Dessa forma, temos a

seguinte integral

Ky=(1-7)= f a R, RiyndZ, (3.31)

onde

1
Yia Z| Y. 3.32
abzl [1 ’YZZt ]ab 7 ( )

Assim, para incluir barreiras nas guias modificamos o argumento da exponencial fazendo
M — (M -7-N). Se houver barreira na guia de entrada ou saida é necessario a modificagao
adicional R; - (1—~)R!,. Os dois termos devem ser modificados quando houver barreira

na guia de entrada e na guia de saida.
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3.8 Constantes de Normalizacao e Limites

Por fim, vamos obter expressoes para as constantes de normalizagao das Eq. (3.19),
(3.22), (3.28) e (3.30), podemos escrever

Z(@ - f e 1(22Y) g7, (3.33)

onde, no primeiro caso, temos que a = 1 e Z é uma matriz complexa, ao passo que no

segundo caso, a =1 e Z é uma matriz real.

Procedemos a decomposi¢ao em valores singulares, Z = UDV, em que D ¢ uma
matriz diagonal e U e V sao matrizes unitarias no primeiro caso e ortogonais no segundo

caso. Com isso, temos

Z@ =f -LTr<X>(f dU)(f dV)det (X)=A(X)]= dX, (3.34)

onde X = DDt e
det (X)= M A(X)]= (3.35)

é o jacobiano da mudanga de variaveis [87]. Sabendo que as integrais sobre o grupo Unitério

(e Ortogonal) sdo normalizadas e utilizando a Eq. (4.5), ficamos com
2@ - f det (e ) det (X) =" |A(X)[* dX. (3.36)

Ja que X ¢é uma matriz diagonal, podemos converter os determinantes em produtos,

ficamos com N
Z(@ - f [z e to |A®R))? di. (3.37)
i=1

Para tornar a equacao anterior mais préxima da Eq. (2.56), vamos inserir o seguinte limite

sob o sinal da integral
- lim (1 + 3) . (3.38)
n

n—oo

Com isso, obtemos

n—oo

(a)—hmfnac 1( Lxl) IA(F)|* di. (3.39)
=1

Agora, fazemos uma mudanca de variaveis in =t;. Como as variaveis sao desacopladas, o

jacobiano ¢ uma matriz diagonal e seu determinante ¢é ( ) O determinante de Vander-

monde, é um polinémio homogéneo de grau M, por isso, essa mudanca de varidveis
resulta em
N(N-1)
a2 n o N
NG (E) A (3.40)

Combinando esses resultados na integral, ficamos com

n—oo

Z(O‘)—hm( ) f]‘[ta (1- )" |A()]* di. (3.41)
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Agora, podemos utilizar a Eq. (2.56), reconhecendo a = - e b=n+ 1, para obter

Z® = lim

n—oo

;) 1 %‘%) Tt o

Por fim, devemos resolver o limite

N2N1 F(n+1+ )

lim n™e H NH)

3.43
n—oo i=0 F(n+1+ ( )

Para enxergar melhor a simplificagdo, vamos utilizar uma propriedade da funcdo Gama,

['(z+1) =zl E ficamos com

y 2N T(n+1+1) N-Ly (n+ L)
U Y SUCTST L3 § R ey Y

(3.44)

pois I'(2) é continua quando z > 2. Portanto,

N-1T i+l +1)T i+l
Z(a) _ L—— H ( ) ( )

9! F(l " é) (3.45)

Em particular, para o =1, obtemos

N N-1
ZW = 1‘[ il (3.46)

Utilizando a Eq. (3.45) e a Eq. (2.57), podemos obter a média normalizada de um

polinémio de Jack,

Su(,b,a,N) N .
- Z(@) Z(a)/ RGN CUN)HJC L= @) A dayeday. (3.47)
Entao, se reconhecemos a =, temos
g (L [N](a) ? N-1 i+l i+1 i
M(avba&aN) H P(T-Fl)F T)F(b-i_a)
2 ¥ N 4ab-1]@ 0 T(1+ )b+ )

r(1+2)
1“(“1+1)F(%)
N2 (@))? ,
L% ([N]u ) Nt T (b L)
[2N+o¢b—1]ff‘) io I'(b+2)

(3.48)
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Dessa forma, podemos escrever

N2 (@)\?
L (lbaN)— b ([N]“ ) R(a,b,N) (3.49)
ZETaT T N vab- 1] |
onde ( )
N-1 Db+
R(a,b,N) = —_— 3.50
(o) = I 5 (3.50)
Note que
Jl\}_r% R(a,b,N) = 1. (3.51)

No capitulo a seguir, consideramos uma cavidade como a da Fig. 7, com trés guias:
as guias de entrada e saida sao ideais, ao passo que a terceira guia esta acoplada a cavidade
através de uma barreira de tunelamento. Nosso objetivo é obter os momentos de transporte

nesse sistema. Para isso, buscamos calcular a integral matricial na Eq.(3.22).
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4 Momentos de Transporte |: Trés Guias

Neste capitulo, vamos utilizar as integrais matriciais discutidas no Cap. 3 para
obter momentos de transporte. Estamos interessados numa cavidade com trés guias. As
guias de entrada e saida, guias 1 e 2, respectivamente, sdo transparentes, (73 = 72 = 0),
a0 passo que a guia 3 possui uma barreira de tunelamento com probabilidade de reflexao
Y3 =7

Na primeira secao, consideramos que o sistema nao possui Simetria de Reversao
Temporal (bTRS, do inglés broken Time Reversal Symmetry). Para este caso mais simples,
vamos obter uma expressao geral para momentos de ordem mais alta e obter expressoes
assintoticas para a condutancia, a variancia da condutancia, o fator Fano e o terceiro

cumulante.

Na segunda secao, consideramos que o sistema possui Simetria de Reversao Tempo-
ral (TRS, do inglés Time Reversal Symmetry). Isto torna as integrais bastante trabalhosas,
portanto, obtemos apenas a condutancia. Adicionalmente, obtemos a condutancia entre as

guias 1 e 3.

Por fim, combinando os resultados da duas se¢des, podemos obter uma aproximagao

para a localizacao fraca.

4.1 Auséncia de Simetria de Reversdo Temporal

Nessa cavidade, vamos considerar a guia 1 como guia de entrada e a guia 2 como
guia de saida, ambas transparentes. Na guia 3, temos uma barreira com probabilidade de

reflexao ~.

Para calcular a média do momento de transporte associado com a particdo A,
propomos a seguinte integral matricial da Eq. (3.22) como meio de implementar as regras
diagramaticas

{pA(T)) = lim Ky, (4.1)
com

Nallo 1 M - ~y2N. n
Ky = Z Z | oxp (_ Z MTr (sz)q) H ZikOkZ;kOﬂ(k)dZ, (4.2)
1 g1 q k=1

1,0=

onde 7 é uma permutacao de S, com ciclo-tipo \ e

z- fe_(M_7N3)Tr(ZZT)dS. (4.3)

Comecamos fazendo uma mudanca de variaveis usando a decomposicao de valores

singulares. Escrevemos Z = UDV, em que U e V sao matrizes unitarias e D é uma
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matriz diagonal. Esta decomposicao sempre é possivel para matrizes complexas. Definindo
X = DD, o jacobiano da transformacdo é |[A(X)* [87], o médulo ao quadrado do

determinante de Vandermonde (Eq. (2.30)). Com isso, obtemos

E ol £

i q

. (4.4)
JIWDV )5 (UDV )y, IA(X) [ dX dUAV.
k=1

Com o auxilio da série de Taylor do logaritmo natural e de uma relagao entre matrizes,
In(1-z) = Z Lo &Y _ det(e¥), (4.5)
=1 94

temos

(M —~y4N. -
exp (_ D %Tr(ZTZ)q) _ Trin(1-X)M [Trin(1-yX)~Ns

q=1

= det(1- X)Mdet(1 -yX) s, (4.6)

Vamos trabalhar nas integrais que envolvem o grupo Unitario.

Na N,,

I- f [[(UDV);,... (UDV)yyidUdV. (4.7)
k=1

1,6

Expandindo os produtos de matrizes, ficamos com
I= Z f H Uormy Dy Vingin Uy i D Vi, (k)dUdV, (4.8)

onde omitimos os limites da soma, i percorre 1,..., Ny, op percorre 1,..., Ny e jp € my

percorrem 1,..., N. Usando a relagdo de média sobre o grupo Unitario, Eq. (2.74)

-y 3 w,amf(m,3>W<a-17>6p<m,3>59<2,w@)W(p-le)]ﬁlekD;;. (4.9)

1,8,],m 0:T:p,0€Sn

Utilizando as relagoes
> 6,(8,0)d9 (i, w(1)) = Ny NSO e 3 6.(, 3)3, (512, §) [T Do D, = pr1p(X), (4.10)
1,0 m,j k=1

ficamos com

I= % pe(1¥)ppe(1)prs (X)W (o7 r)W (0710). (4.11)

o,7,p,0€Sy,
Em seguida, utilizamos as expansoes das séries de poténcias e da fun¢ao de Weingarten

em termos de caracteres, usando as Eqs. (2.25) e (2.76)

d>\25>\1 (1N1)

1
ompdes, N[N ]g;
/\1,)\2D—n

I= Por (1) prs (X)W (07 0)x0, (0) X2, (07'7) - (4.12)
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Utilizando uma das relagoes de ortogonalidade de caracteres, Eq. (2.5), eliminamos a soma

sobre o

d>\25>\1 (1N1)
7,0,0€Sy n! [N]g\t)

/\1,)\2l—n

n!
- Pon (V)1 (X)W (526) (axh ) 6)

sx(101) Na -1
;S N Pox(1°)prs, (X)W (p70)x2 (7). (4.13)

A1

Utilizamos mais uma vez as expansoes das séries de poténcias e da fun¢ao de Weingarten

em termos de caracteres e as relagoes de ortogonalidade de caracteres e ficamos com

_ Z Nl (1)[]\72](1)

) (1.14)

onde usamos s,,(1V) = ‘f[ ]( ). Observe que, em I, apenas s,(X) depende de X, entao,

ficamos com

Ky Z N[N )i Xu(m) 11, (4.15)
()
onde
Ilz%fdet(l—X)‘Mdet(l—7X)N35H(X)|A(X)|2dX. (4.16)

Agora, ideia é transformar a integral acima numa integral semelhante a integral de

Selberg, Eq. (2.57) com a = 1. Comegamos utilizando a identidade de Cauchy
det(1-7X)™ =3 s, (7)s,(X). (4.17)

Nesse ponto, ficamos com o produto de duas fun¢des de Schur: uma proveniente das integrais
sobre U(N') e outra da expansao do determinante. Podemos utilizar os coeficientes de
Littlewood-Richardson

su(X)su(X) = > Cuasa(X). (4.18)

ar|pl+w]
Note que os coeficientes C,,,, definidos acima sao analogos e proporcionais aos coeficientes
definidos na Eq. (2.43) para polinémios de Jack, basta lembrar que temos uma familia de

polinoémios de Jack que s@o proporcionais as fungoes de Schur (Eq. (2.37)).

Entao,
det(1-7X)™M5,(X) = ¥ 50(7)5(X)s,(X)

= Z Cuopasw(7)sa(X)

_ %: (zw: wasw(v)) Sa(X)

= Z’Y|a|7|“|5a\u(1N3)5a(X>- (4.19)
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Agora,
1
I = YA s, (19) 2 f det(1 - X)Ms, (X) |A(X)2dX

=;7|“|_|“|3a\#(1N3)% f sa(X)H(l )M AP X, (4.20)

onde
det(1 - X)M = ﬁ(l—xi)M. (4.21)

i=1
Podemos, entao, utilizar o resultado da integral de Selberg, Eq. (3.49), com aw=1, L =M
e b= M + 1. Lembrando que a funcao de Schur é proporcional ao polindémio de Jack,
Eq. (2.37), obtemos

M)
dy ([N]a ) R(1,M +1,N)
o' (2N + M) (M =N

I = Y Alellels (1N — (4.22)

com R dado pela Eq. (3.50).

Combinando os resultados de Ky, dado na Eq. (4.15), e I;, dada na Eq. (4.22)

temos

(oa(T)) = Z[Nl]“[fvﬂ“xu(w)Zﬂsaw(ﬂs)@m(m (4.23)

i |

Por fim, devemos aplicar o limite @,,(M). Portanto, temos que calcular

Qua(M) = lim
(M) = 0y [2N + MY

(M -vNg)Y ([N
(N5

) R(1,M +1,N). (4.24)

O fator que demanda atencdo especial no limite é [N]7 /[N ](1) e hm R(l M+1,N)
é dado pela Eq. (3.51). Utilizando a Eq. (2.18), percebemos que o hmlte s6 é diferente
de zero quando os dois polinémios possuem quadrado de Durfee de mesmo tamanho,

D;(a) = D1(). Dessa forma, podemos escrever

(M -yN)™ [ [N] N (tl(a))25D1<a>,D1<m
QuaM) = Jim " M]<l>([N]<1>)R<1M L=(5w) o &)

onde t1(a) é o produto dos 1-conteidos nao nulos, Eq. (2.19). Além disso, a fungao de

Schur s\, exige que u c a. Logo,

_ (1) oo vy ()
e T o[ (u)) (4.96)

com M = N; + Ny + N3 e, para melhorar a notacao, escrevemos

[N, N2 ] = [N O[N], (4.27)
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411 A Média (s))

Considerando o resultado da Eq. (4.26), podemos escrever

(PA(T)) = 3 [N, Mo X (N @y (4.28)

un

onde @, corresponde ao restante da Eq. (4.26).

Multiplicando ambos os lados por |Cy|x,(A) e somando sobre A - n, ficamos com

5 |cA|xp<A)pA<T>> A (z |cA|xp(A>xu<A>) 0. (429)

A-n pEn A7

Usando a ortogonalidade de caracteres e a definicao da fungao de Schur, temos

(nls,(T)) = 3 [N1, N2 1l6,,Q,.. (4.30)
pu-n
Portanto,
dyylel- (lgl(oé))2
s\ (T)) = [Ny, N,V —al s n(V [ 4.31
() =, Rl QZA [ MY W L 431
Di(a)=D1(N\)

Quando A é um gancho, temos que D1(\) =1, o que nos diz que o também deve
ser um gancho. Nesse caso, o diagrama skew a\\ é composto por uma faixa horizontal [p]
e uma faixa vertical [19]. Com isso, a fun¢ao skew de Schur, fica decomposta na seguinte

forma [88],
Sa (1) = sy (1) 514y (1), (4.32)

como um produto de duas fun¢des de Schur, uma com respeito a faixa horizontal e outra com

respeito a faixa vertical. Porém, podemos utilizar a Eq. (2.31) e obter sp,)(1V3) = (p”\;f’_l)
€ S[lq](1N3) = (]\qf3)
Se escrevemos A = (n -k, 1*)-nea=(n-k+p,1¥9) + n+p+q, temos
(n+p+q-1)!
do = , 4.33
(p+n-k-1)(g+k)! (4:33)
[tal=(n—k-1)kl e |to|=(n-k+p-1D!(k+q) (4.34)
Entao,
d,, ti(a) 2_ (n+p+q-1)! (p+n—-k-1)2(k+q)"? _
o[ MY \ () S (prn-k-DI(g+E) (n+p+q)(n-k-1)12k?2
1
@
|: ](n—k+p,1k+q)
_(p+rn-k-1)!(q+k)
(n-k-1)12 k2
1
(4.35)

’ n—k— :
(n+p+q)M(M+1) "D (M =1)
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Além disso,

Ny—1\  (N3)® Ng\ (N
(p+ 3 ) _ ( 3‘) e ( 3) _ ( 3')(‘]). (436)
p p: q q:
No fim das contas, sendo A = [n — k, 1¥], denotando r =n - k — 1, ficamos com
o0 (p)
(s2(T)) = N, S (p N 7“) (q " /g) (N3) ™ (V) ) .
Mrlk!  Hop+q+n\ 7 k (M+1)(P+’”)(M_1)(Q+k)

Quando n < 3, todas as parti¢des p + n sdo ganchos. Portanto, podemos obter (px (7))
através dos valores de (s,(7")) pela Eq. (2.26).

Mais ainda, quando A = (n), x,(\) s6 é diferente de zero quando p for um gacho.
Nesse caso, parametrizando p = (n - k,1%), temos x,(n) = (-1)*. Entdo a soma sobre

i+ n é convertida numa soma sobre k

n—1

k
(P (T)) = 3 (=1)" (S(a-k,1:)(T)) (4.38)
k=0
e podemos utilizar Eq. (4.37) para calcular (s(n,m)(T)). Em particular, para obter a
condutancia através da Eq. (4.37), tomamos A =[1], com k=0er =0
NN,

=g (V)P (V)
(spy(1)) = Afzg%p+Q+1U4+U“°M4—D@j (4.39)

Podemos ainda fazer m =p+q e k = ¢, e ficamos com

m—k
Mmiiwl(M(Wmm
m—k )
M iZoimm+ 1 (M + 1) (M -1)

(912) = (pp) (7)) = (4.40)

pois p) (1) = sp)(T).

4.1.2 Resultados Momentos de Transporte

Nesta secao, estamos interessados em quatro quantidades. A primeira delas é a

propria condutéancia, a qual é obtida através da Eq. (4.40), o momento mais simples
(g12) = (p[l])~ (4.41)

A segunda quantidade é variancia da condutancia que é dada por

2

var[gis] = (g12) - ([912])* = (prizy) = (py) (4.42)

O fator Fano é a terceira quantidade de interesse e é obtido através razao entre o

shot-noise,

§=Pnr] — P2 (4.43)
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que carrega informagcoes sobre flutuac¢oes na corrente elétrica dependentes do tempo, devido
a carga elétrica discreta, e a condutancia. O valor médio do fator Fano é aproximado

utilizando os valores médios da condutancia e do shot-noise,

_(s)
F= o] (4.44)

A quarta quantidade de interesse é obtida através da razao entre o terceiro cumulante

k = ppy - 3p) + 2pp3), (4.45)

e o shot-noise:

_ k)
£=1a (4.46)

Essa quantidade tem atraido bastante interesse, teérico (por exemplo, na busca por
caracterizar a estatistica das flutuagdes de corrente num ponto quéntico semicontudor), e
experimental (por exemplo, buscando medidas desta quantidade) [77, 37, 78]. Novamente,
aproximamos o valor médio de I através dos valores médios do terceiro cumulante e do
shot-noise. Dentre as séries de poténcias usadas para obter as quatro quantidades, todas

elas, com excegao de ppi2], podem ser obtidas através da Eq. (4.38).

Para a condutancia e sua variancia, obtemos as seguintes séries em -y

(912) _ 1 N3 N3 (MN3—2)

NN, M- T -1 (M2 -4
var(gin] _ (M = Ni) (M - Np) 2N5 (M - 2Ny) (M - 2NN)
NN, M2 (M?-1) M(M?-1)(M?-4)
3
onde M = Z N;. Note que se v = 0 somente o primeiro termo sobrevive e obtemos resultados

i=1
para uma cavidade conectada a guias ideais (transparentes). As Eqgs. (4.47) e 4.48 sao

Y +0(7%), (4.47)

v+ 02, (4.48)

validas para qualquer quantidade de canais em cada guia, Ny, Ny e N3. Esta versatilidade

nos permite estudar os momentos numa gama de casos especiais, de interesse experimental.

O primeiro caso, corresponde a tomar guia com o mesmo nimero de canais N; =

Ny = N3 = Ny. Temos, portanto, guias com a mesma largura. Com as Eqs. (4.47) e 4.48

obtemos N A3 A3 (3N2 22
0 0 0 0~ 4)7 3
= — + +0 4.49
4 N2 2 N# 1 Ni~2
var[gio] 0 o) 07 O(). (4.50)

= — + — + — +
9INZ -1 3(9INZ-1)(INZ-4) 3(9N§—1)2(9N§—4)
Tomando o limite de um grande ntimero de canais (Ny > 1), ou seja, expandindo cada

termo das Eqs. (4.49) e (4.50) em séries de poténcias de Ny, obtemos
No No  No

= A2 L0~ 4.51
(912) PR (), (4.51)
4 2 1
Var[glg] = g-i-ﬁ +g3’72+0(’}/3). (452)
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As Egs. (4.51) e 4.52 concondam com os resultados obtidos através de RMT.

O segundo caso, consiste em impor um regime extremamente quantico as guias de
entrada e saida, onde fazemos Ny = Ny = 1 nas Eqs. (4.47) e 4.48, enquanto o nimero de
canais na terceira guia permanece arbitrario. Nesse caso, temos guias de entrada e saida
muito estreita, de modo que suportam apenas um canal, no extremo oposto do regime

continuo. Donde obtemos

1 Ns (N32+2N3—2) 9 3
= O 4.53
<912> N3+2+(N3+1)(N3+3)7+(N3+].) (N3+3)(N3+4)7 i (’7 )’ ( )
N3+1 2N§

var[gis] = v+0(¥?).  (4.54)

+
(N3 +2)° (N3 +3)  (Ns+1)(Ns+2)(N3+3)(Ng+4)
se N3 > 1, obtemos

1, 1
L - 4.55
1 & 1
var[g] = =Y (k+1)7f = —— (4.56)
Vi N2 (1-7)°

Observe que as equagoes acima permanecem validas no intervalo 0 <y < 1. Se tomamos
isoladamente vy — 1 teremos (g12) = o0; ao passo que se N3 — oo, teremos (gi2) — 0. Porém
se tomamos os dois limites concomitantemente, com o produto N3(1 —+) finito, tanto a
condutancia quanto sua varidncia permanecem finitas. Esse caso é conhecido como limite

opaco [44].

No terceiro caso, impomos o regime extremamente quantico na terceira guia, ao
passo que a quantidade de canais nas guias 1 e 2 é mantida arbitraria, Ny = Ny = Ny e
N3 =1. Temos
Ng 1 Ny 1 Ny
+ = v+ =
2Ng+1 4 Ng+1 4 (No+1)(2Ng +3)

var[ ]_EN()(N(]+1)+1 NO
I N+ 1)2  2(No+1) (2Ny +3) (ANZ - 1)

2 +0(+?), (4.57)

(912) =

v+ O(¥?). (4.58)

Se Ny > 1, obtemos

— Tttt 0, (4.59)

Lo 1 20 b s o069 (4.60)
0

(g12)

var[ g1 ]

Nas Figs. 10 e 11, sao graficados a conduténcia (acima e a esquerda) e a varidncia
da conduténcia (acima e a direita) em func¢ao de . Na Figs. 10 exploramos os casos
particulares discutidos acima com Ny = 2. Ao passo que na Figs. 11 exploramos o caso
Ni =Ny = N3 =Ny com Ny =1,2,5. Também sao exibidos resultados para o fator Fano
(abaixo e & esquerda) e para a razao do terceiro cumulante (abaixo e a direita), que serdo

discutidos a diante.



4.1.

Auséncia de Simetria de Reversido Temporal

0.51

0.24
0.61
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Figura 10 — A conduténcia média (a), a varidncia da condutancia (b), o fator Fano (¢)
e a razao do terceiro cumulante (d) como fungoes de v para Ny = 2, para
auséncia de Simetria de Reversao Temporal. Para as linhas vermelhas, temos
N1 = Ny = N3 = Ny, e as predigoes correspondentes da RMT sao graficadas
nas linhas pretas pontilhadas; para as linhas azuis temos Ny = Ny = Ny e
N3 =1, e as predic¢oes correspondentes da RMT sao graficadas nas linhas
pretas tracejadas e pontilhadas; e, para as linhas verdes temos Ny = Ny =1 ¢
N3 = Ny, e as predigoes correspondentes da RMT sao graficadas nas linhas
pretas tracejadas. As séries para os momentos foram expandidas até suas
curvas convergirem significativamente.

Na Fig 10, vale destacar que mesmo com num regime fortemente quantico, com o
maior numero de canais igual a 2, a condutancia permanece bastante proxima das predigoes
da RMT, ao passo que os outros momentos se distanciam dela. A medida que Ny — oo
nossos resultados convergem para as predigoes da RMT. Além disso, podemos notar que,
para cada valor de 7, o valor da condutancia no caso em que Ny = Ny = Ny e N3 =1
(linha azul), é o maior dentre os trés casos, pois nesse caso, a guia auxiliar encontra-se
mais “fechada”, o que diminui o fluxo através dela, aumentando a probabilidade de que o
transporte ocorra através da cavidade. Para o caso N1 = Ny = N3 = Ny (linha vermelha),
preservamos as propriedades das guias de entrada e saida, entretanto, permitimos um
fluxo maior através da terceira guia, logo, podemos esperar um valor intermediario da
condutancia dentre os trés casos para cada valor de . Por fim, no caso Ny = Ny =1 e
N3 = Ny (linha verde), além de permitir um fluxo maior através da terceira guia dificultamos

0 acesso a cavidade diminuindo o nimero de canais disponiveis nas guias de entrada e
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saida; neste caso, devemos esperar o menor valor para a conduténcia (para cada valor de

) dentre os trés casos.

Agora, vamos explorar os momentos de ordem mais alta: o fator Fano (Eq. (4.44))
e a razao do terceiro cumulante e o shot-noise (Eq. (4.46)). Assim como foi feito para a
condutancia e sua variancia, podemos obter expansoes em séries de poténcias de ~y. Porém,
para momentos de ordem mais alta, as expressoes tornam-se muito extensas. Por isso,

exibiremos apenas os casos particulares discutidos anteriormente.

Primeiramente, o caso com o mesmo nimero de canais nas guias Ny = Ny = N3 = Nj:

4AN? IN4(9N2 -5
F 20 - 0 ( 5 0~ 5) v+ 0(v?), (4.61)
ONG -1 (ONG 1) (ONG - 4)
N2 124N4—19N2 + 4
K = 8 ___— ¢ 0 O(7?). 4.62
Quando Ny > 1, obtemos
4 1 1 2
F = —_n— =24 23,00+ 4.63
1 4 1 11
K = —c—~ne—n?2_ 310~ 4.64
5 5377 377 gl t (), (4.64)

No segundo caso, temos um regime fortemente quéantico nas guias de entrada e

saida, N; = Ny = 1, enquanto o nimero de canais na guia 3 é mantido arbitrario

2
oo Nstl 2N3(N3+3) v+ 0(?), (4.65)
N3+3 (N3+1)(N3+3) (N3+4)
3
— AN, (N5 +2) 7 +0(+?). (4.66)

Ns+4  (Ny+1)%(Ny+4)%(Ny+5)

Se N3 > 1, obtemos os primeiros termos de uma série geométrica, o que nos leva a

conjecturar que

2

2

F = 1--=2 k:1——, 4.67
PSR A Gy (4.67)
4 4

K = 1-— L I — 4.68
Ns/.;)7 N3 (1-7) (4.68)

Note que as equagOes acima sao validas no intervalo 0 < v < 1. Onde o caso v - 1

corresponde ao regime opaco, juntamente com as condi¢oes N3 — oo e N3 (1 —) finito.

Por fim, se temos um regime fortemente quantico na terceira guia, N3 = 1, e o

nimero de canais nas guias de entrada e saida sao mantidos arbitrarios, N1 = Ny = N,

temos .
INo+1 1 (2Ng+3No-3)(2No +1)
S T Oy’ 4.69
4 Ny 16N3(N0+1)(2N0—1)(2N0+3)7+ (%), (4.69)
ONp +1) (4N2 + 8N3 + N2 — 3Ny + 2
K= ! 1(2No+1) (4Ng + 8Ny + Ny - 3No + )’y+0(72). (4.70)

(2No-1) (2No+3) 2 (No+1)° (2N, - 1)2(2Ny + 3)°
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quando Ny > 1, essas equacoes resumem-se em

1 1 1 3

F = —- - 2_ 3+ 004 4.71
1 1 1 1

K = - - 2 3+00Y). 4.72
eI, ) T () (4.72)

Também nas Figs. 10 e 11, s@o graficados o fator Fano (abaixo e & esquerda) e a
razao entre o terceiro cumulante e o shot-noise (abaixo e a direita) em func¢ao de . Como
¢ possivel observar na Fig. 11, a medida que o niimero de canais cresce, as predi¢oes da

RMT tornam-se cada vez mais acuradas.

0.51 0.084

0.45 0.072
(9)
N, var [g|

0.39 0.060

(a)
0.33 0.048
0.52 0.22
.. (c)
NN “e., ..
043 s 0.13
SN e,
F \ ".. IC
N, ..
0.34 - ., 0.04
\.\
\‘
0.25 005
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y Y

Figura 11 — A condutancia média (a), a varidncia da condutancia (b), o fator Fano
(¢) e a razao do terceiro cumulante (d) como fungoes de v para o caso
N1 = Ny = N3 = Ny. Para a linha vermelha (pontilhada), temos Ny = 1; para a
linha azul (tracejada e pontilhada) temos Ny = 2; para a linha preta (tracejada)
temos a predigdo da RMT para Ny — oo. Para a linha verde (continua)
temos: Ny =5, em (a); Ny = 12, em (b); Ny = 8, em (¢); e Ny = 10, em (d).
As séries para os momentos foram expandidas até suas curvas convergirem
significativamente.

Para confirmar a validade das equagoes obtidas acima, utilizamos uma abordagem
diagramatica utilizando recursos de RMT, como desenvolvido por Brouwer e Beenakker
[82]. Entretanto, tais resultados sao vélidos apenas quando M > 1. A partir dos resultados

obtidos por Brouwer e Beenakker [82] obtemos a média da conduténcia e sua variancia.
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Para o caso N; = Ny = N3 = Ny, temos

No
- 4.73
4yt — 183 + 482 - 66y + 36
var[gy] = 2 —— T 7T (4.74)
(v=3)
Para o fator Fano, utilizando os resultados obtidos por A. Barbosa [72], temos
3-672+15v-12
porZ0r =12 (4.75)

(v-3)°

de acordo com Whitney [74].

Finalmente, para a razao entre o terceiro cumulante e o shot-noise, foi necessario

3
obter o valor médio de (Tr I:(t127q2) ]), até entdo, ausente da literatura. Com isso, obtemos

(v=1) (7® = 8y* + 3673 - 7872 + 93y - 36)

- (4.76)
(7=3)" (v -672+15y-12)

Expandindo essas equacoes em séries de poténcias de v, os primeiros termos
coincidem com as Eqs. (4.51), (4.52), (4.63) e (4.64), respectivamente. Dessa forma,
verificamos a concordéancia entre os dois métodos, no regime M > 1, para as primeiras
ordens em 7. Entretanto, para pequenos valores de M (limite quéntico) os resultados

mostram-se divergentes, como podemos observar nas Figs. 10 e 11.

Por fim, estudamos a convergéncia das séries em . Para este estudo, escolhemos
a pior situagao de convergéncia da série, quando v = 1, para o caso do mesmo nimero
de canais, N1 = Ny = N3 = Ny. Comparamos as médias da condutancia e da razao entre o
terceiro cumulante e o shot-noise. Entao, truncamos a série numa ordem, n,,,,;, € obtemos
o valor de %(1) e IC(1). Em seguida, plotamos os valores das aproximagoes em fungao da
ordem méxima da série. Note que pelas Eqs. (4.73) e (4.76), (N%)(l) e (1) ndo dependem
do valor de Ny. Para verificar que as séries sao consistentes com esse fato, utilizamos
Ny =2 e Ny =10. Como é possivel observar na Fig. 12, a condutancia alcanca estabilidade

em torno de N, = 8 ao passo que K(1) em torno de ny,q, = 25.
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Figura 12 — Aproximagdes para (N%(l) e K£(1) em funcdo da ordem méxima em 7 nas
respectivas séries. Nos dois casos, temos N1 = Ny = N3 = Ny. Podemos observar
que as duas séries alcancam estabilidade, porém em diferentes valores de 7,4,

Além disso, estudamos a ordem da diferenga do acréscimo de sucessivos termos na

série. Para isso, definimos a diferenca
A [F]=log|F - Fl, (4.77)

onde, para construir a Fig. 13, avaliamos A, para (Nig(l) e K(1) em funcao de na,-
Observamos a convergéncia para um comportamento linear. Para Ny = 10, observamos um

comportamento linear com maior inclinacao.

10724 10724 3W;

10~44 10744

10709 e Ny =10 10794

nmax nmal‘

Figura 13 — Aproximacoes para A, [%(1)] e A, [K(1)] em funcdo da ordem méxima em
~ nas respectivas séries. Nos dois casos, temos N = Ny = N3 = Ny. Podemos
observar que as duas séries alcangam estabilidade, porém em diferentes valores
de Nz
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4.2 Simetria de Reversao Temporal Presente

Nesta se¢ao, estamos interessados nos momentos de transporte quando a Simetria
de Reversao Temporal esta presente. Neste caso, as equagoes mostram-se mais complicadas.
Por isso, fomos capazes de obter apenas a condutancia. Vamos analisar dois casos. No
primeiro caso, a barreira de tunelamento encontra-se na guia auxiliar e, no segundo caso,

a barreira encontra-se na guia de entrada.

421 Barreira na Guia Auxiliar

Agora, ainda considerando a presenca da barreira na guia 3, com as guias de
entrada e saida transparentes, devemos considerar o efeito da presenca da Simetria de
Reversao Temporal. Para isso, conforme discutimos na Sec. 3.7, devemos considerar a
integral da Eq. (3.30)

3/

onde S é uma matriz real de ordem N, R;; é definido na Eq. (3.26), e

1 & (M —-~49N.
—52 7 3)T(Sst)q
ot Riiy Riyi, dS, (4.78)

(M -~N3) t
Z- f T (4.79)

Para resolver a integral matricial, introduzimos novamente a decomposi¢ao em
valores singulares: S = ODP, em que O e P sdao matrizes ortogonais de ordem N e D ¢é
uma matriz diagonal. Definindo X = D?, o jacobiano da transformacao pode ser escrito

como [87]

N
[Tz "?A(#)dXdOdP com A(X)= T[] |-, (4.80)

K3
i=1 1<i<j<N

em que dO e dP sao proporcionais a medida de Haar do grupo ortogonal e dX = dzq---dxy.

Ignorando o limite e a constante de normalizagao, ficamos com

1.& (M =-~9N.
T e S
Ky=+ f ¢=1 g I [ PA(X)dX. (4.81)
=1

As integrais sobre o grupo ortogonal sao dadas por

1, = Z Da1a2D5152fOa1a10a251d0fPa2b1P52b2dP

a1,a2,81,62

=Y dods f OOy 5O f Poy, Py, dP, (4.82)
a,f

pois D é diagonal.
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A média no grupo ortogonal, é obtida através da Eq. (2.77); e ficamos com

M

0a1a2008 Ob1by0a
I1= Z Y. Y* Y Y* Zdad,@ 1a2%B Ob1b3 %

i 2141~ 41by © 1202~ i9by N N
o * * a1a2(5b152 2
= Z }/Zlal}/;lbli/;ZaZ}/Zgbg Zd
al,az,bl,bQ «
. L IrX
= a;I }/:L1a}/;1b1/;2ay;2b N2
TrX
= Z KlaY(fZQY;IbY;; 2
a,b=1 N
* X . t
= Ci4i,C, pois C =YY", (4.83)

1112 1112 N2 )

onde fica claro a coleta do coeficiente de C;;,C; . , exigida pela Eq. (3.28). Realizando a

1112

coleta do coeficiente e trazendo o resultado para Z;, temos

Z (M-~ NS)T X4

q -1/2 \
Ky = NQZ TrX H z; "A(X)dX. (4.84)

Agora, também aplicamos a Eq. (4.5) e ficamos com

Ky =

N2z f det (1- X) ¥ det (1-4X) P Tox o PA(X)AX.  (4.85)
i=1

A ideia agora, é transformar a integral obtida em Ky numa integral semelhante a

seguinte generalizagao da integral de Selberg, como na Eq. (3.49). Para isso, comegamos

utilizando a Eq. (2.41), onde expressamos o determinante usando polinémios zonais

N N

det(l—yX)_ (1=vz;) 2
=1

.

N3

ﬁu 1) )N

i=1

I
/\

N3

H (1-va,)2

Zp(VIng ) Zp(X), (4.86)

[
L=
7?

| —

§

.

p
onde j, é dado pela Eq. (2.42).

Dessa forma, ficamos com

L b 1 a2 (1 - ) %
Mz [ 2RO P -a) ¥ a0, 487

KN:Zsz

p

onde o determinante foi escrito como um produtério, como na Eq. (4.21) e Z;(X) = Tr (X).
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Resta escrever o produto de polinémios zonais como combinagao linear de outros
polinémios zonais. J& que os polinémios zonais coincidem com os polinoémios de Jack com

indice 2, podemos utilizar a Eq. (2.43) e obter

Ky = Z N, c(2> Zp(N3)I, (4.88)
com N
1 - Mooy ol
- f 20117, 21— 2) ¥ A(7)dz, (4.89)
onde 112 p, 2 [1] e |p| = [p + 1.
Utilizando a Eq. (3.49) para resolver a integral, com a =2, b= 11 ¢ [ = = ;NS,
obtemos )
[NV]) M

Ky = Z N, 0(2) Zp(N3) o Bu(2. 5+ 1LN). (4.90)
2l (M2 ) E
Pela Eq. (3.28), a condutancia é obtida fazendo
Ny, Na

(.912) = hm Z KN [021220:122] (491)

zol

Como ja realizamos a coleta do coeficiente de C’ZmC’ e Ky nao depende de i e o, ficamos

(g12) - Nuvzz” LD 2, (N)Qu (M), (4.92)
onde , )2
QM(M)_hm(M 27N3)_2([ ]\][” ) RM(Q,%+1,N). (4.93)

[ (2)

O fator que merece atencao do limite é a razao , pois o limite hm R,(2,—

1, N) é dado pela Eq. (3.51). Utilizando a Eq. (2.18), percebemos que o hmlte SO é diferente
de zero quando a partigdo p tem 2-retdngulo de Durfee de largura 2, Dy(p) = 1. Neste
caso, a particao p deve ser obrigatoriamente um gancho duplo, ou seja, uma particao de

um inteiro n do tipo (ki, ke, 17"*17%2). Entao, aplicando o limite, obtemos

()

Entao, ,
)
(g12) = N1 N2 ZW""C@)p ( - ) Zp(Na) (4.95)

ATl
Note que, para que o coeficiente de Littlewood-Richardson nao seja nulo, devemos ter

w2 pe | =|p|+1, segue que p também é um gancho duplo. Isto nos permite obter
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expressoes para os coeficientes C[(f])pu‘ Isto é realizado no Apéndice. Entretanto, escrevendo
explicitamente os polinémios zonais e usando a Eq. (2.43), podemos construir um sistema
de equagoes e obter os coeficientes de Littlewood-Richardson resolvendo-o. Entretanto,
este método mostra-se computacionalmente custoso, pois a ordem das matrizes envolvidas
cresce de acordo com o ntmero de particoes do inteiro n que p particiona. Dito isto, os

primeiros termos da série sao

NNy | NiNoNy  NiNpNy (MNy+ M+ Ny -3)
M+l M(M+3) T MM -1)(M+3)(M+5)

(912) +0(7*). (4.96)

4.2.2 Correcdo por Interferéncia Quantica

Dadas as expressoes para a conduténcia na auséncia (Eq. (4.47)) e presenga
(Eq. (4.96)) de Simetria de Reversao Temporal, podemos calcular a correcao devida a
interferéncia quéntica [2]. A correcao é definida como a diferenga entre as médias da
condutancia na presenca e auséncia de Simetria de Reversao Temporal. Os primeiros

termos sao
N1N2 N1N2N3 (3M+1)

dg) = - - 2).
V9=~ 3rars1 M(M+3)(M2-1)7+O(7)
Quando Ny = Ny = N3 = Ny, Egs. (4.96) e (4.97) sao simplificadas, tais como

(4.97)

N2 N2 N2 (3N2 + 4N, - 3)

B 2+ 0 4.98
3No+1 3(3No+3)  3(3Ne-1)(38No+3) (3N +5) | ), (4.98)

(g12)

N N§ (ONo +1)
9= "3 BN+ 1) 33N+ 3) (ONZ 1)

Considerando um grande niimero de canais, Ny > 1, obtemos

1 1 1 1 _
(dg) :—5—5’7—2—7’72—%’Y3+0(’Y4,N01)- (4.100)

v+ 0(?). (4.99)

Por outro lado, se N; = Ny =1, temos

1 N3 (3N3+7)

O = N 2 (N5 +3) (N 1) (N +2) (N5 +8) (8 +5)

v+ O0(7?). (4.101)

Quando N3 > 1, encontramos

1+~

1 o0
0g)=——= > 2k+1)7f = —— . 4.102
(69) =~z 2 (D7 = - (4102)
Se N3 =1, enquanto N; = Ny = Ny, obtemos
N? Ny (3Ny +2
(6g) = v 0 (3No +2) v+ 0(2). (4.103)

2(No+ 1) (2Ng+1)  2(Ng+1) (2Ny + 1) (2N, +4)
No limite Ny > 1, temos

1 3 1,

3
dg) =—=— 3+0(~% N7t 4.104
(9g) = -7 AR AR XA (v*, Ng1) (4.104)
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Para confirmar os resultados discutidos acima, foi desenvolvido um calculo dia-
gramatico usando RMT [82] para obter a corregao na condutancia devida a interferéncia
quantica no regime M > 1, conhecido como localizacao fraca. Para Ny = Ny = N3 = Ny, foi
obtido

-3

(dg) = e (4.105)

que concorda com a Eq. (4.100).

Finalmente, a Fig. 14 mostra a correcao na condutancia devida a interferéncia
quantica, d¢g, como funcao da probabilidade de reflexdo na barreira v e diferentes quantida-
des de canais nas guias. Em todos os casos, é possivel observar que a corre¢ao decresce a
medida que v — 1. Além disso, a medida que Ny cresce a aproximagao por RMT torna-se

cada vez mais acurada.

(a) Ny =Ny =Ns =N, (b) Ny = Ny = Ny; N3=1

—0.10

—0.15

—0.20

.
(C)N1:N2:1: ]V'iNO \
hS
).00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Y Y

—0.25
(

Figura 14 — Correcao na condutincia devida a interferéncia quantica como fungao da
probabilidade de reflexdo na barreira . A esquerda, Ny = Ny = N3 = Np;
no centro, Ny = Ny = Ny e N3 = 1; e a direta, N; = Ny = 1 and N3 = Nj.
Em todos os graficos, a linha vermelha (sélida) representa Ny = 1; a linha
azul (pontilhada) representa Ny = 2; a linha verde (tracejada e pontilhada)
representa Ny = 5; a linha laranja (tracejada) representa Ny = 10; e a linha

preta (tracejada e duplamente pontilhada) representa o resultado obtido por
RMT. Onde dg foi expandido até O (v°).

4.2.3 Barreira na Guia de Entrada

Nesta secao, vamos estudar a condutancia através das guias 1 e 3. Nesse caso,
diferentemente da Sec. 4.2.1, a barreira se encontra na guia de saida (j4 que consideramos
a guia 3 como guia de saida). Conforme discutido na Sec. 3.7, para estudar o caso em que a
barreira encontra-se na guia de saida (guia 3), devemos modificar o termo R;; relacionado
ao canal de entrada. A primeira delas é substituir S em R; ;, por (1 -~SS t)_1 S. Dessa

forma, temos

RS 1 )
i = 2 Y [ms]abym. (4.106)

a,b=1
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Esta modificacao leva em conta os encontros que ocorrem na guia de entrada. Por

isso apenas um termo R ¢é modificado na integral.

A segunda modificagao vem dentro da integral, que agora é

N1,N3
(gia) = lim (1-9) 3 K [ChinCi ] (4.107)
1,0=1
onde
——Z(M N) 1y g5ty
Ky=> / q R.. RiyudS, (4.108)

e a constante de normalizagao é idéntica a do caso anterior, dada pela Eq. (4.79).

Fazendo uma mudanca de variaveis, utilizando a decomposicao em valores singulares,

S =0ODP, como na se¢iao anterior, ficamos com

- f 0 g 12 2A®F)dX. (4.109)

i=1

Antes de prosseguir, note que

1

155 —7SStS = (1-~SSH)1s

= (Z (WODDtOt)”) ODP
k=0
=0 (Z (WX)n) O'ODP, pois OO" = Iy (4.110)
k=0
-0(1-4X)"'DP. (4.111)

As integrais sobre o grupo ortogonal sao

M
I = Z YiiaYitp, Yisas Yigo, Z Daas Dy g, [(1 7X) ]

ai,a2 1 Q1,02
b1,ba ™ B1,B2,r

'fOa17"0a2ﬂ1d0fPagblpﬁszDP- (4112)

ral

As médias sobre o grupo Ortogonal sdo dadas pela Eq. (2.77) e, como D é diagonal,
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ficamos com

N BrasOrg O
* * -1 ar1a29rB YapY; b
Il = Z Klal}/@lbll/;QaQ}/;sz Z dadﬁ [(1 - ’YX) ]ra N N
PR aBr
blﬁ2
= Z }/z1a}/;:b}/7,2aY*bZ N2 [(1 ’)/X) ]
a,b 1
* * 1 . z .
- %:1 YiiaYai, Yoo Yo, Z N2 [X (1-7X)" ] g ¢ POIS X¢é diagonal
(X | t
= Ci,i,C, e Tlf(1 'yX)’ pois C =YY

* 1 S
07,112 0117,2 mTI‘ ( Z /yk’Xk-*—l)

Gl 3 T (XY, (4.113)

1112~ i140 2
k=0 N

Aqui, podemos realizar a coleta do coeficiente de Cj,;,C}; , pois ndo ha mais

dependéncias ao longo da integral. Entao,

__Z(M 7N3)TXq N
Tr (XM [T A®F)dX (4.114)

ok /
N2 i=1 ‘

Ky =
N;}Z

Podemos expandir Tr (X**1) = p(4,1)(X) como combinacao linear de polinémios

zonais,

2k (K +1)!
—(2l§+2)|) Y doywa(k+1)Z\(X). (4.115)
© o ARk+]

Porém wy(k + 1) s6 é diferente de zero se A for um gancho duplo; nesse caso seu
()

Tr (Xk+1) _

valor é 545, Assim como na Sec. 4.2.1, Eqgs. (4.86) a (4.87),
1 i (M - y9N3)
52— N
1
c2E [0 R 1Z,00)Z,00. @)
i=1 o Jp
Entao,
s 2641 (f + 1)1 el
- dowr(k + 1) Z,(N3) T, (4.117)
kz:;))\»—zk;lzp: (2k +2)! p ’
onde
7, - ZN2 fZ (X) Z)\(X)H:L’_l/Q(l ) A(X)dX. (4.118)

Novamente, expandindo o produto de polindémios zonais, Eq. (2.43), ficamos com

T, = 0(2)

WZNQfZ (X)H ;' P(1-2:) T A(X)dX, (4.119)
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onde p2 p, i 2 A e |uf = |p[ +[A[.

Agora somos capazes de reconhecer a integral da Eq. (3.49). E, assim como fizemos

para a Eq. (4.89), obtemos

T = YO (M), (4.120)
onde
2
N2 A @) +2)
Q,(M) = lim (L) W~ R 1 Ny = (”—)(2) (4.121)
N=0\M —~yN3 N 2 [M+1],

Combinando as Eqgs. (4.107), (4.117), (4.120) e (4.121) e lembrando que ja realiza-

mos a coleta do coeficiente de C;,;,C ; , obtemos

t(2>)2

m

<g13)=(1—7)N1N32 D Zd”““ ’”1)7], Z,(N3)C® ( (4.122)

ioxTFaon (2k+ 1) PA [M + 1];2)7
onde as somas sobre i e 0 na Eq. (4.107) totalizam trivialmente Ny N3. Porém

wa(k+1) 2o (k+) 6P P (4123)
k+D)!I (2k+2)! 28k (2k+ 1)1 '

Por fim, obtemos

0 (2) @)’
(g13) = (1=7) NN ZZ(Z ez <1N3>)d h W (4.124)
g13) = (L =7)IN11V3 2X ) .
k=0 A Jo M Ck+D! M+ 1]/82)
onde u e A sdo ganchos duplos, p, A c p, |u| =|p| + A\ e Ak + 1.
Por outro lado, utilizando a Eq. (2.43), temos
C(i)
> L Z,(N3) = §uZan(N3). (4.125)
o Jp
Dessa forma, obtemos
B )
(g13) = (L=7)N1N3 Y > 5,717 doy Z,0 A (N3) (4.126)

le=0 1A (2k+ DM+ 1](2)

Diferentemente do caso anterior, nao fomos capazes de determinar explicitamente os
coeficientes de Littlewood-Richardson.

Os primeiros termos da expansao sao

NlNg_NlNg(M—Ng-i-l) _NlNg(M—Ng-i‘l)(NgM-l-M-l-Ng—
M1 M(M+3) ! M (M —-1)(M+3)(M+5)

3)’72+O (,}/3) ]
(4.127)

(g13) =
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Em particular, notamos que se v = 0, recuperamos o resultado elementar para a
conduténcia entre as guias 1 e 3. Comparando as Eqs. (4.96) e (4.127), percebemos que a
primeira é uma fungao crescente em 7 (como evidenciado pelas Figs. 10 e 11) ao passo
que a segunda expressao é decrescente em ~. Nos dois casos, a medida que vy cresce, temos
uma barreira mais opaca. Porém, no primeiro caso, uma barreira mais opaca leva a um
fluxo maior entre as guias de entrada e saida (respectivamente, guias 1 e 2), pois o fluxo é
dificultado na guia 3; e, no segundo caso, onde estudamos o transporte entre as guias 1 e
3 (respectivamente, guias de entrada e saida), temos um fluxo menor, ji que a saida das
particulas é dificultada pela barreira, pois, nessa perspectiva, a barreira encontra-se na

guia de saida.
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5 Momentos de Transporte: Duas Guias

Neste capitulo, generalizamos os resultados obtidos no capitulo anterior. Na primeira
e segunda secoes, tratamos uma cavidade com duas guias acopladas a ela através de
barreiras; a cavidade é esquematizada na Fig.15. Obtemos a condutancia na auséncia e na

presenca de Simetria de Reversdo Temporal (primeira e segunda segoes, respectivamente).

Na auséncia de Simetria de Reversao Temporal e com guias acopladas a cavidade
por barreiras idénticas, obtemos uma expressao fechada para a condutancia. A expressao é
composta por um termo linear e uma correcao exponencial. Além disso, obtemos momentos

de ordem arbitraria através de uma expressao para a média da funcao de Schur.

Além disso, trazemos uma generalizagao da Eq. (2.54) para um ntimero arbitrario
de polindmios de Jack. Com isso, procedemos o calculo da condutancia com auséncia e
presenca de Simetria de Reversao Temporal para uma cavidade com um nimero arbitrario
de guias. A tnica condicao é que a probabilidade de reflexdo é a mesma dentre os canais

de cada guia.

Figura 15 — Esquema de uma cavidade mesoscépica acoplada ao ambiente através de duas
guias. Cada guia, por sua vez, é acoplada a cavidade através de barreiras de
tunelamento.

5.1 Duas Guias com Barreiras e com Auséncia de Simetria de

Reversao Temporal

Nesta secao, vamos considerar uma cavidade com duas guias. Cada uma delas

acoplada a cavidade através de barreiras. Cada barreira possui probabilidade de reflexao
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constante ao longo dos respectivos canais, ou seja, a cada canal que compoe a guia i esta

associada uma mesma probabilidade de reflexao ;.

Comecamos introduzindo a notacao,
NF (1 =)V, (5.1)

da mesma forma, temos que

1=3 N, (5.2)

)

Seguindo os moldes da Eq. (3.24), introduzimos a integral que nos permite obter a

condutancia média através da cavidade

. 1
(12) = lim (1= ) (1= 12) 5 [ (2, 21)0(2,21)dz, (53)
onde o termo que replica as regras diagramaticas no interior da cavidade é dado por

M- N =95 N

Tr (221
I(Z,Z) =e ! 9 : (5.4)

ao passo que o termo que introduz as regras diagramaticas devidas as barreiras de

tunelamento é dado por

C(Z ZT)—NEEVQ(;Z) (ZT;) (5.5)
’ _i,o=1 L-mzzt ], 1 - ZZ7 oi. .

Note que o termo C(Z, Z") é modificado pela barreira de tunelamento tanto no termo

relacionado a guia de entrada quanto no termo relacionado a guia de saida.

Comecamos implementando a decomposi¢ao em valores singulares sobre 7, 7 =
UDV, com U e V pertencentes ao grupo Unitario. A parte angular da integral corresponde

A(X) Niwfqz ZNdUav. (5.6)

i,0=1

Aplicando a mudanca de varidveis, ficamos com

Nl 1 1
A(X) = D T( )D* T] dUud
( ) i;l [U (1_71X)V]z'o[v 1 -7X v 0i vdv

Nl * )% 1 *
= f[UD(1 71X)v]m[UD (1_72X)V]iodUdV

2,0=1

N1,N2 1
D; f U U dU [ Vo ViidV. 5.7
zg:l a;1 (1 ’YlX) (]— ’VQX) b b ( )
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Devido a Eq. (2.70), as integrais sobre o grupo Unitério resultam em

Ni,N2 N 1 1 §2b
A(X) = D, D=2
(X)= 2 % (1—71X)a(1—72X)b b N2

1,0=1 a,b=1

1 Mol N 1
" N2 Z ZD (1 71X)a(1—72X)aDa

(¥ ) (5.8)

N1N2T(
NZ (I-mX) (1-7X)

Podemos expressar A(D) em funcao de tragos de poténcias expandindo o produto. Combi-

nando com o fator (1 --1)(1-12) da Eq. (5.3) temos que

A(X)=NiN; ) %Tr(X"*m”). (5.9)

n,m>0

Aplicando a decomposi¢ao em valores singulares para o termo interior, Z(Z, Z1),

ficamos com

_MTe (Z ﬁ) | 6NlTlr (Z %) | 6N2T1r (Z ﬁ)

(Z,ZY) =e ¢ 4 q ¢ 4 (5.10)
Usando as relagoes na Eq. (4.5), obtemos
N M N N,
(2, ZN) =] -2)" ~det (1= X) " -det (1 - 2X) 7. (5.11)
i=1
Os determinantes podem ser escritos como uma soma de fungoes de Schur
det (1-75X) ™ = Yy, (X)sa, (3. (512)
Ar

onde 7, representa uma lista com N entradas iguais a ~,. Temos, portanto, um produto de
duas fungdes de Schur na varidvel X. Podemos contrai-los num tinico polinémio. Fazemos

isso utilizando os coeficientes de Littlewood-Richardson, Eq. (2.47),
SAl(X)SAQ (X) = Zokl)\zl/su(X)' (513)

Dessa forma, obtemos até aqui

(g12) = NiNy 3" 4 > Caona T, (5.14)
n,m20 A1, v
onde
7, = Iim NQZ/SZ,(X)Tr(X’“m”)H(l )M A(X)[2 dX. (5.15)

Podemos também expressar o trago em funcao de fungoes de Schur,

Te(T™™ ) = Y xu(n+m+1)s,(X). (5.16)

pn+m+1
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Onde o caractere y,(n +m + 1) tem valor conhecido: vale zero quando p nao for um
gancho e vale (-1)* se pu é um gancho da forma g =[n+m+1-k,1%], para 0 <k <n+m;
com isso, também, podemos escrever (—1)* = (=1)-1. Novamente, temos um produto
de fungoes de Schur. E o contraimos num tnico polindémio utilizando os coeficientes de

Littlewood-Richardson, temos
: 1 i M 2
L= ;CM Im 2 fSQ(X)g(l—xi) AX)[dX. (5.17)

Com isso podemos resolver a integral utilizando o resultado da Eq. (2.58), adicio-
nando um fator “éﬁ, devido a proporcionalidade entre fun¢des de Schur e polinémios de
Jack, Eq. (2.37). Observando que b= M + 1 e a = 1, obtemos

LA (V)

c. lim p
Z #9|0|| N_>0N2 [2N+M]EL1)

R, (1,M+1,N)|. (5.18)

Para o limite, temos o resultado ja discutido, Eq. (4.25)

, (1) 2

_ MM'Ry(1,M +1,N) ([ Is ) %

7, = lim = (1)5D1(0),17 (5.19)
M],

N=0 2N+ M|V N?

onde, como nos casos anteriores, 6 deve ser um gancho. Além disso, podemos combinar as

fungdes de Schur com um argumento concatenado, como na Eq. (2.54). Enfim, obtemos

1)?

S 1 onmdo Ly

(g12) = N1 Ny Z Z Z (_1)€(u) 17172 a0 wgsl,(%,w) o (5.20)
nm20  v0 prFn+m+l | | [M]
D1 (0)=1
Podemos utilizar ainda a defini¢do da fun¢ao de Schur obliqua, Eq. (2.51), e obter

1 1 do t(l)

(gi2)=NiN2 >0 S % (D) s, (B Ae) o (5.21)

|0|l[ ](1)

n,m20  62pu  prn+m+l
Dy (0)=1

5.1.1 Expressao Explicita para a Condutancia

Ja que 6 e p sdo ganchos, o diagrama obliquo 6\u é composto por duas fai-
xas, uma horizontal e uma vertical. Aproveitando-se desse fato, podemos escolher uma
parametrizacao para 6 e p que satisfagam p c 0, temos 6 = [p+n+m+1-k 1%9] e
p=[n+m+1-k 1%]. Comisso § - p+g+n+m+1 e o diagrama obliquo 6\u é composto
por uma faixa horizontal de comprimento p e uma faixa vertical de comprimento ¢. Para

a funcao de Schur obliqua, temos

36\;1(?71;’72) = 5[p](’71;’72)3[1q](’71;’72) = hp(%; ’72)%(’71;’?2)7 (5.22)
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onde h,, sao polindomios completamente simétricos de grau p e e, sao polinomios elementares
simétricos. Nesse caso particular, temos

o P (Nl)(i) (NQ)(;D—Z‘)
hp(15:92) = )

i=0 i!(p—z')!

e o a. (N1) gy (N2) (4 _
N e e(hide) = l,(() l alag ! (5.23)
1=0 (¢ -1)!

Além disso, com a parametrizacao de €, obtemos

0]'=(p+qg+n+m+1)] (5.24)
2
(t(gl)) =(g+k)*(p+n+m-k)? (5.25)
(MY =M (M +1) "D (M =1) ) = (M =k -q)" 7' e (5.26)
(p+g+n+m+1)!
= . 2
do (g+D)!'(p+n+m-k)! (5.27)
Entao,
M)?
@(te ) ~ (g+E) (p+n+m-k)! (5.28)
0" [ar]Y (p+q+n+m+1)(M—-k-q)" 7 '
Combinando todos os termos, obtemos
\T N7 " k i +p+q—i-l
(g12) = NNy ), > ZGZ:Z’,Z'Y?H”’V;L ey (5.29)

n,m,p,q=0 k=0 i=0 (=0

onde o coeficiente da expansao ¢ uma funcdo das quantidades de canais nas guias

(q+ B (p+n+m—E)(N)D (No) P (N1 ) (Na) oy

GZ:Z:I; - (C” Ap-D)(g=D!(p+g+n+m+1) (M -k —q)" (5.30)
As primeiras ordens nas probabilidades de reflexao sao
gz 1 (M-N;)  (M-N;)  (MN,-2)(M-MN,) ,
NN, M M2o1 T amEo1 T T(er—a(z-1) !
. M (M? - MN; - MNy+ 2NNy — 2)%72 ~ (MNy-2)(M-Ny) (5.31)

(M?-4)(M?-1) (M2—4) (M2-1) V2

Nas figuras a seguir utilizamos a Eq. (5.29) para graficar diversos cendrios da
condutancia. Em todos os casos, como esperado, a condutancia é uma funcao decrescente
em relacao a probabilidade de reflexao. Além disso, quando a probabilidade de reflexao

vale 1, a condutancia é nula. Isto é equivalente a uma guia fechada.

Na Fig. 16 a esquerda, temos um regime extremamente quantico em que ha apenas
um canal em cada guia. Como esperado, podemos observar que para um mesmo valor
de v, valores mais altos de = resultam numa condutancia menor. Isto quer dizer que
para barreiras mais opacas (maior probabilidade de reflexdo) temos mais dificuldade

de transmissao (conduténcia menor). A direita, pode ser observado que ao fixarmos a
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probabilidade de reflexdo da barreira na segunda guia, a condutancia aumenta a medida

que o numero de canais da guia de entrada cresce.

1 1
—_— 7, = 0.60 —_— N, =6
— = 0.30 —_— N, =
0.75 e = 0.15 0.75 ceee Ny—1
(9) (9)
0.50 Ni=1 050 e N =1
N, =1 "~ N\ = 0.25
\.\'.... '.....
0.25 Ty 0.25 TN
. ..'.. . .'-. \
\... e, Ve
\... '....
\ L
05 02 04 _ 06 08 1 05 02 04 _ 06 08 1

M1 M1

Figura 16 — A esquerda, fixamos N; = 1 ¢ N, = 1, plotando diferentes valores fixados de
o em fungdo de ;. A direita, fixamos Ny =1 e 9 = 0.25, plotando diferentes
valores fixados de N, em funcao de 7.

J& na Fig. 17 temos duas situagdes complementares: fixamos o nimero de canais
nas guias, N; = 10 e Ny = 1, e a esquerda, fixamos 7y, e 7, percorre o intervalo de 0 a 1;
a0 passo que a direita, v, é fixa e 79 ¢ livre. A esquerda, podemos observar que o alto
nimero de canais (N; = 10) associado & guia cuja probabilidade de reflexao é graficada
aproxima-se do comportamento linear previsto pela Teoria de Matrizes Aleatérias. a direita,
a guia associada a probabilidade de reflexdo graficada encontra-se num regime fortemente

quantico (N = 1), divergindo, portanto, do comportamento linear.

1 1
:'\'-:.....
0.75 TR
.\. ....
{9) N,
0.50 Ny =10 N,
Ny =1 N\,
—_ =7 N
1="72 .*
0.25 1 g
= M =37 ool
"= iw \
002 04 _ 06 08 1 002 04 _ 06 08 1
" 2

Figura 17 — Em ambas as figuras, temos N; = 10 ¢ Ny = 1. A esquerda, variamos v, e
9 obedece a proporgoes fixadas. A direita, em contraste, variamos s, € ¥
obedece a proporgoes fixadas.
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E interessante notar o comportamento destoante da condutdncia comparando as
Figs. 11 e 10 com as Figs. 16 e 17. Nas Figs. 11 e 10 a condutéancia cresce a medida que a
probabilidade de reflexao na terceira guia aumenta. Isto acontece porque a guia torna-se
mais opaca, levando a um fluxo maior entre as guias de entrada e saida. Entretanto,
nas Figs. 16 e 17 & medida que a probabilidade de reflexdo na guia de entrada (ou de
saida) aumenta, a entrada (e saida) das particulas na cavidade é dificultada, levando a um

comportamento decrescente da condutancia.

5.1.1.1 Expressdo Fechada para a Condutancia quando ~y; =,

Considerando 71 =92 =7, a Eq. (5.29) torna-se enormemente mais simples. Primei-

ramente, temos

SO AN (Mg (V) D
i=0 il(p—1i)! p! 1=0 (g -1)! q!

(5.32)

Com isso, obtemos

L nim (q+ k) (p+n+m-k) (M)® (M)
(g2} = NN 50 > (=1)* (m;‘?q) AP (5 33)
n,m,p,q>0 k=0 pld (p+q+n+m+1)(M-k-q)

E, se substituimos n + m por n — 1, obtemos

(q+ k) (p+n—-k-1)(M)P (M)

q)(n+p+cJ)

(912):N1N2 Z nz_:l(_l)k( (Q)7n+p+q7 (5-34)

n.p,g30 k=0 plg!(p+q+n)(M—-k-
devido a multiplicidade ha a necessidade de um fator n + 1. Substituindo l=n+p+q e

q=1-n-p e trocando a ordem das somas sobre n e k, podemos usar a seguinte identidade

- (-1)"(n ]‘)(M)lnp
Z + (I-n-p)

)k(Mk+M—l+p—1) (M -2)!
n=k (l-n-p)

(I-p-k)! (M +k+p-1-1)!"

=(-1 (5.35)

Com isso, obtemos

(k+r)! (M)
rl (M+k+r)!

<9)=N1N2(M—2)2L1ii (Mk+M-1+r-1). (5.36)

As somas em 7 e k podem ser computadas. O resultado é

(g) = Nﬂ\@% 3,2( 2-1-1)4 (5.37)

Obtemos, portanto, uma série geométrica que pode ser simplificada, obtendo

(g = NiNe NNy
9=y ~amr_1 "

(5.38)

Entretanto, através da investigagdo de casos particulares, percebemos que um pode-

ria haver um termo faltando. Para obté-lo, efetuamos uma regularizagdo do denominador
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da Eq 5.36, substituindo (M +k+7)! por (M +e+k+r)!. Isto produz um termo equivalente

a
2N1N2€

(M 1)(M+5+s)(M+5—3)7’

quando ¢ - 0 e s > 1. Se s # M, o termo desaparece; entretanto, se s = M, temos

(5.39)

M + ¢ - s =¢ e quando € - 0 obtemos

NINQ M

m’y (5.40)

Entao, adicionando a correcao da condutancia devida a regularizacao, obtemos

o NN NN NNy
=" " wr—1 T morr-1)

(5.41)

Esta expressao para a condutancia concorda com o resultado obtido por Brouwer e
Beenakker para a condutancia considerando uma cavidade com apenas um tnico canal de

entrada e saida (N; = Ny = 1) [89]. Nesse caso, temos

1 2 1

(9)=5-37+57" (5.42)

Além disso, coincide exatamente com o resultado obtido por Macédo, utilizando a
Teoria de Matrizes Aleatodrias [48].

5.2 Duas Guias com Barreias e Presenca de Simetria de Reversao

Temporal

Nesse caso, temos modificagoes nos dois termos

, 1 *
RO - ZYw[l YSSts] o (5.43)

a,b=1

Para calcular a condutancia, devemos resolver a seguinte integral matricial

N1,N2
(gr2) = (1=m)(1=2) lim 3% Kn[Cii, Gy ], (5.44)
1,0=1
com | 4N
-52 ~0202) 3y (g5tye
Ky= [ i a RY R 4s. (5.45)

Comecamos implementando a decomposi¢ao em valores singulares sobre Z, 7 =

ODP, com O e P pertencentes ao grupo O(N). A parte angular da integral corresponde a

11717 1212

A(D) = f RV R® qodp

= Z Yirar Yisas iy, Yims, B(D), (5.46)

1202 * 41by 7,2b2
a1,az,b1,b2=1
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onde

1 1
w01 f 2] [ o
(D) 1—7155“5 arby 1—7255“5 anbs O

N 1 )
"2 PP f Oa1c0a,ad0 f P, Py, dP. 5.47
c%:jl d(l—%X)c(l—%X)d d by Ldb (5.47)

Devido a Eq. (2.77), as integrais sobre o grupo Ortogonal resultam em

N
B(D) = Z DcDé ( ! ) ( ! )d 6a1a25b0 5b1b26bc

cd=1 1- ’71X 1- ")/QX N N
_ 5a1a2 b1bo g:D D*( 1 ) ( 1 )
N2 c=1 e ]-_’le c 1_’72X c
5(1 az(sb bo ( X )
= 12 12Ty ) 5.48
v T (- 54

Para A(D), obtemos

A(D) — % Y: Y, Y VX 6a1a25b1b2 Ty X
P P R (1-71X) (1-7X)
= YhaY;gaY;: z; —Tr
;1 RN T (1-mX) (1-72X)
1 X
N2l Ciria Gy 5.49
N2 r((l—’le)(l—")/gX)) 192 Y149 ( )

Dessa forma, podemos, trivialmente, coletar o coeficiente de C;,;,C*

+ i, € simplificar o trago

utilizando poténcias das probabilidades de reflexao:

AD)= ¥ 7?\7; Te (X™m+1) | (5.50)

q 4

Hn(55) $o(E) 2e(5%)

(5.51)

q
Usando e™(4) = det A ¢ a série de Taylor do logaritmo, In (1 -z) == x—, obtemos
q
q

o M M
[T(A-2)2 -det (1 -7 X) 2 -det (1 -7X)
=1

1

No
T2

(5.52)

Os determinantes podem ser escritos como uma soma de polinémios zonais

_ N 1 A
Ar ])\T
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Temos, portanto, um produto de dois polindmios zonais na variavel X. Podemos
contrai-los num tnico polindmio. Fazemos isso utilizando os coeficientes de Littlewood-

Richardson, Eq. (2.43), temos que
Zn(X0)2:(X) = T O, 2(X). (5.54)

Dessa forma, obtemos até aqui

(g12) = N1N, Z;O’Y{L’Y?AZA: oI, (5.55)
onde
: 1 n+m+1 N % M
9 =]1V1g%)mfz,,(x)Tr(X )[1z;? (1-2)% A(X)dX. (5.56)

i=1

.

Podemos também expressar o trago em func¢ao de polindémios zonais,

2l
Te(x™m )= % 2 "ﬁ' dopto,(n+m +1)Z,(X). (5.57)

p-n+m+1

A funcao esférica zonal w,(n +m+ 1) s6 é diferente de zero quando p é um gancho duplo.
e

Nesse caso, temos w,(n+m+1) = Sy Bntao,
2ul] ! on+m+l +m+ 1)! t(2)
|’u|w#(n+m+1)= (n+m+1) -
120! 2n+2m+2)! 27 (n+m)!
£
= . 5.58
(2n+2m+1)! (5.58)

Novamente, temos um produto de fungoes de polindmios zonais. E o contraimos num tnico

polindémio utilizando os coeficientes de Littlewood-Richardson; temos

dg t(2) 9 N 1
T, = O ( ) li fZ X 2(1— A X)dX. .
' Z Cn+2m+ 1) 45 Z wd NI sz o( gxz (1-) (X) (5.59)

pn+m+1

Agora, podemos resolver a integral, utilizando o resultado da Eq. (3.49), com
b=%+1 e a = 2. Obtemos

2
2 Van (2)
Li= Y d2utit) ZC«(?) lim M ([N]M ) R.(2,5 +1 N) (5.60)
prnt+m+l (2n +2m + 1)' 0 0 NS0 [2N + M+ 1]21) N2 ’
Aplicando o limite, assim como nos casos anteriores, obtemos
@)
d2 t(2) 2 (tG )
1 = el O(u) N Spe) 1 (561)
s @ 2m D1 o O @ PO
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onde, como nos casos anteriores, 6 deve ser um gancho duplo, ou seja, Do(#) = 1. Além
disso, podemos combinar os polinémios zonais com um argumento concatenado, como na
Eq. (2.54). Enfim, obtemos

i 26 o ()
_ N N n._m 2ulp v 71372 C(Z) ‘ 562
(912> 14V2 Z Z Z Y172 (2n+2m+ 1)| j£2) vub [M+ 1]2’2) ( )

n,m20 vf pFn+m+l
D7 (0)=1

Podemos introduzir o polinémio zonal obliquo, eliminando a soma em v, para obter

@)
nA,M t
s gl 1 5. A (2) (9 )
<912> :NlNQ Z@ (71;72)d2 t )
n;o (2”+2m+1)!e§,;jé2) v 1)@

(5.63)

em que p e # sao ganchos duplos e 6 2 .

Utilizando a expressao na Eq. (5.63), podemos explicitar as primeiras ordens nas

probabilidades de reflexao

(o) 1 (M=Ny+1)  (M=Ny+1)
NN, M+l MM+3) VT MM +3) 2
(MN,+M+N;-3)(M-N;+1) ,
T MM+5) (M-1)(M+3) N
L (M +1) (M2 = MN, = MN, + 2N, Ny +3M = Ny - Ny - 2)
M(M+5)(M-1)(M+3)
(MNy+ M+ Ny—-3)(M-Ny+1) ,
T MMA5)(M-1)(M+3) ¥

Y172

(5.64)

Assim, como fizemos para o caso com auséncia de Simetria de Reversao Temporal,
podemos utilizar a Eq. (5.63) e graficar a conduténcia em alguns cendrios. Novamente, a
condutancia é uma funcao decrescente em relagdo a probabilidade de reflexdo. Além disso,
quando a probabilidade de reflexao vale 1, a condutancia é nula. Isto é equivalente a uma

guia fechada.

Na Fig. 18 a esquerda, temos um regime extremamente quantico em que ha apenas
um canal em cada guia. Como esperado, podemos observar que para um mesmo valor
de v, valores mais altos de 7, resultam numa condutancia menor. Isto quer dizer que
para barreiras mais opacas (maior probabilidade de reflexdo) temos mais dificuldade
de transmissdo (condutdncia menor). A direita, pode ser observado que ao fixarmos a
probabilidade de reflexao da barreira na segunda guia, a condutancia aumenta a medida que
o numero de canais da guia de entrada cresce, um analogo ao comportamento observando
na Figs. 16 na auséncia de Simetria de Reversao Temporal. Além disso quando comparamos
as Figs. 18 e 16, vemos que a condutancia ¢ maior quando a Simetria de Reversao Temporal

nao esta presente. Entretanto, a medida que M cresce, esta diferenca tende a diminuir.
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1 1
—_— iy = 0.60 —_ N, =6
—_— 5y =0.30 —_ N,=3
075 'EEE] 72:015 075 mmEw NQZ
(9) (9)
0.50 Ny =1 0.50 N =1
NQZ \.\. ’722025
~.
'l.... n o \.\
025 =" =iman.,, 025 "t reenn TN
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i,.""b -,..5.
%02 01 _ 06 08 ] %02 01 _ 06 08 1
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Figura 18 — A esquerda, fixamos N; = 1 e N, = 1, plotando diferentes valores fixados de
2 em fungdo de ;. A direita, fixamos Ny =1 e 9 = 0.25, plotando diferentes
valores fixados de Ny em funcao de ~;.

J& na Fig. 19 temos duas situagdes complementares: fixamos o niimero de canais
nas guias, N; =10 e Ny = 1, e a esquerda, fixamos 5 e ; percorre o intervalo de 0 a 1;
ao passo que a direita, v, é fixa e 79 ¢ livre. A esquerda, podemos observar que o alto
nimero de canais (N; = 10) associado & guia cuja probabilidade de reflexao é graficada
aproxima-se do comportamento linear previsto pela Teoria de Matrizes Aleatérias. A
direita, a guia associada a probabilidade de reflexdao graficada encontra-se num regime
fortemente quantico (Ny = 1), divergindo, portanto, do comportamento linear. Novamente,
um comportamento similar ao observado no caso com Simetria de Reversao Temporal

quebrada, na Fig. 16.

1 1
_— =M
— =M fgs
0.75 =l 0.75 ; \\ )
(9) (9) e,
0.50 &, MNi=10 050, V1= 10 N
\'NQZ 1 Ny =1 N\, %,
\0 — ’Yl = »}/2 \:‘O
0.25 N, 0.25 X N>,
N = M= ‘S
S e = 2
o902 04 _ 06 08 1 %02 04 _ 06 08 1

" V2

Figura 19 — Em ambas as figuras, temos N; = 10 ¢ N, = 1. A esquerda, variamos 71, ¢ 7»
obedece a proporcoes fixadas. A direita, em contrapartida, variamos s, € 1
obedece a proporgoes fixadas.
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5.3 Generalizacao

Nesta se¢ao, propomos uma generalizagao dos resultados obtidos até entao para a
condutancia, tanto na presenca quanto na auséncia de Simetria de Reversao Temporal.
A chave para essa generalizagao, é a combinagao de polinémios de Jack e coeficientes
de Littlewood-Richardson que é condensada num polinémio de Jack com argumento

concatenado.

Podemos generalizar esta relacao entre polinémios de Jack e, com isso, obter uma
condutancia para uma cavidade generalizada, ou seja, com um ntmero arbitrario de guias

e cada uma delas com barreiras de tunelamento, inclusive nas guias de entrada e saida.

5.3.1 Relacdo entre Polindomios de Jack

Queremos mostrar que

B 1 a)an o 1T (o) s (a
[13 o 7 BT () = 32— I (F0) ) (), (5.65)

i=1 i Juy v Jv
onde, no lado esquerdo da equacao, temos um produto que combina polinémios de Jack
avaliados nas probabilidades de reflexdo e na matriz X ao passo que no lado direito, o
produto é condensado num polinémio de Jack avaliado nas probabilidades de reflexao
concatenadas e outro avaliado na matriz X. Na notacao da equacgao acima, onde I
(A1; -+ A% ) € uma lista concatenada: com as N primeiras entradas iguais a 1, as proximas

N entradas iguais a v, e assim por diante até as tltimas N entradas iguais a 7.
Vamos utilizar inducao sobre k. Para k = 2, temos

1 « ~ « ~ « (0%
> e I8 Ge) I (X) T (X). (5.66)

Hp2 I Jpe

Utilizando a Eq. (2.43), o produto J,S?)(X )J,S?(X ) é convertido numa soma sobre

partigdes cujos pesos sao os coeficientes de Litttlewood-Richardson,
1 (0% A [e% A~ (0% (63
Y Y <l ) (32) O 7 (X). (5.67)
vopLE2 Jun Jpg

Se agregarmos os fatores que nao dependem de v,

1 @ )/ a @)/ A a
Z( Z (@) () 01(11;)LQVJ/51)(71)J/52)(72))JIS )(X), (5.68)

vo\BLE2 Ty e

e utilizarmos a Eq. (2.54), obtemos

1 a) (1 «
Z@Ji N(02) 57 (X)), (5.69)

Dessa forma, verificamos que a Eq. (5.65) é vélida para 1 < k < 2.
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Agora, suponha que a Eq. (2.54) seja vélida até k. Queremos mostrar que ela

também ¢é valida para k + 1. Logo, temos

k+1

HZWJ(O‘) 5i) T (X)), (5.70)

’Ll#z]'u,l

Agregando os fatores para ¢ = 1,...k, ficamos com

(HZ—J;S?)( Jﬁf‘)(T)) > —J(k+1(%+1)J,5‘,j‘31(X) (5.71)

=1 pg jlh Hi+1 jﬂk+1

Utilizando a hipotese de inducao, ficamos com

1 a) /1 « «@ «
(Z — 5 (T0) IS ><X>) S o 5 (G, (), (5.72)
v ]1/

Pi+l g
Através da Eq. (2.43), podemos combinar os polinémios de Jack em T,
1 ) (1 « e a
> WJ( )(Fk)Juk31(7k+l)ZC£M1)9+1PJIS '(X). (5.73)
P

Vel Ju " Jpgan

Por fim, utilizamos novamente a Eq. (2.54) entre os polindémios de Jack,

Z( > Wcéﬁsz(“)(rk)Jﬁmml)) J57(X)

P \Vik+1 Ju 7 Jugia
-5 P ), (5.74)
P Jp

Portanto, a Eq. (5.65) é valida para k + 1. Pelo Principio da Indugao, é valido para
todo k > 1.

5.3.2 Condutancia Generalizada na Auséncia de Simetria de Reversdo Tempo-
ral
Consideremos uma cavidade acoplada a k guias. A guia ¢ possui /V; canais e cada

canal possui coeficiente de reflexao ;. Note que o coeficiente de reflexdo é o mesmo entre

os canais de uma mesma guia.

A condutancia entre as guias entrada e saida, guias 1 e 2, pode ser obtida através

da integral .
g = (1= (=) lim = [ 2(2.21)0(2,21)dz. (5.75)

k
onde 74+ N = Y !N,
i1

'N)Tr(ZZT)q
(2,2 =e @1 1 (5.76)
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; N1,Na 1 ; 1
4.7 = —7 N . )
C( ’ ) Z (1—’}/1ZZ]L )io( 1—’}/QZZT)OZ- (5 77)

i,0=1
Aplicando a decomposi¢ao em valores singulares, Z = UDV, percebemos que Z(Z, Zt) nao

depende das matrizes unitarias U e V. Dessa forma, temos apenas integrais sobre o termo

dos canais,
g2 = (1-7)(1=72) lim [ Z(X)A(X)dX, (5.78)
A(X) = f (2, ZHYdUudv (5.79)

Assim, obtemos o mesmo resultado obtido na Sec. 5.1, onde obtivemos a condutancia

numa cavidade com duas guias com barreiras, Eq. (5.9),

——= N T (T (5.80)

n,m>0
Agora, as exponenciais no integrando se tornam

i(

I(X)=e @

My

=e q=1

=exp M i ;TI"(X q) exp (ZN Z i TI"(X)q)

q=1 -1 g=1 4

§
= exp( M i qTr(X ) [Texp (N >, qTr(%X)q)
(

M- N)Tr(X)q

Ty 5 2Ny e

ed=1

| =

q=1 i=1 gq=1

In (1 _X)M) Hexp (In(1 —’yl-X)_Ni)

i=1

:det(l—X)Mﬁdet(l—%X)_N". (5.81)

Agora, notamos que
det (1-75X) ™ = 3 s, (305, (X)), (5.82)
i

pela Eq. (2.41), fazendo « = 1. Logo, temos

700 - ([0 00" ) (ST 50 G000, (5.89)

poi=1 pyg

Utilizando a Eq. (2.54), temos

I(X) = (ﬁ (1 —a:i)M) (zsy(f)sy()()), (5.84)
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onde I'y = (41;++;9%) é uma lista concatenada: com as N7 primeiras entradas iguais a 71,

as proximas Ny entradas iguais a v e assim por diante.

gi2=NiNy > A Zs,,(l“k)Il, (5.85)
n,m>0
onde v
: 1 n+m+1 M 2
7 :leli%mfsy(X)Tr(X + )2(1—@) IAX) dX. (5.86)

Como antes, obtemos

(")

_  d

fi= X OO gl i
D1(0)=1 o

(5.87)

onde a partigdo g+ n+m + 1 é parametrizada como como p = [m+n+1-1,1'], com

0 < k <n+m. Imposta essa parametrizagao, temos x,(n+m+1) = (-1)%

Juntando tudo, e somando sobre os canais de entrada e saida, ficamos com

)

g12 = N1N2 Z 71 ’72 Z CVﬂOSV(Fk)XN(n +m+ 1) |0|| [ ](1) (588)
n,m>0 v,u,0

Podemos reconhecer a funcao de Schur obliqua,

sovu(Tk) = 3 Crosu (Tr), (5.89)
e obter
(tu) 2
ga=NiNa 35 i ) (- 1)l 7 ,Se\u( ()" o (5.90)
n,m20 p-n+m+1 | | [ ]
D1(0)=1

Como p e 6 sdo ganchos, o diagrama obliqua 6\p é composto por uma faixa

horizontal [p] e uma faixa vertical [19]. Com isso temos
sovu(Dr) = sy (Dr)spag (Tn). (5.91)

Aproveitando-se desse fato, podemos escolher uma parametrizacdo para 6, que
satisfaga pc 6, temos 0 = (p+n+m+1-1,19). Com isso 0 -p+g+n+m+1 e a soma

sobre # é convertida numa soma sobre p,q > 0.

o s e 2
gi2=NiNy Y A3 Z( 1)l|9|, hyp(D)eq (T k)[( ]()1)- (5.92)

n,m,p,q=0

Resta-nos caracterizar h,(I'x) e e,(I'). Eles sdo gerados pelas seguintes funcoes
geradoras

S (e =[]

(5.93)
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¢ Mo k N
et =TT +ty)™. (5.94)
q=0 i=1

Expandindo-se o lado direito, obtemos

R N (1) N. (i2) N, (i) o ;
LY R S VA €1 M €113 A O S (5.95)
i1+7:2+"'+’ik:p Zl.zQ."'Zk.
Ny) ooy (No) oy (NK) sy :
(N (V)i )(”’“)7{17%2"-72’“- (5.96)

e
ea(l) = Z Jilgal--gg!

Jitje++jr=q
Basta notar que invocando a definicao de h, e e, e utilizando argumento de combinatoéria,

obtemos
A Ni+i;—1\(Ny+1is-1 Ni+ig—1\ ;. ;
hp(Fk): Z ( 1 .1 )( 2 .2 )( k ‘k )711722”.7]@}67 (597)
i1 +ig++igp=p 3 2 (7
e
2 N1\ (N N\ . ,
egTe) = X ( 1)( 2)( .k)vilfy;?---wﬁ. (5.98)
j1+j2+~~-+jk=q /Ll Z2 Zk‘
Em seguida, da definicao de fatorial ascendente e descendente,
(Nl) _ (N?)(il) o (Nl +.z'1 - 1) _ (N]:)(il)’ (5.99)
31 ! i1 iq!

segue que h,(I'y) e e,(I'y) podem ser expressos como somas de fatoriais crescentes e

decrescentes.
Portanto,
o = NN, 5 n4m ArAT (- g+ D) (p+n+m—1)hy(Dp)eg(Tr)
2= 7 n+m-1 ’
M o im0 (PHg+n+m+1) (JWJFl)(p+ )(M_l)(q+l)
(5.100)

5.3.3 Conduténcia Generalizada na Presenca de Simetria de Reversdao Tempo-

ral
Consideremos uma cavidade acoplada a k guias. A guia ¢ possui /V; canais e cada

canal possui coeficiente de reflexao 7;. Note que o coeficiente de reflexdao ¢ o mesmo entre

os canais de uma mesma guia.
Na presenca de Simetria de Reversao Temporal, a condutancia entre as guias de

entrada e saida pode ser obtida através da integral
Ni,No
(912) = (1 =) (1 -2) lim 7 Ky [CiCiiin ]

1,0=1

(5.101)
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com

o (M-~5N
ZQTI(SS%)Q
Ky== [e et 1 R R® 4g, (5.102)

z 1111 " V1219

em que S é uma matriz real.

Aplicando a decomposi¢ao em valores singulares, Z = UDV | obtemos 0 mesmo

resultado obtido para a parte angular no caso com duas barreiras,

Q912

A(X) = [ B RS avav

1 T
= C 1120*17,2
' 1JW (a wXMlvMﬁ)
= CLi 0l N2 > AP T (X (5.103)
n,m>0

Podemos facilmente coletar o coeficiente de C’lmClm

Agora, seguimos o mesmo processo utilizado no caso de auséncia de Simetria de

Reversao Temporal para obter a Eq. (5.81). E ficamos com

1= (M-~1-N
—52( il )Tr(ZZt)q L .
e “a=l =det(1-X)2 [[det (1-vX) 2. (5.104)
i=1
Assim, como na Eq. (4.21),
u N M
det(1-X)2 =[[(1-=)2, (5.105)
i=1
e
N 1 .
det (1-7X) "% = 3 =2, (31) 23, (X)), (5.106)
Hi Jpg

pela Eq. (2.41).

Dito isso, obtemos para o termo que introduz o efeito do interior da cavidade,
det (1= 75X) ™ = 35, (93) 50, (X)), (5.107)
Hi

pela Eq. (2.41), fazendo « = 1. Logo, temos

EEUEE y
e “a-1 q :(11(1 ;) )(Zl}(— Z,,(%)Z, Z(X)) (5.108)

Utilizando a Eq. (2.54), temos

—)Tr(ZZt)q N . .
e 2o q - (gu —.7;@-)2) (Z —5%,(0)2, (X)) (5.109)

v Jug
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Combinando os resultados para o termo de efeito dos canais com o termo de efeito

do interior ficamos com

L 1 .
gi2= NNy Y. W?V?ZEZV(F)L; (5.110)

n,m>0 v ]
onde, como antes, I= (415 A) € uma lista concatenada das probabilidades de reflexao e

1
N2Z

7
=1

[Z,,(X)Tr (X"+m+1)ﬁx?5 (1-2,)% A(X)dX. (5.111)

Il = lim
N—-0

=

J& nos deparamos com essa expressao na Eq. (5.56). E o resultado é

FAC) (t(gz))z
L= S Coy——"0D,0).1 (5.112)
W;ml (2n +2m +1)! 29: p H[M N 1]((92) 2(0),

Juntando tudo, e somando sobre os canais de entrada e saida, ficamos com

oty (2) (t§2))2

~ o~ 1 ~
(g12) = N1No gliels —5Zv(1) > . (5.113)
2,08 2w D 0
Dy (6)=1
Podemos eliminar a soma em v introduzido o polinémio zonal obliquo
@)
U A NS S BRSO S U0 N
n,m20 02p ]9(2) 8 pFn+m+1 (27’L +2m + 1)' [M + 1]é2) 7

onde a soma percorre as particoes p e #; ambos devem ser ganchos duplos e 6 contém p.

54 Momentos de Alta Ordem

Conforme discutimos na Sec. 3, a inclusdo de barreiras modifica as regras diagra-
maticas no interior da cavidade. Dessa forma, a integral matricial que implementa essas

regras também ¢é modificada:
1
lim (1= 71)"(1-9)" /I(Z, zhe(z, 21)dz. (5.115)

A parte do integrando que implementa as regras no interior da cavidade é

_ i wTr (sz)q
(2,7 =e = 1 : (5.116)

onde introduzimos a notacio curta 7- N = v/N; + v4N,. Na Eq. (3.19), introduzimos
também um termo que representa uma série de poténcias, p) (Z7Q1Z2Q,) onde Q; =
In, ®0n_n, € Q2 =0n_nN, ® Iy,, também devemos introduzir um termo devido ao efeito

das barreiras nas guias de entrada e saida. Entretanto, dado o intercambio entre séries de
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poténcias e fungoes de Schur, Eq. (2.26), e ao fato de as fungoes de Schur apresentarem
maior maleabilidade, optamos por introduzi-las no lugar das séries de poténcias. Além

disso, devemos substituir Z por Z e seu conjugado também. Dessa forma, o

1- ’}/1ZZT
termo devido as guias de entrada e saida é dado por
1 1
C(z,7") = (ZT Z ) 5.117
(2.2Y) =2 77 @i 7 2 (5-117)

Entretanto, devido a complexidade dos cédlculos envolvidos, vamos nos limitar ao caso

particular em que as duas guias sao idénticas, ou seja, v = y2 = 7.

Implementando a decomposicao em valores singulares, Z = UDV, assim como antes,
percebemos que Z(Z, Z1) =Z(X), onde X = DD' e ficamos com integrais sobre o grupo

unitario somente envolvendo o termo C. De modo anédlogo a Eq. (4.111), ficamos com

C(X)=/3A(vT L _prto,up

1
audv. 11
" 1_7XVQ2) Udv. (5.118)

Integrais de funcoes de Schur ao longo do grupo Unitéario sdo bastante estudadas

[55]. Para a integral acima, podemos utilizar

SA (A) SA (B)
UAU'B)dU = =~—"2"2 5.119
f i ) sx (1Y) (5.119)
Primeiro, para a integral em V' (podemos substituir VT por V' na integral, pois estamos
integrando sobre um grupo), identificamos A = D'UTQ,UD e B=0Qs. E
1-~X 1-~4X
ficamos com (Q) . )
Sxa (2

C(X) = DIUTQ,UD )dU. 5.120

Devido a definigdo das séries de poténcias em fungao de tragos, Eq. (2.22) e
sua relacdo com funcoes de Schur, segue que as fungoes de Schur sao invariantes por

permutacoes ciclicas do argumento, assim como o trago, sy(AB) = s\(BA). Entao,

_ A (Q2) i X )
C(X) 5 (1) Sx (U QIU—(l—’yX)2 dau. (5.121)
Agora, reconhecendo A=0Q; e B = ﬁ na Eq. (5.119), ficamos com
-N
_ S (Q1) 51 (Q2) X
C(X) = 5 (1) SA((I—”yX)z). (5.122)

Note que sy (Q;) corresponde a um polindémio avaliado numa sequéncia que cor-
responde a N; valores iguais a 1 seguidos de N — N; valores iguais a 0. Os produtos que
contém valores nulos ndo contribuem para a soma sy (Q;). Portanto, sy (Q;) = sx (1),
Lembrando das Egs. 2.37 e 2.39, obtemos

[N [N

0=y A (5123)
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onde

X
f)\(X) =S\ (m) (5124)

Para o termo do interior da cavidade, Z(X), utilizando a Eq. (4.5) e procedendo
da mesma forma, obtemos
© M -7 N
_ Z #Tr ( A ZT)q
(2,2 =e =t 1
=det (1 - X)™ det (1 - yX)" det (1 - yX)™

det (1 - X)"
_ det{ )M, pois M = N + N, (5.125)
det (1 -~vX)
Dessa forma, a integral remanescente sobre X resume-se a
1 / det (1 - X)" )
- X A(X)|[dX. 5.126
= | )det(l—yX)M| (X (5.126)

Para poder resolver a integral, devemos expandir f)(X) como combinagao linear de fungoes
de Schur, pois j4 vimos que o termo remanescente (Eq. (5.125)) pode ser expandido dessa

forma.

J& que podemos escrever uma fungio de Schur utilizando determinantes, Eq. (2.29),

T N+X;—1 1
X) =det — _ 5.127
Px)=de [((1_75'7?)2) ij A((1—i()()2) ( |
Para o determinante de Vandermonde, temos
X x; T
Al— | = : - ]
((1—7X)2) g((l—%ﬂci)2 (1—7%')2)
1 2 2
Haarangy o e teny)
(zi — ;) 2
= 1- CL’Z‘.T]'
@y 7o)
(1—721'1'%‘)
= A(X
( )g[(l—m)(l—%)f

H (1 - 72152'%‘)

i<j

temos

= A(X)

[fo [T (1= (1-1ay)

i=1 j=i+l

_ A .
_det(1—7X)2N—2g(1 V). (5.128)

Agora, utilizando uma das identidades de Littlewood, pg. 76 de [55], temos

(H(1—72$zxj))_ = det (1-7X) Y5, (7X) . (5.129)

i<j
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Dessa forma, ficamos com

N+)\¢—i

A(X) :det([ =

2X;—2i+1
(L=qay)™

) A0 2%

Apesar de termos melhorado a expressao, ainda precisamos expandir

€ 20 —2i+1
(1-~z;) '

ij

1
] AX)

(5.130)

(5.131)

utilizando fung¢oes de Schur como base. Para isso, lembremos que as fun¢ées de Schur sao

ortogonais quando integradas ao longo do circulo unitario. Isto decorre do fato de que as

fungdes de Schur sdo os caracteres irredutiveis do grupo Unitario [55],

51 § 522, AP dz =,

Utilizando o Teorema Binomial, temos

1 & (2N =2+ k) .,
(1_xj)2/\i—2i+1 _kzz[:)( 2)\1,_22' )’Y Ly

Dessa forma, a expressao

i j]gdet x;vﬂ\ﬂ
N (1 _ij)zxi—%u )

iJ

) sp(27)A(27)dz,

Se resuimme a

1 (2N, — 2i + k N o
ﬁyédet(lZ( - )Wy x kl )sp(z YA(z)dz.
. kzo Z Z..

J

E, utilizando a Eq. (2.29), ficamos com

1 (20— 20 4K\ N
ﬁjgdet([;)( 2 — 2i )V%fA k]..)det([ng ]z‘j)dz’
- .

Aplicando a identidade de Andreief,

[det([fi(xk)]ij)det([gj(a:k)]ij)d:f:N!det([[ fi(x)gj(m)dx]ij)y

N [(2XN - 21+ k , i
det ? ky{ ANi—i+k *pj—jd )
G(LZO( b |

Dada a ortogonalidade de poténcias no circulo unitario,

95 292*0dy = Oabs

obtemos

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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devemos ter k = p; — j — \; + . Com isso, obtemos

Pi +Ai—z‘—j) .-M] _ [(Pj +Ai—i—j)] RN
et pi-i3i| ) = det -, 5.140
¢ ([( ox -2 ) gl -2 )7 10

Com isso, obtemos uma expansao para f)(X) utilizando fungoes de Schur,

() = (2 AN R 5 X)) (zsz)) (5.141)
onde N
Ry, = det ((”j ;A:;Z_j)) (5.142)

Utilizando os coeficientes de Littlewood-Richardson, Eq. (2.43), ficamos com

FA(X) = S AR Ry Of) s, (X). (5.143)

pHY

Entao, a integral sobre X, na Eq. (5.126), pode ser escrita como

A ell-N R, C(l) 1 5u(X) det (1-X)"
pHy det (1 -~X)

—|A(X)PdX. (5.144)

De maneira analoga as Eqs.4.19 a 4.20, temos

det (1-X)" X . . "
det (1 -~y X)" ﬂ(l " Z’V o\u(17)s9(X). (5.145)

8. (X)

Combinando com as Eqs. 5.115 e 5.123, ficamos com

(s\(T)) = (1= [N1]3) [Na]S) 3 AN Ry Ol s, (1) T, (5.146)
puvo
onde
Z-1 N M 2
7, - lim—Q[SQ(X)H(l—xi) IA(X)[? dX. (5.147)
1=1

()

O resultado da integral pode ser obtida através da Eq. (3.49). E o limite, através

da Eq. (3.51). Para isso, transformamos a fungao de Schur num polinémio de Jack

-

- 0
|9|!zlvlo([ 0) fJ (X)H(l z) A dX. (5.148)

Pela Eq. (3.49), coma=1eb=M +1,

- (INI°) (0 (1 =)™ Ru(1, M+ 1, ) 5.119)
97 NS0 ([N](Al)) [2N+M]S) .
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(1)
A

Lembrando da expansdo dos polindémios [N]}’ na Eq. (2.18), temos que

1\? 2
t 1 t1 (O\\
Ty = (%) 5= 1( \(12 , (5.150)
t)\ [M]M [M]M
Dessa forma, obtemos
n . doty (A\N)?
(3(T) = (1= TP [ 5 R, O O 5 151
P, 14,1,0 |(9|' [M]G
D(6)=D()\)

Consideremos o caso particular em que A é um gancho. Nesse caso, percebemos que 6
também o é, devido a condi¢do Di(6) = D1(\) = 1. O mesmo ocorre & particao v, pela
condi¢ao de existéncia de \v e seque que p e p também o sdo, devido as propriedades dos
coeficiente de Littlewood-Richardson. Entao, sendo A = [A, 1] e p = [ B, 1°] temos

A+B—2)(a+b)2b+1 (5.152)

_ a+b
Ria1a1[B10] = (-1) ( 24 —9 2 12a+1°

Utilizando a Eq. (5.151), podemos obter quaisquer momentos de transporte, por

exemplo, a variancia da condutancia é dada por,

var [g] = (spe) (7)) + (s21(T)) - {9)° . (5.153)
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6 Imanentes de Blocos de Matrizes Unitarias

Aleatérias

6.1 Introducao

O determinante pode ser definido de varias maneiras, dentre elas, temos a regra
do cofator de Laplace e também dada uma matriz A, de dimensao n, podemos defini-lo

através do simbolo de Levi-Civita

det (A) = D CiiginAriy AziyAniy, (6.1)

i1i2yin=1
onde £;,4,..;, € zero caso hajam indices repetidos e assume valores +1, a depender da
ordenacao dos indices i1, 42, -, i,,. Acontece que o simbolo de Levi-Civita coincide com o ca-
ractere irredutivel da permutacdao 7 que satisfaz w(k) = iy para k = 1,...,n na representacao
indexada pela partigao [1"]. Portanto, podemos substituir a soma sobre os indices 5 por
uma soma sobre o grupo de permutacoes. Dessa forma, podemos expressar o determinante
utilizando os caracteres do grupo de permutagcoes:
det (A) = ZS: X(1m] () Avr(1) Azr(2) A (n) - (6.2)
€SN
Visto que é possivel associar o determinante a uma representacao [17] do grupo
de permutagoes, ¢ natural nos perguntarmos quais quantidades estao relacionadas com
as outras representagoes. Essa pergunta foi enderegada por Littlewood e Richardson [90].
Nesse trabalho, foram definidos os imanentes, estendendo a definicdo do determinante as
outras representagoes do grupo de permutagoes. Assim, o imanente associado a partigao A
é

Imm, (A) = Z X () Arr1) Aon(2) Anr(n)- (6.3)

7eSn
Logo apds o determinante, o segundo imanente mais conhecido é o permanente,
associado a partigdo A = [n], em que

Per (A) = > AiryAsn(2)Anr(n), (6.4)

weSy

pois X[n] () = 1 para todo 7 € S,,. Note que o permanente e o determinante podem ser

definidos para uma matriz de dimensao qualquer (pois [17] coincide com [n] para n = 1).

Dentre os imanentes o determinante é o tinico que pode ser expresso somente em
funcao dos autovalores da matriz A. Além disso, os outros imanentes nao possuem nomes

especiais. Como exemplo, para A =[2,1] temos o imanente

Immyy 1) (A) = 2411 A2 Ass — A13A21 Az — A1z Asz Asr. (6.5)
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Tanto o permanente quanto o determinante surgem no contexto da Mecanica Quan-
tica ao tratarmos um sistema com muitas particulas indistinguiveis. O estado combinado
depende do spin das particulas: se as particulas possuem spin inteiro (bésons) entao o
estado combinado é dado através do permanente dos estados individuais; ao passo que
se o spin das particulas é semi-inteiro (férmions), entao o estado combinado é dado pelo

determinante dos estados individuais [91]. Dessa forma, temos
- 1
V() =—= X () ¥ (%(1)) (o (%(2)) -y, (%(n)) ) (6.6)
\/m weSH

onde A corresponde a particao [n] para bdsons e [17] para férmions. Nesse sentido, o
permanente tem atraido atencao devido a sua aplicagao no estudo do estado de saida
no espalhamento de muitos bésons devido a um interferémetro linear [92]. Esse processo
pode ser utilizado como método para implementar uma plataforma para computacao
quantica [93] e resolver problemas intratéveis por computadores classicos. Além disso,
permanentes de matrizes aleatérias vém sendo estudados através de diversos pontos de
vista [94, 95, 96, 97].

No contexto de espalhamento quantico, Urbina et al. modelaram um interferémetro
como uma cavidade caética [49]. Nesse caso, a amplitude de probabilidade combinada
advém do permanente das amplitudes de espalhamento das particulas individuais, visto
que temos um conjunto de bésons indistinguiveis. E, ja que o interferometro é modelado
como uma cavidade cadtica, é conveniente substituir a amplitude de espalhamento por
uma matriz aleatoria unitéaria, distribuida uniformemente no Grupo Unitéario. Se o sistema
respeita a Simetria de Reversao Temporal, a matriz unitaria deve ser simétrica e, portanto,

uniformemente distribuida ao longo do Emsemble Circular Ortogonal (COFE).

Motivados por esse contexto, buscamos obter os valores médios de imanentes de
blocos de matrizes em trés conjuntos de matrizes, os Grupos Unitario e Ortogonal e o
emsemble COE. Dada uma matriz U de dimensao N x N, denotamos Imm, (U) o imanente
do sub-bloco diagonal superior de tamanho n xn associado a particao A + n. Em particular,
o determinante e o permanente desse sub-bloco sao denotados Det,,(U) e Per,(U). Como

esperado, se n = N, o bloco compreende toda a matriz.

Urbina et al. obtiveram a média do mdédulo ao quadrado do permanente e do
determinante, para o Grupo Unitario e o ensemble COFE, ao estudarem o efeito Hong-Ou-
Mandel [49]. Entretanto, seus resultados valem para blocos nao diagonais, ou seja, com
indices de linhas e colunas diferentes. E, também, Fyodorov obteve a média do produto de
dois permanentes polinomiais, (Pery (U — z1) Pery (U - 23)), para o Grupo Unitario [97].
Nés obtemos esses resultados por outro método e os estendemos ao grupo Ortogonal e a

sub-blocos diagonais de matrizes de tamanho n x n.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Secao 2, resumimos os

resultados obtidos; na Se¢ao 3, discutimos fatoracoes de permutagoes, que desempenham
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um papel crucial na demonstragao dos resultados; e, por fim, na Sec¢ao 4 detalhamos as

demonstragoes.

6.2 Resultados

Proposicao 1. Seja Imm, (U) o imanente indexado pela particio v de um bloco diagonal

de tamanho n da matriz U e U(N) o grupo Unitdrio. Entdo,
n!

(|Imm7(U)|2>u(N) = W (6.7)

A expressao acima generaliza resultados anteriores obtidos por [49] para o perma-

nente (|Pern(U)|2)u(N) = % e para o determinante (|Detn(U)|2>u(N) = ”!(J]VV?")!.

Para o grupo Unitario, fomos capazes de obter o proximo momento do permanente,
|Per,,(U)[* como em [49).

Proposigao 2. Seja Per,(U) o permanente de um bloco diagonal de tamanho n de uma

matriz U (2m1)? ;
P n U ! = e 22 2 6.8
(AN
onde g, ¢ dada por
gx = 2 1Culwn(p)- (6.9)
pu-n

Se as matrizes, além de unitarias, sao também simétricas, estamos lidando com o
COE(N). Obtivemos o seguinte resultado.

Proposicao 3. Seja Imm, (V') o imanente indexado pela particio v de um bloco diagonal

de tamanho n de uma matriz V pertencente ao COE(N), Entao

2 _ 4nn) d2>\ 2
<N A
onde G, ¢ uma soma sobre particoes dada por
Gy = Z [Cualeon (1) x5 (1) (6.11)

=
Note que G [,] corresponde a gy, pois x[,)(¢) = 1 para qualquer j - n.

A expressao na Eq. (6.10) é muito semelhante a expressao na Eq. (6.8). Se lembrar-
mos que as matrizes do COFE podem ser obtidas através de matrizes unitarias, V = UU?
com U unitaria, podemos esperar que uma expressao quadratica para o COFE se assemelhe

a uma expressao quartica em U(N).



114 Capitulo 6. Imanentes de Blocos de Matrizes Unitdrias Aleatdrias

Conforme comentamos, o determinante corresponde ao imanente indexado pela

partigdo vy = [1"]. Entédo, temos

_ (2n)!oram

Giaqiny = 6.12
AT el o (6.12)
e o momento é (n+ DI N
2 _n +1)! -n+1)
(IDet,, (V) )COE(N) = (VD) : (6.13)
. e 2
Se o bloco corresponde & matriz inteira, isto é, quando n = N obtemos (|Detn(V)| ) coBN) =

1, como esperado.

Para o grupo Ortogonal, calculamos o primeiro momento dos imanentes.

Proposicao 4. Seja Imm, (O) o imanente indexado pela particio v de um bloco diagonal

de tamanho n de uma matriz O pertencente a O(N), o grupo Ortogonal. Entdo,

9 _n! 2! da
<Imm7(0) >O(N) = d—}ym );l [N—]E\Q)G)\ﬂ. (614)

(NN

Impondo v = [17], obtemos para o determinante o mesmo resultado obtido para
o grupo Unitério, (Detn(O)Z)O(N) = "'(NTT”)' E natural nos perguntarmos o porqué de a
expressao para a média do quadrado do médulo do determinante obtido para o grupo
ortogonal ser idéntica a obtida para o grupo Unitario. Uma hipétese é que existe uma

relagdo de grupo e subgrupo entre os grupos Unitario e Ortogonal, e o mesmo nao ocorre
com o COFE.

Durante os calculos nos deparamos com uma relagao intrigante. Percebemos uma
~ 2 A s . . .. .
relagdo entre [N ]E\) (polinémios zonais avaliados na matriz identidade de ordem N) e

{N}, (a dimensao das representacoes irredutiveis de O(N)).

Conjectura 1. (Provada) Vale a identidade

dg)\ (271)' d»y

g = — (6.15)
;n [N]® 7 2mal {N},
(NN

Nao fomos capazes de provar esta conjectura. Porém, verificamos sua validade para
todas as partigoes v +mn com n < 6. A principal dificuldade em se verificar essa expressao
¢ obter os valores de G, que necessita somar sobre Sy,. Lembrando que Sy, tem (2n)!
elementos, para n = 6 ficamos com um grupo com 12! elementos, mais de 450 milhGes de
elementos. Entretanto, Chapuy e Dolega conseguiram provar, de fato, a conjectura. Por
meio de um teorema no contexto de niimeros de Hurwitz, a conjectura surge como uma

consequéncia [51].

Ja que a Conj. 1 é verdadeira, temos

(Imm, (0)?) (6.16)

n!
o = VY,
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que é uma expressao analoga aquela obtida para o grupo Unitério, na Eq. (6.7).

Podemos ainda nos perguntar sobre uma versao simplética dessa conjectura. Tal

fato é discutido a diante.

Por fim, consideramos polinémios gerados por médias de permanentes, Per, (U - z).
Para o caso mais simples, do polindmio de grau 1, temos (Per,(U -z2)) = (-2)" para
todos os ensembles de matrizes aleatorias discutidos. Para os grupos Unitario e Ortogonal,

conseguimos calcular o polinémio de grau 2
Proposicao 5. Para G=U(N) e G=0O(N), temos

(Pex, (U = 21)Per, (U - 2)) = 3" (;)(zlzz)"—m (Per (D)P),,.  (6.17)

m=0

Em particular, para o grupo Unitario, temos

eV =P =Dy * S Gy 019

Esse resultado generaliza o resultado obtido por Fyodorov|97] quando n = N.

6.3 Preliminares

6.3.1 Mergulhos

Considere dois grupos de permutagoes: S,, e S,.1. Podemos obter “versoes” das per-
mutacoes de S, coletando de S,,,1 as permutagoes que fixam um certo indice em S,,1. Por
exemplo, podemos obter as permutacoes de S5 através das permutacoes de S, que fixam o in-
dice 4, por exemplo, temos {id, (12)(3)(4),(13)(2)(4),(23)(1)(4),(123)(4),(132)(4)}'.
Podemos ainda fixar o indice 1 ou 0 2 ou 0 3 ou o 4. Isto quer dizer que temos 4 versoes

de S5 contidas em Sy. Esse é um caso particular de mergulho.

Mergulhos sao fungoes (no exemplo, coletar permutagoes que fixam o indice 4) que
preservam a estrutura de um conjunto (no exemplo, a estrutura do grupo S3) vista em

outro conjunto (no exemplo, o grupo Sy).

Nos grupos S, chamamos aten¢do para dois mergulhos de S,,. Podemos mergulhar

a permutacao 7 de .S, em S5, mantendo a estrutura, mas duplicando os indices, definindo
Te € Sop

7e(2k) = 2w (k), para k=1,...,n, (6.19)

e fixando os ntimero impares, ou seja, m.(2k—-1) = 2k—1 para k = 1,...,n. O subconjunto de

Sa,, gerado por esse mergulho é denotado S Por exemplo, a permutacdo 7 = (12)(345)

1 Exibimos propositalmente os ciclos de comprimento 1, para deixar claro que o indice 4 é fixado por

todas as permutagoes.
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de S5 é levado a 7, = (24)(6810) em S1p. A grosso modo o mergulho “dobra” os indices

de 7 na notacao de ciclos.

Da mesma forma, podemos definir outro mergulho de S,, em S,,, sobre niimeros

impares. Dado 7 € S,,, definimos 7, € Sa,
mo(2k—1) =2n(k) -1, para k= 1,...,n. (6.20)

Mas agora, fixamos os niimeros pares, m,(2k) = 2k para k = 1,...,n. Esse subconjunto é
denotado S5”. Por exemplo, a permutacdo 7 = (12)(345) de S5 ¢ levado a 7, = (13)(579)

em Sqg.

No caso desse mergulho, o ciclo-tipo de 7 é transferido para o coset-tipo tanto de
7. quanto de 7,. Lembrando que o grafo associado a 7., I';._, por exemplo, é construido
tomando com relagbes de incidéncia o matching trivial t = {{1,2},{3,4},....,{2n—1,2n}}
e o matching obtido pela acao de 7., m,, , mas como 7, fixa os nimeros impares, as
outras relagoes de incidéncia sao do tipo {{1,7.(2)},{2,m(4)},....,{2n - 1,7(2n)}} =
{{1,27n(1)},{2,2m(2)},...,{2n - 1,2m(n) } }. Isto implica que os indices dentro de um ciclo
de 7 estardao numa mesma componente conexa do grafo I';,. Na Fig. 20 podemos observar
os grafos gerados pelas pelas permutagoes 7, = (14)(6810) e 7, = (13)(579) obtidas pelos
mergulhos de 7 = (12)(345) como esperado, o ciclo-tipo de 7 é [3,2], o ciclo-tipo de 7, e
m,. Observe ainda, que a relagdo de incidéncia obtida pelas a¢oes de 7, e 7, nao sdo iguais,

ou seja, My, M, .

“Deo

s? ¢ % S EREER

Figura 20 — A esquerda, grafo I';, associado & permutacio m, = (24)(6810); e & direta,
grafo ', associado & permutacao 7, = (13)(579); ambos mergulhos obtidos
a partir da permutacao 7 = (12)(345). As permutagoes 7., 7, sao mergulhos
da permutacao m de S5 em Sip. A relacdo de incidéncia gerada por 7, é
{{1,4},{2,3},{5,8},{6,9},{7,10}} ao passo que a relagdo de incidéncia
gerada por 7, ¢ {{1,4},{2,3},{5,10},{6,7},{8,9}}. O ciclo-tipo de =, e os
coset-tipos de 7, e 7, sdo dados pela particao [3,2].

Dada a permutagao m = (12)(345) e seus mergulhos 7, = (24)(6810) e 7, =
(13)(579), podemos notar que os mergulhos sdo semelhantes. Basta trocar o ntimero
pelo seu antecessor ou sucessor. Com isso, podemos relacionar os mergulhos através da

conjugacao pela permutagao p = (12)(34)---(2n—12n),

Te = PP . (6.21)
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Note que p contém apenas ciclos de comprimento 2, entdo p = p~!

6.3.2 Fatoracdes de Permutacoes

mesm rma que n reocupam m car rizar a inver uma matriz
Da mesma forma que nos preocupamos em caracterizar a inversa de uma matriz,
AA-1 =1, podemos caracterizar um produto de permutacoes que resultam na permutacio

identidade. Chamamos o produto
01090, = id (6.22)

uma fatoracao da identidade. Podemos caracterizar tais fatoragoes através do ciclo-tipo dos
fatores, 0;. Uma pergunta que surge é: quantas sao as r-uplas (o1, 09, ...,0,) que fatoram
a permutacao identidade tais que os ciclo-tipos correspondentes sdo (aq,aq,...,a,)7 A

resposta para esta pergunta é dada pela formula de Frobenius[98]

F(l) (&) |Ca1||ca2| |Coar| ZXﬁ(al)Xﬁ(OCQ) Xﬂ(ar)

= (6.23)

Bn

Para demonstrar essa expressao, definimos a seguinte quantidade

Z Xpu(m)m. (6.24)
71'63
Note que E, ¢ uma combinacao linear de duas estruturas diferentes: os coeficientes %Xu(ﬂ')
sao escalares; ao passo que 7 é uma permutacao, proveniente de um grupo. As permutagoes
que possuem o0 mesmo ciclo-tipo, possuem o mesmo coeficiente, pois o caractere irredutivel
nao distingue permutagoes com o mesmo ciclo-tipo. No caso particular em que n =3 e

w=1[2,1], temos
Efan) = % Lid+0-[(12) +(13) +(23)] - % [(123) +(132)]. (6.25)

Multiplicar £, por uma permutacao o, equivale a multiplicar cada permutagao que

compoe F,, por 0. Podemos ainda multiplicar duas combinagoes entre si

d,d
;;1; > Xu(m)xa(me)mms. (6.26)

7r1,7T2€Sn

E,Ey\ =

Fazendo 73 = p, temos me = 77 1p

E,E) = dn‘d >, xulm)xalm o). (6.27)

p,m1€Sn

A soma sobre 71 pode ser computada utilizando-se a relagao de ortogonalidade de caracteres
da Eq. (2.5), e obtemos
d,dy n!
EBx=="7 ), (d Xu(p) #A) p- (6.28)

peSy
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Logo,
E,uE)\ = ( Z Xu(p)p) B~ =K 5/1)\a (629)

peSn

ou seja, {F\} sdo ortonormais, assim como um operador projetor o é.
Agora, seja C,, a combinagao linear de permutacoes com ciclo-tipo p com coeficientes

Ch= > o (6.30)

oeSy
ct(o)=A

Utilizando C,, podemos expressar /£, como uma soma sobre partigoes

DI (6.31)

*aFn

Podemos ainda expressar C, em funcao de F). Com efeito,

—E)\ = Z X)\(OC)C

d akEn

XA(@)—EA =xa(8) Y. xala)Ca

aFn

5 d_XA(ﬁ Ey=Y" (Z X 5)X/\(a))

AN aFn \\Fn
nl
08Ca
deh(ﬁ) a;z|c| g
xa(a) 1
E,=—2~C,. 6.32
Z 0 P (6:32)

Agora, podemos formular problemas de fatoracao utilizando produtos de C,. Entao,
considere a seguinte expressao

CarCosCap = Y. FV (G, 1) C,. (6.33)

fin
No lado esquerdo, estamos tomando todos os produtos de permutacoes possiveis do tipo
0109---0, tais que o ciclo-tipo de o; é «;. Do lado direito as permutacoes que resultam desse
produto sdo agrupadas de acordo com o ciclo-tipo u. O termo de multiplicidade, F(M (&, i),
nos diz quantas sao as r—uplas (oy,...,0,) tais que seus ciclo-tipos sao (ai,...,a;) € 0
ciclo-tipo do produto o;---0, € p.

Para obter uma expressao para o produto, escrevemos C,, como combinagao linear
de Fg,,

xg, (a1)xg, (ar)
ConConCo, = [Car | 1Car] 3 ) y dﬁ Eg,-Es,. (6.34)
B1,...,BrFn B1"UB

T

Porém, vemos que {E,} sao ortonormais, entao

CalcOQ---Car _ |Ca1|""car‘ Z Xﬂ(al)dTXB(aT‘)EIB (635)
Brn B
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Por fim, escrevemos F3 como combinagao linear de C,, e coletamos os coeficiente

de C, para
xglan)-xgla, d
Coa1coc2”'car = |COé1|'”|COér| Z 6( l)dr B( ) (_[? Z Xﬁ(ﬂ’)clﬁ)
Brn B n HE
Cal Car X (Oé )X (&T)
-y (' ] 5 oty e, (6.36)
pEn Brn B
Logo,
- Coq Cocr X (Oé )X (aT)
F(l) (Oé, ) | | | | BZ: B ldg_1 B Xﬁ(,u) (637)

Em particular, se queremos fatorar a identidade, entdo p = [1"], o que nos leva a x(u) = dg,

o que denotamos
> |Ca1| |Car| xp(an)-xs(ar)
) (@) = Z B dg—26 '

(6.38)
BN

Quando as permutagdes pertencem a um grupo Ss,, podemos ainda caracterizar o
produto pelo coset-tipo dos fatores. Agora, considerando que «; é o coset-tipo de g;, ou

seja, 0; € K,,, temos

KOé1||Koz2|"'|Ka,.
(2n)! g;ld%wﬁ(al)“'wﬁ(ar) (6.39)

r—uplas (01,09, ...,0,) tais que o109:+-0, = id com coset-tipos (o, ag, ..., a,.) [99].

F®(a) = |

Para obter essa expressao procedemos como para a féormula de Frobenius. Mas,

agora, vamos agrupar as permutacoes pelo coset-tipo, definimos

L= (ZZ‘)! MZS:% wy (). (6.40)

Assim como {E,}, {D,} também sdo ortonormais entre si,

d2ud2/\

D,D, = CDE Z w,, (1 )w ()T e, fazendo p = mymo,
n) 7T1,7I'2€S'2n
d2ud2)\ -1 .1e
- 5 Y wu(m)wa(ri'p)p, utilizando a Eq. (2.12),
(277/) p,m1€S2n
dud)\ ((277,) )
= wu(p)o
(2n)! p; dy, A
dy
= ((27;)' pgg: w“(p)p) (5#)\ = D“(S'u)\. (641)

Note que w,(7) ndo distingue entre as diferentes permutagoes ™ que possuem o mesmo

coset-tipo. Entao, definindo
K,= Y m, (6.42)
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a combinagao linear das permutagoes de Sy, com coset-tipo u com coeficientes iguais a 1,

temos
_D = 2 K . 4
A ( n)' '_E (,UA(,U,) ' (6 3)

Podemos também expressar K, em funcao de D)

da
wx(a) Dy = wx(a) @), %WA(M)KM

S wr(a) Dy = % (Z d2,\w,\(0z)w>\(,u)) K,, pela Eq. (2.13),

A-n AN
1 (2n)!
wa(a)Dy = K
& Dy = 55 2 e
1
WA(Oé)D)\ = —K (644)
z ARG

Entao, para responder & pergunta de quantas sdo as r—uplas (o4, ...,0,) tais que
seus coset-tipos sao (aq, ..., ;) e o coset-tipo do produto oy---0, é p, devemos encontrar
F®(a,pn) em

Koy Ko, =Y, FO(a, p)K,. (6.45)
fn

De maneira analoga ao que foi feito para a formula de Frobenius, utilizamos a
ortonormalidade de {D,}

Koy Bo, = [Koy |- |Ka,| >, ws (a1)~wp, (ar)Dp, D,
ﬁl,...,ﬁrkn

= |Ka1‘ |Kow| Z wﬁ(Ch)"'Wﬁ(OéT)Dg, pOiS D,uDV = 5;WDV
BN

#awmuz%mwm@%gﬁzwwm)

BN pEN

_ Z (|Ka1(|2n)|f(ar| Z dQBWﬁ(CYl)"'W,B(ar)WB(M)) D,. (6.46)

p=n Brn
Logo,
. l(al ... l(ar
PO, ) = Eo 3 s a)-wn(anwa) (6.47)
: BFn

Em particular, se estamos interessados em fatoragoes da identidade, devemos ter p = [17]

e wg(p) =1, e denotamos

FO(&) = % BZ dypws (o )--ws(ay.). (6.48)

O 1ltimo caso de fatoracoes que devemos discutir sao originarias dos mergulhos
definidos anteriormente. Com efeito, considere uma permutacao 7 de S,, e seus respectivos

mergulhos 7, e 7. Considere o efeito de aplicar 7,7, a um bloco do matching trivial,
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digamos {2i - 1,2i}. Como 7, atua nos indices pares e preserva os indices impares, ficamos

com

e ({20 - 1,2i}) =7, ({20 - 1,27 (3)}); (6.49)

agora, lembrando que 7, preserva os indices pares (e 27 (i) é par) e atua nos impares,

ficamos com

ToTe ({20 —1,21}) = {2m (i) — 1,27(i)} = {2k - 1,2k}, para algum 1 <k < n. (6.50)

Logo, 7,m. nao altera o matching trivial. Podemos dizer que todo produto m,7. corresponde
a uma permutacao Hiperoctaedro. Mas sera que podemos dizer que toda permutagao do
Hiperoctaedro corresponde a um produto m,7, para algum 7 em S,?7 A resposta é: nao.

Pois, a partir de 5,,, s6 podemos criar n! produtos do tipo m,7. e H,, tem 2"n! elementos.

Para identificar os fatores faltantes, note que cada bloco do tipo {2k - 1,2k} é
invariante pela permutacao (2k — 12k) (uma involugao). Note que {id, (2k - 12k)} é uma
coOpia de S, que atua em indices diferentes. Podemos ter n copias de S, desse tipo. E
podemos combinar diferentes produtos dessas involugoes e enxerga-los como permutacoes
de Sa,. O subconjunto dessas involugoes em Ss, é denotado S$™. Assim, S$" é composto
por duas cépias de Sy, uma que atua nos indices 1 e 2, {id, (12)}, e outra que atua nos
indices 3 e 4, {id,(34)}, vistas como permutagoes de Sy, e S$"™ é gerado por todas as
combinagoes de produtos destes conjuntos, temos S$" = {id, (12),(34),(12)(34)}.

Agora, olhemos para o resultado de aplicar 7,m,0, com ¢ € S2", num bloco do
matching trivial, temos dois casos, pois a involugao (2i — 12i) pode ou nao fazer parte de

g,

romo (12— 1,21)) = mome ({20 - 1,2i}) = {27(¢) - 1,27 (2) } | (6.51)

mome ({21,2i = 1}) = {27(2),2m(7) - 1}

Agora, de fato conseguimos representar uma permutacao do Hiperoctaedro, duas
formas de obter o mesmo bloco do matching trivial. Além do mais, se contabilizarmos
quantos sdo os pares (m,0), T €S, e 0 € S$", tais que 7,70, temos n! permutagdes em S,
e 2" permutagoes em S$", o que totaliza 2"n!, precisamente a quantidade de permutagoes

no Hiperoctaedro.

Portanto, toda permutacao h do Hiperoctaedro admite uma fatoracao do tipo

h=m,m0 com eSS, meS eoe sem,
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6.4 Demonstracoes

6.4.1 Proposicao 1

Comecamos escrevendo o imanente como um produto de elementos de matriz do
tipo
Imm, (U) = Y x(7) [T Ukorcr)- (6.52)
k=1

TeSy

E a média do médulo ao quadrado é

TY(N) = (|Imm,Y(U)|2>u(N) : (6.53)
Expandindo Z¥ (V) em termos dos elementos de matriz, temos
n 2
T =< >, [ (m)Uingi )
meSp i=1 U(N)
= Z X’Y(Wl)X'Y(ﬂ-Q) <H Uml(z)U;TQ(Z)> . (654)
7r1,7T2€Sn =1 U(N)

Podemos utilizar o maquinario das fungoes de Weingarten e obter uma expressao
para média dos elementos de matriz como uma soma sobre partigoes. Utilizando a Eq. (2.74),
temos
([MUailinn) = T 6006 mEm@WYE, (659
i=1 U(N) 0,7€Sn

onde definimos a seguinte notacao para a lista de indices 71 = (1,2, ...,n - 1,n).

Observe que em d, (m(7), (7)) as duas listas a serem verificadas através de
T sao permutadas por m; e m. Podemos descrever os elementos da lista 71(7) como
[7(7)]; = nriy» a0 passo que [7 (7 (7))]; = [7 ()], ) = Rrriy- Entdo, pela definicdo na
Eq. (2.75), temos

0 (m (1), (1)) =[] Olms ()], [m2 ()], sy
i=1
= g 5n7r1(i)n7r2(7(i)) ) (656)

(2

facamos uma mudanga de indices no produtério tal que i = 771 (k), com isso, obtemos

n
57' (77-1('77/)7 WQ(ﬁ)) = H 5n7r1(wfl(k))nﬂz(T(ﬂfl(k)))
k=1
n
- IQ 5”’“"wz(7<w;1<k»>
n
= H 5nknﬁ2ﬂql(k) = 67TQTWI1 (TL7 n) (657)

o
—_
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Voltando a média do médulo do imanente, ficamos com

Iﬁ’(N) = > Xy (m)xy(m2)d, (71, 70) Oyt (70,70) W (o7'7). (6.58)

1,72 ESn
o,7€Sn

J& que a lista 7 possui somente indices distintos, 7 = (1,2,...,n — 1,n), tanto d, (7, 7)
e 5@”;1(73, n) serao diferentes de zero se, e somente se, cada permutagao corresponder a
identidade, ou seja, o =id e mor;! =id. A soma sobre o desaparece e se escrevemos T em

fungdo de m; e mo, T = w7y, ficamos apenas com as somas sobre m; e Ty

TIN) = )0 xa(m)xy (m) Wiy (3 ' m). (6.59)

7r1,7r2€Sn

Podemos expandir a funcao de Weingarten unitaria como uma soma sobre caracteres,

Eq. (2.76), e utilizar a relagdo de ortogonalidade entre caracteres na Eq. (2.5),

THN) = Y xy(m)xy(m ( 2. x:(0) ](1>)

7r1,7T2€Sn )\D—n

1 -1
= nl /él [N](l) ﬂ; XA (72) (ﬂ;ﬂXW(Wl)XA(ﬂ'lWQ ))
L(N)<N
1 d)\ ’I’L!(S>\7
S : la Eq. (2.5
nl /\;L [N]E\l) d, W;nxw(ﬂé)xv(@)) , pela Eq. (2.5)
L(A)EN
n!
= : (6.60)
[N]V
Em particular,
L o & o N+n-1)!
HH(N+J—Z)=H(N+J—Z)=¥, (6.61)
=1 j=1 j=1 (N - 1)
0 que nos leva ao valor médio para o permanente,
(N -1)!
Per,, nl————— .62
(IPer (P, = w7 (6.62)
Os primeiros exemplos sao
1
<|P€1“1(U)|2>u =N (6.63)
2
2
([Pera(U)F),, NN T D) (6.64)
6
P %) = ,
([Pers(U)[),, NN (VD) (6.65)
24
([Pers (D)), = (6.66)
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Por outro lado,

n 1 n |

NI, (Najoi)=T(N+1-i)= — 20 (6.67)

E E E (N-n+1)!

o que nos leva a média para o determinante
N-n+1)!
(IDet (U)P),, = ”'(T (6.68)
Os primeiros exemplos sao
([Dety (1)), = 1 (6.69)
(|Det2(U)|2)u (6.70)
D ? 71
24

(IDets (D)), = (6.72)

UTN(N-1)(N-2)

Como esperado de matrizes unitarias, lirglv <|Detn(U )]2)u =1.
n—

6.4.2 Proposicao 2

Se nos restringirmos ao imanente mais simples, o permanente, que deriva da particao
v = [n]. Lembremos que x[,)(7) = 1 para qualquer permutagao m em S,, isto produz um
imanente em que as parcelas de produtos de elementos de matriz tem todas peso igual a
1. Seja Per,(U) o permanente de um bloco diagonal superior de tamanho n x n de uma

matriz unitaria U de tamanho N. Denotemos

4
P,(N) = {|Per, (V)| )M(N). (6.73)

Expandindo em termos dos elementos de matriz,
Pu(N) = Z H Ua()iUs()iUse(iyUsagiy : (6.74)

a,b,c,deSy, \i=1 U(N)
Utilizando a funcao de Weingarten, Eq. (2.76), ficamos com

P(N)= > Y by (a(ii) o b(ii), 7 o i) 6, (7 o 7i, c(7i) o d(R)) W (7' 7),  (6.75)

a,b,c,deSn 0'77—65271
onde o simbolo ¢ representa uma intercalacao de duas listas: 7 ¢ 7 = (i1, 1,72, J2, -+, In, Jn)-

Podemos mergulhar a,b,c,d € S, em Sy, através dos mergulhos definidos na
Sec. 6.3.1 e obter a,,c, € Sflo) (subconjunto das permutagoes de Ss, que fixam os nimeros
pares) e b, d, € 5 (subconjunto das permutagoes de Sy, que fixam os niimeros impares).

Com isso, se, por exemplo, a permutagao a atua na lista intercalada da esquerda, a(n) o7,



6.4. Demonstracoes 125

a permutacao a, produz o mesmo resultado atuando sobre a lista intercalada como um
todo pois fixa as posigoes pares da lista, temos a(n) ¢ 7 = a (7 o 711). Além disso, podemos
incorporar as permutacoes que atuam nas listas na permutacao que é verificada pela 9,
como na Eq. (6.57),

Pu(N)= Y Y b0 (aobe(ii o i), i o i) 8, (o i, Code (7t 0 11)) WY (07 7)

a,b,c,deSy, o,7€San,

= > > Goperat (RO T,70 1) Opya,r (o7, o i) WY (07'7). (6.76)

a,b,c,deSy, o,7€San,

A quantidade 6,y 14172 © 71,7 o 7] s6 ¢é diferente zero em dois casos: quando a
permutacao ob;la;! permuta ou nao os indices pares e impares vizinhos, 2i — 1 e 2i, para
i =1,...,n. Portanto, segue que a permutagao b;la,'c pertence ao grupo S3", definido na

ec 6.3.2. O mesmo vale para non,non)e tc,d,. Escrevendo
Sec 6.3.2. O 1 Oepd,r (M oM, T 0 de. E d

TCod, = 01 € S b layto =05t € ST, (6.77)

ficamos com

P,(N)= > Y Wb ay oad; ¢ o)

a,b,c,deSn o1 7(7'265?”

> Y W{(o1beaooadec,), (6.78)

a,b,c,deSn o1 ,UQES?"

onde apenas substituimos as permutacoes por seus inversos e utilizamos a propriedade

ciclica dos caracteres.

Em §,,, sempre podemos encontrar algum p tal que a, = b,p,. Para verificar esse
fato, comecamos com a,, b, € S,(LO), temos
Qo = A,
= (bob, ") a0
=b, (b;lao) , faca b'a, = p,
= Dopo, (6.79)
por fim, aplicamos a inversao do mergulho definido na Sec 6.3.1 a fim de encontrar um

representante p, para S,, digamos p. Da mesma forma, podemos mostrar que existe 6 € S,

tal que ¢, = d,0,. Temos

P,(N)= > S WY (01bebopocadedobs). (6.80)

p7b797des’n Ul,O’QESé@n

Conforme discutimos na Sec. 6.3.2, podemos identificar duas permutacoes do

Hiperoctaedro fatoradas. Facamos o1b.b, = h1 e oad.d, = hy, com hy, hs € H,,. Entao,

Pa(N)= > > Wii(hpohat,)

p,GESn h1 ,hQEHn

1 Xu(h1pohab,)
_ d, Xl 1Pol2Yo) (6.81)
(2n)! p,egsn hy haeH, u;n S

()N
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onde escrevemos a funcao de Weingarten unitaria como uma soma sobre caracteres do

grupo de permutagoes, como na Eq. (2.76).

Nos concentrando em uma das somas sobre o Hiperoctaedro, pela Eq. (2.10), vemos

Z X,u(hlpoh200) = 2nn!w)\ (poh290) 5;;,2/\7 (682)

hléHn

ou seja, esta soma s6 ¢é diferente de zero quando a particao pu + 2n corresponder a uma

particdo dobrada p =2\, com A F n; e, nesse caso, é proporcional a fungao esférica zonal

wy. Logo,
I ohat,
PN n' Y YT dQ,\wA(p (f) ). (6.83)
(2 ) p,0€Sn hQEHné(ﬁ'SnN [N]Z)\

Vimos que a funcao esférica zonal wy depende apenas do coset-tipo de seu argumento
1 = pohab,, Sec. 2.1.1. Dito isto, podemos substituir as somas sobre permutacoes agrupando-
as pelos seus respectivos coset-tipos. Mas, como p, e 6, sao obtidos através dos mergulhos
definidos na Sec. 6.3.1, seus coset-tipo correspondem aos ciclo-tipos de p e 6, definamos
ai =ct(p) e ag = ct (0). Ora, existem |C,,| com ciclo-tipo «;. O coset-tipo de hg é [17], pois

= 27n! permutagoes com coset-tipo [17]. Por fim,

pertence ao Hiperoctaedro, temos |K [17]
se ag € o coset-tipo de n e n = p,hab, ou, escrevendo como uma fatoracao da identidade,
N~ poheb, = id. Procuramos o niimero de 4—uplas (1, p,, he,0y) tal que seus coset-tipos sao

(a3, a1, [1"], a2) que fatoram a identidade. A resposta encontra-se na Eq. (6.39)
1Can|[Cas [ Ko || K1 Z ) s ws(an)ws (s )ws (o )ws(17), (6.84)
ﬁkn
Note que |K,,| € |Ka,|, da Eq. (6.39), foram substituidos por |C,,| € |Ca,|, respectivamente,
pois, conforme comentamos p, e 6, vieram dos mergulhos.

Ja que |Kin| =2"n! e wg(1™) = 1, ficamos com

PN =(22) S T e B s (an (o) [ F [Kaslws(as)nas) ).
(2n)! [N ](>

ag,a2,fF-n Aen askn
£(N)<

(6.85)

Utilizando a relagdo de ortogonalidade entre fungoes esféricas, Eq. (2.12), obtemos

P,(N) = (?271))'2 al;m A; | C”||ca2|[ ](1)%(041)%(042). (6.86)
(NN
Em seguida, definimos
9= [Calwa(a) (6.87)
e escrevemos o
PNy = S s (6.88)

2n)! & (N
(2n) Z(i\\)sN[ ]2>\
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O valor de gy pode ser calculado através da Eq. (2.33), que nos permite expressar

um polinémio zonal como uma combinacao linear de séries de poténcias

Z\(X) =}, ue

i 2!

wx(1)pu(X). (6.89)

Substituindo a Eq. (2.9), conseguimos enxergar os componentes g, aparecendo,

20X) =2 3 ). (6.90)

Agora, escolhemos X como a matriz identidade de ordem 2, seus autovalores sao (1,1).

Pela Eq. (2.20), temos
¢(p)

pu(1,1) = T (17 + 1) = 24, (6.91)
i=1
Donde concluimos que
Z)(1,1) =2" > |Cuwa(p) = 2"g». (6.92)
A1

Por fim, podemos calcular o valor de Z) (1,1) através da Eq. (2.36), com N = 2,

L) N

Zy(L, ) =[] ]](@2i-i+1). (6.93)

i=1 j=1
Note que se A tem comprimento maior que 2, o produtério acima necessariamente visita
a caixa na posigao (3,1), que faz com que Z,(1,1) = 0. Por outro lado, escrevendo
A =[A1, A2], temos

LX) N

200 =T1T1Ci-i+1)

i=1 j=1
A1 A2

-T1enei-y
J=1 J=1

2M\,1(2),)!

= (22 )12 - D! = g (6.94)
Se notamos que 2" = 2M1+22 - obtemos
A!(2)2)!
Inxe) = —ZAQ)\;! (6.95)
Os primeiros valores das médias P,(N) = (|Per, (U )|4>u () 580
2
P(N)=———7— :
A(3N2 - N +2)
Py(N) = :
(V) N2(N -1)(N + 1)(N +2)(N +3) (6.97)
144(N2+ N +4
Py(N) = (NE+ N +4) (6.98)

T N2(N-1)(N+1)(N+2)(N+3)(N+4)(N +5)

) 576(5N* + 30N3 + 127N2 + 294N + 264)
BN = N2(N =1)(N + 1)2(N +2)2(N +3)(N +4)(N +5)(N +6)(N +7) (6.99)
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Para obtermos expressoes assintoticas para N > 1 usamos o fato de que [N ]g\) ~

N ¢ a relagao de ortogonalidade entre fungoes esféricas zonais, Eq. (2.12)

(2mn!)?
Pn(N) ~ (272,)' /\Z;l dg)\gi
L(N)<N
(27n!)?
- (Qn)' Z |Ca1||ca2| Z dQAW)\(Oél)W)\(OQ)
KEL\)QSN A1
(2”12!)2 (2”)!
= (Qn)' Z ‘Ca1||ca2|m(5a1a2, pela Eq (213)
10N o
n!
= yzm 2 [Cal2), pela Eg. (2.9)
! !
) n(JT\lf—;") (6.100)

onde a ultima equagao é obtida fazendo x = 2 no polinémio indice de ciclos do grupo de

permutacoes, com
D 2/ = g(z+ 1) (z+n-1). (6.101)

TeSy

6.4.3 Proposicao 3

Seguindo as notacoes anteriores, definamos

I¢(N) = (]ImmV(U)|2>COE(N) : (6.102)
Novamente, escrevemos o imanente em termos dos elementos de matriz
IV (N) = 3 xy(a)x,(0) (H Ua(i)iUiz(i)> : (6.103)
a,beS, i=1 COE(N)

Através da Eq. (2.84), podemos calcular a média em termos da fun¢ao de Weingarten
do Ensemble Circular Ortogonal (COE)

(U’ili2"'Ui2n—1i27l U.;lj? ."U]§7L—1j27L>COE(N) - ZS: 57- (;’5) WCOE(T’ N) <6104)
TED2N
E obtemos
IS(N) = > xy(a)xy(b) . 6: (a(fi) o i, 7o b(7)) W5 (7). (6.105)
a,beSy, T€Son

Assim como fizemos para o segundo momento do permanente, vamos mergulhar a e b em
So,. Assim, através de a obtemos a, € S (que atua nos indices impares e preserva os
pares), e através de b, obtemos b, € S,(f) (que atua nos indices pares e preserva os impares).
Desse modo, a(n) o7 =a,(nen) enob(n) = b (iion). Assim, podemos trazer a, e b,
para junto de 7

07 (ao(1i 0 M), be(7h 0 1)) = Op,rqz1 (20T, 70 0 10) . (6.106)
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Assim, como antes, quando J, verifica se uma lista duplicada satisfaz a permutacao
7, esta deve pertencer ao grupo S$", conforme discutimos na Sec 6.3.2. Fazendo b.ra;! = o
temos

IEN) = > Y (@) x, (D)W (b oa,). (6.107)

a.beSn geSEn

A fungao de Weingarten depende somente do coset-tipo do argumento, b;loa,.
Entao, podemos empregar novamente um agrupamento na soma através do coset-tipo
de bzloa, = n. Entao, procuramos o numero de fatoragoes da identidade, b loa,n™' = id,
tais que (a,,0,b.,m) tenham coset-tipos (i, [1"], a2, a3), note que apesar de que as
permutagoes em S$™ tenham coset-tipo [17] temos S$" # H,,. J& que a, e b, sdo provenientes
dos mergulhos, seus coset-tipos correspondem ao ciclo-tipos de a (ou seja, a € C,,) € b (ou

seja, b e C,,), entdo, o nimero de fatoragoes de cada tipo é

Cor l|Cas || K as|ISS"
[Cans[ICars [ K5l |ﬂ§(2 )

[1"]), (6.108)

lembrando que [S$"| = 2" e wg([17]) = 1.

Podemos expressar a funcao de Weingarten do COE como uma combinagao linear

de fungoes esféricas e utilizar rela¢oes de ortogonalidade

ai,az
as,f

IS(N)= >, Xw(oél)Xv(Oéz)(2"|Ca1||Ca2||Ka3|%Wﬁ(@1)wﬁ(@2)wﬁ(a3))Wg”(oéz)

4rp) doad
oo\ 12 Z Xv(al)XV(a2)|C0c1||Ca2| 2 2)\2 (al)wﬁ(ag) Z |Ka3|w5(a3)w)\(a3)
(2n)! (N 1]<)
6:>\2}—n a3-n
_ Al dagdax 2n)!
wmw%ﬁwmmmm% RTCRAIE
4nn! doy
B (2n)| o ()%:/\'_n X’y(al)X’Y(QQNCm”CaJW (al)W)\(ag)
4nn!
- (2n)! AZHZ ;'C alXy (@)wa () W, (6.109)
identificando
= 2 [Calwr(@)xy (@), (6.110)
obtemos
C _ 47! d2)\ 2
N I e (6.11)
tO\)<N A

where G 5 é uma generalizagao da Eq.(6.9) de forma que gx = G ().
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Os exemplos mais simples (quando 7 = [n]) sao

Iiy(N) = % (6.112)
Tiy(N) = N(sz(i]f)&l 3) (6.113)
Ty (N) = N(N+z2;)l(N+5) (6.114)
Tiy(N) = N(N + 1)(2;(?;)2(;\122];)2533 YN +7) (6.115)

Procedendo como na Sec. 6.4.2, para obtermos expressoes assintoticas para N > 1

usamos o fato de que [NV + 1]&2) ~ N"™ e a relagdo de ortogonalidade entre fungoes esféricas
zonais, Eq. (2.12)
C (2"n')2 9
(NN
(2mn!)?
= (2 | Z |Ca1||ca2|X7(041)X7(042) Z d2,\W,\(Oé1)w)\(042)
n) al,a2-n A-n
L(AN)<N
_ (2n!)? (2n)!
- (277,)' oq,;z:b—n |C061||Ca2|X7(a1)X7(a2)m5ala2, pela Eq. (213)
L(A)EN
|
= <5 D [Cal2x, (@)%, pela Bq. (2.9) (6.116)

Quando 7 = [n], temos X[,)(cr) = 1 e podemos proceder como no final da Sec. 6.4.2

e obter

- (n+1)! 1
Zig(N) ~ o O At ) (6.117)
6.4.4 Proposicao 4
Quando olhamos para ((Immv(U ))k>(’)(N)7 é possivel perceber que essa média vale

zero quando k é impar. Isto ocorre porque, como veremos a diante, ao utilizarmos a
Eq. (2.79), a fungdo A, receberd como entrada uma lista de comprimento impar. Ora,
mas, sendo ¢ um matching, representado por uma permutacao de Ss,, o resultado de A,

é sempre nulo. Portanto, devemos nos preocupar apenas com os momentos de ordem par.
O momento nao nulo mais simples é

I9(N) = ((Imm, (U))?) (6.118)

ON)”

Como esperado, expandimos o imanente em termos dos elementos de matriz

ON)= ¥ xv(am(b)(HUi,a@Ui,b@) | (6.119)
a,beSn, i=1 O(N)
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podemos ainda, implementar uma mudanga na ordem do produtoério dado pela permutagao

a, ou seja, substituimos i por a~!(7) e, em seguida substituindo a~! por a, temos

I9(N)= > xy(a)x,(b) (H Ua(z‘),an(z‘xba(z‘)) (6.120)
a,beSy, i=1 O(N)

Utilizando as fungoes de Weingarten do grupo Ortogonal, segundo Eq. (2.79),

podemos expressar a média por
IO(N)= > > xy(a)xs(b)As[a(ii) o a(i)]A-[7 o ba(i) ]WE (07! 7). (6.121)

a,beS, Te My,
Olhando para A,[a(7) ¢ a(7)], mesmo que a permutacido a mude a ordem das listas, a
forma intercalada de a(7) ¢ a(7i) é mantida. Assim, o deve corresponder ao matching
trivial. E ficamos com
IO(N)= Y % xa(@)xs(b)AL[ii o ba() WS (7). (6.122)
a,beSy, TeEM,

Fazendo ba = 7, temos a = b~'w. Mergulhando 7 em Ss,,, obtemos . e
A [nnom(n)] =Ar e (R)] (6.123)

E, dai, segue que m.7 deve corresponder ao matching trivial que é representado pela
identidade de Sy,. Logo, devemos ter 7 =7_! e
I?(N) = Z Xv(b_lﬂ')Xw(b)Wév(ﬂ';l)~ (6‘124)
b,meSy
A soma sobre b € S,, pode ser obtida usando-se a relagao de ortogonalidade entre

caracteres, Eq. (2.5),
n!

T 2 X(MWE (). (6.125)

Y mweSn

I9(N) =

A func¢ao de Weingarten do grupo Ortogonal depende apenas do coset-tipo do
argumento, mas sabemos que o coset-tipo de 7. corresponde ao ciclo-tipo de 7. Entao,
podemos agrupar a soma sobre .S, pelo ciclo-tipo das permutacoes

2 X (I W () (6.126)

Y prn

n!

IO(N) =2

Escrevendo explicitamente a funcao de Weingarten, obtemos

! 27! d
TO(N) = & ntiiedd _2
J(N) dﬂ;l(/’ulxv(u) @) ;ﬂ [N]f)w(#)

L(N)<N

n! 2mnl dg)\ (
o (el (u)wm))
dy (2n)! AZ [N MZ e
L(N)EN
da)

n! 2l
- — —2 G, (6.127)
dy (2n)! AZ (N2
£(M)<N
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Os primeiros exemplos do imanente mais simples, o permanente, sao

I (N) = % (6.128)
I(N) = o 1)2(N+2) (6.129)
I (N) = N(N_f) o) (6.130)
Tiy(V) = N(N-1) (]3/4+ 1) (N +6) (6.131)

(6.132)

Para obter a expansao assintética, notamos que para N > 1 temos [N ]E\Q) ~N" e

I 2nnl d
TO(N) ~ = 2
TN~ Gy & N

) Zl (22:)' 2 = w2 [Cubxs ()ws ()

/\»—n ,w—'fl

n! 2! |Gyl
= — d
d/y (27’1/)' 'U‘z'_;’b X‘/(lu) Z 2)\(,0)\(/1/)
n! 2! |Gyl . .
1 I w0 X o (en([17) pois (1] = 1 ¥
_nl 2"n! |C,L| (2n)!
= d_'y @) l; A XA ( an! ———0q1n, pelas Eqgs. 2.13 e 2.9
n! . "
= o PO X+ ([1"]) = d,. (6.133)

Através do calculo de casos particulares, nos convencemos de que a seguinte

identidade é verdadeira
d2>\ (2TL)' d,y
G)\ v = )
Zy(1N)y 7 21! {N}7

(6.134)

2

AFn
L(AN)<N

onde Z,(1V) =[N ]5\2) sdo polindmios zonais avaliados na matriz identidade. E, de fato, é
verdadeira. Chapuy e Dotega [51] conseguiram provar a conjectura, por meio de um teorema
no contexto de niimeros de Hurwitz, onde a conjectura surge como uma consequéncia.
Com isso, conseguimos expressar a média do médulo quadrado de imanentes para o grupo

Ortogonal de maneira muito semelhante aquela do grupo unitario, Eq. (6.7)

n!

B =g

(6.135)
onde {N}, é um polinémio proporcional & dimensdo das representagoes das representagoes

irredutiveis do grupo Ortogonal, isto é, se 0)(X) é o caractere irredutivel da representacao
A de O(N), entao {N}., é proporcional a 0, (1%V). Utilizando as Egs. (2.65) e (2.66), alguns
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exemplos sao

{x}[u =T {95}[2] =z(z+1) {x}[3]:x(x+1)(x+2)
{etpy=2(x-1) {g}py=2(@+1)(z-1) . (6.136)
{z}psy = 2(z-1)(2-2)

Visto a validade da conjectura para o grupo Ortogonal, é natural nos perguntarmos
sobre sua validade para matrizes simpléticas. O conjunto das matrizes simpléticas forma
também um grupo, o grupo Simplético, Sp(2N'). O grupo pode ser visto como um subgrupo

de U(2N), composto pelas matrizes S cuja inversa é dada pela matriz dual
SSP = SPS = Ly, (6.137)
onde
SP = JstJt (6.138)

em que

Oy I
J={ N ¥ (6.139)
~Iy Oy

Nessa versao da conjectura, definimos um analogo de G .,

Aoy = 2 [Cultoa (1) x5 (1), (6.140)

u-n

onde (i) sao as fungoes esféricas torcidas do par de Gelfand (Ss,, H,,) [100]. Elas sdo
dadas através da introducao do sinal da permutagao numa definicdo semelhante a das

fungoes zonais esféricas

Ya(o) =

] 2 (o), (6.141)

onde o sinal da permutagio vale (&) = (~1)" ")

e a particaio A U A é uma particao de
2n construida a partir de A =n com AU X = [A1, A1, A2, Ao, ooy Ap, Ak ], é equivalente a A o .
Assim como as fungoes esféricas zonais, as fungoes esféricas torcidas seguem relacoes de

ortogonalidade semelhantes.

Além disso, temos os polindmios zonais torcidos, Z’(X). Avaliado na matriz identi-
dade, temos Z{(1V) = 2"[N]E\1/2) [100]. Por fim, denotamos (N), = %spA(lN) polindémios
na variavel N proporcionais a dimensio das representacgoes irredutiveis de Sp(2/N). Entao,

conjecturamos que

Z d)\u)\ ro_ (271,)' d,y
Z(AIN) A ol (N),

AFn
L(N)<N

(6.142)
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6.4.5 Proposicao 5

Nessa sec¢ao, veremos alguns casos de polindomios gerados por médias do permanente.

O caso mais simples é
(Pery (U - 2)) (6.143)

Como de costume, escrevemos

Pern(X Z HXZ (i) (6144)

eSSy, i=1

Note que X;; = U;; — 20;;. A fim, de utilizar o maquinario das funcées de Weingarten
precisamos isolar os elementos de matriz de U da varidavel do polinomio z. Isto pode ser
feito identificando o conjunto das partes de {1,2,...,n}. Com isso, podemos escrever o

permanente como

Per,(U-2)= > Y [] Ui (=2)" ", (6.145)

PeP neSp ieP
onde P é somado sobre o conjunto de partes de {1,2,....n}, o grupo Sp contém todas as
bijegoes de P em si mesmo (ou seja, todas as permutagoes sobre o conjunto P) e |P| é a
cardinalidade de P (isto é, o nimero de elementos de P). Note que P contém todos os
subconjuntos que podem ser gerados a partir de {1,2,...,n}, em particular, @ e {1,2,...,n};

e|P|=2

Entao, temos

(Per, (U - 2)) = Z Z <H Um(i)(—z)"_w')

PeP weSp \ieP Ie.
=2, 2 (=) 'P'<HUM(Z) . (6.146)
PeP weSp icP

Observe que nesse caso, a média (I"[,;G P Um(i)> o hao corresponde a média de um valor
e e ) 2 .-
positivo (isto é, nao temos algo do tipo |-|). Portanto, a média deve ser nula para qualquer

P nao nulo. Entao, o inico subconjunto possivel ¢ P = @, de modo que
(Per,(U-2))s=(-2)", (6.147)
onde G corresponde aos ensembles abordados aqui, G =U(N),O(N),COE.

Agora, abordaremos o polinémio em duas variaveis, dado por

<Pern(U—zl)Pern(UT—22)>G. (6.148)

Utilizando a mesma escrita do permanente como uma soma sobre o conjunto das
partes, temos
(Pern(U ~ z1)Per, (U - z2)>G = S (ma) Pl () P N Eg(m,m) (6.149)

Py,Pc{1,...,n} wlegpl
Q€ Py
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onde
EG(W177T2) = H H Ui,wl(i)U;WZ(j) . (6150)

i€P) jePs G
Antes de mais nada, P, e P, devem ter a mesma cardinalidade, caso contrario, fica
obvio que nao temos elementos do tipo ||2 para calcular a média, resultando num valor
nulo. O outro ponto que devemos levar em consideragao é que as listas de indices que
especificam o bloco diagonal superior nao possuem indices repetidos, entao, pelo mesmo
motivo, devemos ter P; = P, = P, ndo podemos ter algo como Py = {1,2} e P, ={1,3}, por

exemplo. Com isso, fazendo z = 0 na Eq. (6.145), temos

Eg(ﬂ'l,ﬂ'g) = ( H UZ‘77|—1(Z‘)U;:7F2(J-)> = (|Perp (U)|2)G . (6151)
G

i,jeP

Note que, desde que o bloco escolhido seja diagonal, a média do permanente nao
depende dos nomes dos indices. Entao, (|[Perp(U)|?)¢ = (|[Perm(U)[?)¢ para todo conjunto
P tal que |P| =m. O ntimero de subconjuntos de cardinalidade m que pode ser formado
a partir de um conjunto de cardinalidade n (lembrando que nesse caso, o conjunto é
{1,...,n}) é uma combinacao (:@) Dessa forma, temos uma expressao para os polindmios

gerados pelo permanente

(Per, (U = 21)Per, (U = 25)), = 3 (;’;)(2122)”% (IPer, (D)), .. (6.152)

m=0

Para o grupo Unitario, temos

l ~1)!
(1Persn () )y, = [N?fif] -l N(]f ml-)i)!’ (6.153)
e, em particular
(Pern(U ~ 21)Per,, (UT - 22)>u = mZi:ﬂ (:L)(leg)"_mm!%
n ! —1)!
-3 = f“m)! (]\(]]X - i)i)! (2129)"™™ (6.154)
Os exemplos mais simples sao

(Pero(U — 21)Pero(UT - ZQ))U =1 (6.155)

(Pery(U = z1)Per (UT - 25)),, = lej"’\; ! (6.156)

(Pery(U = z1)Pery(UT - 29)),, = Z?,%E ;fo; = (6.157)

(Pery(U - 21)Pery(UT - 2)),, = 2%+ 3252 + 612 + 0 (6.158)

N(N+1)(N+2)
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7 Conclusao

Neste trabalho, foram condensados uma série de artigos na qual abordamos o
espalhamento quéantico [41, 42, 43, 50]. Estudamos espalhamento quéantico através de uma
cavidade com dindmica caodtica através da matriz espalhamento associada a ela. Os estudos

ocorreram através de duas perspectivas.

Na primeira perspectiva, empregamos aproximagao semiclassica para modelar os
elementos da matriz de espalhamento para estudarmos transporte eletronico através de
uma cavidade. Com isso, o calculo de um momento de transporte resume-se a integrais no
espaco de fase que dao origem a regras diagramaticas associadas as trajetorias. Para obter a
soma sobre trajetérias utilizamos uma integral matricial que as mimetizam. Aplicamos esta
técnica a dois casos: uma cavidade com trés guias, sendo ideais as guias de entrada e saida,
e, a terceira acoplada a cavidade por uma barreira de tunelamento; no segundo caso, uma
cavidade com duas guias, ambas acopladas a cavidade por barreiras de tunelamento. Cabe
ressaltar que, através desse método, obtemos uma série perturbativa na(s) probabilidade(s)
de reflexao da(s) barreira(s) cujos coeficientes sdo fungoes exatas das quantidades de canais
disponiveis, diferentemente dos resultados obtidos através da aplicacao da RMT que sao

validos no regime M > 1.

Para a cavidade com trés guias, considerando o transporte através das guias ideais,
obtivemos uma expressao para momentos de transporte generalizados na auséncia de
Simetria de Reversao Temporal, Eq. (4.26). Aplicamos a expressao para calcularmos a
condutancia, a variancia da condutancia, o fator Fano e o terceiro cumulante em trés
regimes: nimero de canais simétricos N; = Ny = N3; regime quéantico na guia com barreira,
N3 = 1; e regime quantico nas guias ideais, N; = Ny = 1. Para o ultimo identificamos
expressoes simples em funcao da probabilidade de reflexdo da barreira. Na presenca de
Simetria de Reversao Temporal, obtivemos apenas a condutancia em duas situagoes:
considerando o transporte através das guias ideais, Eq. (4.95); e considerando o transporte

entre uma guia ideal e a guia com barreira, Eq. (4.126).

Para a cavidade com duas guias, obtivemos expressoes para a condutancia na
auséncia (Eq. (5.29)) e na presenga (Eq. (5.63)) de Simetria de Reversao Temporal.
Quando as barreiras nas guias sao idénticas e a Simetria de Reversao Temporal esta
ausente, podemos obter uma expressao para momentos generalizados, através da fungao
de Schur, Eq. (5.151), e também uma expressao fechada para a conduténcia, Eq. (5.41),
composta por um termo linear e uma correcao exponencial, proporcional a ¥™. Por fim,
percebemos que é possivel generalizar as expressoes para a condutancia para uma cavidade

com um numero arbitrario de guias acopladas a cavidade por barreiras de tunelamento,
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inclusive as guias de entrada e saida, tanto na auséncia (Eq. (5.100)) quanto na presenga
(Eq. (5.114)) de Simetria de Reversao Temporal.

Na segunda perspectiva, a matriz de espalhamento é considerada uma matriz
aleatéria pertencente a um ensemble de matrizes que reflete a simetria da dinamica do
sistema, e tais elementos sao utilizados para expressar a probabilidade de transmissao
através da cavidade [49]. Quando a matriz descreve o espalhamento de véarias particulas,
a simetrizacao deve respeitar o tipo de particula espalhada (bésons e férmions). Com
esse intuito, calculamos a média do médulo quadrado do imanente associado a uma
particaio A de um bloco diagonal da matriz de espalhamento, em que o permanente
(associado aos bdsons) e o determinante (associado aos férmions) sdo imanentes associados
as partigoes [n] e [1"]. Obtivemos expressoes para os ensembles Unitério, Eq. (6.7),
Ortogonal, Eq. (6.16), e Circular Ortogonal, Eq. (6.10), em especial, para U (N') obtivemos a
média do mddulo a quarta do permanente, Eq. (6.8). Também formulamos duas conjecturas
envolvendo inversos de polindmios de Jack e caracteres irredutiveis dos grupos Ortogonal
(Eq. (6.15)) e Simplético (Eq. (6.142)). Posteriormente, a conjectura acerca dos caracteres
do grupo Ortogonal mostrou-se correta [51]. Além disso, obtivemos polindmios associados

ao permanente até a ordem 2 para os trés ensembles abordados.
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APENDICE A - Calculo Explicito dos
Coeficientes de Littlewood-Richardson da

(2)
forma C[l]pu

Nesta secao, nosso objetivo é fornecer expressoes explicitas para C[(f])pu’ onde p e

sao ganchos duplos, que aparecem na Eq. (4.95):

<t<2))2 7 (N
(g12) = N1V, ZW""C[%) ". o 3)2)
1P e Je M+ 1}}8

(A1)

. . . . . 2
Primeiramente, devemos caracterizar caracterizar os coeficientes C[(l])pu. Podemos observar

que o diagrama de Young de p é obtido a partir do de p pela adi¢ao de uma caixa.

Escrevendo p = (p’lnl,pg”, e plml) com my = pr41 = 0, podemos escrever a posi¢ao de
k-1
adigao da caixa como (1 + My, 1+ pg), com k=0,....,1(p)+1 e My = Z m;. Os coeficientes
i=0
serao dados por [56]

@ 1%1 2a,(1+ My, 7) + 1L,(1+ Mg, j) +1 M 2a,(i, 1+ pr) + (6,1 + pg) +2
(Wi =\ 55 20, (1+ My, §) + Ly (L + My, 7) + 1) \ich 2a,, (8,1 4+ pi) + 1, (6,1 + pi) +2 )
(A.2)

em que a,(%,7) e l,(7,j) sdo, respectivamente, os comprimentos do braco e da perna em

relacdo a caixa na posigao (i,7) no diagrama de Young de p.

Particularizando, para o caso em que p é um gancho duplo, p = (ky, ko, 17 F1752) - n,
vemos que ha 4 posicoes possiveis para se adicionar uma caixa ao diagrama de Young
de p. Desse modo, sdo geradas 4 particoes de n + 1: g = (ky + 1, ko, 107 k1=k2) -y =
(l{?l, ko + 2, 1n—k1—k2)’ W3 = (kl, ko, 2, 1n—1—k1—k2) € g = (]{31, ko, ]_n+1—k:1—k2)' Os diagramas de

Young dessas particoes estao esquematizadas na Fig. 21.

Em cada caso, os coeficientes sao dados por

ki -k k2 fr—j+1 ko 9k —25+1
@ :( n+ky— ko ) 1 1 A3
(om =\ 4+ ey = kg + 2 jgkl—j+2 j=g+12k1—2j+3 ’ (A-3)
2(k; — ko) n—ky+ky—1Y\ (£ 2k, -25+1
c® ( ) i B’ i A4
[Llopz (z(kl—kg)u) n—ky+ky+1 g2k2—2j+3 ’ (A4)
—k -k 2k —1\ [ ky—1
i~ (55 22) 1) i)
Wens  \p—ky =k +2 )\ &y J\2kp-1)7° (4.5)
(2) _ 2 (n+/€1—/€2+1)( n_kl+k2 ) (AG)
[1]ppa n—kl—k:2+2 7’L+k’1—k32+2 n—k:1+k’2+1 '
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] (b)[ k, I 1 J ©f k, ]

Figura 21 — Em (a), temos diagrama de Young da particao p que é um gancho duplo; em
(b), a particdo u4, obtida adicionando-se uma caixa no final da primeira linha
do diagrama de p; em (c), a particdo us, obtida adicionando-se uma caixa
no final da segunda linha do diagrama de p; em (d), a partigdo us, obtida
adicionando-se uma caixa no final da terceira linha do diagrama de p, note
que u3 nao ¢ um gancho duplo; e, em (3), a partigao py, obtida adicionando-se
uma caixa abaixo da ultima linha do diagrama de p.

Note que a partigdo p3 ndo é um gancho duplo e, portanto, pela Eq. (2.18) , nao

contribui para a soma. Redefinamos j4 como ps3 e C[(IQ])pM como C’[(IQ])WS.

Para determinar o produto dos contetdos, dividimos o diagrama de Young de ps
em trés partes: 1° quandoi=1e j2>2;2°quandoi=2e j2>2;e3°quando j=1ei>2 (a

posicao (1,1) no diagrama é a tinica que tem 2-contetido nulo). Dessa forma,

2] - (1‘!(2,7' —2)) (1‘1(21 —3)) (ﬁ‘{ n —z‘|)
fc:—l ko—1 g n+1—k1—Jk_2
(1) (fTer-0) ()
=(n+1-ky—k)!(2k; — 2)!1(2kq - 3)!1. (A.7)

O produto dos contetidos em p; é obtido de forma analoga. Portanto, em ‘t,(fg)

tomamos k; — k1 + 1 no primeiro produtoério e n+1 — n no terceiro produtorio, e obtemos

IR

1231

= (n— k1 — ko) (2k1 )1 (2ks — 3)I1. (A.8)

Analogamente, para s, basta tomar ko - ko + 1 no segundo produtério e n+1 - n no
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terceiro produtoério

[162)] = (= o = ko) (20 = 2)10(2ky = 1)1 (A.9)
Por fim, ja que j,(,Q) = (2n)!/ds,, ou seja, o produto dos hooks ao longo de 2p, temos
; 2 2 2 2 (2]€1 - 1)'
Jp = (n - (]{71 — l{fg) ) (’fl — (k‘l - ]{32 + 1) ) (n—k‘1—kg)!(n+1—k‘1—kg)!(2k2—2)!—.
le - 2k2 +1
(A.10)

Com expressoes conhecidas para todos os termos, podemos escrever a condutancia

como

& 2 ((n- Ky = ko) (2 = 2)!11(2ky - 3)!1)? Z,(IN.
9=N1N227n Z (( 1 2)( 1 ) ( 2 ) ) P( 3()2).
n=1  ki,ka=0 Jp [M+1]p
. (2k’1)261 N (2]{?2 — 1)202 + (n+ 1- kl - k2)263 ’ (All)
M+2]€1+1 M+2k2 M—(n+1—k1—k2)

onde ¢y, = O[(f])p#kj pia = (ky+1, kg, 1vkimka) g = (ky, kgt 1, 17772 ) € g = (ky, ko, 1n¥l-kamhe)),
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