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Resumo

Neste trabalho de conclusio de curso abordaremos o conceito e propriedades basicas de alge-
bras alternativas. Falaremos do processo de duplicacdo de Cayley-Dickson para tratar de um dos
mais importantes exemplos de dlgebras alternativas. Por fim, estudaremos as algebras alternati-
vas semissimples de dimenséio finita e mostraremos que uma algebra alternativa semissimples de

dimenséo finita é soma direta de ideais simples.

Palavras Chave: Algebras Alternativas, Numeros de Cayley, Algebras Alternativas Semissim-

ples.
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Abstract

In this work, we will address the concept and basic properties of alternative algebras. We will
talk about the Cayley-Dickson duplication process to deal with one of the most important examples
of alternative algebras. Finally, we will study the finite-dimensional semisimple alternative algebras

and show that any finite-dimensional semisimple alternative algebra is a direct sum of simple ideals.

KeyWords: Alternative Algebras, Cayley Numbers, Semisimple Alternative Algebras.
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Introducao

Em 1833, Sir William Rowan Hamilton apresentou uma reformulacdo do nimero complexo z =
a+bi como o par ordenado (a,b) de nimeros reais. Assim o mistério envolvendo as raizes da equacéo
x?+1 = 0 desapareceu pois suas raizes agora séo (0,1) e (0,—1) e as férmulas (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)
e (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad +bc) definem uma estrutura de corpo em R2. Motivado por problemas da
Fisica, Hamilton tentou, durante anos, definir uma multiplicacdo que fornecesse uma estrutura de

corpo em R, 0 que hoje sabemos ser impossivel.

Em 1843, Hamilton definiu a seguinte multiplicacdo em R*:

iZ

j2=k2=-1,ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik =,

em que 1=(1,0,0,0), : =(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), £ =(0,0,0,1). Hamilton mostrou que valem todos
os axiomas de corpo exceto o da comutatividade. Este sistema de numeros, denominado quatérnios,
foi o primeiro exemplo de "corpo ndo comutativo”, o que atualmente é chamado de anel de diviséo.
Dois meses depois desta descoberta, Graves introduziu os octonios, definindo uma multiplicacdo em
R8. Este sistema foi descoberto independentemente por Cayley em 1845 e por esta razdo também é

chamado nimeros de Cayley.

O problema da classificacdo das algebras associativas foi estudado extensivamente durante a
segunda metade do século XIX por B. Peirce e seu filho C.S. Peirce, Frobenius, Scheffers, Molien,
Cartan entre outros. Os resultados obtidos constituiam uma teoria satisfatoria para algebras sobre
R ou C. Wedderburn, em 1907, estendeu essa teoria para algebras de dimenséo finita sobre um corpo
arbitrario F. Até o final da década de 1920 essa teoria desenvolveu-se principalmente como teoria
de algebras associativas. A partir da década de 1930, a investigacdo sobre algebras nao associativas

avancou rapidamente em muitas direcoes.

No capitulo 1, faremos preliminares sobre algebras em geral apresentando exemplos e fatos

basicos.
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No capitulo 2, estudaremos as algebras alternativas apresentando importantes propriedades
destas, como as identidades de Moufang e o0 Teorema de Artin. Também apresentaremos o processo
de duplicacdo de Cayley-Dickson, mostrando que os nimeros de Cayley é um exemplo de algebra

alternativa e néo associativa.

No capitulo 3, estudaremos as algebras alternativas semissimples. O principal objetivo do ca-
pitulo é mostrar que toda algebra alternativa semissimples de dimenséo finita é escrita como soma
direta de ideais simples. Para tanto, estudaremos propriedades de elementos propriamente nilpo-

tentes e a decomposicéo de Peirce.
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CAPITULO 1

Preliminares

Iniciamos nosso trabalho com defini¢oes, exemplos e propriedades basicas sobre anéis e algebras.

Definicao 1.1 Um anel é uma estrutura que consiste em um conjunto ndo vazio R junto com duas
operacoes bindrias +,- em R tais que:
* (a+b)+c=a+(b+c), para quaisquer a,b,c € R
* a+b=b+a, para quaisquer a,b € R
e existe 0 € R tal que a+0=0+a=a para todo a € R
* Para cada a € R existe um inverso —a tal que a+(-a)=0=—-a+a
* a(b+c)=ab+ac e (b+c)a=ba+ca, para quaisquer a,b,c € R
Segue a definicao de alguns tipos de anéis, de acordo com propriedades satisfeitas pela multipli-
cacao.
1. Dizemos que o anel (R,+,-) é associativo se (a-b)-c=a-(b-c), para quaisquer a,b € R
2. Dizemos que o anel (R,+,-) é comutativo se a-b =b-a, para quaisquer a,b € R

3. Dizemos que o anel (R,+,-) possui elemento unidade se existe um elemento 1€ R tal que 1-a =

a-1=a, para todo a € R

4. Dizemos que o anel com elemento unidade (R,+,-) é um anel com divisdo se para cada elemento

1 1 1

a €R, com a #0, existe um elementoa ' €R tal quea-a ' =a'-a=
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Preliminares

5. Dizemos que o anel (R,+,-) é um corpo se (R, +,-) for associativo, comutativo e com divisdo

Definicao 1.2 Uma dlgebra sobre um corpo F é um par que consiste em um anel (A, +,-) e um espaco
vetorial A sobre F tal que o conjunto subjacente A, a adicdo e 0 sGo os mesmos no anel e no espaco
vetorial, e

alxy) =(ax)y = x(ay) (1.1)

vale para a € F,x,y € A. Se A é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre F, entdo diremos que a

dlgebra é de dimensdo finita.

Seja A uma algebra de dimenséo n sobre F, com base {u1,...,u,}. Pela propriedade distribu-
tiva, a multiplicacdo é bilinear em A e é completamente determinada pelos escalares y;;; € F que

aparecem nos produtos

n
wil;= ) Yijklk (1.2)
k=1

Exemplo 1.3 Um corpo F é uma dlgebra associativa e comutativa sobre F.

Exemplo 1.4 O conjunto M,,(F) formada por todas as matrizes n x n com coeficientes em F é uma

dlgebra associativa mas ndo é comutativa.

Exemplo 1.5 Considere V o espaco vetorial euclidiano tridimensional R3. Para vetores u e v em
V, definimos u x v como o produto vetorial usual de u por v. O espaco V com essa multiplicacdo é
uma dlgebra sobre R. Esta dlgebra é uma dlgebra ndo associativa, pois se denotarmos e1 = (1,0,0),

e2=(0,1,0) e e3=1(0,0,1) temos e1 x (eg x eg) =e1 x0=0, enquanto (e1 x eg) x eg =eg x eg = —e1.

Definicao 1.6 Se a,b,c sdo elementos de uma dlgebra A definimos o associador de a,b e c por

[a,b,c]=(ab)c—a(bc) e o comutador de a e b por [a,b] =ab — ba.

Observe que A é uma algebra associativa se [a,b,c] = 0 para quaisquer a,b,c € A e que A é uma

algebra comutativa se [a,b] = 0 para quaisquer a,b € A.

Definicao 1.7 Uma dlgebra A sobre um corpo F é dita alternativa se satisfaz, para quaisquer x,y €
A,

%2y = x(xy) (Lei alternativa & esquerda)

yx? = (yx)x (Lei alternativa & direita).
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Preliminares

Em um algebra alternativa vale

[x,x,y]=[y,x,x]=0.

Exemplo 1.8 Consideremos o espaco vetorial de dimensdo 8 sobre R com base {1,e1,e2,e3,e4,e5,¢€g,
e7}). Definindo a multiplicacdo de acordo com a tabela abaixo, temos a dlgebra dos octénios, também

conhecida como niimeros de Cayley. No fim deste capitulo, mostraremos que esta é uma dlgebra

alternativa, mas ndo é associativa pois (e1 x eg) xeg =egxe5=—ege ey x(egxeg)=e1 xeq=eg.

1 |e; es es ey es eg ey
1 1 |e; es es eq es eg ey

e1 | el -1 es —e9 | €5 —e4 | —e7 | eg
eg | eg | —es -1 €1 €6 e7 —e4 | —e5
esg | eg | eg —e1q -1 e —€g | €5 —eéy
€4 | €4 | —€5 —€p —en -1 €1 (D) es
es | es5 | ey —e7 | eg —e1 | =1 | —e3 | eg
eg | eg | €7 eyq —e5 | —eg | es -1 —e1q
er | e7 | —eg | es €4 —eg | —eg | e1 -1

Agora suponha que A seja uma algebra qualquer sobre o corpo F, com elemento unidade 1. Seja
a € F e considere o elemento al € A. Por 1.1, temos (al)x = a(lx) = ax e x(al) = a(x1) = ax. Isso
mostra que o produto do espaco vetorial ax coincide com o produto do anel (al)x e que al comuta

com todo x € A.

Definicao 1.9 Um subconjunto B de uma dlgebra A é uma subdlgebra se for um subanel do anel A

e um subespaco do espaco vetorial de A.

A intersecdo de subalgebras é uma subalgebra. Se S é um subconjunto de A, define-se a subal-

gebra F[S] gerada por S como a interse¢ao de todas as subalgebras de A contendo S.

Definicao 1.10 Um subconjunto I de A é um ideal de uma dlgebra A se I é um ideal em A como um

anel e um subespaco de A como um espaco vetorial sobre F.

Definicao 1.11 Seja I um ideal na dlgebra A. Entdo obtemos o anel quociente A/l e o espaco vetorial

A/l. Juntos, eles constituem uma dlgebra que é chamada de dlgebra quociente de A com respeito ao

ideal I.

Definicao 1.12 Uma funcdo de uma dlgebra A em uma dlgebra B, sobre o mesmo corpo, é um ho-

momorfismo de dlgebra se for um homomorfismo de dlgebra e uma transformacao linear.
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Preliminares

Encerramos estas preliminares mostrando que uma algebra A sem elemento unidade é isomorfa
a um ideal I de uma algebra U com unidade de modo que U/I tenha dimensdo 1. Chamaremos a

algebra U de extenséao linear da algebra A.

Seja A uma algebra sobre o corpo F' e suponha que A nédo tenha elemento unidade. Considere
emU=FxA={a,a) | aeF, ac A} a soma e multiplicagio por escalar coordenada a coordenada,
isto é, (a,a)+(B,b) =(a+ B,a+b) e y(a,a) =(ya,ya) para a,B,y € F e a,b € A. Com essas operacoes,

U é um espaco vetorial sobre F. Definimos a multiplicacdo em U por

(a,a)-(B,b) = (apB, Pa + ab +ab). (1.3)

Temos que U é uma algebra sobre F'. Observe que (1,0) é elemento unidade de U. De fato,

(1,0)-(a,a)=(1a,a0+1a +0a) =(a,a)

(a,0)-(1,0)=(al,la + a0 +a0) = (a,a).

Agora vamos mostrar que I ={(0,a) e U |a € A} é um ideal de U que é isomorfo a algebra A. Temos
que I é um subespaco de U. Para verificar que I é um ideal de U, observe que para todo (0,a)€ e
(B,b)eU,

(0,a)-(B,b)=(0B,Ba+0b+ab)=(0,fa+ab)el

(B,b)-(0,a) = (80,06 + fa + ba) = (0, fa + ba) € I.

Para verificar que I é isomorfo a A observe que para quaisquer a,b € A, (0,a)-(0,b) =(0,ab). Resta

verificar que U/I tem dimenséo 1. Para isso, vamos mostrar que U/I é isomorfo ao corpo F. De fato

U/l ={(a,a)+1|(a,a)eU}

e (a,a)+1=(B,b)+1 se, e somente se, (a,a)—(B,b) € I o que implica em (a,a)+ I =(B,b)+1 se, e

somente se, @ = B. Assim, reescrevemos

U/l ={(a,0)+1I|ackF}.

Agora observe que ((a,0)+ I)(B,0)+1I)=(ap,0)+ I, o que nos garante que a € F' — (a,0)+1 € U/I é

um isomorfismo, e portanto U/I tem dimenséo 1.
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CAPITULO 2

Algebras Alternativas

Comecamos o capitulo relembrando as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.1 Uma dlgebra sobre um corpo F é um par que consiste em um anel (A, +,-) e um espaco
vetorial A sobre F tal que o conjunto subjacente A, a adicdo e 0 sdo os mesmos no anel e espaco
vetorial, e

alxy) =(ax)y = x(ay) (2.1)

vale para a € F,x,y € A. Se A é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre F, entdo diremos que a

dlgebra é de dimensdo finita.

Definicao 2.2 Se a,b,c sdo elementos de uma dlgebra A definimos o associador de a,b e c por

[a,b,c]l=(ab)c—a(bc) e o comutador de a e b por [a,b] =ab —ba.

Observe que A é uma algebra associativa se [a,b,c] = 0 para todo a,b,c € A e que A é uma algebra

comutativa se [a,b] = 0 para todo a,b € A.

Definicao 2.3 Uma dlgebra A sobre um corpo F é dita alternativa se satisfaz, para todo x,y € A,

x? y = x(xy) (Lei alternativa a esquerda)

yx2 = (yx)x (Lei alternativa a direita).

Em um algebra alternativa vale

[x,x,y]1=1[y,x,x]=0.
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Algebras Alternativas

O associador e o comutador sdo fungoes lineares em cada um de seus argumentos. Por exemplo,

se ai,as,b e c sao elementos de uma algebra A, sobre um corpo F e a € F

[a1+ag,b,cl=[a1,b,cl+[ag,b,clelaa,b,c]l=ala,b,c]

Em qualquer algebra, a identidade de Teichmuller:

[wx,y,z]-w,xy,z]+[w,x,yz] —wlx,y,z] - [w,x,y]z (2.2)

gw,x,y,2)

(wxy)z —wx(yz) — (wxy)z + w(xyz) + (wx)yz —w(xyz) —w(xy)z + wx(yz)

(wx)yz +w(xy)z=0

Definicao 2.4 O nicleo de uma dlgebra A é

NA)={a€A | [a,x,y]l=Ix,a,yl=[x,y,a]l =0 para quaisquer x,y € A}

e o centro de A é definido como

Z(A)={aeN(A) | [a,x]=0 para quaisquer x,y € A}.

Note que em uma algebra associativa, o nucleo coincide com a algebra e, em uma algebra n&o asso-

ciativa, elementos do centro associam e comutam com todos os pares de elementos.

Seja A uma algebra alternativa. Observe que, para quaisquer x,y,z € A, temos

0 = [x,y+tz,y+2]
= [x,y,y1+[x,y,2]1+[x,2,y] +[x,2,2]

[x,y,2] = —[x,2,y] (2.3)

0 = [x+z,x+2z,y]
= [x,x»y]+[xa2,y]+[2,x,y]+[z>2,y]

[x,2,y]=~[z,x,y] (2.4)
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Algebras Alternativas

Também temos que, em qualquer algebra alternativa A, vale a identidade flexivel

[x,y,x] =0, pois (2.5)

o
Il

[x+y,x+y,x]

[x,x,x] + [x,y,x] + [y, x,x] +[y,y,x]

[x,y,x]

Se A é uma algebra, uma funcdo f : A" — A é chamada alternada se, para qualquer permutacéo 6
de S,

f(x9(1)7x9(2)7 e ’xﬁ(n)) = Sgn(e)f(xl,xZ, e ’xn),
onde sgn(f) denota o sinal de 0, isto é sgn(f) =1 se 6 é par ou sgn(f) = —1 se 6 é impar.
O nome "alternativa" vem do fato de que em uma 4lgebra alternativa A, o associador,

[x1,x2,x3] = (x1x2)x3 — x1(x2x3) é uma funcéo alternada.

Proposicao 2.5 Em qualquer dlgebra A, o niicleo e o centro sdo subdlgebras.

Demonstraciao: Desde que o comutador e o associador sejam fungoes lineares de seus argu-
mentos, o nucleo e centro sdo subespacgos vetoriais de A. Vamos mostrar que eles sdo fechados
para a multiplicacdo. Se w,x € N(A), segue que da identidade de Teichmuller que [wx,y,z] =0
para todo y,z € A, entdo N(A) também é fechado para a multiplicacdo e portanto uma subalge-
bra. Finalmente, sejam w,x € Z(A). Entao w,x e wx estao todos em N(A) e, portanto, no centro,

uma vez que o calculo

(wx)y =w(xy) = w(yx) = (wy)x = (yw)x = y(wx)

mostra que wx comuta com qualquer y € A.

Definicao 2.6 Uma dlgebra A é simples se A # 0 e seus tinicos ideais sdo 0 e A.

Definicéo 2.7 Seja A uma dlgebra alternativa. Definimos a funcdo de Kleinfeld por f : A* — A
onde

fw,x,y,2) =lwx,y,z] —x[w,y,z]-[x,y,z]w.
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Algebras Alternativas

Proposicao 2.8 A funcdo Kleinfeld é uma funcgdo alternada.

Demonstracao: Nesta prova, usaremos a identidade de Teichmuller g(w,x,y,z) = [wx,y,z] -

[w,xy,z]+w,x,yz] —wlx,y,z] —[w,x, ylz = 0. Para quaisquer z,w,x,y € A, temos

f(z,w,x,y)=f(z,w,x,y)— gw,x,y,2)
=[zw,x,y]-wlz,x,y] - [w,x,ylz - [wx, y,z]
+lw,xy,z] - [w,x,yz]+wlx,y,z] +[w,x, ylz
=[zw,x,y] - [wx,y,z] +[w,xy,z] - [w,x, yz]

=lzw,x,y]l-[wx,y,z] +xy,z,wl-[yz,w,x]

e entao

f(w,x,y,Z) = [wx,y,Z] - [xy,Z,w] + [yz,w,x] - [Zw,x,y]

= —f(z,w,x,y).

Substituindo y por y + z na identidade

f(LU,x,y,y): [wx’y7y]_x[way9y]_[x,yay]w =0

temos f(w,x,y,2) = —f(w,x,z,y). Como as permutacoes (1234) e (34) geram o grupo S4 conclui-

mos que [ é uma funcao alternada.

]
Corolario 2.9 Em qualquer dlgebra alternativa, as seguintes identidades sdo vdlidas.
[x%,y,2] = xlx,y,2] +[x,y,2]x (2.6)
[xy,x,2] =[y,x,z]x 2.7
((xy)x)z = x(y(x2)), a identidade de Moufang a esquerda (2.8)
((xy)2)y = x(y(zy)), a identidade de Moufang a direita (2.9)
(xy)(zx) = (x(y2))x, a identidade de Moufang do meio (2.10)
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Demonstracao: A demonstracédo das identidades (2.6) e (2.7) é consequéncia imediata do fato

da funcéo de Kleinfeld ser alternada. Por exemplo, para 2.6

0= f(x,x,y,Z) = [xz,y,z] _x[xyyyz] - [x,y,Z]x

=xlx,y,z]1+1[x,y,z]x.
Para 2.8

((xy)x)z — x(y(x2)) = (xy)x)z — (xy)xz) + (xy)x2z) — x(y(x2))
=[xy, x,2]+[x, y,x2]

=[y,x,z]lx+[xz,x,y] =[y,x,z]x +[z,x,ylx = 0.
Similarmente, as identidades a direita e do meio de Moufang seguem respectivamente de

((xy)2)y —x(y(zy)) = ((xy)2)y — (xy)zy) + (xy)(zy) — x(y(2y))
=[xy,z,yl+[x,y,2y]

=—lxy,y,zl1-lzy,y,x] = —ylx,y,2] - ylz,y,x] =0

(xy)(zx) — (x(y2))x = (xy)(zx) — (xy)2)x + (xy)2)x — (x(y2))x
=—[xy,z,x]+[x,y,2z]x

=[xy, x,z]1+[x,y,z]lx =[y,x,z]x +[x,y,z]Jx = 0.

Proposicao 2.10 (Kleinfeld) Seja A uma dlgebra alternativa com o niicleo N. Entdo

1. [x,nllx,y,z] =0 para todo n € N e para quaisquer x,y,z € A, e,

2. Sela,b,x]=0 para todo x € A, entdo [a,b]e N e [a,ab]€ N.

Demonstracao: No que se segue, f denota a funcédo de Kleinfeld e g denota a identidade de

Teichmuller, usaremos livremente as identidades 2.6 e 2.7. Sejam x,y,z€ A e n € N. Entao,

f(x,y,2,n) =[xy, z,nl-ylx,z,n]l-[y,z,nlx =0,
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assim

O = f(n7x7yyz) = [nx’yyz] _x[n>y,2] - [xay"z]n7

o que nos da [nx,y,z] = [x,y,zIn. Similarmente, [xn,y,z] = nlx,y,z]. Mas

0=g(x,n,y,2)
=[xn,y,z1-[x,ny,z1+[x,n,yz]1 - xn,y,z1-[x,n, ylz

=lxn,y,z] - [x,ny,zl],

entdo [xn,y,z] = [x,ny,z]. Visto que [x,ny,z] =[ny,z,x] =[y,z,xln = [x,y,zln = [nx,y,z], nés
obtemos [[x,n],y,z] = 0; entdo [x,n] € N. Um calculo direto mostra que [yx,n] = ylx,n]+[y,nlx,

entao

0=I[[yx,nl,x,z]

=[ylx,nl,x,z]1+[[y,nlx,x, 2] = [x,nlly, x,z]1 + [x,x,2z][y, nl,

implicando [x,n][y,x,z] = 0 e portanto provando a primeira afirmacao.

Agora, se [a,b,x] =0 para todo x € A, entéo

f(x,y,a,b)=I[xy,a,b]—ylx,a,b]-[y,a,blx =0

e entao

0=g(a,b,x,y)+f(b,x,y,a) - f(b,a,x,y) =la,bl,x,y],

o que nos mostra que [a,b] € N. Mas [a,b,x] = 0 para todo x implica que [a,ab,x] = —[ab,a,x] =

—[b,a,x]a =0 para todo x, entdo, pela primeira parte de 2, podemos concluir que [a,able N.

Encontra-se na literatura, autores que afirmam que as algebras alternativas sdo uma primeira
generalizacdo das algebras associativas. Tal pensamento é reforcado pelo chamado "Teorema Ge-
neralizado de Artin", que diz que se x,y e z sdo trés elementos de uma algebra alternativa que
associam, entdo a subalgebra gerada por esses elementos é associativa. Apresentamos o Teorema

Generalizado de Artin como corolario do seguinte teorema.

Teorema 2.11 Se B,C e D sdo subconjuntos de uma dlgebra alternativa A tais que [B,B,A] =

[C,C,Al=I[D,D,A]l=1[B,C,D] =0, entdo o subconjunto E = BUC UD estd contido em uma subdl-
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gebra associativa.

Demonstracao: Apresentaremos uma demonstracéo feita originalmente pelos matematicos
Bruck e Kleinfeld. Denotaremos por f a funcao de Kleinfeld em A e usaremos livremente o
fato que esta funcdo e o associador sao funcoes alternadas e portanto se anulam se dois de
seus argumentos forem iguais. Para os subconjuntos X,Y,Z,W de A, denotamos o conjunto
X, Y, ZW)={f(x,y,z,w) | x€X, yeY, ze Z, w € W}. Considere os seguintes subconjuntos de
A,

K={keA|lk,E,E]l=f(k,E,E,E)=0}

M={meK|mKc<K,[m,E,K]=0}
S={seM|[s,M,K]=0}.

Por hipétese, temos que [E,E,E]=0. Também para a1,as € B e qualquer x,y € A, temos

flx,y,a1,a2)=[xy,a1,a2]l - ylx,a1,a2]-[y,a1,a2]x = 0;

entdo f(B,B,A,A) =0 e similarmente, f(C,C,A,A)=f(D,D,A,A)=0. Segue que E c K.

Agora, para di,dgo,dseEekeK,

[d1da,ds,k]1=dald1,ds, k] +1da,ds, kld1 + f(d1,d2,d3,k) =0

e entdo, para quaisquer k € K,d € E e x € EE, obtemos [x,d,k] = 0. Para tais £ e x, e para

quaisquer a1,a9 € B, segue que

[a1k,a9,x]1 =Ekla1,a2,d]+[k,a0,d]a1 + f(a1,k,a92,d)=0.

Também, para a1,a2€B, deEekekK,

la1k,a9,d]=kla1,a2,d]+[k,a9,dla1 + f(a1,k,a2,d) =0

entdo, parabeCeceD,

0=[bc,a1,ask]

=clb,a1,a2k]+I[c,a1,a2k]b+ f(b,c,a1,a2k) = f(b,c,a1,a2k)

Por simetria, f(di,d2,ds,dk) = 0 para quaisquer d,d1,d2,ds € E. Uma vez que também
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[dk,d1,ds]l=kl[d,d1,do]+[k,d1,do]ld + f(d,k,d1,ds) =0, obtemos EK < K; portanto E < M. En-
tao segue que

EcScMcK.

entao S é um subconjunto associativo de A. Vamos provar que S a subalgebra que satisfaz o
enunciado do teorema. Pela linearidade do associador, temos que S é um subespaco de A. Resta

provar que S é fechado sobre multiplicacéo.

ParameM, keK esq,s9€8S,

f(m7k781782) = [mk,81,32] _k[ma81782] - [k,81,82]m = 0’

pois cada associador da direita esta em [S,M,K], e também

[s1s2,m,k]=sals1,m,k]l+[s2,m,k]ls1 + f(s1,82,m,k)=0.

Agora, como S €M c K e MK < K, nés temos SK € K e [s1,s9,k] =0, entao (s1s2)k =
si(sgk) € K. Também [s1,s9,m,k] = 0 implica que [s1,s9,d,k] =0, entdo s1,s9 € M. Desse modo,

SS €S como queriamos.

O préximo corolario segue do teorema 2.12, fazendo B = {x},C ={y} e D ={z}.

Corolario 2.12 (O Teorema Generalizado de Artin) Se x,y e z sdo elementos de uma dlgebra

alternativa que associam em alguma ordem, entdo a subdlgebra gerada por x,y,z é associativa.

Corolario 2.13 (Artin) Uma dlgebra A é alternativa se, e somente, se a subdlgebra gerada por

quaisquer dois elementos de A é associativa.

Demonstraciao: Se A é uma algebra alternativa, para quaisquer x,y € A, vale (xx)-y = x-(xy),
logo a subalgebra gerada por {x,y} é associativa. Reciprocamente, se toda subalgebra de A,
gerada por dois elementos, é associativa entdo, (xx)y = x(xy) e (yx)x = y(xx) quaisquer que sejam

x,y € A. Logo A é alternativa.

Definicao 2.14 Uma dlgebra A é diassociativa se quaisquer dois elementos de A geram uma subdl-

gebra associativa.
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Claramente, uma algebra associativa é diassociativa. O Teorema de Artin nos garante que uma

algebra é alternativa se, e somente se, é diassociativa.

Finalmente, vamos mostrar que se A é uma algebra alternativa, sua extensao linear U também

é alternativa.

Proposicao 2.15 Se A é uma dlgebra alternativa, entdo a extensdo linear de A é alternativa.

Demonstraciao: Seja A uma algebra sobre F e considere U sua extensao linear. Pela Defini¢éo
2.3 devemos provar que ((a,a)(@,a))(B,b) = (a,a)(a,a)(B,d)), para quaisquer (a,a),(B,b) e U. De
fato,

(a,a)a,a))(B,b) = (aa,aa + aa +aa))B,b) =(aap, flaa + aa +aa)+ aab +(aa + aa +aa)b)

(a,a)(a,a)(B,b)) =(a,a)(af,Pa+ab+ab)) =(aaf,afa+ a(fa+ ab +ab)+a(fa + ab +ab)).

Visto que a algebra A é alternativa, temos (aa)b = a(ab) para todos a,b € A. Assim
((a,a)a,a))(B,b) = (a,a)(a,a)B,b)) para todo (a,a),(B,b) € U. Analogamente, (aa)((B,b)(3,b)) =
((a,a)(B,b))B,b) para todo (a,a),(B,b) € U pois a(bd) = (ab)b para quaisquer a,b € A. Portanto,

U é uma algebra alternativa.

2.1 Os quatérnios reais e os numeros de Cayley

A algebra real dos quatérnios é o espago vetorial de dimensao 4 sobre R com a base {1,i,j,k} e a
multiplicacéo é dada pelas relacdes i = j2 = k? = i jk = —1 e estendendo a combinacées lineares sobre
R de elementos da base pelas leis distributivas. Esta algebra (associativa) é denotada por H(R) em
honra a Sir William Rowan Hamilton quem a descobriu em 1843. Como notamos na introdugao, os
quatérnios sdo importantes historicamente pois eles forneceram o primeiro exemplo de uma algebra
real associativa ndo comutativa na qual cada elemento diferente de zero é inversivel. Muitas vezes,

o nascimento da teoria de anéis nao comutativos é creditado & sua descoberta.
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Temos
H(R) ={agl+aii +agj+ask | apg,ai,az,a3 € R}, em que i2 =j2 =k%= ijk=-1.

Em H(R), apl +aii+asj+ask =bol+bii+bgj+bsk se, e somente se, a; =b;,1 <1 <4. A adicéo é

dada por
(ap+aii+agj+ask)+(bo+bii+bgj+bgk)=(ap+bo)+(a1+b1)i+(ags+b2)j+(asz+b3)k
Definimos a multiplicacdo dos quatérnios por:
(ap+aii+agj+ask)bo+bii+boj+bsk)=

(apbop—a1b1—agbs—agbsz)+(apgb1+a1bg+asbg—agbs)i
+(a0b2 +a2b0 +a3b1 —a1b3)j+(aob3 +a3b0 +a1b2 —azbl)k

Esta formula do produto em H(R) é obtida multiplicando as somas formais termo a termo, sujeita as

seguintes relacoes:

* ri=ir;rj=jr; rk=kr (Vr eR);

o i?=j2=k=-1;ij=—ji=k; jk=—kj=i; ki=—ik=].
Com este produto, H(R) é um anel de divisdo ndo comutativo no qual o inverso multiplicativo de
a=ag+aii+agj+azk#0ép=0CP)—(F)i-(G3)j—(F)k, onded = a%+a%+a§+a§. Seqg=ai+agi+

asgj+aqk,eH,1<i<4éum quatérnio, o conjugado de g é o elemento

q=ai1—asi—asj—ask. (2.11)
Temos que
qﬁza%+a§+a§+a?1 (2.12)
e
q192=92 q1 (2.13)

para quaisquer q1,q2 € H(R).
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Definicao 2.16 Uma involugdo de uma dlgebra A é uma bijecdo linear a — a de A que satisfaz

ab=ba e a=a (2.14)

para quaisquer a,b € A.

As equacgoes (2.11) e (2.13) juntas mostram que a conjugacdao em H(R) é uma involucdo. Se g é

um quatérnio, definimos norma de g por

n(@g)=qqeR. (2.15)

Temos que a funcdo n é multiplicativa, ou seja, n(q1q2) = n(q1)n(qe) para quaisquer q1,q2 €
H(R), pois

n(q192) = 91929192 = 919292 91 = q1n(q2)q1 = n(g1)n(q2), (2.16)
uma vez que n(qq) € R é central.
E essa norma multiplicativa, juntamente com 2.12.

O primeiro exemplo de um anel alternativo que néo é associativo é o anel dos niimeros de Cayley,
que foi descoberto por J.T. Graves em 1843 e apareceu pela primeira vez impresso dois anos depois.
Como os quatérnios reais, os nameros de Cayley formam um anel de divisdo no qual a multiplicacao
nao é comutativa. Diferentemente dos quatérnios, entretanto, a multiplicacdo de nimeros de Cayley
nao é associativa. Os numeros de Cayley, que denotamos por ¢, podem ser construido através dos
quatérnios reais de uma forma muito parecida como os nimeros complexos sdo construidos a partir
de R. Um ndmero de Cayley é um elemento da forma a + b¢ onde a e b sdo quatérnios reais e ¢ é

uma indeterminada. A soma em % é definida por

(a+bl)+(c+dl)=(a+c)+(b+d)l,

e o produto por

(@+bl)c+dl)=(ac—db)+(da+be)l,

onde a,b,c e d sdo quatérnios e x denota o conjugado de x € H(R). A funcdo a+b¢ — a—b¥¢ é uma

involucdo em % e n(w) = ww para w € € define uma norma multiplicativa.

® UFU-FAMAT 21



Algebras Alternativas Os quatérnios reais e os nimeros de Cayley

Os ndmeros de Cayley formam uma algebra de dimenséo 8 sobre R com base
{1,i,7,kYu{l,it,jl,k ¢} (2.17)

onde {1,i,j,k} denota a base usual de H(R). Os ntimeros reais, os nimeros complexos, a algebra de
quatérnios reais e os numeros de Cayley normalmente aparecem no mesmo contexto. Por exemplo,
essas quatro algebras sio as tinicas algebras de divisdo alternativas de dimenséao finita sobre o corpo
dos numeros reais. Foi G. Frobenius quem, em 1877, provou que R, C e H(R) sdo as unicas algebras de
divisdo associativas de dimensao finita sobre R. A extensao deste teorema para algebras alternativas

é um resultado de R. H. Bruck e E. Kleinfeld.

2.1.1 Quatérnios Generalizados e Algebras de Cayley-Dickson

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2. Seja A uma algebra de dimenséo finita n sobre
F com o elemento unidade 1. Suponha que A tem uma involucdo a — a tal que a+a € F1 e aa =
aa € F'1 para todo a € A em que F1={el; € € F}. Dado qualquer a € F, a # 0, e uma indeterminada
¢, noés construimos uma algebra B, denotado por (A, @) de dimensé&o 2n sobre F. Os elementos de B

sao expressoes formais da forma a +b¢,a,b € A. Adigao e multiplicacdo sdo definidas por,

A) (a+bl)+(c+dl)=(a+c)+(b+d)Y;

M) (a+b0)(c+dl)=(ac+(a)db)+(da+cd)l.

Observe que pela definicdo (M), ¢2 =(0+10)(0+1¢) = a.

Se x =a+bl, a funcdo x — X = a — bl define uma involucéo de B tal que x+ X e xx € F1 para

qualquer xe B. Sex=a+bf e b=c+d/¢, nés temos

[x,2,y] = (xx)y—x(xy)=[(a+b0)-(a+bOl(c+dl0)—(a+bO)(a+bl)-(c+dl)]
= [(aa+abb)+(ba+ba)ll(c+dl)—(a+bO)(ac+adb)+(da+bc)/]
= {(aa+abb)c+ad(ba +ba) +[d(aa + abb) +(ba + ba)cll}

~ {alac+adb)+a(da + b +[(da +bO)a + blac + adb)le)

= {la,a,c]l-alc,b,bl-ala,d,bl} +{-[d,a,al + alb,b,d] +[b,¢,al}/

Aqui nés usamos a centralidade de a +a e bb e o fato de que b e b comutam, pois b + b é central.

Além do mais, a centralidade de b + b implica que [c,g,b] =[c,(b+b)-b,b]=—[c,b,b]. Usando essa
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ideia, nés podemos reescrever 2.18 como

[x,x,y]={la,a,c]l+ alc,b,b]l—ala,d,bl} +{[d,a,al+[b,c,a]l — alb,b,d]}¥. (2.18)

Proposicao 2.17 Se A é uma dlgebra com 1 sobre um corpo F e a € F,a # 0, entdo (A,a) é uma

dlgebra alternativa se, e somente se, A é uma dlgebra associativa.

Demonstraciao: Suponha que B seja uma algebra alternativa. Entao A também é alternativa,
e pela identidade 2.18,
0=I[x,x,yl=—ala,d,bl+1[b,c,all

para quaisquer a,b,c,d. Segue entdo que A é associativa. Por outro lado, a associatividade de

A implica que [x,x,y] =0 e, similarmente, que [x,y,y] =0. Logo B é alternativa.

Construcao dos complexos através dos reais

Consideremos F' = A =R, a fun¢io identidade é uma involucéo em A, denotaremos a indetermi-
nada porie a=—1.

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(@a+bi)c+di)=(ac+(-1)db)+(da+bc)i = (ac — bd) + (ad + be)i

Agora temos a algebra dos complexos C que tem dimenséao 2 sobre R.

Construcao dos quatérnios através dos complexos

Consideremos F' =R, A = C. A conjugacao usual dos complexos é uma involucdo em A. A

indeterminada / =je a=—1.

(a+bj)+(c+dj)=(a+c)+(b+d)j, onde a,beC

(@+bj)c+dj)=(ac+(~1)db) +(da + bT);.

Agora temos a algebra dos quatérnios H que tem dimenséo 4 sobre R. Definimos H como sendo o
conjunto dos quatérnios da forma w = x1 +x21 +x3] + x4k, em que 1 <m < 4. Agora teremos a algebra

dos quatérnios H que tem dimenséao 4 sobre R.
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Construcao dos octonios através dos quatérnios

Consideremos F =R, A = H. A conjugacdo usual dos quatérnios é uma involucio em A. A

indeterminada ¢ e a = —1.

(a+bl)+(c+dl)=(a+c)+(b+d)¢, onde a,beH

(a+bl)(c+dl)=(ac—db)+(da+be)l.

Agora temos a algebra dos octonios 6 que tem dimenséo 8 sobre R. Chamemos a =ai+agi +

a3j+a4k eb:b1+b2i+b3j+b4k e temos

w:a+b€:a1+a2i+a3j+a4k+b1€+b2i€+b3j€+b4k€

=aj1+age; +tagegt+aqesg+ b164 + bge5 + b3e6 + b4e7

Pela proposicédo 2.15 temos que € € alternativa, ja que H(R) é associativa. Entretanto 6 nao é

associativa pois (i - j)kl =—¢ e i(j-k¢) = ¢, pela tabela de multiplicacdo do Exemplo 1.8
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CAPITULO 3

Algebras Alternativas Semissimples

Nesse capitulo, nosso objetivo é mostrar que toda algebra alternativa semissimples, de dimenséo
finita, é escrita como soma direta de algebras simples. Para tanto, apresentaremos conceitos de
elemento e algebra nilpotente, radical e estudaremos a decomposicao de Peirce para uma algebra

alternativa.

Como indicado anteriormente, uma algebra alternativa U sobre um corpo F' é uma algebra na
qual valem

xzy =x(xy), yx2 = (yx)x para quaisquer x,y € U.

As equacoes a esquerda e a direita sdo conhecidas, respectivamente, como as leis alternativas

da esquerda e da direita. Em termos dos associadores, as leis alternativas sdo equivalentes a
[x,x,y]=[y,x,x] =0 para quaisquer x,y € U.
Ja, em termos das translacoes a esquerda e a direita, as leis alternativas sao equivalentes a
L2=L,2eR,>=R,? paratodoxeU. (3.1)
O fato que o associador, uma funcéo alternada, é equivalente a

R.Ry—Ryy =Ly —LyL,=L,R,—R,L, (3.2)

=L,L,~Ly,=R,L,~L.R,=R,.—R,R,

para quaisquer x,y € U.
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Vimos que, em uma algebra alternativa, vale a identidade de Moufang a direita y(xax) = ((yx)a)x

que em termos dos associadores é equivalente a

(yaxa’x): _(y’xaa)x (33)

para qualquer x,y,a € U, pois

(v,xa,x) =[y(xa)lx — y(xax) = [y(xa)lx — [(yx)alx = —(y,x,a)x.

A forma linearizada de 3.3 é

(v,xa,z)+(y,za,x) = —(y,x,a)z — (y,z,a)x (3.4)

para todos x,y,z,a € U.

Pelo Teorema de Artin, uma algebra alternativa é diassociativa, isto é, a subalgebra gerada por
quaisquer dois elementos é associativa. Consequentemente, uma algebra alternativa de poténcias

associativas, isto é, a subalgebra F[x] é associativa, para todo elemento x.

Definicao 3.1 Um elemento x em uma dlgebra U associativa nas poténcias é chamado nilpotente se
existir um inteiro positivo r tal que x" = 0. Uma dlgebra (ideal) consistindo somente de elementos

nilpotentes é chamado uma nildlgebra (nilideal).

Definicao 3.2 Uma dlgebra U é dita nilpotente se existir um inteiro positivo t, tal que qualquer

produto (ndo necessariamente associativo) z12s...2s, de t elementos de U é nulo.

Dada uma algebra U, M(U) é a algebra associativa gerada pelas multiplicacdes a direita e a
esquerda de U. Se B < U, denotamos por B* a subalgebra de M(U) gerada pelas multiplicacoes
dadas por elementos de B. E sabido que um ideal B de uma dlgebra U é nilpotente se, e somente se,

a subalgebra B* é nilpotente.

O proximo teorema, cuja a demonstracdo pode ser encontrada em [5] diz que, em dimensao

finita, os conceitos de nilalgebra e algebra nilpotente coincidem para algebras alternativas.

Teorema 3.3 Qualquer nildlgebra alternativa U, de dimensdo finita sobre F é nilpotente.
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3.1 A decomposicao de Peirce

Seja U uma algebra alternativa sobre um corpo F, de dimensio finita. Entdo U possui um

(Gnico) nilideal maximal R. Tal ideal R é chamado radical de U.
Definicao 3.4 A digebra U é semissimples se R = 0.
Definicio 3.5 Um elemento e de uma dlgebra U é chamado idempotente se e? = e # 0.

Proposicao 3.6 Qualquer dlgebra U de dimensdo finita e associativa nas poténcias, que ndo é uma

nildlgebra, contém um idempotente, e # 0.

Demonstracdo: Usaremos nessa demonstracdo que esse resultado ja é verdadeiro para al-
gebras associativas. Seja U uma algebra que contém um elemento x que nao é nilpotente. A
subalgebra F[x] de U é uma algebra associativa de dimenséao finita que nao é uma nilalgebra.

Entao F[x] contém um idempotente e(# 0), portanto U também o contém.
|

Suponha que e € U seja um idempotente. Pelas identidades alternativas, temos (L,)? = L, =
L., (R, =R .2 = R, e pela identidade flexivel LR, = R.L,. Portanto L, e R, sdo operadores idem-
potentes de U que comutam, isto é, R,,L, sao projecoes lineares que comutam. Entéao, segue que U

é a soma direta de espacos vetoriais
U=Uj1oUpe Uy & Uy, (3.5)
onde U;; (i,j = 0,1) é um subespaco de U definido por
Uij={x;jlex;j = ix;;, x;;e = jx;;} i,j =0, 1.

Assim como no caso de algebras associativas, a decomposi¢io de qualquer elemento x em U de acordo

com a decomposicao de Peirce 3.5 é

x =exe+(ex —exe)+ (xe —exe)+(x —ex —xe + exe)
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Segue da definicdo de U;; que,

e(xijyr) = —le,xij, yril+ (exij)yri
=Ixij,e,yril+(ex;;)yr;
=(x;j€)yrr — xij(eYr1) +ixij YR
= JXij¥rl — RXijYR1 +1%ij Y1

=@ +j—R)X;ijyr1

e, similarmente (x;;yr;)e = (B +1 — j)x;;yr1, entdo U;;jU;p S Usp,i,j,k=0,1e U;;U;; <Uj;,1,7 =0,1.
Em particular, U11 e Uyy sdo subalgebras de U. E também x11y99 = (ex11€) yoo = elx11(eyop)] =0
pela identidade de Moufang a esquerda, e similarmente ygpx11 = 0. Entao U1 e Uy séo subalgebras
ortogonais de U. E também U1gUy; € U1, Up1U19 S Ugo. As propriedades UigU19 € Up1,Up1Up1 <

U1 sdo mais fracas do que no caso associativo, onde se sabe que U1oU19 = Ug1Up1 =0.

Idempotentes e1,...,e; em uma algebra U s&o dois a dois ortogonais se e;e; = 0 para i # j. Note
que qualquer soma e = e; +--- + e; de idempotentes dois a dois ortogonais (¢ = 1) também é um
idempotente pois ee =(e1+:--+e)e1+---+ey) = e% +-~~+e? =eq1+---+e;=e. Além disso, ee; =e;e =
e; (1=1,...,t). Em uma algebra alternativa tem-se que [x,e;,e;] = 0, para idempotentes ortogonais

ei,...,es, de fato, se i = j utilizamos a lei alternativa direita. Se i # j, entéo

[x,e;,ej]l=(xe;)e;—x(e;e;)=(xe;)e;= (xei)e§ =((xe;)ejlej—(x(ejej)e; =Ix,e;,ejle;

=—lx,ej,eilej = —((xej)e; —x(eje;))e; = —((xe;)eiej = —x(eje;e;) = 0.

pelaidentidade de Moufang a direita. Pela multilinearidade do associador temos também [x,e;,e] =0
para e =e1+eg+---+e;. Considerando o conjunto eq,...,e; de idempotentes dois a dois ortogonais
da algebra alternativa U, obtemos uma decomposi¢do de Peirce mais refinada da que foi dada ante-

riormente, escrevendo o espaco vetorial U como a soma direta
U= Z Uij, (3.6)
em que, parai,j=0,1,...,¢
Uij={xijlerxij =0p;x;j, xijer =0,px;; parak =1,...,t} (3.7

onde 6,5 é o delta de Kronecker. E imediato que cada U; j € um subespaco vetorial de U. Vamos
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provar a unicidade da soma

x= X1, Xk € Up.

t
k,1=0
Parai,j=1,...,t, nés temos
t t t
ejxe;= Z eiXpjej=Xijeeix= Z =eixkl=leﬂ.
=0

k,1=0 k,1=0

Entao

¢ t ¢
e;xe = inl Z ep = inl
=0 k=1 =1

e e;x—e;xe=x;0, onde e =eq +---+e;. Similarmente, xe; —exe; = xo; para j =1,...,¢. Finalmente,

t t t
X00=X— Y Xij— Y Xio— ) X0j
-1 j=1

ij=1 i

1,j=1 i

t t
=x- Z e;jxej— Zl(eix—eixe)—
= J

t
(xe; —exe;)
=1

=x—exe—(ex—exe)—(xe—exe)=x—ex—xe+exe.

Mas estes x;; estdo em U;; (i,j =0,1...,%), entdo x € U é expressado unicamente da forma x =

Y x;j, x;; €U;;, e U a soma direta de espacos vetoriais 3.6. A expressao

¢
x= Z Xij
1,j=0
¢ t ¢
= Z eixej+Z(eix—eixe)+ Z(xej—exej)+(x—ex—xe+exe).
i,j=0 i=0 j=0

é um refinamento da decomposicido de x relativo a apenas um idempotente e.

Teorema 3.7 (Propriedades da Decomposicao de Peirce para algebras alternativas)

UijUjr <Up, (i,j,k=0,1,...,1) (3.8)
UijUijEUji,(i,j=0,l,...,t) 3.9)
UijUp =0, j £k, (0,)) #(k,1) G,j,k,1=0,1,...,1) (3.10)
x?j:Opara todo x;; €U;; (i # J) (3.11)
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implicando

Xijyij = —Yij%ij, para todos x;j,y;j € U;j (i # )

(xij,¥jk,2ri) =0 se (i,7,k) # (i,1,1), para todos x;; € Ujj,yjr € Ujp,2p; € Up;
(xii,¥ij2ji,tii) =0 se i # j, para todos x;;,t;; € Uj;,vij €U;j,2i €Uji
(xi;5i)2ij = (yijzijdxij = (zi%i7)yij se t £ ],V xij,¥ij,2ij € Ujj

xij(yijzj;) = (ij2)yan) = 2jj(xijyi) se i # J, ¥ xij, i € Uijs2jj € Ujj
e, reciprocamente

%ij(2i;yi) = (2iixij)yi; = (x5, yi)zii se 1 # ],V xij,¥ij € Uij; 24 € Uy

[xj;,tjj1(yijzi)=0se i #jV xjj,t;;€Ujjsvij,2ij € Uij
e, reciprocamente,

(yijzijlxii,tiil=0se i # j,¥ xii,ti; € Uiis vij,2ij € Ui
t
-1

(xi;0)™ = (xj0;)™ " ) xijain

k=0

1 v 1
(i j0)™ = (xja;;)" " ) xijajp + (i) ja i)™ " se i # j

k=0

ei(xija)mei = (xijaji)m (1,7=0,1,...,¢).

(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Demonstracao: Os procedimentos sdo analogos para todas as propriedades, portanto omitire-

mos algumas demonstracdes. Primeiramente vamos mostrar 3.8, U;;Uj, € U;;, (i,7,k=0,...,1).
Seja ze U;;Ujy, isto é, z = x;;y. Calculemos e;z e e;2z
erz = eixjjyr) = —(er,xij,yie) +(e1xij)yjr = (xij,er,¥jr) + 61i%ijyjk
(xije)yjr —xijle1yjr) + 01i%ijyjn = 0 j1xij¥jr — 01j%Xij¥jk +01i%XijY jk
= 0uxijyjr = 01i2;
ze; = (xijyjrler =(xij,yjr,e)) +x;j(yjrer) = —(xij,er,yr) +Opixijyjr
= xij(eryjr) —(xije)yjn + Orixijyjr = 61j%ijyjk — 0 j1xijYjk + OriXijyjk
= Onixijyjr =0pi2
Portanto, z € U;p.
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Agora, verificaremos 3.10, U;jUy; =0 j#k, (i,j) # (k1) (i,j,k,1=0,1,...,t). Sejam x;; € U;;
e Yk € Up;. Basta mostrar que x;;jyz; = 0. Devemos considerar 3 casos: (i) [,k #0, [ #k, [ #].

Pela identidade 3.4, temos:

(v,xa,z)+(y,za,x) = —(y,x,a)z — (y,z,a)x. (3.23)

Expandindo os associadores da equacéo (3.23):

(y(xa))z — y((xa)z) + (y(za))x — y((za)x) = (y(xa) — (yx)a)z + (y(za) — (yz)a)x
= (y(xa))z — (yx)a)z + (y(za))x — (yz)a)x

= y((xa)z) + y((za)x) = (yx)a)z + ((yz)a)x. (3.24)

Fazendo em (3.24) as seguintes substituicdes: y = x;;,x = e;,a = y; e 2 = e; obtemos:

xij(eryrier) +xijleryrier) = (xijer)yri)er +((x;je)yrider . (3.25)
) @ @) @)

1. xij(eryrier) = xijleryri)e; = xij(Orryrier) = X; j(Orr011Yr1) = Xij Vi,

2. xij(eryrier) = xij(eiyr)er = xij(01ryrier) = 0,

3. ((x;jer)yr)er = (0 jpxijyri)e; =0,

4. ((x;jep)yri)er =(6j1xi5yr1)er =0

portanto x;;yz; = 0.

(i)l #k, [ =j. A expressao (3.25) se reduz a:

XijYrj = Ouxijyr)er = (xijyrjer = (Xij, Yrj,er) + xij(yrjer)
=(Yrj,er,Xij) +0jnxij Vi1 = (Yrj, €k, %ij)
=(yrjer)xij— yrjlerx;j) =6 jryrjxij — Oriyrjxij =0,

pois 6z =0, ja que j # k. Também 6; = 0, pois como / = j, devemos ter, necessariamente, i # &,

pois (i,7) # (k,1). (iii) [ = k.
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(a) j#1
xijyu +xijyi =0=x;;y; =0, pela caracteristica de [ ser diferente de 2.

Agora verificaremos 3.11, x?j =0 Vx;;e€U;; G #}J). Por 3.9, x?j € Uj;. Como i # j, temos que

i #0ou j#0. Sei #0, entao:

2 _ .2
x;; =7 = (i xi)e; = xij(xijei) = x(0 jixij) = 0.

Esta é a prova de 3.12, a forma linearizada de 3.11, x;;y;; = —y;jx;; Vxij,yij € Uij (i #J).
0= (i +vi)2 = %2+ 205191+ yi %11 + v e e e s
= xl]+ylj) _xij+xl]ylj+yljxlj+yij:>xl]yl]+yljxlj_O
= XijYij = = Yij%ij-

A prova de 3.13 é dada por (x;;,y,r,2ri) =0 se (i,7,k) #(i,1,i) Vx;;€U;j,yjr € Ujp,2p; € Up,i.
(Xij,Yjk>2ki) = —(Vjk, Xij,2ki) = —(YjrXij)zri + Vie(xij2zR).

Note que, se k # i, entdo y;rx;; =0. Se k = i, devemos ter i # j, logo yjzrx;; = y;ixij € Uj;. Assim,
Yjr¥xij = wjj, para algum w;; € U;;. Entéo, (ypx;;)zr; = wjjzr; =0, poisi #je j£Ak. Se j#k,
entdo x;;2;; = 0. Se j = k ambos devem ser diferentes de 7, logo x;jzr; = x;jz;; € U;; e xjj2p; = wi;.
Portanto, YirWwi; = yjjwi; = 0.

A préxima demonstracdo é de 3.14, (x;;,y;;2);,tii) =0sei #j, V x;,t;; €U;;, yijeUj, zj €

Uji.
(xii,yijzjirtii) = (i (yijzjiNtii — xii((yijzji)tii)
= (—(xii, ¥ij,2ji) + (x5 )2 it — x::((Yij, 2ji tii) + yij(2jitii).
Temos, (x;,yij,2;i) =0 e (yij,2;i,tii) = 0, logo:
(xii,yij2ji,tii) = (i3 yi )20t — xii(yij(2itii)

=(xi;yij,2ji>tii) + (i Yi 02 itii) + (%ii, yij, 2jitii) — (i yij)(2it i)

=(wij,zji,tii) + (xii, yij,u ;) = 0.

Usamos que: x;;y;; € U;j, logo x;;y;; =w;; e zj;t;; €Uj;, logo z;t;; = uji, de acordo com 3.10.
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Por 3.16 os dois associadores no final da igualdade acima sao iguais a zero. A demonstracao

seguinte é de 3.15, (x;;y;,)z;; = (y;;2i)%ij = (2;;%;;)yij se 1 # J, ¥V x;;,¥i;,2ij € Ujj.

(xijyij)zij = (xij,yij,2i7) + % j(yijzij) = —(xij,2i5,Yij) + %ij(yijzij)
=xij(2i;5i7) — (xi;2i)yi; + % j(yijzij)
—xij(yijzij) + (2ijxi)yij + % (¥ijziz)

= (xjyij)2ij = (2ij%ij)ij-
Analogamente, (xijyij)zij = (yijzij)xij.

t
Vamos demonstrar, (x;;a)™ = (x;;a;;)" 1 Z x;ia;r. A prova é feita por inducdo em m. Para
k=0
m=1: x;;a=x; iniaik, pois x;;a; =0, se i # j. Supondo que é valido para m, calculamos:
J-k

(x;;0)™ L = (i50)™ (x550) = (xi5@3)™ (

t
> xiiaik)(xiia)

k=0

(xija;p)(x;;a)

t
m-—1
=(x;;a;;)

k=0

t t
= (i)™ (Z(xiiaik) (xiiaij))
k=0 =0

Jj=

t t
= (i) (Z Z(xiiaik)(xiiaij))
£=0=0

t ¢
-1
= (@)™ Y (@) xiiaq;) = (xai)™ ) (xiaq;).
J=0 J=0
No desenvolvimento acima usamos que:

xiia;p € Uip, e xjai5 € Ujj = (xjia)(xiia;;) = 0

se k # i, portanto o somatério em £ se anula para todo % # i, ficando apenas o termo x;;a;;.

3.2 O Radical e as Algebras Semissimples

Definicao 3.8 Um elemento z de uma dlgebra alternativa U é chamado propriamente nilpotente (em

U) se o elemento za é nilpotente, para todo a € U.

Observe que z é propriamente nilpotente se, e somente se, az for nilpotente para todo a € U.
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De fato, (az)™*! = a(za)™z, pois U é diassociativa, pelo Teorema de Artin (2.12). Além disso, se z é

2

propriamente nilpotente entiao z é nilpotente, uma vez que z“ é nilpotente.

Relembre que o radical de uma algebra é o seu tnico nilideal maximal. Mostraremos que o
radical R de qualquer algebra alternativa de dimenséo finita U é o conjunto B de todos os elementos
propriamente nilpotentes de U. De fato temos R < B, ja que z em R implica que za esta em R para
todo @ em U. A prova para o caso associativo é simples e pode ser encontrada em [5]. A generalizacéo
desse resultado para algebras alternativas foi feita por Zorn e requer propriedades da decomposigao

de Peirce.

Definicao 3.9 Seja U uma dlgebra com elemento unidade 1. Um elemento x € U é inversivel se

1

existir x 1 e U tal que xx~ 1 =x"1x = 1. O elemento x~! é chamado inverso de x.

O inverso de um elemento x, em uma élgebra alternativa é unico, além disso [x,x~1,y]=0. Uma
algebra alternativa com elemento 1 é uma algebra com diviséo se para cada x € U com x # 0 existir

x~1 € U. Em uma algebra alternativa com diviséo, as equacdes ax = b e ya = b tém tnicas solugdes.

Lema 3.10 Seja U uma dlgebra alternativa de dimensdo finita sobre F com o elemento 1. Suponha
que 1 seja o tinico idempotente em U. Entdo, todo elemento z € U ou possui inverso 2zt € U ou é

propriamente nilpotente. O conjunto B de elementos propriamente nilpotentes de U é ideal de U.

Demonstracao: Suponha que z nao seja nilpotente. Considere a subalgebra gerada por z, F[z].
Como U é alternativa entdo F[z] é associativa e portanto possui um idempotente. Como, por

hipétese, 1 é o inico idempotente de U, temos que 1 € F[z]. Desse modo,

1 = aiz+agz’+--+a,z"€Flz]

(a1 +agz+-+a,z" 1)z

eassim y=aj+asz+---+a,2" €U étal que yz = 1. Portanto, z possui inverso em U.

Resta mostrar que o conjunto dos elementos propriamente nilpotentes de U é um ideal de U.
Seja z um elemento nilpotente. Vamos mostrar que z é propriamente nilpotente. Suponha a € U
com za néo nilpotente. Entédo (za) possui inverso (za)™!. Seja m tal que z™ =0, mas 2™~ 1 #0.
Entao

0#2" ="M (za)za) 1= [2"Hza)l(za) ! = (2" a)(za) " =0,

o que é uma contradicao. Logo (za) é nilpotente e, assim, z é propriamente nilpotente.
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Seja z € 948, o conjunto dos elementos propriamente nilpotentes de U. Para todo a € U, temos
que za e az séo nilpotentes e, portanto, sdo propriamente nilpotentes, logo za e az € %4. Resta
mostrar que % é um subespaco de U. E facil ver que az € 4 para todo a € F e para todo z € 4.
Sejam z,2' € B. Se (z +2') ¢ 9B, entdo existe y € U tal que (z +2')y = 1. Observe que como zy é

nilpotente (digamos (zy)™ =0 e (zy)™ ! #0) temos que
1-zy)A+zy+ (zy)2 +-o 4 (zy)m_l) =1-(y)"=1.

Assim z'y = 1 —zy possui inverso. Mas, z’'y também é nilpotente, ja que z’' € %, o que é uma

contradicdo. Logo z + z’' € 4 e, portanto, 28 é um ideal de U.

Definicao 3.11 Dois idempotentes u e v em uma dlgebra U sdo ditos ortogonais se uv =vu =0. Os

idempotentes e1,...,e; € U sdo dois a dois ortogonais se, para i # j, e; e e; sdo ortogonais.

Definicao 3.12 Um idempotente e em uma dlgebra U é chamado primitivo se ndo existem idempo-

tentes ortogonais u,v em U tais que e = u +v.

Em uma algebra de dimenséo finita U, qualquer idempotente e pode ser escrito como uma soma
e=eq1+---+e;, de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais e; (¢ = 1 caso e seja primitivo). Se
e nao for primitivo, nés temos e = u + v e, continuando se u ou v néo é primitivo, nés teremos e =
ui+---+u,, onde os idempotentes dois a dois ortogonais u1,...,u, geram um subespaco de dimenséo
r de U. Visto que idempotentes dois a dois ortogonais séo linearmente independentes, o processo

termina com idempotentes dois a dois ortogonais e1,...,e; pois U tem dimensao finita.

Definicao 3.13 Um idempotente e em uma dlgebra U é chamado de idempotente principal se ndo

existir idempotente u em U que é ortogonal a e (u? =u #0,ue = eu = 0).

Teorema 3.14 Seja U uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo e € U é um idempotente principal se,

e somente se, a subdlgebra Uy na decomposicdo de Peirce relativa a e é uma nildlgebra.

Demonstraciao: Se u € U é um idempotente ortogonal a e, entédo u € Uyg. Reciprocamente, se
Upo ndo é uma nilalgebra, como Uyg tem dimenséo finita e é alternativa, entdao Uyy possui um

idempotente u. Tal idempotente é ortogonal a e.
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Teorema 3.15 Toda dlgebra alternativa U de dimensdo finita que ndo é uma nildlgebra possui um

idempotente principal.

Demonstracao: Se e € U é um idempotente que néo € principal entéo existe u € Uy, idempo-

tente e ortogonal a e. Seja e’ = e + u idempotente entéo U1y . S U11,. pois para x11 € Ur1,
e'xu =(e+ u)x11 =ex11tuxii =exi1 =x11

xue’ = x11(e +u)= xX11€et+uxi1 =x11€ = x11

2 2

Observe que u € Uy1 s pois ue’ = u(e+u) =ue+u?=u?=uee'u =(e+wu =eu+u?=u%=u. Como
u ¢ U1, temos dimU11, <dimUyy .. Como U tem dimensao finita, o processo para, fornecendo

um idempotente principal.

Se u é um idempotente em uma algebra alternativa de dimenséo finita U, entfo existem idem-
potentes primitivos dois a dois ortogonais eq,...,e,,...,e; (1 <r<t)tais que u =e;+---+e,, enquanto

e=e1+---+e; € um idempotente principal em U.

Seja U uma algebra alternativa de dimenséo finita sobre um corpo F. Queremos mostrar que o

radical de U é o conjunto B dos elementos propriamente nilpotentes.

Considere ej,...,e; idempotentes primitivos dois a dois ortogonais tais que e = e +---+e; seja
um idempotente principal. Seja U =} U;; a decomposicdo de Peirce em relacdo ao idempotente e.

Observe que Uyy é uma nilalgebra que, e; o elemento unidade de Uj; e seja
Uij ={xij ; epxij = 6irxij e xijep = 6 jpxij}
Suponha que u € U;; seja um idempotente tal que u # e;. Note que

2

u(e;j—u)=ue;—u“"=u—-u=0

2

(e;—wu=e;u—u“=u—-u=0

(e;—u)e;—u)= 2 —e;u—ue;+ u?
15

=e;—u—-utu=e;—u
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Desse modo, e; = u +(e; —u) é uma decomposicdo de e; em soma de dois idempotentes ortogonais, o
que é um absurdo. Entao, o inico idempotente da subalgebra U;; é a unidade e;. Podemos aplicar
o Lema 3.10 para cada subalgebra U;;. Seja x;; um elemento propriamente nilpotente em U;;. Por

3.20 x;; é propriamente nilpotente em U. Para i,j =0,1,...,¢, seja
G;j=1{s;j€U;; | todos os elementos de s;;U;; sio nilpotentes},

e note que

G;j=1{s;j€U;; | todos os elementos de U;;s;; sio nilpotentes}.

Lema 3.16 Nas condicées acima, cada G;; (i,j=0,1,...,t) é um subespacode U, e G;; < B, o conjunto

de elementos propriamente nilpotentes de U.

Demonstragdo: Como Uy é uma nilalgebra, entdo Goo = Ugo S B. Também temos Go; =
{soj € Up; | todos os elementos so;U o sdo nilpotentes}. Mas Uy;Uqy; < Ugo que é uma nilalgebra.

Portanto, Go; = Up;. Se xo; € Uy;, para todo a € U por 3.21

t
-1 -1
(xo;@)™ = (xoja0)™ " ) xoja i + (xoja0)(xoja o)™ ",
£=0

logo xpja é nilpotente e, assim, xo; € B entdo Uy; < B. Note que Gjo = {s;0 € Ujo |
todos os elementos s;oU;o sdo nilpotentes} e

t
-1 1
(xioa)™ = (xi0ai0)™ " ) xioaor + (Xioaio)(xioao:)™

k=0

t
2 2
= x;0(a0ixi0)™ “a0i ) xioaor + (Xioaio)xiolaoixio)™ “ao;
k=0

Assim temos que x;oa é nilpotente para todo a € U, donde G;o = U;o < B. Resta considerar G;;
comi#0ej#0. Sejams;;e s'ij €G;j, com s;ja i, Slijaji € U;; pertencentes ao ideal de elementos
nilpotentes da subalgebra U;;. Logo (as;; + ﬁs’ij) aj; é nilpotente para todos a,f € F. Portanto,
as;;+ ,Bs’ij € G;j, donde temos que G;; é um subespaco de U. De 3.20 e 3.21 temos que G,; é

formado por elementos propriamente nilpotentes.

Teorema 3.17 (Zorn) O radical R de qualquer dlgebra alternativa U de dimensdo finita é o con-

junto B de todos os propriamente nilpotentes de U.
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Demonstragido: Vamos considerar G =} G;;. Denote B o subespaco gerado por B. Temos que

G < B. Vamos mostrar que G =B é um ideal de U.

1. Suponha que exista x € B com x ¢ G =Y G;;. Entdo x =} x;;, x;; € U;; com pelo menos um
xij ¢ Gij. Pela demonstracdo do lema anterior, i # 0 e j # 0 para esse elemento x;; especi-

fico.

2. Se i =j,o0elemento x;; € U;; ndo sendo nilpotente, possui um inverso b j; € U;; com respeito

aunidade ejde Ujj e bjjx;j =e;.

3. Sei#jex;;¢G,;; entdo existe c;j € U;; tal que cj;x;; € Uj; ndo é nilpotente. Logo existe
djj € Ujj tal que djj(Cjixij) =e; por 3.13 temos (djij-i)xij = e; entao bjixij =e; com bji =

dijji € Uji.
Logo, a equacdo bj;x;j =e; valese i = j e se i # j. Utilizando a equacéo 3.22 temos
ej(bjix)"e;=(bjixi;)! =ej#0

. Logo o elemento (b;;)x nédo é nilpotente e portanto x ¢ B, o que é uma contradicéo logo B
G e como G é um subespaco, B c G e assim G = B. Vamos mostrar que G é um ideal de U.

Primeiramente verificaremos que

GijUjk cGix, 1,J,k=0,1,...,¢ (3.26)

GijUijEGji,i#j,i,j:(),l,...,t (3.27)

Para 3.26, consideremos primeiro o caso i = k. Se s;; € G;j, entdo todos os elementos de
s;;Uj; sdo nilpotentes, logo s;;U;; < G;; que é o ideal de elementos nilpotentes de U;;. Logo

G,jU;; =G;;. Agora, se i # k, entdo por 3.13
(Gi;Ujp)Ur; = Gij(UpUr) € GUj <Gy

Entdo s;,U;; consiste de elementos nilpotentes para os quais x;; € G;;jU;r < U;,. Portanto
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G;;Uj, <Gjp. Para 3.27 temos que, por 3.15
(GijU)U;; =U;jU;j)GijcUjiGij cGjj

j& que Uj;;G;; sdo elementos nilpotentes de U;;. Assim G;;U;; < Gj;. Assim GU =
XGi)XUr)=2GijUjr+3¥;4;GijU;j <G e, portanto G é um ideal a direita de U. De maneira
similar prova-se que G é um ideal & esquerda de U. Portanto G = B é um ideal de U. Resta agora
mostrar que B é o radical R de U. Como B é o conjunto de todos os elementos (propriamente) nil-
potentes de U, claramente R c B. Vamos mostrar que B c R. Para isso, observemos que o ideal B
néo depende da escolha dos idempotentes da decomposicdo de Peirce. Assuma entéo B ndo seja
um nilideal. Como B tem dimenséo finita, entéo existe u € B idempotente. Considere os idempo-
tentes primitivos dois a dois ortogonais eq,...,e,...,e; em U tais que u = e +--- + e, enquanto
e=ej1+---+e,+---+e; é um idempotente principal. Entdou =e;+---+e, eEB=G-= > G;; implica
que e € G11 é nilpotente, o que é uma contradicéo. Logo, todo elemento de B é nilpotente. Assim

B<R.DeRcBcBCR temos B=R.

Corolario 3.18 Seja e um idempotente em uma dlgebra alternativa U de dimensdo finita com radi-
cal R. Seja U =Upgd Uy @ U190 U1 a decomposicdo de Peirce em relacdo a e. Entdo, o radical de

Ui;éRnU;; (i=0,1).

Demonstraciao: Como U;; é uma subéalgebra alternativa de dimenséo finita, seu radical R; é
formado pelos elementos propriamente nilpotentes de U;;. Por 3.20 os elementos propriamente
nilpotentes em U;; também s&o propriamente nilpotentes em U. Logo R; < R nU;;. Reciproca-

mente, se x;; € U;; é propriamente nilpotente em U, entao x;; e RNU;; e assim RnNU;; €R;.

Corolario 3.19 Seja e um idempotente principal em uma dlgebra alternativa U de dimensdo finita
esejaU=Uj10U00Up1 ®@Uy a decomposicao de Peirce de U relativa a e. Entdo Uig+Up1 +Uyg estd

contido no radical R de U.

Demonstracao: Usando a notacdo da demonstracdo do Teorema 3.17 temos Ujg =

Zle Gio,Up1 = Z;’:l Goj,Uoo = Goo. Cada um desses subespacos estd contido em B=R.
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Teorema 3.20 Toda dlgebra alternativa semissimples de dimensdo finita com U # 0 possui um ele-

mento identidade 1.

Demonstracao: Uma vez que U nédo é uma nildlgebra, U possui um idempotente principal e.
SejaU =Uj10U90Up1 @ Uy a decomposicéo de Peirce relativa a e. Temos que U9+ Upy +Upg S

R =0,donde U =U71 =eUe, ou seja e = 1. Entéo e é elemento identidade de U.

Corolario 3.21 Toda dlgebra alternativa simples de dimensao finita tem um elemento unidade 1. O

centro Z de U é um corpo, e U é uma dlgebra alternativa simples central de dimensdo finita sobre Z.

Corolario 3.22 Seja U uma dlgebra alternativa semissimples de dimensdo finita. Entdo, todo ideal

de U é semissimples.

Demonstracao: Seja B um ideal de U. Queremos mostrar que o radical do ideal B, Rp é
trivial. Pelo Teorema de Zorn, Rg é formado pelos elementos propriamente nilpotentes de B.
Seja z € Rg. Como B é um ideal, aza € B para todo a € U, donde z(aza) = (za)? é nilpotente.
Assim za é nilpotente para todo a € U, o que implica que z é propriamente nilpotente em U.

Como U é semissimples, z =0 e assim Rp = {0}.

Corolario 3.23 Seja U uma dlgebra alternativa semissimples de dimensdo finita com centro C. En-

tdo todo ideal ndo nulo B de U é da forma B =Ue, onde e é um idempotente central de U.

Demonstracao: Seja B #0 um ideal de U. Como B é semissimples e de dimenséo finita temos

2

que B possui um elemento unidade e. Claramente e é um idempotente pois e“ = e # 0. Vamos

mostrar que e é central. Para todos a,b € U temos que ea,ae e eb € B e vale

ae =e(ae) =(ea)e = ea,

(ae)b =(eae)b = ela(eb)] = a(ed),

onde na ultima linha usamos a identidade de Moufang a esquerda. Logo e associa e comuta com

todos os elementos de U. Portanto, e é central. Finalmente, como e é o elemento unidade de B
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temos B=eB <elU =Ue e, como B é um ideal eU =Ue < B. Logo B=Ule.

Teorema 3.24 [Zorn] Se uma dlgebra alternativa U # 0 de dimensdo finita é semissimples entdo

U=G19... 9G4, onde G; é um ideal simplesde U, (i =1,...,1).

Demonstracao: Suponha que U # 0 é uma algebra alternativa semissimples de dimensao fi-
nita. Vamos proceder por inducéo sobre n = dimU. Se dim U = 1, entao U é simples. Por hipétese
de inducéo suponha que qualquer algebra alternativa semissimples com dimens&o menor que n
é escrita como soma direta de ideais simples. Se U for simples, nada precisa ser demonstrado.

Suponha B # 0 um ideal préprio de U.

Pelo corolario anterior, B = Ue para algum idempotente central e. Como U tem elemento
unidade 1; seja e; = 1—e. Temos que e; é um idempotente (central) pois e% =(1-ef=1-e—
e+e?=e;. Defina B; =Ue; = e1U. Temos que B #0 é um ideal de U. Observemos que e
é o elemento unidade de B;. De fato, para todo y € B1,y = xeq para x € U. Entao e1y = ye; =
(xeq)e1 = xe% =xeq =Y. Agora, para todos y € B1 e w € B, temos que wy = (we)(e1y) = w(ee1)y =0
pois e,e sdo centrais e ee; = 0. Para todo x € U, temos que x = xe + (1 —e)x, o que implica que

U=B+B;.

Além disso, se x e BNB1, entdo x = ex = e(e1x) = (ee1)x =0x =0, donde U = Bo B;. Como
dim B < n, pela hipétese de inducéo temos que B e B sdo somas diretas de ideais simples. Como
BB =0, temos que os ideais de B e B; também sé&o ideais de U. Logo, U é soma direta de ideais

simples.

® UFU-FAMAT 41



Referéncias Bibliograficas

[1]

[2]
[3]

[4]

[5]

GOODAIRE, E. G., JESPERS, E. e MILIES, C. P. “Alternative Loop Rings”. Em: North
Holland - Mathematics Studies (1996).

JACOBSON, N. Basic Algebra I. 22 ed. Vol. 1. W. H. Freeman e Company, (1996).

MUNHOZ, M. “T'épicos de Algebras Alternativas”. Dissertacdo de Mestrado. USP - Sao
Carlos, 2007.

PERESI, L. A. “Algebras nao-associativas”. Em: Departamento de Matemadtica, Univer-

sidade de Sdo Paulo (Caixa Postal 66281, Sao Paulo-SP, Brazil, 05315-970).

SCHAFER, R. D. “An Introduction to Nonassociative Algebras”. Em: Department of
Mathematics Massachusetts Institute of Technology Cambridge, Massachusetts, Aca-

demic Press (1966) (citado nas paginas 26, 34).

® UFU-FAMAT 42



	Introdução
	Preliminares
	Álgebras Alternativas
	Os quatérnios reais e os números de Cayley
	Quatérnios Generalizados e Álgebras de Cayley-Dickson


	Álgebras Alternativas Semissimples
	A decomposição de Peirce
	O Radical e as Álgebras Semissimples

	Referências Bibliográficas

