Universidade Federal de Uberlandia
Faculdade de Matematica - FAMAT

Licenciatura em Matematica

Um breve estudo sobre a estabilidade e

controlabilidade de sistemas autonomos

Dhara Cristina de Freitas Lago Grande
Trabalho de Conclusao de Curso - Uberlandia, MG - 2023

Profa. Dra. Luciana Aparecida Alves

Orientadora



ii

DHARA CRISTINA DE FREITAS LAGO GRANDE

Um breve estudo sobre a estabilidade e

controlabilidade de sistemas autonomos

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
a Faculdade de Matematica da Universidade
Federal de Uberlandia como parte dos requi-
sitos para a obtenc¢ao do titulo de Licenciada
em Matematica.

Orientadora: Profa. Dra. Luciana Aparecida
Alves, UFU.

Este trabalho foi julgado adequado para a obtencao do titulo de licenciatura em

Matematica, sendo aprovado em sua forma final pela banca examinadora:
Profa. Dra. Luciana Aparecida Alves, UFU

Profa. Dra. Ligia Lais Fémina, UFU
Prof. Dr. Marcus Augusto Bronzi, UFU.

Uberlandia, 03 de margo de 2023.



Agradecimentos

Agradeco & minha mae e ao meu pai que sempre me ajudaram durante toda
minha vida escolar, me proporcionaram condi¢oes para ter um estudo de qualidade
e apoiaram as minhas decisoes académicas, em especial quando disse que cursaria

matematica.

Agradeco as minhas amigas e amigos que estiveram comigo durante todo esse
processo e me deram forcas para continuar. Agradego ao grupo “Minha outra ou-
tra familia” pelas experiéncias compartilhadas ao longo desse periodo. Em especial
agradeco a Alinne, Luiza, Dudu e Henrique que escutaram os meus choros e desa-
bafos, me consolaram, estiveram sempre ao meu lado e foram pecas fundamentais
para que eu encontrasse forcas de continuar. Obrigada pelo carinho e pela amizade

de voceés.

Agradeco aos meus amigos de faculdade, por terem me acompanhado nessa jor-
nada e terem feito parte do meu crescimento, tanto académico, quanto pessoal. Em
especial, agradeco ao Leonardo Silva, por ser um grande amigo e sempre ter pa-
ciéncia comigo e me ajudar em situagoes que eu me encontrava mais desesperada.
Agradeco a turma 91 por ter sido tao acolhedora e que, desde o comego do curso,
tiveram pessoas que foram essenciais para que eu me adaptasse ao ritmo de gradu-
acao. Vocés tém um lugar muito especial no meu coracao e, mesmo para aqueles
que, posteriormente, encontraram seus caminhos fora da matemaética, eu desejo que

tenham muito sucesso na vida.

Agradego ao Programa de Educacao Tutorial (PET) por ter me fornecido a

oportunidade de ter tantas experiéncias incriveis dentro da faculdade e, ao mesmo

111



v

tempo, ter possibilitado que eu conhecesse pessoas maravilhosas que me ajudaram
imensamente no meu crescimento pessoal e académico. Em especial, agradeco a
Aline, Japa, Ana Laura, Fernanda e Laura, que sao pessoas incriveis que tive e
ainda tenho o prazer de chamar de amigas e que me acompanharam em tantas
jornadas; e a Elisa e ao Bronzi que foram tutores do programa no periodo em que
fiz parte e me ajudaram no meu desenvolvimento dentro do grupo.

Agradego as professoras e professores do curso, que a cada semestre me faziam
encantar mais pela matematica e pela profissao. Em especial, agradeco & Fabiana e
a Ana Claudia, que fizeram minha passagem pela licenciatura ser tao enriquecedora
e repleta de conhecimentos que levarei para a vida toda. Agradeco as professoras
Ligia, Ana Carla, Dylene e Rosana, que posso dizer, sem dividas, que foram umas
das melhores professoras que eu poderia ter o prazer de ser aluna e que me ensinaram
tanto, nao somente de contetido, mas profissionalmente falando também.

Agradego a Luciana, por ter me orientado durante a maior parte da minha
graduacao, ter tido paciéncia comigo durante todo o processo de desenvolvimento
desse trabalho e me auxiliado com tamanha compreensao e sabedoria durante esse
periodo.

E, por fim, agradeco a todos aqueles que, direta, ou indiretamente, fizeram parte
da minha graduagao e aos que contribuiram para que eu sempre tivesse orgulho de

ter escolhido a profissao que escolhi.



Resumo

Neste trabalho, estudaremos os sistemas dinamicos lineares em R?, que sao basica-
mente constituidos por um sistema de duas equacoes diferenciais lineares da forma
x' = Ax, e discutiremos sua dindmica com base no traco e determinante da matriz
A. Além disso, introduziremos o conceito de controlabilidade de sistemas lineares e
apresentaremos algumas propriedades correspondentes a teoria de controle que serao

essenciais para o entendimento de suas aplicagoes.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais, sistemas dinamicos lineares, teoria de con-

trole, controlabilidade, conjunto controlavel.






Abstract

In this work, we will study linear dynamical systems in R?, which are basically
composed by a system of two linear differential equations in the form 2’ = Az, and
discuss their dynamics based on the trace and determinant of the matrix A. In
addition, we will introduce the concept of controllability of linear systems and pre-
sent some properties inside the control theory that will be essential for understanding

its applications.

Key-words: Differential equations, linear dynamical systems, control theory,

controllability, controllable set.
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Introducao

De modo geral, um sistema é caracterizado por um conjunto de elementos or-
denados de forma que exista alguma relacao entre eles. Em [5], Monteiro retrata
muito bem esse conceito em um parédgrafo que indaga qual o motivo do estudo de
sistemas dinadmicos e cita alguns exemplos importantes para compreendermos o quao
vasta e abrangente pode ser essa area, dentre eles podemos citar: “o circuito elétrico
de um radio-telescopio, Jupiter e seus satélites, o sistema nervoso de um canguru,
a situacao financeira de uma familia, o ecossistema de um mangue. Um sistema
é dindmico quando algumas grandezas que caracterizam seus objetos constituintes
variam no tempo. Leibniz foi o primeiro a usar a palavra dindmica nesse contexto.
Nos exemplos anteriores, variam: a tensao entre as placas de um capacitor, a posi¢ao
de Ganimedes, a atividade dos neurdnios do cortex visual, os gastos com vestuario,

o numero de caranguejos fémeas.”

Em termos matemaéticos, sistemas dinamicos sao sistemas compostos por equa-
¢oes diferenciais ordinarias (EDO’s) de ordem n, cujas equagoes estabelecem uma
relacao entre uma funcao incognita e suas derivadas, e apresentam uma lei de com-
portamento com relagao ao tempo. Neste trabalho definiremos sistemas dinadmicos
lineares e estudaremos a sua evolugao baseada nos resultados obtidos por meio das
solugoes das EDQO’s que o caracterizam e forneceremos condigoes para a elaboragao
dos retratos de fase que permitirao ter uma visualizacao mais ampla de cada caso

apresentado.

Demonstraremos dois exemplos classicos dentro do conteiido de sistemas dina-

micos: o oscilador harmonico simples e o oscilador harmoénico amortecido que sao



2 Introducao

sistemas massa-mola em que um corpo de massa m sofre um deslocamento em rela-
¢ao a sua posicao de equilibrio, causando uma deformacao na mola acoplada a ele e
resultando em um movimento harmoénico simples que podera ser caracterizado com
o apoio do contetdo aqui descorrido.

Ao longo dos capitulos perceberemos a importancia de conseguirmos controlar
um sistema fisico para obtermos um resultado desejado. Dessa forma, introduzire-
mos, também, os conceitos de controlabilidade de sistemas lineares e mostraremos o
seu papel essencial nas solu¢oes de muitos problemas importantes de controle. Neste
trabalho, portanto, apresentaremos alguns dos conceitos presentes na teoria de siste-
mas lineares de controle e que serao essenciais para o entendimento de uma de suas
aplicagoes. Para isso, definiremos o que é a controlabilidade de um sistema e, pos-
teriormente, introduziremos algumas propriedades sobre os conjuntos controlaveis e

outras defini¢oes necessarias para o estudo do tema.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

1.1 Sistemas Dinamicos

Seja F' : 2 — R™ Q C R", funcao. Os sistemas dindmicos de primeira ordem sao

representados pela equagao

X' = F(X) = AX + h(X), (1.1)

onde X = (21, ..., x,) € R" & o vetor solugao do sistema, X' = (2}, ..., z}) ¢é
o vetor velocidade das orbitas, z, é a derivada de x; em relagao ao tempo t, com
i=1,...,n,e F=(f1,..., f2) é a fungdo campo vetorial.

Neste trabalho serao abordados apenas os sistemas dinamicos, nos quais a fungao
campo vetorial é linear ¢ F' : Q — R2? com Q C R?. Além disso, vale lembrar
que todas as variaveis se encontram em func¢ao de t. A fim de simplificar notagao,
X'(t) = EX (t) sera representado apenas como X’ e o mesmo é valido para as

demais fungoes dependentes de t.

1.2 Sistemas Dinamicos Lineares (SDL) em R?

Definigao 1.2.1 Os sistemas dindmicos lineares no R? sao representados por

X' = AX +h(X), onde a fungao h(X) € nula e, por isso, podemos reescrever (1.1)

3



4 Capitulo 1 - Sistemas DinAmicos

da forma

X' = AX, (1.2)

onde A € My(R) possui coeficientes constantes. E equivalente escrever (1.2) como

T =axr+0b
Y (1.3)

y =cxr+dy

gtHin

Definicao 1.2.2 Um ponto P € R? ¢ chamado ponto critico ou ponto de equi-

ou, em sua forma matricial,

l,/

/

Y

librio do sistema se f;(P) =0, parai=1,2.

Observagao 1.2.1 Se o ponto P = (0,0) € R? for o tinico ponto de equilibrio do

sistema em R?, entdo detA # 0.

Antes de definirmos os proximos conceitos, serd preciso trabalharmos com o
sistema de equacgoes fornecido anteriormente. Dessa forma, isolando a variavel y na

primeira equagao de (1.3), temos, para b # 0:

_Lfde

Contudo, queremos determinar y' para que seja possivel substituirmos a variavel
na segunda equacao do sistema. Dessa forma, derivando em relacao a t e realizando

a substituicao de ¢’ e y, obtemos:

1d2_x_d_x— _|_dld_x_
b\aez  “ar) T b \at )|

Para finalizar, multiplicaremos ambos os lados da igualdade por b, isolando todos
os termos em um dos lados da equacao, e colocaremos os termos em funcao de x em

evidéncia, resultando em:

d? d
Ef—(ade)d—f—i—(da—bc):B:O. (1.4)
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: : a b . .
Tomando como referéncia a matriz A = ( definida anteriormente, note

c
que a + d = © é soma dos elementos da diagonal principal de A, ou seja, o trago

(Tr(A)) da matriz A, e (ad — be) é o determinante (Det(A)) de A, que sera deno-
tado por I'. Conseguimos, assim, relacionar (1.4) com o polinébmio caracteristico

de A na forma:

PA\) =M —-0A+T =0, (1.5)

onde )\ € R sao as raizes do polinémio, ou seja, os autovalores de A.

1.2.1 Solugao de um SDL no R?

T

Y
tos sao fungoes diferencidveis que satisfazem (1.2) em um intervalo.

Definigao 1.2.3 O wvetor solugcao X = [ ] € uma matriz coluna cujos elemen-

Isto posto, podemos dizer que existirao duas solugoes da forma x = ¢1(t) e y = ¢o(t)
que representarao um conjunto de equacoes paramétricas de uma curva em R2.
Além disso, como estamos trabalhando em R?, as solucoes determinarao uma curva
no plano xy que denominaremos de trajetoria e podera ser representada em um
retrato de fase que serd construido mediante algumas condi¢oes posteriormente

apresentadas.

Teorema 1.2.1 De modo geral, dadas ¢y, co, di e dy constantes e \y e Ay as raizes

de (1.5), a solugao do sistema (1.3) serd dada por:

a) Se A > 0, A1 7é Ao
z(t) = cre™ + et
(&) = e ’ , (1.6)
y(t) = die™ + dyet?

b) Se A= O, )\1 = /\2.’
z(t) = (1 + cot)e
y(t) = (dy + daot)e

(1.7)
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c) Se A<0, \=a=xif:

x(t) = e*(crcos(Bt) + cosen(St))
y(t) = e*(dycos(fBt) + dasen(ft))

(1.8)

E importante observar que cada valor de ¢y, ¢o, di e dy adotados representarao uma
trajetoria correspondente no retrato de fase do sistema. A demonstracao do teorema

acima encontra-se em [2].

1.2.2 Classificacao do Ponto Critico

Para se obter o comportamento do nosso sistema bidimensional linear, nao é
suficiente apenas encontrarmos a solucao, é necessario haver um estudo do ponto
critico P = (0,0) € R? que dependera dos autovalores A\; e Ay solugoes de P(\).
Assim sendo, nessa secao apresentaremos as condi¢oes necessarias para a construgao
do retrato de fase e analise do comportamento do sistema din&mico.

Vale observar que um estudo mais aprofundado de (1.5) nos forneceréa infor-
magoes significativas que nos permitira classificar o tipo de estabilidade do ponto
critico e os tipos de 6rbitas obtidas para, entao, podermos montar o retrato de fase
do nosso sistema linear e estudarmos seu comportamento. Assim sendo, a natureza
do ponto de equilibrio dependera dos valores das raizes do polinémio caracteristico e
mais ainda, conhecendo a solugao ¢(t) do sistema, conseguimos classificar P = (0, 0)

CO1mo.

1. assintoticamente estavel se existe dy > 0 tal que, se ||¢(t) — P|| < dy, entao
lim ¢(t) = P. Ou seja:
t—o0

lim z(t) =0e lim y(t) =0.

t——+o0 t——+o0

Isso ocorre quando A; < Ay < 0 ou quando o < 0, para o caso em que

A, A € C.
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2. estavel se dado £ > 0 e § > 0, para toda solugdo ¢(t) que satisfaga t = o,
tem-se que, se ||¢(ty) — P|| < €, entao ||¢(t) — P|| <, para todo t > t,.

Ou seja, toda solu¢do que se inicia proxima ao ponto critico (com raio 0)
se mantém proxima ao ponto P = (0,0) (com raio €) visto que x(t) e y(t)
permanecem limitadas quando ¢ — +o00; isso ocorrerd quando os autovalores

sao numeros imaginarios da forma A, o = £/1.

3. instavel se existe ¢ > 0 tal que, para todo § > 0 tem-se que, se ||p(to)—P|| < 4,
entao ||¢(t) — P|| > ¢, para algum t > t5. Ou seja:
lim z(t) = +oc e lim y(t) = +oc.

t——+o0 t——+o0

Ao contrario do ponto de estabilidade estavel, pelo menos uma solucao que se
inicia proxima ao ponto critico (com raio §) se afasta de P = (0,0) (com raio

e). E isso vale para os casos em que A; ou Ay forem positivos.
Os casos listados anteriormente constituem o seguinte resultado:

Teorema 1.2.2 Sejam P = (0,0) o ponto crictico do sistema linear, © = (a+d) e
I' = det(A), classificamos P = (0,0) como:

1. assintoticamente estdvel se © <0 el > 0;
2. estavel se © =0 el > 0;

3. instavel se ©® >0 el < 0.

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [1].

Exemplos

Nos exemplos a seguir esbogaremos melhor o processo de construcao do plano de

fase e, neste caso, analise das solugoes de um sistema da forma (1.2), com A € R2.
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Exemplo 1.2.1 Considere o sistema

, (11
Y- <4 1) X 1)

Para encontrarmos a solugao do sistema, primeiro é necessario determinarmos os
autovalores e autovetores da matriz que serao resultados do polinémio caracteristico

calculado por:

1-X 1

P(\) = det
4 1-A

=(1=A)?—4=)-2)\-3.

As raizes Ay = —1 e Ay = 3 da equacao acima serao os autovalores de A. Basta,

entao, resolvermos o sistema

()66

e encontraremos o autovetor correspondente para cada autovalor. Assim sendo, se

considerarmos A\; = —1, encontraremos o autovetor

E, seguindo o mesmo processo anterior para A\, = 3, obtemos o autovetor

Dessa maneira, a solucao do sistema sera dada por

1 1
X =¢ e+ e’
—2 2

com ¢ e ¢y constantes arbitrarias. Reescrevendo X, no formato de (1.6), temos:

z(t) = cre™t + cpe

y(t) = —2cie7t + 2cye3
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A fim de visualizarmos melhor as trajetorias no plano xy para os valores de ¢; e co,
analisaremos as solugoes correspondentes a cada um dos autovetores separadamente.
Para vy, temos ¢ = cie ' ey = —2c;e”t. Quando ¢; > 0, notamos que x = cie™t > 0
ey = —2cet <0, logo a solu¢ao do sistema se encontrara no quarto quadrante.
E quando ¢; < 0, a solucao estard no segundo quadrante, com = = cie”! < 0 e

t > 0. Em ambos os casos, podemos perceber que, se considerarmos

Yy = —2c1e”
uma particula em movimento, na medida em que o tempo ¢ aumenta, essa particula
aproxima-se da origem.

Ja para vy, temos & = et e y = 2c9e3. Quando ¢y > 0, notamos que z = c2e3 > 0
ey = 2c2e% > 0, logo, a solucao do sistema se encontrara no primeiro quadrante.
E quando ¢; < 0, a solucao estard no terceiro quadrante, com = = cee® < 0 e

3 < 0. Neste caso, o movimento da particula serd no sentido contrario

y = 2cq€
a origem na medida em que ¢ aumenta. A figura (1.1) mostra o plano de fase
contendo as diversas trajetorias correspondente as solugoes encontradas para (1.9).
Esse padrao de trajetorias é chamada de ponto de sela e ele é instavel, pois quase

todas as trajetorias tendem a se afastar deste ponto a partir de um certo ¢.

- -
=)
it

T=2

Y/

0

™~

TP 4A =16

Autovalores:

A=-1 A=3

Autovetores:

Figura 1.1: Fonte: GeoGebra
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Exemplo 1.2.2 Dado o sistema
_1
X' = 2 X. (1.10)
-1 -1
2

Seguindo o mesmo raciocinio do exemplo anterior, encontraremos as raizes do po-

linébmio caracteristico dado por:

=N 4 A+2=0
R A+ =0

_lon ‘ 5

Resolvendo a equagao do segundo grau acima, teremos A\; = —% +i1e X = —% —1

autovalores complexos de A. Resolvendo, assim, o sistema

—% — )\172 1 a . 0
~1 L)\ 0

encontraremos, para A\ = —% + ¢, o autovetor
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Dados os autovalores, temos que o conjunto solugao de (1.10), sera da forma z(t) =

A A

eMtyy e y(t) = e*'vy. Fazendo a anélise de apenas uma dessas solugoes, obtemos:

cost _[sent

I
Q)
(SIS
~

. ¢ 1
ety = o3 (cost + isent) +1
0 1 —sent cost

Logo, o conjunto solugoes reais do sistema serd dado por todas as combinagoes

lineares de x(t) e y(t), com

a(t) = ez e y(t)=ez . (1.11)

A figura (1.2) mostra algumas das trajetorias correspondentes as solugoes encontra-
das. Perceba que, se considerarmos uma particula em movimento quando ¢t — oo, a
mesma tende a se aproximar da origem ao longo de uma espiral e isso ocorre porque,
como encontramos em (1.11), as solugoes do nosso sistema serdo sempre os produtos
de uma exponencial decrescente pelas fungoes seno e cosseno. Note que, neste caso,
teremos um ponto critico classificado como ponto espiral e assintoticamente es-
tavel, ja que todas as trajetorias possuem o mesmo comportamento de se aproximar

da origem quando t aumenta.

Vale observar que, para os casos em que os autovalores sao complexos, mas sua parte
real é positiva, o ponto critico também sera classificado como espiral, porém, assim
como no exemplo anterior, sua estabilidade sera classificada como instavel, pois suas
trajetorias tendem a se afastar da origem quando t — oco. Mais ainda, se a parte

real se anular, ou seja, for zero, o ponto critico sera do tipo centro e estavel.
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il
SN—"
>
0

! 2—4A=—4
% Autovalores Complexos :
—14+2i —-1-2i
% / { 2 * 2 }

Nao temos autovetores reais

etores

Figura 1.2: Fonte: GeoGebra

Exemplo 1.2.3 Apresentado o sistema abaixo

, (1 -1
X _(1 3)){. (1.12)

Analogamente aos exemplos anteriores, precisamos encontrar, primeiramente, os

autovalores de A.

1-x -1
3—A

P(\) = det =N -4 +4=0.

Como o polinémio acima possui discriminante igual a zero, teremos que \; = Ay = 2

serd a tnica raiz de P(\), portanto, o autovalor tera multiplicidade 2. Logo, basta

() 6)-6) 9

resolvermos o sistema
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que conseguimos encontrar um autovetor

()

associado a esse autovalor. Logo, uma das solugoes do sistema serd dada da forma:

Como nosso autovalor tem multiplicidade algébrica 2, nao é possivel aplicarmos o
mesmo processo para tentarmos encontrar um autovetor diferente, logo, vamos supor

y(t) uma segunda solugdo da forma:

y(t) = vite + vpe® (1.14)

no qual vy serd um vetor ainda a ser determinado. Se substituirmos (1.14) na

equagao (1.12) do nosso sistema e abrirmos a conta, obtemos

2uite® 4 (vy + 2uy)e? = A(vite® 4 vye).

Colocando em evidéncia e igualando os coeficientes de te?' e e*, ficamos com duas

condigoes:

(A—QI)Ul =0 e (A_2]>U2 = 1,

com I € M,(R) matriz identidade.
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Realizando os devidos célculos, conseguimos

com k arbitrario. Logo, podemos substituir os autovetores solu¢oes encontrados na

equagao (1.14) e, assim, teremos uma nova solugao da forma:

Contudo, perceba que o altimo termo de y(¢) é multiplo da solugao inicial x(t) que
haviamos encontrado, logo, nao é necessario repeti-lo na equagao, portanto, podemos

reescrevé-la como:

e, como visto no teorema (1.2.1), a solugdo geral de (1.12) serda dada por X =

c1x(t) + cay(t), ou seja
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Perceba que, neste caso, teremos um ponto critico do tipo né e como seus autova-

lores sao positivos, as suas trajetorias se afastam da origem, ou seja, na medida que

t aumenta, as particulas tendem a se afastar do ponto, logo, sera classificado como

instavel. Além disso, note que, quando t — oo, x também tende para infinito e,

quando t — —oo, x tende para zero. Esse comportamento pode ser identificado no

plano de fase da figura (1.3) abaixo.

Autovetores

&
X' = ( )'X
A A=4 T=4
™—4A=0
Autovalores:
Al=2
1 15 Autovetores:
v = ?

ra
La

Figura 1.3: Fonte: GeoGebra
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A tabela a seguir resume todas as condi¢oes apresentadas acima e, logo em se-

guida, alguns esbogos de retratos de fase que nao foram abordados nos exemplos

anteriores.
. Esbocgo
... Tipos de .
Discriminante Autovalor da oOrbita Estabilidade
ponto critico
(n? figura)
A > >0 No6 (1.5) Instavel
A>0 Assintoticamente
A< A <0 No6
Estavel
A1 <0< Ay Ponto de Sela (1.1) Instavel
A 0 /\1 = )\2 >0 No6 (]_3) Instével
B Assintoticamente
Estéavel
A=a=x i
a>0 Ponto Espiral (1.7) Instavel
A <0 . .
] Assintoticamente
a<0 Ponto Espiral (1.2)
Estavel
a=0 Centro (1.6) Estavel

Tabela 1.1: Fonte: Autoria propria
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Ponto critico do tipo no, com trajetorias de mesmo comportamento se aproxi-

mando da origem, logo, assintoticamente estavel.

. »
\“ "P
A\ ,,"»
1 r
- o

- - =
- . -
- . e
v 7 A T
4 v
,‘4¢-\‘.
2 ‘4‘ I|\ .

Figura 1.4: Fonte: [2]

Ponto critico do tipo n6, com trajetorias se afastando da origem quando t — oo,

logo, instével.

[ 4 4 /
N\ » 4 i
- \ 4 P .
- A 4
- 'Y f v -
- - h 4 i -
- - o -
— -~ O
» “
u . -
e 4 1 \
rFy ' L] 1 -
¥ v
r 1 .
s F oy v |l 1

Figura 1.5: Fonte: [2]
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Ponto critico do tipo centro.

i -~
-+
(' -~ 4
S .
~ A i T
4 o \
-
g o . g,
T D W W
"l"v'
1Y VR, ’,v
Y
NG e ’
. " » ¥
e, D [
~ W<
> -
- adl

Figura 1.6: Fonte: [2]

Ponto critico do tipo espiral, com trajetorias se afastando da origem quando

t — 00, logo, instavel.

Figura 1.7: Fonte: [2]
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1.3 Oscilador Harmoénico

Nessa secao, trabalharemos com alguns casos envolvendo o oscilador harmonico,
um dos principais exemplos dentro do estudo de sistemas dinamicos lineares. De [2]
e [5], temos que a equagao de um oscilador harmonico referente a (1.4) é dada por:

Po bde ko _y (1.15)
_ _— — T = s .
dt2  mdt m
onde x(t) é o deslocamento do corpo, m ¢ a massa, k ¢ a constante da mola e b é a
velocidade escalar. Vale observar que o deslocamento é calculado em relagao a uma
posicao de equilibrio em que x = 0. Além disso, nos restringiremos ao caso em que
m = 1 e trabalharemos nos casos em que b =10, b > 0 e b < 0. Isto posto, podemos
reescrever (1.15) da forma:
O
— +b—+ kx =0. 1.16
dt? dt ( )

E importante ressaltar que adotaremos k > 0 e que somente serdo detalhadas

as demonstragoes para o caso em que a velocidade escalar é nula, porém as demais

podem serem encontradas em [2].

1.3.1 Velocidade escalar nula (b = 0): Oscilador Harmoénico

Simples

Um sistema massa-mola que oscila livremente em uma superficie horizontal satisfaz

a seguinte equagao:

d*x
— = —kz. (1.17)
dt
A fim de recorrer aos conhecimentos expostos nas se¢Oes anteriores e reduzir
. ~ . s de
(1.17) a um sistema de equagoes diferenciaveis, chamaremos &¢ = y para que pos-

samos obter:
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do _
it Y
(1.18)
dy
ok
i~ "
Reescrevendo o sistema (1.18) na forma matricial, temos
dz
dt @ 0 1 x
=" | = . (1.19)
dy Y —k 0 y
dt

Nesse caso, encontraremos © = 0 e I' = k. Ainda mais, de (1.5) podemos encontrar
A = —4k referente ao polindmio P(A\) = A\ + k = 0. Como A < 0, obtemos
duas raizes complexas conjugadas da forma a + (i, com a = 0 onde A\, = +ivk e
Ao = —1v k serao solugoes da equacao do segundo grau em A. E logo poderemos
obter as trajetorias das orbitas correspondentes a esse sistema no retrato de fase que
seguird as condicoes apresentadas na Tabela 1.1.

Usando o Teorema 1.2.1, item (c), temos que a solugdo geral desse sistema ¢é

dada por:

2(t) = ¢ cos(Vkt) + ¢y sen(Vkt)
y(t) = dy cos(vVkt) + dy sen(Vkt)

Para analisarmos o comportamento das 6rbitas do nosso sistema, basta realizar-

mos os devidos calculos no sistema acima para encontrarmos a equagcao:

(1.20)

com C' constante. Note que a equagao encontrada representa uma elipse. Assim

sendo, analisando a Tabela 1.1, concluimos que o ponto de equilibrio sera do tipo
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centro e estavel, além disso, temos dados suficientes para construir os seguintes
retratos de fase.

e Para 0 < k < 1: trajetorias elipticas no sentido horario e achatada no eixo y.

E - - =1 o i
— e i
L — e .
L
ol N
S i A
o i *‘:‘t
-
* , |
4 4 e ¥ ! Ii
|t
L O ¥ o Loy
| E W 4 o /
\ -— _— )
» - T 3 »
» ~ s -
b & - _ a7
e
~_ | —

Figura 1.8: Fonte: [2]

e Para k£ = 1: circunferéncias concéntricas.

. s -
af - o
i : .
. -
/ - -
Ed L c 4
. . " L .
d - - i
4 i \ \
o
g f oo e " T . T
i  —
[ h
by % » y ¥
1 x !
% " I Ca F
| TR — o F
= - | -
w o i r
™ — -
- . - L

Figura 1.9: Fonte: [2]
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e Para k > 1: trajetorias elipticas no sentido horario e achatada no eixo x.

’ E
¢ i :
/ ; %
. L |
A SN -
v i N
fiodl W2 « A Yo
4 £ o g 1
| D Y A 4 o ] L]
| 1 |
P ¥ rir |
A T f
(LS b |
Bk Sl
% 2 1. F AR
\ . T 3 # o
L g s #
" - _.’ ¥

Figura 1.10: Fonte: [2]

1.3.2 Velocidade nao-nula (b # 0): Oscilador Harmonico Amor-

tecido
Velocidade positiva (b > 0)

Realizando as devidas substitui¢oes assim como no caso anterior, considerando b > 0,

podemos reescrever (1.18) da forma:

dr
at !
(1.21)
dy
— =—kxr—0»
dt v
Ou, em sua forma matricial:
0 10 1 x
Y ~k =b ||y ]
em que © = —b<0el =k >0. Com essas informacoes, somos capazes de obter

o polinémio caracteristico P(A) = A2 + b\ + k = 0. Ao resolvermos a equacao do

—b+ Vb — 4k
2 )

segundo grau apresentada, dado A = b* — 4k, encontramos \; o =
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contudo, percebe-se que o discriminante varia conforme é adotada uma relacao entre

os termos b? e 4k, resultando em A < 0, A =0 ou A > 0.

e Se b? < 4k temos o caso em que A < 0, assim sendo:

b? — 4k b b? — 4k
Al =—= Ay = —= —
R R R R R
b b? — 4k e . .
com o = —g < 0e = —— . Logo, o ponto critico é do tipo espiral e

assintoticamente estavel, além disso o esboc¢o do plano de fase é dado por:

Figura 1.11: Fonte: [2]

e Se b? = 4k temos o caso em que A = 0, ou seja, A\ = Ay = —3 < 0 e o vetor

solucao é da forma:

bt bt
z(t) = cre”2 + e 2

y(t) = dye™ 2 + dye™ %

Basta observarmos, portanto, que lim z(¢) = lim y(t) = 0, logo, o ponto
t——+o00 t——+o00

critico é do tipo né e assintoticamente estavel, com retrato de fase esbocado

por:
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- 1 ® L
iyt
w & 4 o &
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Figura 1.12: Fonte: [2]

e Se b > 4k temos o caso em que A > 0 e A1,2 sao diferentes e negativos, com

vetor solucao da forma:

—b—\/b2—4k —b+\/b2—4k
z(t)=cle” 2 'H4ece 2!

—b—/b2—4k —b+\/b2—4k
y(t) =die= 2 t+4dee 2z !

Teremos, assim, um ponto de sela instavel com retrato de fase:

Figura 1.13: Fonte: [2]

Velocidade negativa (b < 0)

Antes de analisarmos o caso em que a velocidade escalar é negativa, vale relem-
brar que todas as demonstracoes e teorias aprofundadas desse contetido podem ser

encontrados em [2] e [5]. Para b < 0, podemos reescrever (1.18) da forma:
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dx
_ — y
5 (1.22)
— =—kx+b
7 T+ 0y
Ou, em sua forma matricial:
| | 0 1 x
Y kb |ly]’
em que © = b < 0, ' = k > 0 e o polindbmio caracteristico ¢ da forma

P(\) = A2 = b\ + k = 0. Assim sendo, sabendo que A = b? — 4k, encontramos

\ b+ b> — 4k
1,2 — ————5

varia conforme é adotada uma relacao entre os termos b* e 4k.

, e, similar ao caso anterior, percebe-se que o discriminante

e Se b? = 4k, temos o caso em que A = 0 e o ponto critico é do tipo no e instével

(0 esbogo do retrato de fase desse tipo ja foi esbogado anteriormente).

e Se b? > 4k, temos o caso em que A > 0 e o ponto de equilibrio é do tipo ponto

de sela e instavel (plano de fase ja representado).

e Se b* < 4k, temos o caso em que A < 0 e \;» possuem sinais opostos, com
a= 5 Logo, o ponto de equilibrio ¢ do tipo espiral e assintoticamente estéavel,
mas ao contrario do modelo apresentado anteriormente, as solugoes tendem a

se afastar da origem e o retrato de fase é dado por:
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Figura 1.14: Fonte: |2]

De forma geral, percebemos que esbogar o retrato de fase de um sistema nos
permite encontrar vérias solugoes para as equagoes apresentadas, visto que cada
trajetoria corresponde a uma solu¢ao na medida em que o sistema dindmico evolui
com o tempo. Por isso, a fim de tornar dindmica a aprendizagem quanto a construgao

desses planos, a imagem abaixo tem como objetivo resumir cada um dos casos acima

apresentados.
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Focos estaveis

@

Nos estaveis

det(A) J

m Centros

2
Focos instaveis  det(A) = i tr (A)

Noés instaveis

Pontos de sela

S

“1 A
2

Pontos de sela

Figura 1.15: Fonte: https://def.fe.up.pt/
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Capitulo 2

Controlabilidade

2.1 Controlabilidade para Sistemas Lineares

Para definirmos a controlabilidade de um sistema, considere

' = f(x,u) (2.1)

chamada de equacdo de estado, em que f € C'. Dizemos que ele é controldvel
se, para quaisquer estado inicial e estado final xy e zp, existir uma fungao wu(t),
denominada controle, que leve o sistema de xy até ;1 em um tempo finito ¢. No caso

em que f ¢é linear, a equagao de estado (2.1) pode ser reescrita como
' = Ax + Bu,

na qual A € M,(R) e B € Myxm(R), com z € R" e u € R™.

Consideraremos, inicialmente, a controlabilidade a origem, ou seja, o nosso estado
final (ou estado alvo) serd x = 0, dessa forma, temos f(0,0) = 0 e podemos garantir
que o sistema atingiré o estado final desejado e permanecera naquele ponto mesmo
com as mudancas de controle. Além disso, como estamos trabalhando com sistemas
autonomos, podemos definir um tempo inicial ¢ = 0, de modo que o estado inicial

seja da forma: z(0) = .

29
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As variaveis de controle sao funcgoes de t, integréaveis, e as classificaremos de
acordo com seus diferentes tipos. Defina Uy, U, e U, conjuntos de controle e u

variavel de controle, temos que:
e se estas funcgoes sao ilimitadas, entao u € U,;
e se limitadas, ou seja, se |u;(t)] <1, parai=1,2,...,m, entdao u € Uy;
e se |u;(t)] =1, parai=1,2,...,m, entdo u € Up.

Logo, Uy, C U, C U,,.

Definicao 2.1.1 Definimos o conjunto controldvel no tempo t, como sendo o
conjunto dos estados iniciais xo que podem ser levados até a origem em um tempo
t1, usando um controle que seja admissivel, ou seja, que pertenca ao conjunto de

controle U escolhido.

A notacao a ser utilizada para nos referirmos ao conjunto definido acima seré
C(t1) ou, caso seja necessario um detalhamento maior, C(ty,u,0), com t1, u e 0, o

tempo, o controle e o estado alvo, respectivamente.

Definicao 2.1.2 O conjunto controldvel C é o conjunto de pontos que podem ser

levados a origem em tempo finito qualquer. FEscrevemos:
c=Jcm).
t1>0

Se todos os estados iniciais forem controlaveis a origem, ou seja, se C = R",

dizemos que o sistema é completamente controlavel.

Vale observar que a solu¢ao da equagao de estado dada por #’ = Az + Bu é da

forma

z(t) = e (xo + /0 t e 4 Bu(s) ds) : (2.2)
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A demonstracao da solugao acima pode ser encontrada em [4].

Além disso, zy pertencera ao conjunto controlavel C(t1), se, e somente se, existir

um controle u € U, tal que z(t;) = 0, ou seja

t1
0=eh4 (:Eo +/ e*A Bu(s) ds)
0

e, como a fungao exponencial nunca ird se anular, podemos reescrever a equagao

solugao acima por

t1
Ty = —/ e* Bu(s) ds. (2.3)
0

E muito importante guardarmos essa informacao, pois a utilizaremos no decorrer

de todo o capitulo para demonstrar algumas proposi¢oes que serao apresentadas.

2.1.1 Conjunto Controlavel

Definida a controlabilidade de um sistema, estudaremos, agora, algumas propri-

edades dos conjuntos controlaveis.

Proposicao 2.1.1 Se xq pertence ao conjunto controldavel C e temos y um ponto na

trajetoria, ou seja, no caminho percorrido, de xqy até 0, entao y € C.

Demonstragao. Suponhamos x(t) uma trajetoria, com controle w(t). Por hipo-
tese, temos que xy € C, logo, x(t1) = 0, com ¢; > 0. Além disso, sabemos também
que y é um ponto nessa trajetoria, portanto existe um tempo t, tal que x(t2) = y.
Tomaremos, entdo, outro controle v(t) = u(t+t2). Como z(t2) = y, podemos seguir
a trajetoria de zy de forma que, em um tempo t; — ¢, alcangamos a origem. Isto

posto, teremos que y € C(t; — t3) e, por defini¢ao, y € C. O
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AN 0=

Figura 2.1: Tlustracao da Proposicao 2.1.1. Fonte: Autoria propria

Definicao 2.1.3 Seja a um ponto do conjunto A € R™, dizemos que A € aberto,
se todos os seus pontos forem pontos interiores, ou seja, existe r > 0, tal que a bola
B(a,r) C A. Em outras palavras, A = intA, onde intA € a nota¢ao para o interior

do conjunto A.

Proposicao 2.1.2 C ¢ aberto, se e somente se, 0 € intC.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que se C é aberto, entao 0 € intC. Sabe-
mos que 0 € C e, além disso, pela hipotese, temos que C = intC, logo, 0 € intC.

Basta, agora, provarmos que se 0 € intC, entao C é aberto. Por defini¢ao, se
0 € int C, entdo existe r > 0, tal que B(0,r) C C. Considere z( € C e sejam u(t), um
controle que leva xy até 0 em um determinado tempo ¢; e y(0) = yo, uma solugao
da equagao tal que yo € B(xg,r9). Como f é continua, temos que y(t;) = y1, com
y1 C B(0,r) para um rq suficientemente pequeno.

Como sabemos que B(0,7) C C, conseguimos encontrar um outro controle @ (t)
que leve y; até 0 em um tempo t, desejado. Tomemos, assim, o controle v(t) definido

da seguinte forma:
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u(t), para 0 <t <t
u(t) =9
u(t —tq), para t; <t <t + to.
Logo, se usarmos o controle v(t), conseguimos levar yy até 0 no tempo t; + to,
de forma que yo € C(t; + ta) e B(xo,r9) C C, para todo xy € C. Concluimos, assim,

que C é aberto, se 0 € intC, como queriamos demonstrar. []

Figura 2.2: Tlustracao da Proposicao 2.1.2. Fonte: Autoria propria

Proposigao 2.1.3 Se t; < o, entao C(t1) C C(ta).

Demonstragao. Seja xg € C(t;) um ponto qualquer, com controle u(t). Definire-

mos um outro controle v por

Aplicando v em x(, temos

I‘/:Aflf, t1 <t <1y
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Logo, z(t) = 0 serd solugao de z’ = Ax para t; < t < ty e v serd integravel e
admissivel em C(t1), ou seja, pertence ao conjunto de controle escolhido. Desta
forma, também teremos que zy € C(t3) e, assim, concluimos que o conjunto con-
trolavel em qualquer tempo também contém o conjunto controlavel nos tempos

anteriores. L]

Exemplo 2.1.1 Dadas as sequintes equacoes de estado:

Ty =z + uy
Th = T9 + Uy
com uy € Uy, ou seja, |ug| < 1.

1 0 1
O sistema acima ¢ equivalente a 2’ = Ax + Bu, com A = ( ), B = ( ) e

01
I
xr = .
o)
De (2.3), sabemos que a solugao de um sistema da forma ' = Ax + Bu é dada por:

t1
Ty = —/ e *ABu(s) ds,
0

com xy € C(t1). Do exemplo, como A = I, matriz identidade de ordem 2, temos:

t1
T1 = To = —/ e ¥ Buy(s) ds.
0

R RN
Mas sabemos que e~ !¢ = — =1
kZ:—O k! kZ::O k!

= le®. Logo, x1 = x5 =

t1
—/ e *uy(s)ds e, como |uy| < 1:
0

t1 t1 t1
21| = '—/ e *uy(s)ds| < / le™*||ui(s)| ds = / e *ds=—e "+ 1.
0 0 0
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Dessa forma, podemos concluir que C(t1) = {(x1,22); |z1| < —e™" + 1} ¢
C = {(.751,.’[52); |T1‘ < 1}

A C(t1) A ¢

‘ — 11éh = 1

v
\/

Figura 2.3: Tlustracao do Exemplo 2.1.1. Fonte: Autoria propria

Vale observar que, para qualquer ponto que nao esta em C, o sistema sera incon-

trolavel, ou seja, qualquer desvio da origem o levard a um estado de desequilibrio.

2.2 Matriz de Controlabilidade

Nesta se¢ao definiremos o que é uma matriz de controlabilidade e apresentaremos
algumas propriedades que ela possui, porém, antes de comegarmos, ¢ necessario

entendermos o que é o posto de uma matriz.

Definicao 2.2.1 O posto de uma matriz corresponde ao niumero de linhas nao-
nulas que a mesma possui quando escrita de forma escalonada ou, em outras pala-

vras, seu numero de linhas (ou colunas) linearmente independentes.

Vale observar que o numero de linhas e colunas linearmente independentes sem-
pre serao igual e, dada uma matriz A € M,,«,»(R), o valor maximo que seu posto

pode atingir ¢ igual ao min{n,m}.

Apresentado o conceito que precisavamos, sejam A € M, (R) e B € M,y (R)
matrizes. Dado o sistema 2/ = Az + Bu, definimos a matriz de controlabilidade

COo110
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M =[B AB A’B -.- A" 'B].

Dizemos, ainda, que o sistema sera controlavel se o posto da matriz for igual a n.
Proposigao 2.2.1 0 € intC se, e somente se, posto(M) = n.

Demonstragao. Primeiro, provemos que, se 0 € int C, entao posto(M) = n.

Suponhamos, por absurdo, que posto(M) # n. Logo, como visto anteriormente,
nao conseguiremos n colunas de M que sao linearmente independentes e existira,
portanto, pelo menos um vetor y € R"™ com |[|y|| = 1, tal que este vetor seja
ortogonal as colunas de M. Assim, sendo, como sabemos que o produto escalar de

vetores ortogonais ¢ nulo, temos:
t __ .t pk _ —
yM=yA"B=0,k=1,2,....,n—1.

Como toda matriz é raiz do proprio polindmio caracteristico, pelo Teorema de

Cayley-Hamilton, conseguimos que
y'AFB =0, VkeN.

E sabemos que

—sA __ - (_S)kAk
e _;T, keN
=0

sA

ou seja, e *4 ¢ uma combinacdo linear de A*, logo, das duas tltimas equacdes,

temos:
yle 4B = 0.

De (2.3), sabemos que, se z € C(t1), entao

t1
Ty = —/ e *ABu(s) ds,
0

dessa forma, conseguimos que,

t1
Yoy = —/ y'e*ABu(s)ds = 0,
0
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para todo zy € C(t;). Como esse produto ¢ zero, temos que C(t;) fica no hiperplano
com normal y, para todo t; > 0, por consequéncia, o conjunto controlavel C fica
no mesmo hiperplano, logo, nao seré possivel conseguir uma bola de centro 0 e raio
r contida em C, para todo r, visto que a dimensao do hiperplano é sempre menor
que a de B(0,7), nesse caso, ndo tem como encaixar uma esfera no plano dado. Por

consequéncia, 0 ¢ intC, o que contradiz a hipotese inicial, portanto posto(M) = n.

Basta provar agora que 0 € intC.

Suponhamos, por absurdo, que 0 ¢ intC. Como C(t;) C C, para todo t;, entdo
0 ¢ intC(t1), mas 0 € C(t1) o que implica que 0 tem que estar na fronteira de C(¢;).
Além disso, conseguimos um hiperplano suporte a C(t;) passando por 0, com normal
b(t1), para todo ¢;. Dessa forma, b'xy < 0, para todo zq € C(t1), visto que o angulo
entre esses vetores serd obtuso e, quando realizarmos o produto escalar, teremos

cosf < 0. Mas ja vimos que, como z € C(t1), vale que

t1
Ty = —/ e *ABu(s) ds.
0
Logo,
t1
—b'ag = / Ve *ABu(s)ds >0, Vu € U.
0

Mas também temos que —u € U, portanto, realizando o jogo de sinais necessario,

temos:

t1
by = / be *ABu(s)ds < 0.
0

E das desigualdades acima, podemos concluir que a tinica possibilidade é que

t1
/ b'e " Bu(s) ds = 0,
0

o que implica que

Ve "B =0, (2.4)

para todo s pertencente ao intervalo [0, ¢;], dessa forma, conseguimos escolher s = 0

de forma que b'B = 0. Além disso, para esse mesmo valor de s, se derivarmos (2.4)
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k vezes, obtemos

WA*B =0,

mas M = AFB, logo, da igualdade acima, concluimos que b é ortogonal a todas
as colunas de M, que, neste caso, nao serao linearmente independentes, ou seja,

posto(M) # n, o que contradiz a hipdtese inicial, portanto 0 € intC. O

Proposigao 2.2.2 Se posto(M) =n e u € U,, entao C = R".

Demonstragao. Por hipotese, temos que posto(M) = n e por consequéncia, pela
proposicao que acabamos de demonstrar, 0 € int C. Dessa forma, conseguimos r > 0

tal que exista uma bola B(0,r) C C. Além disso, seja o € R™ um ponto arbitrario
r

—— . temos:
2”1‘0”’ €1mos

e definindo yy = cxg, com ¢ =

ol = lezoll = ellzall = 2120l _ 7
2ol 2
Logo, como a norma de yy ¢ menor que o raio r da bola determinada, temos que

yo € B(0,r), tornando-o controlavel com um controle v € U,. Vale, portanto, que

t1
Yo = —/ e 4 Bu(s)ds.
0

Mas como yy = czo,

t1 t1
cry = —/ B_SABU(S)dS = 9 = —/ e_SABﬁds.
0 0 ¢
v(s) _

Tomando = = u(s) € U,, temos que

t1
T = —/ e *ABu(s)ds,
0

ou seja, g é controlavel e, como xy também é arbitrario, conseguimos que C = R". []

Para as trés proposigoes a seguir, iremos considerar apenas o conjunto de controle

Up.
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Proposicao 2.2.3 Se posto(M) = n e a parte real de cada autovalor \; de A for

menor que 0, entao C = R".

Demonstragao. Suponhamos o caso em que A é diagonalizavel e consideremos

o € R™ um ponto arbitrario. Dada a equagao

' = Az, (2.5)
conseguimos uma transformacao x = Py, onde P é a matriz formada pelos autove-
tores linearmente independentes correspondentes aos autovalores \;, de A. Temos,
assim, que

=Py (2.6)
e, igualando (2.5) e (2.6):

Py = Az = APy =y = P 'APy =y = Dy,

com D sendo a matriz diagonal dada por

MM 0 o0
po| 0
0 0 ... A\

Sabemos que a solugao da equacgao diferencial iy = Dy é dada por

y(t) = "'y, (2.7)

com Yy = P~ 'zy. Dessa forma, basta determinarmos e”!. Sabemos que

BV )
0 A
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o0
. ~ . , k
e que a série de Taylor para a funcdo exponencial ¢ dada por e” = »_ 77, logo,
k=0
I, -
gk
> T 0 0
k=0
o0
A5tk
Dt o~ Dk 0 W 0
et=3 S = k=0
k=0 :
[o¢]
b ¢F
0 0 oy
L _ k=0 i

eMt 0
0 et 0
0 0 et

Por hipotese, temos que posto(M) = n, logo, pela proposicao (2.2.1), temos que
0 € intC, dessa forma, existe um ¢ > 0 arbitrariamente pequeno de maneira que
conseguimos uma bola 5(0,0) C C. Ainda pela hipotese, como a parte real de \; é
negativa, temos que e’ tende a zero quando t — oo e, assim, de (2.7), concluimos

que ||y(t)|] — 0. Além disso, da equagao = = Py, temos:

@I = 1Py @O < 121 Iy (I

mas como ||y(t)|| — 0, entd@o ||z(¢)|| — 0, ou seja, conseguimos um t; > 0 de modo
que ||z(t1)|| < d. Isto posto, existird um controle u € U, que leva z(t;) até a origem

0 em um tempo ty definido. Considerando, assim, o controle v definido por

v(t) =

0, 0<t<t
t, t1 <t <t

conseguimos levar zy até 0 em um tempo t; + t5 determinado, ou seja, xy €

C(ty + t2) C C e como zq é arbitrario em R", temos que C = R™.

Para o caso em que a matriz A nao é diagonalizavel, a matriz diagonal D tera alguns

elementos nao nulos acima da diagonal principal, porém, o resto da demonstracao
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ainda sera valida e ||y(t)|| — 0, logo, podemos seguir com a demonstra¢ao normal-

mente, chegando & mesma conclusao de que C = R"™. L]

Proposigao 2.2.4 Se posto(M) = n e a parte real de cada autovalor \; de A for

menor ou igual a zero, entao C = R".

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que C # R", entao existe y € R” tal
que y ¢ C. Conseguimos, assim, um hiperplano, de normal b, que separa y e C, de

forma que

V'zg <0, V2ol e by>0. (2.8)

Mas, de (2.3), temos que zo = — fotl e~*ABu(s)ds, logo, basta mostrarmos que
t1
blog = z9 = —/ b'e 4 Bu(s)ds > 0,
0

para um t; suficientemente grande e para um controle u € U, que teremos uma

contradicao com as condigoes apresentadas mediante a suposigao inicial.

Definimos, b'e 4B = 2!(s), de forma que z(t) # 0, para 0 < t < t;. Podemos,

assim, escolher um controle u;(t) = —sgn z;(t), no qual

t1
btxoz/ 12(8)]|dt.
0

Lembrando que sgn é a fungao sinal que ird nos retornar o sinal de z;(t) na co-
ordenada i. Considerando, assim, os autovalores de parte real estritamente nega-
tiva, teremos que cada componente de z;(f) serd uma combinagdo de termos da
forma q(t)e’!, com ¢ polindomio e ); autovalor de A, logo, podemos concluir que
q(t)ert — oo, quando t — oo.

Ja as componentes de z;(t), quando a parte real dos autovalores é zero, serao polino-
mios ou termos peridédicos de t. Neste caso, como estamos trabalhando com fungoes

polinomiais positivas, a integral acima também sera positiva em um intervalo nao
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nulo, logo, bfxy = f(fl ||z(t)||dt sera arbitrariamente grande para um t; também sufi-
cientemente grande determinado. Temos, assim, uma contradi¢cao com as inequagoes
em (2.8), portanto, C = R". O

Proposigao 2.2.5 Se posto(M) =n e A tiver pelo menos um autovalor com parte

real positiva, entao C # R™.

Demonstragao. Sejam A um autovalor de A com parte real positiva e y, um
autovetor a esquerda correspondente, entao y'A = \y'. Logo, realizando as devidas

operagcoes, temos:
Y AA = N A &yt A2 = Dyt oyt AT = \Eyl
Suponhamos, por inducao, que y*A¥~! = M~1y! dessa forma:

ytAkflA — )\kflytA o ytAk —_ )\kfl)\yt o ytAk _ )\kyt

. X (—s)k Ak
Provamos, assim, que y*A* = A\fy!, mas também sabemos que e™*4 = 7 (=3)

logo, segue que

t —sA _ - (_S)kAk
ye =Y (,;—’f!

A%s? A3S3
it _ _ e
t 4242 t 4343
_tr ot yass yAas
=y'ly—y As+ o al
)\Zyt82 )\SytSS
p— t —_— t —_— . o o
=y — A\y's+ o al +
A2s? \3s3
P— t —_— —_— — Y
=y (1 As + o al )
= A(=s)t
¢
- (326
k=0
— yte—As
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Temos, assim, que

t —sA:

yle te—)\s

Y
Além disso, para xy € C, segue que xy € C(t1), para algum ¢; > 0, logo, vale que

o
zo = — [, e *ABu(s)ds e temos que:

t1 t1
Yty = _/ y'e A Bu(s)ds = —/ y'e ™ Bu(s)ds. (2.9)
0 0

Analisando a integral acima, observamos que, como estamos integrando em relagao
a s, e tende a 0 quando ¢; tende a infinito, visto que a parte real de \ é positiva,

As ¢ limitada. Dessa forma, sem perda de generalidade, podemos supor

ou seja, e~
que y'B & constante e u(s) € Uy, de forma que y'e™** Bu(s) seja limitada, resultando

que a integral acima também seja limitada, isto é:

t1
—/ y'e ™™ Bu(s)ds < ¢, para algum ¢ > 0
0

Concluimos, assim, de (2.9), que y'zy < ¢ e, por isso, conseguimos um hiperplano
de normal y que separa C, de maneira que o conjunto controlavel u fique em apenas

um dos semi-espacos deste hiperplano, ou seja, C # R™. L]

2.3 Conjunto dos Estados Atingiveis

Nas secoes anteriores definimos controlabilidade & origem, porém, também con-
seguimos representar a controlabilidade a um ponto. Escrevemos, assim, C(t1,x1),
como sendo o conjunto dos pontos que podem ser levados até x; no tempo t;, de
maneira que xo € C(t1,x1), se, e somente se, existir um controle u € U, tal que

x(t1) = 1, e, diretamente de (2.2), temos:

t1
T = et (xo —i—/ e *A Bu(s) ds) :
0
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Realizando as manipulacoes necessarias,
t1
Ty = e gy — / e 4 Bu(s) ds.
0

E interessante comentarmos que muitos resultados que foram provados para C(t;)
também sao validos para C(t1,x1), porém nao sao todos, como é o caso de que, se
nao existir um controle u tal que Ax; + Bu = 0, entao nao poderemos afirmar que

C(tl,xl) C C(tQ,.Tl), para to > tq.

Definigao 2.3.1 Definimos R(t1, ) como sendo o conjunto dos pontos que sao
atingidos a partir de wm ponto inicial xo em um tempo t; e, de (2.2), conseguimos

que, quando x1 € R(t1,xy), vale que

t1
z; = el (xo +/ e~* Bu(s) ds) . (2.10)
0

Como vimos anteriormente, xy pertencer ao conjunto C(t;,z;) é referente ao
caminho percorrido a partir do ponto x( até chegar em z1, num tempo t;. Analisando
a definicao 2.3.1, conseguimos observar uma reciprocidade entre estes dois conjuntos,
visto que, quando 1 € R(t1, ), temos que z € C(t1,x7).

Além disso, conseguimos definir o sistema tempo-inverso, que corresponde
ao sistema de equacao de estado ©' = —Ax — Bu, e, para este caso, precisaremos
determinar quando zy € C(t1,21) e 1 € R(t1,79). Mas, de (2.2), temos que a

solucao do sistema tempo-inverso é dada por

() = et (:1:0 _ /0 e Bu(s) ds) |

Assim sendo, xg € C(t1, 1) se

t1
zo = ey +/ e 4 Bu(s) ds, (2.11)
0

e x1 € R(t1,xg) se

t1
z, = e 4 (xo —/ e*A Bu(s) ds) . (2.12)
0
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Note que, se fizermos uma mudanga de variavel em (2.11) para s = t; — 7, ent@o

0
zo = e + / e e ™A Bu(t, — 7)(—dr)

t1

t1
= ey + etlA/ e ™ Bu(t, — 7)dr
0
t1
= ¢ht4 (xl +/ e ™A Ba(r) dT) : (2.13)
0

com 4(7) = u(t; — 7), conseguimos, assim, criar uma relagao entre o sistema tempo-
inverso e ©' = Az + Bu. Comparando, por fim, (2.10) com (2.13), conseguimos
observar que o conjunto controlavel para o sistema tempo-inverso € igual ao conjunto
dos estados atingiveis para o sistema x’ = Ax + Bu, ou seja, todas as propriedades

gerais que sao validas para um, também sao vélidas para o outro.

Exemplo 2.3.1 Dado o sistema

De (2.10) temos que 1 € R (tl, %) se

1 f
= e (— +/ e *u(s) ds)
2 Jo

1 t
= —elt 4 el / e *u(s) ds.
2 0

Aplicando o médulo dos dois lados da equagao, como |u| < 1 temos:

t1
getl/ e *ds
0

= (—e T 4+ 1)

t1
xr1 — <€
2

—1 + €.
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A inequacao modular fornece

1
1—et1§x1—§et1§et1—1

e isolando x1, obtemos:

1 3
1— §€t1 S I S -1+ §€t1.

Podemos, assim, concluir que

1 1 3
N [ 1__751 -1 © ot )
R(tl,Q) [ Lot +26}

Analisaremos, agora, quando x; pertence a R (tl, %) para o caso em que trabalhamos

com o sistema tempo-inverso. De (2.12), temos que

1 f
T =e " (— - / e‘u(s) ds)
2 Jo

1 h
=_e e / e‘u(s) ds.
2 0

Novamente, aplicando mo6dulo dos dois lados da equagao e considerando que |u| < 1,

temos:
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E realizando os mesmos procedimentos acima de abrir a inequa¢ao modular e isolar

21, obtemos que o conjunto dos estados atingiveis procurado ¢é o intervalo fechado

3 _ 1 _
—1+§€ t171—§€ t s
ou seja, o conjunto controlavel no ponto % para o sistema apresentado. Observando
os gréaficos abaixo, podemos perceber que todos os pontos de R sao atingiveis a par-
tir % em um determinado tempo finito, porém, somente os pontos pertencentes ao

intervalo (—1,1) serao controlaveis a 3.

10+ ——
0.75 +
8 4
0.5 +
67 0.25 +
4 | 1 : ot
0.5 1 1.5 2
24+ -0.25 T
; : .t -0.5 +
0.5 \IS\ 2 075 + S
24 \

Figura 2.4: A linha vertical na imagem a esquerda representa o conjunto R (%, %)
e, na imagem a direita, representa o conjunto C(t1, %), considerando um tempo t;

arbitrariamente grande. Fonte: Autoria proépria.
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