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Resumo

A Rede neural é uma poderosa ferramenta que esta relacionada a aplicagdo de "Ma-
chine Learning” na resolucdo de problemas complexos dos quais necessitam de artificios
computacionais avangados, abrangendo diversas aplicoes estendendo-se a carros auténo-
mos, aplicagdes biomédicas e médicas como a descoberta de novos medicamentos, cura
e diagnostico antecipado de doencgas, geracao automatica de noticias e classificacao de
estrutura de proteinas, bem como reconhecimento de padrdes como o reconhecimento fa-
cial, recomendacao de produtos, previsao resultados futuros como dos valores de a¢oes na
bolsa de valores e alteragoes climaticas até campos de engenharia de espagonaves.

Nesse sentido, este trabalho consiste no estudo das notas de aulas de "An introduc-
tion to neural networks for beginners'e do cédigo implementado para treinar uma Redes
Neurais (RN) que reconhece digitos escritos & mao, bem como no estudo da dindmica
nao-Markoviana de sistemas quanticos bipartites na presenca de reservatorios e intera-
¢oes de muitos corpos. Sendo utilizado o formalismo de matriz densidade e Equacao
mestra de Time-Convolutionless Technique (TCL) para descrever a dindmica quantica de
sistemas abertos. Realizando, do ponto de vista tedrico, o que se chama de engenharia de
reservatorio, tendo em vista obter efeitos de meméria na evolugdo temporal do sistema,
em que no regime nao-Markoviano busca-se fazer cédlculos de emaranhamento para obter
aplicagoes na computacao quantica, tendo como inspiragao o recente artigo de Banchi et

al.

Palavras-chave: Redes Neurais. Machine Learning. Operador Matiz Densidade. TCL.

Nao-Markvoiano .






Abstract

The Neural Network is a powerful tool that is related to the application of "Machine
Learning" in solving complex problems that require advanced computational devices, co-
vering several applications extending to autonomous cars, biomedical and medical appli-
cations such as discovery of new drugs, cure and early diagnosis of diseases, automatic
generation of news and classification of protein structure, as well as pattern recognition
such as facial recognition, product recommendation, prediction of future results as well
as stock values from the stock exchange and climate change to fields of spacecraft engi-
neering.

In this sense, this work consists of the study of the lecture notes of "An introduction
to neural networks for beginners'and the code implemented to train an RN that recog-
nizes handwritten digits, as well as the study of non-Markovian dynamics of bipartite
quantum systems in the presence of reservoirs and many-body interactions. The density
matrix formalism and TCL are used to describe the quantum dynamics of open systems.
Performing, from a theoretical point of view, what is called reservoir engineering, in order
to obtain memory effects on the temporal evolution of the system, in which in the non-
Markovian regime one seeks to perform entanglement calculations to obtain applications

in quantum computing , inspired by the recent article by Banchi et al.

Keywords: Neural networks. Machine Learning. Density Hue Operator. TCL Non-

Markvoian .
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CAPITULO

Introducao

Em 1888, Ramoén y Cajal consegue isolar pela primeira vez as células nervosas cerebrais
a partir de uma variacao da técnica de coloracao de Golgi, ensinada pelo neuropsiquia-
tra Luis Simarro Lacabra (FERNANDEZ; BREATHNACH, 2001) o qual desenvolveu
uma modificagdo de brometo de prata da técnica de cromato de prata de Camillo Golgi
(KANDEL et al., 2014).

A solucao de prata é capaz de corar apenas cerca de 1% das células de qualquer regiao
do cerebro e além disso, os que sdo efetivamente corados, ficam muito bem delineados
desde ao corpo até a arvore dentritica completa, como se estivessem isolados dos demais,
evidenciando a auséncia de de continuidade citoplasmética entre neurénios (KANDEL
et al., 2014). Assim, Cajal pode concluir que o sistema nervoso é composto por bilhoes
de neurdnios distintos e que estas células se encontram polarizadas e comunicam-se por

sinapses, estruturando a ideia de que o neurénio é a unidade basica do sistema nervoso

(KANDEL, 2021).

Estas células individuais se organizam em circuitos cuja a forma do emaranhamento
entre elas é determinante para executar funcionalidades diferentes. Além disso, pelos
postulados de Cajal, devido ao principio da polariza¢do dinamica, os sinais elétricos nas
células nervosas fluem em apenas direcao tinica, com a transmissao do impulso nervoso dos
ramos protoplasmaéticos (dendritos) para o corpo neuronal (soma), atingindo a expansio
nervosa, isto é, a regido da zona de gatilho do axdnio (DELGADO—GARCiA, 2015), e
por conseguinte, pelo principio da especificidade conectiva, as células nervosas nao fazem
conexoes randomicas na formacao das redes neurais, produzindo conexoes especificas em
pontos particulares, constituindo assim, a partir desdes dois principios, a base moderna
da abordagem conexionista para o estudo do encéfalo (KANDEL et al., 2014).

Em 1943, uma publicacao intitulada "A Logical Calculus of the Ideas Immanent in
Nervous Activity" na revista Bulletin of Mathematical Biophysics e escritas por Walter
Pitts e Warren McCulloch (MCCULLOCH; PITTS, 1943), fazia uma analogia as redes
neurais biolégicas o processo eletronico, para a elaboracao do primeiro modelo matemaético

de uma rede neural. Com isso, houve a introduc¢ao da formalizacao do neurdnio artificial
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Dendrites ——>

Soma

Axon

Figura 1 — Desenho das células neurais do cerebelo de um pombo vistas a partir da técnica
de cromato de prata utilizada por Cajal, apresentando os axonios, os somas e

os dendrites que constituem os neurénios.(NASCIMENTO, 2022b)

como a unidade basica deste modelo, propondo também a formulagao tedrica da atividade
neural e dos processos generativos, impulsionando o estudo da ciéncia generativa o qual
é uma area de pesquisa que explora o mundo natural e seus comportamentos complexos
baseando em regras e parametros deterministicos e finitos para gerar um comportamento
aparentemente imprevisto e infinito que reproduz e até aproxima-se de fendmenos na-
turais e sociais como dissertado em "Generative Social Science Studies in Agent-Based
Computational Modeling " por Joshua M. Epstein (EPSTEIN, 2012).

Em 8 de abril de 1965, Gordon E. Moore (p.115) publicou sua observagao de que
"a complexidade para componentes com custos minimos tem aumentado em uma taxa de
aprozimadamente um fator de dois por ano [...]" (MOORE, 1965), o que posteriormente
passou a ser tratada como a "Lei de Moore" devido ao uma tendéncia histérica de multipli-
cacao da quantidade de transistores no interior dos circuitos produzidos pela indtustria de
microchips e processadores. Nesse sentido, o constante aumento da densidade e miniatu-

rizacao de transistores colide com limitacoes da Mecéanica Classica, pois abaixo de certas
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dimessoes efeitos de Mecanica Quantica sao evidenciados, inviabilizando o funcionamento
dos transistores, que segundo Benioff (1980), torna necessario a produgdo maquinas que
sao descrita pela mesma teoria (BENIOFF, 1980).

Na computacgao classica a informacao é criptografada por meio de uma representa-
¢ao em "0'e "1'chamada "bits", que possibilita o processamento da entrada e obtencao
de uma saida (KNILL, 2010; SIMPSON, 2009). Este mecanismo viabiliza a execugao
rapida, e com boa aproximacao de diversas atividades que manualmente exauriria muito
tempo, como é o caso de problemas que envolvem solugdo nimerica (FRANCO, 2006).
Em anélogo, na informagao quéantica sao utilizados "bits quanticos'conhecidos como "qu-
bits", sistemas quanticos que assumem apenas duas configuragoes '|0)"e "|1)"na notagao
de Dirac (NIELSEN; CHUANG, 2001; COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2019), cor-
respondentes aos bits classicos 0 e 1, mas com a primagzia da validade do principio
de superposicao, sendo assim, concede o estado do qubit como a combinagao das duas
configuragoes possiveis, de forma a abranger a interferéncia quantica (KNILL, 2010; NA-
KAHARA, 2008; COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2019). Assim, a entrada ("in-
put") nestes dispositivos pode ser uma superposicdo de muitas entradas possiveis, isto
é, uma sequéncia de estados de qubits, e por conseguinte, a saida ("output') como uma
sequéncia de estados de qubits correspondente (KNILL, 2010; NAKAHARA, 2008).

No cenéario atual os computadores quénticos ndo apresentam nenhuma vantagem so-
bre a versao tradicional, quanto a velocidade de processamento para sistemas no ambito
da Mecanica Classica, por serem ao menos tao rapidos quanto os seus predecessores.
Porém, no tratamento de problemas relacionados a quantica, as circustancias favorecem
os computadores quanticos, pois sdo uma extensao dos computadores classicos que ex-
plora sistemas quanticos para realizar os calculos tornando-os mais eficientes neste ambito
(KNILL, 2010). Ademais, diferente da descri¢ao cléssica, na quéantica a presenga do ema-
ranhamento, impossibilita a descricao simultanea e separada de muitos estados, cabendo
apenas a descricao de um subconjunto muito pequeno de todos os estados possiveis, o que
torma expressivo o poder da computagao quantica por ser capaz de contornar os obsta-

culos da simulacao de fené6menos quanticos ao manipular diretamente sistemas quanticos

(KNILL, 2010; NAKAHARA, 2008).

Além disso, os computadores quanticos apresentam vantagens em velocidade de pro-
cessamento em problemas de fatoracao e em problemas complexos de muitas variaveis, dos
quais os computadores tradicionais nao resolveriam ou demandariam muitos anos para
resolver, o que levou Feynman a propor a utilizacao de fendmenos quanticos para executar
rotinas computacionais (FEYNMAN, 1982).

No contexto da computagdo quéntica, a proposta por L. Banchi et al (BANCHI et
al., 2018), mostra a possibilidade da descricao de sistemas quanticos aberto e fechados
através da técnica de redes neurais artificias, ou seja, sistemas interconectados por "nés'

que funcionam como um cérebro artificial, onde a partir de um nput a informacao transita
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em "camadas escondidas", que formam a rede neural, e apds este caminho é obtido o
output. Nessa técnica a dificuldade de abordar sistemas abertos, com a presenca de efeitos
nao markovianos e nao pertubativos é contornada baseando-se no funcionamento de redes
neurais, preservando a simplicidade matematica da equagao mestre Gorini — Kossakowski
— Sudarshan — Lindblad (GKSL), isto é, a forma geral da equa¢do markoviana mestre
homogénea no tempo que descreve a evolucao da matriz densidade p, assim é definido
operadores de Lindblad com efeitos de memoria para descrever a decoeréncia e, com
isso, mapeando-a na rede neural recorrente (RNN), obtendo meios de modelar efeitos nao
markovianos em diferentes regimes (BANCHI et al., 2018; BREUER; PETRUCCIONE,
2007).

Sistemas nao markovianos recuperam parte da informacao quantica perdida para o
meio ambiente devido aos efeitos de memoria, de forma que a partir de um estado inicial
é possivel descrever toda a dindmica (BREUER; PETRUCCIONE, 2007). Deste modo,
com a nova técnica de RNN que descreve esses tipos de sistemas, é possivel treinar esses
modelos para realizar diversos processos em diferentes setores como: Agronegdcio; Analise
de Sentimento; Bioinformatica; Ecologia e Meio Ambiente; Energia; Filtragem de Men-
sagens Indesejadas; Financas; Mineragao e Ciéncia de Dados Robdtica; Satude; Sistemas
de Perguntas e Respostas; Sistemas de Recomendacao (BANCHI et al., 2018; FACELI et
al., 2011).

Para a execucao de diversas atividades, o funcionamento das redes neurais artificiais
reproduzem o mecanismo cerebral, em que nos dendritos do neur6nio os estimulos sao
captados e transmitidos ao corpo, onde sao processados e posteriormente um impulso é
propagado pelo axonio as celulas vizinhas por sinapses, repetindo em varias camadas de
neurénios processando a informagao, podendo resultar em um comando cerebral (FER-
NEDA, 2006). Nesse sentido, para o estudo da evolugao temporal de qubits, um input
Sp propaga através de camadas intermedidrias antes de chegar na camada final (output),
isto é, significa que o estado s;,; da camada [+ 1 é atualizada, dado o estado s; da I-ésima

camada através da seguinte forma:

si1 = f(Wisg + wy), (1)

onde W, é uma matriz peso, w; é um vetor peso, e f uma fungao nao-linear a ser deter-
minada.

Esse modelo passa por um treinamento, até aprender uma relagao entre input e output
escondida nos dados através do RNN, em que o sistema fisico pode ser descrico em termos

gerais pelo Hamiltoniano:
H=Hs®1g+1s® Hg + Vs (2)

onde Hs e Hg sao os Hamiltonianos do sistema de qubits e do banho bosonico, respec-

tivamente, e Vsg 0 acoplamente entre esses dois subsistemas. Sendo assim, a partir do
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modelamento focado na dindmica de sistemas quanticos abertos ndo markovianos usando
RNN, com do aprendizado a técnica apresentada por L. Banchi et al (BANCHI et al.,
2018), buscaremos estudar a aproximagao entre os formalismos da mecénica quéantica e da
inteligéncia artificial e , com isso, propor uma nova técnica para se investigar o emaranha-
mento quantico, analisando como as redes neurais podem prever niveis de emaranhamento

entre dois qubits.

O estudo de sistemas de baixa dimensionalidade como pontos quanticos, pogos quan-
ticos e sistemas moleculares apresenta grande potencionalidade para a construcao dos
futuros dispositivos eletronicos, pois os dispositivos eletronicos tém diminuido constan-
temente para dimensoes nanométricas para minimizar o consumo de energia e maximi-
zar velocidade de processamento visto que a eletrénica e o chaveamento on/off pode ser
feito com um tnico elétron, inflamando maior enfoque no estudo do transporte quantico
(DATTA, 2005; THN, 2010). Com isso, tais sistemas podem servir de inspiragdo para
a implementacao de bits quanticos em futuras implementagoes na computacao quantica,
como no artigo de Loss-Di Vincenzzo (LOSS; DIVINCENZO, 1998) onde é proposto a
implementagdo de um conjunto universal de portas de um e dois qubits, para realizar a
computacao quantica através de estados de spin eletronico de pontos quanticos de um

elétron acoplado.

Nesse sentido, mostra-se relevante estudos sobre como estabelecer o controle de todo
o processo dindmico desde a inicializacao de estados, controle coerente e até a realizacao
das medidas dos estados finais (BEREZOVSKY et al., 2006; BEREZOVSKY M. H. MIK-
KELSEN; COLDREN; AWSCHALOM, 2008), e que se mostra vidvel experimentalmente
a manipulacao coerente de estados quinticos de spins eletronicos em pontos quanticos (J.
et al., 2006).Tal controle pode ser obtido, por exemplo, através pulsos de tensao de porta
ou de fonte-dreno, electron spin resonance (ESR) e campos opticos coerentes (PETTA
et al., 2005) . Tais experimentos demonstram a possibilidade do uso de spins eletrénicos
como bits quénticos e revelam tempos de decoheréncia bastante animadores (chegando
a ms)(BEREZOVSKY M. H. MIKKELSEN; COLDREN; AWSCHALOM, 2008; PETTA
et al., 2005).

No anbito da computacao quantica, uma das principais dificuldades na implementagao
de qubits estd no controle dos mecanismos de decoeréncia, pois, por exemplo, ao considerar
um sistema de dois niveis em uma nanoestrutura (e.g. pontos quanticos semicondutores),
seguindo a proposta de Loss-DiVincenzzo(LOSS; DIVINCENZO, 1998), os qubits tendem
a passar por processos de decoheréncia em razao da interacdo com o meio ambiente, que
acaba limitando a eficiéncia de qualquer protocolo de informagao quantica. Com isso,
provocando o direcionamento das pesquisas que lidam com essa problemaética, ao estudo
de sistemas quanticos abertos nao markoviano(BREUER; PETRUCCIONE, 2007; LIU et
al., 2011; ZHANG et al., 2012; XU et al., 2015), isto é, sistemas quéanticos sob efeito de

memoria.
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Sendo assim, as redes neurais artificiais representam um método computacional que
utiliza um modelo matematico que se espelha na estrutura das células nervosas cerebrais
para elaborar uma espécie de inteligéncia artificial que aprende com a experiéncia. E
nesse contexto, apresentaremos o operador de matriz densidade, introduzido por John
von Neumann, que descreve o estado estatistico de um sistema quantico, seja ele puro ou
misto, o qual é capaz de resumir em uma tinica matriz todo o conjunto possivel de estados
quanticos de um sistema fisico, obtendo todas as propriedades do sitema, como o caso do
valor esperado dos observéveis (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2019), para assim,
introduzir o estudo da dindmica de sistemas quantinticos nao-Markovianos, tendo em
vista o recente artigo " Modelling non-markovian quantum processes with recurrent neural
networks"(BANCHI et al., 2018).
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CAPITULO

Redes Neurais

As Redes Neurais Artificiais sdo formadas por uma estrutura complexa interligada
por elementos de processamento basicos conhecidos como ndés. Dessa forma, constituem-
se como sistemas computacionais cujos nés interconectados funcionam de maneira similar
aos neuronios do cérebro, uma vez que, usando estes algoritmos, a rede artificial pode
identificar padroes escondidos e correlagoes em dados brutos, para assim, trata-los de

maneira adequada, além de poder aprender continuamente aperfeicoando suas funcoes.

Como apresentado na introdugao, o primeiro conceito de Redes Neurais foi introduzido
em 1943, no entanto, apenas se popularizou décadas depois com a introducao de algoritmos
de treinamento como o "backpropagation", o qual aperfeicoa o resultado a partir de um
treinamento a posteriori (LEONARD; KRAMER, 1990).

2.1 A Estrutura da Rede Neural Artificial

O sistema nervoso é uma rede de neurénios, formados por nticleo célular, corpo célular
(soma), dendritos, axonio e bainha de mielina. A transmissdo (sinapse) de um impulso
nervoso ocorre entre o axonio de um neurénio e o soma de outro. Essa sinapse de um
impulso nervoso é da forma "tudo ou nada", esse estimulo necessita de uma determinada
intensidade para gerar um potencial de a¢ao conhecido como estimulo limiar, cuja a exci-
tagao deve exceder para iniciar um impulso o qual o aumento de intensidade nao produz
um potencial de agdo mais forte, mas sim um maior nimero de impulsos por segundo.
Assim, a partir desse ponto de excitacdao, o potencial de agdo gerado na membrana esti-
mulada propaga-se a area vizinha, provocando sucessivas despolarizacoes e repolarizagoes
ao longo da membrana neuronal, por conseguinte, o impulso é propagado para todas as
partes do neurénio em um sentido unico, dos dendritos ao axénio (KANDEL et al., 2014;
MCCULLOCH; PITTS, 1943).

Nesse contexto, introduziremos a funcao de ativacao, que deve mudar o estado da
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saida quando a entrada é maior que um determinado valor, simulando a sinapse nervosa:

B 1
143

f(z) (3)

isto é, a funcao sigmoide.

2.2 Nos

As interconecgdes neurais funcionam como "nés'que vinculam um neurdnio a outro
resultando em uma reacao em cadeia que estende por diversas camadas quando ocorrem
sinapses. As saidas dos neurdnios da primeira camada sao recebidas por cada neurdnio da
camada seguinte na forma de uma entrada dada pela média ponderada que este reprocessa
gerando uma nova saida.

Podemos ilustrar o né como um circulo, que recebe a entrada ponderada e em seguida
aplica a fungao de ativac¢do processando a informagao gerando uma nova saida hy,p(z),
como no diagrama a seguir (THOMAS, 2017):

X1

X2

hw’b(l‘)

€3

+1

Figura 2 — Representacgao feita em Tikz de um né recebendo a entrada e gerando uma
saida

onde hyp = f(x1wy + zowy + x3ws + b), sendo os valores de w; os pesos que alteram
durante o processo de aprendizagem, enquanto b o peso do elemento de polarizagao +1,

cuja fungao é aumentar a flexibilidade do no.

2.3 Estrutura Basica da RN

Em uma RN existe uma quantidade enorme de interconecgoes, o encéfalo humano
possui da ordem de 10 neurdnios, que podem ser classificados em, no minino, mil di-
ferentes tipos (KANDEL et al., 2014), mas a estrutura de RN simplificada consiste em
uma camada de entrada, uma camada oculta e uma camada de saida ("output") como
ilustrado na Figura 3.

Nessa ilustragao a primeira camada representa a camada de entrada, na qual os dados
de entrada externos sao integrados a rede, a segunda camada representa a camada oculta,

pois essa camada nao ¢é acessivel diretamente, em geral, as redes neurais tém muitas
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Camada
escondida

h,@

18 camada

Camada
de output

h,@)

— hy p(X)

Figura 3 — Rede Neural Simples com trés camadas (NASCIMENTO, 2022a).

camadas como essa, enquanto a terceira camada representa a camada de saida, na qual
obtém-se o resultado do processamento final. Cada né na camada oculta ilustrada tem
interconecc¢oes com todos os nés da camada anterior associados a pesos proprios que sao
caracteristicos de cada conexao (THOMAS, 2017).

2.4 O processo de Feed-Forward

Para o caso exemplificado na Figura 3, a descri¢ao do processo de calculo do mecanismo

de RN artificial ocorrido é:

(1) (1

h(Q) (w 1121 + wiy Tg + wy ):r;g + b ) (4)
(2) f(w 21 L1 + UJéQ)LEQ + ’UJ( )263 + b ) (5)
(2) _ (1) (1) (1)

hy’ = fws) 1 + w3y 2 + wa3' 23 +bf ) (6)

By =Y = P + 0 hs? +wid b +b?) (7)

onde no peso do né w ) e do bias b , [ refere-se ao niimero da camada a qual o pertencem,
1 refere-se ao nimero do n6 da conexao com a camada [ + 1 e j refere-se ao niimero do
, ~ l ~ .

n6 da conexao com a camada [, enquanto, z; e hg-) sdo respectivamente as entradas e as
saidas de cada né, constituindo o processo de Feed-Forward (THOMAS, 2017).

Para obter optimizacoes computacionais, ¢ possivel escrever as equagao anterioes na
@)
(2

forma compacta utilizando a vetorizacdo com a introducao da variavel z;’ como entrada
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somada de cada né 1 da camada | incluindo o termo de polarizacgao:
A =S w0, (8)
=1
onde n é o nimero de nés na camada [.

Deste modo, o exemplo da Figura 3 na forma matricial é reduzido em:

JCINE S vACO P ACY 9)
h® = f(=®)) (10)
2B — W@p@ 4 p@ (11)

hwy(x) = B® = f(z¥), (12)

onde todos os elementos passam a ter forma de matriz ou vetores.

Cuja generalizacao tem a forma:

Z(Hl) _ W(l)h(l) 4 b(l) (13)
U+ f(z(l“)), (14)

que através das rotinas algebricas na linguagem de programacao Python, a implementacao

é optimizada como uma alternativa aos loops os qual este tipo de estrutura direciona.

2.5 Gradiente Descendente

Para realizar a aprendizagem supervisonada o ajuste dos valores dos pesos que ligam
as camadas de rede devem minimizar o erro. Com isso, no aperfeicoamento da RN para
prever resultados corretos se introduz o conceito de gradiente descendente.

A partir de uma inicializagao aleatéria neste processo ¢ obtido os w;; cujo erro ¢é
mininizado utilizando o gradiente da curva de erro em cada ponto calculado. Pois pelo
gradiente obtém-se informacoes direcionais: ao ser positivo em relagao a um aumento em
w, sugere que um passo nessa direcdo aumenta o erro; ao ser negativo em relagao a um
aumento de w, o indicativo é oposto pois o erro é minimizado. Envolvendo multiplos
passos até a obtencao do menor erro possivel, dado um critério de parada, isto é, o
processo ¢ interrompido devido a alguma condicao de parada estabelecida, como quando

0 erro V., cai abaixo de um determinado limite conhecido como precisao, atualizando
w de acordo com (THOMAS, 2017):

Wnovo = Wantigo — Oéverro (15)

onde 0 Wyeyo € 0 peso atualizado, wantigo 0 Peso do passo anterior, V., 0 gradiente do erro
em Wantigo € @ 0 tamanho do passo o qual ¢ elementar neste processo, pois ele determina
a rapidez com a qual a solu¢ao converge no erro minimo, sendo necessario o seu ajustado
em um valor pequeno o suficiente para que a otimizagao de w possa convergir par algum

valor.
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2.6 Funcao de Custo

Ao minimizar interativamente o erro da saida da rede neural variando os pesos na
descida do gradiente, surge o problema do "overfitting" (sobreajuste) que ocorre quando
um modelo estatistico se ajusta ao conjunto de dados anteriormente observado, mas é
ineficaz para prever novos resultados, representando um problema ao aprendizado de
maquina. Para contornar esta adversidade, a fung¢do de custo se apresenta como uma
formula mais geral para a minimizacao do erro ao mesmo tempo em que evita a ocorréncia
de "overfitting", a qual para o treinamento da RN é em um par de treinamento (2%, y*):

J(w, b, z,y)

B (@) (16)

- 5||yz — real”)* (1)

como a funcdo de custo do Zssime treino, onde h™) é a saida da camada final da rede
neural e y,..q para a predicao da rede neural dado x*, enquanto a norma representa uma
forma muito comum na representacao do erro no aprendizado de maquina e a constante
% é adicionada em razao da diferencial aplicada a funcao de custo que surge na "backpro-
pagation'(retropropagacao) a qual serd discutida adiante.

A qual aplicada a todos os m pares de treinamento:

121 2

J(w,b)zazf

1 m
— Z (W, b,x(z),y(z)) (19)

) (z7)

(18)

resultando no erro quadratico médio minimo sobre todas as amostras de treinamento.

2.7 Gradiente Descendente em RN

Para utilizar a fun¢do de custo no treinamento dos pesos da rede é preciso retornar

ao gradiente descendente e adicionar a retropropagacao. Nesse contexto, o gradiente

@

descendente de cada peso w;; e bias b tem a forma:

wg) = ng) —a—pq J(w,b) (20)
ij
b =0 — a5 J(w,) (21)

i

analogamente a equacao (15), onde os pesos sao atualizado a cada processo de interacao,
mas agora com a adicao da fungao de custo, restando entao, a apresentacao do "backpro-

pagation”.
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2.8 Retropropagacao em profundidade

Na inicializagdo da Rede Neural os pesos sinapticos recebem valores aleatérios, os
quais multiplicados pelos valores recebidos da camada mais externa nem sempre atingem
os valores desejados durante o treinamento. Nesse sentido, a correcao dos pesos sinapticos
pode ser obtida através do algoritmo de "backpropagation", que é feito pelo ajuste a partir
da diferenga entre o valor obtido e o valor esperado, propagando a corre¢ao para todas as
células nervosas.

O algoritmo "backpropagation", também conhecido como modo reverso de diferenciacao
automatica para redes neurais multicamadas, foi inicialmente introduzido por Rumelhart
em um artigo publicadado na Nature (RUMELHART; HINTON; WILLIAMS, 1986) o
qual mostrou que por meio de experimentos que estas redes sao capazes de prender repre-
sentacoes internas tuteis de dados, possibilitando o treinamento das Redes Neurais com
diversas camadas atravéz da retropropagacao.

Este processo de adequagao dos pesos ¢ dividido em duas partes, a primeira delas
consiste no "feed-forward", o qual é introduzido um valor na camada de entra (input) e
outro na camada de saida (output) e esse resultado flui pelas camadas internas até ser
reproduzido a resposta no output, e por fim, o "backpropagation', onde ocorre o apren-
dizado da rede, neste processo, o valor obtido ¢ comparado com o valor desejado, e com
isso, a rede calcula o erro e propaga a correcao as demais camadas internas até a entrada,
enquanto ajusta os pesos sinapticos até que o resultado tenha a exatidao desejada.

Retomando o ' feed-forward"para o exemplo inicial de trés camadas, podemos encontrar

o quanto a variagdo do peso wg) afeta a fungao de custo J, isto é,

0.J oJ on® 92?

= (22)
ow?  ar® 929 guw?

. . e 1L . . 82(2)
pela derivada em camadas na regra da cadeia, cuja ultima derivada parcial 671(2), reduz-se
Wig

a h§2), enquanto a penultima a
oh
5, = /') = (=)0~ 1)), (23)

por se tratar da derivada da funcao de ativacao.
2
Restando apenas a derivada parcial da funcao de custo J(w, b, z,y) = %Hyl — hf’) (2{2)) H

com relagao a hf’), a qual pode ser solucionada pela substituicao simples de

u= |y — (=), (24)
com isso,
1
J = §u2 (25)
oJ  0Jou

oh  Oudh
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que pode ser generalizado para todos os pesos introduzindo a notacao ¢
5" = (= h") f (™) 27)

onde 7 denota o nimero do né na camada de saida. Com isso, a variacao da funcao de
custo com o peso ¢é dada na forma geral por:
0
——J(w,b,z,y) = h§-l)5(l+1) (28)

() '
ij

2.9 Propagacao nas Camadas Escondidas

Pelo método de retropropagacao é possivel encontrar a variagao na fungao de custo de
para pesos nas camadas escondidas, isto é, as camadas que nao pertencem ao input e ao
output. A partir dos pesos que conectam o output a funcao de custo pode ser calculada
diretamente comparando a camada de saida com os dados do treinamento, enquanto as
camadas mais internas a funcao de custo é conectada indiretamente por meio de pesos
mediadores, que por conseguinte, sao conectados a outras camadas de nods através de
outros pesos mediadores.

O termo (55"1) representa a conexao final da rede com a funcao de custo, que por
conseguinte, deve-se propagar de volta pela rede. Neste sentido, podemos tomar do

exemplo inicial o n6 5 da segunda camada e avaliar como o termo em questao contribui
)

na rede de teste através do peso w;;

07 = 61wy f1(=17)

sentido de propagacao dos valores de o

Figura 4 — Representagao feita em Tikz ilustrando a retropropagacao, quando hé apenas
um no6 na camada seguinte

em que para o caso em questao onde ha apenas um né na camada de saida, a genera-

lizagdo da camada oculta tem a forma:

o\ = ol £ (2. (29)

J
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Enquanto, para o caso onde ha multiplos nés na camada do "output", podemos extender
a generalizacao, a partir da soma ponderada de todos os erros comunicados e assim obter

l . .
(5]( ), como mostrado no diagrama a seguir:

5%2) _ 3

- i=1

sentido de propagacao dos valores de o

Figura 5 — Representacao feita em Tikz ilustrando a retropropagacgao, quando ha multi-
plos nés na camada seguinte

cuja generalizacao tem a forma

S(1+1)
o)) = (Z w%’é?“’) 1), (30)

i=1

onde o valor 541y ¢ o nimero de nés na camada (I+1) e a derivada da fun¢ao de ativacao
¢ multiplicada pela somatoério de outro gradiente local, que provém da retropropagacao
dos neur6nios posteriores ao j, ou seja, do neurbnio ¢ vezes 0s pesos sinapticos w;j entre

eles.

Com isso, obtém-se a expressao para a equacao que resulta nos gradientes locais de
neuronios internos, isto é, escondidos na rede, de modo que conhecendo a forma de ¢, é

possivel calcular as derivadas da fungdo de custo expressas por:

0

s, J(w,b,x,y) = hj5§l+1) (31)
0
wj(w, b,x,y) = 5i(l+1) (32)

(2

e por conseguinte, aplicar o gradiente descendente descrito pelas equagoes (20) e (21).
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2.10 Vetorizacao da Retropropagacao

Assim como feito na secao 2.4, para escapar do uso de loops dentro de loops e ob-
ter optimizagoes computacionais a vetorizagao mostra-se como uma alternativa para a

realizacao deste tipo de calculo, resultando em

9
S = 0V (RO) (33)
)
_ (41
] =0 (34)

onde os vetores h() e §(*Y tem respectivamente dimensdes de (s;x1) e de (s;41x1), re-
sultando na dimensdo correta da matriz W® de (s;1xs;) na equacio (33) e do vetor
b de (s;41x1) na (34), que pela adicdo ponderada dos erros durante a realizacio do

backpropagation:

)
6J'

(32 ) 7 (3
= (W)75) - () 36)

onde - simboliza o produto de Hadamard, isto ¢, a multiplicagdo elemento-por-elemento.
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CAPITULO

Operador matriz densidade

A descricao quantica dos sistemas em que os estados nao sdo bem determinados cria
dificuldades devido a informacao incompleta sobre o objeto de estudo. Nestas condigoes,
torna-se necessario o uso do operador matriz densidade, pois este une postulados da me-
canica quantica com resultados de célculos probalisticos, os quais sao inseridos devido a
indeterminacao do sistema. De modo que em tais circunstancias o estado deste sistema
pode ser escrito como uma mistura probabilistica de varios estados, cada qual com uma

probabilidade de ocorrer:

[¥(t)) = 20: c(t) [u) (37)

em que > |cr(t)]? = 1.

Assim, desde que os estados |1y (1)) sejam ortornormais, isto é, os vetores |1 (t)) sejam
mutualmente ortogonais e normalizados, a probabilidade de se encontrar o conjunto de
autovalores associados a [¢(t)) € |ci(t)]?.

Nesse sentido, o estudo do comportamento de uma mistura estatistica pode ser feito a
partir do célculo de predigoes fisicas de possiveis estados, o que é demasiado complicado.
Em contrapartida, pelo resgate da equagao (1), é apresentado uma associa¢ao de médias
de vetores auto-estados do sistema, criando a possibilidade de pensarmos na existéncia
de um ’operador de média’, o qual seria capaz de fazer uma descricao simplificada de

misturas estatisticas, contornando a anterior adversidade.

3.1 Operador densidade para sistemas de estado puro

A titulo de facilitar a discussao sobre operador densidade partiremos do estudo de
sistemas de estados puros, isto é, todas as propabilidades de estado sao zero com excecao
de uma delas, apds isso, exploraremos os mistos.

Para a construcao do operador desejado, devemos pontuar que para um dado obser-



38 Capitulo 3. Operador matriz densidade

vavel A:
(O A0) = 5 (] 50 Acy(0) o) (38)
- gcmt)cp@ (tta] A fug) (39)
- gcz<t>cp<t>Anp (40)

E a evolugao temporal de |¢(¢)) segundo a equagao de Schrodinger, é dado por:

(1)) = H(1) jo(r) (41)
em que H(t) é o Hamiltoniano do sistema e
L d
—th ()] = (O H(t) (42)

¢é o complexo conjugado.

De modo analogo, podemos obter:

(g1 (8)) $80(8) ) = {utp ) ] € (43)
= & (D) (44)

e assim definir p(t) = |¥(¢)) (¥(t)| como o operador densidade, o qual nos permite carac-
terizar o estado quantico do sistema.

Observe que agora podemos reescrever algumas das equacoes anteriores em termos de
p(t):

D lea®* =3 (unl chen un) =D~ pun(t) (45)

n n

que como podemos ver, os elementos da soma sao todos da diagonal, isto é, equivalem ao

calculo do trago da matriz p,
> pn(t) =tr{p} =1, (46)

que expressa a conservacao da propabilidade.

Também calcular o valor do observavel,

(WO A (E) = > ppn(t) Apn (47)
=D {un| p(t)0pn A |uy) (48)
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bem como, da equagao de Schrodinger extrair

W) (0| = HO @) ol (61)
Doy wol+ ey < wol= " pmy wer 6
S H() [o(0)) (60| + — [0(0) ()| H(0) = = [FL(0), p(r)]. (53)

Outra observacao interessante é que para operadores de estados puros, como repere-

sentado por p(t) = |[1(t)) (¢ (t)], teremos sempre:

que das duas ultimas relagdes podemos perceber que p(t) tem propriedades de operador

projetor, que como verificaremos mais adiante é valida para apenas estados puros.

3.2 Operador densidade para sistemas de estado misto

Quanto aos sistemas de estados de mistura estatistica, a definicdo de operador den-
sidade sofrerda modificagdes em adequacao as condi¢oes do problema, pois agora existem

diversas contribuicoes de py, cada qual com peso diferente, de forma que sempre:
Yo =1 (57)
k

e que 0< P1;DP2y -5 Dks -+ <1l
Para o calculo da probabilidade & (a,) da medida do observavel A ser a,, dado um

certo estado |1)y), fazemos a seguinte operagao:

Pr(an) = (U] Po |tr) - (58)

Portanto, para obtermos o probabilidade geral, isto é, o somatoério de todas as con-

tribui¢oes de pesos P(a,) relativos a algum p, dessa mistura estatistica, efetuamos:

P(an) =Y 0k Prlan), (59)
k
e analogamente a equagao (50),
Pan) = tr{prPn}, (60)

de modo que um unitario p; assume o mesmo resultado que para o caso de um estado
puro, ou seja,

P = [Yr) (V] - (61)
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Aqui esse resultado ¢é referente ao valor de p, para apenas um dos estado da mistura
estatistica estudada. Agora para que sejamos capazes de descrever o operador de densi-
dade total do sistema, devemos somar todas as contribuigoes pj. relativos ao peso de cada

um deles, ou seja,
P = DkPh (62)
k

Definido o p para misturas estatisticas podemos estudar suas propriedades, como o

traco:
tr{p} = tf{ZPkﬂk} =Y metr{oe} = pr =1, (63)

pois o tr{px} = 1 para cada contribuicao, pela mesma razao que o trago era igual a 1 para
um estado puro.

Nesta situagao, estamos fazendo o somatério k estados, cada qual com um peso na
formulagao do p, além disso, como o trago de cada p; € 1 e a soma de todas as contibuigoes
também é 1, é intuitivo imaginar que para misturas estatistica o trago total também é
igual a 1, assim como para estados puros.

Quanto ao valor do observével podemos substituir a equagao (60) na (59), para obter
P(a,) = tr{pP,} e generalizar o caso de estado puro para misto, escrevendo o valor

observavel como uma soma de contribuigoes.

(A) => a,P(an) =D antr{pP,} = tr{pZanPn} = tr{pA}. (64)

Ja a evolucao temporal do operador densidade, pode ser descrita pela equacao de
Schrodinger, andlogo a equagao (56):
d

ih&pk = [H(1), pi(t)] (65)

para cada valor py.

Por fim, devemos ressaltar algumas excegoes para estados mistos, tais como:

P = (Zk:pkpk> <Zk:pkpk> (66)

= DeprPk (67)
= ;pi |r) (Wl e) (Vi (68)
=D pilvw) (k] #p (69)

w{i?) = oS oo} = St ntol - it <1 )

Consolidada esta discucao sobre o operador densidade para estados puros e mistos,

podemos iniciar o estudo da técnica de operador projecao.
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CAPITULO

Técnica de operador projecao

Esta técnica de operador é utilizada para tratar problemas envolvendo de dinamica
nao-Markoviana, mais expecificamente no tratamento das solugoes integrais de Nakagima-
Zwanzig. Entao, retomando a notacao ja utilizada na introducao, consideraremos o aco-
plamento entre um S aberto e R, um operador densidade especificado por um hamilto-
niano H = H, + aHy, em que « é um parametro de expansao adimencional, o qual nos

fornece o grau do acoplamento e Hj(t) = etflot H e~ Hot,

Retomaremos a equagao (65), fazendo h = 1, de modo que obtém-se a equacao de

Liouville-von Neumann:

(1) = i [H(D), p(1)] = aL(D)p(1) (71)

em que L(t) é o super operador de Liouville.

Usaremos a técnica para encontrar uma equacao exata de movimento para o operador
de densidade do sistema p,, neste caso definimos o super-operador P como p — Pp =
trr {p} pr = ps ® pr em que pg é algum estado fixo do reservatério. Isto é, o super-
operador definido projeta sobre a parte relevante de p, de modo que Pp nos fornece a

informagao completa desejada, o que permite-nos reconstruir a matriz densidade reduzida
ps-
A titulo de complementariedade, podemos criar um outro super-operador que satisfaga

p="Pp+ Z, ou seja:

p—Pp=2=Qp (72)

em que Qp projeta sobre a parte irrelevante.

Dessa forma, os super-operadores P e Q sao mapas de um espaco euclidiano no qual
as varidveis nos eixos referem-se a estados (espago de estado). Note que este espago e o

resultado de uma combinag¢ao do sistema com o reservatorio, assim o espaco de Hilbert
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total é dado por ¢ = 5 ® H%, em que é valida as seguintes propriedades

P+Q=1, (73)
P2 =P, (74)
Q= 0, (75)
PO = QP =0, (76)

para trg {pr} = 1.
Neste estudo, a escolha adequade de pgr é fortemente dependente da especifica apli-

cagdo, como para um caso estacionario, o qual para alguns casos pode-se assumir que
os momentos Impares da interacdo Hamiltoniana com respeito & estados de referéncia
desaparecam

trp {Hy(t1)H(t2)...H[(tons1)pr} = 0, (77)

disso segue,

4.1 A equacao de Nakajima-Zwanzig

Como neste projeto o interesse principal é o estudo da dindmica de um sistema S
aberto, é feito a aplicagdo do operador P e Q na equagio (71) de forma a obter-se duas
expressoe, a primeira com Pp(t) e a segunda com Qp(t) para manipular a equagao de

interesse a fim de obter a equacgao de Nakajima-Zwanzig, observe:

TPt =PI plt) = aPL1() (79)
2 Q0lt) = Qo plt) = aQL(D)p(1) (50)
Que pela equagio (73),
;fw@):aPEIMﬂ::aQEG’%QW@) (81)
— aPL{EP(t) + aPLH) Qp(t) (82)
analogamente,
88759;0(25) =aQL(t)Pp(t) + aQL(t)Op(t). (83)

Assim, resolvendo a equagao (83) para substituir na (82):

Qp(t) = Qplto) + a / QL(t)Pp(t)dy + o / QL (1) Qp(ty)dt,. (34)

note que,

Qolt) = Qplte) +a [ QLEIPot)AL +a [ QL) Qo)A (85)
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logo,

0plt) = Qplto) +a [ QL Polt) it

0

t
o [ 0Lt [Qp(tg)—i—a QL(t:)Pp(ta)dts + / QL (t,)Op(ty)dts | dty

(86)

to

t t
= Qplts) +a [ QL(t)Pp(t)dt +a | QL(H)Qp(to)dt

t t1
+ OZQ/t Qﬁ(tl)/t QE(tg)Pp(tg)dthtl -+ Oé QE tl / QE tg Qp(tg)dthtl

to

(87)
= Qplto) + o " QL) Pp(t)dt + a / " QL(1)Oplty)dty
+a? | "or(h) / Y QL () Pplts)dtadts + o / "or(h) / " oL () [Op(to)
+a /t QL (ts)Pplts)dts + a /t : Qﬁ(tg)Qp(tg)dtg] dtsdty (88)

t t
— Op(ty) + a /t QL(1)Pp(ty)dt + a /t QL(t))Qp(to)dt;
t ’ t1 ’ t t1
2 ["ort)dt / QL () Pp(ts)dts + a? / QL (t)dt / QL(t5) Qp(to)dts
to to
t
3 ; Qﬁ(tl)dtl t QC tg dtg/ Qﬁ t3)Pp<t3)dt3
t
to to to
t t t1
. {1+a " oc(t)dt +a® /t QL(t)dh /t Qﬁ(tg)dtQ—l—...] Qp(0) + R(t) (90)

em que R(t) representa todos os demais termos nao dependentes de Qp(0).

Usando a notagao L(t,) = L, podemos observar que,

2 fto Qﬁldtl Qﬁzdtz -+ 062 fto QL: dtl Q£2dt2
2!

202 [t ot
2' to Jto

E fazendo a troca de variaveis t; < to,

/t /t (i — ) QL QL dtdts = 2= [ [" 0r,0L.4t:dts (92)

to Jto

Podemos reescrever o termo na forma:

202 [t
TS /t /t QL, 0L dtdt (93)

em que 7. é um operador que descreve a ordenagao cronologica do tempo.

Que generalizando para o grupo de termos com Qp(0),

T exp {a t: Qﬁ(t’)dt’] — Gt to) (94)



44 Capitulo 4. Técnica de operador projecio

Ja quanto aos termos restantes,

t t t1
R(t) = /to 19L,Ppidt; + o /to QL1 QLYP podiadiy

to

t t1 to
o / / / QL1 QL QL P pydtydtadt, + ... (95)
to Jto to
observe que todos eles tem em comum o termo referente a projegao sobre a parte relevante
Pp.
Novamente faremos mudanca de variavel,
t ot t ot
042/ Qﬁlgﬁgppgdtgdtl = C(Q/ Qﬁlgﬁzppgdtgdtl (96)
to Jto to Jt1
t1

t() ‘ t t2

Figura 6 — Gréfico de mudanca nos limites de integracao: o vermelho representa os limites
originais, em que t; é a variavel idependente, ja o azul a troca por t5 como a
nova variavel idependente

torte rte t rt opto
o /t /t /t QL1 QL QL Ppsdisdtadt; = o /t /t /t QL1 QL QL P padtsdtydt
(97)

t t t
= o /t /t [ 0L10L,0L,Ppydtsdizdty (98)

to‘ t

Figura 7 — Gréfico de mudanca nos limites de integracgao: o vermelho representa os limites
originais, em que to ¢ a variavel idependente, ja o azul a troca por t3 como a
nova variavel idependente

Fazendo t; < ts,

t t t t t t
% / / QL3 0Ly QL Pprdt dtsdty = o / / QL1OL, QL Pprdtdtsdty  (99)
to Jt3z Jit2 ta Jtz Jio
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de modo que é possivel reescrever os termos na seguinte forma:

t t t t
o [ an [1+@ QL(t)dty +o® [ QL) | Qﬁ(tg)dtgdt2+...] QL(t)Pp(t1), (100)
to t1 t1 to

ou seja,
t t t
o [ Toexp {a t Qc(t')dt'} QL(t)Pp(t1)dts = a /t G(t, 1) QL (1) Pp(t )dt,  (101)

Portanto, podemos escrever a expressao para a parte irrelevante como:
t
Qp(t) = G(t.16)Qp(0) +a | G(t.1)QL(t)Po(tr)dts (102)
0

Além disso, observe que o propagador G(t, s) satisfaz

0
25G(t,s) = aL(D)G(, 5), (103)

em que G(s,s) =1 é a condigdo inicial.

Subistituindo a equacao (98) na (82)

;Pp(t) = aPL{H)Pp(t) + aPLAG(E, to)p(to) + o t: dsPL(1)G(L, $)L(s)Pp(s). (104)

e usando a condicao (78),0btemos a equacao de Nakajima-Zwanzig, isto é, a equacao exata

para os graus de liberdade do sistema reduzido

;Pp@) = o? t: AsPLHG(L, s)L(s)Pp(s) + aPLEG(t, to)p(to). (105)

Podemos observar que a equagao (101) envolve termos ndo homogéneo como

PL)G(t t0)Qp(ts), (106)

depedente de condigOes iniciais e da integral sobre o histérico passado do sistema no
intervalo [to,t]. Dessa forma, obtemos a descrigdo completa de efeitos de meméria nao-
Markoviano da dinamica do sistema reduzido, em que o termo o*PL(t)G(t,s)L(s) é um
super operador no sub-espago relevante, conhecido como memdria Kernel KC(t, s).

Logo, a expressao final para a equacao de Nakajima-Zwanzig é dada por:

;Pp(t) = t: dsK(t, s)Pp(s) + aPL(t)G(t,t0)p(to) (107)

Embora todo esse trabalho para encontrar a equacgao anterir, ela ainda apresenta
tantas dificuldades para descrever a dinamica do sistema quanto a equagao de Liouwville,
mas o que torna a equagao de Nakajima-Zwanzig vantajosa é a possibilidade de executar
a técnica de expancoes perturbativas para realizar calculo analitico e numérico. Isto é, a
equacao pode ser expandida em poténcias de interagao Hamiltoniana H;, ou até ao entorno
de t no poder da memdria Kernel, na largura do nicleo K(t,s) com K(t,s) ~ 6(t — s),

que na auséncia de efeitos de memoria a descricado torna-se Markoviana.
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Tomaremos uma condicao fatorizante p(to) = ps(to) ® pr, com Pp(ty) e Op(ty) = 0,
fazendo com que o termo nao homogéneo desapareca, ficando apenas para a equacao exata

da parte relevante da matriz densidade:

0

SPp(t) = :dsIC(t, ) Pp(s) (108)

em que a for¢a de acoplamento de segunda ordem é
K(t,s) = a*PLH)IQL(s)P + O(a?) (109)
e consequentemente equacao do movimento para segunda ordem

9 Po(t) = a? t: dsPL(#)QL(s)Pp(s) (110)

Também podemos observar também que se introduzirmos a explicita expressao para o
operador projecao P e para L(t), pela oproximagao de Born, a qual a evolu¢ao da matriz

densidade a partir da representacao de figura de interecao é dada por:

2 p(t) = —a [Hr(t) ple) (1)

Podendo ser reescrita na forma

plt) = plt0) ~ a [ dt [Hs(t1). plt) (112)

que repetindo uma segunda interagao

o0) = pto) —a [ty a(er).pltn)) — o [ [ atadta [s(0). [Pa().plt2)) (113

to vto

Entao invocando seguidas aproximacoes, se a interacao ¢ fraca, esperamos que a série

resultante convirja

S [t [ b (), o B o)l (10

Neste caso para a aprorimacgdo de Born é necessario a precisao apenas até a segunda
ordem, visto que poténcias superiores tendem a zero rapidamente. Logo, tomando o trago

sobre o banho (reservatoério), obtemos:

plt) = plte) —a [ty en ([at).plto))} — ® [ [ dtadt o {[Hs(01), [ t2) plto)])

(115)
note que p(t) = trr {pT(t)} , e pela suposi¢do que o estado inicial entre o sistema e o
ambiente nao é correlacionado ou representado mateméaticamente por p7T (tg) = p(to) @
pr(to) e que trg {H(t1)pr} = 0, temos como consequéncia imediata que o primeiro termo

da expansao ¢ nulo.
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Assim, representando p(t) = eM®r(0) em que M(t)X um super operador da forma:

MBX = —a? /t " dtadts tra {[H (0), [Ha(£2), X @ pr]]} (116)

to Jto

e tomando derivada de p(t) com rela¢ao ao tempo,

(1) = S IM(0) % o) (117)
isto é,
d . [
Zlt) = —a /to ds trg {[H(t), [Hi(s), pls) ® pr]]} (118)

Porém essa a abordagem a Dinamica nao-Markoviana apresenta desvantagens praticas,
pois embora aquela aproximagao simplifique derivacao das equagoes de movimento nao
facilita sua estrutura. Além disso, a equacao obtida é do tipo integro-diferencial e sua

solugdo numeérica pode ser bastante trabalhosa.

4.2 Estudo da técnica TCL

Gracgas a presenca de efeitos de memoria Kernel na equacdo mestra encontramos
dificuldades no tratamento da dinamica, o que torna interessante o uso do método do
operador projetor time-convolutionless , isto é, a aplicacao de um operador capaz de
eliminar esse ’enrrolar’. Esse método consiste numa expansao sistematica da dindmica do
sistema S em termos do fator de acoplamento, aqui fizemos esse processo até a 4% ordem

do fator de acoplamento para condic¢oes iniciais fatoraveis e nao fatoraveis.

4.2.1 A equacao mestra local no tempo

Neste subsecao temos o interesse em eliminar a dependéncia do futuro sobre a evolugao
temporal na historia do sistema presente na equacao mestra de Nakajima-Zwanzig. Deste
modo, podemos possibilitar a derivacao da exata equagao mestra local no tempo para o
sistema aberto.

Entao considerando,

p(s) =G(t,s)(P+ Q)p(t) (119)

para substituir na equagao (62), em que G é um propagador anti-cronolégico do tipo
G(t, to) =T- exp{—a IK ds’ﬁ(s’)}, obtemos:

Qp(t) = G(t.10)Qplto) +a [ dsG(t,5)QL()PG(t )P+ Qplt)  (120)

Agora introduziremos um operador que nos permitird facilitar o processo de expansao

S() = a ttdsg(t,s)Qﬁ(s)PG(t, 5, (121)



48 Capitulo 4. Técnica de operador projecio

fica facil perceber que podemos reescrever a equacgao anterior na forma:
11— 3(8)] Qol(t) = G(t, 1) Qplts) + S(t)YPp(1), (122)

sendo interessante observar que o operador Sigma nao pode ser definido como cronoldgico
ou anti, pois ele é composto pelos dois tipos de propagradores. Além disso, 3(tg) = 0 e
¥(t)]a=0 = 0.

Consequentemente podemos obter a expressao (98) em termos do operador Sigma:
Qp(t) = [L = ()] S(O)Pp(t) + [1 = Z(1)] 7 G(t, 1) Qo(to), (123)

valida para acoplamentos nao muito espagados e para casos em que t —ty € bem pequeno.

Assim a dependéncia historica da parte relevante pode ser elimida com a introducao do
exato propagador anti-cronolégico G(t, s) presente na equagao que expressa a parte irrele-
vante, a qual como discutido anteriormente, auxilia a determinagao da equacao paraPp(s).
Portanto, tendo em vista a derivagao da equacao mestra time-convolutionless’, inserimos

na equagao (82) a nova expressao para a parte irrelevante:

O Pot) = aPLit) (=SSO SOPt) + 1= 3] Gt t0)Qplte)}  (124)

ot
= K({t)Pp(t) +L(t)Qp(to), (125)

em que
K(t) = aPL(t)[1 — X)) ()P (126)
I(t) = aPL(H) [1 — 2(t)] " G(t, ) Q (127)

Aqui obtemos a exata equagao mestra de ’‘time-convolutionless’ (TCL), isto é, a equagao
local no tempo, em que operadores K(t) e Z(t) sao expandidos em poténcias de for¢a de

acoplamento dado por a.

4.2.2 Expansao de perturbacao do gerador TCL

Seja a expansao em série geométrica de sigma dada por:

1= S0P = 3 B (128)

de modo que, :
K(t) = a ijm@) S )P (129)
= i PLH)[E@)]" P (130)
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Entao, reescrevendo sigma na forma 3(t) = Yo%, a"3,(t) podemos determinar as

contribuicoes de IC,, da n-ésima ordem do gerador TCL e fazer t, = 0:

Ki(t) = PL)LP = 0; (132)
ICo(t) = PLES, ()P, (133)

em que,
_ /Otds’lgﬁ(s’)Plz /0 "4 0L (S VP, (134)

consequentemente,

= [ " A PL(s) QLS )P (135)
- / ds'PL(s)LL(s' / ds'PL(s)PL(s')P (136)
:/O ds'PL(5)1L(s')P; (137)
Ks(t) = PLE) {[Z1()) + Sa()} P, (138)

em que,
To(t) = / ds’ / ds"QL(s") QL(s' / ds'QL(s")P / ds"L(s") (139)
- / ds’ / ds"QL(s") QL (s / ds’ / ds"QL(s)YPL(s") (140)
- /O ds' /O ds” [QL(s")QL(S')P — QL(s'YPL(s")] (141)

Figura 8 — Gréfico de mudanca nos limites de integracao: o vermelho representa os limites
originais, em que s’ é a varidvel idependente, ja o azul a troca por s” como a
nova variavel idependente
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Obtemos, usando as relagoes (73), (76) e (78),

Ks(t) = PL(1) [( / "4 (1— P) L‘(s’)P>2 + [ s Ji "5 [QL(s") QL ()P

—QL(s"YPL(s")] ] P

— PL() l(/ot ds' (1 P) E(s’)P>2

(142)

7 as [[a (- P) £ (1 - P) £()P — (1 P LEPLE)] | P (143)

t 2 s" t
— P,C(t) l(/ dS,1£S/P> + / dSl/ dS” [,CS//,CS/P — ‘Cs”Pﬁs’P —_ 'P,CS//,CS/’P
0 0 0

+PLAPLP — LoPLy +PLAPLy| ] P

s t
- / ds’ / ds"PL(t) [Lo LoP — PLALyP — LyPLy|P = 0;
0 0

Ka(t) = PQ{[Z1(1)]° + Su()Sa(t) + Sa(t) 1 (t) + Ss(t)} P,

mas pela relacio (76), [31(t)]> = £1(¢)32(t) = 0, desta forma

Ki(t) = PL{S ()1 (t) + X3(8) } P,

em que

(144)

(145)

(146)

(147)

Sy(t) = /O " ds [ / Lty / "t chgzggﬁsﬂ 1+ /O " ds [1@5873 / "t / it 5251}

t t1 t1
_ dtl/ ds/ dty (1L, — PLY) (1 = P) Lo (1L, — PL,) P
0 0 s
t

t1 t1
+ [ an / ds / dty (1 — P) LyPLoL,

0 0
t t1 to
= 0 dtl 0 dtQ 0 ds (1[,1 - Pﬁl) (1 — P) [,2 (:LCS - Pﬁs) P
t t1 to
+ [ dy / dts / ds (1 —P) L PLLy
0 0 0

t t1 to
_ / dt, / dt, / ds (L1LoLyP — LyPLALP + LPLoLy)
0 0 0

(148)

(149)

(150)

(151)
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tt----- ZS:tl tl ””” z8:t2

t
‘ tl ‘ tl 2

1* mudanga nos limites 2% mudaca nos limites

Figura 9 — Gréficos de mudanca nos limites de integragao: o vermelho representa os limi-
tes originais, em que s é para ambos a variavel idependente, ja o azul a troca
por respectivamente t; e to como a novas variaveis idependentes

Fazendo s = t3, obtemos

t t1 to
Sy (t) = /0 dt, /0 dt, /0 dts (L1LoLeyP — L1PLALeyP + Loy PLALY) . (152)
Além disso,
t t1 t
So(t)54 (1) = /O dt, /O dts [QL1QLYP — QLyPL] /0 dts OLsP (153)
t t1 t
—_ / dty / dts / dts QLyPLL QLS P (154)
0 0 0
t t1 t
. /0 dt, /0 dts /0 dts (LaPLLOLsP — PLPLIOLP)  (155)
t t1 t
_ /0 dt /0 dts /0 dts (LyPLLLsP — LoPLIPLP) (156)
t t1 t
— / dt, / dts / dts LoP L1 Lo (157)
0 0 0

t t1 to t1
_ /0 dt, /O dts { /0 dts LoPLiLsP + [ dts LoPLyLsP
to

t
+ dtg £2P£1£3P] y (158)
t1

aqui analisamos o segundo e terceiro termo separadamente para reescrevé-los de uma

forma mais enxuta, observe:

t t1 t1 t t t1
/ dty / dty [ dts LoPLILSP = / dt, / * dts / dts LoP L1 LsP (159)
0 0 to 0 0 0

t to t1
:/ dtl/ dt3/ dty L3PLLYP, (160)
0 0 0

pela substituicao t; < ts.

Analogamente, para o terceiro termo

t t1 t t t3 t
/0 dtl/o dtg " dt3 £2P£1£3P :A dtl/o dtg/o dt3 £2P£1£3P (161)

t ts t
/ dt, / dt, / dt; LPLLP (162)
0 0 0

t to t1
/ dt, / dts / dtaLyPLoLr, (163)
0 0 0
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pela substituicao ciclica t; — to — t3 — t;.

Isto é,
t to t1
S (65 (1) = / dt / dts / Aty [LoPLILSP + LaPLILoP + LsPLoL1]  (164)
0 0 0
De modo que,

t t1 to
Ka(t) = /O dt, /0 dts /0 Aty PLL1LLsP — LyPLoLsP — LoPLLyP
CLyPLyL] P (165)

O gerador de segunda ordem /Cy(t) da equagdo mestra em TCL equivale a equagao
(118). No entanto, a técnica que acabamos de descrever é mais vantajosa pois o gerador
nao é local no tempo, ou seja, nao envolve a convolugao de Kernel, que como ja haviamos
dito é bastante complicada.

E possivel tornar as expressoes para Ko(t) e K4(t) mais explicitas ao escrever a inte-
racio Hamiltoniana como a soma dos produtos de operadores Hermitianos Fy, e Qy, isto

¢,

H =) Fr®Q, (166)

definindo v;(t1,t2) = Rtrg{Qi(t1), Q;(t2)pr} € mij(t1,t2) = Ttrp{Qi(t1), Q;(t2)pn} €
denotando por F;,(t) = n.

Desta forma, para os momentos de segunda ordem, tem-se trp { H;(T)H;(t2)ps @ pr} =
Dot (Vo1 + Z'7701)6105

Entao, sabendo que Pp = trr {p} ® pr = ps ® pr,

Ka(t)ps ® pr = /0 AL PLLPps © pr
- /Ot dtyPL(—i) [Hr, ps @ pr]
= (=i [ AP (15, [Hr, ps @ gl
= — /Ot dty trg {[Hio, Hirps ® pr — ps @ prHa]}
= — g:l /Ot dty trg {Hio (Hiips ® pr — ps @ prHi1)
—Hyo (Hi1ps ® pr — ps @ prHi1)} @ pr
= — g:l /Ot dty trg {HioHiips ® pr — Hiops ® prHin — Hips ® prHio

+ps @ prHaHio} ® pr (167)
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Note que para o primeiro termo da expressao, fazendo (Q;,Q;1) = trr {Q,0Q;1Pr}

tem-se:

trr {(Fio ® Qi) (Fi1 ® Q1) ps ® pr} = trr {FiuFiips ® QiuQ1pr}
= FoFapstrr {QiOQilpR}
= FioFiips <Qi0Qi1> ) (168)

por conseguinte, denotando g;; = (vi; +1im;;) ,a expressao anterior pode ser dada por

Ka(t)ps ® pr=— /Ot dty (FioFips (QioQir) — Fiops (QiQi) Fir — Firps (QiQuo) Fio

20,21
+ psFiuFio (Qi Qi) ® pr

t AN A A A A AA
- Z /0 dt, ( 1psgor — Upsgoil — 1psgi00 + /)Slogm) @ PR
i0,i1

== /Ot dty (V01 [6’ [LPSH + 1701 {@, [Lps”) ®@ pr (169)
10,i1
pOiS o1 = l/i()’ﬂ(t, tl) + inio,il <t7 tl) = Vz‘l,io(th t) + iﬁil,io<t1, t) = Z10-

Analogamente é possivel proceder para os termos de quarta ordem e rearranja-los,

lembrando que:

t t1 to
Ki(t)ps ® pr = /0 dt, /0 dts /0 Aty (PLLLLSLSP — PLLPLALyP — PLLYPL Ly P
—PLLPLLP) ps @ pr, (170)

para cada um destes quatro termos da expressao, obtém-se 16 novos termos. Nesta
pesquisa separamos o primeiro termo dos trés demais, pois para os ultimos, a solugao

generalizada de um era valida para o restante do grupo.

Usando a relagdo ja conhecida por £6 = (—i)[H, 0] no primeiro termo da equagao
(170):

[Ho, [Hy, [Ho, [Hs, p]]]] = HoH1HyHsp — HiHoHspHg — HoHoHspHy + HyHspHy Ho
— HoH;H3pH, + HiH3pHoHo + HoH3pHoHy — HzpHoH Hy
— HoH,HypHs + HiHopHsHy + HoHopH3Hy — HopHzH Hg
+ HoH, pH3H, — Hy pHyHoHy — HopHsHoH, + pHaHLH Ho, (171)

em que cada um destes termos podem ser reescritos na forma de somatérios como ante-
riormente feito para o termo de segunda ordem, como apresentados a seguir, omitindo a

integragao tripla e o simbolo de somatério (vide a tabela 1):
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Tabela 1 — Primeiro grupo de termos de quarta ordem

n resultado

1 [(vo1 + in01) (Va3 + in23) + (Vo2 + 1102) (113 + imi3) + (Vo3 + 110s) (12 + 12)] Oi?Z}pSA
2 | = [(Wor + ino1) (Va3 + im23) + (Vo2 + in02) (V13 + t113) + (Vo3 + i103) (V12 + im12)] 123p50
3 | = [(ro 4+ imo) (vas + in23) + (V12 + imi2) (Vo3 + i103) + (V13 + imi3) (Vo2 + ino2)lﬁﬁgp§i
4 [(v10 + i1h0) (Va3 + i123) + (V12 + 1112) (Vo3 + i1003) + (V13 + 1113) (Vo2 + i102)] 2;))’?§10A
5 | = [(r20 + ing0) (v13 + imhs) + (Va1 + in21) (Vo3 + i103) + (Va3 + i123) (Vo1 + ’i7701)1913,?§2
6 [(v20 + i120) (13 + imi3) + (Vo1 + 1121) (Vs + i003) + (Va3 + i123) (Vo1 + in01)] 13ps20
7 [(va1 + i21) (Vo3 + i103) + (V20 + 120) (13 + i13) + (Va3 + ima3) (V10 + i710)] 03ps21
8 | —[(vo1 +inan) (V03 + in03) + (V20 + in20) (V13 + imi3) + (Va3 + i023) (V10 + i110)] ?)Egﬁi(:)
9 | = [(rs0 + inz0) (v12 + imh2) + (Va1 + ing1) (Vo2 + i102) + (V32 + in32) (Vo1 + i7701)1912/f§3
10 | [(v30 4 in30) (V12 + t112) + (V31 + in31) (Vo2 + iNo2) + (V32 + i032) (Vo1 + i001)] }%PS%Q
11| [(vs1 4 in31) (Vo2 + i102) + (V30 + in30) (V12 + i112) + (V32 + i132) (V10 + i110)] 02pg31
12 | —[(vs1 +im31) (V02 + 1n02) + (V30 + i030) (12 + i112) + (V32 + in32) (V10 + inlo)lépsgio
13 | [(vs2 4+ ins2) (Vo1 + i1o1) + (V30 + in30) (Vo1 + in21) + (V51 + i131) (V20 + in20)] insi:))%
14 | —[(vs2 +in32) (V01 + iMo1) + (V30 + in30) (Vo1 + in21) + (V31 + in31) (V20 + i120)] Lps320
15 | — [(vs2 +in32) (V10 + iM10) + (V31 + in31) (V20 + i020) + (V30 + i030) (V21 + i121)] Oeng%l
16 | [(v32 4 in32) (V10 + i110) + (V31 4 i031) (V20 + 1120) + (V30 + 130) (Vo1 + i121)] ps3210

que podem ser reescrito como:

(V02V13 + V031/12> [0, [i, [Q, [?),ﬂs”” + i(Vggnlg) {6 [i [Q {f)) ps}”}
+ ’i(17021/13 [C) [i 23ps + 3ps2 — 2pg3 — p532_] + i(nos12) [C), {i, }
) + o o1, 2. ]

PSQ +2ps3 + PsgA}_ + i(V91723) [ ) [i, [ {37 PS}H_
J] + iCrorras) [0 ps|]}]

—

1(7701V23

(72)

Quanto aos demais termos, obtém-se-os pela solugao generalizada de PL;L;PL,L,,,Pps®

PR-
Observe que,

(=)PLL;PL) [Hy, p] = (—i)*PLL;P [H), Hyp — pH,y] (173)
= (—Z)2’P£Z£J Z (Fl,l’Fm,m/pS trp {Q“,Qmm,pR}
' m/

—FmmpsFrytrr {Qz,l/PRQmm/} = FropsFmm trr {Qz,yﬂRQm,m/}

+psE Lo trr {PRQl,l’ Q. })

= (=)*PLL; Y [(FroFommps = FonwpsFrr) 0 { QuuQun o
s

+ (pSFm,m’Fl,l’ — FippsFmm) trr {Qm,m’Ql,l’pRH ® pr, (174)
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e fazendo Al,l’,m,m/ = (Fl,l’Fm,m’pS - Fm,m’pSFl,l’> € Bl,l’,m,m’ = (pSFm,m/Fl,l’ - Fl,l’pSFm,m’)a

obtém-se:

(_i)2p‘ci£j Z (Al,l’,m,m’ <Ql,l'a Qmm’> + By mm <Qm,m/Qz,l/>) ® pr =

' m!

(_Z)SP‘Cl Z ([Hj7 Al,l’,m,m’ ® pB] <Ql,l’7 Qm,m’> + [HH BU/,m,m/ ® IOR] <Qm,m’? Ql,l’>) =
I m
(=)*P > ([Hi, [y, A nan ® )] (Quirs Qo) + Hi [Hy, Brrm e @ 051 { Qo s Qur)) =
U'm/

(=)*P > [(HH A e @ pr — HjAy e @ prH; — HiAyy o @ prHj

U'm!

+ Apy e @ prH;H;) <Qz,zu Qm,m/> + (H;H;Bry i ® pr — BBy o @ prH;

- HiBlJ’,m,m’ X PRH]’ + Bl,l’,m,m’ & pRHjHZ) <Qm,m’7 Ql,l’>} (175>

em que na substituicdo dos termos H, A;y ., Biymm € organizacdo da expressao

resultante, ¢ alcancada a solugao geral:

(—i)4 Z {[Fi,i’Fj,j’Fl,l’Fm,m’pS — Fiir ¥ FmmpsFry — ¥ 5 FrvF o e psFiir
Vi
FF i Fon e p5FL0F i ] Qg2 Qg o) {Quis Quar ) + [ Fior FrirFo e psF
AF i Frnm psF 10 i+ Fro o p5Fj o Fiir — oy psFr o B o Fi ] <Qj7j’7 Qi,¢/> <Qz,l/, Qm7m/>
[Fiir ¥ i psEmm iy — Fi i ¥ i FrypsEmm — Fi i psEmm FrvFip +F; 35 FppsEopmFi i
: <Qi,i’7 Qj,j’> <Qm,mu Qz,z'> + [psFmm FroFsFi o — FippsFmmFj 5o

—FiwpsFmmFrrFs g + Fi s FrppsFamm 0 (Quirs Qi) (Quars Quir) ) (176)

a qual permite se escrever os termos referentes aos 3 outros termos da equagao (144)
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Tabela 2 — Segundo grupo de termos de quarta ordem

n resultado

1 (Vo1 + in01) (V23 + in23) Oi??ﬂsA
2 | = (vor +ino) (vas + ima3) 123p50
3 | = (vi0 + o) (vo3 + i 32(1)?3/351
4 (110 + i010) (V23 + in23) 2§€§10A
5 | = (vor + o) (vas + ing 3)A(A)13€§2
6 (Vo1 + ino1) (V2 + in23) 13ps20
7 | (vio+ imo) (vas + inns) 03ps21
8 | — (vio + imo) (ves + inp3) ?’fé‘?i(ﬁ)
9 | = (vo1 + o) (Va2 +ins 21912@3
10 | (Vo1 +imo1) (V32 + im32) 129530
11 (I/lo + i?’]lg) ( V3o + 27732) 02p 31
12 | — (v10 + imio) (V32 + in32) ?p %1()
13 | (o1 +im01) (va2 + ims2) 01ps32
14| = (vor + imjor) (vs2 + i) 1ps320
15 | — (10 + imio) (V32 + in32) Ops321
16 | (v10 + imo) (vs2 + ins2) ps3210

que pode ser reescrito na forma:
+ (o) [0, 1, [2,[3,p5] ||| + 00mze) [0 1, (2. {3, ps ]
+ i(no1v23) [6,{1, {Qa [37%’”}} (M017123) [ { [A {3,05}”] (177)
e como pode-se observar, é varrido quando somado ao primeiro grupo.

Tabela 3 — Terceiro grupo de termos de quarta ordem

n resultado

1 (Vo2 + ino2) (V13 + im3) G?i?)psA
2 | = (vo2 + ino2) (V13 + imi3) 213ps0
3 | — (a0 +in20) (V13 + im3) 013ps2
4| (a0 + i) (viz + imiz) 13ps20
5 | = (o2 + inoz) (13 + imms) 023ps1
6 (Vo2 + ino2) (V13 + im3) 23ps10
7 (190 + i120) (13 + imi3) 03pg12
8 - (VZO + i7720) (V13 + 1113 ) 3,05120
9 | — (Vo2 + ino2) (V31 + i3 1)}1)21/353
10 | (vo2 + ino2) (V31 + im31) 2lps E’)[:)
11| (va0 +im20) (V31 + 1931) Olpg32
12 | — (va0 + im20) (V31 + im31) 1p5320
13 | (oo + im02) (Va1 + ins) 02pg3l
14 | — (vo2 + ino2) (V31 + in31) ?p Z:%i(:)
15 | — (va0 + ima0) (V31 + 1731) 0/352%2
16 | (vao + im20) (V31 + im31) ps3120
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analogamente:

isto é:

+ (arna) [0, 2,1, (3. ps]]]| + évoama) [0. 2, [1. {3, ps ]
+ i(??ozlﬂg) [67 {Qa [i, [37 PSH }} - (77027713> [07 {97 |:i? {3@9}} }} (178)

Tabela 4 — Quarto grupo de termos de quarta ordem

resultado

(Vo3 + in03) (112 + iM12) O?i?PSA
- (VO3 + 7;7703) (V12 + i7712) 312p50
— (V30 + 11m30) (112 + Z'7712)Aﬁiﬁp53
(v30 + im30) (V12 + i112) 1?&93@
— (Y03 + im03) (V12 + i"122932/3€1

(vo3 + ino3) (V12 + i112) 32ps10

(v30 + 1m30) (V12 + im12) 02pg13
— (30 +im30) (12 + im12) Qggig(:)
9 | = (o3 + imos) (o1 + iner) 031ps2
(
(
)
(
)
)
(

O O U i W N =B

10 | (vo3 + inos) (Vo1 + ina1) %ipsé(z]
11| (30 +im30) (V1 + in21) 01pg23
12 | — (30 + ins0) (Va1 + ina1) 1ps230
13 | (vo3 + inos) (Vo1 + in21) 6305?3
14 | — (V03 + 1703 (V21 + i7]21) i:’)psg}(A)
15 | — (w30 + im30) (Va1 + i721) 0,@%}3
16 | (v3o0 + im30) (Vo1 + 1121) ps2130

+ v (0.3, 1, 2. ps]] ]| + ivoama [0, [3. [1, {2, ps ]
+imatia [0, {3, 1, [2 ps] | }] = moamz [0, {3. [1. {2, s ] (179)

Neste, caso obtemos o resultado final:

ICu(

t1 to
Ps & pr = / dt1/ dtz 0 dt'g,
i3

10,211,342,

(voatra [0, [1.2], 3. ps] || +ivoamia [0, [[1.2] . {3, ps ]|

3 0.4[1:2]. 8] }] = mooma [0. {[1.2]. {3. 5} }
+ vz (0. [1.3] . [2.ps]] | +ivoamz 0. [[L.3] . {2, s ]
+mavae [0 {1 }PM?WWPH 3 {2051

s~ ) .1 [
+ (Vo3ma — Nosvi2) [0, [1, {{2, } ; ps}H> ® PR (180)
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4.3 Representacao de Interacao

Para a Mecanica Quantica, na "Schdédinger picture” os operadores sao fixados enquanto
a equagao de Schodinger altera com o tempo, pois considera os sistemas quanticos como
fungoes de ondas com dependéncia temporal, neste caso, os observaveis sao reprensenta-
dos como operadores Hermitianos que atuam na funcao de onda. Quanto a "Heisenberg
picture', a variacao temporal é designada aos operadores, mantendo a base fixa de modo
a proporcionar facilitagoes matematicas e aproximagao maior com a Mecanica Classica,
ja a "Interaction Figure', também conhecida como "Dirac picture’, é um tipo de repre-
sentacao intermediaria entre a "Schiodinger picture” e a "Heisenberg picture”, pois nesse
caso tanto os operadores quanto as bases estao sujeitas ao tempo, sendo assim, um caso
especial de transformacao unitaria aplicada ao Hamiltoniano e aos auto estados.(BRUUS;

FLENSBERG; PRESS, 2004)

A equagao (124) em que H; é da forma Y-, \ Fix ® Qg , pode ser escrita como:

o pst) =023 [ s trn {QuaQua(s)pn} FeaFun(slostt)  (181)

kX kN

sendo o termo pg expresso em figura de interagao ( "interaction picture"), isto é, ps(t) =

’Hot P exp’lHot, de modo que, sendo H = Hy 4+ V, a diferencial é dada por:

ps(t) = iHoe ot g (1)e Mot et g (1) =itlot Mot e (4 ~oHot
= iHopj + ¢! (i) [H, p3()] — ip(t)Ho
= iHop — ip§(t)Ho — ie™ " [Hy, p(#)] e~ Mo — et [V, i ()] =M
= iHops — 1pgHo — lHOtH 0ps(t)e ~iot ze‘HOtPS( t)Hoe ~illr
— z’elHothSS(t)e*’HOt + jeitot ps(t)Ve~ iHot
= —ietor(Vpy (1) — py(t)v)eHot (182)

se V = eitlotye—itlot tom ge

ps = —i(Vp — psV)
= —i [V, p3] (183)

isto é, a equacao de Von Neuman.

t .
. ps(t) — _Z HO, pS 052 /0 dS trR {Qk,)\(t)Qk:/7)\/ (S)pR} Fk})\e_zHO(t_S)Fk,)\l
EA kN

e Holt=9 (1) (184)
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e usando as propriedades de autovalor e auto vetor descritas por Hq [n) = A, [n),

t
(nl ps m) = =i nl (1, p5] [m) = 02 -5 3 [ dstra {Qua(t)Quu(s)or}
EA kN nlylo,lsla,m 0
(0] Fron [11) (] €0 (1) (1o Fro e (1) (U] €0 1) (1] ps () m) ,
(185)
chamando (n| ps |m) = prm € wag = Ao — A4,
t .
Prm = _i()‘n - )‘m)pn,m — o Z Z Z /0 dstrg {Qk,)\(t)Qkﬁ/\’(S)pR} 6_2w24(t_5)cn|Fk,>\|
EX BN LU m
8 (U] [Fae| 11 prrm (186)

4.4 Matrizes Pauli

O conjunto formado pelas matrizes complexa R?, hermitianas e unitdrias o,, o, € 0.,
aliado a matriz identidade denotada por oy, formam uma base para o espaco vetorial
real das matrizes em R? hermitianas. Assim, como os observaveis na Mecanica Quantica
sao representados por operadores hermitianos, as matrizes de Pauli geram o espaco de
observaveis do espaco de Hilbert de dimensao dois (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE,
1991).

No contexto dessa pesquisa, foram utilizadas as matrizes de Pauli para representar
uma leitura dos trp dos produtos dos Q; \ com pg, para isso fez-se necessario um maior
entendimento das propriedades dessas matrizes.

Seja a representacao das matrizes de Pauli dadas por

10 01
0 —2 1 0
Jy:(i 0 )7 Jz:(o _1), (188)

0 oy +ioy 01
: o, =2 7Y , 189
') s o S BT

10 0 0
oL0_ = =n, oL0_ = =1-—n, 190
(4 0) e (o0)

1 0
(D)-() o o
( )z(;)mw:m; (192

(193)

tem-se:
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a_(é>=(?),am>=|¢>; (194)
U_<(1)>:(8),0+|¢>:0. (195)

Desta forma, seja Cy; = (0, ®0,®...®0_®0i®00®...) GCZ’j:<O'Z®Uz®...®

0L ®0g R0y ®...), tem-se-a:

{Cin Cli} =1, {Cin Cli} =0, sej#1. (196)

isto é, {o_,0,} =1,{0_,0,} =0,{0,,0,} =0.
Logo, trg {Qi07)\0Q2‘1’)\1Q@'Q,)\2Qi37)\3p3}, pode ser reescrito como trp {C’koé,ilckQCZBpR},
em que ék(t) = e (C(0), ou seja, trp {C’koC,ilegC,Z:}pR} e iehoto p—iek1tl p—icka2 o —icksts

Observe:

<(§,10(?k10,120k3>:(az®...®a+®ao®...)(az®...®a_®ao®...)
(0:®.. 00, R00®..)(0,®...00_-R0)Q...) (197)

Pela hipotése de Born e = e @ e P2 @ ... = @, e ™, de modo que ao fazer

1o = 11, ig = 13 € g > 19, €m que sao as posi¢oes dos o, ou o_, obtém-se

trR{(oZ®...®ni®...®n,®ao®...)(...®e‘5ni®...®e—ﬁ"l®...)}:
trR{...®nie_B"i®...®nle_5”’ ®} (198)

logo,

trr { L One e e e .. } Zii (nie—ﬁnm‘) Z:Ll<nle_5nl€i>

trp {en} TSl (ePria) L (e=Bruer)
(0 + e~ 0)(0 4 ePa)
(14 ePa)(1 + e—Ba)
1

T (1 + ePa) (1 + e (199)

Agora analisando um caso mais geral, trg {QiOAOQiLM QiQ’AQQigAng}, em que Q;, \, =

0. ®...00\, ®...e N\, =—M\,, 0 produto dos termos é descrito por:

trp{(0,.®...Q0\, Q0 ®...)(0,®.. 00\, QR ...)(0,R...Q0), 09X ...)

(0,®...Q00y, Q0y®...)(ePH7-a gefrro-2 g .)pR} ,
(200)

na chamada representacao de Jordan-Wigner.
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Como trp {A} =3, (n1,n9, ..., N4, - - -, Mg, - .. |[A|n1, M2, ..., NGg, - ., N2, . . .), em que

| ny,ng, ..., nj) = [n1)®ne)®...Qn;) e (ny, ng, ..., nj| = (n1|®@(n2|®...®&(n,|, obtém-se:

Z”io <ni0’ 0A00X06_66i00+07 ’ni0>

SY Y mle o

20,22 Ag,A2 ni Znio <n10| 6_66i10+0—7 |n20>
Zm2 <n22| O-)\20-5\26—55i20+0— |n12> (201>
Yonsy (i | €792+ |ny, )
se A\p = +,
<O| 0+0'_e*f36i00+o_ |0> + <1| 0.+0_€fﬁeioo+a_ |1> 0+ 6*561‘0‘”‘7— 1
~ A = = _ (202)
(0] e=Beivoro—10) 4 (1] e=Feioo+o— |1) 1+ e Peoo+9— 1 4 efcioo+o-
isto é, obtém-se a distribui¢ao de Fermi, denotada por f (e;,) = P 561,10(, ——, analogamente,
se A\p = —,
<O’ O',O'+€_B€i00+0'7 ’0> + <1| O’,UJFG_B“OJ*U* |1> B 140 B eBeigoro— (203)
<0‘ e—Beiooyo— ’0> + <1| e—Beiooro— |1> - 1+ e Beigotro— - 1+ ePeigoro—
/ 6,36,' oyo_
que é denotado por f_(¢;,) = W, sendo f_ =1— f,.

Disso segue, omitindo os exponenciais que surgiram na transformacao para a repre-

sentacao de Schradinger,

Z Z f/\o(eio)f/\z(eiz) (204)

10,22 Ap,A2

Assim, caso ig = iy € i1 = i3, para ig > i1, tera:

(00® ... R 020:020,0:® ... R 000,000 @00 ®...)(e P17+~ @ .. @ e i+~

LL@ePaTt- g )

(205)
para ig, se \g = +
<O| (7+UZO'_UZ€*BE¢OG+07 |0> + <1| O_+UZO-_O-Z€*B€Z‘OU+U, |1> B 0 — e~ Beigoro-
(O] o= 0) + (1| e Fevesa= 1) = T e
-1
T 1 Pt (206)

isto ¢, obtém-se novamente a distribuigdo de Fermi, denotada também por f,(e;,) =

W, note que neste caso houve a adi¢do de um termo (—1), que refere-se a primeira
e

permutacao ocorrida, como é de se esperar, obtém-se o mesmo resultado para f_.

De modo semelhante, para iy, se \g = +

(0] ogoogo_e 0747~ |0) 4 (1] ogo.090_e P17+7 [1) 0+ e P+~
<0| e—Beiioyo— |0> + <1| e—Beiroo— |1> - 1+ e—ﬂeilg+o’7
1

(207)
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resultando também na func¢ao de Fermi, com f_ =1— f,.

o Z Z f)\O(EiO)f)\l (€i1)7 (208)

10,81 Ao, 1

e para 19 = i3 € 11 = 19, COM %y > 11

Z Z f)\o(eio)fh (61'1)' (209)

10,81 Ao,A1

E importante ressaltar que nesta pesquisa foi feito a reproducéo dos célculos para o

caso em que ig = i; = iy = i3 e verificado que o resultado é sempre zero.

4.5 Foémula de Baker-Hausdorff

Dado dois operadores Hermitianos A e B no espaco H, e/ Ae " = A + i) [G, A] +

(i;g)z GG, A]] + ..., em que A é um operador € R.

Demonstracao.

iGN (IGN)? (iGN iGN (IGN)? (iGN
L+ ot A1 S R e | =
. 2 . 2 . 2
A+ (iGN)AL — LA(GA) + (@G;) a1 — 196N A(z’G)\)Jr(iG)\)A(ZG;\) b=
, (i\)?
A+iN[G, Al + 51 G, A[G, A]] + ... (210)
cqd. ]

Utilizando a féormula é possivel tratar das equagao que envolvem a técnica TCL. Entao,

: i ‘ i
seja eiotoQi, Qg Qi, )\Oe_“"OtOQioQio = Q,

i €000 ter-se-4:

Qigo + i€ioto | QL Qg Qig o] + (“i;f‘))Q QL Qios [ QL Qig> Qugo || + - (211)
e usando o comultador para A\g = +,
QLQ.,, QL] = QlQ,Ql - Qlalq, (212)
em que {QZ,QJ} =0e {QI, QJ} =0, j, isto ¢,
QLQ,. QL] =ql (1-qlq,) -alala, =ql, (213)
ja quanto ao comutador para A\g = —,
[Q,Qi, Qi) = — (QL) = —Q, (214)

|:Q’-IL'-0Qm7 Qio)\o} = )\OQio,Ao' (215)
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Em retorno ao problema original, com a adicao de uma integracao com relacao a
energia, obtém-se a seguinte equacao que pode ser solucionada via Método de Residuos

em Fisica Matematica, que para f,, resulta em :

e}

+oo . 1 .
[ deJ () f(e)e ™) =273 Y~ (—5> glwn(t=ts) (216)

2n+1 . L
em que fi(e) = m, f=-"ew,= ( "; )™ conhecido como frequéncia de Matsu-

kT
bara.

Dado uma gaussiana que permite avaliar a largura do espctro denotada por J(e),

tem-se:
e ielti—t)) _ _ 2T ienti) (ti—t;)
[ AT (e ) =~ TS Tt e : (217)
o n=0
+oo ) 2mi X )
/ deJ () f_(e)e " lti=t) = _gz ST J(=2m + p)elGmmmlEi=t) (218)
> m=0

em que z e é a frequéncia de Matsubara

Assim, pode-se escrever

omi\? & gt oqpn o -
EUAIES / dt, / dts / At (Nozn + 1) Moz + 1)
B ,1M,A0,A2 0 0 0

L i(zn—Xop) (to—t1) Li(zm—p) (t2—ts) < 3
e e Fl(),/\oFIO,AQFZ27/\2F12,)\2pR’

(219)

resultando em

(=) T Y Y et ) gl g

n,m,\o,A2 11,112,113 14,N5,16

FZO!AO»"L’IQFZO,;\O,RQ,% Fl2,>\2,_n3,n4 Fl2’5\2m4m5 e (“Ang +Ang 7f”7X0“)t—1
i(Any—Ang —2Zm—A2p) iQ(f)\nE,) +Ang—2zn—Aop)(—Anz+Ang)
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1 (>\n2 _>\n3 _Zn_)\OM)(Zm+>\2H+>\n3 _)\n4)

a qual se trata da equacgao em que o projeto tem em vista a construgao de um programa
em Python que a solucione V ¢ € R.

Nesta etapa da pesquisa é executado o processo de elaboragao de tal programa com-
putacional pela implementacao da técnica TCL, a qual devido a grande complexidade,
nao se encontra concluido. Sendo assim, os esforcos dos envolvidos se mantém até que a
implementagao seja finalizada, aliado aos estudos sobre logica, programacao em Python e
Redes Neurais, inspirado no recente artigo "Modelling non-markovian quantum processes
with recurrent neural networks"(BANCHI et al., 2018).
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Capitulo 4. Técnica de operador projecdo
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CAPITULO

Implementacao do Gradiente

Descendente

A partir da equagao (19), que representa a média de todos os cdlculos da fungao de
custo amostra por amostra, o gradientente descendente vetorizado

J(w, b, 29 4@ 221
- (w,b, 2",y (221)

z=1
condensa a versao de calculo elemento por elemento optimizado o processo, mas a medida
que se avanca nos lotes de treinamento surge a necessidade da produgao de um termo
que resuma as derivadas parciais dos calculos da funcao de custo da amostra individual,
o qual é denominado AW ® e analogamente para o gradiente do bias b o Ab®, de modo

que a cada interacao de amostra do algoritmo de treinamento final, deve-se realizar:

0 2
AWD = AW 4 T (w, b2, y) (222)
= AW® 4 st (BT (223)

que apos todas as interacoes é construido os somatorios presentes no gradiente descendente

e, por conseguinte, é atualizado os parametros de peso:
1
WO =wo _q {AW(”} (225)
m

1
b =) — o {Ab(l)} . (226)
m
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CAPITULO

Elaboracao do Algoritmo de RN

O algoritmo de Feed-Forward é um método inspirado nas células nervosas do cérebro,
em que neurdnios recebem sinais de entrada através dos dendritos, enquanto os axonios
transmitem o sinal para as sinapses, a qual é a regiao onde agem os neurotrasmissores
transmitindo o impulso nervoso de um neurénio a outro. Neste caso, para simular este
processo, na abordagem da retropropagacao, uma funcao modifica as ponderacoes inter-
nas dos pesos dos sinais do imput para produzir um sinal de output esperado, isto é, a
aprendizagem ¢ supervisionada, pois a rede balanceia seus pesos buscando minimizar o

erro entre a camada do output do sistema e o valor de saida esperado.

Para realizar o processo é preciso inicializar a rede e executar a propagacao para a
frente, ou seja, o feed-forward, propagando um sinal de entrada através de cada camada
até que a camada de saida produza seus valores, que representa o equivalente a transmissao
sinaptica de sinal realizada pelos neurotransmissores que provoca a ativacao dos neurdnios.
Em seguida, o erro é calculado entre as saidas esperadas e as saidas propagadas a partir
da rede, sendo a partir disso propagados para tras, partindo da camada do output em
direcao as camadas mais internas escondidas na rede, balanceando os pesos sinapticos a

medida que retrocedem internamente.

A partir disso, a rede é treinada usando descida de gradiente estocdstico, enquanto os
pesos sinapticos e de polarizacao sao atualizados conforme um critério de parada deter-
minado por uma precisao desejada, e com isso, passa a ser capaz de predizer retornando

o indice na saida da rede que tem a maior probabilidade.

Em seguida apresentaremos o fluxograma (Figura 10) do esquema de funcionamento
da técnica de retropropagacao para implementacgao, cuja rotina do gradiente descendente
é repetida até que o critério de parada seja atingido, isto é, quando a funcao de custo
médio tenha alcangado um minino ideal, para o qual a Rede Neural é considerada treinada

e apta ao uso.



68

Capitulo 6. FElaboragao do Algoritmo de RN
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Figura 10 — Fluxograma produzido em Tikz do algoritmo de Redes Neurais.

No algoritmo a seguir, ¢ implementado um cédigo para treinar uma RN que reconhece
digitos escritos a mao (THOMAS, 2017), utilizando o banco de dados de digitos manus-

critos MNIST da biblioteca Scikit-Learn, comumente usado para treinar varios sistemas
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de processamento de imagem. Entao, aplicamos o RN para desenvover um codigo que
realiza o treinamento e previsao neste conjunto de dados para identificar o digito.

Como por exemplo identificar que todas as imagens a seguir representam o digito 1:

() (d)

Figura 11 — Digitos 1 gerados pelo MNIST onde cada imagem tem 8 x 8 pixels de tamanho, e a
amostra de dados da imagem é representada por 64 pontos de dados que denotam
a intensidade do pixel.

Para a implementacao da RN em Python é necessario importar bibliotecas como a
NumPy, pois devido a vetorizagao é necessario o uso de uma biblioteca que suporta o
processamento de grandes, multi-dimensionais arranjos e matrizes, bem como a Scikit-
Learn, que se trata de uma biblioteca de aprendizado de maquina de codigo aberto para
a linguagem de programacao Python, além da matplotlib, para a producao de plot de

figuras.

I|import numpy as np
import numpy.random as r

3limport matplotlib.pyplot as plt
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from sklearn.datasets import load_digits
from sklearn.model selection import train_test_split

from sklearn.metrics import accuracy_ score

A load__digits() ajuda a carregar e retornar o conjunto de dados de digitos, esta classifi-
cagao contém pontos de dados, onde cada ponto de dados é uma imagem 8X8 de um tnico
digito. Enquanto, a biblioteca Scikit-Learn dimensiona os dados de entrada subtraindo a
média e dividindo pelo desvio padrao, para que caibam em um intervalo pequeno centrado

em torno de 0, normalizando os dados para facilitar a convergéncia da Rede Neural.

digits = load digits ()

X_scale = StandardScaler ()

X = X_scale.fit_transform (digits.data)
X[0,:]

Neste processo é reservado 40% do conjunto de dados para teste e os outros 60% para o

aprendizado supervisionado.

y = digits.target
X_train, X_test, y_train, y_test= train_test_split(X,y, test_size=0.4)

Para que o algoritmo seja capaz de prever o digito ¢ intuitivo que na camada de saida
existam 10 nos representando os n digitos de 0 a 9. Deste modo, a rede deve ser treinada
para identificar o digito que lhe foi apresentado obtendo a maior saida para o digito mais
provavel, sendo assim, para uma saida do tipo [0.01, 0.1, 0.2, 0.05, 0.3, 0.8, 0.4, 0.03, 0.25,
0.02] cujo indice méaximo é de 0.8 na posigdo n=5, simboliza que o digito previsto é o "5".

Neste contexo, para optimizar a estrutura escalar dos dados MNIST fornecidos, é
necessario converté-los na forma de um vetor para que ele se aline com a camada de saida

de 10 nés, como mostrado a seguir:

def convertiyitoivect(y):
y_vect = np.zeros ((len(y),10))
for 1 in range(len(y)):
y_vect[i,y[i]] =1
return y_ vect

y_v_train = convert_y_to_vect(y_train)
y_v_test = convert_y_ to_vect(y_ test)
y_train[0] ,y_v_train[0]

nn_ structure = [64,30,10]
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Assim que o neurdnio é ativado, para tranferir a ativacao para identificar a saida do
neurénio ¢ implementado a fungao sigméide como fungao de transferéncia juntamente com

sua derivada:

def f(x):
return 1/(14np.exp(—x))

def f deriv(x):
return f(x)*(1—f(x))

A primeira etapa de execucao da Rede Neural como ilustrado na Figura 10 é a iniciali-
zagao dos pesos com valores aleatorios para garantir a convergéncia durante o treinamento
a partir da fungao random__sample da biblioteca NumPy. Sendo assim, os pesos das conec-
¢oes e das polarizagoes sao inicializados para cada camada utilizando objetos de dicionario

Python facilitando a organizagao entre camadas.

def setup_and_init_weights(nn_structure):

W= {}

b = {}

for 1 in range(1l,len(nn_ structure)):
W[1] = r.random_sample((nn_structure[l],nn_structure[l—1]))
b[1l] = r.random_sample((nn_structure[l],))

return W, b

Em seguida, é definido os valores de AW e Ab como zero e desenvolvido a fungdo que

calcula o AW e Ab, como expresso pelas equagoes (223) e (224):

def init_tri_values(nn_structure):

tri W = {}

tri_b = {}

for 1 in range(1l,len(nn_structure)):
tri W[1] = np.zeros((nn_structure[l],nn structure[l—1]))
tri_b[l] = np.zeros((nn_structure[l],))

return tri_ W, tri_b

Seguindo o fluxograma da Figura 10, nesta etapa é construido o processo de Feed-

Forward através da rede:

def feed_ forward (x,W,b):

h = {1:x}

2 ={)

for 1 in range(1,len (W)+1):
if 1 = 1:

node in = x
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else:

node_in = h[l]
z[1+1] =W[1].dot(node_in) + b[1]
hil+1] = f(z[1+1])

return h,z

Apbés a execucdo do Feed-Forward, as saidas das funcoes de ativacdo h! sdo armaze-
nadas, o 6™ da camada de saida é calculado, enquanto os 6) das camadas escondidas

sao calculados através da retropropagacao da camada 2 até a n; — 1:

def calculate out_layer delta(y,h_out,z out):

return —(y—h_out)xf_deriv(z_out)

def calculate_hidden_delta(delta_plus_1,w_1,z_1):
return np.dot(np.transpose(w_1) ,delta plus_1)xf deriv(z_1)

‘| def train_nn(nn_structure ,X,y,iter_num=3000,alpha=0.25):

W,b = setup_and_init__weights(nn_structure)
cnt =0

m = len(y)

avg_cost_func = []

9

print (’Starting gradient descent for {} interations’.format (iter_num))
while cnt < iter num:

if ent%1000 = O:

print ('Iteration {} of {}’.format (cnt,iter_num))
tri W, tri_ b = init_tri_values(nn_structure)
avg_cost =0

for i in range(len(y)):
delta = {}
# fazendo o feed forward e retornando os valores de h e z armazenados
para serem usados
# passos do gradiente descendente
h,z = feed forward (X[i,:] ,W,b)
# loop de nl—1 at 1 propagando os erros para tr s
for 1 in range(len(nn structure),0,—1):
if 1 = len(nn_structure):
delta[l] = calculate_out_layer_ delta(y[i,:], h[1l],z[l])
avg_cost += np.linalg .norm ((y[i,:]—h[1]))
else:
if 1 >1:
delta[l] = calculate hidden delta(delta[l+1]W[1],z[1])
tri_ W[1l] += np.dot(delta[l+1][:,np.newaxis],np.transpose(h[1][:,
np.newaxis]))
tri_b[l] += delta [1+1]
#executa a etapa de descida do gradiente para os pesos em cada camada

for 1 in range(len(nn_structure) —1,0, —1):
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35 W[1] 4= —alphax*(1.0/mxtri_W|[1])

b[1] += —alphax(1.0/mxtri_b[1])

37 # media completa de J

4:

avg_cost =1.0/mxavg_cost

39 avg_cost_func.append(avg_cost)

cnt +=1

41 return W,b, avg_cost_ func

W,b,avg_ cost_func = train_nn(nn_structure,X_ train,y_ v_train)

Encerrado este processo, os pesos W e b treinados sao atualizados acompanhados da
funcao de custo média rastreada para cada iteracao.
Por fim, apresentaremos um plot da relacao entre a funcao de custo média com o

numero de iteragdes, mostrando como esta funcdo converge para um minimo na fungao:

1| plt . plot (avg_cost_func)
plt.ylabel(’ J Medio’)

plt.xlabel (’Numero de interecoes’)
plt .show ()

2.5

2.0

<|=

1.5

1.0

0.5 4
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Numero de Iteregdes

Figura 12 — Plot da funcao de custo média pelo nimero de iteragoes, no qual é possivel
perceber que a partir de um certo valor de iterac¢oes, proximo de 500, qualquer
aumento adicional ndo produz melhoras significativas no desempenho da rede.

Por fim, testamos aptidao da rede realizando o Feed-Forward para verificar o trei-

namento dos pesos sinapticos e das polarizagoes na obten¢ao de um previsao correta na
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camada de output, tomando como o digito previsto, o ndé com o maior valor de saida, dado

pela fung¢ao numpy.argmax:

def predict_y (W,b,X,n_layers):

2| m = X.shape[0]

y = np.zeros ((m,))

(|  for i in range(m):

h ,z = feed_forward (X[i,:] ,W,b)
6 y[i] = np.argmax(h[n_layers])
return y

s|print ('y=",y)

10| y_pred= predict_y (W,b,X_test,3)
accuracy_score (y_test, y_pred)=*100

12| print (’Precisao=",accuracy_score(y_test, y_pred)=*100)

onde obtivemos y= [0 1 2 ... 8 9 8] com uma precisao satisfatoria de 86.93%.
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CAPITULO 7

Conclusao

Tendo em vista tal dificuldade, bem como a escassez na literatura sobre o estudo
de dindmica nao-markoviana mais pormenorizada, a partir da leitura do recente artigo
"Modelling non-markovian quantum processes with recurrent neural networks'(BANCHI
et al., 2018), surgiu a ideia de realizar este estudo utilizando redes neurais, desenvolvendo
um tratamento mais detalhado dos calculos envolvidos em processos nao-markovianos,
que pela dificuldade de se encontrar material de estudo mais detalhado, torna o processo
de aprendizagem mais lento. Desta forma, embora o objetivo final de realizar o trata-
mento da dindmica nao-markoviana via Redes Neurais nao tenha sido alcancado, este
estudo apresenta-se como uma importante contribuicao para alunos que tenham interesse
em estudar dinAmina nao-markoviana devido ao grau de detalhamento apresentado, re-
presentando um caminho entre o formalismo da dindmica ndo-markoviana e das Redes
Neurais, destacando-se se o resultado inédito obtido na equagao (220) que serd de extrema

importancia aos futuros estudos na continuacao desta pesquisa.

7.1 Trabalhos Futuros

A partir deste estudo de Redes Neurais e da dinamica nao markoviana a perspectiva
¢ de juntar as duas partes, tendo como interesse, utilizar redes neurais para aprender
a evolucao de estados quanticos, isto é, assumindo que ndo ha conhecimento sobre o
Hamiltoniano e a interacao com o meio ambiente, e a partir de um conjunto de dados,

encontrar um modelo efetivo que governa a dindmica do sistema quantico aberto.
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