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SILVA, Izabela Batista da. Identificação de trincas em máquinas rotativas baseada em

técnicas de segunda derivada do modo de vibrar e combinação de ressonância. 2023. 70 f.

Tese (Doutorado em Engenharia Mecânica) - Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia,

2023. DOI http://doi.org/10.14393/ufu.te.2023.94

RESUMO

A detecção de falhas, especialmente trincas, em máquinas rotativas é um tema crı́tico em vários

setores industriais, como aeronáutica, geração de energia e manufatura. As trincas podem levar

à falha catastrófica de um componente e, por isso, a detecção precoce e precisa é essencial para

garantir a segurança e minimizar interrupções inesperadas na produção. Uma técnica comu-

mente empregada para o Monitoramento da Integridade Estrutural (SHM) destes equipamentos

se baseia na construção de modelos matemáticos que permitem a análise destes sistemas. Di-

ante deste contexto, este trabalho propôs a comparação de três modelos de trinca disponı́veis

na literatura e a utilização dos mesmos na demostração de duas técnicas de SHM: combinação

de ressonância e cálculo da derivada de segunda ordem do modo de vibrar. Verificou-se que

a ocorrência das combinações de ressonância podem ser associadas como evidência de ca-

racterı́sticas não lineares no sistema como trincas trasnversais por exemplo, no entanto, sem

identificação clara de sua localização. A posição da trinca no sistema pôde então ser determi-

nada usando formas modais operacionais (modos de vibração) reconstruı́das a partir das res-

postas de vibração do rotor, também com o auxı́lio de uma combinação de ressonância. Para a

avaliação da metodologia proposta, um modelo de elementos finitos capaz de representar ade-

quadamente o comportamento dinâmico de uma máquina rotativa foi utilizado levando em conta

além dos seus componentes, as caracterı́sticas do comportamento breathing para trincas trans-

versais. Os resultados experimentais e simulados mostraram que as técnicas propostas podem

identificar a presença e a localização de trincas transversais em máquinas rotativas, contribuindo

para aprimorar a segurança e a eficiência desses equipamentos.

Palavras-chave: Dinâmica de Rotação, Trincas Transversais, Combinação de Ressonância,

Modo de Vibrar, Derivadas de Segunda Ordem
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SILVA, Izabela Batista da. Crack identification in rotating machines based on mode shape

derivatives and combination resonances. 2023. 139 p. Thesis (PhD in Mechanical Enginee-

ring) - Federal University of Uberlândia, Uberlândia, 2023. DOI http://doi.org/10.14393/ufu.te.

2023.94

ABSTRACT

Fault detection in rotating machines is a critical topic in many industrial sectors such as aeronau-

tics, power generation and manufacturing. Cracks can lead to catastrophic component failure,

so early and accurate detection is essential to ensure safety and minimize unexpected produc-

tion interruptions. A commonly used technique for Structural Integrity Monitoring (SHM) of

these equipment is based on the development of mathematical models. In this context, this

work proposed the comparison of three crack models available in the literature and their use

in demonstrating two SHM techniques: combination resonance and second-order derivative of

the mode shape. It was found that the occurrence of combination resonances can be associated

with evidence of non-linear characteristics in the system, such as transverse cracks for exam-

ple, however, without clearly identifying their location. The crack position in the system could

be determined using operational modal shape (vibration modes) reconstructed from the rotor

vibration responses, also by using a combination resonance. Concerning the evaluation of the

proposed methodology, a finite element model capable of representing the dynamic behavior of

a rotating machine was used, taking into account, in addition to its components, the characte-

ristics of the breathing behavior for transverse cracks. The experimental and simulated results

showed that the proposed techniques can identify the presence and location of transverse cracks

in rotating machinery, contributing to improving the safety and efficiency of these equipments.

Keywords: Rotating Machines, Transversal Cracks, Combination Resonances, Mode Shape,

Second-Order Derivative
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5.2 Fluxograma para técnica de detecção. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6.1 Bancada experimental utilizado nas simulações numéricas. . . . . . . . . . . . 65

6.2 Discretização do rotor utilizado nas simulações numéricas. . . . . . . . . . . . 66

6.3 Diagrama de Campbell. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.4 FRFs numéricas e experimentais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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6.6 Diagrama para o módulo de integração com o método Newmark, convergência

Newton Raphson e chamada do método de trinca com modelos de Mayes e Gasch. 72
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7.10 DFT obtidas para o nó S7X considerando uma trinca com 50% de profundidade 80



xii

7.11 Modos de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext =
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7.27 Resposta temporal para o nó S7X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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rando Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de
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combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz. . . . . . . . . . . . . . . . 96

7.36 Percentuais de erro sobre a acertividade da localização da trinca - trinca com

50% de profundidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

8.1 Bancada experimental e equipamentos utilizados. . . . . . . . . . . . . . . . . 97

8.2 Rolamento com camada dulpa de esferas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.3 Conjunto OFV-505/503 Vibrometer Sensor Head e OFV-5000 Modular Vibro-

meter. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.4 Medição da vibração ao longo do eixo pelo laser. . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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combinação de ressonância |W�wW| = 71,725 Hz. . . . . . . . . . . . . . . . 106



xv

LISTA DE TABELAS
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Ac - Área trincada da seção transversal do elemento de eixo;

B - Ponto arbitrário no eixo;

B1 - Rolamento 1;

B2 - Rolamento 2;

C - Centro geométrico do eixo;

D - Matriz de amortecimento;

DD - Matriz do efeito giroscópico do disco;
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IX - Momento de inércia do eixo em relação a direção X ;
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1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Objetivos Gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.2 Objetivos Especı́ficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Estudos realizados previamente no Lmest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

Muito tem sido visto sobre os avanços em pesquisas na área de máquinas rotativas. Segundo

Ferreira (2010), um grande desafio associado à manutenção destes equipamentos relaciona-se

à capacidade de identificar quando e, possivelmente, em que local da máquina uma falha vai

ocorrer.

A NBR 5462 (Associação Brasileira de Normas Técnicas, 1994) define o termo defeito

como “qualquer desvio de uma caracterı́stica de um item em relação aos seus requisitos” dife-

rentemente de falha que é o “término da capacidade de um item desempenhar a função reque-

rida”.

Um caso especial de falha em componentes mecânicos deste segmento se dá em eixos

flexı́veis com a ocorrência de defeitos como trincas transversais. Estes componentes estão su-

jeitos à ação de diversos tipos de carregamentos que favorecem o aumento da concentração de

tensões em locais de descontinuidades geométricas (MUSZYNSKA, 1994).

Segundo Liong (2014), os eixos estão entre os componentes sujeitos talvez às condições

de trabalho mais árduas em equipamentos de rotação de alto desempenho usados em plantas

de processo e utilidades. Embora geralmente bastante robustos e bem projetados, os eixos

em operação às vezes são suscetı́veis a sérios defeitos que se desenvolvem sem muito aviso

aparente. Eles são os principais candidatos para trincas de fadiga, devido à natureza de rápida

flutuação das tensões de flexão, à presença de numerosos elementos elevadores de tensão e à

possı́vel falha no projeto de fabricação.

Muszynska (2005) ainda afirma que a detecção de uma trinca em sua fase inicial e a previsão

do seu comportamento são capazes de evitar falhas dispendiosas da máquina e paralisações
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subsequentes de plantas inteiras. Além disso é possı́vel evitar desastres a nı́veis catastróficos e

até mesmo fatais quando uma intervenção pode ser feita antes de um eixo sofrer uma quebra

devido ao crescimento de uma trinca.

Porém, até os dias atuais, ainda existe uma grande dificuldade na detecção e identificação

da evolução de trincas transversais, e principalmente a distinção desta de outros defeitos co-

muns como desbalanceamento, desalinhamento, assimetrias, folgas, entre outros defeitos que

apresentam não linearidades envolvidas, já que podem afetar o comportamento dinâmico da

máquina principalmente ao modificar a rigidez do sistema.

O SHM (Structural Health Monitoring), como exemplificam Farrar e Worden (2007), é uma

estratégia interessante e viável em muitos casos e consiste na observação de uma estrutura ou

sistema mecânico ao longo do tempo. Para isso é realizada a extração de dados e informações

associadas às mudanças das caracterı́sticas sensı́veis aos danos e a análise estatı́stica para de-

terminar o estado atual da saúde estrutural do sistema. Ao serem associados a modelos ma-

temáticos capazes de descrever, reproduzir e predizer as condições de operação anormais ou não

seguras, competem diretamente com testes não destrutivos utilizados nos planos de manutenção.

Bachschmid, Pennacchi e Tanzi (2010) apontam que as técnicas de SHM baseadas em

medições de sinais de vibração são vastamente utilizadas na identificação de trincas em ei-

xos de máquinas rotativas, visto que a redução da rigidez local do eixo produz alterações no

comportamento dinâmico do sistema.

De acordo com Dimarogonas (1996), com o uso das relações da mecânica da fratura linear

entre a função densidade de energia de deformação e o fator de intensificação de tensão, bem

como o teorema de Castigliano, é possı́vel calcular a flexibilidade local da região da trinca, e

posteriormente a variação da rigidez associada.

Apesar de ser uma área de grande importância para a indústria, os estudos acerca da mecânica

da fratura tiveram seu inı́cio em meados do século XX. Sabe-se que antes da Segunda Guerra

Mundial, esta ciência era praticamente inexistente, mas desde então amadureceu e vem sendo

amplamente discutida pela comunidade acadêmica e industrial (ANDERSON, 2005).

Outras abordagens, utilizando modelagens baseadas em gêmeos digitais (Digital Twin), que

consiste em implementar e manter uma consistência entre o modelo virtual (baseado por exem-

plo em Elementos Finitos) e a entidade fı́sica, têm ganhado grande discussão como umas das

tecnologias que envolvem as novas bases da indústria 4.0 juntamente com o desenvolvimento

das ferramentas e dispositivos que possibilitam essa interação.
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Atualmente, os gêmeos digitais estão revolucionando a tecnologia empregada na indústria.

Com base em modelos mais refinados e dinâmicos, bem como unidades de dados mais ricas

e originárias, os gêmeos digitais desempenharam um papel importante no monitoramento de

operações, simulação, otimização, manutenção preditiva, entre outros (TAO; QI; NEE, 2022).

Ainda segundo Tao, Qi e Nee (2022), os modelos digitais na abordagem dos gêmeos digitais

são o verdadeiro mapeamento equivalente ao sistema fı́sico. Ao coletar o status do sistema

em tempo real e atualizar dinamicamente o modelo digital, o gêmeo digital pode monitorar o

sistema fı́sico em tempo real. Por um lado, os gêmeos digitais podem usar realidade virtual e

realidade aumentada para visualizar modelos geométricos e modelos de elementos finitos.

O método de diagnóstico de falhas baseado em modelos fı́sicos baseia-se na teoria da

dinâmica fı́sica para estabelecer modelos matemáticos correspondentes a diferentes falhas e

descrever sua deterioração ou prever a vida útil restante com base no efeito cumulativo do dano

(como o comprimento da trinca).

Além de melhorar a compreensão do comportamento da máquina, os modelos matemáticos

facilitam a geração de dados para a realização de estudos posteriores, que podem ser difı́ceis de

obter por meio de configurações experimentais.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos Gerais

Esta tese possui como objetivo geral, contribuir com as pesquisas nesta área, e ainda ampliar

a compreensão sobre o tema através da avaliação das influências que a presença de uma trinca

pode exercer sobre o comportamento dinâmico de eixos de máquinas rotativas. Pretende-se

ainda abordar a construção de modelos numérico-computacionais de rotores associado a uma

trinca transversal, e diferenciar abordagens quanto a representação da trinca de acordo com

modelos especı́ficos disponı́veis e validados na literatura.

Utilizou-se ainda a representação de uma bancada experimental para reproduzir simulações

e aplicar uma nova metodologia de detecção e localização de uma trinca presente no sistema.

A grande vantagem acerca do proposto, é a possibilidade de utilização com a máquina em

operação.
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1.1.2 Objetivos Especı́ficos

Como objetivo especı́fico, pretende-se utilizar a união de duas técnicas para detectar e loca-

lizar uma trinca transversal ao longo do eixo de uma máquina rotativa.

Para isso, destaca-se o efeito conhecido como combinação de ressonância, que pode ser

entendido como o aparecimento de picos na resposta espectral do sistema em virtude do efeito

não linear associado. O aparecimento dessas novas frequências no contexto deste trabalho se

associa às assinaturas do efeito não linear ocasionado pela presença de trincas transversais no

sistema. O uso deste fenômeno para identificação e localização do dano apresenta dentre outras

vantagens a possibilidade em se manter uma velocidade de operação longe de uma velocidade

crı́tica.

De forma geral, o trabalho agrega grande importância prática por oferecer uma perspec-

tiva ampla sobre a formulação matemática acerca dos modelos empregados, além de incorporar

estratégias ainda não totalmente exploradas sobre o uso aplicável de forças de diagnóstico ca-

pazes de induzir às combinações de ressonância no sistema quando o mesmo está sujeito à um

comportamento não linear.

1.2 Estudos realizados previamente no Lmest

A Faculdade de Engenharia Mecânica da Universidade Federal de Uberlândia (FEMEC-

UFU), através do Laboratório de Mecânica de Estruturas “José Eduardo Tannús Reis” (LMEst)

tem contribuı́do de forma significativa em pesquisas realizadas nas diversas áreas da dinâmica

de máquinas rotativas. Especificamente, trabalhos importantes sobre técnicas de monitoramento

da integridade estrutural foram desenvolvidos.

Burbano (2005) apresentou um estudo do comportamento dinâmico de um rotor com trinca

no regime transiente, tanto na parada como na partida, por meio de um modelo numérico, com

alguns ensaios experimentais em bancada de laboratório.

Tsuruta (2008) avaliou o uso de uma técnica de monitoramento baseada em impedância

eletromecânica para a detecção e quantificação de danos causados por impactos de baixa energia

em placas de material composto.

Moura Jr (2008), ainda nesta vertente, avaliou o uso de sistemas de monitoramento da inte-

gridade estrutural aplicados em componentes aeronáuticos e espaciais.

Em sua tese de doutorado, Morais et al. (2010) avaliou o efeito de não-linearidades causadas
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por trincas transversais em eixos de máquinas rotativas e estudou a aplicação de atuadores

eletromagnéticos no controle do processo de fadiga de eixos.

Ainda através do uso impedância eletromecânica, Palomino (2012) propôs identificar danos

pequenos em estruturas simples, avaliando as diversas métricas de dano.

Cavalini Jr (2013) propôs duas técnicas de monitoramento da integridade estrutural com o

objetivo de identificar trincas transversais em eixos. O primeiro método, baseado no comporta-

mento não-linear da trinca, e o segundo baseado na impedância eletromecânica. Três modelos

de trincas foram abordados em suas análises que contaram com simulação computacional e

validação experimental.

Um método de deslocamento efetivo em frequência foi desenvolvido por Rabelo (2014) para

compensar as medições de impedância devido a mudanças resultantes de flutuações da tempe-

ratura ambiente. Rabelo (2017) desenvolveu também técnicas de normalização de dados para

compensação das perdas de informação provocadas pelas mudanças nas condições ambientais

ou operacionais quando do monitoramento da integridade estrutural através da impedância ele-

tromecânica.

Vários outros trabalhos sobre controle de vibração, utilização de mancais hidrodinâmicos e

magnéticos, além de investigações sobre o uso de materiais compostos em eixos de máquinas

rotativas têm sido desenvolvidos continuamente pelo LMEst, cujos objetivos incluem o ensino

e a pesquisa aplicados aos estudos do comportamento estático e dinâmico de estruturas, com

foco nos rotores inteligentes.

Barbosa (2018) em seu trabalho, apresentou vantagens na utilização de eixos de mate-

riais compostos em rotores e apresentou uma comparação entre modelos simplificados para

representação destes em análises das velocidades crı́ticas do rotor, das amplitudes de vibração

e da velocidade de instabilidade.

Silva (2018) apresentou contribuições sobre o efeito de trincas em eixos rotativos através

de modelos representativos desenvolvidos em elementos finitos (modelo 1D e 3D) além de

validar experimentalmente os resultados obtidos. Este trabalho possibilitou a continuação da

investigação acerca da modelagem numérico-computacional destes defeitos por meio da pre-

sente tese de doutorado.

Ainda sobre os estudos acerca de trincas em máquinas rotativas, Leão (2019) apresentou o

ajuste de um modelo matemático que representa o comportamento dinâmico de uma máquina

rotativa real, além da aplicação numérica e experimental de um método de detecção de falhas
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baseado no sinal de vibração do rotor e de um método de controle ativo de trincas que redu-

ziu os nı́veis dos super-harmônicos 2X e 3X excitados pela presença da trinca no espectro de

frequência do rotor.

Neste mesmo ano, Oliveira (2019) se dedicou ao estudo de controladores utilizados em

rotores supercrı́ticos suportados por mancais magnéticos, além de mostrar a possibilidade da

utilização de metamodelos Kriging para o estudo e projeto destes equipamentos.

Rende (2020) desenvolveu um modelo matemático de rotor acoplado a quatro vigas (pa-

lhetas) que representam as pás. Foi também realizado um estudo da estabilidade do sistema

utilizando a teoria de Floquet e a transformação de coordenadas multi-pás. Em continuidade,

mas já inserindo defeitos do tipo trinca transversal nestas estruturas, Nascimento (2022) anali-

sou o compartamento dinâmico deste sistema, adicionando ao mesmo a modelagem FLEX para

introduzir a trinca nas palhetas.

Diversos outros trabalhos ainda vem sendo desenvolvidos com o intuito de aprofundar o

conhecimento sobre o tema, além de expandir os conceitos da dinâmica de rotação e sua apli-

cabilidade no que tange as melhorias em termos de modelagem e experimentação pelo LMEst.

Assim esta tese se enquadra no escorpo dos temas apresentados e traz contribuições importantes

ao diz respeito à detecção de falhas em máquinas rotativas.



CAPÍTULO II

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Máquinas Rotativas e Contexto Histórico

No âmbito da Engenharia Mecânica, as máquinas rotativas representam uma vasta e impor-

tante classe de equipamentos usadas no transporte de fluidos, geração de energia, propulsão de

aeronaves, dentre diversas outras aplicações, com a finalidade de transformar energia elétrica

em mecânica ou o contrário (MUSZYNSKA, 2005). Alguns exemplos são apresentados na Fig.

2.1.

(a) GE 9E - Turbina a gás (2012 General Electric Company®). (b) STC-SV Siemens - Compressor
(Siemens AG®).

Figura 2.1: Exemplos de máquinas rotativas.

Uma definição baseada nas caracterı́sticas dos rotores é apresentada por Lalanne e Ferraris

(1998) e por Ishida e Yamamoto (2013). Estes autores descrevem máquinas rotativas como

aquelas que possuem os seguintes elementos principais: discos de formatos diversos, eixos

normalmente circulares cujos diâmetros podem variar com a posição longitudinal e rolamen-

tos situados em diversas posições ao longo do eixo. É possı́vel ainda classificar as máquinas
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rotativas em função da deformação do eixo rotativo em operação. Quando se pode desprezar

estas deformações, os mesmos autores classificam os rotores como rı́gidos. Ao passo que, se as

deformações do eixo são consideradas, os rotores são chamados de flexı́veis. Embora a maioria

dos eixos presentes em máquinas rotativas tenha seção transversal circular, outras geometrias

podem ser utilizadas de acordo com a aplicação, como por exemplo, eixos quadrados emprega-

dos como eixos de transmissão em sistema de transporte, tais como as esteiras e alguns tipos de

geradores de energia elétrica.

Por sua ampla utilização na indústria, o bom funcionamento de máquinas rotativas tem

sido um objetivo bastante buscado, principalmente quando sua operação correta e manutenção

implicam diminuição de custos e eventuais perdas devidas a paradas não planejadas. Neste

sentido, Muszynska (2005) afirma que o estudo da dinâmica de rotação se torna fundamental

para a compreensão do comportamento das máquinas rotativas e engloba uma grande variedade

de fenômenos fı́sicos que podem interferir no desempenho destas máquinas.

Historicamente, sabe-se que os primeiros estudos em dinâmica de rotação datam do final do

século XIX, época em que Rankine (1869) concluiu erroneamente que as máquinas rotativas

não conseguiriam operar acima de uma determinada velocidade. Contribuições importantes

surgiram também devido aos problemas associados às turbinas de alta velocidade de LAVAL (U.

S. Patent No 522,066. 26 Jun. 1894). Posteriormente, trabalhos numéricos e experimentais com

eixos complexos foram realizados por Dunkerley (1895) que apresentou o termo velocidade

crı́tica como sendo uma velocidade de operação em que o rotor apresenta grandes amplitudes de

vibração. Além disso, desenvolveu um método numérico capaz de calcular a menor frequência

natural de rotores que foi comprovado teoricamente por Jeffcott (1919).

Segundo Vance, Zeidan e Murphy (2010), a maioria das investigações em dinâmica de

rotação foram motivadas por problemas de funcionamento ou falhas. Atualmente, as falhas

nem sempre são associadas à defeitos de fabricação, muitas vezes elas surgem apenas pela falta

de conhecimento especı́fico sobre o funcionamento do rotor em condições especı́ficas. Dessa

forma, muitos relatórios e análises publicadas auxiliaram a comunidade de engenharia no apri-

moramento dessas máquinas com base nos conhecimentos adquiridos e na solução de problemas

até então com causas desconhecidas.

No entanto, Vance, Zeidan e Murphy (2010) afirmam que a indústria se tornou competitiva

e passou a manter certas descobertas em sigilo, e exemplificam o caso ocorrido com a General

Electric Review cujos artigos foram de fundamental importância para o desenvolvimento das
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máquinas rotativas no inı́cio dos anos 1900 e depois desapareceram na década de 1950.

Visto que as causas das falhas em equipamentos, de maneira geral, se enquadram em alguns

tópicos como projeto do componente, seleção inadequada de materiais, defeitos e imperfeições

presentes nos materiais, defeitos de fabricação, instalação e montagem, além de erros prove-

nientes na manutenção e montagem dos equipamentos, e que se não previstos ou detectados a

tempo podem acarretar em quebras, acidentes ou perdas irreparáveis comprometendo não só o

financeiro de uma produção mas também a segurança de uma instalação (AFFONSO, 2013).

Affonso (2013) ainda reitera que o aparecimento de falhas em máquinas rotativas pode

ocorrer em diversos componentes, principalmente em eixos, cuja função principal é suportar os

demais componentes ou transmitir torque de uma parte a outra. Além de serem submetidos a

condições de operação variadas, os eixos rotativos ficam sujeitos a carregamentos combinados

de tração, torção ou flexão. Affonso (2013) afirma que a maioria das falhas ocorridas em eixos

são devido à fratura por fadiga, originadas em pontos de concentração de tensão, normalmente

associados a trincas.

Broberg (1999) define trinca como uma separação de material por abertura ou deslizamento,

cuja distância de separação (espessura) é menor que o comprimento (profundidade). Observa-

se que o crescimento de uma trinca por fadiga ou a fratura frágil ocorre perpendicularmente

à direção do esforço principal de tensão, ao passo que uma fratura dúctil se dá na direção do

maior esforço de cisalhamento. Além dos esforços submetidos, observa-se ainda que tensões

e choques térmicos, devido ao fluido de trabalho, são capazes de iniciar a propagação de uma

fissura em máquinas como turbinas a vapor e a gás.

Em função das necessidades da indústria, os testes não destrutivos foram e ainda são vasta-

mente utilizados na manutenção de equipamentos para detecção e monitoramento da severidade

de danos existentes. Dentre eles, citam-se os procedimentos de inspeção visual direta, raio X

e Gama, ensaio de lı́quido penetrante, análise por ultrassom, ensaio por partı́culas magnéticas

e por emissão acústica, e outros (BACHSCHMID; PENNACCHI; TANZI, 2010). No entanto,

estes métodos provaram ser caros, uma vez que resultados satisfatórios dependem de inspeções

detalhadas e periódicas e dispendiam do tempo de parada das máquinas.

Alternativamente, um esforço significativo em pesquisas tem se concentrado no desenvol-

vimento de métodos capazes de detectar danos através do monitoramento contı́nuo e em tempo

real de sistemas. No intuito de minimizar e evitar que falhas repentinas possam ocorrer, as

técnicas de SHM surgiram como uma ferramenta promissora e se baseiam no uso integrado de
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sensores, materiais inteligentes, transmissão de dados e a capacidade de processamento com-

putacional para que através dos sinais de vibração possam ser capazes detectar trincas e outros

defeitos. Balageas, Fritzen e Güemes (2010) relatam que o uso de técnicas de SHM podem

diminuir em até 40% o tempo gasto numa inspeção de aeronaves militares como exemplo, além

de permitir uma maior confiabilidade, segurança e desempenho de equipamentos. Assim, são

evidentes as vantagens do ponto de vista econômico e operacional, que tornam essa técnica

atrativa.

As técnicas de SHM, segundo Cavalini Jr (2013), em conjunto com uso de modelos ma-

temáticos representativos, ganharam cada vez mais destaque na detecção de trincas, uma vez

que conduzem a resultados satisfatórios mesmo quando o dano ocorre em lugares inacessı́veis

como é o caso de trincas de subsuperfı́cie ou mesmo quando elas são incipientes - trincas com

pouca profundidade. Nestes casos é observado a variação de parâmetros como a rigidez do

sistema para indicar existência da trinca. Além disso, são utilizados os princı́pios da mecânica

da fratura linear como uma metodologia auxiliar na construção dos modelos.

2.2 Detecção e Monitoramento de Trincas Baseados em Modelos

2.2.1 Estudo de Detecção Através dos Princı́pios da Mecânica da Fratura

Apesar de ser uma área de grande importância para a indústria, os estudos sobre a mecânica

da fratura tiveram seu inı́cio em meados do século XX. Sabe-se que antes da Segunda Guerra

Mundial, esta ciência era praticamente inexistente, mas desde então amadureceu e vem sendo

amplamente discutida pela comunidade acadêmica e industrial (ANDERSON, 2005).

Bachschmid, Pennacchi e Tanzi (2010) descrevem as principais áreas que se enquadram nas

pesquisas sobre mecânica da fratura, são elas: a propagação de trincas, a direção de propagação

e a velocidade de propagação. É importante ressaltar que muitas estruturas possuem trincas que

são consideradas inofensivas e não apresentam riscos de fratura, ao contrário daquelas que se

encontram em zonas de grandes tensões, estas sim devem ser monitoradas constantemente e

geram riscos aos equipamentos.

Estudos foram apresentados pelo grupo de pesquisa do Naval Research Laboratory, lide-

rado pelo Dr. G. R. Irwin após os subsequentes problemas de fraturas ocorridas nos navios

americanos do programa Liberty durante a Segunda Guerra Mundial. Irwin (1956) desenvolveu

o conceito de taxa de liberação de energia, e posteriormente utilizando a teoria de Westergaard
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(1939), desenvolveu uma técnica semi-inversa para analisar as tensões e deslocamentos nas pro-

ximidades da ponta de uma trinca aguda, que poderiam ser descritos por uma única constante

relacionada à taxa de liberação de energia (G). Este parâmetro mais tarde tornou-se conhecido

como Fator de Intensificação de Tensão (do inglês Stress Intensity Factor - SIF) (ANDERSON,

2005).

A partir da associação da taxa de liberação de energia com a redução de flexibilidade local

produzida por uma trinca em vigas prismáticas, diversos outros trabalhos foram publicados.

Dimarogonas (1970) descreveu por meio de resultados experimentais a diferença entre as rigi-

dezes ao longo de duas direções perpendiculares em eixos na presença de trincas transversais.

Seguindo a mesma metodologia, este autor também apresentou uma formulação para caracteri-

zar o comportamento dinâmico de trincas em vigas retangulares.

Henry (1973) estudou a influência do peso do eixo no seu comportamento dinâmico conside-

rando a inclusão de uma trinca e avaliou a resposta deste sistema ao desbalanceamento. Mayes

e Davies (1976) desenvolveram um critério baseado em vibração para detecção de trincas em

eixos de turbogeradores. Gasch (1976) utilizou um mecanismo simplificado para simular as não

linearidades inseridas em eixos rotativos devido à abertura e fechamento da trinca.

Desde então, diversas pesquisas sobre trincas transversais em eixos rotativos foram realiza-

das. Ressalta-se que o termo transversal indica que a superfı́cie da trinca é ortogonal ao eixo

de rotação do eixo. Foram também relatados outros tipos de trincas, como as oblı́quas, apesar

de trincas transversais serem de maior ocorrência em maquinas rotativas já que as tensões de

flexão axial são predominantes (BACHSCHMID; PENNACCHI; TANZI, 2010).

Grabowski (1980) utilizou uma análise modal para investigar o comportamento vibratório

de rotores de turbinas na presença de trincas transversais.

Posteriormente, Mayes e Davies (1984) propuseram um método em elementos finitos, capaz

de prever a resposta vibratória de um sistema horizontal de eixos acoplados, no qual trincas

transversais foram detectadas antes da falha total do sistema. Foi considerado um movimento

de abertura e fechamento de trinca chamado de breathing. Uma avaliação experimental também

foi realizada. Gasch (1993) apresentou um estudo sobre estabilidade de eixos desbalanceados e

com trincas transversais utilizando o modelo de trinca apresentado por ele em 1976 (conhecido

como hinge model). Neste modelo, diferentemente do modelo proposto por Mayes e Davies

(1984), considerou-se o movimento de abertura e fechamento da trinca de forma abruta.

O acoplamento entre as vibrações longitudinais e de flexão de um rotor com uma trinca
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transversal aberta foi numericamente abordado por Papadopoulos e Dimarogonas (1987). Este

tipo de trinca introduz no sistema um comportamento semelhante ao de um rotor com diferen-

tes momentos de inércia ao longo de duas direções perpendiculares. O acoplamento entre as

vibrações torcionais e de flexão devido à inclusão do cisalhamento foi também mostrado por

Papadopoulos e Dimarogonas (1987) e Ostachowicz e Krawczuk (1992).

Papadopoulos e Dimarogonas (1987) descreveram o acoplamento entre as vibrações longi-

tudinais e de flexão de um rotor, porém reduzindo a matriz de flexibilidade local do elemento de

trinca para 2x2. Neste caso, o eixo é submetido apenas à uma força axial e um momento fletor.

Outras análises teóricas são apresentadas por Nelson e Nataraj (1986), que utilizaram uma

expansão da série de Fourier para representar a variação de rigidez do elemento de eixo com

trinca. Seus resultados foram comparados à trabalhos anteriores (analı́ticos e experimentais) de

Grabowski (1980).

Trabalhos voltados para detecção de trincas em tempo real foram desenvolvidos por Imam

et al. (1989), Ratan, Baruh e Rodriguez (1996), Seibold e Weinert (1996), dentre outros.

Grandes avanços foram obtidos com intuito de inovar as técnicas de SHM aplicadas em

eixos rotativos. Sabnavis et al. (2004) subdivide as técnicas mais comumente pesquisadas em

3 categorias: aquelas baseadas nos sinais de vibração, baseadas em análise modal e as basea-

das em métodos não tradicionais. Nas subseções a seguir serão apresentados alguns dos mais

relevantes trabalhos em cada categoria.

2.2.2 Técnicas Baseadas nos Sinais de Vibração

As técnicas baseadas nos sinais de vibração associadas às técnicas de SHM, têm sido am-

plamente investigadas e ganharam grande visibilidade na comunidade acadêmica e industrial.

Muszynska (1996) se contrapôs à ideia de que apenas o controle dos nı́veis de vibração

utilizados pela indústria seria necessário para manutenção dos rotores. A autora propôs a

utilização de métodos para avaliar a distribuição de tensão nos rotores como auxı́lio na detecção

de possı́veis problemas relacionados.

Seibold e Weinert (1996) desenvolveram um algoritmo de identificação no domı́nio do

tempo chamado de Filtro de Kalman Extendido. Neste caso, um banco de filtros é construı́do

para localização da trinca e a determinação de sua profundidade durante a operação normal do

rotor.

Bentlhy e Williams (1986) afirmaram que as respostas de vibração com mais informações
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para a detecção de trincas incipientes em eixos são as respostas laterais sı́ncronas 1X e as

respostas laterais 2X.

Saavedra e Cuitino (2002), Penny e Friswell (2003) e Green e Casey (2005) consideram

que apenas o componente 2X quando excitado pela metade da primeira velocidade crı́tica de

precessão direta pode ser um indicador para identificação de trincas em eixos rotativos.

Além dos componentes harmônicos 1X e 2X, Ishida e Yamamoto (2013) afirmam que as

mudanças nos componentes 3X, 1/2X e 3/2X, dependendo da direção e amplitude do desbalan-

ceamento, podem ser observadas para determinar a presença de trincas.

O estudo da órbita em eixos com trincas transversais é apresentado por Sinou e Lees (2005).

Os autores afirmam que a presença de distorções e a formação de um “laço” duplo ou um “laço”

interno nas órbitas são caracterı́sticas observadas quando o rotor apresenta uma trinca. Além

disso, a relação entre a profundidade da trinca e as amplitudes das órbitas são investigadas

quando a velocidade de rotação se iguala à metade da velocidade crı́tica de precessão direta.

Kulesza e Sawicki (2011) propuseram um novo método para detecção de trinca em rotores

baseado no aumento do modelo do sistema. Neste caso, um observador de estados de um grau

de liberdade foi incorporado nas equações do movimento da máquina rotativa. As estimativas

de suas duas variáveis de estado atuariam como indicadores da presença da trinca.

Técnicas usando modelos 3D criados no programa ABAQUS® também foram utilizadas

por alguns pesquisadores, como Hassan, Bruni e Carboni (2016). Os autores avaliaram o uso

dos sinais de vibração em simulações de eixos ferroviários com trincas. Bachschmid et al.

(2003) também utilizaram um modelo 3D construı́do no mesmo ambiente para comparação de

resultados do comportamento estático obtidos por outros modelos numéricos.

Liong e Proppe (2013) avaliaram a perda de rigidez de um eixo com trinca transversal

considerando o mecanismo breathing e um método de zona coesiva (do inglês Cohesive Zone

Model - CZM) como uma alternativa ao SIF em um modelo 3D.

Investigações teórico-experimentais sobre detecção de trincas e o comportamento dinâmico

de rotores utilizando um método de decomposição empı́rica (do inglês Empirical Mode Decom-

position - EMD) foi apresentado por Guo, Yan e Yang (2017). Os mesmos autores observaram

distorções da órbita durante a passagem por 1/3 e por 1/2 da velocidade de rotação, comparando

o caso de um eixo com e sem trinca.

Cavalini Jr et al. (2020) trouxeram uma metodologia baseada no balanceamento harmônico

como uma formulação capaz de expressar as caracterı́sticas não lineares do sistema na presença
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de uma trinca. Além disso, é demonstrado que os ângulos de fase nas combinações de res-

sonância podem ser usados como um sintoma de trinca.

2.2.3 Técnicas Baseadas em Testes Modais

As técnicas baseadas no domı́nio modal incluem observações das mudanças que ocorrem

nas caracterı́sticas do sistema, tais como a forma dos modos de vibrar e as frequências naturais

do sistema.

Hamidi et al. (1994) desenvolveram dois modelos matemáticos para o estudo dos parâmetros

modais de um rotor com trinca, um modelo baseado no método de Rayleigh-Ritz e outro de

elementos finitos. As frequências naturais e os deslocamentos da linha elástica foram avaliados

em função da localização e profundidade da trinca.

Uma análise acerca das mudanças da frequência natural de um rotor numa condição estática

devido à presença da trinca é abordada por Dong, Chen e Zou (2004). Eles notaram que existe

uma relação entre a redução da frequência natural e a proximidade da trinca com os pontos

antinodais dos modos de vibrar. Quanto mais próxima de um ponto antinodal, maior será a

redução da frequência natural. Os autores também mostraram que é possı́vel, com o modelo

contı́nuo apresentado em seu trabalho, identificar a posição da trinca a partir da comparação

entre os modos de vibrar do eixo com e sem trinca.

Modelos analı́ticos e numéricos devem ser representativos, para que possam ser utilizados

no monitoramento de componentes ou máquinas rotativas. Sendo assim, testes experimentais

modais podem ser empregados para a validação dos dados obtidos pelos modelos. Alguns

trabalhos que utilizam essa metodologia serão apresentados na sequência.

Collins, Plaut e Wauer (1991) avaliaram o comportamento dinâmico de rotores com trincas

transversais usando excitações externas na forma de pulsos axiais. Três profundidades de trinca

(10%, 20% e 30%) foram avaliadas considerando a resposta de vibração vertical sob excitação

periódica externa. Os autores concluı́ram que ocorre um aumento não linear na amplitude da

resposta de vibração com o aumento da profundidade da trinca. Darpe, Gupta e Chawla (2003)

realizaram testes experimentais com excitação axial na forma de pulsos periódicos em eixos

com e sem trinca. Os autores confirmaram a ocorrência do acoplamento entre as vibrações

longitudinais e de flexão do eixo na presença do dano.

Uma visão geral dos desenvolvimentos mais recentes, assim como as vantagens e desvan-

tagens acerca dos modelos e das técnicas modais mais comumente empregadas, são dadas por
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Bucher e Ewins (2001) e Lees, Sinha e Friswell (2009).

Sawicki et al. (2011) fez uso de excitação externa auxiliar através de mancais magnéticos

para detectar a presença de trincas em eixos rotativos. A aplicação de uma excitação sinusoidal

em eixos trincados, gerou no espectro de frequências, harmônicos que são combinações da

velocidade de rotação do rotor e da frequência de excitação. Esta informação foi usada para

evidenciar a presença de trinca no eixo do rotor analisado.

Ong, Rahman e Ismail (2014) utilizaram dados experimentais obtidos com o uso da análise

modal para identificar posição e severidade de uma trinca. Neste caso, foi utilizado um algo-

ritmo que se baseia na sensibilidade modal ou na alteração de rigidez local do sistema.

Zhao, DeSmidt e Yao (2014) mostraram investigações sobre o comportamento de eixos

com trincas transversais com comportamento breathing considerando diferentes amplitudes de

excitação harmônica. Os autores afirmam que em baixas velocidades de rotação, a excitação

axial harmônica tende a influenciar de maneira mais significativa o comportamento da trinca.

Para velocidades de rotação maiores, esse comportamento é afetado pela amplitude da força

harmônica aplicada.

Uma metodologia semelhante foi utilizada na técnica para detecção de trincas apresentada

por Lu et al. (2017). Os autores avaliaram descontinuidades introduzidas pela trinca no modo

de deflexão caracterı́stico (do inglês Characteristic Deflection Shape - CDS) do sistema. Este

modo é obtido a partir das respostas do rotor em condição de operação. Neste trabalho foi

utilizada a Decomposição em Valores Singulares (do inglês Singular Value Decomposition) no

domı́nio da frequência para obter o CDS. De forma a evitar as interferências produzidas pelas

diferenças da área de seção transversal do eixo, foram usados os CDSs nas frequências super-

harmônicas.

2.2.4 Métodos Não-Tradicionais

Técnicas não-tradicionais são aquelas que não se encaixam em nenhuma das duas classes

descritas. Sampaio e Nicoletti (2016) afirmam que técnicas não-tradicionais podem levar em

consideração informações do domı́nio no tempo ou frequência para detectar e identificar trincas

em eixos rotativos. Como exemplo, tem-se os métodos de otimização, rede neural artificial,

transformada de wavelet, dentre outras.

O uso de Algoritmo Genético na identificação de trincas é apresentado em He, Guo e Chu

(2001) como uma alternativa para solução do problema inverso associado à detecção da trinca.
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A solução do problema foi obtida minimizando a função objetivo considerada, sendo esta, a

diferença entre a resposta de vibração experimental e a calculada para uma configuração de

trinca. Apesar do sucesso obtido na detecção da trinca, observou-se um custo computacional

elevado, ultrapassando 10 horas de simulação mesmo para pequenas populações iniciais do

Algoritmo Genético.

Castejón et al. (2015) aplicaram a teoria da transformada discreta de wavelet e análises de

multi-resolução (do inglês Multiresolution Analysis) em sinais de vibração como ferramentas

para determinar caracterı́sticas padrões em eixos rotativos com trincas transversais. A técnica

se mostrou eficiente mesmo para trincas incipientes.

Sampaio e Nicoletti (2016) utilizam para a detecção de trincas em máquinas rotativas a

técnica da entropia aproximada (do inglês Approximate Entropy - ApEn), também classificada

como uma metodologia não-tradicional devido ao processamento de sinal não convencional

envolvido. O ApEn se baseia na determinação de um valor estatı́stico que quantifica a irre-

gularidade de uma série temporal. Esse valor, obtido por um algoritmo aplicado aos dados,

é amplamente utilizado nas áreas de biologia e medicina para extrair informações de sinais

relacionado à presença e caracterı́sticas da patologia.

Nasiri, Khosravani e Weinberg (2017) apresentaram uma série de discussões sobre o uso de

inteligência artificial (do inglês Artificial Intelligence - AI) em quatro subáreas da mecânica da

fratura e suas aplicações em sistemas mecânicos: modo de falha e identificação do mecanismo

de falha, detecção e diagnóstico de danos e falhas, detecção de falha e erros, e diagnóstico

e parâmetros mecânicos de fratura. Dentro destas subáreas são empregados diferentes tipos

de métodos de AI, cinco deles foram abordados: Rede Bayesiana, Redes Neurais Artificiais,

Algoritmo Genético, Lógica Fuzzy e Raciocı́nio Baseado em Casos.

Em um estudo publicado por Müller et al. (2021), recursos estatı́sticos de imagem são usa-

dos em combinação com classificadores de aprendizado de máquina para criar uma metodologia

para a detecção automática de trincas superficiais em experimentos mecânicos. Imagens obtidas

de experimentos de fratura por tensão e flexão são usadas para calcular recursos de textura Ha-

ralick de primeira ordem e ordem superior. Um subconjunto de recursos de imagem altamente

significativos é identificado usando a Razão Discriminante de Fisher (do inglês Fisher’s Discri-

minant Ratio - FDR) juntamente com uma matriz de correlação para cada conjunto de dados.

Diferentes modelos de aprendizado de máquina são treinados e testados em dados reais, antes

de recomendar o classificador menos complexo que forneça previsões confiáveis dos instantes
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de inı́cio da fratura em experimentos mecânicos.

Recentemente, Rao e Reddy (2022) propuseram uma pesquisa com a utilização da técnica

de detecção de trincas baseada em Transformadas Onduladas Discretas (do inglês Discrete Wa-

velet Transforms - DWT) e Sistemas de Inferência Neuro-Fuzzy Adaptativos (do ingês Adaptive

Neuro-Fuzzy Inference Systems - ANFIS). O ANFIS baseado em DWT é usado para reduzir o

ruı́do da resposta do rotor com trincas abertas.

Em geral, embora os estudos e trabalhos apresentados tenham contribuido para o entendi-

mento e para a detecção de trincas em máquinas rotativas, muitos deles utilizam abordagens

com limitações práticas ou demandam custo computacional elevado e/ou complexo do ponto de

vista de implantação.

Assim, esta tese propõe a combinação de metodologias simplificadas que garantem vanta-

gens significativas, como a possibilidade de serem aplicadas sem a necessidade de parar o equi-

pamento ou alterar sua velocidade operacional. As metodologias propostas utilizam técnicas de

processamento de sinais e análise de vibrações para identificar padrões que indicam a presença

de trincas nas máquinas.

Além disso, foram realizados testes experimentais para avaliar a efetividade das metodolo-

gias. Os resultados mostraram que as metodologias propostas apresentaram um desempenho sa-

tisfatório na detecção de trincas, e podem contribuir para a manutenção preventiva de máquinas

rotativas.



CAPÍTULO III

COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ROTORES

Modelos matemáticos para estimar a posição e profundidade de trincas em eixos rotativos

têm sido vastamente utilizados ao longo dos anos por diversos autores, como já descritos em

tópicos anteriores. Dentre as metodologias empregadas, a que têm ganhado maior destaque é

o método dos elementos finitos devido às suas aplicabilidades e facilidade de implementação.

Neste capı́tulo será apresentada a formulação para a representação matemática dos componentes

mais comuns de uma máquina rotativa.

Nesta formulação, as equações que descrevem o comportamento dinâmico de um rotor são

obtidas a partir das energias envolvidas (cinética e de deformação) e do trabalho virtual das

forças externas para cada componente do sistema (LALANNE; FERRARIS, 1998).

Considera-se que o rotor é composto por um eixo flexı́vel, um disco rı́gido acoplado e

suportado por mancais de rolamento. A Eq. (3.1) é uma equação diferencial que descreve

numericamente o comportamento dinâmico de uma máquina rotativa (LALANNE; FERRARIS,

1998).

Mq̈+[D+WDg] q̇+
⇥
K+ ẆKst

⇤
q = W+Fu +Fm +Fd (3.1)

onde M é a matriz de massa, D é a matriz de amortecimento, Dg é a matriz do efeito giroscópico,

K é a matriz de rigidez e Kst representa o enrijecimento do sistema quando em regime transi-

ente (matrizes obtidas via Elementos Finitos). Todas estas matrizes são associadas às partes

girantes da máquina, tais como os discos, o acoplamento e o eixo. O vetor de deslocamentos

é representado por q e a velocidade de rotação é dada por W . A força peso, W, contempla

apenas às partes girantes, Fu representa as forças de desbalanceamento, Fm é o vetor das forças
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produzidas pelos mancais a fim de suportar o eixo e Fd representa a força de excitação externa

se a mesma for adicionada ao sistema.

3.1 Modelagem dos elementos constituintes do rotor

Para determinar as matrizes associadas à energia cinética (M, Dg e Kst) e à energia de

deformação (K) é necessário primeiro avaliar as energias provenientes de cada elemento sepa-

radamente e aplicá-las nas equações de Lagrange.

d
dt

✓
∂T
∂q̇i

◆
� ∂T

∂qi
+

∂U
∂qi

= Qi (3.2)

onde T representa a soma das energias cinéticas, U é a energia de deformação do eixo e Qi

representa os esforços generalizados.

3.1.1 Eixo

O eixo é modelado como uma viga de seção transversal circular e com diâmetro constante.

Este elemento finito (comprimento L) possui dois nós (1 e 2), incluindo quatro deslocamentos

(u1, u2, w1 e w2) e quatro rotações (q1, q2, j1 e j2), como mostra a Fig. 3.1.

Figura 3.1: Graus de liberdade (GDL) associados ao elemento finito construı́do para
representar o eixo.

Com relação aos GDLs do elemento de eixo, o vetor de deslocamentos nodais do eixo é

dado por:

q =
n

u1 w1 q1 j1 u2 w2 q2 j2

ot
(3.3)

Este vetor inclui os deslocamentos qu e qw, correspondendo aos movimentos nas direções
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X e Z, respectivamente. O elemento finito é construı́do a partir das seguintes relações:

u = N1 qu

w = N2 qw

(3.4)

onde N1 e N2 (ver Eq. (3.5)) são vetores formados por coeficientes de equações polinomiais

de terceira ordem (hipótese considerada), conhecidos como polinômios de Hermite (IMBERT,

1995). Tais polinômios descrevem os deslocamentos nodais nos planos XY e ZY , respectiva-

mente. Os coeficientes das funções de interpolação são determinados, resultando nas equações

de deslocamento e rotação ao longo do comprimento da árvore.

As matrizes M, Ds, K e Kst são determinadas substituindo N1 e N2 nas equações que defi-

nem a energia cinética e a energia de deformação do eixo, com subsequente integração ao longo

do comprimento L (LALANNE; FERRARIS, 1998).

N1 =

⇢
1� 3y2

L2 +
2y3

L3 � y+
2y2

L
� y3

L2
3y2

L2 � 2y3

L3
y2

L
� y3

L2

�

N2 =

⇢
1� 3y2

L2 +
2y3

L3 y� 2y2

L
+

y3

L2
3y2

L2 � 2y3

L3 � y2

L
+

y3

L2

� (3.5)

A energia cinética do eixo pode então ser obtida através da Eq. (3.6).

TS =
rS
2

Z L

0

�
u̇2 + ẇ2�dy+

rI
2

Z L

0

�
j̇2 + q̇2�dy+rILW2 +2rIW

Z L

0
j̇qdy (3.6)

onde, r é a densidade, S é a área de seção transversal do eixo e I é o momento de inércia de

área.

Substituindo as Eqs. (3.4) a (3.5) na Eq. (3.6), obtém-se a energia cinética para o eixo na

sua forma compacta, conforme mostra a Eq. (3.7).

TS =
rS
2

Z L

0

�
q̇t

uNt
1N1q̇u + q̇t

wNt
2N2q̇w

�
dy+ ...

...+
rI
2

Z L

0

✓
q̇t

u
dNt

1
dy

dN1

dy
q̇u + q̇t

w
dNt

2
dy

dN2

dy
q̇w

◆
dy+ ...

...+rILW2 �2rIW
Z L

0
q̇t

u
dNt

1
dy

dN2

dy
q̇wdy

(3.7)

Aplicando a equação de Lagrange (Eq. (3.2)) na equação da energia cinética do eixo, chega-
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se à expressão apresentada na Eq. (3.8).

d
dt

✓
∂TS

∂q̇

◆
� ∂TS

∂q
= (MS+MT ) q̈+WDSq̇+ ẆKstq (3.8)

onde as matrizes MS, MT , DS e Kst são apresentadas nas Eqs. (3.9) a (3.12).

MS =
rSL
420

2

6666666666666666664

156 0 0 �22L 54 0 0 13L

0 156 22L 0 0 54 �13L 0

0 22L 4L2 0 0 13L �3L2 0

�22L 0 0 4L2 �13L 0 0 �3L2

54 0 0 �13L 156 0 0 22L

0 54 13L 0 0 156 �22L 0

0 �13L �3L2 0 0 �22L 4L2 0

13L 0 0 �3L2 22L 0 0 4L2

3

7777777777777777775

(3.9)

MT =
rI

30L

2

6666666666666666664

36 0 0 �3L �36 0 0 �3L

0 36 3L 0 0 �36 3L 0

0 3L 4L2 0 0 �3L �L2 0

�3L 0 0 4L2 3L 0 0 �L2

�36 0 0 �3L 36 0 0 3L

0 �36 �3L 0 0 36 �3L 0

0 3L �L2 0 0 �3L 4L2 0

�3L 0 0 �L2 3L 0 0 4L2

3

7777777777777777775

(3.10)

DS =
rI

15L

2

6666666666666666664

0 �36 �3L 0 0 36 �3L 0

36 0 0 �3L �36 0 0 �3L

3L 0 0 �4L2 �3L 0 0 L2

0 3L 4L2 0 0 �3L �L2 0

0 36 3L 0 0 �36 3L 0

�36 0 0 3L 36 0 0 3L

3L 0 0 L2 �3L 0 0 �4L2

0 3L �L2 0 0 �3L 4L2 0

3

7777777777777777775

(3.11)
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Kst =
rI

15L

2

6666666666666666664

0 �36 �3L 0 0 36 �3L 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3L 4L2 0 0 �3L �L2 0

0 36 3L 0 0 �36 3L 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3L �L2 0 0 �3L 4L2 0

3

7777777777777777775

(3.12)

onde a matriz M da Eq. (3.1) é resultado da soma das matrizes MS e MT .

A energia de deformação para o eixo simétrico é obtida com base nas tensões (s) e deformações

(e) desenvolvidas. De acordo com a Fig. 3.2, pode-se definir a deformação longitudinal mos-

trada na Eq. (3.13) de um ponto arbitrário B no eixo.

Figura 3.2: Representação de um ponto arbitrário B (Fonte: (LALANNE; FERRARIS, 1998)).

e =�x
∂2u⇤

∂y2 � z
∂2w⇤

∂y2 (3.13)

onde u e w são os deslocamentos em coordenadas fixas relacionados aos eixos X e Z, respec-

tivamente, e u⇤ e w⇤ são os deslocamentos para as coordenadas rotativas x e z respectivamente
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(veja as Eqs. (3.14)).

u⇤ = ucos(Wt)�wsin(Wt)

w⇤ = usin(Wt)+wcos(Wt)
(3.14)

A Energia de deformação para o eixo pode ser calculada a partir da Eq. (3.15).

U =
1
2

Z

v

etsdV (3.15)

Através da relação entre tensão e deformação da Lei de Hooke (veja a Eq. (3.16)), pode-se

reescrever a Eq. (3.22), conforme mostra a Eq. (3.17).

s = Ee (3.16)

U =
E
2

Z

v

etedV (3.17)

Substituindo a Eq. (3.13) na Eq. (3.17), obtém-se:

U =
E
2

Z L

0

Z

S

✓
�x

∂2u⇤
∂y2 � z

∂2w⇤
∂y2

◆2

dSdy

=
E
2

Z L

0

Z

S

"
x2
✓

∂2u⇤
∂y2

◆2

+ z2
✓

∂2w⇤
∂y2

◆2

+2xz
∂2u⇤
∂y2

∂2w⇤
∂y2

#
dSdy

(3.18)

De acordo com Lalanne e Ferraris (1998), ao considerar a simetria da seção transversal do

eixo com respeito as direções X e Z, e as relações de momentos de inércia de área conforme

apresentado pela Eq. (3.19), a Eq. (3.18) é reescrita como a Eq. (3.20).

Ix =
Z

S

z2dS

Iz =
Z

S

x2dS

Z

S

xzdS = 0

(3.19)

U =
E
2

Z L

0

"
Iz

✓
∂2u⇤
∂y2

◆2

+ Ix

✓
∂2w⇤
∂y2

◆2#
dy (3.20)
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Considerando que Ix = Iz = I e substituindo as Eqs. (3.4) a (3.5), (3.14) na Eq. (3.20),

chega-se à expressão da energia de deformação apresentada na Eq. (3.21), onde os efeitos da

força axial não estão sendo levados em conta.

U =
EI
2

Z L

0


qu

t d2Nt
1

dy2
d2N1

dy2 qu +qw
t d2Nt

2
dy2

d2N2

dy2 qw

�
dy (3.21)

Aplicando a equação de Lagrange (Eq. (3.2)) na Eq. (3.21), conforme mostra a Eq. (3.22),

obtém-se a matriz de rigidez apresentada pela Eq. (3.23).

∂U
∂q

= Kq (3.22)

K = kL

2

6666666666666666664

12 0 0 �6L �12 0 0 �6L

0 12 6L 0 0 �12 6L 0

0 6L (4+JY )L2 0 0 �6L (2�JY )L2 0

�6L 0 0 (4+JY )L2 6L 0 0 (2�JY )L2

�12 0 0 6L 12 0 0 6L

0 �12 �6L 0 0 12 �6L 0

0 6L (2�JY )L2 0 0 �6L (4+JY )L2 0

�6L 0 0 (2�JY )L2 6L 0 0 (4+JY )L2

3

7777777777777777775

(3.23)

onde kL é dado pela Eq. (3.24) e JY pela Eq. (3.25).

kL =
EI

(1+JY )L3 (3.24)

JY =
12EI
GSrL2 (3.25)

sendo Sr a área reduzida da seção transversal e G é o módulo de cisalhamento, dado pela Eq.

(3.26) em função do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson (n).

G =
E

2(1+n)
(3.26)
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Esta matriz de rigidez (matriz K) leva em consideração o cisalhamento nas seções transver-

sais durante a flexão, conforme o modelo de viga de Timoshenko.

3.1.2 Disco

O disco é representado conforme ilustra a Fig. 3.3 e é assumido como sendo rı́gido. Portanto

apenas sua energia cinética é avaliada no modelo 1D do sistema.

O sistema de coordenadas fixas (R0) continua sendo representado pelos eixos X , Y e Z e o

sistema de coordenadas rotativas (R) posicionado no centro no disco, representado pelos eixos

x, y e z.

Figura 3.3: Representação do elemento de disco (Fonte: Cavalini Jr (2013))

Com quatro graus de liberdade, dois deslocamentos laterais (u e w) e duas rotações (q e j),

o vetor de deslocamentos nodais é representado pela Eq. (3.27).

qD =
n

u w q j
ot

(3.27)

Conforme Lalanne e Ferraris (1998) demostra, a energia cinética para o elemento de disco

pode ser calculada segundo a Eq. (3.28).

TD =
1
2

mD
�
u̇2 + ẇ2�+ 1

2
�
IDxw2

x + IDyw2
y + IDzw2

z
�

(3.28)

onde mD é a massa do disco, IDx, IDy e IDz representam os momentos de inércia e wx, wy e wz

são as velocidades angulares (Eq. (3.29)), todos em relação aos eixos de coordenadas rotativas
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(x, y e z).

wR
R/R0

=

2

6664

wx

wy

wz

3

7775
=

2

6664

�j̇cosqsinf+ q̇cosf

ḟ+ j̇sinq

j̇cosqcosf+ q̇sinf

3

7775
(3.29)

A Eq. (3.28) pode ainda ser simplificada como mostra a Eq. (3.30), assumindo que o disco

é simétrico (IDx = IDz = ID), que os ângulos q e j são suficientemente pequenos.

TD =
1
2

mD
�
u̇2 + ẇ2�+ 1

2
ID
�
q̇2 + j̇2�+ 1

2
IDy
�
W2 +2Wj̇q

�
(3.30)

O efeito giroscópico é representado pelo termo IDyWjq. Aplicando as equações de Lagrange

(Eq. (3.2)) na energia cinética do disco, obtém-se a expressão apresentada pela Eq. (3.31).

d
dt

✓
∂TD

∂q̇D

◆
� ∂TD

∂qD
= MDq̈D +WDDq̇D + ẆKDtqD (3.31)

onde as matrizes MD, DD e KDt são descritas pelas Eqs. (3.32) a (3.34).

MD =

2

6666664

mD 0 0 0

0 mD 0 0

0 0 ID 0

0 0 0 ID

3

7777775
(3.32)

DD =

2

6666664

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �IDy

0 0 IDy 0

3

7777775
(3.33)

KDt =

2

6666664

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 IDy 0

3

7777775
(3.34)

sendo a matriz Dg da Eq. (3.1) o resultado da soma das matrizes DS e DD nos graus de liberdade

correspondentes.
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Segundo Lalanne e Ferraris (1998), o disco pode ser incorporado no modelo de elementos

finitos com três diferentes configurações, conforme mostra a Fig. 3.4. Na primeira configuração

assume-se que o disco não altera a rigidez do eixo e as caracterı́sticas de inércia do disco são

concentradas no nó correspondente ao elemento finito do eixo. Na segunda, o disco altera a

rigidez do eixo. O raio do eixo é acrescido em hd/2, onde hd corresponde à espessura do disco.

As caracterı́sticas do disco são concentradas no nó 2 (veja a Fig. 3.4). Se a espessura do disco

for suficientemente grande, as caracterı́sticas de inércia do disco devem ser distribuı́das nos três

nós, como mostra a configuração III. No presente trabalho, a configuração II foi utilizada para

acoplar o disco ao eixo do sistema em análise.

Figura 3.4: Formas de incorporar o disco ao eixo em elementos finitos (Fonte: (LALANNE;
FERRARIS, 1998))

3.1.3 Mancais

Assume-se que os mancais são de rolamento e possuem coeficientes de rigidez e amorteci-

mento viscoso (Fig. 3.5). Estes coeficientes devem ser determinados através da solução de um

problema inverso onde o resultado de simulações computacionais são aproximados de respos-

tas de vibração experimentais do sistema em análise. Neste trabalho, a solução do problema

inverso é realizada por um método de otimização chamado de Evolução Diferencial (do inglês

Differential Evolution - DE) (STORN; PRICE, 1995).

O trabalho virtual das forças produzidas pelos mancais e atuantes sobre o eixo pode ser

escrito como mostra a Eq. (3.35).

dW =�kxxudu� kxzwdu� kzzwdw� kzxudw�dxxu̇du�dxzẇdu�dzzẇdw�dzxu̇dw (3.35)



28

Figura 3.5: Coeficientes de rigidez e amortecimento do mancal (Fonte: Cavalini Jr (2013)).

A Eq. (3.35) pode também ser simplificada conforme a Eq. (3.36).

dW = Fmudu+Fmwdw (3.36)

onde Fmu e Fmw são as forças generalizadas e são expressas na forma matricial como mostra a

Eq. (3.37).
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4 u̇

ẇ
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A Eq. (3.37) pode ser escrita de forma expandida com os graus de liberdade utilizados

na formulação do elemento finito de eixo (graus de liberdade de um dos nós do elemento),

conforme apresenta a Eq. (3.38).
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ẇ
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(3.38)

3.1.4 Massa de desbalanceamento

A força de desbalanceamento é definida por uma massa mu situada a uma distância d do

centro geométrico do eixo que por sua vez têm coordenadas (u e w) em relação ao ponto O,
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conforme ilustra a Fig. 3.6. A massa mu é assumida como sendo muito menor que a massa

do rotor. A energia cinética TU da massa mu pode então ser calculada conforme mostra a Eq.

(3.39).

Tu =
mu

2
�
u̇2 + ẇ2 +W2d2 +2Wdu̇sin(Wt)�2Wẇd cos(Wt)

�
(3.39)

onde o termo W2d2 é constante e não tem influência nas equações. Assim, a expressão da

energia cinética é escrita como:

Tu ⇡ muWd (u̇sin(Wt)� ẇcos(Wt)) (3.40)

Figura 3.6: Coordenadas relativas à massa de desbalanceamento (Fonte: Cavalini Jr (2013)).

O vetor de deslocamentos nodais para a massa de desbalanceamento é composto apenas

pelos deslocamentos laterais, conforme mostra a Eq. (3.41).

qunb =
n

u w
ot

(3.41)

A Eq. (3.42) é resultado da aplicação das equações de Lagrange (veja a Eq. (3.2)) sobre a

energia cinética da massa de desbalanceamento.

dTu

dt

✓
∂Tu

∂q̇unb

◆
� ∂Tu

∂qunb
=

2

4 �mudẆsin(Wt)�mudW2 cos(Wt)

�mudẆcos(Wt)+mudW2 sin(Wt)

3

5 (3.42)
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As forças de desbalanceamento nas direções X e Z podem então ser descritas como mostra

a Eq. (3.43).

2

4 Funbx

Funbz

3

5=

2

4 �mudẆsin(Wt)�mudW2 cos(Wt)

�mudẆcos(Wt)+mudW2 sin(Wt)

3

5 (3.43)



CAPÍTULO IV

CONCEITOS BÁSICOS PARA A MODELAGEM DA TRINCA

O objetivo desta seção é introduzir um modelo simplificado para um rotor horizontal na

presença de trinca, de forma a ampliar os conhecimentos básicos sobre o efeito que este tipo de

dano oferece na estrutura. Neste caso será negligenciado o acoplamento das vibrações laterais,

torsionais e axiais.

Segundo Bachschmid, Pennacchi e Tanzi (2010), a linha de deflexão de um eixo contendo

uma trinca em sua posição central, é dada pela superposição de duas partes: pela linha de

deflexão de eixo saudável em adição à deflexão adicional devido à flexibilidade local inserida

pela presença da trinca. Esta parte adicional não pode ser determinada pela teoria de vigas, uma

vez que pela teoria de vigas a trinca é considerada um enfraquecimento da rigidez à flexão EI

em um comprimento zero.

De fato, um eixo cilı́ndrico com trinca por não ser simétrico e isotrópico, produzirá acopla-

mento das vibrações lateral, axial e torsional. Porém para simplificar e facilitar o entendimento

dos conceitos básicos da modelagem isto será desprezado a princı́pio. Dependendo do tipo de

trinca, diferentes mecanismos podem ser inseridos no modelo de elementos finitos do rotor e

diferentes efeitos são então evidenciados. Sabnavis et al. (2004) fazem uma classificação das

trincas quanto sua geometria e efeitos associados. Citam-se:

• Trincas transversais: são trincas perpendiculares ao eixo. Mais comuns e mais graves,

pois reduzem a seção transversal e enfraquecem o rotor. Elas introduzem uma flexibili-

dade adicional devido à energia de deformação concentrada na proximidade da extremi-

dade da trinca;

• Trincas longitudinais: são trincas paralelas à direção longitudinal do eixo;
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• Trincas oblı́quas: são trincas que possuem inclinação em relação ao eixo longitudinal do

rotor. Influenciam no comportamento de torção de uma maneira bastante semelhante ao

efeito das trincas transversais no comportamento lateral do eixo;

• Trincas breathing: trincas que se abrem quando submetidas a tensões de tração e se fe-

cham quando submetidas a tensões de compressão. Esse comportamento resulta em não

linearidades induzidas no comportamento vibratório do rotor;

• Trincas abertas: também chamadas de entalhes, permanecem sempre abertas e são mais

fáceis de se reproduzir em laboratório. São conhecidas também como trincas open;

• Trincas de superfı́cie: são trincas que se localizam na superfı́cie do eixo. Normalmente,

podem ser detectados por técnicas como lı́quido penetrante ou a inspeção visual;

• Trincas de subsuperfı́cie: são trincas que não aparecem na superfı́cie. Para serem detec-

tadas é preciso a utilização de técnicas como ultrassom, raio X ou partı́culas magnéticas.

Para a simulação do comportamento da trinca, uma flexibilidade adicional do eixo é consi-

derada no elemento finito que contém o dano. Os princı́pios e o desenvolvimento teórico para

a matriz de flexibilidade adicional devido à trinca foram desenvolvidos primeiramente por Di-

marogonas, Paipetis e Chondros (1983) para vigas retangulares e posteriormente estendidas à

eixos circulares por Papadopoulos e Dimarogonas (1987). Os termos de flexibilidade adicional,

que neste caso são calculados com as bases da teoria da Mecânica da Fratura Linear Elástica,

serão descritos na subseção seguinte.

4.1 Flexibilidade Adicional Introduzida pela Trinca

Para o cálculo dos coeficientes de flexibilidade adicional devido à trinca, considere um

elemento de eixo com seis graus de liberdade por nó, de comprimento L e diâmetro D, contendo

uma trinca transversal de profundidade a, sujeito a carregamentos P1 e P7 (forças axiais), P2,

P3, P8 e P9 (forças cisalhantes), P4 e P10 (momentos de torção), P5, P6, P11 e P12 (momentos

fletores), como mostra a Fig. 4.1.

Segundo Darpe, Gupta e Chawla (2004), o deslocamento ao longo da i-ésima coordenada
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Figura 4.1: Elemento de eixo e parâmetros geométricos (Fonte: Cavalini Jr (2013)).

pode ser determinado pelo segundo teorema de Castigliano conforme mostra a Eq. (4.1).

qi =
dU
dPi

(4.1)

onde U é a energia de deformação total dada pela Eq. (4.2).

U =U0 +Uc (4.2)

sendo U0 é a energia de deformação do elemento de eixo sem trinca e Uc é a energia de

deformação adicional devido à presença da trinca. Logo, a Eq. (4.2) pode ser reescrita con-

forme a Eq. (4.3).

qi =
∂U0

∂Pi
+

∂Uc

∂Pi
(4.3)

Considerando as forças atuantes no elemento de eixo, a energia de deformação adicional

devido à trinca Uc é representada conforme os conceitos da mecânica da fratura pela Eq. (4.4).

Uc =
Z

Ac
J(Ac)dAc (4.4)

onde J(Ac) é a função densidade de energia de deformação sobre a área do elemento corres-

pondente à seção que contém a trinca (área não hachurada da Fig. (4.1)) e é expressa conforme

mostra a Eq. (4.5).
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KIIIi

!2
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5dAc (4.5)

onde KIi, KIIi e KIIIi são os fatores de intensificação de tensão (do inglês Stress Intensity Factor
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- SIF) para o modo I de tração, modo II de cisalhamento e modo III de torção, respectivamente,

segundo ilustra a Fig. 4.2.

Figura 4.2: Modos de carregamentos aplicados à uma trinca (Fonte: Anderson (2005)).

Os SIFs dependem da geometria do eixo e do modo de carregamento, podendo ser escritos

conforme a Eq. (4.6), (ANDERSON, 2005).

Kmi = si
p

paxFj

✓
ax

hx

◆
(4.6)

onde as tensões na trinca, si, são representadas pelas resultantes dos esforços aplicados pelas

forças Pi (i = 1,2, ...,6) e Fj ( j = 1,2, II e III) são as funções de forma que dependem de ax

(profundidade da trinca) e do diâmetro de um elemento infinitesimal de eixo (Fig. 4.1).

A flexibilidade adicional devido à presença da trinca é dada pela Eq. (4.7).

ci j =
∂2Uc

∂Pi∂Pj
=

∂2

∂Pi∂Pj

Z

Ac
J (Ac)dAc

�
(4.7)

Papadopoulos e Dimarogonas (1987) ressaltam que os SIFs são calculados na literatura

considerando uma tira de espessura unitária.

Como o valor da densidade de energia é escalar, é permissı́vel integrá-lo ao longo de toda

trinca assumindo que a profundidade da trinca é variável e os SIFs dados para uma faixa ele-

mentar.

O cálculo para a obtenção dos SIFs é mostrado pela Eq. (4.8), conforme descrito em Papa-

dopoulos e Dimarogonas (1987).



35

KI1 = s1
ppaxF1

⇣
ax
�
hx

⌘
s1 = P1

�
pR2

KI5 = s5
ppaxF2

⇣
ax
�
hx

⌘
s5 =

⇣
4P5
�
pR4
⌘p

(R2 � x2)

KI6 = s6
ppaxF1

⇣
ax
�
hx

⌘
s4 =

⇣
4P6
�
pR4
⌘

x

KI2 = KI3 = KI4 = 0

KII3 = sII3
ppaxFII

⇣
ax
�
hx

⌘
sII3 = kP3

�
pR2

KII4 = sII4
ppaxFII

⇣
ax
�
hx

⌘
sII4 =

⇣
2P4
�
pR4
⌘

x

KII1 = KII2 = KII5 = KII6 = 0

KIII2 = sIII2
ppaxFIII

⇣
ax
�
hx

⌘
sIII2 = kP2

�
pR2k = 6(1+n)

(7+6n)

KIII4 = sIII4
ppaxFIII

⇣
ax
�
hx

⌘
sIII4 =

⇣
2P4
�
pR4
⌘p

(R2 � x2)

KIII1 = KIII3 = KIII5 = KIII6 = 0

(4.8)

Os fatores de forma F1, F2, FII e FIII são apresentados na Eq. (4.9). Substituindo as Eqs.

(4.8) e (4.9) nas Eqs. (4.5) e (4.6), obtém-se os termos de flexibilidade adimensionais Eq.

(4.10).
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onde,

x̄ = x/R

z̄ = z/R

h̄x = hx/R

b̄ = b/R

āx = ax/R

(4.11)

Os limites das integrais da Eq. (4.10) podem ser calculados como mostra a Eq. (4.12). A

matriz de flexibilidade nodal (Eq. (4.13)) para o elemento finito com trinca é dada pela soma da

matriz de flexibilidade adicional nodal c, apresentada pela Eq. (4.14), com a matriz de flexibi-

lidade nodal co do elemento sem trinca, conforme mostrado em Papadopoulos e Dimarogonas

(1987).
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cce = [co]+ [c] (4.13)
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sim. c̄66

3

7777777777775

(4.14)

Os coeficientes de flexibilidade adicional são mostrados na Fig. 4.3.

O elemento finito adotado neste trabalho para representar o eixo possui dois nós com quatro

GDLs por nó. Logo, desconsiderando as forças axiais P1, P7 e os momentos P4, e P10 da Fig.

4.1, além dos modos de carregamento II e III (ver em Fig. 4.1) por serem menos expressivos
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Figura 4.3: Flexibilidades adicionais introduzidas pela trinca em um elemento de eixo.

comparados ao modo de carregamento I, a flexibilidade adicional nodal inserida no elemento

de eixo devido à trinca expressa pela Eq. (4.15) é representada somente pelos coeficientes c55,

c56 e c66.

c =

2

6666664

0 0 0 0

0 0 0

c̄55 c̄56

sim. c̄66

3

7777775
(4.15)

Para melhor visualização os coeficientes resultantes para os GDLs são apresentados na Fig.

4.4

4.2 Modelos para representar o breathing

Existem diversas abordagens para representar o mecanismo breathing descritas pela litera-

tura. Este mecanismo ocorre quando as vibrações em um rotor com trinca são dominadas pela

deflexão estática do eixo.

Quase todos os estudos sobre este tema assumem que quando os carregamentos estáticos

prevalecem sobre os dinâmicos (eixos horizontais relativamente pesados com pequeno nı́vel
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Figura 4.4: Flexibilidades adicionais introduzidas pela trinca em um elemento de eixo com 4
GDL por nó.

de desbalanceamento), a trinca abre e fecha gradualmente a cada revolução do sistema. Desta

forma, o breathing assume uma condição de Weight Dominance.

Dentre os modelos mais citados, têm-se o modelo de Gasch (1993) e o modelo proposto por

Mayes e Davies (1984) que se baseiam no mecanismo breathing para trincas transversais. Os

modelos que apresentam o comportamento breathing, devem incorporar a flexibilidade adicio-

nal em função da abertura da trinca, que pode ser de forma gradual (modelo de Mayes) ou de

forma abrupta (modelo de Gasch). Ferreira (2010) explica que diferentemente do modelo de

trinca que permanece sempre aberta (trinca aberta), o breathing representa o fenômeno através

do qual são observadas aberturas e fechamentos consecutivos da trinca em função do carrega-

mento cı́clico a ela imposta e do próprio peso do eixo. Além dos conceitos da mecânica da

fratura linear, esses modelos utilizam funções matemáticas que caracterizam essa condição.

De maneira geral, a deflexão em uma posição de disco, por exemplo, com uma trinca em

sua proximidade, pode ser escrita como mostrado pela Eq. (4.16), onde c0 é a flexibilidade sem

trinca, Dcx é a flexibilidade adicional na direção rotativa de Z e fx, fh é a força nas direções

rotativas de Z e X respectivamente. O termo da flexibilidade adicional - direção X , muitas vezes

é desprezado por apresentar valores consideravelmente menores, ou seja, possui influência que

comparativamente à direção Z - onde atua a força peso, pode ser desprezı́vel (BACHSCHMID;
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PENNACCHI; TANZI, 2010; GASCH, 1993).
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9
=

;=
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4 c0 +Dcx 0

0 c0 +0

3

5

8
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:
fx

fh

9
=

; (4.16)

Neste caso as coordenadas fixas são representadas pelo referencial O � XY Z, enquanto

as coordenadas rotativas são representadas pelo referencial O� x,h,z baseadas na direção da

trinca e na posição angular q = wt (Fig. 4.5).

Figura 4.5: Coordenadas rotativas para o modelo de trinca (Fonte: Cavalini Jr (2013)).

O comportamento breathing assume que a trinca está completamente aberta quando o eixo

h coincide com o eixo negativo de Z (zona de tensão) e completamente fechada quando h está

alinhado ao eixo positivo de Z (zona de compressão), exemplificado pela Fig 4.6.

Figura 4.6: Representação da abertura e fechamento da trinca (Fonte: Bachschmid, Pennacchi
e Tanzi (2010)).

Assim, este mecanismo é considerado não linear, ou mais exatamente bi-linear (BACHS-

CHMID; PENNACCHI; TANZI, 2010) conforme as hipóteses assumidas e a Eq. (4.16) pode

ser reescrita como:
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onde f (Wt) é conhecido como steering function e será discutido na próxima seção. Para facilitar

e tornar mais prática a formulação baseada nas matrizes de rigidez faz-se a inversão da matriz

de flexibilidade:

2

4 c0 + f (Wt)Dcx 0

0 0

3

5
�1

=
1

c0
�
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�

2

4 c0 0
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3

5 (4.18)

A rigidez do eixo sem trinca é dada por k0 = 1/c0, logo:

1
c0 +Dcx

= k0 �Dkx (4.19)

onde Dkx é a perda de rigidez devido à abertura da trinca, Calculada a partir da Eq. (4.15):
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|{z}
k0

�cce
�1 (2,2)| {z }
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(4.21)

Assim a formulação passa a ser escrita como:
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Frot = [K0,rot � f (Wt)DKrot (xrot , t)]qrot (4.23)

onde Frot e qrot são as os vetores das forças elásticas e o deslocamentos em coordenadas rotati-

vas respectivamente. A obtenção das matrizes em coordenadas fixas é dada pela multiplicação
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da matriz de transformação:
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onde C1 = cos(Wt) e S1 = sin(Wt).

qrot = [T(Wt)]qinercial (4.25)

Similarmente:

Frot = [T(Wt)]Finercial

Finercial = [T(Wt)]T Frot = [T(Wt)]T [K0,rot � f (Wt)DKrot (xrot , t)] [T(Wt)]qinercial

(4.26)

A Eq. (4.26) corresponde explicitamente às Eqs. (4.27).
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onde C2 = cos(2Wt) e S2 = sin(2Wt).

De maneira análoga, quando se amplia as considerações referentes aos coeficientes de fle-

xibilidade / rigidez na direção X (h) (LIONG, 2014):
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onde:

Dk1 = Dkx +Dkh

Dk2 = Dkx �Dkh
(4.30)

Logo, pode-se definir que a modelagem do comportamento breathing pode ser feita através

do cálculo da variação de rigidez para o eixo com trinca que é expresso por uma série de cosse-

nos truncada. A matriz de rigidez pode ainda ser escrita conforme mostra a Eq. (4.31), na qual

a mesma é duas vezes dependente do tempo.

[K] = [K(W, t)] = [K0]� [DK(W, t)] (4.31)

4.3 Equações de movimento e linearização para um eixo horizontal com trinca transver-

sal

A equação (4.32) apresenta o comportamento do movimento de um rotor na presença de

uma trinca transversal (Fig. 4.7), com velocidade de rotação constante W, incluindo massa de

desbalanceamento em um disco, coeficiente de amortecimento c e a matriz de rigidez derivada

da Eq. (4.31).
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[M]{q̈}+[C]{q̇}+[K(W, t)]{q}= Fu +W

(4.32)

onde Cd = cos(Wt +d), Sd = sin(Wt +d), [M] e [C] representam a matriz de massa e amorteci-

mento (incluindo efeito giroscópico) respectivamente. [Fu] é o vetor das forças de desbalance-

amento e W é o vetor de força peso.

O vetor de força peso é de grande importância quando as equações do movimento são line-

arizadas. Considerando um rotor horizontal pesado, sem trinca, a deflexão estática x0 é grande

em comparação com as deflexões adicionais causadas pelo comportamento dinâmico do eixo

rotativo (ver Fig. 4.7). Por exemplo, para o rotor de uma grande turbina, a deflexão estática

deve ser da ordem de 1 mm, enquanto em operação a amplitude de vibração observada é da

ordem de 250 µm (SAWICKI et al., 2011).
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Figura 4.7: Representação da deflexão estática para rotores pesados - fonte: Bachschmid,
Pennacchi e Tanzi (2010).

A deflexão total é dada então pela soma da parcela de deflexão estática com a parcela de

deflexão dinâmica mostrada na Eq. (4.33).

x(t) = x0 +Dx(t) =

8
<

:
mg/k0

0

9
=

;+Dx(t) (4.33)

Para linearizar a equação do movimento é necessário incluir o efeito de peso dominante

além das deflexões acima descritas. A Eq. (4.32) pode então ser escrita como (fazendo o

deslocamento Dx(t) = Dq(t)):

[M]Dq̈+[C]Dq̇+([K0]� [DK(Wt)])(q0 +Dq) = Fu +W (4.34)

Considerando que para o equilı́brio estático:
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(4.35)

Substituindo a Eq. (4.35) em (4.34), tem-se que:

[M]Dq̈+[C]Dq̇+([K0]� [DK(Wt)])Dq = Fu +[DK(Wt)]q0 (4.36)

A matriz de rigidez periódica variante no tempo [DK(t)] aparece duas vezes. No lado es-

querdo, determina-se (junto com o amortecimento) se o sistema é estável ou não. No lado

direito, essa matriz multiplicada pela deflexão estática q0 produz uma força de excitação adici-

onal - a excitação equivalente à trinca - que é periódica no tempo.

Uma aproximação comumente usada na análise de rotores trincados é conhecida como



44

weight dominance - esta é uma condição que ocorre quando os carregamentos estáticos pre-

valecem sobre os dinâmicos (eixos horizontais relativamente pesados com pequeno nı́vel de

desbalanceamento), a trinca abre e fecha gradualmente a cada revolução do sistema. Se o sis-

tema possui essa caracterı́stica, é possı́vel assumir que q0 � Dq. Por exemplo, para um rotor

de turbina de grande porte, a deflexão estática pode ser da ordem de 1 mm, enquanto na veloci-

dade de operação, a amplitude de vibração é tipicamente de 50 µm. Mesmo em uma velocidade

crı́tica, o valor admissı́vel da amplitude de vibração será de apenas 250 µm (SAWICKI et al.,

2011). Assim, considerando apenas as deflexões dinâmicas são consideradas:

[M]Dq̈+[C]Dq̇+[K0]Dq = Fu � [DK(t)]Dq (4.37)

4.4 Breathing steering funtions

Nesta seção, serão descritos alguns modelos para o Breathing steering funtions - f (Wt) que

variam conforme proposto por Gasch (1993), Mayes e Davies (1984), além da trinca open.

4.4.1 Modelo de Gasch

O modelo proposto por Gasch (1993) (GASCH, 1993) assume uma transição entre abertura

e o fechamento da trinca de maneira abrupta. Também é conhecido como hinge model e assume

a steering funtions - f (Wt) conforme mostrado:

f (Wt) =

8
<

:
1 � p

2  Wt < p
2

0 p
2  Wt < 3p

2

(4.38)

Buscando uma solução numérica mais representativa para este modelo (em termos dos com-

ponentes 2X, 3X, 4X . . . ) a steering funtions - f (Wt) representada por uma onda quadrada, pode

ser expandida por uma série de Fourier - Eq. (4.39):

f (Wt) =
a0

2
+

•

Â
n=1

an cos(nWt)+bn sin(nWt) (4.39)

Os coeficientes a0, an e bn são determinados conforme mostrado nas equações seguintes.

a0 =
1
p

Z p
2

� p
2

dx = 1 (4.40)
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(4.41)

Observa-se pela Eq. 4.41 que para n par, an é zero.

bn =
1
p

Z p
2

� p
2

sin(nx)dx = 0 (4.42)

Logo,
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◆
(4.43)

onde C1 = cos(Wt), C3 = sin(3Wt), C5 = sin(5Wt) e C7 = sin(7Wt)

Através da Eq. (4.28) pode-se então determinar a matriz de rigidez em coordenadas rotativas
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onde kx e kh são as rigidezes ao longo da direção x e kh quando a trinca encontra-se aberta.
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As curvas representativas para este modelo em termos da Eq. (4.46) e (4.47) são mostra-

das na Fig. 4.8, onde diferentes profundidades de trinca foram avaliadas para uma máquina

rotativa genérica. O intuito aqui é obter uma visualização a respeito da mudança abrupta no

comportamento referente à abertura e fechamento da trinca.

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

α / D = 0% α / D = 10% α / D = 20%
α / D = 30% α / D = 40% α / D = 50%

Posição Angular (°)

R
ig

id
ez

 k
 ξ 

(a) Direção x

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

α / D = 0% α / D = 10% α / D = 20%
α / D = 30% α / D = 40% α / D = 50%

Posição Angular (°)

R
ig

id
ez

 k
 η 

(b) Direção h

Figura 4.8: Curvas das rigidezes em coordenadas rotativas segundo o modelo de Gasch.

Em coordenadas fixas (conforme passagem mostrada na Eq. (4.26)), temos que:

kFG = [T(Wt)]T kx/h[T(Wt)] (4.48)

A Fig. 4.9 apresenta a curva que representa os termos de rigidezes em coordenadas fixas.

Note que, conforme mencionado, a abertura e fechamento da trinca ocorrem de maneira abrupta

quando a posição angular da mesma está em 90� e 270� (em relação ao eixo X positivo).

4.4.2 Modelo de Mayes

Mayes e Davies (1984), propuseram um modelo igualmente não linear, embora incorpore

uma transição mais suave entre o movimento de abertura e fechamento da trinca. Para este

modelo, a steering funtions - f (Wt) é considerada sendo uma função cosseno:

f (Wt) =
1
2
(1+C1) (4.49)
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Figura 4.9: Curvas das rigidezes em coordenadas fixas segundo o modelo de Gasch.

A matriz dos termos contendo as rigidezes kx e kh é semelhante à apresentada na Eq. (4.45).

Neste modelo elas podem ser determinadas mediante o uso da steering funtions e de forma

análoga à metodologia apresentada anteriormente (Eq. (4.28) - neste caso kMR), sendo a ex-

pressão resultante mostrada na Eq (4.50).

kx =
k0 + kx

2
+

k0 � kx
2

C1

kh =
k0 + kh

2
+

k0 � kh
2

C1

(4.50)

Assim, a trinca encontra-se completamente aberta em Wt = 180�, enquanto em Wt = 0 ou

360� a trinca encontra-se fechada. Observa-se a ocorrência de um comportamento suave de

transição (Fig. 4.10). As rigidezes em coordenadas fixas são mostradas na Fig. 4.11.
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Figura 4.10: Curvas das rigidezes em coordenadas rotativas segundo o modelo de Mayes.
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(b) Direção XZ
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(c) Direção Z

Figura 4.11: Curvas das rigidezes em coordenadas fixas segundo o modelo de Mayes.



49

4.4.3 Modelo de trinca Open

Os modelos que assumem o comportamento breathing alteram a rigidez do rotor somente

quando a trinca está total ou parcialmente aberta, portanto, a rigidez será função da orientação

do rotor.

Existem casos onde a trinca permanece aberta durante toda a rotação do eixo se o desbalan-

ceamento for muito alto. Ou ainda modelos considerados para uma trinca do tipo open em que

a trinca se encontra aberta todo o tempo.

Nestes modelos, a steering funtion é dada por um valor unitário:

f (Wt) = 1 (4.51)

Se a trinca permanece aberta, uma assimetria local é mantida e esta condição pode levar a

problemas de instabilidade (LIONG, 2014).

A hipótese de uma trinca aberta leva a um comportamento dinâmico semelhante ao de um

rotor com momentos de inércia diferentes ao longo de duas direções perpendiculares. A trinca

breathing assume momentos de inercia que variam como função da posição angular do eixo.

Neste modelo as rigidezes kx e kh podem ser determinadas conforme Eq. (4.20) e Eq. (4.28):

kx = Cc�1 (1,1)| {z }
kcx

kh = Cc�1 (2,2)| {z }
kcz

(4.52)

Os termos de rigidezes em coordenadas rotativas são apresentados na Fig. 4.12, enquanto

os termos em coordenadas fixas apresentados na Fig. 4.13.

Apesar de ser um modelo descrito pela literatura, em termos práticos possui pouca aplica-

bilidade quando comparado aos modelos breathing quando se trata de rotores horizontais.

Neste trabalho, serão destacados apenas os modelos com o comportamento breathing por es-

tarem mais aderentes à proposta apresentada, mas ainda assim é importante pontuar a existência

de outras abordagens como a de trinca open, que está melhor detalhada no trabalho desenvol-

vido por Silva (2018).
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Figura 4.12: Curvas das rigidezes em coordenadas rotativas segundo o modelo open.
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(b) Direção XZ
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(c) Direção Z

Figura 4.13: Curvas das rigidezes em coordenadas fixas segundo o modelo open.
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4.5 Modelo de viga equivalente - Flex

A abordagem apresentada anteriormente, considera a abertura e fechamento da trinca como

função dos carregamentos estáticos do rotor combinados com os carregamentos dinâmicos, que

em geral é o fenômeno onde se observa a dominância do peso do rotor sobre as forças de

desbalanceamento e inércia - breathing. Outros modelos podem também representar e simular

a ocorrência de uma trinca transversal com resultados igualmente interessantes do ponto de

vista da dinâmica do movimento vibracional do sistema.

Nesta seção apresenta-se o modelo claramente não linear proposto por Bachschmid, Pen-

nacchi e Tanzi (2010). Este modelo foi desenvolvido a partir dos cálculos do campo de tensão

que ocorre na região da trinca. Alguns trabalhos de referência abordam com detalhes sobre a

metodologia, tais como Morais et al. (2010) e Cavalini Jr (2013).

Considera-se uma distribuição de tensão e deformação linear na área de seção transversal

da trinca e a abertura e fechamento da mesma é assumido de acordo com a tensão atuante

(CAVALINI JR, 2013).

Este modelo foi validado experimentalmente e quando comparado com modelos robustos

como o modelo 3D (que possui um custo computacional elevado), apresenta resultados bastante

semelhantes a Bachschmid, Pennacchi e Tanzi (2010).

O primeiro passo para simular um sistema rotativo com esta abordagem é a discretização

da seção transversal da trinca e a utilização da matriz de rigidez apresentada na Eq. 4.53 para

o elemento finito que será representado por ela. Esta rigidez é determinada assumindo um

elemento de viga equivalente de comprimento Lc, calculada como uma viga de Timoshenko

com área e segundo momento de área constantes ao longo de seu comprimento (ver Fig. 4.14).

A relação entre o comprimento Lc e a profundidade da trinca foi investigada por Bachsch-

mid, Pennacchi e Tanzi (2010), e é apresentada no gráfico da Fig 4.15.

Figura 4.14: Elemento de viga equivalente Lc (Fonte: Bachschmid, Pennacchi e Tanzi (2010)).
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Figura 4.15: Tamanho do elemento equivalente Lc (Fonte: Bachschmid et al. (2003)).
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(4.53)

aF = 12EIZZ
L3(1+JFZZ)

bF = 12EIXX
L3(1+JFXX )

cF = 6EIZZ
L2(1+JFZZ)

dF = 6EIXX
L2(1+JFXX )

eF = EIZZ(4+JFZZ)
L(1+JFZZ)

fF = EIZZ(2�JFZZ)
L(1+JFZZ)

gF = EIXX (2�JFXX )
L(1+JFXX )

hF = EIXX (4+JFXX )
L(1+JFXX )

pF = 12EIXZ
L3(1+JFXZ)

qF = 6EIXZ
L2(1+JFXZ)

rF = EIXZ(4+JFXZ)
L(1+JFXZ)

sF = EIXZ(2�JFXZ)
L(1+JFXZ)

(4.54)

onde, JFXX = 12EIXX
GSL2 ,JFZZ = 12EIZZ

GSL2 e JFXZ = 12EIXZ
GSL2

Nesta abordagem, a abertura e fechamento da trinca são determinados a cada passo de tempo

determinando-se os locais onde existem uma zona de tensão e compressão, a partir da subdivisão

da seção transversal onde a trinca está localizada, para isso uma notação complexa é utilizada,
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facilitando assim os cálculos, conforme mostrado na Fig 4.16.

Figura 4.16: Divisão da seção transversal da trinca: ⌅ - seção da trinca em tração, ⌅ - seção da
trinca em compressão, ⌅ - seção não trincada, • - centro geométrico (Fonte: Morais et al.
(2010)).

De acordo com Morais et al. (2010) e Cavalini Jr (2013) cada nó da discretização pode

ser representado por um número complexo do tipo Ra = Xa + Zai, que em uma rotação de s

radianos, é expresso pela soma do deslocamento angular dado pela Eq. 4.55 - ver Fig. 4.17.

Ra+s = |Ra|ei(qa+s) (4.55)

onde, qa é ângulo inicial dado pelo número complexo de amplitude Ra.

Inicialmente é calculado os momentos dinâmicos (Eq. (4.56)) associdados aos deslocamen-

tos angulares, estes determinados pela solução da equação do movimento (Eq. (3.1)).

MX = EI
∂q
∂y

MZ = EI
∂j
∂y

(4.56)

onde ∂q = qi+1�qi, ∂j = ji+1�ji, sendo o ı́ndice i o nó da extremidade do elemento de trinca

e ∂y = Lc (Fig. 4.15).

Para a determinação da parcela da trinca que está aberta ou fechada, deve-se portanto calcu-
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Figura 4.17: Divisão da seção transversal da trinca - representação em números complexos
(Fonte: Cavalini Jr (2013)).

lar a distribuição de tensão ao longo da área de seção transversal conforme a Eq (4.57).

sa =
MZIXX +MX IXZ

IXX IZZ � I2
XZ

Xag �
MX IZZ +MZIXZ

IXX IZZ � I2
XZ

Zag (4.57)

sendo, IXX =
R

Ar
Z2dAr, IZZ =

R
Ar

X2dAr e IXZ =
R

Ar
XZdAr. Xag e Zag são as distâncias entre

Cg (centro geométrico) e a posição na malha onde a tensão está sendo calculada. Por fim, Ac é

a área restante da seção transversal.

Assume-se que onde a tensão é de tração (sinal positivo), a trinca está aberta e onde a tensão

é de compressão (sinal negativo), a trinca encontra-se fechada.

Após a determinação da parte aberta e fechada (área total da trinca), calcula-se o novo Cg

da seção transversal, e repete-se o cálculo dos momentos de inércia e das tensões atuantes, este

processo ocorre até a convergência.

A partir dos momentos de inércia IXX , IZZ , IXZ (ver Fig. 4.18) para cada posição angular

do eixo, é possı́vel obter a matriz apresentada pela Eq. (4.53), que será atribuı́da ao elemento

de trinca, e a solução da equação do movimento será determinada em cada passo de tempo.

Fica evidente a não linearidade do sistema, já que o mesmo depende da matriz de rigidez do

elemento de trinca influenciando a resposta do sistema (MORAIS et al., 2010).
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(b) Direção XZ
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(c) Direção Z

Figura 4.18: Curvas dos momentos de Inércia segundo modelo Flex.



CAPÍTULO V

COMBINAÇÃO DE RESSONÂNCIA E TÉCNICA DE DETECÇÃO BASEADA EM

SEGUNDA DERIVADA DO MODO DE VIBRAR

Os métodos de SHM baseados em sinais de vibração podem ser considerados bem estabe-

lecidos no contexto de manutenção preditiva para identificação e prevenção de falhas, porém

um progresso lento ainda se observa quanto ao que se refere em desenvolvimento de técnicas

robustas para detecção de trincas online (SAWICKI; FRISWELL; BAAKILINI, 2008).

Com intuito de melhorar este cenário, muitos trabalhos têm sido desenvolvidos a partir

da observação das caracterı́sticas não lineares destes sistemas, algumas delas apresentadas

por Ishida e Yamamoto (2013), que exemplificam que quando um rotor tem caracterı́sticas

não-lineares fenômenos de salto podem ocorrer. Além disso, vários tipos de ressonâncias

não lineares podem ser observadas nas respostas de vibração do sistema. Ressonância sub-

harmônica, ressonância super-harmônica e combinação de ressonâncias podem ocorrer quando

as frequências naturais, velocidade de rotação e/ou frequência de excitação externa possuem

relações especı́ficas, tais como:

(i) Nas proximidades da velocidade de rotação, onde a velocidade de rotação W torna-se um

múltiplo inteiro de uma frequência natural pi. Isto é, quando W ⇡±mpi, uma frequência

sub-harmônica Wi =±W/m(⇡ pi) ocorre;

(ii) Em uma situação oposta, quando mW(⇡ pi), uma frequência super-harmônica de valor

Wi =±mW(⇡ pi) ocorre;

(iii) Em um sistema com múltiplos GDLs com frequências naturais pi, p j, ..., onde a relação

W =±mpi ±np j ±·· · existe, uma combinação de ressonância nas frequências Wi (⇡ pi),
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W j
�
⇡ p j

�
ocorre;

(iv) Em um sistema com múltiplas forças externas com frequências W, wi, ..., uma combinação

de ressonância modulada com frequência W(=±mW±nwi ±·· ·⇡ pi) ocorre.

Recentemente, foi apresentada uma abordagem não linear para detectar trincas em máquinas

rotativas (NICOLETTI; CAVALINI; STEFFEN, 2018). A ideia desta nova técnica é excitar o

eixo usando uma força harmônica para induzir ressonâncias combinadas no sistema (conhecidas

como combinações de ressonância).

Salienta-se aqui que uma combinação de ressonância, de modo geral, pode ser entendida

como o aparecimento de picos na resposta espectral do sistema em virtude do efeito não linear

associado. O aparecimento dessas novas frequências no contexto deste trabalho se associa às

assinaturas do efeito não linear ocasionado pela presença de trincas transversais no sistema.

Segundo Mani, Quinn e Kasarda (2006), esta técnica de detecção de danos não requer que

o eixo opere em uma velocidade especı́fica e pode, portanto, ser usada como uma estratégia de

monitoramento de integridade online sob cargas normais e condições de operação em estado

estacionário.

Neste trabalho, verificou-se a ocorrência de combinações de ressonância como evidência

de caracterı́sticas não lineares no sistema, tanto através de experimentos quanto de simulações

numéricas. Além disso, combinou-se essa metodologia com a técnica conhecida de derivada de

segunda ordem do modo de vibrar (normalmente utilizada em vigas) para além de identificar,

localizar uma trinca em um eixo rotativo durante seu funcionamento.

A utilização dessas duas técnicas juntas pode ser extremamente benéfica na detecção de

danos em sistemas mecânicos, bem como na realização de análises precisas e detalhadas para

garantir a segurança e confiabilidade destes sistemas.

5.1 Técnicas de combinação de ressonância e segunda derivada do modo de vibrar

Máquinas rotativas são muito utilizadas na indústria que prezam pela máxima segurança

nas condições de operação e manutenção, uma vez que paradas não planejadas implicam em

eventuais perdas econômicas e falhas não detectadas podem acarretar em desastres catastróficos.

O aparecimento de falhas em rotores ocorrem em vários componentes, destaca-se aqui o

surgimento de trincas transversais no eixos sujeitos a cargas de flexão combinada, axiais e/ou

torsionais. Vários modelos matemáticos foram propostos para representar os efeitos das trincas
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no comportamento estático e dinâmico de eixos rotativos. Alguns deles já mostrados no capı́tulo

anterior.

Quanto às técnicas dedicadas à detecção de trincas em máquinas rotativas, aponta-se al-

gumas com maior relevância diante do tema central do presente estudo: àquelas baseadas na

aplicação de uma força de excitação externa (IWATSUBO; ARII; OKS, 1992; ISHIDA; INOUE,

2004; SAWICKI; FRISWELL; BAAKILINI, 2008; SAWICKI; KULESZA, 2015; KULESZA;

SAWICKI, 2017). Estes autores observaram o aparecimento de harmônicos em combinações de

ressonância devido ao comportamento não linear induzido pela trinca nas respostas de vibração

do rotor.

Vale ressaltar que as combinações de ressonância por si só não são eficazes para indicar a

localização da trinca ao longo do eixo. Para essa finalidade, a metodologia proposta deve ser

combinada com outras técnicas.

Cavalini Jr et al. (2016) associaram as combinações de ressonância e um modelo matemático

representativo do rotor e da trinca para identificar a posição desta ao longo do eixo de uma

máquina rotativa horizontal. Os resultados obtidos por estes autores demonstraram a eficácia da

abordagem proposta. No entanto, os autores ainda destacaram que modelos matemáticos repre-

sentativos são necessários para obter resultados satisfatórios usando a metodologia considerada.

Outra técnica usual relatada na literatura, refere-se na observação das derivadas do modo

de vibrar. Muitos pesquisadores propuseram um indicador de danos usando diferenças entre as

derivadas de segunda ordem do modo de vibrar de estruturas com danos e estruturas intactas. A

maioria dos trabalhos está relacionada à localização de falhas nas estruturas de vigas, especial-

mente usando modelos analı́ticos (PANDEY; BISWAS; SAMMAN, 1991; ISMAIL; RAZAK;

RAHMAN, 2006; MORENO-GARCı́A; SANTOS; LOPES, 2017).

Como mencionado, a presente contribuição propõe mesclar duas técnicas: de combinação

de ressonância e segunda derivada do modo de vibrar, para identificar a presença e localização

de trincas em eixos rotativos.

Vale ressaltar que a abordagem de identificação proposta na presente tese se destaca uma

vez que se aplicada a diversas condições operacionais de máquinas rotativas ao contrário do

método da derivada de segunda ordem tradicional que é associado apenas à excitação do sistema

próximo a uma de suas frequências naturais.
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5.2 Metodologia proposta

A combinação de ressonância, pode ser definida como uma ressonância que surge através

da interação de duas diferentes frequências de excitação quando não linearidades estão presen-

tes no sistema mecânico. No presente trabalho, o método de múltiplas escalas foi utilizado

para determinar as frequências das excitações externas, capazes de induzir as combinações de

ressonância no eixo rotativo com uma trinca.

O comportamento dinâmico do eixo flexı́vel na presença de trinca e suportado por rola-

mentos autocompensadores de esferas é matematicamente representado na Eq. (4.32). Nesta

equação deve-se ainda acrescentar o vetor de forças externas Fe. O modelo de elementos finitos

utilizado foi apresentado anteriormente. Para a modelagem da trinca utilizou-se a metodologia

desenvolvida por Mayes e Davies (1984) também já discutido anteriormente.

5.2.1 Método das Múltiplas Escalas para Determinação das Combinações de Ressonância

Assumindo um sistema massa-mola com um grau de liberdade, não amortecido, na presença

de uma trinca e excitado por duas frequências distintas W, Wdiag. Sabendo também que a trinca

possui um comportamento breathing, onde o movimento de abertura e fechamento é periódico,

logo a rigidez associada pode ser expandida pelo truncamento da série de Fourier (Eqs. (5.1),

(5.2)) na steering function aplicada ao modelo proposto por Mayes e Davies (1984).

kc )
⇥
ko � f (Wt)DKx

⇤
(5.1)

f (Wt) =
1
2
(1�C1 �C2) (5.2)

kc =
1
2
⇥
ko + kx

⇤
+

1
2
⇥
ko � kx

⇤
C1 +

1
2
⇥
ko � kx

⇤
C2 (5.3)

Mais uma vez, C1 = cos(Wt) e C2 = cos(2Wt). A equação diferencial que descreve o com-

portamento deste sistema é então apresentado pela Eq. (5.4).

Mq̈(t)+
1
2
⇥
ko + kx

⇤
q(t)+

1
2
⇥
ko � kx

⇤
C1q(t)+ ...

...+
1
2
⇥
ko � kx

⇤
C2q(t) = FS1 +FdiagSdiag

(5.4)

onde, Sdiag = sin(Wdiagt).
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Considerando que kDx =
1�2
⇥
ko � kx

⇤
e kMx =

1�2
⇥
ko + kx

⇤
, a Eq. (5.4) se torna:

Mq̈(t)+ kMxq(t) = FS1 +FdiagSdiag � kDxC1q(t)� kDxC2q(t) (5.5)

O método das múltiplas escalas é um método conhecido como método de perturbação, e sua

aplicação se restringe a sistemas fracamente não lineares, ou seja, sistemas em que os termos

não lineares são muito pequenos comparados aos termos lineares. Um parâmetro pequeno e

deve ser introduzido apenas como uma forma de contabilizar e indicar os termos não lineares

intrı́nsecos ao sistema em questão (Eq. (5.6)).

Mq̈(t)+ kMxq(t) = FS1 +FdiagSdiag � ekDxC1q(t)� ekDxC2q(t) (5.6)

De modo a representar essa relação entre frequência e amplitude, o método das múltiplas es-

calas permite que a solução seja uma função de múltiplas escalas de tempo variável. Por exem-

plo, uma escala rápida pode ser usada para observar movimentos nas frequências comparáveis

com as frequências naturais lineares do sistema, já as escalas mais lentas são consideradas em

modulações lentas de amplitude e fase. Logo, é valido assumir a seguinte expansão da solução

do problema em função de escalas de tempo independentes (Tj = e jt, j = 0,1..., e << 1).

q(t,e) = q0 (T0,T1,T2, . . .)+ eq1 (T0,T1,T2, . . .)+ e2q2 (T0,T1,T2, . . .)+ · · · (5.7)

Destaca-se ainda que a quantidade de escalas de tempo independentes são proporcionais à

quantidade de termos da expansão da solução - Eq. (5.7), ou seja, se a expansão é da ordem

O(en), é necessário escalas Tj = 0,n. Para o problema massa-mola ilustrado, assume-se uma

expansão de ordem 1:

q(t,e) = q0 (T0,T1)+ eq1 (T0,T1) (5.8)

onde T0 é a escala rápida de tempo e T1 é a escala de tempo lenta: T0 = t, T1 = et:

Substituindo a Eq. (5.8) em (5.6), deve-se calcular as derivadas conforme necessário:

d
dt

=
dT0

dt
∂

∂T0
+

dT1

dt
∂

∂T1
=

∂
∂T0

+ e ∂
∂T1

= D0 + eD1 (5.9)
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d2

dt2 =
∂(D0 + eD1)

∂T0
+ e∂(D0 + eD1)

∂T1
= D2

0 +2eD0D1 (5.10)

onde o operador Di
j é definido como:

D j
i =

∂ j

∂T j
i

(5.11)

Substituindo as Eqs (5.8), (5.9) e (5.10), e separando os termos referentes às ordens (e0),

(e1) e (e2) obtém-se as seguintes equações:

�
e0� mD2

0q0 (T0,T1)+ kMxq0 (T0,T1) = FST0 +FdiagSdiagT0 (5.12)

�
e1� mD2

0q1 (T0,T1)+2mD0D1q0 (T0,T1)+KMxq1 (T0,T1) = ...

...=�kDxCT0q0 (T0,T1)� kDxC2T0q0 (T0,T1)
(5.13)

�
e2� 2mD0D1q1 (T0,T1) =�kDxCT0q1 (T0,T1)� kDxC2T0q1 (T0,T1) (5.14)

onde ST0 = sin(WT0), SdiagT0 = sin(WdiagT0), CT0 = cos(WT0), C2T0 = cos(2WT0).

Para este problema, os termos de alta ordem serão desconsiderados, uma vez que a solução

foi assumida conter apenas termos O(e0) e O(e1).

A solução atribuı́da para a Eq. (5.12) pode ser apresentada da forma como mostrado na Eq.

(5.15), que envolve a soma de duas soluções, uma primeira homogênea qh(t) e a segunda, uma

solução particular qp(t).

A solução homogênea qh(t) corresponde a solução da equação quando as forças externas são

nulas e representa um termo transitório provocado pela resposta livre, já a solução permanente

qp(t) depende da frequência de excitação e é uma resposta em regime permanente.

q0 (T0,T1) = A1 (T1)eiw0xT0 + Ā1 (T1)e�iw0xT0 +A2 (T1)eiWT0 + ...

...+ Ā2 (T1)e�iWT0 +A3 (T1)eiWdiagT0 + Ā3 (T1)e�iWdiagT0
(5.15)

onde w0x =

r⇣
kMx
�
m
⌘

, A é um valor complexo que é função da escala de tempo lenta T1 e Ā é
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o complexo conjugado de A. A Eq. (5.13) pode ser reescrita em termos da função exponencial:

mD2
0q1 (T0,T1)+ kMxq1 (T0,T1)+2mD1D0q0 (T0,T1) = ...

...=�1
2

kDxq0 (T0,T1)eiWT0 � 1
2

kDxq0 (T0,T1)e�iWT0 � ...

...� 1
2

kDxq0 (T0,T1)e2iWT0 � 1
2

kDxq0 (T0,T1)e�2iWT0

(5.16)

Substituindo a Eq. (5.15) na Eq. (5.16), obtém-se a Eq. (5.17). Percebe-se então o apareci-

mento de algumas combinações. Se assumirmos que o tempo total é grande, o termo transiente

torna-se muito pequeno e consequentemente a resposta de regime permanente fica predominante

na resposta final, isso significa que apenas as combinações W, 2W, (W+Wdiag), (2W+Wdiag)...

e seus complexos conjugados estarão presentes quando visto o regime permanente.

mD2
0q1 (T0,T1)+ kMxq1 (T0,T1) = ...

...�
"

2i
dA1 (T1)

dT1
mw0xeiw0xT0 +2i

dA2 (T1)

dT1
mWeiWT0 +2i

dA3 (T1)

dT1
mWdiageiWT0 + cc

#
...

...�
"

1
2

kDxA1 (T1)eiT0(W+w0x) +
1
2

kDxA1 (T1)eiT0(�W+w0x) + ...

...+
1
2

kDxA2 (T1)eiT0(W+W) +
1
2

kDxA2 (T1)eiT0(�W+W) + ...

...+
1
2

kDxA3 (T1)eiT0(W+Wdiag) +
1
2

kDxA3 (T1)eiT0(�W+Wdiag)� ...

...+
1
2

kDxA1 (T1)eiT0(2W+w0x) +
1
2

kDxA1 (T1)eiT0(�2W+w0x)� ...

...+
1
2

kDxA2 (T1)eiT0(2W+W) +
1
2

kDxA2 (T1)eiT0(�2W+W)� ...

...+
1
2

kDxA3 (T1)eiT0(2W+Wdiag) +
1
2

kDxA3 (T1)eiT0(�2W+Wdiag) + cc

#

(5.17)

Sabe-se ainda que caso a frequência de excitação W e/ou Wdiag seja igual ou próxima da

frequência natural w0x, ocorre o fenômeno conhecido como ressonância onde as amplitudes de

vibração do sistema podem ficar muito grandes.

Assim, as combinações foco deste trabalho podem então ser induzidas a partir da seguinte

equação:

Wext = Wdiag =
��nW�w0x

�� (5.18)
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onde n = ±1, ±2, ±3, . . . . Um conjunto de frequências pode ser obtido usando a Eq. (5.18),

que deve ser aplicado separadamente no sistema rotativo máquina para identificação de trincas.

5.2.2 Método da derivada de segunda ordem do modo de vibrar

Após a aplicação da excitação externa, é construı́da a forma modal do eixo através das

amplitudes máximas de vibração medidas ao longo do eixo em uma dada combinação de res-

sonância. A Figura 5.1 mostra o esquema usado para obter a forma modal do eixo.

Ωdiag Ωdiag Ωdiag

Figura 5.1: Esquema para reconstruir o modo de vibrar.

Observe que uma forma modal operacional, considerando apenas uma direção, é obtida com

base na Transformada Discreta de Fourier (DFT; apenas a parte real) das respostas de vibração

no domı́nio do tempo. Claramente, quanto maior o número de pontos utilizados (de nós, em

caso de resposta numérica discreta) para medir a resposta da vibração e estimar a forma do

modo, maior precisão é alcançada.

Em seguida, a derivada de segunda ordem da forma modal pode ser determinada. Sua

amplitude máxima é usada como indicação da posição de trinca Cp, conforme mostra a Eq.

5.19.

Cp = max
✓

d2qk (x)
dx2

◆
(5.19)

onde qk(x),(0  x  Ls) é o vetor que contém as amplitudes máximas de vibração medidas ao

longo do eixo em uma dada combinação de ressonância k e Ls é o comprimento do eixo. Uma

forma de visualização mais eficaz para este resultado é a representação gráfica em mapas de

calor, que evidencia através da coloração os locais onde as aplitudes em função do comprimento

do eixo são maiores.

A Fig. 5.2 mostra um fluxograma com detalhes do procedimento da técnica proposta para

detecção de trinca utilizando as metodologias propostas.
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Figura 5.2: Fluxograma para técnica de detecção.



CAPÍTULO VI

BANCADA EXPERIMENTAL E MODELAGEM NUMÉRICO-COMPUTACIONAL

Neste trabalho o modelo numérico-computacional foi desenvolvido em concordância com

uma bancada experimental (ver Fig. 6.1) disponı́vel no LMEst da Univesidade Federal de

Uberlândia. Assim sendo, foi desenvolvida a representação virtual que traduz com fidelidade o

comportamento vibratório fı́sico deste equipamento.

Nesse caso, o modelo FE utilizado para representar o rotor foi formulado com 35 elementos,

como mostrado na Fig. 6.2. O sistema é composto por um eixo de aço flexı́vel com 850 mm

de comprimento e 19 mm de diâmetro (E = 182 GPa, r = 7930 kg/m3 e n = 0,29), dois discos

rı́gidos D1 (nó 17; 0,656 kg) e D2 (nó 24; 0,658 kg), ambos de alumı́nio com 150 mm de

diâmetro e 20 mm de espessura, e dois rolamentos autocompensadores de esferas (B1 e B2,

localizados nos nós 5 e 32, respectivamente).

Figura 6.1: Bancada experimental utilizado nas simulações numéricas.
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Figura 6.2: Discretização do rotor utilizado nas simulações numéricas.
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Para esta configuração, a primeira e a segunda velocidades crı́ticas de precessão direta da

máquina rotativa são 51,725 Hz e 208,5 Hz respectivamente. A primeira e a segunda velo-

cidades crı́ticas de precessão inversa são 51,220 Hz e 195,5 Hz respectivamente, conforme o

diagrama de Campbell mostrado na Fig. 6.3.
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Figura 6.3: Diagrama de Campbell.

6.1 Ajuste do modelo - otimização

Um procedimento de otimização foi utilizado a fim de se obter com precisão o modelo re-

presentativo para as simulações numérico-computacionais apresentadas neste trabalho. Assim,

empregou-se a técnica de otimização heurı́stica Evolução Diferencial (STORN; PRICE, 1995)

para determinar os parâmetros desconhecidos do modelo, a saber, os coeficientes de rigidez e

amortecimento dos mancais, o amortecimento proporcional adicionado à matriz D (coeficientes

g e b; Dp = gM+bK) e a rigidez angular kROT devido ao acoplamento entre o motor elétrico e

o eixo (adicionado em torno das direções ortogonais X e Z do nó 0).

Nesse caso, a função objetivo consistiu-se em minimizar a diferença entre as respostas

numéricas e experimentais da Função de Resposta em Frequência (FRF), conforme apresen-

tado na Eq. (6.1).

DEOF =
N

Â
i=1

��FRFexp,i �FRFnum,i
��

��FRFexp,i
�� (6.1)

onde N é o número de FRFs usadas no processo (N = 8), FRFnum são as FRFs numéricas obtidos

a partir do modelo FE, e FRFexp são as FRFs experimentais correspondentes.
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Todo o processo no domı́nio da frequência foi realizado dez vezes, considerando 100 in-

divı́duos na população inicial do otimizador. Outros parâmetros utilizados foram os seguintes:

FDE = 0,8, que se refere ao peso aplicado ao diferencial aleatório (fator de escala - FDE), e

CRDE = 0,5, relacionado à taxa de mutação.

Mais detalhes sobre a técnica de otimização podem ser visto em Silva (2018). O melhor

resultado dentre os dez processos considerando a função de ajuste (Fitness) foi selecionado.

A Tab. 6.1 resume os parâmetros determinados no final do processo de a minimização.

Tabela 6.1: Parâmetros determinados através do ajuste do modelo.

Rigidez [N/m] Amortecimento [Ns/m] Amortecimento Propor.
kX/B1 = 2,69x109 dX/B1 = 87,33 g = 149,99
kZ/B1 = 9,54x107 dZ/B1 = 45,48 b = 9.95x10-6

kX/B2 = 3,97x109 dX/B2 = 26,91 -
kZ/B2 = 8,93x107 dZ/B2 = 125,84 -

kROT [N/rad] = 3,37x103 - -

As FRFs experimentais foram medidas com o rotor em repouso, aplicando forças de impacto

ao longo das direções X e Z de ambos os discos separadamente. Os sinais de resposta foram

obtidos pelas dois sensores de proximidade posicionadas nas mesmas direções das forças de

impacto, resultando em 8 FRFs. A Figura 6.4 compara duas FRFs simuladas e experimentais,

considerando os parâmetros mostrados na Tab 6.1.

(a) Impactos ao longo da direção X . (b) Impactos ao longo da direção Z.

Figura 6.4: FRFs numéricas e experimentais.

6.2 Estrutura da modelagem numérico-computacional

O modelo numérico-computacional foi desenvolvido em linguagem Python®, através do

paradigma de programação orientada a objetos (OOP).
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A OOP possui uma vantagem neste contexto, pois nos possibilita a criação de um software

de dinâmica de rotação seguro e confiável, já que no grupo de pesquisa do LMEst existem

inúmeros trabalhos em paralelo sendo desenvolvidos e utilizados até mesmo em projetos com

indústrias diversas. Esta estrutura ainda nos permite codificar mais rápido, embora isso não

signifique escrever menos linhas de código. Significa que você pode implementar mais recursos

em menos tempo, sem comprometer a estabilidade de um projeto.

O diagrama da estrutura utilizada (para o módulo de análises de trinca) é apresentado na

Fig. 6.5.
C

la
ss

e 
N

ew
m

ar
kM

et
ho

d
(n

um
er

ic
al

_i
nt

eg
ra

tio
n.

py
)

In
cl

ui
r t

rin
ca

? 
de

fe
ct

s =
 d

ic
t 

M
ai

n.
py

 / 
M

ai
n.

ip
yn

b

imports im
po

rt 
lm

es
t_

ro
to

r a
s l

m
 

fr
om

 lm
es

t_
ro

to
r.v

ib
ra

tio
n_

an
al

ys
is

.p
ro

ce
ss

in
g 

im
po

rt 
Pr

oc
es

si
ng

 

rotorC
ria

çã
o 

do
 o

bj
et

o 
R

ot
or

 
ro

to
r =

 lm
.R

ot
or

(s
ha

ft_
el

em
, d

is
ks

, b
ea

rin
gs

) 
fig

 =
 ro

to
r.p

lo
t(p

ro
be

=[
14

,2
2]

).s
ho

w
()

análisesA
ná

lis
e 

do
 si

na
l n

o 
te

m
po

 - 
ob

je
to

 ti
m

e 
tim

e 
= 

Pr
oc

es
si

ng
(r

ot
or

).r
un

Ti
m

eA
na

ly
si

s(
Ti

, d
t, 

Tf
, m

as
s_

un
b,

 
   

   
   

  p
ha

se
_u

nb
, p

ro
be

s, 
pr

in
t_

pr
og

re
ss

, d
ef

ec
ts

) 
fig

tim
e1

 =
 ti

m
e.

pl
ot

()
[0

].s
ow

()

C
la

ss
e 

R
ot

or
(r

ot
or

_a
ss

em
bl

y.
py

)
pl

ot
 (d

is
cr

et
iz

aç
ão

)

C
la

ss
e 

Pr
oc

es
si

ng
(p

ro
ce

ss
in

g.
py

)

ru
nT

im
eA

na
ly

si
s (

si
na

l t
em

po
ra

l)

ru
nM

od
al

A
na

ly
si

s (
fr

eq
_n

at
, m

at
riz

 m
od

al
)

ru
nC

am
pb

el
l (

C
am

pb
el

l)

C
la

ss
e 

Ti
m

eA
na

ly
si

s
(ti

m
e_

an
al

ys
is

.p
y)

pl
ot

 (t
em

po
)

pl
ot

_d
fft

 (d
fft

)

pl
ot

_f
ul

ld
fft

 (d
fft

)

C
la

ss
e 

M
od

al
A

na
ly

si
s

(m
od

al
_a

na
ly

si
s.

py
)

ru
n 

(f
re

q_
na

t, 
m

od
al

 m
at

ix
)

C
la

ss
e 

C
am

pb
el

l
(c

am
pb

el
l.p

y)

ru
n

pl
ot

C
la

ss
e 

C
ra

ck
(c

ra
ck

.p
y)

M
od

el
o 

M
ay

es

M
od

el
o 

G
as

ch

M
od

el
o 

Fl
ex

Figura 6.5: Diagrama para o módulo de simulação de trincas.
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6.3 Solução do sistema de equações de equilı́brio no domı́nio do tempo

Para a resolução do sistema de equações acoplada no domı́nio do tempo, existem diversos

métodos descritos pela literatura. A ideia principal se baseia na integração das equações em

intervalos de tempo dt. Assim a solução é encontrada para cada instante de tempo.

Simplificando a Eq. 4.37 apenas para entendimento do procedimento de integração numérica,

substitui-se os vetores de deslocamento (Dq), velocidade (Dq̇) e aceleração (Dq̈) por dt , vt e at

respectivamente (ver Eq. 6.2).

Mat +Cvt +Kdt = F(t) (6.2)

O método de integração numérica Newmark é uma técnica usada para solução de equações

diferenciais ordinárias que descrevem sistemas dinâmicos. Este método é baseado na integração

numérica de equações de movimento, utilizando uma abordagem explı́cita para a integração no

tempo. A convergência Newton-Raphson é uma técnica iterativa usada para aproximar a solução

de uma equação não-linear. Quando combinados, o método de integração numérica Newmark

e a convergência Newton-Raphson permitem uma solução mais precisa e estável dos sistemas

dinâmicos descritos pelas equações diferenciais ordinárias. Isso é alcançado pela combinação

da capacidade do Newmark de integrar no tempo com a capacidade do Newton-Raphson de

encontrar a solução precisa da equação não-linear. Em resumo, a combinação do método de

integração numérica Newmark com a convergência Newton-Raphson é uma técnica eficaz para

a solução de sistemas dinâmicos complexos.

O método Newmark (NEWMARK, 1959) utilizado pelo presente trabalho é desenvolvido

através das relações apresentadas pela Eq. 6.3, em que a hipótese de relação linear para

aceleração entre dois instantes quaisquer de tempo (BELONSI, 2017).

dt+Dt = dt +Dtvt +
Dt2

2

h
(1�2b)at +2bat+Dt

i

vt+Dt = vt +Dt
h
(1� g)at + gat+Dt

i (6.3)

Os parâmetros b, g são introduzidos para indicar o quanto a aceleração se relaciona com o

deslocamento e a velocidade no final do intervado de tempo. As Eqs. 6.2 e 6.3, são resolvidas

em uma sequência de iterações a partir de valores iniciais.
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Com os valores de dt+Dt , vt+Dt e at+Dt determinados no instante inicial, calcula-se o resı́duo,

conforme mostrado na Eq. 6.4.

Ri = Mat+Dt +Cvt+Dt +Kdt+Dt �F(t) (6.4)

O critério de convergência aplicado se baseia no método de Newton-Raphson. Através da

expansão em série de Taylor, o resı́duo da iteração seguinte no processo de convergência é

determinado pela Eq. 6.5

Ri+1 = Ri +
∂Ri

∂a
∂at+Dt

∂t
+

∂Ri

∂v
∂vt+Dt

∂t
+

∂Ri

∂d
∂dt+Dt

∂t
(6.5)

onde,

∂Ri

∂a
= M;

∂Ri

∂v
= C;

∂Ri

∂d
= K (6.6)

Considera-se as derivadas da velocidade e deslocamento em função da aceleração (Eq. 6.7)

e substituindo a Eq. 6.3 em 6.5, tem-se então a Eq. 6.8.

∂vt+Dt

∂t
= gDt

∂at+Dt

∂t
∂dt+Dt

∂t
= Dt

∂vt+Dt

∂t
+bDt2 ∂at+Dt

∂t

(6.7)

Ri+1 = Ri +
�
M+ gDtC+bDt2K

� ∂at+Dt

∂t
(6.8)

Assumindo a hipótese que na próxima iteração Ri+1 é nulo, tem-se o seguinte sistema linear:

∂at+Dt

∂t
=�Ri

1
(M+ gDtC+bDt2K)

(6.9)

Ao obter o resultado para a Eq. 6.9, determina-se em sequência as Eqs. 6.7, que são in-

crementados nos resultados para dt+D, vt+D e at+D, sendo utilizados para o cálculo do novo

resı́duo e o processo continua até atingir a convergência dentro do mesmo intervalo de tempo.

As figuras 6.6 e 6.7, mostram um fluxograma da integração numérica utilizada com chamada

dos métodos para inclusão da trinca de acordo com os modelos de Mayes, Gasch e Flex.
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NewmarkMethod

Parâmetros iniciais: 

Sim Fim

Sim Não

Mayes / Gasch

Figura 6.6: Diagrama para o módulo de integração com o método Newmark, convergência
Newton Raphson e chamada do método de trinca com modelos de Mayes e Gasch.
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NewmarkMethod

Parâmetros iniciais: 

Sim Fim

Sim Não

Flex

Figura 6.7: Diagrama para o módulo de integração com o método Newmark, convergência
Newton Raphson e chamada do método de trinca com modelos de Flex.



CAPÍTULO VII

RESULTADOS NUMÉRICOS

7.1 Comparação entre os modelos Gasch, Mayes e Flex

A medição dos dados de vibração em uma máquina rotativa é uma poderosa ferramenta de

diagnóstico que possibilita a detecção e prevenção de vários tipos de falhas potenciais e redução

do tempo de inatividade das máquinas.

Por isso, os modelos apresentados no Capı́tulo IV foram utilizados afim de compararar os

resultados para resposta de vibração de uma máquina virtual da bancada apresentada anterior-

mente sob a condição da presença de trinca modelada com os modelos de Mayes (MAYES; DA-

VIES, 1984), Gasch (GASCH, 1993) e Flex (BACHSCHMID; PENNACCHI; TANZI, 2010).

Para os resultados que serão apresentados a seguir, a velocidade de rotação foi fixada em

1200 RPM e uma trinca foi inserida no elemento 21 com uma profundidade igual a 50%. Os

resultados são então apresentados para os nós 7 (S7) e 27 (S27), nas direções X e Z.

As órbitas representam a trajetória do centro, apresentadas (ver Fig. 7.1), ficam visı́veis as

semelhanças entre os modelos, tanto pelo formato de curva apresentado quanto pelas escalas na

amplitude de vibração. Essas semelhanças são confirmadas pela análise no domı́nio do tempo

mostradas na Fig. 7.2.

Além disso, a análise no domı́nio da frequência através das DFTs (Discrete Fourier Trans-

forms) apresentada pela Fig. 7.3, verifica-se que todos os modelos são capazes de exibir

frequências adicionais provenientes do comportamento da trinca. A DFT é uma técnica utilizada

para transformar um sinal do domı́nio do tempo em seu equivalente no domı́nio da frequência.

Isso permite analisar o sinal em termos de suas frequências constituintes.
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Figura 7.1: Órbitas para os nós 7 e 27.
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Figura 7.2: Respostas tempotais para os nós 7 e 27, nas direções X e Z.

7.2 Técnica de detecção

De acordo com a metodologia apresentada, um conjunto considerando diferentes valores de

n pode ser determinado para utilização como frequência da força de excitação/diagnóstico (Eq.

(5.18)).

Através das velocidades crı́ticas de forward mostradas na Fig. 6.3, foram então calculadas

algumas frequências que diante desta abordagem, seriam presentes na resposta do sistema caso

ele tenha presente uma trinca. Esse conjunto foi obtido considerando a velocidade de rotação

W = 1200 RPMs (ver Tab. 7.1).
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Figura 7.3: DFTs os nós 7 e 27, nas direções X e Z.

Tabela 7.1: Frequências de excitação Wext considerando wW = 51,725 Hz.

wW = 51,725 Hz wW = 208,5 Hz
n Frequência (Hz) n Frequência (Hz) n Frequência (Hz) n Frequência (Hz)
-1 71,725 +1 31,725 -1 228,5 +1 188,5
-2 91,725 +2 11,725 -2 248,5 +2 168,5
-3 111,725 +3 8,275 -3 268,5 +3 148,5
-4 131,725 +4 28,275 -4 288,5 +4 128,5
-5 151,725 +5 48,275 -5 308,5 +5 108,5

A metodologia de identificação de trinca foi testada numericamente para o rotor sob uma

frequência de excitação externa iguais à Wdiag = 71,725 Hz (n =�1), considerando a primeira

velocidade crı́tica, no intuito de avaliar a performance diante do primeiro modo de vibrar do

sistema.

Para os resultados que serão apresentados a seguir, aplicou-se um valor de amplitude satis-

fatório para a excitação externa igual à 25 N (força aplicada ao longo da direção X no nó 33

do modelo FE; veja a Fig. 6.2). Além disso, trincas do tipo breathing com 10%, 20%, 30%,

40% e 50% de profundidade foram consideradas separadamente no elemento 21 do modelo. A

condição saudável do eixo também é avaliada para fins de comparação. Foi considerado um

desbalanceamento de 637,5 g.mm/270� aplicado ao disco D1.
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7.2.1 Aplicação numérica com o modelo Mayes

Utilizando a metodologia do modelo de trinca de Mayes (MAYES; DAVIES, 1984) (ver

Cap. IV), avaliou-se a técnica proposta de detecção onde as respostas temporais e a carac-

terı́stica das órbita referente ao modelo numérico para o nó 7 são apresentadas nas Figs. 7.4 e

7.5, já para o nó 27 ver Figs. 7.6 e 7.7.
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Figura 7.4: Resposta temporal para o nó S7X
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Figura 7.5: Órbitas para o nó S7
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Figura 7.6: Resposta temporal para o nó S27X
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Figura 7.7: Órbitas para o nó S27

Observe que as respostas temporais possuem em sua caracterı́stica principal, harmônicos

provenientes majoritariamente da frequência da velocidade de rotação e da frequência de excitação

externa. É impossı́vel atribuir a estes sinais a presença de uma trinca no sistema.

Considerando os formatos das órbitas, é interessante perceber que o formato caracterı́stico

no nó 27 apresenta uma distorção mais aparente em função da profundidade da trinca já que a

mesma se encontra em proximidade a esta posição. Note ainda uma caracterı́stica estilo malha
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(nas órbitas) proveniente da aplicação da força externa. Mais uma vez, este tipo de visualização

não fornece uma indicação especı́fica de trinca no sistema, o que nos traz a necessidade de

abordagens adicionais para determinação deste defeito no sistema em questão.

As Figuras 7.8 e 7.9 mostram as DFTs das respostas de vibração do eixo na direção hori-

zontal dos nós 7 (S7X ) e 27 (S27X ) respectivamente, considerando Wdiag = 71,725 Hz.
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Figura 7.8: DFTs obtidas para o nó S7X
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Figura 7.9: DFTs obtidas para o nó S27X



80

É possı́vel perceber que os picos nas combinações de ressonância aparecem devido à trinca.

Como esperado, os harmônicos da velocidade de rotação (2W, 3W e 4W) podem também ser

observados nas respostas espectrais. Uma visualização com mais detalhes é vista na Fig. 7.10.

Além disso, pode-se notar que as amplitudes dos picos nas combinações de ressonância aumen-

tam de acordo com a profundidade da trinca.

Figura 7.10: DFT obtidas para o nó S7X considerando uma trinca com 50% de profundidade

A Figura 7.11 apresenta os modos de vibrar do eixo, reconstruı́dos usando a amplitude

máxima de vibração na combinações de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz. Nesse caso, as

DFTs foram determinadas usando as respostas de vibração horizontal medidas de todos os nós

do modelo conforme exemplificado pela Fig. 5.1. As condições saudáveis e com falha no eixo

foram avaliadas.

Destaca-se que a observação das amplitudes é uma medida fundamental para avaliar a se-

veridade e a progressão da trinca. A observação das amplitudes correspondentes ao modo de

trinca de 50% evidencia uma questão importante, já que elas são menores do que as amplitudes

correspondentes ao modo de trinca de 40%. Esse comportamento pode ser explicado pela curva

apresentada na Figura 7.12, que representa as máximas amplitudes da reconstrução do modo de

vibrar (nas mesmas condições utilizada para Fig. 7.11) em relação à profundidade da trinca. O

resultado indica a presença de não-linearidade no sistema, uma vez que é possı́vel observar uma

diminuição nas amplitudes a partir de uma profundidade de 40% (SILVA, 2018).
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Figura 7.11: Modos de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.
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Figura 7.12: Máxima amplitude dos modos em função da profundidade de trinca considerando
Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| =
31,725 Hz.

A Figura 7.13 mostra o mapa de calor referente à derivada de segunda ordem dos modos

de vibrar apresentados na Fig. 7.11. Um mapa de calor é uma representação gráfica de dados

numéricos que utiliza cores para indicar diferentes nı́veis de densidade ou intensidade em um
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conjunto de dados. Geralmente, é um tipo de visualização bidimensional que codifica os valores

de uma matriz de dados em um gradiente de cores, onde os valores mais altos são associados

a cores mais quentes e os valores mais baixos são associados a cores mais frias. Este tipo de

visualização é comumente usados para identificar padrões ou tendências em grandes conjuntos

de dados, permitindo uma rápida identificação de áreas de interesse ou anomalias.
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Figura 7.13: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.

Observe que a possı́vel posição da trinca pode ser identificada onde as cores de destaque se

aproximam da coloração vermelho (amplitude normalizada que tende a 1) que se encontra entre

0,5 m e 0,6 m.

Vale ressaltar que mesmo se o modo de vibrar reconstruı́do (Fig. 7.11) seja capaz de identi-

ficar a posição da trinca, a aplicação da derivada de segunda ordem é importante para minimizar

a influência da condição de desbalanceamento do rotor nos resultados obtidos.

A possibilidade de utilizar outras frequências de combinação para reconstruir o modo de

vibração e determinar a posição da trinca foi investigada e apresentada na Figura 7.14. Essa

figura mostra o erro percentual absoluto na detecção e localização da trinca para cada par de

frequências utilizadas na reconstrução do modo. No eixo vertical, é representada a frequência

de aplicação da força externa, enquanto no eixo horizontal, é representada a frequência de

combinação de ressonância na qual a amplitude de vibração será obtida para a reconstrução
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do modo. Percebe-se que a ultilização de diversas combinações é possı́vel com acertividade

relativamente eficaz da localização da trinca ao longo do eixo.
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Figura 7.14: Percentuais de erro sobre a acertividade da localização da trinca - trinca com 50%
de profundidade.

Ressalta-se uma discrepância em uma frequência de excitação especı́fica - 111,725 Hz, apli-

cada à frequência de combinação de 91,725 Hz. Possivelmente um erro numérico associado a

esta frequência devido à inversão do pico durante a tranformada discreta de Fourrier tenha sido

a causa deste ponto isolado no gráfico.

Uma outra configuração ainda foi testada, modificando-se a posição da trinca ao longo do

eixo, afim de verificar a performance e eficácia da técnica proposta. Nesta configuração, a trinca

foi inserida no elemento 15. Esta escolha foi feita de forma arbitrária, a tı́tulo de demonstação.

Os resuldados do modo vibrar, juntamente com os resultados da segunda derivada são apresen-

tados pelas Figs. 7.15 e 7.16, onde percebe-se a amplitude máxima indicando a localização da

trinca.

É relevante ainda observar que, para profundidades abaixo de 30%, a técnica perde parte de

sua eficácia na identificação da posição da trinca, o que pode tornar o processo mais complexo
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em profundidades incipientes. Isso acontece porque a amplitude da vibração é menor e pode

ser insuficiente para a trinca ser detectada com precisão.
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Figura 7.15: Modos de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz
(Posição da trinca no elemento 15).
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Figura 7.16: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz (Posição da trinca no elemento 15).
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7.2.2 Aplicação numérica com o modelo Gasch

Da mesma forma que as simulações foram apresentadas de acordo com o modelo Mayes,

nesta seção serão mostrados os resultados obtidos a partir da utilização do modelo Gasch. A

análise foi realizada nas mesmas condições e as respostas temporais e a caracterı́stica das órbitas

para o nó 7 são apresentadas nas Figs. 7.17 e 7.18, já para o nó 27 ver Figs. 7.19 e 7.20.
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Figura 7.17: Resposta temporal para o nó S7X
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Figura 7.18: Órbitas para o nó S7
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Figura 7.19: Resposta temporal para o nó S27X

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

−20μ 0 20μ

−80μ

−60μ

−40μ

Eixo saudável Trinca 10% Trinca 20% Trinca 30% Trinca 40% Trinca 50%

Amplitude X (m) Amplitude X (m) Amplitude X (m)

A
m

pl
itu

de
 Z

 (m
)

A
m

pl
itu

de
 Z

 (m
)

Figura 7.20: Órbitas para o nó S27

Nota-se caracterı́sticas semelhantes aos resultados obtidos segundo o modelo Mayes. As

amplitudes dos sinais se mantiveram consistentes em ambos nós avaliados, indicando a presença

de uma resposta estrutural análoga.

As DFTs das respostas de vibração também se mostraram essencialmente semelhantes, com

o aparecimento dos múltiplos da velocidade de rotação e as combinações conforme mostrado

nas Figs. 7.21 e 7.22.
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Figura 7.21: DFTs obtidas para o nó S7X
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Figura 7.22: DFTs obtidas para o nó S27X

A Figura 7.23 apresenta os modos de vibrar do eixo, reconstruı́dos usando a amplitude

máxima de vibração na combinações de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz segundo o modelo

Gasch destacado por esta seção. Da mesma forma, foram obtidas as DFTs a partir das respostas

de vibração horizontal medidas em todos os nós do modelo, e o modo reconstruı́do buscando a

amplitude na combinação |W�wW| = 31,725 Hz, como ilustrado na Fig. 5.1.
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Figura 7.23: Modos de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.

A Fig. 7.24 apresenta, assim como na seção anterior, a curva das máximas amplitudes dos

modos de vibrar (nas mesmas condições utilizada para Fig. 7.23) em função da profundidade

de trinca.
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Figura 7.24: Máxima amplitude dos modos em função da profundidade de trinca considerando
Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| =
31,725 Hz.
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O formato da curva mostrada na Fig. 7.24 é muito similar ao modelo de Mayes e Davies

(1984). Percebe-se o decaimento das amplitudes para trincas superiores à 40% de profundi-

dade. Isso explica a curva do modo de vibrar para trinca de 50% de profundidade ser de menor

amplitude que à curva de 40% de profundidade na Fig. 7.23.

O mapa de calor que representa a segunda derivada do modo de vibrar para esta abordagem

é apresentado na Fig. 7.25. Este resultado se assemelha ao resultado apresentado na seção

anterior com o modelo Mayes (ver Fig. 7.13). Essa semelhança reforça a capacidade dessa

modelagem em detectar a presença da trinca de forma representativa.
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Figura 7.25: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.

Durante a avaliação do modelo Gasch (1993), verificou-se o erro em porcentagem ao de-

terminar a posição da trinca, variando as condições de frequência de excitação e a frequência

de combinação que fornece a amplitude para reconstrução do modo de vibrar. A Fig. 7.26

apresenta o resultado, o qual mostra que existem muitas possibilidades em que a localização da

trinca ao longo do eixo pode ser identificada com precisão. No entanto, é importante destacar

que alguns pares de frequência de excitação e combinação na reconstrução do modo se mostra-

ram pouco viáveis, com erro superior a 20%, o que pode ser um fator limitante para a aplicação

prática da técnica em algumas situações.
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Figura 7.26: Percentuais de erro sobre a acertividade da localização da trinca - trinca com 50%
de profundidade.

7.2.3 Aplicação numérica com o modelo Flex

O modelo Flex também foi avaliado com a metodologia de detecção, nas condições de

operação idênticas às utilizadas para modelos anteriores.

Este modelo, possui caracterı́sticas intrı́nsecas na formulação, que conferem um aumento

considerável no custo computacional quando comparado com os modelos Mayes e Gasch (ver

fluxogramas nas Figs. 6.6 e 6.7).

Além disso, uma importante consideração neste modelo é a subdivisão da seção transversal

em que a trinca é inserida, sendo que, para fins de simulação, este parâmetro foi definido em

30 elementos, uma vez que o custo computacional também se eleva com o melhor refino desta

discretização. Ressalta-se ainda que a intenção aqui não é determinar o melhor modelo para

representação da trinca, mas apresentar os modelos que simulam este defeito nas respostas de

vibração de uma máquina virtual a fim de testar a metodologia de detecção proposta.
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As Figuras 7.27 e 7.28 apresentam as respostas temporais e as caracterı́sticas das órbitas

referentes ao modelo numérico para o nó 7, enquanto as Figs. 7.29 e 7.30 referem-se ao nó 27.

É possı́vel observar que todos os modelos de representação da trinca apresentaram respostas de

vibração com formatos similares. Além disso, as amplitudes de vibração de todos os modelos

de trinca mantiveram-se em uma escala semelhante, com diferenças pontuais não significativas.
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Figura 7.27: Resposta temporal para o nó S7X
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Figura 7.28: Órbitas para o nó S7
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Figura 7.29: Resposta temporal para o nó S27X
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Figura 7.30: Órbitas para o nó S27

As DFTs das respostas de vibração mostradas nas Figs. 7.31 e 7.32, também mostraram-

se essencialmente semelhantes comparadas aos modelos apresentados anteriormente, com o

aparecimento dos múltiplos da velocidade de rotação e as frequências referentes às combinações

de ressonância, mostrada pela Tab. 7.1.

A ocorrência destas frequências adicionais são justificadas pela influência da presença da

trinca no sistema.
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Figura 7.31: DFTs obtidas para o nó S7X
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Figura 7.32: DFTs obtidas para o nó S27X

A Figura 7.33 apresenta os modos de vibração do eixo, que foram reconstruı́dos usando a

amplitude máxima de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz, segundo

o modelo Flex.

Através da Fig. 7.33 é possı́vel observar a diminuição das amplitudes de vibração para trin-

cas com profundidades superiores a 40%, o que está em concordância com modelos anteriores.
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Figura 7.33: Modos de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.

Essa caracterı́stica é explicada pela curva apresentada na Figura 7.34, que mostra a curva

determinada a partir das máximas amplitudes do modo de vibrar reconstruı́do nas mesmas

condições que a Fig. 7.33, em função da profundidade da trinca. Ressalta-se que a discretização

da seção transversal é um parâmetro importante neste modelo e, como é possı́vel ver nas cur-

vas, a estabilização da resposta é alcançada com o aumento da resolução na subdivisão da seção

transversal.

A Figura 7.35 apresenta um mapa de calor que representa a segunda derivada do modo de

vibrar obtido pelo modelo Flex. Observa-se que há uma região mais especı́fica com coloração

mais avermelhada, indicando que a amplitude correspondente à curva da segunda derivada é

superior às demais. Essa região sugere a existência da trinca, que foi inserida próxima à esta

localização. Sendo assim, pode-se considerar que este modelo é eficaz na representação deste

defeito, e que a técnica proposta é promissora quanto ao seu objeto de identificação e localização

de trincas ao longo de eixos rotativos.

Foi também estimado o erro na determinação da posição da trinca para diferentes condições

de frequência de excitação e frequência utilizada na reconstrução do modo de vibrar. O resul-

tado é apresentado na Fig. 7.36, que indica a existência de valores de erro elevados em algumas

condições especı́ficas. No entanto, é possı́vel utilizar diferentes combinações com uma precisão

relativamente eficaz para localizar a trinca ao longo do eixo.
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Figura 7.34: Máxima amplitude dos modos em função da profundidade de trinca considerando
Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| =
31,725 Hz.
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Figura 7.35: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.
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Figura 7.36: Percentuais de erro sobre a acertividade da localização da trinca - trinca com 50%
de profundidade.



CAPÍTULO VIII

RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Os resultados experimentais deste trabalho foram obtidos com base nas configurações ado-

tadas dos testes numéricos apresentados.

A bancada experimental e o esquema utilizado para obtenção dos resultados são mostrados

na Fig. 8.1.

Figura 8.1: Bancada experimental e equipamentos utilizados.

Utilizou-se a bancada comercial para simulação de falhas denominada Machinery Fault &

Rotor Dynamics Simulator(MFS-RDS) da SpectraQuest©. Esta é uma ferramenta inovadora

para estudar o comportamento dinâmico de rotores suportados por mancais lubrificados a óleo,

bem como outras falhas comuns de máquinas, como balanceamento e estudo de ressonância.

Neste trabalho, no entanto, os mancais de suporte ao eixo horizontal é um mancal de rola-

mento com carreira dupla de esferas mostrado pela Fig. 8.2. Os parâmetros dos mancais foram

determinados pelo processo de otimização descrito no Capı́tulo VI, no qual é apresentada a Tab.

6.1 com os valores determinados através do ajuste do modelo.

As respostas de vibração do eixo rotativo foram medidas usando um sensor a laser OFV-
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Figura 8.2: Rolamento com camada dulpa de esferas.

505/503 Vibrometer Sensor Head da Polytec juntamente com o OFV-5000 Modular Vibrometer

- Fig. 8.3, cuja resolução chega à ordem de 0,1 pm.

Figura 8.3: Conjunto OFV-505/503 Vibrometer Sensor Head e OFV-5000 Modular Vibrometer.

As posições ao longo do eixo onde as medições foram realizadas são correspondentes a

alguns nós do modelo FE do rotor (Fig. 6.2). Foram medidas ao todo 22 posições. A Fig. 8.4,

mostra com detelhe as marcações no eixo para garantir o correto posicionamento do laser.

Figura 8.4: Medição da vibração ao longo do eixo pelo laser.

A excitação externa foi aplicada usando um excitador eletrodinâmico Labworks® modelo

ET-126 acoplado ao longo da direção horizontal no mancal B2 (ver Fig. 8.5).
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Figura 8.5: Excitador eletrodinâmico Labworks® modelo ET-126 acoplado ao mancal.

A metodologia de identificação de trincas foi testada experimentalmente com a frequência

de excitação externa Wext= 71,725 Hz. Nesse caso, uma trinca breathing com 50% foi inserida

na posição correspondente ao elemento 21 do modelo FE do rotor (Fig. 6.1), assim como

mostrado numericamente na seção anterior.

O corte do eixo para representação da trinca foi realizado por eletroerosão, para garantir

uma superfı́cie de entalhe com alta qualidade, praticamente sem distorções ou alterações mi-

croestruturais. Mais detalhes da trinca são visualizados na Fig. 8.6.

Figura 8.6: Detalhes da trinca no eixo.

A Figura 8.7 mostra as DFTs das respostas de vibração do eixo obtidas pelas medições nas

posições S7X e S27X . As demais posições, com menos detalhes, são apresentadas pelas Figs. 8.8

e 8.9.

Nota-se a presença das frequências múltiplas da velocidade de rotação e das frequências

de combinação de ressonância assim como mostrado pelos resultados numéricos, isso é uma

caracterı́stica evidente de uma assinatura da trinca no sistema.
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0 20 40 60 80 100 120

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

A
m

pl
itu

de
 (m

)

 

diag 

|3
-ω
Ω

| 

2Ω 

3Ω 4Ω 5Ω 

ωΩ 

|Ω
-ω
Ω

| 

|7
Ω

-ω
Ω

| 

|-2
Ω

-ω
Ω

| 

|8
Ω

-ω
Ω

| 

|-3
Ω

-ω
Ω

| 6Ω 

|4
Ω

-ω
Ω

| 

|2
Ω

-ω
Ω

| 

|5
Ω

-ω
Ω

| 

Frequência (Hz)
(b) DFT obtidas para o nó S27X .

Figura 8.7: DFTs obtidas utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz.
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Figura 8.8: DFTs experimentais obtidas utilizando frequência de excitação externa Wext =
71,725 Hz.
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Figura 8.9: DFTs experimentaisobtidas utilizando frequência de excitação externa Wext =
71,725 Hz.

A Figura 8.10 apresenta o modo de vibrar do eixo, reconstruı́do usando a amplitude máxima

de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz. Como a quantidade de pontos

discretos foi limitada pela abordagem escolhida com a medição individual de cada posição ao

longo do eixo, um ajuste de curva foi realizado a fim de observar o formato mais aproximado

do modo de vibrar nestas condições.

A Figura 8.11 mostra o mapa de calor que representa a derivada de segunda ordem do modo

de vibrar. Neste resultado experimental, a posição correta da trinca é identificada pela amplitude

máxima da derivada de segunda ordem (região de coloração mais avermelhada), localizada entre

0,5 m e 0,55 m, que corresponde à aproximadamente a posição real da trinca. Os resultados

experimentais são bastante influenciados por diversos fatores que não garantem uma precisão

maior da técnica proposta. Um desses fatores é o próprio sistema de medição.
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Figura 8.10: Modo de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 71,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.
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Figura 8.11: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 71,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 31,725 Hz.

Outra frequência de excitação externa também foi avaliada para verficar a eficácia da me-

todologia, Wext = 31,725 Hz. A Figura 8.12 mostra as DFTs das respostas de vibração do eixo

obtidas pelas medições nas posições S7X e S27X .
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Figura 8.12: DFTs obtidas utilizando frequência de excitação externa Wext = 31,725 Hz.
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Nota-se pela Fig. 8.12, em conformidade com o resultado anterior, o aparecimento dos

múltiplos e das combinações de ressonância.

Para a reconstrução do modo de vibrar (Ver Fig. 8.13), foi utilizada a máxima amplitude de

vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 71,725 Hz.
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Figura 8.13: Modo de vibrar do eixo utilizando frequência de excitação externa Wext = 31,725
Hz e máxima amplitude de vibração na combinação de ressonância |W�wW| = 71,725 Hz.

O mapa de calor que representa a segunda derivada do modo de vibrar é apresentado na Fig.

8.14. A região de coloração mais avermelhada indica a posição da trinca ao longo do eixo. Mais

uma vez, os resultados indicam uma boa precisão quando ao uso da metodologia proposta.

De maneira geral, é possı́vel perceber o potencial para a metodologia empregada a nı́vel de

detecção de não linearidades como a presença de uma trinca transversal em eixos de máquinas

rotativas.
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Figura 8.14: Mapa de calor refrente à segunda derivada do modo de vibrar utilizando
frequência de excitação externa Wext = 31,725 Hz e máxima amplitude de vibração na
combinação de ressonância |W�wW| = 71,725 Hz.



CAPÍTULO IX

CONCLUSÃO

A modelagem de trincas em eixos de máquinas rotativas é crucial para entender o com-

portamento dos componentes estruturais em condições de operação e prever sua vida útil. É

importante que os modelos sejam precisos e considerem todas as variáveis relevantes para a

análise. Além disso, a comparação entre diferentes modelos é fundamental para verificar a

validade das previsões para determinar o mais adequado em uma situação especı́fica.

Dentro dessa linha, a criação de um modelo numérico da máquina permite que sejam moni-

toradas suas condições em tempo real, coletando dados sobre sua performance e comparando-os

com modelos previamente estabelecidos. Isso permite identificar precocemente possı́veis pro-

blemas e corrigi-los antes que causem falhas na máquina. Além disso, o modelo numérico

pode ser usado para testar diferentes soluções de manutenção e verificar seus efeitos antes de

implementá-los na máquina real.

Este trabalho foi dedicado à comparação de três modelos de trinca difundidos na literatura

e a utilização deles na demostração de duas técnicas de SHM: combinação de ressonância e

cálculo da derivada de segunda ordem do modo de vibrar.

Até então, a abordagem da derivada de segunda ordem era usada para identificar a posição

das trincas em vigas. Resultados satisfatórios eram alcançadas apenas quando o sistema era

excitado em uma de suas frequências naturais, o que é inviável para qualquer estrutura, pois

operações próximas ou em velocidades crı́ticas devem ser evitadas no contexto de máquinas

rotativas.

Nesta abordagem, a frequência utilizada na excitação externa se baseia em combinações de

ressonância, o que evita que a resposta de vibração exceda os limites desejáveis e estrutura seja
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danificada.

Um conjunto de frequências, denominadas combinações de ressonância, surgem quando

diferentes excitações interagem em um sistema no qual uma não-linearidade se faz presente.

Logo, o aparecimento das frequências contidas neste conjunto na resposta espectral do sistema

já se torna um indicativo de defeitos, como por exemplo trincas em máquinas rotativas. No

entanto, sem identificação clara de sua localização.

A posição da trinca no sistema pode ser determinada usando formas modais operacionais

(modos de vibração) reconstruı́das a partir das respostas de vibração do rotor, também com o

auxı́lio de uma combinação de ressonância.

Um modelo de elementos finitos capaz de representar adequadamente o comportamento

dinâmico de uma máquina rotativa foi utilizado levando em conta além dos seus componentes,

as caracterı́sticas do comportamento breathing para trincas transversais.

De acordo com os resultados numéricos, foi possı́vel verificar que a união das técnicas pro-

postas é eficaz na identificação de trincas ao longo de eixos rotativos que operam em condições

normais, mesmo em posições onde a distribuição de desbalanceamento pode influenciar os re-

sultados.

Foi simulado uma trinca numa posição do eixo e três modelos foram utilizados para a

representação da mesma - Mayes, Gasch e Flex. A trinca inicialmente posicionada no elemento

21 à 0,537 m do inı́cio do eixo. Todos os modelos de trinca inseriram no sistema caracterı́sticas

semelhantes comportamentos semelhantes quanto ao aparecimentos dos múltiplos de vibração

na resposta espectral. As órbitas também se mostraram parecidas quanto ao formato e às escalas

nas amplitudes de vibração.

Ao aplicar a força de excitação externa calculada a partir de uma frequência de combinação

de ressonância, observou-se o uma mudança na caracterı́stica das órbitas, onde as mesmas ad-

quiriram um formato no estilo malha, proveniente da excitação senoidal adicionada ao sistema.

Na resposta epectral foram visualizados além dos múltiplos da velocidade de rotação, o

aparecimento das frequências de combinação de ressonância, confirmando a presença da trinca

no sistema.

Em seguida utilizou-se as DFTs de todos os nós, para reconstruir o modo de vibrar a par-

tir da amplitude de uma frequência de combinaçãop resente na resposta espectral, diferente

da frequência de excitação. Foi observado que para trincas acima de 40%, as amplitudes de

vibração diminuem, sendo evidenciado a caracterı́stica não linear desde tipo de defeito.
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Ao aplicar a metodologia da derivada de segunda ordem do modo de vibrar e transformando

o gráfico em um gráfico visual de mapa de calor, a trinca pode ser localizadas nas regiões de

maior amplitude - coloração mais avermelhada, em aproximadamente 0,5m do inı́cio do eixo.

Os resultados experimentais seguiram a mesma abordagem, embora os experimentos te-

nham sido realizadas apenas com uma trinca com 50% de profundidade, isso porque o corte foi

efetuado no eixo antes da montagem da bancada de teste.

Para aplicação da força externa, um excitador eletrodinânico foi acoplado no mancal, e a

coleta dos sinais de vibração foi realizada com o auxı́lio de um vibrômetro laser. As posições

de coleta foram marcadas de forma a representar alguns pontos da discretização numérica.

As DFTs experimentais também apresentaram frequências adicionais caracterı́sticas da trinca,

como demonstrado numericamente.

Além disso, a recontrução do modo foi realizada e a derivada de segunda ordem aplicada a

fim de verificar a localização da trinca no eixo. Pelo mapa de calor gerado com os resultados,

observou-se que a região de maior amplitude se encontra próximo à 0,5m, que confirmam a

eficácia da técnica, uma vez que a trinca se encontrava à 0,537 m do inı́cio do eixo.

Nota-se portanto, uma boa coerência com relação ao uso da metodologia proposta no âmbito

de detecção de trincas em máquinas rotativas, sendo abordagens promissoras e eficazes para a

identificação precoce de problemas. O que permite planejar ações preventivas a assim reduzir o

tempo e o custo de manutenções.

9.1 Trabalhos Futuros

Com o avanço deste estudo, objetiva-se investigar com mais detalhes as frequências mais

adequadas dentre o conjunto de frequências de combinação de ressonância para uma detecção

mais precisa. Alem disso, serão necessárias pesquisas futuras para determinar não apenas a

localização, mas também a profundidade da trinca, permitindo monitorar sua evolução ao longo

do tempo.
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