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Resumo

Barbosa, J. S. Comportamento Dinâmico de Mancais Segmentados Axiais sob Regime

de Lubrificação Híbrido. Tese de Doutorado - Universidade Federal de Uberlândia, Fe-

vereiro 2023.

O presente trabalho tem como objetivo avaliar os efeitos da pressão de injeção

de óleo no comportamento dinâmico de um mancal segmentado hidrodinâmico axial

sujeito à lubrificação híbrida. Primeiramente, um modelo termohidrodinâmico (THD) é

aplicado para determinar a posição de equilíbrio resultante das distribuições de pres-

são e temperatura para os regimes de lubrificação hidrodinâmico e híbrido. Em se-

guida, os métodos da perturbação e da redução em frequência são aplicados para

determinar os coeficientes de rigidez e amortecimento equivalentes do mancal para

diferentes condições operacionais. Os resultados mostram que os coeficientes dinâmi-

cos equivalentes são significativamente dependentes das condições de operação do

sistema, tais como o carregamento estático e a velocidade de rotação, e da frequência

de perturbação, para ambos os regimes de lubrificação. A quantificação da influência

da pressão de injeção nos coeficientes dinâmicos de um mancal hidrodinâmico seg-

mentado axial sob um regime de lubrificação híbrido é a principal contribuição original

deste trabalho.

Palavras-chave: Mancal segmentado hidrodinâmico axial. Coeficientes dinâmi-

cos. Lubrificação híbrida. Método de perturbação e redução em frequência.
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Abstract

Barbosa, J. S. Dynamic Behavior of a Tilting-pad Thrust Bearing Operating under a

Hybrid Lubrication Regime. PhD Dissertation - Federal University of Uberlândia, Fe-

bruary 2023.

The present contribution aims to evaluate the effects of the oil pressure injection on

the dynamic behavior of a hybrid-lubricated tilting-pad thrust bearing. Firstly, a ther-

mohydrodynamic (THD) model is applied to determine the equilibrium position associ-

ated with the pressure and temperature distributions resulting from both hydrodynamic

and hybrid lubrication regimes. Subsequently, the perturbation and frequency reduc-

tion methods are applied to determine the stiffness and damping coefficients of the

bearing for various operational conditions. The obtained results show that the dynamic

force coefficients are strongly dependent on the operational conditions of the bearing,

such as the static load and rotating speed, as well as the perturbation frequency, for

both lubrication regimes. The quantification of the injection pressure influence on the

force coefficients of hybrid-lubricated thrust bearings is the main original contribution

of this work.

Keywords: Tilting-pad thrust bearing. Dynamic force coefficients. Hybrid lubrica-

tion. Perturbation and frenquency reduction methods.
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𝜇𝑖𝑛𝑗 Viscosidade do óleo injetado 𝑃𝑎.𝑠

𝜔𝑝 Frequência de oscilação/perturbação 𝐻𝑧

Ω Velocidade de rotação do rotor 𝑟𝑝𝑚

𝜌 Massa específica 𝑘𝑔/𝑚3

𝜃0 Comprimento angular do segmento 𝑟𝑎𝑑

𝜃ℎ Posição angular do orifício 𝑟𝑎𝑑

𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 Posição angular do pivô 𝑟𝑎𝑑

𝜁 Fator de amortecimento [−]

𝑐𝑝 Calor específico 𝐽/(𝑘𝑔.𝐾)

𝑑0 Diâmetro do orifício de injeção de óleo 𝑚

𝑑𝛾𝛾 Coeficiente de amortecimento do filme de óleo, 𝛾 = 𝛼𝑟, 𝛼𝑠, 𝑧 𝑓(𝛾)

𝑓𝑑 Frequência natural amortecida 𝐻𝑧

𝐹𝑟𝑒𝑠 Força resultante na direção axial 𝑁

𝐹𝑧 Força axial 𝑁

ℎ Espessura do filme de óleo 𝑚

ℎ0 Espessura do filme de óleo na condição de equilíbrio 𝑚
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ℎ𝑟 Profundidade do oríficio de injeção de óleo 𝑚

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 Espessura do filme de óleo no pivô na condição de equilíbrio 𝑚

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 Espessura do filme de óleo no ponto de pivotamento 𝑚

𝐼(𝑟, 𝜃, 𝑧) Referencial inercial em coordenadas cilíndricas [−]

𝐽𝑟𝑖 Momento de inércia do i-ésimo segmento em relação ao eixo 𝑟 𝑘𝑔.𝑚2

𝐽𝑠𝑖 Momento de inércia do i-ésimo segmento em relação ao eixo 𝑠 𝑘𝑔.𝑚2

𝑘0 Rigidez do pivô 𝑁/𝑚

𝑘𝑡 Condutividade térmica 𝑊/(𝑚.𝐾)

𝑘𝛾𝛾 Coeficiente de rigidez do filme de óleo, 𝛾 = 𝛼𝑟, 𝛼𝑠, 𝑧 𝑓(𝛾)

𝑘𝑖 Coeficientes da equação de Vogel, sendo 𝑖 = 1, 2 e 3 [−]

𝑚𝑝𝑎𝑑𝑖 Massa do i-ésimo segmento do mancal 𝑘𝑔

𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 Massa do rotor 𝑘𝑔

𝑀𝑟 Momento aplicado ao segmento na direção 𝑟 𝑁.𝑚

𝑀𝑠 Momento aplicado ao segmento na direção 𝑠 𝑁.𝑚

𝑁𝜃 Número de volumes finitos na direção 𝜃 [−]

𝑁𝑝𝑎𝑑 Número de segmentos do mancal [−]

𝑁𝑟 Número de volumes finitos na direção 𝑟 [−]

𝑝 Pressão hidrodinâmica 𝑃𝑎

𝑝0 Pressão hidrodinâmica na condição de equilíbrio 𝑃𝑎

𝑃𝑖𝑛𝑗 Pressão de injeção de óleo 𝑃𝑎

𝑟1 Raio interno do segmento 𝑚

𝑟2 Raio externo do segmento 𝑚

𝑟ℎ Posição radial do orifício 𝑚
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𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 Posição radial do pivô 𝑚

𝑇 Temperatura 𝐾

𝑡 Tempo 𝑠

𝑇0 Temperatura de referência 𝐾

𝑇𝑏𝑎𝑡ℎ Temperatura do banho de óleo 𝐾
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𝑣𝑟, 𝑣𝜃, 𝑣𝑧 Velocidade do fluido das direções 𝑟, 𝜃 e 𝑧, respectivamente 𝑚/𝑠

𝑉𝑖𝑛𝑗 Velocidade de injeção do óleo 𝑚/𝑠



Capítulo 1

Introdução

O desbalanço entre a disponibilidade global de fontes de energia, a demanda e a

produção impõe um grande desafio ao setor energético. No que se refere à demanda

energética, Chen e Chen (2011) apresentaram uma estimativa do crescimento do con-

sumo enérgico global no período de 2005 a 2035 a partir de um modelo matemático

aplicado aos dados de 112 países referentes ao ano de 2004. De acordo com os re-

sultados obtidos pelos autores, a demanda energética global estimada para o período

apresenta taxa de crescimento de 1,4% ao ano.

No que diz respeito à disponibilidade global de fontes de energia, ações efetivas

têm sido adotadas por vários países, tais como o ªThe European Green Dealº acor-

dado pelos países membros da União Européia, com o objetivo de interromper a utili-

zação de fontes não-renováveis de energia até 2050 (BRODNY; TUTAK, 2020). Entre-

tanto, o relatório Global Energy Outlook 2022 destaca que ao longo dos anos a meta

de conter o aumento das temperaturas médias do planeta não tem sido alcançada,

o que reflete na adoção de políticas cada vez mais restritivas quanto à utilização de

fontes não-renováveis (RAIMI et al., 2022).

Com relação ao aumento da produção energética, a busca pela redução do custo

por quilowatt-hora (kWh) de energia tem impulsionado o desenvolvimento de unidades

geradoras de energia (UGs) com maior potência. Em turbinas eólicas, por exemplo,

observou-se uma evolução significativa na potência dos aerogeradores, passando de

2 MW em 2009 para máquinas de 6 MW em 2012 (AMANO, 2017). Deste aumento de

potência resultou o aumento da massa média dessas UGs, passando de 140 t (para

UGs de 2 MW) para 360 t (para UGs de 6 MW). Neste sentido, destaca-se que o
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quinas verticais, como por exemplo as unidades hidrogeradoras de energia, e também

estão presentes em máquinas horizontais tais como os turbocompressores, sendo

responsáveis por suportar carregamentos estáticos e dinâmicos atuantes na direção

axial da máquina.

O primeiro registro na literatura sobre o estudo do comportamento dinâmico dos

mancais hidrodinâmicos axiais deve-se ao trabalho de Someya e Fukuda (1972), no

qual os autores analisaram a vibração axial de propulsores marítimos. Mittwollen, He-

gel e Glienicke (1991) investigaram a influência do mancal axial na estabilidade e na

primeira velocidade crítica de um rotor. Storteig e White (1999) desenvolveram um

modelo computacional para calcular os coeficientes de rigidez e amortecimento de

TPTBs com diferentes geometrias. JIANG e YU (1999), por sua vez, apresentaram

outra metodologia para determinar os coeficientes dinâmicos de TPTBs, a qual consi-

dera todos os graus de liberdade do sistema para o cálculo destes coeficientes.

Com a aumento da velocidade de operação das máquinas rotativas, as análises de

estabilidade (ZHAO; CHOY; BRAUN, 2005) e de fenômenos não-lineares (CHANG-

JIAN, 2010) se tornaram fundamentais. Adicionalmente, os trabalhos apresentados

por Guo et al. (2015) e Wang et al. (2017) destacaram que, quando a magnitude

do carregamento estático aumenta, a deformação do pivô influencia nos valores de

rigidez e amortecimento calculados experimentalmente, e, portanto, deve ser consi-

derada no modelo teórico. Wang et al. (2018) incluíram a deformação do pivô no

modelo teórico para TPTBs, no qual, um modelo termo-elastohidrodinâmico (TEHD)

foi proposto para calcular a deformação do mancal devido aos campos de pressão

e temperatura do filme de óleo. Para este caso, um excitador hidráulico foi utilizado

para aplicar um carregamento dinâmico periódico na direção axial do rotor e as res-

postas de vibração foram obtidas através da utilização de proxímetros posicionados

na direção longitudinal.

O estudo sobre os efeitos da lubrificação híbrida no comportamento dinâmico de

TPTBs tem como motivação a ocorrência deste regime de lubrificação durante as ma-

nobras de partida e parada de unidades hidrogeradoras verticais. A Figura 1.2 apre-

senta um TPTB utilizado em uma UG, sendo que no segmento deste mancal apre-

sentado na Fig. 1.2a, destacam-se o orifício de injeção de óleo (1) e a superfície do

segmento (2). A Figura 1.2b mostra a unidade hidráulica de alta pressão, na qual o
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e às análises experimentais do sistema rotor-mancal axial operando sob regime de

lubrificação híbrido. No que refere às análises estáticas de TPTBs operando sob este

regime de lubrificação, importantes avanços foram obtidos por meio dos trabalhos de

Heinrichson, Santos e Fuerst (2007), Heinrichson, Fuerst e Santos (2007), Tian, Cao

e Huang (2019) e Bouyer, Wodtke e Fillon (2022).

No que se refere aos efeitos da lubrificação híbrida no comportamento dinâmico

de mancais hidrodinâmicos axiais, apenas um trabalho sobre este tema foi publicado

por Babin et al. (2020). Entretanto, o mancal analisado pelos autores possui geo-

metria fixa, enquanto que o mancal analisado nesta Tese de doutorado é um mancal

hidrodinâmico segmentado axial. A principal motivação para se analisar o compor-

tamento dinâmico de um TPTB sujeito à lubrificação híbrida deve-se à importância

deste regime de lubrificação nos TPTB presentes nas UGs verticais. Assim, por meio

do modelo proposto nesta Tese de doutorado, torna-se possível analisar, por exemplo,

qual será o comportamento dinâmico de uma UG vertical operando com velocidade

de rotação nominal, ao se aplicar a injeção de óleo à alta pressão.

Neste contexto, a presente Tese de doutorado tem como objetivo propor uma me-

todologia para avaliar a influência da pressão de injeção de óleo no comportamento

dinâmico de TPTBs sujeitos à lubrificação híbrida. Para isso, este trabalho está or-

ganizado em quatro capítulos. O Capítulo 1 é dedicado à apresentação do tema,

destacando a originalidade e as contribuições do trabalho ao estado da arte. O Ca-

pítulo 2 dedica-se à apresentação da formulação matemática que compõe o modelo

teórico desenvolvido no trabalho. O Capítulo 3 é dedicado à apresentação e análise

dos obtidos a partir da aplicação do modelo teórico proposto. Por fim, as conclusões

e perspectivas desta Tese de doutorado são apresentadas no Capítulo 4.

1.1 Objetivos da pesquisa

O objetivo desta Tese de doutorado é avaliar a influência da lubrificação híbrida no

comportamento dinâmico de um mancal hidrodinâmico segmentado axial. No que se

refere à Originalidade deste trabalho destacam-se os seguintes pontos:

1. Análise do efeito da pressão de injeção de óleo em um mancal hidrodinâmico

segmentado axial sujeito à lubrificação híbrida nos coeficientes dinâmicos do
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mancal;

2. Análise do efeito da pressão de injeção de óleo em um mancal hidrodinâmico

segmentado axial sujeito à lubrificação híbrida nas frequências naturais e no

fator de amortecimento do sistema rotor-mancal axial;

3. Aplicação de uma metodologia de redução síncrona para calcular os coeficientes

dinâmicos equivalentes do mancal.

1.2 Produção acadêmica e científica

Durante o desenvolvimento desta Tese de doutorado, alguns trabalhos foram apre-

sentados e posteriormente publicados em anais de congressos, a saber:

1. Barbosa, J. S., Sicchieri, L. C., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr., V.. Analysis of

thermohydrodynamic models for the bearings of a Francis Hydropower Unit. In:

25𝑡ℎ International Congress of Mechanical Engineering, 2019, Uberlândia. Pro-

ceedings of the 25𝑡ℎ International Congress of Mechanical Engineering, 2019;

2. Dourado, A. P., Barbosa, J. S., Morais, T. S., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr., V..

Uncertainty Analysis of a Francis Hydropower Unit. In: ASME 2018 International

Design Engineering Technical Conferences and Computers and Information in

Engineering Conference, 2018, Quebec City. Volume 8: 30𝑡ℎ Conference on

Mechanical Vibration and Noise, 2018.

Além disso, três capítulos de livros foram publicados durante o desenvolvimento

desta Tese de doutorado, a saber:

1. Dourado, A. D., Barbosa, J. S., Sicchiei, L. C., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr.,

V.. Kriging Surrogate Model Dedicated to a Tilting-Pad Journal Bearing. Mecha-

nisms and Machine Science. 1ed.: Springer International Publishing, 2019, v., p.

347-358;

2. Barbosa, J. S., Sicchiei, L. C., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr., V.. Analysis of

Thermohydrodynamic Models Dedicated to the Bearings of a Francis Hydropower

Unit. Dynamic of Mechanical Systems: A Perspective from the LMEST-UFU. 1ed.

Uberlândia: Navegando Publicações, 2019, v., p. 147-162;



Capítulo 1. Introdução 7

3. Sicchiei, L. C., Barbosa, J. S., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr., V.. Kriging Surrogate

Models Dedicated to the Cylindrical Journal Bearing of a Francis Hydropower

Unit. Dynamic of Mechanical Systems: A Perspective from the LMEST-UFU.

1ed. Uberlândia: Navegando Publicações, 2019, v., p. 225-240.

Artigos em periódicos indexados:

1. [𝑆𝑢𝑏𝑚𝑒𝑡𝑖𝑑𝑜] Barbosa, J. S., Santos, I. F., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr., V. (2022).

Dynamic Behavior of a Tilting-pad Thrust Bearing Operating under a Hybrid Lu-

brication Regime. ASME - Journal of Tribology;

2. Barbosa, J. S., Sicchieri, L. C., Dourado, A. D. P., Cavalini Jr., A. A., Steffen Jr.,

V. (2021). Kriging Approach Dedicated to Represent Hydrodynamic Bearings.

Journal of Engineering for Gas Turbines and Power, 143 (6).



Capítulo 2

Formulação Matemática

O presente capítulo dedica-se à apresentação da formulação matemática que com-

põe o modelo teórico desta Tese de doutorado. O modelo termohidrodinâmico (THD)

apresentado na seção 2.1, baseia-se na determinação dos campos de pressão e tem-

peratura do filme de óleo para calcular a posição de equilíbrio de um TPTB sujeito à lu-

brificação híbrida. A partir da posição de equilíbrio calculada através do modelo THD,

os coeficientes de rigidez e amortecimento do filme de óleo são determinados utili-

zando o procedimento descrito na seção 2.2. A seção 2.3 apresenta o procedimento

de discretização das equações diferenciais parciais obtidas utilizando o Método dos

Volumes Finitos (MVF). Finalmente, na seção 2.4 é apresentada a equação do movi-

mento para o sistema rotor-mancal axial, a partir da qual, torna-se possível determinar

as frequências naturais do sistema e calcular os coeficientes dinâmicos equivalentes.

2.1 Modelo termohidrodinâmico

2.1.1 Campo de pressão para o regime de lubrificação híbrido

O campo de pressão no filme de óleo pode ser obtido através da solução da equa-

ção de Reynolds, a qual é obtida por meio da aplicação das equações de Navier-

Stokes e da equação da continuidade simplificadas devido às características do es-

coamento. Para o sistema de referência cilíndrico 𝐼(𝑟, 𝜃, 𝑧), as equações de Navier-

Stokes simplificadas para o modelo proposto podem ser escritas de acordo com as

Eqs. (2.1)-(2.3), como se segue:
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Das características do escoamento descritas na Fig. 2.1, descreve-se as condições

de contorno, como mostra a Eq. (2.4).

𝑣𝑧 (−ℎ) = 𝑣𝑧𝑃 = −𝜕ℎ
𝜕𝑡

𝑣𝑧 (0) = −𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑟, 𝜃)

𝑣𝜃 (−ℎ) = Ω𝑟

𝑣𝜃 (0) = 0

𝑣𝑟 (−ℎ) = 0

𝑣𝑟 (0) = 0

⎫

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4)

A equação que descreve o módulo da velocidade de injeção, 𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑟, 𝜃) é obtida

seguindo a metodologia apresentada por Nicoletti (1999), e é dada por:

𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑟, 𝜃) =
1

4𝜇𝑖𝑛𝑗ℎℎ

(𝑃𝑖𝑛𝑗 − 𝑝)

[︂
𝑑20
4

− (𝑟ℎ cos 𝜃ℎ − 𝑟 cos 𝜃)2 − (𝑟ℎ sin 𝜃ℎ − 𝑟 sin 𝜃)2
]︂

(2.5)

na qual 𝑃𝑖𝑛𝑗 é a pressão de injeção do óleo e 𝑟ℎ e 𝜃ℎ são as posições radial e angular

do orifício, respectivamente. Considera-se também que 𝜇𝑖𝑛𝑗 é a viscosidade do óleo

injetado, cujo valor depende da temperatura do óleo no reservatório de injeção, 𝑇𝑖𝑛𝑗.

De modo a tratar adequadamente a velocidade de injeção na Eq. (2.11), a Eq. (2.5)

deve ser reescrita, como mostra as Eqs. (2.6)-(2.8).

𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑟, 𝜃) = 𝜎1 (𝑃𝑖𝑛𝑗 − 𝑝) (2.6)

𝜎1 =
𝜎0

4𝜇𝑖𝑛𝑗ℎℎ

[︂
𝑑20
4

− (𝑟ℎ cos 𝜃ℎ − 𝑟 cos 𝜃)2 − (𝑟ℎ sin 𝜃ℎ − 𝑟 sin 𝜃)2
]︂

(2.7)

⎧

⎨

⎩

𝜎0 = 1 ⇒ (𝑟ℎ cos 𝜃ℎ − 𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟ℎ sin 𝜃ℎ − 𝑟 sin 𝜃)2 ≤
𝑑2
0

4

𝜎0 = 0 ⇒ (𝑟ℎ cos 𝜃ℎ − 𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟ℎ sin 𝜃ℎ − 𝑟 sin 𝜃)2 >
𝑑2
0

4

(2.8)

As condições de contorno descritas na Eq. (2.4) são utilizadas para solucionar

as equações apresentadas nas Eqs. (2.1)-(2.3), determinando assim os campos de
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velocidade, como mostra a Eq. (2.9).

𝑣𝑧 (𝑧) =
𝑧

ℎ

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

− 𝑉𝑖𝑛𝑗 (2.9a)

𝑣𝜃 (𝑧) =
(︀
𝑧2 + 𝑧ℎ

)︀
(︂

1

2𝜇𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

− 𝑧

(︂
Ω𝑟

ℎ

)︂

(2.9b)

𝑣𝑟 (𝑧) =
(︀
𝑧2 + 𝑧ℎ

)︀
(︂

1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

(2.9c)

A Equação (2.9) apresenta a equação da continuidade em coordenadas escrita em

um sistema de coordenadas cilíndricas para um escoamento incompressível.

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑣𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝑣𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣𝑧) = 0 (2.10)

Os campos de velocidades descritos pela Eq. (2.9) são inseridos à Eq. (2.10), e,

integrando a equação obtida no intervalo −ℎℎ ≤ 𝑧 ≤ 0, obtém-se:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ3

12𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

+
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ3

12𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

=
Ω

2

𝜕ℎ

𝜕𝜃
+

𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗 (2.11)

Substituindo a Eq. (2.6) na Eq. (2.11), obtém-se a equação de Reynolds modificada

para o regime de lubrificação híbrido, como mostra a Eq. (2.12).

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ3

12𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

+
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ3

12𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

=
Ω

2

𝜕ℎ

𝜕𝜃
+

𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝜎1 (𝑃𝑖𝑛𝑗 − 𝑝) (2.12)

A Figura 2.2 apresenta os principais parâmetros geométricos referentes a um TPTB

sujeito à lubrificação híbrida, onde 𝑟1 e 𝑟2 são os raios interno e externo do segmento,

respectivamente, 𝜃0 é o comprimento angular do segmento, 𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 e 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 são as po-

sições radial e angular do pivô, 𝛼𝑟 e 𝛼𝑠 são os ângulos de rotação do segmento em

relação aos eixos 𝑟 e 𝑠, respectivamente, ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 é a espessura do filme de óleo no

ponto de pivotamento, 𝑑0 e ℎℎ são o diâmetro e a profundidade do orifício de injeção

de óleo, respectivamente, e Ω é a velocidade de rotação do rotor.

A equação que representa a espessura do filme óleo, ℎ(𝑟, 𝜃, 𝑡), é dada por:

ℎ (𝑟, 𝜃, 𝑡) = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 (𝑡) + 𝛼𝑠 (𝑡) [𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − 𝑟 cos (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] + 𝛼𝑟 (𝑡) [𝑟 sin (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] (2.13)
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∫︁ 0

−ℎ

𝑣𝑧
𝜕𝑇

𝜕𝑧
𝑑𝑧 = [𝑣𝑧𝑇 ]

0
−ℎ −

∫︁ 0

−ℎ

𝑇

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

)︂

𝑑𝑧 =

− 𝑉𝑖𝑛𝑗𝑇𝑖𝑛𝑗 −

(︂

−
𝜕ℎ

𝜕𝑡
𝑇

)︂

−

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

)︂∫︁ 0

−ℎ

𝑇𝑑𝑧 =

− 𝑉𝑖𝑛𝑗𝑇𝑖𝑛𝑗 +
𝜕ℎ

𝜕𝑡
𝑇 −

1

ℎ

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑇ℎ =

𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑇 − 𝑇𝑖𝑛𝑗)

(2.20)

∫︁ 0

−ℎ

(︂
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑧

)︂2

𝑑𝑧 =
ℎ3

12𝜇2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

(2.21)

∫︁ 0

−ℎ

(︂
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑧

)︂2

𝑑𝑧 =
ℎ3

12𝜇2𝑟2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

+
Ω2𝑟2

ℎ
(2.22)

∫︁ 0

−ℎ

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

)︂2

𝑑𝑧 =
1

ℎ

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

(2.23)

∫︁ 0

−ℎ

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

)︂

𝑑𝑧 =

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

(2.24)

Para melhor condução algébrica da formulação, separa-se a Eq. (2.16) nos termos

𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷, como indicado na Eq. (2.25).

𝜌𝑐𝑝

[︂

𝑣𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟
+

𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝜃
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧

]︂

⏟  ⏞  

𝐴

= 𝑘𝑡

[︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

+
1

𝑟2
𝜕2𝑇

𝜕𝜃2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

]︂

⏟  ⏞  

𝐵

−𝑝

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

)︂

⏟  ⏞  

𝐶

+ 𝜇Φ
⏟ ⏞ 

𝐷

(2.25)

Termo A:

−𝜌𝑐𝑝
ℎ3

12𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

− 𝜌𝑐𝑝
ℎ3

12𝜇𝑟2
𝜕𝑝

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

+ 𝜌𝑐𝑝
ℎΩ

2

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

+ 𝜌𝑐𝑝𝑉𝑖𝑛𝑗 (𝑇 − 𝑇𝑖𝑛𝑗) (2.26)

Termo B:
𝑘𝑡ℎ

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

+
𝑘𝑡ℎ

𝑟2
𝜕2𝑇

𝜕𝜃2
+ 𝑘𝑡

(︂
𝑇𝑖𝑛𝑗 − 𝑇

ℎℎ

)︂

𝜎1 (2.27)

Termo C:

−𝑝

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

(2.28)

Termo D:
2𝜇

ℎ

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

+
ℎ3

12𝜇𝑟2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

+
𝜇Ω2𝑟2

ℎ
+

ℎ3

12𝜇

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

(2.29)

Assim como na equação de Reynolds, a equação da energia é tratada neste mo-

delo na sua forma adimensionalizada. Para isto, além das relações apresentadas na
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Eq. (2.15), utiliza-se:

𝑇 =
𝑇

𝑇0

, 𝑇𝑖𝑛𝑗 =
𝑇𝑖𝑛𝑗

𝑇0

, ℎ̄ℎ =
ℎℎ

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.30)

A adimensionalização de cada um dos termos da Eq. (2.25) é apresentada sepa-

radamente para melhor condução do processo algébrico. Assim, para cada um dos

termos 𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷, segue:

Adimensionalização do termo A:

−𝜌𝑐𝑝Ωℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑇0

[︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

+
ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

−
ℎ̄

2𝜃0

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

− 𝑉𝑖𝑛𝑗

(︀
𝑇 − 𝑇𝑖𝑛𝑗

)︀
]︂

(2.31)

Adimensionalização do termo B:

𝑘𝑡ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑇0

𝑟21

[︂
ℎ̄

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

+
ℎ̄

𝜃20𝑟
2

𝜕2𝑇

𝜕𝜃2

]︂

+
𝑘𝑡𝑇0

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

[︂(︂
𝑇𝑖𝑛𝑗 − 𝑇

ℎ̄ℎ

)︂

𝜎1

]︂

(2.32)

Adimensionalização do termo C:

−
𝜇0Ω

2𝑟21
ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝑝

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

(2.33)

Adimensionalização do termo D:

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝜇0Ω
22𝜇̄

ℎ̄

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

+
𝜇0Ω

2𝑟21
ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

[︃

ℎ̄3

12𝜃20 𝜇̄̄𝑟
2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

+
𝜇̄𝑟2

ℎ̄
+

ℎ̄3

12𝜇̄

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2
]︃

(2.34)

Assim, agrupando as equações obtidas para cada um dos termos, obtém-se a

Eq. (2.35), a qual apresenta a energia na forma adimensional.

ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

+

[︂
ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃
−

ℎ̄

2𝜃0

]︂(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

−

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇+

+
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

[︂
ℎ̄

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂]︂

+
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

[︂
ℎ̄

𝜃20𝑟
2

𝜕2𝑇

𝜕𝜃2

]︂

= −

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑖𝑛𝑗+

+
Ω𝜇0𝑟

2
1

𝜌𝑐𝑝ℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑇0

[︃(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑝−
ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

−
𝜇̄𝑟2

ℎ̄
−

ℎ̄3

12𝜇̄

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2
]︃

+

+
𝜇0Ω

𝜌𝑐𝑝𝑇0

[︃

−
2𝜇̄

ℎ̄

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2
]︃

(2.35)
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2.1.3 Cálculo da viscosidade em função da temperatura

O modelo THD proposto neste trabalho leva em conta os efeitos térmicos do escoa-

mento do escoamento do óleo no interior do mancal no campo de pressão resultante.

Neste sentido, considera-se que a viscosidade do óleo varia com a temperatura do

mesmo, sendo esta relação matemática descrita pela equação de Vogel (SEETON,

2006),

𝜇 = 𝑘1𝑒
𝑘2

𝑇−𝑘3 (2.36)

onde 𝑇 é o campo de temperatura do filme de óleo, e 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 são os coeficientes da

equação de Vogel calculados a partir dos dados contidos no datasheet do óleo.

2.1.4 Equilíbrio de forças e momentos atuantes no segmento

A força hidrodinâmica e o momento resultante no segmento são calculados a partir

da integração do campo de pressão hidrodinâmica sobre a área do segmento. Para

determinar a posição de equilíbrio do mancal é preciso encontrar os valores de ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡,

𝛼𝑠 e 𝛼𝑟 tais que a Eq. (2.37a), Eq. (2.37b) e Eq. (2.37c) sejam satisfeitas.

0 = 𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝐹𝑧/𝑁𝑝𝑎𝑑 −

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 (2.37a)

0 = 𝑀𝑟 =

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝑟2 sin (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡) 𝑑𝜃𝑑𝑟 (2.37b)

0 = 𝑀𝑠 =

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝑟 [𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − 𝑟 cos (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] 𝑑𝜃𝑑𝑟 (2.37c)

sendo 𝐹𝑟𝑒𝑠 a força resultante no rotor, 𝐹𝑧 o carregamento axial aplicado, 𝑀𝑟 e 𝑀𝑠 os

momentos atuantes no segmento nas direções 𝑟 e 𝑠, respectivamente e 𝑁𝑝𝑎𝑑 o número

de segmentos que compõe o mancal.

2.2 Coeficientes dinâmicos

As condições de equilíbrio de força e momentos mostradas pelas Eqs. (2.37a)-

(2.37c) são satisfeitas à partir da determinação dos parâmetros ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0, 𝛼𝑟0 e 𝛼𝑠0 que

são a espessura do filme de óleo no ponto de pivotamento, o ângulo de rotação do
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segmento em torno da reta 𝑟 e o ângulo de rotação do segmento em torno da reta

𝑠, respectivamente. Duas diferentes abordagens são aplicadas para determinar os

coeficientes dinâmicos de um TPTB: pequena perturbação de pressão, baseados nos

trabalhos de Lund (1964), Lund e Thomsen (1978), Springer (1978) e Springer (1979)

e o método da perturbação numérica do filme de óleo em torno da posição de equilíbrio

do mancal, baseado na abordagem apresentada por Allaire, Parsell e Barrett (1981).

2.2.1 Método da pequena perturbação de pressão

A espessura do filme de óleo para a condição de equilíbrio é dada pela Eq. (2.38).

ℎ0 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 + 𝛼𝑠0 [𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − 𝑟 cos (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] + 𝛼𝑟0 [𝑟 sin (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] (2.38)

Considerando pequenas oscilações harmônicas em torno da posição de equilíbrio,

a espessura do filme de óleo ℎ pode ser escrita como mostra a Eq. (2.39).

ℎ = ℎ0 +∆ℎ𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡 (2.39)

onde 𝜔𝑝 é a frequência de oscilação e ∆ℎ é dado por:

∆ℎ = ℎ𝛾∆𝛾, 𝛾 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, 𝛼𝑠, 𝛼𝑟 (2.40)

sendo,

ℎ𝛾 =
𝜕ℎ

𝜕𝛾
(2.41)

Valendo-se da hipótese de pequenas oscilações harmônicas em torno da posi-

ção de equilíbrio do segmento, o campo de pressão pode ser escrito como mostra a

Eq. (2.42).

𝑝 = 𝑝0 +∆𝑝𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡 (2.42)

onde 𝑝0 é o campo de pressão na condição de equilíbro e,

∆𝑝 = 𝑝𝛾∆𝛾, 𝛾 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, 𝛼𝑠, 𝛼𝑟 (2.43)
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na qual,

𝑝𝛾 =
𝜕𝑝

𝜕𝛾
(2.44)

Substituindo as relações apresentadas nas Eq. (2.39), Eq. (2.40), Eq. (2.42) e

Eq. (2.43) na equação de Reynolds (Eq. (2.12)), obtém-se:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︃

𝑟 (ℎ0 + ℎ𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)
3

12𝜇

𝜕 (𝑝0 + 𝑝𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)

𝜕𝑟

]︃

+

+
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜃

[︃

(ℎ0 + ℎ𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)
3

12𝜇

𝜕 (𝑝0 + 𝑝𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)

𝜕𝜃

]︃

=

Ω

2

𝜕 (ℎ0 + ℎ𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)

𝜕𝜃
+

𝜕 (ℎ0 + ℎ𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜎1

[︀
𝑃𝑖𝑛𝑗 −

(︀
𝑝0 + 𝑝𝛾∆𝛾𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡

)︀]︀

(2.45)

Desenvolvendo a Eq. (2.45) e considerando a aproximação (∆ℎ𝛾)
2 ≈ 0, obtém-se:

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ3

0

𝜇

𝜕𝑝𝛾
𝜕𝑟

+
3𝑟ℎ2

0ℎ𝛾

𝜇

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝑟2
𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ3
0

𝜇

𝜕𝑝𝛾
𝜕𝜃

+
3ℎ2

0ℎ𝛾

𝜇

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

=
Ω

2

𝜕ℎ𝛾

𝜕𝜃
+ ℎ𝛾𝑖𝜔𝑝 + 𝜎1𝑝𝛾

(2.46)

Seguindo a estratégia de adimensionalização das equações adotada, a Eq. (2.46)

é adimensionalizada para 𝛾 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, 𝛾 = 𝛼𝑟 e 𝛾 = 𝛼𝑠. Assim, três equações são

obtidas, como mostra as Eqs. (2.47)-(2.49)

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

+
3𝑟ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

+
3ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

= 𝑖𝜔̄𝑝 (2.47)

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼𝑟

𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
3𝑟ℎ̄2

0ℎ̄𝛼𝑟

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼𝑟

𝜕𝜃

]︂

+

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
3ℎ̄2

0ℎ̄𝛼𝑟

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

=
1

2𝜃0

𝜕ℎ̄𝛼𝑟

𝜕𝜃
+ 𝑖ℎ̄𝛼𝑟

𝜔̄𝑝

(2.48)

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼𝑠

𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
3𝑟ℎ̄2

0ℎ̄𝛼𝑠

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼𝑠

𝜕𝜃

]︂

+

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
3ℎ̄2

0ℎ̄𝛼𝑠

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

=
1

2𝜃0

𝜕ℎ̄𝛼𝑠

𝜕𝜃
+ 𝑖ℎ̄𝛼𝑠

𝜔̄𝑝

(2.49)

na qual, além dos parâmetros da Eq. (2.15), aplica-se:

ℎ̄0 =
ℎ0

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

, 𝑝ℎ𝑝𝑖 =
𝑝ℎ𝑝𝑖ℎ

3
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝜇0𝑟21Ω
, ℎ̄𝛼𝑟

=
ℎ𝛼𝑟

𝑟1
, ℎ̄𝛼𝑠

=
ℎ𝛼𝑠

𝑟1
,

𝑝𝛼𝑟
=

𝑝𝛼𝑟
ℎ3
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝜇0𝑟31Ω
, 𝑝𝛼𝑠

=
𝑝𝛼𝑠

ℎ3
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝜇0𝑟31Ω
, 𝜔̄𝑝 =

𝜔𝑝

Ω

(2.50)
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A partir da solução Eq. (2.46) é possível determinar a variação do campo de pres-

são em função da perturbação do filme do óleo. Assim, as variações de força e mo-

mento em função da variação do campo de pressão, e obviamente, das oscilações do

filme de óleo, podem ser calculadas de acordo com as Eqs. (2.51a)-(2.51c).

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝛾𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 =

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝜕𝑝

𝜕𝛾
𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 =

𝜕

𝜕𝛾

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 =
𝜕𝐹𝑧

𝜕𝛾
(2.51a)

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝛾𝑟
2 sin (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡) 𝑑𝜃𝑑𝑟 =

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝛾
(2.51b)

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ 𝜃0

0

𝑝𝛾𝑟 [𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − 𝑟 cos (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] 𝑑𝜃𝑑𝑟 =
𝜕𝑀𝑠

𝜕𝛾
(2.51c)

Os coeficientes dinâmicos para o mancal podem ser determinados como mostra a

Eq. (2.52).

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝑘𝑧𝛾

𝑘𝛼𝑟𝛾

𝑘𝛼𝑠𝛾

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

= −Re

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝛾

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝛾

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝛾

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑧𝛾

𝑑𝛼𝑟𝛾

𝑑𝛼𝑠𝛾

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

= −
1

𝜔𝑝

Im

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝛾

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝛾

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝛾

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

(2.52)

Assim, K𝑜𝑖𝑙 e D𝑜𝑖𝑙 são as matrizes de rigidez e amortecimento do filme de óleo,

respectivamente, resumidas na Eq. (2.53).

K𝑜𝑖𝑙 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘𝑧𝑧 𝑘𝑧𝛼𝑟
𝑘𝑧𝛼𝑠

𝑘𝛼𝑟𝑧 𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

𝑘𝛼𝑠𝑧 𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
,D𝑜𝑖𝑙 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑑𝑧𝑧 𝑑𝑧𝛼𝑟
𝑑𝑧𝛼𝑠

𝑑𝛼𝑟𝑧 𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

𝑑𝛼𝑠𝑧 𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

(2.53)

2.2.2 Método da perturbação numérica

A determinação dos coeficientes dinâmicos por meio do método da perturbação

numérica baseia-se no cálculo das forças e momentos resultantes no TPTB a partir

de perturbações númericas aplicadas em cada um dos parâmetros de equilíbrio. A

Equação (2.54) apresenta os valores das espessuras do filme do óleo obtidos a partir

da aplicada de uma perturbação mumérica ∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡:

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡1 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 +∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡2 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 −∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 (2.54)
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Deste modo, a partir dos valores ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡1 e ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡2 calcula-se 𝐹𝑧1, 𝑀𝑟1 e 𝑀𝑠1 e 𝐹𝑧2, 𝑀𝑟2

e 𝑀𝑠2 , respectivamente. Assim, determina-se os valores de 𝑘𝑧𝑧, 𝑘𝛼𝑟𝑧 e 𝑘𝛼𝑠𝑧, de acordo

com as Eqs. (2.55)-(2.57).

𝑘𝑧𝑧 = −
𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.55)

𝑘𝛼𝑟𝑧 = −
𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.56)

𝑘𝛼𝑠𝑧 = −
𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.57)

Aplicando o mesmo procedimento para 𝛼𝑟 e 𝛼𝑠, obtém-se:

𝛼𝑟1 = 𝛼𝑟0 +∆𝛼𝑟, 𝛼𝑟2 = 𝛼𝑟0 −∆𝛼𝑟 (2.58)

𝛼𝑠1 = 𝛼𝑠0 +∆𝛼𝑠, 𝛼𝑠2 = 𝛼𝑠0 −∆𝛼𝑠 (2.59)

𝑘𝑧𝛼𝑟
= −

𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

2∆𝛼𝑟

(2.60)

𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟
= −

𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

2∆𝛼𝑟

(2.61)

𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟
= −

𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑟

2∆𝛼𝑟

(2.62)

𝑘𝑧𝛼𝑠
= −

𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

2∆𝛼𝑠

(2.63)

𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠
= −

𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

2∆𝛼𝑠

(2.64)

𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠
= −

𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼𝑠

2∆𝛼𝑠

(2.65)

Na condição de equilíbrio estático representado pelas Eqs. (2.37a)-(2.37c), a es-

pessura do filme de óleo ℎ não varia com tempo. Entretanto, considerando pequenas

oscilações em torno da posição de equilíbrio, a variação temporal da espessura do



Capítulo 2. Formulação Matemática 21

filme de óleo, é escrita como mostra a Eq. (2.66):

𝜕ℎ

𝜕𝑡
= ℎ̇ = ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 (𝑡) + 𝛼̇𝑠 (𝑡) [𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − 𝑟 cos (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] + 𝛼̇𝑟 (𝑡) [𝑟 sin (𝜃 − 𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡)] (2.66)

Assim, para determinar os coeficientes de amortecimento de um TPTB, aplica-

se o mesmo procedimento o qual foi utilizado nas Eqs (2.54)-(2.65) para calcular os

coeficientes de rigidez de um TPTB, como mostra as Eqs. (2.67)-(2.75).

𝑑𝑧𝑧 = −
𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.67)

𝑑𝛼𝑟𝑧 = −
𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.68)

𝑑𝛼𝑠𝑧 = −
𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

2∆ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

(2.69)

𝑑𝑧𝛼𝑟
= −

𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

2∆𝛼̇𝑟

(2.70)

𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟
= −

𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

2∆𝛼̇𝑟

(2.71)

𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟
= −

𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑟

2∆𝛼̇𝑟

(2.72)

𝑑𝑧𝛼𝑠
= −

𝐹𝑧2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

− 𝐹𝑧1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

2∆𝛼̇𝑠

(2.73)

𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠
= −

𝑀𝑟2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

− 𝑀𝑟1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

2∆𝛼̇𝑠

(2.74)

𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠
= −

𝑀𝑠2

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

− 𝑀𝑠1

⃒
⃒
⃒
Δ𝛼̇𝑠

2∆𝛼̇𝑠

(2.75)
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Deste modo, aplicando o MVF em cada uns dos termos da Eq. 2.76, obtém-se:

Termo A:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 (2.77a)

1

12

[︃

𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑛

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑛𝑑𝜃 −

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑠

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑠𝑑𝜃

]︃

(2.77b)

Termo B:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟2𝜃20

𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 (2.78a)

1

12𝜃20

[︂
1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑒

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑒𝑑𝑟 −

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑤

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑤𝑑𝑟

]︂

(2.78b)

Termo C:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

2𝜃0

𝜕ℎ̄

𝜕𝜃
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 (2.79a)

1

2𝜃0

[︂∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑒𝑑𝑟 −

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑤𝑑𝑟

]︂

(2.79b)

Termo D:
∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡

)︂

𝑃

𝑟∆𝑟∆𝜃 (2.80)

Termo E :

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

−
(︀
𝜎̄1𝑝− 𝜎̄1𝑃𝑖𝑛𝑗

)︀
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃𝑃𝑖𝑛𝑗 − 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃𝑃𝑃 (2.81)

As derivadas de pressão na face são expressas usando a técnica de diferenças à

montante, também conhecida como forward, como mostra a Eq. (2.82):

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑛

=
𝑃𝑁 − 𝑃𝑃

∆𝑟
,

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑠

=
𝑃𝑃 − 𝑃𝑆

∆𝑟
,

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑒

=
𝑃𝐸 − 𝑃𝑃

∆𝜃
,

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑤

=
𝑃𝑃 − 𝑃𝑊

∆𝜃
(2.82)

Assim, a Eq. (2.83), a qual é uma equação algébrica, é obtida por meio a aplicação do
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MVF à Eq. (2.76):

𝐶𝑃𝑃𝑃 + 𝐶𝐸𝑃𝐸 + 𝐶𝑊𝑃𝑊 + 𝐶𝑆𝑃𝑆 + 𝐶𝑁𝑃𝑁 = 𝐵𝑃 (2.83)

na qual,

𝐶𝑁 =
𝑟𝑛

12𝜇̄𝑛∆𝑟

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑛𝑑𝜃 (2.84a)

𝐶𝑆 =
𝑟𝑠

12𝜇̄𝑠∆𝑟

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑠𝑑𝜃 (2.84b)

𝐶𝐸 =
1

12𝜃20𝜇̄𝑒∆𝜃

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑒𝑑𝑟 (2.84c)

𝐶𝑊 =
1

12𝜃20𝜇̄𝑤∆𝜃

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑤𝑑𝑟 (2.84d)

𝐶𝑃 = − (𝐶𝑁 + 𝐶𝑆 + 𝐶𝐸 + 𝐶𝑊 ) + 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃 (2.84e)

𝐵𝑃 =
1

2𝜃0

[︂∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑒𝑑𝑟 −

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑤𝑑𝑟

]︂

+ 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃𝑃𝑖𝑛𝑗 (2.84f)

As integrais presentes na Eq. (2.84) podem ser resolvidas por meio do método do

trapézio, como mostram as Eqs. (2.85)-(2.90):

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑛𝑑𝜃 =

∆𝜃

2

[︀
ℎ̄3

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.85)

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
𝑠𝑑𝜃 =

∆𝜃

2

[︀
ℎ̄3

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.86)

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑒𝑑𝑟 =

∆𝑟

2

[︃

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.87)

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
𝑤𝑑𝑟 =

∆𝑟

2

[︃

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.88)

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑒𝑑𝑟 =
∆𝑟

2

[︀
𝑟𝑛ℎ̄

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀]︀
(2.89)

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟ℎ̄𝑤𝑑𝑟 =
∆𝑟

2

[︀
𝑟𝑛ℎ̄

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.90)
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Assim, os coeficientes da Eq. (2.83) tornam-se:

𝐶𝑁 =
𝑟𝑛

24𝜇̄𝑛

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.91a)

𝐶𝑆 =
𝑟𝑠

24𝜇̄𝑠

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.91b)

𝐶𝐸 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑒

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.91c)

𝐶𝑊 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑤

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.91d)

𝐶𝑃 = − (𝐶𝑁 + 𝐶𝑆 + 𝐶𝐸 + 𝐶𝑊 ) + 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃 (2.91e)

𝐵𝑃 =
∆𝑟

4𝜃0

[︀
𝑟𝑛ℎ̄

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
− 𝑟𝑛ℎ̄

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
− 𝑟𝑠ℎ̄

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
+ 𝜎̄1𝑟∆𝑟∆𝜃𝑃𝑖𝑛𝑗

(2.91f)

A Equação (2.92) é válida para cada um dos volumes de controle que compõem a

malha discretizada mostrada na Fig. 2.4.

𝐶𝑃𝑃𝑖,𝑗 + 𝐶𝐸𝑃𝑖,𝑗+1 + 𝐶𝑊𝑃𝑖,𝑗−1 + 𝐶𝑆𝑃𝑖−1,𝑗 + 𝐶𝑁𝑃𝑖+1,𝑗 = 𝐵𝑃𝑖,𝑗
(2.92)

sendo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑟 e 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁𝜃, onde 𝑁𝜃 e 𝑁𝑟 são os números de volumes nas

direções circunferencial e radial, respectivamente. Aplicando a técnica de vetorização,

a Eq. (2.92) pode ser escrita sobre a forma:

{︀
𝑃
}︀

(𝑘,1)
= [𝐶]−1

(𝑘,𝑘) {𝐵𝑃}(𝑘,1) (2.93)

onde 𝑘 = 1, ..., 𝑁𝜃.𝑁𝑟. Para a solução da Eq. (2.93) utiliza-se como condição de con-

torno a hipótese de pressão manométrica nula nas bordas do segmento.
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2.3.2 MVF aplicado à equação da energia

Os termos da equação da energia, apresentada na sua forma adimensioal pela

Eq. 2.35, apresentam-se identificados pelos termos de A a K, como mostra a Eq. 2.94:

ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

⏟  ⏞  

𝐴

+

[︂
ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃
−

ℎ̄

2𝜃0

]︂(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

⏟  ⏞  

𝐵

−

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇

⏟  ⏞  

𝐶

+

+
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

[︂
ℎ̄

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂]︂

⏟  ⏞  

𝐷

+
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

[︂
ℎ̄

𝜃20𝑟
2

𝜕2𝑇

𝜕𝜃2

]︂

⏟  ⏞  

𝐸

= −

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑖𝑛𝑗

⏟  ⏞  

𝐹

+

+
Ω𝜇0𝑟

2
1

𝜌𝑐𝑝ℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑇0

⎡

⎢
⎢
⎣

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑝

⏟  ⏞  

𝐺

−
ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

⏟  ⏞  

𝐻

−
𝜇̄𝑟2

ℎ̄
⏟ ⏞ 

𝐼

−
ℎ̄3

12𝜇̄

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

⏟  ⏞  

𝐽

⎤

⎥
⎥
⎦
+

+
𝜇0Ω

𝜌𝑐𝑝𝑇0

⎡

⎢
⎢
⎣
−

2𝜇̄

ℎ̄

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

⏟  ⏞  

𝐾

⎤

⎥
⎥
⎦

(2.94)

Termo A:
∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 (2.95)

Aplicando a técnica de integração por partes, têm-se:

∫︁ 𝑒

𝑤

[︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟
𝑇

]︂𝑛

𝑠

𝑑𝜃 −
∆𝑟

2

∫︁ 𝑒

𝑤

𝑇𝑛

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂]︂

𝑛

𝑑𝜃 −
∆𝑟

2

∫︁ 𝑒

𝑤

𝑇𝑠

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂]︂

𝑠

𝑑𝜃

(2.96)

Analisando separadamente cada um dos termos da Eq. (2.96):

∫︁ 𝑒

𝑤

[︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟
𝑇

]︂𝑛

𝑠

𝑑𝜃 =
∆𝜃

12

[︂
𝑟𝑛ℎ̄

3
𝑛

𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑛

𝑇𝑛 −
𝑟𝑠ℎ̄

3
𝑠

𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑠

𝑇𝑠

]︂

(2.97)

∆𝜃

24
𝑇𝑛

[︂
𝑟𝑁 ℎ̄

3
𝑁

𝜇̄𝑁

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑁

]︂

+
∆𝜃

24
𝑇𝑛

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

+

−
∆𝜃

24
𝑇𝑠

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

−
∆𝜃

24
𝑇𝑠

[︂
𝑟𝑆ℎ̄

3
𝑆

𝜇̄𝑆

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑆

]︂ (2.98)



Capítulo 2. Formulação Matemática 27

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂]︂

𝑛

=
1

12∆𝑟

[︂
𝑟𝑁 ℎ̄

3
𝑁

𝜇̄𝑁

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑁

−
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

(2.99a)

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂]︂

𝑠

=
1

12∆𝑟

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

−
𝑟𝑆ℎ̄

3
𝑆

𝜇̄𝑆

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑆

]︂

(2.99b)

Assim, substituindo as relações obtidas em Eq. (2.98) e Eq. (2.99) na Eq. (2.96),

obtém-se:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
(︀
𝑇𝑛 − 𝑇𝑠

)︀ ∆𝜃

12

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

(2.100)

A mesma metodologia é utilizada para realizar a manipulação algébrica do termo

B.

Termo B:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 −

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄

2𝜃0

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 (2.101)

1

𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

[︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃
𝑇

]︂𝑒

𝑤

𝑑𝑟 −
1

𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

∫︁ 𝑒

𝑤

𝑇
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑑𝜃𝑑𝑟+

−
1

2𝜃0

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟
[︀
ℎ̄𝑇

]︀𝑒

𝑤
𝑑𝑟 +

1

2𝜃0

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑟

∫︁ 𝑒

𝑤

𝑇
𝜕ℎ̄

𝜕𝜃
𝑑𝜃𝑑𝑟

(2.102)

Analisando separadamente o primeiro termo da Eq. (2.102), obtém-se:

1

𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

[︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃
𝑇

]︂𝑒

𝑤

𝑑𝑟 =
1

𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

[︂
ℎ̄3
𝑒

12𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑒

𝑇𝑒 −
ℎ̄3
𝑤

12𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑤

𝑇𝑤

]︂

𝑑𝑟 =

1

24𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝐸

𝜇̄𝐸

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝐸

+
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

]︂

𝑇𝑒

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑑𝑟+

−
1

24𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

+
ℎ̄3
𝑊

𝜇̄𝑊

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑊

]︂

𝑇𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑑𝑟

(2.103)
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Analisando separadamente o segundo termo da Eq. (2.102), obtém-se:

1

𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟

∫︁ 𝑒

𝑤

𝑇
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑑𝜃𝑑𝑟 =

∆𝜃

2𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑇𝑒

[︂
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂]︂

𝑒

𝑑𝑟 +
∆𝜃

2𝜃20

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑇𝑤

[︂
𝜕

𝜕𝜃

(︂
ℎ̄3

12𝜇̄

𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂]︂

𝑤

𝑑𝑟 =

1

24𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝐸

𝜇̄𝐸

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝐸

−
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

]︂

𝑇𝑒

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑑𝑟+

1

24𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

−
ℎ̄3
𝑊

𝜇̄𝑊

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑊

]︂

𝑇𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑑𝑟

(2.104)

A integral presente na Eq. (2.103) e Eq. (2.104) pode ser simplificada com boa

aproximação da seguinte forma:

∫︁ 𝑛

𝑠

1

𝑟
𝑑𝑟 ≈

∆𝑟

𝑟
(2.105)

Desta forma, substituindo a Eq. (2.105) nas Eqs. (2.103)-(2.104), obtém-se que:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
(︀
𝑇𝑒 − 𝑇𝑤

)︀ ∆𝑟

12𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝑃

𝑟𝑃 𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

]︂

(2.106)

Utilizando o mesmo procedimento para o terceiro e quarto termos da Eq. (2.102),

obtém-se que:
∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄

2𝜃0

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
(︀
𝑇𝑒 − 𝑇𝑤

)︀ ∆𝑟

2𝜃0
ℎ̄𝑃 𝑟𝑃 (2.107)

Assim, utilizando-se das relações obtidas na Eq. (2.106) e Eq. (2.107), a equação

final para o termo B torna-se:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

𝜕𝑝

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 −

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄

2𝜃0

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

(︀
𝑇𝑒 − 𝑇𝑤

)︀ ∆𝑟

12𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝑃

𝑟𝑃 𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

]︂

−
(︀
𝑇𝑒 − 𝑇𝑤

)︀ ∆𝑟

2𝜃0
ℎ̄𝑃 𝑟𝑃

(2.108)

Termo C:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝑟∆𝑟∆𝜃

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑃 (2.109)
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Termo D:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

[︂
ℎ̄

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = ℎ̄𝑃∆𝜃

[︂

𝑟𝑛

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

𝑛

− 𝑟𝑠

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

𝑠

]︂

(2.110)

Termo E :

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

[︂
ℎ̄

𝜃20𝑟
2

𝜕2𝑇

𝜕𝜃2

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
∆𝑟

𝜃20

ℎ̄𝑃

𝑟𝑃

[︂(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑒

−

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑤

]︂

(2.111)

Termo F :

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑖𝑛𝑗𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝑟∆𝑟∆𝜃

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑖𝑛𝑗

(2.112)

Termo G:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑝𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝑟∆𝑟∆𝜃

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑃𝑃 (2.113)

Termo H:

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜃20𝜇̄𝑟
2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
∆𝑟∆𝜃

12𝜃20

(︂
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃 𝑟𝑃

)︂(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

𝑃

(2.114)

Termo I:
∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

𝜇̄𝑟2

ℎ̄
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

𝜇̄𝑃 𝑟
3
𝑃

ℎ̄𝑃

∆𝑟∆𝜃 (2.115)

Termo J:
∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

ℎ̄3

12𝜇̄

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
∆𝑟∆𝜃

12

(︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

)︂(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

𝑃

(2.116)

Termo K :

∫︁ 𝑛

𝑠

∫︁ 𝑒

𝑤

2𝜇̄

ℎ̄

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2∆𝑟∆𝜃

(︂
𝑟𝑃 𝜇̄𝑃

ℎ̄𝑃

)︂(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

𝑃

(2.117)

Para solucionar os problemas de convergência numérica provenientes da discre-

tização do termos advectivos utiliza-se um método de interpolação Upwind para os

termos advectivos na direção circunferencial (W-E) e o Método das diferenças centra-
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das para os demais termos. Assim, obtém-se:

𝑇𝑒 = 𝑇𝑃 , 𝑇𝑤 = 𝑇𝑊 (2.118a)

𝑇𝑛 =
𝑇𝑁 + 𝑇𝑃

2
, 𝑇𝑠 =

𝑇𝑆 + 𝑇𝑃

2
(2.118b)

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑒

=
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃

∆𝜃
,

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑤

=
𝑇𝑃 − 𝑇𝑊

∆𝜃
(2.118c)

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜃

)︂

𝑠

=
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆

∆𝑟
,

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂

𝑛

=
𝑇𝑁 − 𝑇𝑃

∆𝑟
(2.118d)

Assim, utilizando as relações expressas na Eq. (2.118) nos termos de A a K,

quando aplicáveis, a Eq. (2.94) pode ser escrita como:

𝐶𝑃𝑇𝑃 + 𝐶𝐸𝑇𝐸 + 𝐶𝑊𝑇𝑊 + 𝐶𝑁𝑇𝑁 + 𝐶𝑆𝑇𝑆 = 𝐵𝑃 (2.119)

onde,

𝐶𝑆 = 𝐶𝑆1 + 𝐶𝑆2 (2.120)

𝐶𝑁 = 𝐶𝑁1 + 𝐶𝑁2 (2.121)

𝐶𝑊 = 𝐶𝑊1 + 𝐶𝑊2 (2.122)

𝐶𝑃 = 𝐶𝑃1 + 𝐶𝑃2 + 𝐶𝑃3 + 𝐶𝑃4 + 𝐶𝑃5 (2.123)

𝐵𝑃 = 𝐵𝑃1 +
Ω𝜇0𝑟

2
1

𝜌𝑐𝑝ℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑇0

(𝐵𝑃2 +𝐵𝑃3 +𝐵𝑃4 +𝐵𝑃5) +
𝜇0Ω

𝜌𝑐𝑝𝑇0

(𝐵𝑃6) (2.124)

sendo,

𝐶𝑁1 =
∆𝜃

24

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

(2.125)

𝐶𝑆1 = −
∆𝜃

24

[︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂

𝑃

]︂

(2.126)

𝐶𝑁2 =
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

𝑟𝑛ℎ̄𝑃∆𝜃

∆𝑟
(2.127)

𝐶𝑆2 =
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

𝑟𝑠ℎ̄𝑃∆𝜃

∆𝑟
(2.128)

𝐶𝑊1 = −
∆𝑟

12𝜃20

[︂
ℎ̄3
𝑃

𝑟𝑃 𝜇̄𝑃

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂

𝑃

]︂

+
∆𝑟

2𝜃0
ℎ̄𝑃 𝑟𝑃 (2.129)
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𝐶𝐸1 = 0 (2.130)

𝐶𝐸2 =
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ω𝑟21

∆𝑟

𝜃20∆𝜃

ℎ̄𝑃

𝑟𝑃
(2.131)

𝐶𝑊2 = 𝐶𝐸2 (2.132)

𝐶𝑃1 = − (𝐶𝑁1 + 𝐶𝑆1) (2.133)

𝐶𝑃2 = − (𝐶𝐸1 + 𝐶𝑊1) (2.134)

𝐶𝑃3 = −𝑟∆𝑟∆𝜃

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

(2.135)

𝐶𝑃4 = − (𝐶𝑁2 + 𝐶𝑆2) (2.136)

𝐶𝑃5 = − (𝐶𝐸2 + 𝐶𝑊2) (2.137)

𝐵𝑃1 = −𝑟∆𝑟∆𝜃

[︃

𝑉𝑖𝑛𝑗 +
𝑘𝑡

𝜌𝑐𝑝Ωℎ2
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑙̄𝑓

𝜎1

]︃

𝑇𝑖𝑛𝑗 (2.138)

𝐵𝑃2 = 𝑟∆𝑟∆𝜃

(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂

𝑃𝑃 (2.139)

𝐵𝑃3 = −
∆𝑟∆𝜃

12𝜃20

(︂
ℎ̄3
𝑃

𝜇̄𝑃 𝑟𝑃

)︂(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜃

)︂2

𝑃

(2.140)

𝐵𝑃4 = −
𝜇̄𝑃 𝑟

3
𝑃

ℎ̄𝑃

∆𝑟∆𝜃 (2.141)

𝐵𝑃5 = −
∆𝑟∆𝜃

12

(︂
𝑟𝑃 ℎ̄

3
𝑃

𝜇̄𝑃

)︂(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︂2

𝑃

(2.142)

𝐵𝑃6 = −2∆𝑟∆𝜃

(︂
𝑟𝑃 𝜇̄𝑃

ℎ̄𝑃

)︂(︂
𝜕ℎ̄

𝜕𝑡
− 𝑉𝑖𝑛𝑗

)︂2

𝑃

(2.143)

A Equação (2.119) é válida para cada um dos volumes de controle que compõem

a malha discretizada mostrada na Fig. 2.4.

𝐶𝑃𝑇𝑖,𝑗 + 𝐶𝐸𝑇𝑖,𝑗+1 + 𝐶𝑊𝑇𝑖,𝑗−1 + 𝐶𝑆𝑇𝑖−1,𝑗 + 𝐶𝑁𝑇𝑖+1,𝑗 = 𝐵𝑃𝑖,𝑗
(2.144)

sendo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑟 e 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁𝜃, onde 𝑁𝜃 e 𝑁𝑟 são os números de volumes nas

direções circunferencial e radial, respectivamente. Aplicando a técnica de vetorização,

a Eq. (2.144) pode ser escrita sobre a forma:

{︀
𝑇
}︀

(𝑘,1)
= [𝐶]−1

(𝑘,𝑘) {𝐵𝑃}(𝑘,1) (2.145)
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onde 𝑘 = 1, ..., 𝑁𝜃.𝑁𝑟. Para a solução da Eq. (2.145) utiliza-se como condição de

contorno a hipótese adiabática para as bordas do segmento.

2.3.3 MFV aplicado às equações de perturbação

Para resolver as Eqs. (2.47)-(2.49) utiliza-se novamente o MVF. A Equação (2.146)

apresenta a equação genérica para qualquer valor de 𝛾.

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ3

0

𝜇

𝜕𝑝𝛾
𝜕𝑟

+
3𝑟ℎ2

0ℎ𝛾

𝜇

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

+
1

12𝑟2
𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ3
0

𝜇

𝜕𝑝𝛾
𝜕𝜃

+
3ℎ2

0ℎ𝛾

𝜇

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

=
Ω

2

𝜕ℎ𝛾

𝜕𝜃
+ ℎ𝛾𝑖𝜔𝑝 + 𝜎1𝑝𝛾

(2.146)

Deste modo, para 𝛾 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 e aplicando as técnicas de adimensionalização, tem-se:

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

+
3𝑟ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

⏟  ⏞  

𝐴

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

+
3ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

⏟  ⏞  

𝐵

= 𝑖𝜔̄𝑝
⏟ ⏞ 

𝐶

(2.147)

onde,

𝑝ℎ𝑝𝑖 =
𝑝ℎ𝑝𝑖ℎ

3
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝜇0𝑟21Ω
(2.148)

Aplicando o MFV na Eq. (2.147), obtém-se:

Termo A:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

+
3𝑟ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

12

[︃

𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

)︂

𝑛

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
0𝑛𝑑𝜃 −

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

)︂

𝑠

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
0𝑠𝑑𝜃

]︃

+

+
1

4

[︃

𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄2
0𝑛𝑑𝜃 −

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄2
0𝑠𝑑𝜃

]︃

=

∆𝜃

24

{︂
𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
−

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

+

+
∆𝜃

8

{︂
𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄2

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
−

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄2

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

(2.149)
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Termo B:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑤

𝑠

1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

+
3ℎ̄2

0

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

12𝜃20

[︂
1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

)︂

𝑒

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
0𝑒𝑑𝑟 −

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

)︂

𝑤

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄3
0𝑤𝑑𝑟

]︂

+

+
1

4𝜃20

[︂
1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄2
0𝑒𝑑𝑟 −

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

1

𝑟
ℎ̄2
0𝑤𝑑𝑟

]︂

=

∆𝑟

24𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

−
1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝ℎ𝑝𝑖
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

+

+
∆𝑟

8𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

−
1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

(2.150)

Termo C:
∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑤

𝑠

𝑖𝜔̄𝑝𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝑖𝜔̄𝑝𝑟∆𝑟∆𝜃 (2.151)

Aplicando novamente o método de diferenças à montante e organizando os termos

das equações, obtém-se:

𝐶𝑁 =
𝑟𝑛

24𝜇̄𝑛

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.152a)

𝐶𝑆 =
𝑟𝑠

24𝜇̄𝑠

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.152b)

𝐶𝐸 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑒

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.152c)

𝐶𝑊 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑤

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.152d)

𝐶𝑃 = − (𝐶𝑁 + 𝐶𝑆 + 𝐶𝐸 + 𝐶𝑊 ) (2.152e)

𝐵ℎ𝑝𝑖 = −𝐵ℎ𝑝𝑖1 − 𝐵ℎ𝑝𝑖2 +𝐵ℎ𝑝𝑖3 (2.152f)
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onde,

𝐵ℎ𝑝𝑖1 =
𝑟𝑛∆𝜃

8𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄2

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
+

−
𝑟𝑠∆𝜃

8𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄2

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀ (2.153)

𝐵ℎ𝑝𝑖2 =
∆𝑟

8𝜃20𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

+

−
∆𝑟

8𝜃20𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃ (2.154)

𝐵ℎ𝑝𝑖3 = 𝑖𝜔̄𝑝𝑟∆𝑟∆𝜃 (2.155)

Assim, a Eq. (2.147) torna-se:

𝐶𝑃𝑃ℎ𝑝𝑖𝑃 + 𝐶𝐸𝑃ℎ𝑝𝑖𝐸 + 𝐶𝑊𝑃ℎ𝑝𝑖𝑊 + 𝐶𝑆𝑃ℎ𝑝𝑖𝑆 + 𝐶𝑁𝑃ℎ𝑝𝑖𝑁 = 𝐵ℎ𝑝𝑖𝑃 (2.156)

Para 𝛾 = 𝛼𝑠 e 𝛾 = 𝛼𝑟 a metodologia é semelhante. Portanto, adota-se ℎ𝛾 = ℎ𝛼

e 𝑝𝛾 = 𝑝𝛼 para ambos. Substituindo essas relações na Eq. (2.146) e aplicando as

técnicas de adimensionalização, obtém-se:

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

]︂

⏟  ⏞  

𝐴

+
1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
3𝑟ℎ̄2

0ℎ̄𝛼

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

⏟  ⏞  

𝐵

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

]︂

⏟  ⏞  

𝐶

+

+
1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
3ℎ̄2

0ℎ̄𝛼

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

⏟  ⏞  

𝐷

=
1

2𝜃0

𝜕ℎ̄𝛼

𝜕𝜃
⏟  ⏞  

𝐸

+ 𝑖ℎ̄𝛼𝜔̄𝑝
⏟  ⏞  

𝐹

(2.157)

na qual,

ℎ̄𝛼 =
ℎ𝛼

𝑟1
, 𝑝𝛼 =

𝑝𝛼ℎ
3
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

𝜇0𝑟31Ω
(2.158)

Aplicando o MVF em cada um dos termos da Eq. (2.157), obtém-se:
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Termo A:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟ℎ̄3

0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

12

[︃

𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

)︂

𝑛

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
0𝑛𝑑𝜃 −

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

)︂

𝑠

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

ℎ̄3
0𝑠𝑑𝜃

]︃

=

∆𝜃

24

{︂
𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
−

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

(2.159)

Termo B:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

12𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
3𝑟ℎ̄2

0ℎ̄𝛼

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝑟

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

4

[︃

𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑛
ℎ̄2
0𝑛𝑑𝜃

]︃

−
1

4

[︃

𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

∫︁ 𝜃𝑒

𝜃𝑤

(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑠
ℎ̄2
0𝑠𝑑𝜃

]︃

=

∆𝜃

8

{︂
𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

+

−
∆𝜃

8

{︂
𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

(2.160)

Termo C:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
ℎ̄3
0

𝜇̄

𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

12𝜃20

[︂
1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

)︂

𝑒

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

ℎ̄3
0𝑒

𝑟
𝑑𝑟 −

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

)︂

𝑤

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

ℎ̄3
0𝑤

𝑟
𝑑𝑟

]︂

=

∆𝑟

24𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

−
1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

(2.161)
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Termo D:

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

12𝜃20𝑟
2

𝜕

𝜕𝜃

[︂
3ℎ̄2

0ℎ̄𝛼

𝜇̄

𝜕𝑝0
𝜕𝜃

]︂

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

1

4𝜃20

[︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

ℎ̄2
0𝑒

(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑒

𝑟
𝑑𝑟

]︃

−
1

4𝜃20

[︃

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

ℎ̄3
0𝑤

(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑤

𝑟
𝑑𝑟

]︃

=

∆𝑟

8𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

+

−
∆𝑟

8𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

(2.162)

Termo E :

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

1

2𝜃0

𝜕ℎ̄𝛼

𝜕𝜃
𝑟𝑑𝑟𝜃

1

2𝜃0

[︂∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

𝑟
(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑒
𝑑𝑟 −

∫︁ 𝑟𝑛

𝑟𝑠

𝑟
(︀
ℎ̄𝛼

)︀

𝑤
𝑑𝑟

]︂

∆𝑟

4𝜃0

[︀
𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
− 𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
− 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀

(2.163)

Termo F :

∫︁ 𝑒

𝑤

∫︁ 𝑛

𝑠

𝑖ℎ̄𝛼𝜔̄𝑝𝑟𝑑𝑟𝜃

𝑖𝜔̄𝑝∆𝑟∆𝜃

4

[︀
𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.164)

A Eq. (2.157) pode ser escrita de acordo a Eq. (2.165):

𝐶𝑃𝑃𝛼𝑃 + 𝐶𝐸𝑃𝛼𝐸 + 𝐶𝑊𝑃𝛼𝑊 + 𝐶𝑆𝑃𝛼𝑆 + 𝐶𝑁𝑃𝛼𝑁 = 𝐵𝛼𝑃 (2.165)
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na qual,

𝐶𝑁 =
𝑟𝑛

24𝜇̄𝑛

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.166a)

𝐶𝑆 =
𝑟𝑠

24𝜇̄𝑠

∆𝜃

∆𝑟

[︀
ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄3

0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
(2.166b)

𝐶𝐸 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑒

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.166c)

𝐶𝑊 =
1

24𝜃20𝜇̄𝑤

∆𝑟

∆𝜃

[︃

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄3
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃

(2.166d)

𝐶𝑃 = − (𝐶𝑁 + 𝐶𝑆 + 𝐶𝐸 + 𝐶𝑊 ) (2.166e)

𝐵𝛼𝑃 = −𝐵𝛼1 − 𝐵𝛼2 +𝐵𝛼3 +𝐵𝛼4 (2.166f)

sendo,

𝐵𝛼1 =
∆𝜃

8

{︂
𝑟𝑛
𝜇̄𝑛

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑛

[︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

+

−
∆𝜃

8

{︂
𝑟𝑠
𝜇̄𝑠

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝑟

)︂

𝑠

[︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀
}︂

(2.167a)

𝐵𝛼2 =
∆𝑟

8𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑒

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑒

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

+

−
∆𝑟

8𝜃20

{︃

1

𝜇̄𝑤

(︂
𝜕𝑝0
𝜕𝜃

)︂

𝑤

[︃

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑛
+

ℎ̄2
0

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀
ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀

𝑟𝑠

]︃}︃

(2.167b)

𝐵𝛼3 =
∆𝑟

4𝜃0

[︀
𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
− 𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
− 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀

(2.167c)

𝐵𝛼4 =
𝑖𝜔̄𝑝∆𝑟∆𝜃

4

[︀
𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑛ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑛, 𝜃𝑤

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑒

)︀
+ 𝑟𝑠ℎ̄𝛼

(︀
𝑟𝑠, 𝜃𝑤

)︀]︀

(2.167d)

A Figura 2.5 apresenta o fluxograma de cálculo dos coeficientes dinâmicos do man-

cal.
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q̇ =
{︁

𝑧̇ ẋ1𝑝 ẋ2𝑝 . . . ẋ𝑁𝑝 ẋ1𝑎 . . . ẋ𝑁𝑎

}︁𝑇

(2.172)

q =
{︁

𝑧 x1𝑝 x2𝑝 . . . x𝑁𝑝 x1𝑎 . . . x𝑁𝑎

}︁𝑇

(2.173)

sendo o vetor 𝑥𝑖 composto pelas translações 𝑤𝑖 e rotações 𝛼𝑟𝑖 e 𝛼𝑠𝑖 de cada segmento,

como mostra a Eq. (2.174).

x𝑖𝑝 =
{︁

𝑤𝑖𝑝 𝛼𝑟𝑖𝑝 𝛼𝑠𝑖𝑝

}︁

, ẋ𝑖𝑝 =
{︁

𝑤̇𝑖𝑝 𝛼̇𝑟𝑖𝑝 𝛼̇𝑠𝑖𝑝

}︁

, ẍ𝑖𝑝 =
{︁

𝑤̈𝑖𝑝 𝛼̈𝑟𝑖𝑝 𝛼̈𝑠𝑖𝑝

}︁

,

x𝑖𝑎 =
{︁

𝑤𝑖𝑎 𝛼𝑟𝑖𝑎 𝛼𝑠𝑖𝑎

}︁

, ẋ𝑖𝑎 =
{︁

𝑤̇𝑖𝑎 𝛼̇𝑟𝑖𝑎 𝛼̇𝑠𝑖𝑎

}︁

, ẍ𝑖𝑎 =
{︁

𝑤̈𝑖𝑎 𝛼̈𝑟𝑖𝑎 𝛼̈𝑠𝑖𝑎

}︁ (2.174)

O carregamento externo F (𝑡) contém as forças e momentos aplicados ao sistema,

como mostra a Eq. (2.175)

F (𝑡) =
{︁

𝐹𝑧 P1𝑝 P2𝑝 . . . P𝑁𝑝 P1𝑎 . . . P𝑁𝑎

}︁𝑇

(2.175)

sendo o vetor P𝑖 é composto pela força 𝑊𝑖 e os momentos 𝑀𝑟𝑖 e 𝑀𝑠𝑖 aplicados em

cada segmento do mancal, como mostra a Eq. (2.176).

P𝑖𝑝 =
{︁

𝑊𝑖𝑝 𝑀𝑟𝑖𝑝 𝑀𝑠𝑖𝑝

}︁

,P𝑖𝑎 =
{︁

𝑊𝑖𝑎 𝑀𝑟𝑖𝑎 𝑀𝑠𝑖𝑎

}︁

(2.176)

As matrizes globais de massa, rigidez e amortecimento do sistema, M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙), K(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙)

e D(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙), respectivamente, são obtidas como mostra as Eqs. (2.177)-(2.181).

M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 0 0 . . . 0 0 . . . 0

M1𝑝 0 . . . 0 0 . . . 0

M2𝑝
...

...
...

...
...

. . . 0 0 . . . 0

M𝑁𝑝 0 . . . 0

M1𝑎 . . . 0

. . .
...

𝑆𝐼𝑀. M𝑁𝑎

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2.177)
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M𝑖𝑝 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑚𝑝𝑎𝑑𝑖𝑝 0 0

0 𝐽𝑟𝑖𝑝 0

0 0 𝐽𝑠𝑖𝑝

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
,M𝑖𝑎 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑚𝑝𝑎𝑑𝑖𝑎 0 0

0 𝐽𝑟𝑖𝑎 0

0 0 𝐽𝑠𝑖𝑎

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

(2.178)

K(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2𝑁∑︀

𝑖=1

𝑘𝑧𝑧𝑖 Kℎ Kℎ . . . Kℎ Kℎ . . . Kℎ

K𝑣 K 0 . . . 0 0 . . . 0

K𝑣 0 K . . . 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .

...
... . . . 0

K𝑣 0 0 . . . K 0 . . . 0

K𝑣 0 0 . . . 0 K . . . 0
...

...
... . . .

...
...

. . .
...

K𝑣 0 0 . . . 0 0 . . . K

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2.179)

K =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘0 + 𝑘𝑧𝑧 𝑘𝑧𝛼𝑟
𝑘𝑧𝛼𝑠

−𝑘𝛼𝑟𝑧 𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

−𝑘𝛼𝑠𝑧 𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
, K𝑣 =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−𝑘𝑧𝑧

𝑘𝛼𝑟𝑧

𝑘𝛼𝑠𝑧

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

Kℎ =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−𝑘𝑧𝑧

−𝑘𝑧𝛼𝑟

−𝑘𝑧𝛼𝑠

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

𝑇

(2.180)

D(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2𝑁∑︀

𝑖=1

𝑑𝑧𝑧𝑖 Dℎ Dℎ . . . Dℎ Dℎ . . . Dℎ

D𝑣 D 0 . . . 0 0 . . . 0

D𝑣 0 D . . . 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .

...
... . . . 0

D𝑣 0 0 . . . D 0 . . . 0

D𝑣 0 0 . . . 0 D . . . 0
...

...
... . . .

...
...

. . .
...

D𝑣 0 0 . . . 0 0 . . . D

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2.181)

D =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑑𝑧𝑧 𝑑𝑧𝛼𝑟
𝑑𝑧𝛼𝑠

−𝑑𝛼𝑟𝑧 𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

−𝑑𝛼𝑠𝑧 𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
,D𝑣 =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−𝑑𝑧𝑧

𝑑𝛼𝑟𝑧

𝑑𝛼𝑠𝑧

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

,Dℎ =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−𝑑𝑧𝑧

−𝑑𝑧𝛼𝑟

−𝑑𝑧𝛼𝑠

⎫

⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

𝑇

(2.182)

sendo 𝑚𝑝𝑎𝑑𝑖 a massa do segmento e 𝐽𝑟𝑖 e 𝐽𝑠𝑖 os momentos de inércia referentes aos

eixos 𝑟 e 𝑠, respectivamente, os quais estão destacados na Fig. 2.2.
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2.4.1 Frequências naturais e modos do sistema

As frequências naturais e os modos de vibrar do sistema podem ser determinados

por meio da solução homogênea da Eq. (2.170). Para tanto, a formulação de espaço

de estado deve ser aplicada à Eq. 2.170, como mostra a Eq. (2.183).

y =
{︁

q̇ q

}︁𝑇

, ẏ =
{︁

q̈ q̇

}︁𝑇

(2.183)

A Equação (2.184) apresenta a equação do movimento do sistema escrita utili-

zando a formulação de espaço de estado.

Aẏ + By = 0 (2.184)

onde,

A =

⎡

⎣
M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) 0

0 M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙)

⎤

⎦ ,B =

⎡

⎣
D(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) K(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙)

−M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) 0

⎤

⎦ (2.185)

A solução da Eq. (2.184) é obtida da resolução do problema de autovalor associ-

ado, como mostra a Eq. (2.186).

y = U𝑒𝜆𝑡, ẏ = 𝜆U𝑒𝜆𝑡 (2.186)

onde, U e 𝜆 estão associados aos modos e frequências naturais do sistema.

Os autovalores e autovetores apresentados Eq. (2.186), podem ser calculados uti-

lizando uma função do software MatLab ® denominada eig, a qual deve ser aplicada

de acordo com a Eq. (2.187).

[U, 𝜆] = 𝑒𝑖𝑔 (−B,A) (2.187)

2.4.2 Obtenção dos coeficientes dinâmicos equivalentes

Conforme apresentado na Eq. (2.175), esforços externos podem ser aplicados em

cada um dos GDL do sistema rotor-mancal mostrado na Fig. 2.6. Considere um carre-

gamento externo atuante no sistema, o qual é composto por uma força axial harmônica

aplicada ao GDL do rotor. A resposta dinâmica do sistema à aplicação deste carrega-
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mento é composta por descolamentos harmônicos observados em todos os GDL do

sistema, como mostra a Eq. (2.188).

F (𝑡) =
{︁

|𝐹𝑧| 𝑒
𝑗𝜔𝑝𝑡 0 0 . . . 0 0 . . . 0

}︁𝑇

,q = |q| 𝑒𝑗𝜔𝑝𝑡 (2.188)

Assim, a equação do movimento pode ser escrita como mostra a Eq. (2.189).

[︀
−𝜔2

𝑝M(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) + 𝑗𝜔𝑝D(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙) + K(𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙)

]︀
{|q|} = {|F|} (2.189)

A Equação (2.189) pode ser reescrita como mostra a Eq. (2.190).

⎡

⎣
H11 H12

H21 H22

⎤

⎦

⎧

⎨

⎩

q11

q21

⎫

⎬

⎭
=

⎧

⎨

⎩

F11 + 𝜔2
𝑝𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟q11

021

⎫

⎬

⎭
(2.190)

onde,

[H11]1𝑥1 = 𝑗𝜔𝑝D𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (1, 1) + K𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (1, 1) (2.191)

[H12]1𝑥𝑛−1 = −𝜔2
𝑝M𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (1, 2 : 𝑛) + 𝑗𝜔𝑝D𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (1, 2 : 𝑛) + K𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (1, 2 : 𝑛) (2.192)

[H21]𝑛−1𝑥1 = −𝜔2
𝑝M𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 1) + 𝑗𝜔𝑝D𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 1) + K𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 1) (2.193)

[H22]𝑛−1𝑥𝑛−1 = −𝜔2
𝑝M𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 2 : 𝑛) + 𝑗𝜔𝑝D𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 2 : 𝑛) + K𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 (2 : 𝑛, 2 : 𝑛)

(2.194)

A Equação (2.190) pode ser escrita sob a forma de um um sistema linear, como

mostra a Eq. (2.195), o qual pode ser escalonado e reescrito como mostra a Eq. (2.196):

⎧

⎨

⎩

H11q11 + H12q21 = F11 + 𝜔2
𝑝𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟q11

H21q11 + H22q21 = 021

(2.195)

(︀
H11 − H12H

−1
22 H21

)︀
q11 = F11 + 𝜔2

𝑝𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟q11 (2.196)

onde,

S =
(︀
H11 − H12H

−1
22 H21

)︀
(2.197)

é definida como a impedância mecânica do sistema, a qual contém os coeficientes

equivalentes de rigidez e amortecimento, 𝐾𝑒𝑞 e 𝐷𝑒𝑞, respectivamente, calculados de
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acordo com as Eqs. (2.198) e (2.199).

𝐾𝑒𝑞 = Re (S) (2.198)

𝐷𝑒𝑞 =
1

𝜔𝑝

Im (S) (2.199)



Capítulo 3

Resultados Numéricos

A metodologia apresentada neste trabalho é aplicada a um mancal hidrodinâmico

segmentado axial de dupla-ação com seis sapatas, conforme o modelo físico mostrado

na Fig. (2.6) apresentado na Capítulo 2 deste trabalho. Este mancal encontra-se pre-

sente em uma bancada experimental a qual foi utilizada por Wang et al. (2018), cuja a

configuração assemelha-se a um compressor centrífugo industrial. A Figura 3.1 apre-

senta a bancada experimental, destacando os principais componentes que a compõe,

a saber: 1 - motor; 2 - caixa de engrenagens; 3 - compressor centrífugo; 4 - mancal

hidrodinâmico segmentado radial; 5 - mancal combinado (TPJB + TPTB); 6 - tubula-

ção de óleo do circuito hidráulico; 7 - tubulação para a circulação do gás; 8 - tubulução

para o suprimento de óleo.

Figura 3.1: Bancada experimental utilizada como referência para as simulações nú-
mericas deste trabalho. Fonte: Wang et al. (2018).
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Na Figura 3.2 é possível visualizar a seção transversal da bancada destacando os

seguintes componentes: 1 - disco do compressor; 2 - disco para balanceamento; 3 -

cavidade para alimentação de óleo à alta pressão; 4 - TPTB principal; 5 - TPJB; 6 -

Tubulação para injeção de óleo à alta pressão na câmara; 7 - pivô do segmento ; 8 -

Colar de escora; 9 - eixo.

Figura 3.2: Seção transversal em corte da bancada experimental utilizada como refe-
rência para as simulações númericas deste trabalho. Fonte: Wang et al. (2018).

A Figura. 3.3a apresenta as superfícies inferior e superior do segmento do TPTB,

cujo pivô é do tipo esférico. A Figura 3.3b apresenta a configuração do ensaio de

compressão realizado para determinar a rigidez do pivô. Os parâmetros do TPTB são

apresentados na Tab. 3.1.

(a) (b)

Figura 3.3: Segmento do TPTB. (a) Vista superior e inferior; (b) Ensaio para determinar
a ridigez do pivô. Fonte: Wang et al. (2018)
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Tabela 3.1: Parâmetros do mancal segmentado axial analisado.

Parâmetro Valor

Raio interno (𝑟1) 38,50 mm
Raio externo (𝑟2) 75,00 mm

Número de segmentos (𝑁𝑝𝑎𝑑) 6
Comprimento angular (𝜃0) 55,6°

Espessura do segmento (𝑡𝑝𝑎𝑑) 17,00 mm
Raio do pivô (𝑟𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡) 58,21 mm

Posição angular do pivô (𝜃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡) 27,8°
Massa do segmento (𝑚𝑝𝑎𝑑) 0,268 kg

Momento de inércia do segmento em relação ao eixo 𝑟 (𝐽𝑟) 9,804×10−5 kg.m2

Momento de inércia do segmento em relação ao eixo 𝑠 (𝐽𝑠) 5,354×10−5 kg.m2

Rigidez do pivô (𝑘0) 1,4×109 N/m
Tipo de óleo ISO VG 32

Condutividade térmica do óleo (𝑘𝑡) 0,15 W/(m.°C)
Calor específico do óleo (𝑐𝑝) 1850 J(kg.°C)
Massa específica do óleo (𝜌) 850 kg/m2

Temperatura do banho de óleo (𝑇𝑏𝑎𝑡ℎ) 30 °C
Massa do rotor (𝑀𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟) 59,17 kg

Diâmetro do orifício de injeção (𝑑0) 5,00 mm
Profundidade do duto de injeção (ℎℎ) 17,00 mm

3.1 Análise de convergência de malha

Uma análise de convergência de malha foi realizada para determinar o refinamento

mínimo, isto é, o número mínimo de volumes finitos que deve ser utilizado para a so-

lução numérica das equações. Nesta análise, 18 parâmetros de saídas do modelo (9

coeficientes de rigidez e 9 coeficientes de amortecimento) foram calculados conside-

rando diferentes graus de refinamento da malha, sendo 𝑁 = 𝑁𝑟 = 𝑁𝜃 = 20 a mais

grosseira e 𝑁 = 𝑁𝑟 = 𝑁𝜃 = 110 a mais refinada.

Para determinar o número mínino de volumes satisfatório, avalia-se a diferença

percentual entre os valores calculados utilizando a malha mais refinada e aqueles cal-

culados utilizando malhas mais grosseiras. O objetivo nesta abordagem é determinar

qual o número mínimo de volumes na malha para o qual a maior diferença percentual

observada seja inferior a 1%, em relação a malha mais refinada.

A Figura 3.4 mostra análise de convergência de malha realizada para um mancal

operando sobre o regime de lubrificação hidrodinâmico, isto é, sem injeção de óleo

à alta pressão, sob um carregamento estático axial de 𝐹𝑧 = 20 kN e velocidade de

rotação de Ω = 3000 RPM. Analisando a Fig. 3.4 nota-se para 𝑁 = 𝑁𝑟 = 𝑁𝜃 = 60 a
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Figura 3.10: Campos de pressão e de temperatura obtidos para os regimes de lubri-
ficação hidrodinâmico e híbrido. (a) Campo de pressão - Lubrificação hidrodinâmica;
(b) Campo de temperatura - Lubrificação hidrodinâmica; (c) Campo de pressão - Lu-
brificação híbrida; (d) Campo de temperatura - Lubrificação híbrida.

Na condição de lubrificação hidrodinâmica, ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 = 35, 28 𝜇m, 𝛼𝑟0 = −4, 36× 10−4

rad e 𝛼𝑠0 = 5, 55 × 10−4 rad e a pressão máxima, temperatura máxima e a espessura

mínima do filme de óleo são 𝑃𝑚𝑎𝑥 = 3, 35 MPa, 𝑇𝑚𝑎𝑥 = 79, 57 °C e ℎ𝑚𝑖𝑛 = 15, 80

𝜇m, respectivamente. Para a condição de lubrificação híbrida, ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 = 40, 50, 𝛼𝑟0 =

−4, 69 × 10−4 rad e 𝛼𝑠0 = 6, 46 × 10−4 rad e a pressão máxima, temperatura máxima

e a espessura mínima do filme de óleo são 𝑃𝑚𝑎𝑥 = 4, 78 MPa, 𝑇𝑚𝑎𝑥 = 72, 14 °C e

ℎ𝑚𝑖𝑛 = 19, 15 𝜇m, respectivamente.

Os resultados obtidos mostram que a temperatura máxima do filme de óleo ob-

servada na condição de lubrificação híbrida é menor do que aquela calculada para o

regime de lubrificação hidrodinâmica. Essa diferença ocorre devido à temperatura do

óleo injetado 𝑇𝑖𝑛𝑗 = 30 °C, a qual é responsável por reduzir a temperatura do filme de

óleo. A redução da temperatura máxima pode também ser explicada pela espessura

mínima do filme de óleo a qual é maior para o caso de lubrificação híbrida. Devido à

vazão do óleo injetado através do orifício de injeção, a espessura do filme de óleo no
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Conforme apresentado na seção 2.2, duas diferentes abordagens são aplicadas

para determinar os coeficientes dinâmicos dos TPTB: a pequena perturbação de pres-

são e o método da perturbação numérica do filme de óleo em torno da posição de

equilíbrio do mancal.

Na Figura 3.11 o eixo horizontal representa o tamanho da perturbação aplicada

em relação à posição de equilíbrio do mancal. Para fins de melhor visualização dos

resultados, optou-se por representar no eixo horizontal uma variável 𝑥, de modo que

∆𝛾 = 10−𝑥𝛾0, 𝛾 = ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, 𝛼𝑟, 𝛼𝑠. A Tabela 3.2 apresenta os valores das perturbações

numéricas de acordo com o parâmetro 𝑥.

Tabela 3.2: Perturbações numéricas para o cálculo dos coeficientes dinâmicos.

𝑥 ∆ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 ∆𝛼𝑟 ∆𝛼𝑠 ∆ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 ∆𝛼̇𝑟 ∆𝛼̇𝑠

0 ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 𝛼𝑟 𝛼𝑠 ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 𝛼̇𝑟 𝛼̇𝑠

1 10−1 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−1 × 𝛼𝑟 10−1 × 𝛼𝑠 10−1 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−1 × 𝛼̇𝑟 10−1 × 𝛼̇𝑠

2 10−2 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−2 × 𝛼𝑟 10−2 × 𝛼𝑠 10−2 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−2 × 𝛼̇𝑟 10−2 × 𝛼̇𝑠

3 10−3 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−3 × 𝛼𝑟 10−3 × 𝛼𝑠 10−3 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−3 × 𝛼̇𝑟 10−3 × 𝛼̇𝑠

4 10−4 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−4 × 𝛼𝑟 10−4 × 𝛼𝑠 10−4 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−4 × 𝛼̇𝑟 10−4 × 𝛼̇𝑠

...
...

...
...

...
...

...
10 10−10 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−10 × 𝛼𝑟 10−10 × 𝛼𝑠 10−10 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−10 × 𝛼̇𝑟 10−10 × 𝛼̇𝑠

11 10−11 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−11 × 𝛼𝑟 10−11 × 𝛼𝑠 10−11 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−11 × 𝛼̇𝑟 10−11 × 𝛼̇𝑠

12 10−12 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−12 × 𝛼𝑟 10−12 × 𝛼𝑠 10−12 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−12 × 𝛼̇𝑟 10−12 × 𝛼̇𝑠

13 10−13 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−13 × 𝛼𝑟 10−13 × 𝛼𝑠 10−13 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−13 × 𝛼̇𝑟 10−13 × 𝛼̇𝑠

14 10−14 × ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−14 × 𝛼𝑟 10−14 × 𝛼𝑠 10−14 × ℎ̇𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 10−14 × 𝛼̇𝑟 10−14 × 𝛼̇𝑠

É importante mencionar que o método da perturbação numérica é fundamental-

mente dependente do tamanho da perturbação utilizada na metodologia, enquanto no

método da pequena perturbação de pressão não existe relação entre o tamanho da

perturbação e os valores dos coeficientes dinâmicos calculados. Portanto, o método

que será utilizado para calcular os coeficientes dinâmicos nas análises apresentadas

a seguir será o método da pequena perturbação de pressão, sendo que a compara-

ção entre os dois métodos (conforme mostra a Fig. 3.11) tem como objetivo validar

numericamente os resultados calculados pelo método utilizado.
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amortecimento decrescem com o aumento da velocidade de rotação do rotor. Para

uma dada velocidade de rotação, os coeficientes dinâmicos equivalentes do mancal

aumentam sua magnitude conforme o nível de carregamento estático se eleva. Final-

mente, para o regime de lubrificação híbrida é possível observar que os coeficientes

do mancal reduzem conforme aumenta a magnitude da pressão de injeção. Estes três

resultados destacados nesta análise podem ser explicados baseando-se nos efeitos

da velocidade de rotação, carregamento estático e pressão de injeção de óleo (para

o regime de lubrificação híbrida) na espessura do filme de óleo do mancal. Os co-

eficientes equivalentes do TPTB reduzem com o aumento da espessura do filme de

óleo. Portanto, a redução da magnitude destes coeficientes pode ser observada com

o aumento da pressão de injeção de óleo, para o regime de lubrificação híbrida e com

o aumento da velocidade de rotação, para ambos os regimes de lubrificação. O efeito

oposto é observado quando o nível de carregamento estático aumenta, para ambos

os regimes de lubrificação.

Como os coeficientes dinâmicos equivalentes são dependentes da frequência de

excitação, torna-se importante avaliar o efeito da frequência de perturbação nos coe-

ficientes equivalentes de rigidez e amortecimento do sistema. Para este fim, os coefi-

cientes equivalentes são calculados para um range de frequências de perturbação e

para diferentes condições de operação.

Com o objetivo de compreender como se comportam os coeficientes dinâmicos

do sistema ao cruzar uma região de ressonância, as frequências naturais do sistema

contidas na faixa de frequências de perturbação analisado devem ser determinadas a

partir do procedimento descrito na seção 2.4.1. A Tabela 3.3 apresenta as frequên-

cias naturais amortecidas 𝑓𝑑 e os fatores de amortecimento 𝜁 para um carregamento

estático 𝐹𝑧 de 20 kN e velocidade de rotação Ω de 1000 RPM (16,67 Hz), em uma

faixa de frequências de 1/5Ω (3,33 Hz) a 5Ω (83,33 Hz), onde 𝑓𝑑 = 𝑓
√︀

1− 𝜁2, sendo 𝑓

a frequência natural.
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A Tabela 3.4 apresenta as frequências naturais amortecidas 𝑓𝑑 e os fatores de

amortecimento 𝜁 para 𝐹𝑧 = 10 kN e Ω = 12000 RPM (200 Hz) na faixa de frequências

de 1/5Ω (40 Hz) a 5Ω (1000 Hz).

Tabela 3.4: Frequências naturais amortecidas e fatores de amortecimento para 𝐹𝑧 =
10 kN e Ω = 12000 RPM na faixa de frequências de 1/5Ω a 5Ω.

Hidrodinâmico 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 20 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 25 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 30 bar

𝑓 [Hz] 𝜁 𝑓 [Hz] 𝜁 𝑓 [Hz] 𝜁 𝑓 [Hz] 𝜁

96,01 0,33 71,30 0,25 82,74 0,25 63,56 0,21
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
177,44 0,52 165,75 0,41 160,18 0,36 149,60 0,27
249,68 0,62 243,74 0,60 250,80 0,50 215,75 0,46
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47

A Figura 3.14 mostra a variação dos coeficientes dinâmicos de rigidez e amorte-

cimento para um carregamento estático 𝐹𝑧 de 10 kN e velocidade de rotação Ω de

12000 RPM, na faixa de frequências de 1/5Ω a 5Ω.
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Conclusões e Perspectivas

No presente trabalho o comportamento dinâmico de um mancal hidrodinâmico seg-

mentado axial (TPTB) sob regime de lubrificação hidrodinâmico e híbrido foram avalia-

dos. Para este fim, o procedimento matemático para avaliar o comportamento estático

e dinâmico no Capítulo 2. Contempla-se no referido capítulo o procedimento utilizado

para a obtenção das equações de Reynolds e de energia modificadas para um regime

de lubrificação híbrido. É também no Capítulo 2 que são descritos os procedimentos

matemáticos para a obtenção dos coeficientes de rigidez e amortecimento do filme

de óleo, determinação das frequências naturais do sistema rotor-mancal e cálculo dos

coeficientes dinâmicos equivalentes.

No Capítulo 3 são apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir da

aplicação da metodologia proposta neste trabalho para um mancal TBTB de dupla

ação. Dos resultados apresentados no capítulo 3, pode-se destacar as seguintes

conclusões:

1. A temperatura máxima do filme de óleo observada para o regime de lubrificação

híbrido é menor do que a máxima temperatura observada para o regime de lu-

brificação hidrodinâmico, o que pode ser explicado por duas razões: a injeção

de óleo frio no filme de óleo e o aumento da espessura do filme de óleo devido

a vazão de injeção de óleo;

2. No método da perturbação numérica para o cálculo dos coeficientes dinâmicos

o tamanho da perturbação está contido em uma range limitado. Assim, a vali-

dade deste método está restrito à um determinado range e, portanto, deve-se
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primeiramente verificar se o tamanho da perturbação escolhida é válido;

3. Os coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento diminuem com o au-

mento da espessura do óleo. Por esta razão, os coeficientes equivalentes calcu-

lados para o regime de lubrificação híbrido tem suas amplitudes reduzidas com o

aumento da pressão de injeção de óleo. Ademais, a magnitude dos coeficientes

equivalentes aumenta com o aumento da carga estática aplicada e reduz com o

aumento da velocidade de rotação, para ambos os regimes de lubrificação;

4. Os coeficientes equivalentes são influenciados pela frequência de excitação e,

a significância desta influência, está relacionada às frequências naturais e aos

coeficientes de amortecimento associados a cada modo de vibrar.

Como trabalhos futuros que podem ser realizados suportados pelas conclusões

desta Tese de doutorado destaca-se primeiramente a verificação experimental dos

resultados teóricos apresentados. Para este fim, foi projetada uma bancada experi-

mental inspirada no modelo rotordinâmico de uma UG vertical do tipo Francis. Para

a verificação experimental dos efeitos da lubrificação híbrida no comportamento di-

nâmico do sistema, foi projetado um sistema hidráulico para a injeção de óleo à alta

pressão através dos oríficios de injeção presentes em cada um dos segmentos do

TPTB da bancada experimental.

Por fim, é importante destacar que a metodologia apresentada nesta Tese de dou-

torado pode ser utilizada como suporte para o desenvolvimento de técnicas de con-

trole ativo de vibrações axiais.
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Apêndice A

Resultados obtidos nas análises

estática e dinâmica

Nesta seção serão apresentados na íntegra as posições de equilíbrio, os coeficien-

tes dinâmicos, as frequências naturais e os fatores de amortecimento para cada uma

das condições de operação abordadas no Capítulo 3. Deste modo, são apresentadas

posições de equilíbrio e os coeficientes dinâmicos do filme de óleo para diferentes

condições de operação e regimes de lubrificação (Tabs. A.1-A.17) e as frequências

naturais e fatores de amortecimento para diferentes condições de operação e regimes

de lubrificação (Tab. A.17 e Tab. A.18).
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Tabela A.1: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção hidrodinâmico, sendo 𝐹𝑧 = 10 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 2,94E-05 3,61E-05 4,16E-05 4,66E-05 5,10E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -3,09E-04 -3,78E-04 -4,37E-04 -4,88E-04 -5,35E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 4,05E-04 4,95E-04 5,72E-04 6,40E-04 7,01E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 1,75E+08 1,43E+08 1,24E+08 1,11E+08 1,01E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 6,00E+06 4,90E+06 4,24E+06 3,79E+06 3,46E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 6,25E+04 5,10E+04 4,42E+04 3,95E+04 3,61E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 2,88E+05 2,35E+05 2,03E+05 1,82E+05 1,66E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 4,20E+04 3,43E+04 2,97E+04 2,65E+04 2,42E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,11E+04 9,07E+03 7,85E+03 7,02E+03 6,41E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,14E+05 -9,32E+04 -8,07E+04 -7,22E+04 -6,59E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,12E+03 -9,14E+02 -7,91E+02 -7,08E+02 -6,46E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 7,45E+03 6,09E+03 5,27E+03 4,71E+03 4,30E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 1,90E+06 1,04E+06 6,72E+05 4,81E+05 3,66E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,22E+03 2,84E+03 1,84E+03 1,32E+03 1,00E+03
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 8,11E+02 4,42E+02 2,87E+02 2,05E+02 1,56E+02
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 5,21E+03 2,84E+03 1,84E+03 1,32E+03 1,00E+03
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,34E+02 1,27E+02 8,27E+01 5,92E+01 4,50E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,16E+00 -1,72E+00 -1,12E+00 -7,98E-01 -6,07E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 8,21E+02 4,47E+02 2,90E+02 2,08E+02 1,58E+02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,12E+00 -1,70E+00 -1,10E+00 -7,90E-01 -6,01E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,19E+01 2,82E+01 1,83E+01 1,31E+01 9,99E+00

Tabela A.2: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 20 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 3,09E-05 3,79E-05 4,37E-05 4,89E-05 5,36E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -3,17E-04 -3,88E-04 -4,48E-04 -5,01E-04 -5,49E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 4,33E-04 5,30E-04 6,13E-04 6,85E-04 7,50E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 9,77E+07 7,96E+07 6,89E+07 6,15E+07 5,61E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 3,55E+06 2,90E+06 2,51E+06 2,24E+06 2,04E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 6,07E+04 4,91E+04 4,23E+04 3,76E+04 3,41E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 2,05E+05 1,67E+05 1,45E+05 1,29E+05 1,18E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,63E+04 2,96E+04 2,56E+04 2,29E+04 2,09E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 9,81E+03 8,00E+03 6,92E+03 6,19E+03 5,65E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,33E+05 -1,09E+05 -9,43E+04 -8,45E+04 -7,72E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,99E+03 -1,63E+03 -1,42E+03 -1,27E+03 -1,16E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 6,68E+03 5,45E+03 4,72E+03 4,22E+03 3,85E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 1,10E+06 5,99E+05 3,88E+05 2,78E+05 2,11E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 4,36E+03 2,37E+03 1,54E+03 1,10E+03 8,36E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,90E+02 2,10E+02 1,35E+02 9,64E+01 7,30E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 4,36E+03 2,37E+03 1,54E+03 1,10E+03 8,35E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,08E+02 1,13E+02 7,34E+01 5,25E+01 4,00E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,40E+00 -1,86E+00 -1,21E+00 -8,66E-01 -6,59E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 3,95E+02 2,13E+02 1,37E+02 9,79E+01 7,41E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,37E+00 -1,84E+00 -1,20E+00 -8,59E-01 -6,54E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 4,52E+01 2,46E+01 1,59E+01 1,14E+01 8,67E+00
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Tabela A.3: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 25 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 3,42E-05 4,19E-05 4,83E-05 5,40E-05 5,92E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -3,35E-04 -4,11E-04 -4,75E-04 -5,31E-04 -5,81E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 4,86E-04 5,96E-04 6,89E-04 7,70E-04 8,43E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 7,19E+07 5,86E+07 5,07E+07 4,52E+07 4,12E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 2,72E+06 2,22E+06 1,92E+06 1,72E+06 1,57E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 4,52E+04 3,63E+04 3,11E+04 2,74E+04 2,47E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 1,35E+05 1,10E+05 9,53E+04 8,52E+04 7,77E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,84E+04 2,31E+04 2,00E+04 1,79E+04 1,63E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 7,63E+03 6,22E+03 5,39E+03 4,82E+03 4,40E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,16E+05 -9,48E+04 -8,24E+04 -7,40E+04 -6,78E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,79E+03 -1,47E+03 -1,28E+03 -1,15E+03 -1,05E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 5,56E+03 4,53E+03 3,92E+03 3,51E+03 3,20E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 8,48E+05 4,61E+05 2,99E+05 2,14E+05 1,63E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,37E+03 1,83E+03 1,19E+03 8,50E+02 6,47E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,03E+02 1,08E+02 6,95E+01 4,92E+01 3,71E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 3,37E+03 1,83E+03 1,19E+03 8,50E+02 6,46E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,61E+02 8,74E+01 5,67E+01 4,06E+01 3,09E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -2,96E+00 -1,62E+00 -1,05E+00 -7,56E-01 -5,76E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 2,07E+02 1,11E+02 7,11E+01 5,04E+01 3,80E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -2,94E+00 -1,61E+00 -1,05E+00 -7,51E-01 -5,72E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,47E+01 1,88E+01 1,22E+01 8,75E+00 6,65E+00

Tabela A.4: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 30 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 3,87E-05 4,74E-05 5,47E-05 6,11E-05 6,69E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -3,59E-04 -4,40E-04 -5,08E-04 -5,67E-04 -6,21E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 5,64E-04 6,91E-04 7,98E-04 8,91E-04 9,75E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 4,85E+07 3,95E+07 3,41E+07 3,04E+07 2,77E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,93E+06 1,58E+06 1,37E+06 1,22E+06 1,11E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 2,95E+04 2,36E+04 1,99E+04 1,73E+04 1,53E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 7,43E+04 6,04E+04 5,22E+04 4,67E+04 4,26E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,08E+04 1,70E+04 1,47E+04 1,32E+04 1,20E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 5,54E+03 4,52E+03 3,92E+03 3,51E+03 3,20E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -9,65E+04 -7,92E+04 -6,90E+04 -6,21E+04 -5,72E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,53E+03 -1,25E+03 -1,09E+03 -9,77E+02 -8,95E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 4,46E+03 3,64E+03 3,15E+03 2,82E+03 2,57E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 6,06E+05 3,30E+05 2,14E+05 1,53E+05 1,16E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,39E+03 1,30E+03 8,45E+02 6,05E+02 4,60E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,42E+01 2,84E+01 1,79E+01 1,25E+01 9,24E+00
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 2,39E+03 1,30E+03 8,45E+02 6,05E+02 4,60E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,15E+02 6,27E+01 4,08E+01 2,92E+01 2,22E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -2,48E+00 -1,35E+00 -8,79E-01 -6,30E-01 -4,80E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 5,77E+01 3,03E+01 1,91E+01 1,34E+01 9,91E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -2,46E+00 -1,34E+00 -8,74E-01 -6,26E-01 -4,77E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,47E+01 1,34E+01 8,73E+00 6,25E+00 4,76E+00
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Tabela A.5: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção hidrodinâmico, sendo 𝐹𝑧 = 20 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 2,04E-05 2,49E-05 2,88E-05 3,22E-05 3,53E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -2,52E-04 -3,08E-04 -3,56E-04 -3,98E-04 -4,36E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 3,21E-04 3,93E-04 4,53E-04 5,07E-04 5,55E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 5,17E+08 4,22E+08 3,65E+08 3,27E+08 2,98E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,51E+07 1,24E+07 1,07E+07 9,58E+06 8,74E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -1,44E+05 -1,17E+05 -1,02E+05 -9,10E+04 -8,31E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 1,04E+06 8,51E+05 7,37E+05 6,59E+05 6,02E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,17E+05 9,56E+04 8,28E+04 7,41E+04 6,76E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,57E+04 2,10E+04 1,82E+04 1,62E+04 1,48E+04
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -3,96E+05 -3,23E+05 -2,80E+05 -2,50E+05 -2,29E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -4,40E+03 -3,60E+03 -3,11E+03 -2,79E+03 -2,54E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,17E+04 1,77E+04 1,53E+04 1,37E+04 1,25E+04
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 4,65E+06 2,53E+06 1,64E+06 1,18E+06 8,95E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,24E+04 6,77E+03 4,40E+03 3,15E+03 2,40E+03
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,88E+03 1,02E+03 6,65E+02 4,76E+02 3,62E+02
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,24E+04 6,77E+03 4,40E+03 3,15E+03 2,39E+03
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,78E+02 3,15E+02 2,04E+02 1,46E+02 1,11E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,21E+01 -6,57E+00 -4,27E+00 -3,06E+00 -2,32E+00
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 1,91E+03 1,04E+03 6,74E+02 4,82E+02 3,67E+02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,20E+01 -6,53E+00 -4,24E+00 -3,03E+00 -2,31E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,26E+02 6,87E+01 4,46E+01 3,19E+01 2,43E+01

Tabela A.6: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 36 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 2,07E-05 2,53E-05 2,93E-05 3,27E-05 3,59E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -2,52E-04 -3,09E-04 -3,56E-04 -3,99E-04 -4,37E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 3,28E-04 4,02E-04 4,64E-04 5,19E-04 5,69E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 3,24E+08 2,64E+08 2,29E+08 2,04E+08 1,86E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,01E+07 8,20E+06 7,09E+06 6,33E+06 5,77E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -6,02E+04 -5,06E+04 -4,45E+04 -4,01E+04 -3,68E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 9,10E+05 7,42E+05 6,42E+05 5,73E+05 5,23E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,12E+05 9,10E+04 7,87E+04 7,04E+04 6,42E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,47E+04 2,01E+04 1,74E+04 1,56E+04 1,42E+04
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -4,65E+05 -3,81E+05 -3,30E+05 -2,96E+05 -2,70E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -6,69E+03 -5,50E+03 -4,78E+03 -4,28E+03 -3,92E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,09E+04 1,71E+04 1,48E+04 1,32E+04 1,20E+04
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 2,99E+06 1,62E+06 1,05E+06 7,52E+05 5,71E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,17E+04 6,33E+03 4,11E+03 2,94E+03 2,23E+03
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,08E+03 5,76E+02 3,71E+02 2,64E+02 2,00E+02
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,17E+04 6,33E+03 4,10E+03 2,93E+03 2,23E+03
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,65E+02 3,07E+02 1,99E+02 1,42E+02 1,08E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,28E+01 -7,02E+00 -4,57E+00 -3,27E+00 -2,49E+00
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 1,09E+03 5,85E+02 3,76E+02 2,68E+02 2,03E+02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,28E+01 -6,97E+00 -4,54E+00 -3,26E+00 -2,48E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,21E+02 6,60E+01 4,28E+01 3,06E+01 2,33E+01
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Tabela A.7: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 42 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 2,19E-05 2,68E-05 3,10E-05 3,47E-05 3,80E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -2,60E-04 -3,19E-04 -3,69E-04 -4,12E-04 -4,52E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 3,47E-04 4,26E-04 4,92E-04 5,51E-04 6,04E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 2,76E+08 2,25E+08 1,94E+08 1,74E+08 1,58E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 8,74E+06 7,12E+06 6,15E+06 5,50E+06 5,01E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -5,13E+04 -4,34E+04 -3,87E+04 -3,54E+04 -3,28E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 7,53E+05 6,13E+05 5,30E+05 4,73E+05 4,32E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 9,76E+04 7,96E+04 6,88E+04 6,15E+04 5,61E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,17E+04 1,77E+04 1,53E+04 1,37E+04 1,25E+04
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -4,26E+05 -3,49E+05 -3,03E+05 -2,72E+05 -2,48E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -6,14E+03 -5,04E+03 -4,39E+03 -3,94E+03 -3,61E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,89E+04 1,54E+04 1,33E+04 1,19E+04 1,09E+04
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 2,60E+06 1,41E+06 9,16E+05 6,55E+05 4,97E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,02E+04 5,56E+03 3,60E+03 2,57E+03 1,96E+03
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 8,03E+02 4,28E+02 2,74E+02 1,93E+02 1,46E+02
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,02E+04 5,55E+03 3,60E+03 2,57E+03 1,95E+03
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 4,92E+02 2,68E+02 1,74E+02 1,24E+02 9,43E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,13E+01 -6,18E+00 -4,03E+00 -2,89E+00 -2,20E+00
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 8,17E+02 4,36E+02 2,79E+02 1,97E+02 1,48E+02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,12E+01 -6,14E+00 -4,00E+00 -2,87E+00 -2,19E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,06E+02 5,74E+01 3,72E+01 2,66E+01 2,02E+01

Tabela A.8: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 48 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 1000 ≤ Ω ≤ 3000 RPM.

Ω [RPM]

1000 1500 2000 2500 3000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 2,33E-05 2,86E-05 3,30E-05 3,70E-05 4,05E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -2,70E-04 -3,31E-04 -3,83E-04 -4,28E-04 -4,69E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 3,72E-04 4,56E-04 5,27E-04 5,89E-04 6,46E-04
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 2,29E+08 1,87E+08 1,61E+08 1,44E+08 1,31E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 7,43E+06 6,05E+06 5,23E+06 4,68E+06 4,26E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -4,57E+04 -3,85E+04 -3,43E+04 -3,15E+04 -2,94E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 6,03E+05 4,91E+05 4,24E+05 3,79E+05 3,45E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 8,39E+04 6,84E+04 5,92E+04 5,29E+04 4,83E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,87E+04 1,52E+04 1,32E+04 1,18E+04 1,07E+04
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -3,87E+05 -3,17E+05 -2,75E+05 -2,47E+05 -2,26E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -5,61E+03 -4,60E+03 -4,00E+03 -3,59E+03 -3,29E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,69E+04 1,38E+04 1,19E+04 1,06E+04 9,71E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 2,22E+06 1,21E+06 7,82E+05 5,59E+05 4,25E+05
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 8,77E+03 4,77E+03 3,09E+03 2,21E+03 1,68E+03
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,36E+02 2,86E+02 1,82E+02 1,28E+02 9,58E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 8,77E+03 4,76E+03 3,09E+03 2,21E+03 1,68E+03
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 4,21E+02 2,29E+02 1,49E+02 1,06E+02 8,07E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -9,94E+00 -5,43E+00 -3,54E+00 -2,54E+00 -1,94E+00
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 5,48E+02 2,92E+02 1,86E+02 1,31E+02 9,81E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -9,88E+00 -5,40E+00 -3,52E+00 -2,52E+00 -1,93E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 9,00E+01 4,89E+01 3,17E+01 2,27E+01 1,72E+01



Apêndice A. Resultados obtidos nas análises estática e dinâmica 70

Tabela A.9: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção hidrodinâmico, sendo 𝐹𝑧 = 10 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 9,31E-05 9,76E-05 1,02E-04 1,06E-04 1,10E-04 1,14E-04
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -9,77E-04 -1,02E-03 -1,07E-03 -1,11E-03 -1,16E-03 -1,20E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,28E-03 1,34E-03 1,40E-03 1,46E-03 1,51E-03 1,57E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 5,54E+07 5,28E+07 5,06E+07 4,86E+07 4,68E+07 4,53E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,90E+06 1,81E+06 1,73E+06 1,66E+06 1,60E+06 1,55E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,98E+04 1,88E+04 1,80E+04 1,73E+04 1,67E+04 1,61E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 9,10E+04 8,67E+04 8,30E+04 7,98E+04 7,69E+04 7,43E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,33E+04 1,27E+04 1,21E+04 1,16E+04 1,12E+04 1,08E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,51E+03 3,35E+03 3,21E+03 3,08E+03 2,97E+03 2,87E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -3,61E+04 -3,44E+04 -3,30E+04 -3,17E+04 -3,05E+04 -2,95E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -3,54E+02 -3,37E+02 -3,23E+02 -3,10E+02 -2,99E+02 -2,89E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,36E+03 2,25E+03 2,15E+03 2,07E+03 1,99E+03 1,92E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 6,01E+04 5,21E+04 4,57E+04 4,06E+04 3,63E+04 3,27E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,65E+02 1,43E+02 1,25E+02 1,11E+02 9,96E+01 8,98E+01
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,57E+01 2,22E+01 1,95E+01 1,73E+01 1,55E+01 1,40E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,65E+02 1,43E+02 1,25E+02 1,11E+02 9,95E+01 8,97E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 7,40E+00 6,42E+00 5,63E+00 4,99E+00 4,47E+00 4,03E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -9,98E-02 -8,65E-02 -7,59E-02 -6,73E-02 -6,02E-02 -5,43E-02
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 2,60E+01 2,25E+01 1,98E+01 1,75E+01 1,57E+01 1,41E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -9,88E-02 -8,56E-02 -7,51E-02 -6,66E-02 -5,96E-02 -5,38E-02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,64E+00 1,42E+00 1,25E+00 1,11E+00 9,91E-01 8,93E-01

Tabela A.10: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 20 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 9,77E-05 1,02E-04 1,07E-04 1,11E-04 1,16E-04 1,20E-04
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -1,00E-03 -1,05E-03 -1,10E-03 -1,14E-03 -1,18E-03 -1,23E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,37E-03 1,43E-03 1,49E-03 1,56E-03 1,61E-03 1,67E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 2,32E+07 3,18E+07 2,91E+07 2,76E+07 2,64E+07 2,54E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 9,53E+05 1,12E+06 1,04E+06 9,95E+05 9,54E+05 9,19E+05
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -3,35E+04 3,70E+04 2,61E+04 2,27E+04 2,08E+04 1,95E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 5,63E+04 6,42E+04 6,00E+04 5,72E+04 5,49E+04 5,29E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,13E+04 1,10E+04 1,05E+04 1,00E+04 9,68E+03 9,34E+03
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,04E+03 2,98E+03 2,84E+03 2,73E+03 2,63E+03 2,54E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -7,74E+04 -2,75E+04 -3,25E+04 -3,29E+04 -3,24E+04 -3,17E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,40E+03 -3,14E+02 -4,37E+02 -4,55E+02 -4,54E+02 -4,47E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,85E+03 2,10E+03 1,96E+03 71,87E+03 1,80E+03 1,74E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 2,88E+04 3,18E+04 2,71E+04 2,38E+04 2,12E+04 1,90E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,30E+02 1,20E+02 1,05E+02 9,26E+01 8,27E+01 7,45E+01
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,54E+01 1,98E+01 1,33E+01 1,08E+01 9,31E+00 8,19E+00
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,30E+02 1,20E+02 1,05E+02 9,25E+01 8,27E+01 7,44E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 6,56E+00 5,69E+00 5,00E+00 4,43E+00 3,96E+00 3,57E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,37E-01 -8,26E-02 -7,68E-02 -6,91E-02 -6,22E-02 -5,63E-02
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] -1,52E+01 2,00E+01 1,35E+01 1,10E+01 9,41E+00 8,29E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -1,36E-01 -8,19E-02 -7,62E-02 -6,86E-02 -6,17E-02 -5,58E-02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,29E+00 1,28E+00 1,10E+00 9,73E-01 8,68E-01 7,82E-01
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Tabela A.11: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 25 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 1,08E-04 1,13E-04 1,18E-04 1,23E-04 1,27E-04 1,32E-04
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -1,06E-03 -1,11E-03 -1,16E-03 -1,20E-03 -1,25E-03 -1,29E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,53E-03 1,60E-03 1,67E-03 1,74E-03 1,80E-03 1,86E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 2,41E+07 2,24E+07 2,12E+07 2,02E+07 1,94E+07 1,86E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 8,84E+05 8,35E+05 7,96E+05 7,63E+05 7,34E+05 7,08E+05
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 2,49E+04 2,03E+04 1,81E+04 1,67E+04 1,57E+04 1,49E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 4,44E+04 4,18E+04 3,99E+04 3,82E+04 3,68E+04 3,55E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 9,01E+03 8,59E+03 8,22E+03 7,90E+03 7,61E+03 7,36E+03
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,44E+03 2,32E+03 2,22E+03 2,14E+03 2,06E+03 1,99E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -2,95E+04 -3,06E+04 -3,02E+04 -2,96E+04 -2,88E+04 -2,80E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -4,51E+02 -4,66E+02 -4,59E+02 -4,47E+02 -4,35E+02 -4,22E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,81E+03 1,71E+03 1,63E+03 1,56E+03 1,50E+03 1,45E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 2,76E+04 2,37E+04 2,07E+04 1,83E+04 1,64E+04 1,47E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,07E+02 9,28E+01 8,13E+01 7,21E+01 6,45E+01 5,82E+01
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,06E+01 8,08E+00 6,70E+00 5,77E+00 5,08E+00 4,53E+00
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 1,07E+02 9,27E+01 8,13E+01 7,21E+01 6,45E+01 5,81E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,10E+00 4,43E+00 3,89E+00 3,45E+00 3,09E+00 2,79E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -8,93E-02 -7,85E-02 -6,92E-02 -6,15E-02 -5,51E-02 -4,96E-02
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 1,08E+01 8,20E+00 6,81E+00 5,87E+00 5,16E+00 4,61E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -8,86E-02 -7,79E-02 -6,87E-02 -6,11E-02 -5,47E-02 -4,93E-02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,12E+00 79,66E-01 8,46E-01 7,50E-01 6,71E-01 6,05E-01

Tabela A.12: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 30 bar, 𝐹𝑧 = 10 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 1,21E-04 1,27E-04 1,33E-04 1,38E-04 1,43E-04 1,48E-04
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -1,13E-03 -1,18E-03 -1,23E-03 -1,28E-03 -1,33E-03 -1,38E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,75E-03 1,84E-03 1,92E-03 1,99E-03 2,06E-03 2,13E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 1,59E+07 1,50E+07 1,42E+07 1,35E+07 1,29E+07 1,23E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 6,27E+05 5,97E+05 5,71E+05 5,48E+05 5,28E+05 5,09E+05
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 1,45E+04 1,31E+04 1,22E+04 1,15E+04 1,09E+04 1,04E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 2,47E+04 2,35E+04 2,25E+04 2,17E+04 2,11E+04 2,06E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 6,67E+03 6,37E+03 6,10E+03 5,87E+03 5,66E+03 5,47E+03
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,79E+03 1,71E+03 1,64E+03 1,58E+03 1,52E+03 1,47E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -2,76E+04 -2,68E+04 -2,60E+04 -2,53E+04 -2,45E+04 -2,39E+04
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -4,42E+02 -4,26E+02 -4,10E+02 -3,95E+02 -3,82E+02 -3,69E+02
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 1,44E+03 1,37E+03 1,31E+03 1,26E+03 1,21E+03 1,17E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 1,97E+04 1,70E+04 1,49E+04 1,32E+04 1,18E+04 1,06E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 7,68E+01 6,67E+01 5,86E+01 5,20E+01 4,66E+01 4,21E+01
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,48E+00 2,90E+00 2,49E+00 2,18E+00 1,94E+00 1,73E+00
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 7,68E+01 6,66E+01 5,85E+01 5,20E+01 4,66E+01 4,21E+01
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,71E+00 3,22E+00 2,83E+00 2,52E+00 2,26E+00 2,04E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -7,67E-02 -6,65E-02 -5,84E-02 -5,18E-02 -4,63E-02 -4,16E-02
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 3,59E+00 2,99E+00 2,57E+00 2,25E+00 2,00E+00 1,79E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -7,62E-02 -6,61E-02 -5,81E-02 -5,15E-02 -4,60E-02 -4,13E-02
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 8,02E-01 6,96E-01 6,11E-01 5,43E-01 4,86E-01 4,39E-01
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Tabela A.13: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção hidrodinâmico, sendo 𝐹𝑧 = 20 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 6,44E-05 6,75E-05 7,06E-05 7,34E-05 7,62E-05 7,89E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -7,96E-04 -8,35E-04 -8,72E-04 -9,07E-04 -9,42E-04 -9,75E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,01E-03 1,06E-03 1,11E-03 1,16E-03 1,20E-03 1,24E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 1,63E+08 1,56E+08 1,49E+08 1,43E+08 1,38E+08 1,33E+08
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 4,79E+06 4,57E+06 4,37E+06 4,20E+06 4,05E+06 3,91E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -4,55E+04 -4,34E+04 -4,15E+04 -3,99E+04 -3,85E+04 -3,71E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 3,30E+05 3,14E+05 3,01E+05 2,89E+05 2,79E+05 2,69E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,70E+04 3,53E+04 3,38E+04 3,25E+04 3,13E+04 3,02E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 8,12E+03 7,74E+03 7,41E+03 7,12E+03 6,86E+03 6,63E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,25E+05 -1,19E+05 -1,14E+05 -1,10E+05 -1,06E+05 -1,02E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,39E+03 -1,33E+03 -1,27E+03 -1,22E+03 -1,18E+03 -1,14E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 6,86E+03 6,54E+03 6,26E+03 6,02E+03 5,80E+03 5,60E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 1,47E+05 1,27E+05 1,12E+05 9,92E+04 8,88E+04 8,01E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,94E+02 3,41E+02 2,99E+02 2,66E+02 2,38E+02 2,14E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 5,95E+01 5,16E+01 4,53E+01 4,01E+01 3,59E+01 3,24E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 3,93E+02 3,41E+02 2,99E+02 2,65E+02 2,37E+02 2,14E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,83E+01 1,58E+01 1,39E+01 1,23E+01 1,10E+01 9,95E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,82E-01 -3,31E-01 -2,91E-01 -2,58E-01 -2,31E-01 -2,08E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 6,03E+01 5,22E+01 4,59E+01 4,07E+01 3,64E+01 3,28E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,79E-01 -3,29E-01 -2,88E-01 -2,56E-01 -2,29E-01 -2,06E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,99E+00 3,46E+00 3,04E+00 2,69E+00 2,41E+00 2,17E+00

Tabela A.14: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 36 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 6,55E-05 6,87E-05 7,17E-05 7,47E-05 7,75E-05 8,02E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -7,98E-04 -8,37E-04 -8,74E-04 -9,10E-04 -9,44E-04 -9,78E-04
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,04E-03 1,09E-03 1,14E-03 1,18E-03 1,23E-03 1,27E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 1,01E+08 9,60E+07 9,17E+07 8,79E+07 8,44E+07 8,12E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 3,13E+06 2,98E+06 2,85E+06 2,73E+06 2,63E+06 2,53E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -2,19E+04 -2,14E+04 -2,14E+04 -2,17E+04 -2,24E+04 -2,38E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 2,84E+05 2,71E+05 2,59E+05 2,48E+05 2,39E+05 2,30E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,50E+04 3,34E+04 3,20E+04 3,07E+04 2,96E+04 2,85E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 7,77E+03 7,42E+03 7,10E+03 6,81E+03 6,56E+03 6,34E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,49E+05 -1,43E+05 -1,37E+05 -1,33E+05 -1,29E+05 -1,26E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -2,16E+03 -2,07E+03 -1,99E+03 -1,93E+03 -1,88E+03 -1,85E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 6,56E+03 6,24E+03 5,97E+03 5,73E+03 5,51E+03 5,31E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 9,29E+04 8,04E+04 7,04E+04 6,23E+04 5,56E+04 4,99E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,64E+02 3,15E+02 2,76E+02 2,45E+02 2,18E+02 1,97E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,17E+01 2,71E+01 2,34E+01 2,03E+01 1,76E+01 1,51E+01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 3,63E+02 3,15E+02 2,76E+02 2,44E+02 2,18E+02 1,97E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,77E+01 1,54E+01 1,35E+01 1,20E+01 1,07E+01 9,65E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -4,09E-01 -3,54E-01 -3,11E-01 -2,76E-01 -2,47E-01 -2,24E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 3,22E+01 2,76E+01 2,38E+01 2,07E+01 1,79E+01 1,54E+01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -4,06E-01 -3,52E-01 -3,09E-01 -2,74E-01 -2,46E-01 -2,23E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,80E+00 3,29E+00 2,89E+00 2,56E+00 2,28E+00 2,05E+00
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Tabela A.15: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 42 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 6,94E-05 7,27E-05 7,60E-05 7,91E-05 8,20E-05 8,49E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -8,25E-04 -8,66E-04 -9,04E-04 -9,41E-04 -9,76E-04 -1,01E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,10E-03 1,16E-03 1,21E-03 1,26E-03 1,30E-03 1,35E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 8,55E+07 8,13E+07 7,75E+07 7,42E+07 7,10E+07 6,79E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 2,72E+06 2,59E+06 2,47E+06 2,37E+06 2,28E+06 2,19E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -2,18E+04 -2,20E+04 -2,25E+04 -2,35E+04 -2,54E+04 -2,88E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 2,35E+05 2,24E+05 2,14E+05 2,05E+05 1,97E+05 1,90E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 3,07E+04 2,92E+04 2,80E+04 2,69E+04 2,59E+04 2,50E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 6,83E+03 6,49E+03 6,22E+03 5,97E+03 5,75E+03 5,55E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,39E+05 -1,33E+05 -1,29E+05 -1,25E+05 -1,22E+05 -1,21E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -2,02E+03 -1,94E+03 -1,87E+03 -1,82E+03 -1,79E+03 -1,78E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 5,92E+03 5,63E+03 5,39E+03 5,17E+03 4,96E+03 4,77E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 8,09E+04 7,00E+04 6,13E+04 5,42E+04 4,83E+04 4,33E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,19E+02 2,77E+02 2,43E+02 2,15E+02 1,92E+02 1,73E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,21E+01 1,87E+01 1,60E+01 1,35E+01 1,13E+01 8,97E+00
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 3,19E+02 2,76E+02 2,42E+02 2,15E+02 1,92E+02 1,73E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,55E+01 1,34E+01 1,18E+01 1,04E+01 9,34E+00 8,42E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,64E-01 -3,16E-01 -2,78E-01 -2,47E-01 -2,22E-01 -2,01E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 2,25E+01 1,91E+01 1,63E+01 1,38E+01 1,16E+01 9,21E+00
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,62E-01 -3,14E-01 -2,76E-01 -2,45E-01 -2,20E-01 -2,00E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 3,30E+00 2,86E+00 2,51E+00 2,22E+00 1,98E+00 1,78E+00

Tabela A.16: Posição de equilíbrio e coeficientes dinâmicos para o regime de lubrifica-
ção híbrido, sendo 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 48 bar, 𝐹𝑧 = 20 kN e 10000 ≤ Ω ≤ 15000 RPM.

Ω [RPM]

10000 11000 12000 13000 14000 15000

ℎ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡0 [𝜇𝑚] 7,39E-05 7,75E-05 8,09E-05 8,42E-05 8,74E-05 9,04E-05
𝛼𝑟0 [𝑟𝑎𝑑] -8,56E-04 -8,98E-04 -9,38E-04 -9,76E-04 -1,01E-03 -1,05E-03
𝛼𝑠0 [𝑟𝑎𝑑] 1,18E-03 1,24E-03 1,29E-03 1,34E-03 1,39E-03 1,44E-03
𝑘𝑧𝑧 [𝑁/𝑚] 7,06E+07 6,70E+07 6,37E+07 6,05E+07 5,72E+07 5,28E+07
𝑘𝑧𝛼𝑟

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] 2,31E+06 2,20E+06 2,10E+06 2,01E+06 1,92E+06 1,82E+06
𝑘𝑧𝛼𝑠

[𝑁/𝑟𝑎𝑑] -2,20E+04 -2,29E+04 -2,45E+04 -2,76E+04 -3,37E+04 -4,90E+04
𝑘𝛼𝑟𝑧 [𝑁 ] 1,87E+05 1,78E+05 1,70E+05 1,63E+05 1,56E+05 1,48E+05
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 2,64E+04 2,51E+04 2,41E+04 2,31E+04 2,23E+04 2,15E+04
𝑘𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 5,87E+03 5,60E+03 5,36E+03 5,15E+03 4,95E+03 4,77E+03
𝑘𝛼𝑠𝑧 [𝑁 ] -1,28E+05 -1,24E+05 -1,20E+05 -1,18E+05 -1,19E+05 -1,27E+05
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] -1,86E+03 -1,79E+03 -1,74E+03 -1,71E+03 -1,71E+03 -1,81E+03
𝑘𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚/𝑟𝑎𝑑] 5,28E+03 5,03E+03 4,80E+03 4,59E+03 4,39E+03 4,16E+03
𝑑𝑧𝑧 [𝑁.𝑠/𝑚] 6,90E+04 5,97E+04 5,22E+04 4,61E+04 4,09E+04 3,61E+04
𝑑𝑧𝛼𝑟

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,74E+02 2,37E+02 2,08E+02 1,84E+02 1,64E+02 1,47E+02
𝑑𝑧𝛼𝑠

[𝑁.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,36E+01 1,13E+01 9,18E+00 7,11E+00 4,64E+00 4,25E-01
𝑑𝛼𝑟𝑧 [𝑁.𝑠] 2,74E+02 2,37E+02 2,08E+02 1,84E+02 1,64E+02 1,47E+02
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 1,32E+01 1,15E+01 1,01E+01 8,94E+00 8,00E+00 7,21E+00
𝑑𝛼𝑟𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,22E-01 -2,79E-01 -2,46E-01 -2,19E-01 -1,98E-01 -1,82E-01
𝑑𝛼𝑠𝑧 [𝑁.𝑠] 1,40E+01 1,16E+01 9,47E+00 7,37E+00 4,87E+00 6,32E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑟

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] -3,20E-01 -2,78E-01 -2,44E-01 -2,18E-01 -1,97E-01 -1,81E-01
𝑑𝛼𝑠𝛼𝑠

[𝑁.𝑚.𝑠/𝑟𝑎𝑑] 2,82E+00 2,44E+00 2,14E+00 1,89E+00 1,68E+00 1,50E+00
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Tabela A.17: Frequências naturais amortecidas e fatores de amortecimento para 𝐹𝑧 =
10 kN e Ω = 12000 RPM.

Hidrodinâmico 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 20 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 25 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 30 bar

𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁

96,01 0,33 71,30 0,25 82,74 0,25 63,56 0,21
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
163,30 0,46 162,37 0,37 159,30 0,32 150,81 0,23
177,44 0,52 165,75 0,41 160,18 0,36 149,60 0,27
249,68 0,62 243,74 0,60 250,80 0,50 215,75 0,46
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47
268,69 0,63 250,84 0,61 257,62 0,52 219,28 0,47

11485,17 0,05 11496,57 0,03 11496,66 0,03 11498,09 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
11488,95 0,05 11497,58 0,03 11497,79 0,03 11498,56 0,02
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Tabela A.18: Frequências naturais amortecidas e fatores de amortecimento para 𝐹𝑧 =
20 kN e Ω = 1000 RPM.

Hidrodinâmico 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 36 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 42 bar 𝑃𝑖𝑛𝑗 = 48 bar

𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁 𝑓𝑑 [Hz] 𝜁

8,60 0,91 8,48 0,92 7,97 0,93 7,21 0,94
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96
8,83 0,95 8,76 0,96 8,74 0,96 8,75 0,96

2611,43 0,01 2611,25 0,01 2611,17 0,01 2611,04 0,02
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