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SILVA, A. L. M. T. A propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds. 2023. 116 p. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobéas para operadores
entre espagos de Banach. Mostraremos que o conjunto dos operadores lineares de X em Y
que atingem a norma na esfera unitdria é denso em L£(X,Y) quando Y tem a propriedade
B qualquer que seja o espago de Banach X. Veremos que o par (¢1,Y) tem a propriedade
de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores se, e somente se, o espaco de Banach Y tem a
propriedade AHSP. Além disso, se Y for uniformemente convexo, veremos que o par (¢.,Y)
satisfaz a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores. Por fim, mostraremos que
se X é um espaco uniformemente convexo, o par (X,Y’) tem a propriedade de Bishop-Phelps-
Bollobas para operadores para qualquer espago de Banach Y.

Palavras-chave: Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas, operadores lineares que atingem a norma,
propriedade 3, propriedade AHSP.
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SILVA, A. L. M. T. The Bishop-Phelps-Bollobds property. 2023. 116 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work aims to study the Bishop-Phelps-Bollobas Theorem for operators between Banach
spaces. We will show that the set of norm-attaining operators from X to Y is norm dense in
L(X,Y) when Y has property 3 for any Banach space X. We will see that the pair (¢1,Y)
has the Bishop-Phelps-Bollobés property for operators if and only if the Banach space Y has
the property AHSP. Besides that, if Y is a uniformly convex space, we will see that the pair
(0., Y) satisfies the Bishop-Phelps-Bollobas property for operators. Furthermore, we will show
that if X is a uniformly convex space, the pair (X, Y’) has the Bishop-Phelps-Bollobas property
for operators for any Banach space Y.

Keywords: Bishop-Phelps-Bollobéds theorem, norm-attaining linear operators, property (3, pro-
perty AHSP.
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Introducao

No ano de 1961, Bishop e Phelps [2] escreveram um artigo mostrando que todo espago de Banach
X sobre K é subreflexivo, ou seja, o conjunto dos funcionais lineares que atingem sua norma
na esfera unitaria de X ¢é denso em X™, mais precisamente o resultado pode ser enunciado da
seguinte forma: Seja X um espaco de Banach. Entao, para todos f em X* e € > 0, existem
g€ X" ex € Sx tais que |g(z)| = ||g|| e || f —g|| < e. Esse resultado é conhecido como Teorema
de Bishop-Phelps.

O Teorema de Bishop-Phelps foi melhorado por Bollobéds em seu artigo [3], onde também
foi mostrado que o fecho da imagem numérica de um operador linear limitado coincide com o
fecho da imagem numérica do seu operador adjunto. O resultado foi melhorado para garantir
que se f € Sx« e x € By so tais que f(x) fica préximo de || f|| entdo existem g € Sx+ proximo
de f ey € Sx proximo de x tais que g atinge sua norma em y, esse resultado é conhecido como
Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas.

Bishop e Phelps no mesmo artigo se questionaram sobre uma generalizagao de seu resultado
para operadores lineares continuos entre espacos de Banach. A generalizacao proposta é dada
da seguinte forma: Sejam X e Y sdo espacos de Banach e £(X,Y") o espaco de Banach de todos
os operadores lineares continuos de X em Y, com a norma usual. Para quais espacos X e Y o
conjunto {7" € L(X,Y): ||T(z)|| = ||T|| para algum x € Bx} é denso em L(X,Y)?

Acosta, Aron, Garcia e Maestre [1] ao buscarem uma resposta para a questao proposta por
Bishop e Phelps introduziram a seguinte definicao:

Sejam X e Y espagos de Banach reais ou complexos. Dizemos que o par (X,Y) satisfaz
a propriedade Bishop-Phelps-Bollobds para operadores (ou que o Teorema de Bishop-Phelps-
Bollobds vale para todos os operadores lineares continuos de X em'Y ) se dado € > 0, existem
n(e) >0 e B(e) > 0 com 11_{1%5(75) = 0 tais que para todo T' € Sr(xy), se xg € Sx € tal que

[ Tzol| > 1 —n(e),
entdo existem um ponto ug € Sx e um operador S € Sg(x,y) satisfazendo as sequintes condigoes:

[Suoll = 1, [luo — wol| < Ble) e [[S =TI <e

Em 1963, Lindenstrauss [11] publicou um artigo em que mostrava a existéncia de um espago
de Banach X tal que o conjunto dos operadores lineares T" € L(X, X) que atingem a norma
em Sy nao é denso em L(X, X). Como o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores
entre espacos de Banach nao vale em geral para quaisquer espagos de Banach, entao ao estudar
este tema dois tipos de questoes sao geralmente consideradas:

(1) Para quais espagos de Banach X temos que o par (X,Y), para qualquer espaco de Banach
Y, tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores?

(2) Para quais espagos de Banach Y temos que o par (X,Y), para qualquer espaco de Banach
X, tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores?



Muitos trabalhos buscaram respostas para essas perguntas, dentre eles destacamos [1], [10] e
[11].

Uma possivel resposta para a segunda pergunta sao os espagos de Banach com a propriedade
B, que foi definida por Lindestrauss em [11].

A propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores de ¢; em Y foi estudada por
Acosta, Aron, Garcia e Maestre [1]. O resultado obtido por eles foi o seguinte: o par (¢1,Y)
tem essa propriedade se, e somente se, o espaco de Banach Y tem a propriedade AHSP. Assim,
se tomarmos um espaco de Banach Y que nao tenha a propriedade AHSP, teremos que o par
(¢1,Y) ndo tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores, ou seja, o espaco {;
nao é uma resposta para a primeira pergunta. Além disso, os mesmos autores mostraram que
para todo n € N e para todo espago uniformemente convexo Y, o par (I,Y) tem a propriedade
Bishop-Phelps-Bollobas para os operadores.

Uma outra possivel resposta para a primeira pergunta foi dada por Kim e Lee [10] em seu
artigo. O resultado mostrado por eles foi que, para um espago X uniformemente convexo, o
par (X,Y) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobés para operadores para qualquer espago
Banach Y.

Levando em consideracao a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores de X
em Y, com X um espago uniformemente convexo, podemos nos questionar se existem fungoes
n(e) e f(€) que implicam na convexidade uniforme de X. E possfvel mostrar que isso é verdade
para um espaco de Banach real bidimensional.

Ainda em [11], Lindenstrauss mostrou que o subconjunto dos operadores 7: X — Y entre
espacos de Banach X e Y tais que os seus segundos adjuntos atingem suas normas é denso em
L(X™,Y™). Isso nés faz levantar a seguinte pergunta:

Existe uma fungao v : R™ — (0,1), com %I—I}é 7(t) = 0, tal que para todos T' € Sg(xy) €

xo € Sx com ||Txgl| > 1 —7(e), existem S € Sgixy) e x5 € Sx+ satisfazendo
IS"ag | =1, IS =Tl <€, |lag" — xoll <¢€?

Veremos que essa pergunta em geral tem resposta negativa.

André Luis Martins Tomaz da Silva
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2023.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo abordar alguns dos conceitos e resultados necessarios para a
compreensao dos demais capitulos.

1.1 Espacos topolégicos

Nesta secao, apresentaremos as defini¢des de espaco topoldgico, aberto, fechado, vizinhanga,
espaco de Hausdorff, espaco normal e o Lema de Uryshon. Esta secao utilizou como base o
livro [12].

Definicao 1.1. Uma topologia no conjunto X € uma colecio T de subconjuntos de X que
satisfaz as sequintes condigoes:

(a) X eT,Der.
(b) Se A; € T para todo i € I, entao UAi er.
iel
(¢c) Se A;j € T para todo j =1,...,n, entdo ﬂAi €T
i=1

Os elemento de 7 sdo chamados de conjuntos abertos e o par (X, 7) é chamado de espago
topoldgico.

Definicao 1.2. Um subconjunto F' de um espaco topologico X € fechado se F©* = X — F ¢é
aberto.

Defini¢ao 1.3. Sejam (X, 1) um espago topoldgico e Y um subconjunto de X. A cole¢ao
v ={ANY:Aer}

¢ uma topologia em Y , chamada de topologia de subespaco ou topologia em Y induzida
pela topologia de X.

Definicao 1.4. Para um subconjunto A de um espaco topoldgico X, dizemos que o subconjunto
A=(WF CX:F éfechado e A C F}

¢ o fecho de A em X.



Definicao 1.5. Para um subconjunto A de um espaco topoldgico X, dizemos que o subconjunto
int(A) :U{B C X: B € aberto e B C A}
¢ o interior de A em X.

Definicao 1.6. Seja x um elemento do espacgo topoldgico X. Dizemos que um subconjunto U
de X € uma vizinhanga de x se x € int(U), isto €, se existe um aberto A tal que v € A C U.

Definicao 1.7. Seja x um elemento do espaco topolégico X. Dizemos que uma colecao B, de
vizinhancas de x € uma base de vizinhancas de x se para toda vizinhanca U de x existe uma
vizinhanca V € B, tal que V C U.

Definicao 1.8. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X. A fronteira do subcon-
junto A € definida por

0A = AN A-.

O interior de um subconjunto A de um espago topologico X pode ser definido usando a
fronteira do subconjunto A por

int(A) = A — 9A.

Defini¢ao 1.9. Um conjunto dirigido é um par (2, <) em que € um conjunto e < € uma
relacao, chamada direcao, em ) que satisfaz:

(a) X < X\ para todo A € Q;
(b) Se /\1 S )\2 e /\2 S )\3 entao )\1 S /\3,’
(¢) para todos A1, Ay € Q) eziste A3 € Q tal que A\ < A3 € g < A3,

Definigao 1.10. Sejam X um espago topologico e (2, <) um conjunto dirigido. Uma fung¢do
f:Q— X € chamada de rede em X.
Chamando f(\) = xx para todo A € ), podemos denotar a rede f por (x))req -

Definigao 1.11. Sejam (2, <) um conjunto dirigido e (x))req uma rede no espago topoldgico
X. Dizemos que a rede (x))req converge para v € X se para toda vizinhan¢a U de x existe
Ao € Q tal que x) € U para todo \g < A. Neste caso dizemos que x é o limite da rede (x))xeq
e escrevemos

r=Ilimz, =limx), oux), — .
AEQ A

Observacao 1.12. Se B, ¢ uma base de vizinhancas de x, entao ) — x Se, e somente se,
para toda U € B, existe A\g € Q tal que x5 € U para todo Ag < .

Defini¢ao 1.13. (a) Uma ordem parcial num conjunto P é uma relagio > em P que
satisfaz:

(i) x> x, para todo x € P (reflexiva);
(ii) sex >y ey > x, entdo v =y (antissimétrica);

(iii) se x >y ey > z, entdo x > z (transitiva).

Neste caso dizemos que (P,>) é parcialmente ordenado.
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(b) Seja Q um subconjunto de (P,>). Dizemos que p € P € uma cota superior de Q sep > q
para todo q € Q.

(¢) Dizemos que m € P é um elemento maximal de P se vale a implicagao:
peEPep>m=m=np.

(d) Um subconjunto @ de P ¢é dito totalmente ordenado se para todos p,q € Q tem-se p > q
ouq 2 p.

Lema 1.14 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado, nao vazio, no qual todo
subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Definicao 1.15. Seja f: X — Y wma funcdo entre espagos topolégicos. Dizemos que f €
continua no ponto a € X se para todo aberto V de Y contendo f(a) existe um aberto U de
X contendo a tal que f(U) C V.

Dizemos que f € continua se for continua em todos os pontos de X .

Definicao 1.16. Um espaco topolégico X € dito um espaco de Hausdorff se pontos distintos
admitem vizinhangas disjuntas, isto €, para todos x,y € X com x # vy, existem vizinhancas U
dex eV dey tais que UNV = ().

Definicao 1.17. Um espago topologico X € mormal se fechados disjuntos em X podem ser
separados por abertos disjuntos, isto €, se para todos fechados disjuntos F e G em X, existem
abertos disjuntos A e B em X tais que F C A e G C B.

Teorema 1.18 (Lema de Urysohn). Um espago topoldgico X € normal se, e somente se, para
todos fechados e disjuntos F' e G em X, existe uma fun¢ao continua f: X — [0,1] tal que

| 0, para todo x € F,
f(x)—{ 1, para todo x € G.

Demonstragao. Veja [12], pdginas 207 até 210. O

1.2 Espacos métricos

Esta secao tem por objetivo apresentar defini¢oes e resultados que serao tteis para entender
o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas, uma vez que esse é enunciado para espacos de Banach

que sao espagos métricos com a métrica induzida pela norma. A secao foi baseada no livro [5]
e [13].

Definicao 1.19. Um espag¢o métrico é um par ordenado (M,d) formado por um conjunto
M e uma funcao d: M x M — R, chamada métrica, satisfazendo as sequintes condicoes para
quaisquer x,y, z em M:



Se FE e F sao subconjuntos de M, a distancia entre E e F' é definida por
dist(E, F) = inf{d(z,y) :x € F ey € F}.
Definigao 1.20. Seja ()72, uma sequéncia no espago métrico (M, d).
(a) A sequéncia (x,)., converge para x € M se

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Neste caso escrevemos x = 1171;11 Ty = limy_ ooy OU T, — T.

(b) A sequéncia (x,)5-, € dita convergente se existe v € M tal que x, — x. Caso contrdrio
¢ dita divergente.

(¢c) A sequéncia (z,),", € uma sequéncia de Cauchy se

m,lrlzr—I>1<x> d(zp, x,) = 0.

E imediato que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

(d) O espago métrico (M,d) é um espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy
em M convergir para um elemento de M.

Definigao 1.21. Seja (M, d) um espago métrico.

(a) Dados a € M er >0, o conjunto B(a,r) = {x € M: d(z,a) < r} € chamado de bola
aberta com centro a e raio r.

(b) Dados a € M er > 0, o conjunto Bla,r] = {x € M: d(xz,a) < r} é chamado de bola
fechada com centro a e raio r.

(¢) Dados a € M er >0, o conjunto S(a,r) ={x € M: d(x,a) =r} € chamado de esfera
com centro a e raio 7.

(d) Um subconjunto A C M ¢é aberto se para cada x € A existe € > 0 tal que B(z,¢e) C A.
(¢) Um subconjunto FF C M ¢é fechado se seu complementar F¢: = M — F ¢é aberto.

Os conjuntos abertos de um espago métrico M formam uma topologia em M, chamada de
topologia em M induzida pela métrica.

Observacao 1.22. Seque do fato de que em um espagco métrico as bolas abertas de centro em
x formam uma base de vizinhancas de x que uma rede (T))req converge para x se, e somente
se, para todo € > 0 existe \g € €1 tal que

d(l‘)\, I) <€,
para todo Ao < .

Definigao 1.23. Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que uma rede (x\)req C M € de
Cauchy se para todo € > 0 existe A\g € Q) tal que para todo A, Ao > \g temos que

d(xy,,Ty,) < €.
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Observacao 1.24. Em um espago métrico (M,d) uma rede (x))rcq convergente é uma rede
de Cauchy. De fato, seja x) — x e seja € > 0, entao existe \g € ) tal que

d(zy,x) <

9

DO ™

para todo \g < A. Logo,

d<x>\17‘r>\2) < d(ka‘r) + d(x, Ikg)

<E+€
— — =€
2 7

\)

para todo Ao < A, Ag. O que mostra que (z))req € uma rede de Cauchy.
O seguinte resultado juntamente com sua demonstragao foram baseados em [13].

Proposicao 1.25. Seja (M,d) um espago métrico completo e seja (x))aeq C M uma rede de
Cauchy. Entao, (x\)xeq C M converge.
Demonstracao. Seja Ay € Q tal que d(zy,ry) < 1 para todo A, N > A;. Seja Ay € Q tal que

1
Ao > A ed(xy,xn) < 3 para todo A\, ' > \,. Continuando este processo temos ), € € para

1
cada n € N tal que A\, > \,_1 e d(z), ) < — para todo A, N > \,.
n
A sequéncia (xy, )nen é de Cauchy. De fato, segue da propriedade arquimediana da reta que
para cada € > 0 existe n. € N tal que — < ¢, entao para todo n,m > n., temos que

€

1
d(l‘,\n,l‘)\m) < —<e.
Te
Como (M, d) é completo, entao (xy, )nen converge para algum z € M. Mostraremos que a rede
(zA)req também converge para x. Seja € > 0. Tome ny € N tal que para todo n > ngy temos
que

€
d(xy,,r) < =.
(2r,2) < 3
. , . ) 1 € i
Escolhendo um ng maior se necessario, podemos assumir que — < 3 Dal, para todo A > A,
L
temos que
d(zx, ) < d(xx,2,,) + d(2r,,, )
- 1 + €
N 2
<€ n €
- — =€
= 2 2 3
o que mostra que a rede (z))\eq converge para . m

Definicao 1.26. Sejam (M,d) um espago métrico e A C M.
(a) O interior de A € o conjunto int(A) = U{B C M: B é aberto e B C A}.
(b) O fecho de A é o conjunto A = ﬂ{F C M: F € fechado e A C F'}.

(c) Diz-se que A é denso em M se A= M.



Proposicao 1.27. Sejam (M, d) um espago métrico, x € M, r >0 e A, B C M. Entdo
(a) B(x,r) e int(A) sio conjuntos abertos e Blx,r], S(x,r), A sdo conjuntos fechados.
(b) A € aberto se, e somente se, A = int(A).

(c) A € fechado se, e somente se, A = A.

(d) Se A C B, entio A C B.

(e) AUB=AUB

(f) x € A se, e somente se, existe uma sequéncia (x,)>2, em A tal que z,, — .

(9) A € denso em M se, e somente se, para todos x € M e € >0, tem-se AN B(x,¢€) # (.

Quando nao houver necessidade de explicitar a métrica, escrevemos apenas M para denotar
o espago métrico (M, d).

s

Definicao 1.28. Sejam M e N espagos métricos. Dizemos que a funcao f: M — N €
continua no ponto a € M se para todo € > 0 existe § > 0 tal que se x € M com dy(x,a) < §
entio dy(f(z), f(a)) <€, ou seja, f(Bum(a,d)) C By(f(a),€).

Dizemos que f € continua se f for continua em todos os pontos de M.

Definicao 1.29. Um subconjunto K de um espago métrico M é compacto se para toda cole¢ao

de abertos (A;)ier tais que K C UAZ" existemn € N e iy,...,i, € I tais que K C U A,
il k=1

Proposicao 1.30. Sejam M, N espacos métricos e K C M.
(a) Se M é compacto e K ¢é fechado, entdo K € compacto.
(b) Se K é compacto, entao K € fechado.

(c) K € compacto se, e somente se, toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em
K.

(d) Se f: M — N é continua e K é compacto em M, entao f(K) é compacto em N.
(e) AC K € compacto em K se, e somente se, A é compacto em M.

(f) Se AC K, A € fechado em M e K é compacto, entao A é compacto em M.

1.3 Espacos normados

Esta secao tem por objetivo trazer conceitos e resultados para espacos normados que serao 1teis
ao longo do texto. Tal se¢ao utilizou como base o livro [5].

Definicao 1.31. Seja X um espago vetorial sobre K. Uma fungao
I X =R

¢ uma norma se as sequintes propriedades estiverem satisfeitas:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € X e ||| =0 se, e somente se, x = 0,

(N2) ||az|| = || - ||x|| para todo escalar « e todo x € X,

(N3) | +yll < llzll + lyll para quaisquer z,y € X.
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O par (X, || - ||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente espago nor-
mado. Um espaco normado é um espaco métrico com a métrica dada por

d(z,y) = [z =yl

Nesse caso dizemos que a métrica d é induzida pela norma || - ||. Assim, toda a teoria de espagos
métricos vale para espagos normados. Em particular, uma sequéncia (z,),°; em um espago
normado X converge para o vetor z € X se

lim ||z, —z|| = 0.
n—oo
Di s e . . s
izemos que z é o limite da sequéncia (x,)°, e escrevemos x = limz,, ou x,, — .
n

Definicao 1.32. Um espago normado X é chamado espago de Banach quando for um espago
métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Proposicao 1.33. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco vetorial de X. Entao Y
¢ um espaco de Banach, com a norma induzida de X, se, e somente se, Y € fechado em X.

Demonstracao. Veja [5], pagina 2. ]
Seguem abaixo alguns exemplos de espacos de Banach.

Exemplo 1.34. O espaco K" para cadan € N € um espago de Banach com as sequintes normas

[(as, s an)lly = faa] + - -+ lanl,
1
I(as, - an)llz = (laa]* + - + [an[*)2, e

(a1, ..., an)|lec = max{|ai],...,|an|}.

Exemplo 1.35. Seja Q um conjunto nao vazio. Uma funcao f : Q — K é imitada se sua
imagem for um subconjunto limitado de K, ou seja, se existe M > 0 tal que |f(x)] < M para
todo x € Q. O conjunto B(QY) de todas as fungoes limitadas f : Q@ — K, que é um espago
vetorial com as operacoes usuais de fungoes, é um espa¢o de Banach com a norma

[flloe = sup [f()].
zeX

Exemplo 1.36. Seja K um espago de Hausdorff compacto. O conjunto C(K) de todas as
funcoes continuas f : K — K, que € um espaco vetorial com as operacoes usuais de fungoes, €
um espaco de Banach, pois é um subconjunto fechado de B(K).

Exemplo 1.37. Para cada niumero real 1 < p < oo, definimos

l, = {(aj);?ol a; € K para todo j € N e Z]aﬂp < oo}.

j=1

O espaco ¥, com as operacoes usuais de sequéncias é um espaco de Banach para a norma || -
p p
dada por

[(aj)32 j= lp = <Z ’ay|p>
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Exemplo 1.38. Para p = oo, definimos (o, como o espaco das sequéncias limitadas de escala-
res, ou seja:

loo = {(aj)‘;';l caj € K para todo j € N e sup |a;| < oo}
jeN

Temos que Ly, € um espaco de Banach com as operacoes usuais de sequéncias e com a norma
| ||l dada por

1(a;)721 M0 = sup{fa;] : j € N}.
Exemplo 1.39. O espacgo ¢y das sequéncias de escalares que convergem para zero, ou seja,
co = {(ar)i>y : ap € K para todo k € N e a, — 0}

¢ um espaco vetorial com as operacoes usuais de sequéncias. Como cq € um subespaco fechado
em Ly, entao co € um espaco de Banach.

Teorema 1.40. Todo espago normado de dimensao finita € um espaco de Banach. Consequen-
temente, todo subespaco de dimensao finita de um espaco normado X € fechado em X.

Demonstragao. Veja [5], pagina 5. ]

Proposicao 1.41. Se X é um espaco vetorial normado de dimensao finita, entao os compactos
em X sao precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstracao. Veja [5], pdgina 13. ]

Definicao 1.42. Seja X um espaco normado. O subconjunto Bx = {x € X: ||z|| < 1} € dito a
bola unitdria fechada em X. O subconjunto Sx = {x € X: ||z|| = 1} € chamado de esfera
unitdria em X.

Corolario 1.43. A bola unitdria fechada em um espaco normado de dimensdo finita € com-
pacta.

Teorema 1.44. Um espago normado X tem dimensao finita se, e somente se, a bola unitdria
fechada de X € compacta.

Demonstragao. Veja [5], paginas 14 e 15. ]
Definicao 1.45. Sejam X um espago vetorial e seja S C X. O conjunto
conv(S): {Z)\ixi: neN, ;€S N\ >0, Z)‘i = 1}
=1 =1

¢ convexo e € chamado de envoltério convexo de S. O envoltorio convero de S é o me-
nor conjunto convexo contendo S. O fecho do envoltério convero de S C X ¢é chamado de
envoltorio convexo fechado de S e € denotado por conv(S).

Definigao 1.46. Sejam X um espaco vetorial e A C X um subconjunto convexo. Um subcon-
junto nao vazio F C A € chamado de face de A se F' € convezo e vale a implicagao

.Qlo,xleA, 0<)\<1, (1—)\).CCQ+)\Z£1€F:>I0,SC1€F.

Se X é um espaco normado e ' C Sx é uma face de By, diremos que F' é uma face de Sy.
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Definicao 1.47. Sejam X eY espacos normados. Uma funcaoT: X —'Y € dita um operador
linear continuo se € linear, isto €,

(i) T(x+y)=T(x)+T(y),Vr,y € X,
(i) T(ax) =T (z),VaeK ez € X,
e também continua, isto €, para todos xo € X e e > 0, existe 6 > 0 tal que
reX, |[r—zf <= ||T(x) — T(x0)] <e.

Denotaremos por £(X,Y") o conjunto de todos os operadores lineares continuos de X em Y.
Com as operagoes usuais de fungdes temos que £(X,Y’) é um espaco vetorial. Quando Y = K,
escrevemos X ™ no lugar de £(X,K), chamamos tal espago de dual topolégico de X ou dual
de X e dizemos que os elementos sao funcionais lineares continuos.

Definicao 1.48. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que eles sao topologi-
camente isomorfos ou isomorfos se existe um operador linear continuo bijetor T: X —'Y
cujo inverso T~ Y — X € continuo. Tal operador T € chamado isomorfismo topoldgico.

Definicao 1.49. Sejam X e Y espacos normados. Uma fungao f: X — Y, nao necessari-
amente linear, tal que || f(z)|| = ||z|| para todo x € X € chamada isometria. Um operador
linear T: X —'Y que é uma isometria € chamado de tsometria linear. Um isomorfismo que
também é uma isometria € chamado de tsomorfismo isométrico.

Definicao 1.50. Uma funcao f: M — N entre espa¢os métricos é

e lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que

para todos x,y € M;

e uniformemente continua se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

d(f(z), f(y)) <e
sempre que T,y € M e d(z,y) <.
Observagao 1.51. Sabe-se que para fungoes entre espacos métricos, as implicagoes
lipschitziana = uniformemente continua = continua = continua em um ponto

sao verdadeiras e que, em geral, todas as implicagoes inversas sao falsas.

Teorema 1.52. Sejam X e Y espacos normados sobre K e T: X — Y linear. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) T € lipschitziana.

(b) T ¢é uniformemente continua.

(c) T é continua.

(d) T é continua em algum ponto de X.

(e) T é continua na origem.
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(f) sup{[|T(2)]| : x € X e |lz] <1} < oo.
(9) Eziste uma constante C > 0 tal que
1T'(z)|| < Cfx]]
para todo v € X.
Demonstragao. Veja [5], pdginas 25 e 26. ]

Corolario 1.53. Seja T : X — Y um operador linear bijetor entre espag¢os normados. Entdo
T ¢ um isomorfismo se, e somente, se existem constantes Cy, Cy > 0 tais que

Chillzll < [|T(2) || < G|

para todo v € X.
Proposicao 1.54. Sejam X e Y espagos normados.

(a) A expressdio

1T = sup{[|T'(z)]| : = € X e [lz]| <1}
define uma norma no espago L(X,Y).
() ||T(x)|| < ||T||-||z]| para todos T € L(X,Y) ez € X.
(c) Se Y for um espago de Banach, entio L(X,Y) também € um espago de Banach.

Demonstracao. Veja [5], pdginas 26 e 27.

A seguinte expressao alternativa para ||T'|| serd especialmente til:
|IT|| = inf{C : ||T(x)|| < C||z| para todo z € X}.
No caso de funcionais lineares, a norma de operadores se transforma em

lell = sup{le(z)] : 2 € X e |lz] <1},
para todo espaco normado X e todo funcional ¢ € X*.
Corolario 1.55. O dual X* de qualquer espaco normado X é um espaco de Banach.

Teorema 1.56 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam X eY espacos de Banach eT: X =Y
linear, continuo e sobrejetor. Entao T é uma aplicacao aberta. Em particular, todo operador
linear continuo e bijetor entre espacos de Banach é um isomorfismo.

Demonstragao. Veja [5], pdginas 33 e 34. O

Teorema 1.57 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espago vetorial sobre o corpo K =
R ouC ep: X — R uma funcao que satisfaz

(1) p(ax) = |a|p(z) para todo a € K e todo z € X, e

(2) p(x+y) < plx) + ply) para quaisquer x,y € X.
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Se Y C X € um subespago vetorial e p: Y — K é um funcional linear tal que |o(x)| < p(x)
para todo x € Y, entao existe um funcional linear o: X — K que estende ¢ a X e que satisfaz
|o(x)| < p(z) para todo x € X .

Demonstracao. Veja [5], pdginas 45 e 46. ]

Corolario 1.58 (Teorema de Hahn-Banach). Seja Y um subespago de um espago normado X
sobre K =R ou C e seja ¢: Y — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional
linear continuo p: X — K cuja restricao a' Y coincide com ¢ e ||| = ||¢||-

Demonstragao. Veja [5], pagina 47. ]

Corolario 1.59. Seja X um espaco normado. Para todo xo € X nao nulo, existe um funcional
linear p € X™* tal que ||p]| =1 e o(xg) = ||xo]|-

Demonstragao. Veja [5], pdgina 47. ]

Corolario 1.60. Sejam X um espag¢o normado, X # 0, e v € X. Entdo

]| = sup{lp(x)]: ¢ € X e [lp]| <1}
e o supremo € atingido.
Demonstracao. Veja [5] pagina 47. O

Durante o texto quando nos referirmos ao Teorema de Hahn-Banach estaremos usando o Co-
rolario 1.58. Em vez de nos referir a cada corolario do Teorema de Hahn-Banach simplesmente
diremos que o resultado é uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.

Lema 1.61. Seja C' um subconjunto convezxo, aberto, proprio e ndo vazio do espaco normado
X e sejaxy € X\ C. Entdo, existe um funcional linear ¢ € X* tal que p(x) < ¢(xo) para todo
rxeC.

Demonstragao. Veja [5], pdgina 55. ]

Proposicao 1.62. Sejam C' um subconjunto convexo com interior nao vazio do espago normado
X exp € 0CNC. Entao existe g € X* com ||g|| =1 tal que

sup{g(x) : x € C'} = g(zo).

Demonstragao. Note que int(C') é um subconjunto convexo, aberto, préprio e nao vazio do
espago normado X e xg € 9C C X \ int(C). Assim, pelo Lema 1.61, existe um funcional linear
¢ € X* tal que

o(z) < ¢(xp) para todo = € int(C). (1.1)
Como ¢ é continua, entao
() < ¢(xg) para todo z € C.

De fato, para todo x € int(C) temos que o resultado é valido, resta mostrar que é valido para
xeCnNC. Sejax € CNC. Entao existe uma sequéncia (z,),eny C int(C) que converge para
x. Logo, da continuidade de ¢ temos que

6(2n) < B(xo) para todo n € N = 6(x) < 6(zo).
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Portanto,
o(z) < ¢(xg) para todo x € C.
Dali,

sup{op(z) : x € C} < ¢(xp).

Agora, ja que oy € C, temos que

¢(x0) < sup{g(z) : x € C} < ¢(x0)

ou seja,
sup{o(x) : x € C} = ¢(xp).

Segue de (1.1) que ¢ nao é o funcional nulo. Defina g = i Entao g € X* com ||g]| =1e

sup{g(x) :xEC}:sup{%:xeC}
1

= msup{gb(x) cx e C}

1
= mfb(l’o) = g(z0)-

]

Definigcao 1.63. Seja X um espagco normado. O espago vetorial dos operadores lineares
continuos de X* em K € chamado de bidual de X. Denotaremos L(X™,K) por X™**.

Proposicao 1.64. Para todo espago normado X, o operador linear Jx : X — X™ dado por

para todos © € X e p € X* € uma isometria linear, chamado de mergulho canénico de X
em X™**. Denotaremos Jx(x) por T quando for conveniente.

Demonstragao. Veja [5], pdgina 68. ]

Definicao 1.65. A topologia fraca-estrela no dual X* do espagco normado X, denotada
por o(X*, X), € a topologia em X* gerada pelas fungdes pertencentes ao conjunto Jx(X) =
{Jx(x):x € X}, isto € pelas fungoes p € X* — Jx(x)(¢p) = p(z) € K, onde z € X.

e}

Quando uma sequéncia (p,)02

em X" converge para ¢ € X na topologia fraca-estrela

w*
escrevemos @, —

Teorema 1.66 (Teorema de Goldstine). Sejam X um espago de Banach e Jx : X — X™ o
mergulho canénico. Entio Jx(Bx) € denso em Bx« na topologia fraca-estrela.

Demonstragao. Veja [5], paginas 117 e 118. ]
Proposicao 1.67. Sejam X um espaco vetorial e v, 1, . ..,¢, funcionais lineares em X tais

que ﬂ k:er(api) C . Entao existem escalares ay, ..., a, tais que p = Zaiapi.
i=1 1=1
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Demonstracao. Veja [5], pdgina 113. ]

Defini¢ao 1.68. Sejam X,Y espacos vetoriais normados e T € L(X,Y) um operador linear
continuo. Definimos o operador T": Y* — X* por

T'(p)(z) = ¢(T(x)) para todos x € X e p € Y™
O operador T" é chamado adjunto de T.

Proposicao 1.69. Seja T € L(X,Y). Entio T' € L(Y*, X*) e |T"|| = ||IT||. Mais ainda, se
T ¢ um isomorfismo (isométrico), entdo T também € um isomorfismo (isométrico).

Demonstracao. Veja [5], pdginas 70 e 71. ]

Proposigao 1.70. Sejam X um espago de Banach e T € L(X,X) com ||T|| < 1. Entao,
(I —T) tem inversa continua.

Demonstracao. Veja [5], pagina 136. ]

Definicao 1.71. Um operador linear T: X — Y entre espacos normados € dito compacto se
T(Bx) € compacto em Y .

Proposicao 1.72. (a) Todo operador compacto é continuo.
(b) Todo operador linear continuo de posto finito é compacto.

Demonstracao. Veja [5], pagina 137. O]

1.4 Espacos uniformemente convexos e estritamente con-
vexos

Esta secao tem por objetivo apresentar caracterizacao de espacos uniformemente convexos
e estritamente convexos, assim como resultados sobre esses espacos que serao utilizados no
Capitulo 3. Tal secao foi baseada principalmente no livro [8].

Definicao 1.73. Um espaco de Banach X ¢é dito uniformemente convexo se para cada
€ >0 houver 0 < <1 tal que

[[u+ o]

para todos u,v € Bx tais que >1—4, temos ||u —v| <e.

Nesse caso, o médulo de convexidade ¢ dado por

- ||U;—U|| tu,v € By, |lu—1]| Ze}.

5(e): = inf{l

Proposicao 1.74. Seja (X, || - ||) um espago de Banach. Sao equivalentes:
(1) X € uniformemente convexo.

(2) Se (x,)°°, e (yn)22, sdo sequéncias em X, satisfazendo lim (2|, ||* + 2||lynll* — ||z, +
n—oo

Ynll?) =0, com (2,)°°, limitada, entdo lim ||z, — y,|| = 0.
n—oo

(3) Se (x,)52, e (yn)o2, sdo sequéncias em Bx e lim ||z, + y,|| = 2, entdo ||z, — ya|| — 0.
n—o0
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Demonstracao. Veja [8], pdgina 432. ]

Definicao 1.75. Seja X um espaco vetorial e C' um subconjunto convexo nao vazio de X.
Dizemos que um ponto xg € C' é um ponto extremo de C' se para todos A € (0,1) e xy, 29 € C
tais que

Ty = (1 — )\)$1 + )\SCQ S C,
temos oy = r1 = To.

Denotaremos por Ext(C) o conjunto de todos os pontos extremos do subconjunto convexo

C.
Definigao 1.76. Um espago de Banach X ¢é dito estritamente convexa se Ext(Byx) = Sx.
Proposigao 1.77. Seja (X, || - ||) um espaco de Banach. Sao equivalentes:

(1) X € estritamente conveza.

(2) Se x,y € Sx satisfazem ||z + y|| = 2, entdo v =y.

(3) Se z,y € X satisfazem 2||z||* + 2||y||* — ||z + y||* = 0, entdo x = y.

(4) Se z,y # 0 satisfaz ||z + y|| = ||z|| + [|y||, entao x = Ny para algum X > 0.
Demonstracao. Veja [8], pdgina 335. ]

Proposicao 1.78. Seja X um espaco de Banach de dimensao finita. Entao X é uniformemente
convero se, e somente se, X € estritamente conveza.

Demonstracao. (<) Seja X um espagco estritamente convexa de dimensao finita. Sabemos que
Bx é compacto em X.
Sejam (z,,)07, € (yn)ne; sequéncias em By tais que lim ||z, + y,|| = 2. Suponha que nao
n—oo

vale nh_glo |zn + yn|l = 0. Entao existe € > 0 tal que para todo ny € N temos que
20 = ynll > €,

para algum n > ngy. Para ng = 1 existe n; > 1 tal que
[Zn, = Y|l > €,

e para ng = nj_1 existe nyp > ng_1 tal que
1T, = Yni || > €.

Sabemos que lim ||z, + yn,|| = 2. Passando para uma subsequéncia se necessario segue da
k—o0

compacidade de Bx que existem z,y € By tais que z,, — = e y,, — y. Logo,

= 2.

o+ gl = || Jim. i, + Jim g,
k—o00 k—o0

Como X ¢ estritamente convexa, entao x = y. Dai, temos que

0= llo—yl = |

lim z,, — lim y,,
k—o0 k—oo

= lim “Ink - ynk” > €,
k—o00
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o que é uma contradi¢do que mostra que lim ||z, + y,|| = 0. Portanto, segue da Proposicao
n—o0
1.74 que X ¢é uniformemente convexo.
(=) Sejam x,y € Sx satisfazendo ||z +y|| = 2. Existem sequéncias (z,),2, (Yn)pey €m Bx
tais que z,, — x e y, — y. Dal, temos que

2=z +yll

lim x,, + hm YUn
n—oo

= lim ||z, + yn||
n—oo

Como X ¢é uniformemente convexo, entdo lim ||z, — y,|| = 0. Logo,
n—oo

lim (z,, — yn) = 0.

n—00
Assim,

lim x, = lim y,.

n—so0 n—o0
Portanto, x = y. Entao, pela Proposicao 1.77 temos que X é estritamente convexa. O]

Observacao 1.79. O fato de um espaco uniformemente convexo ser estritamente convexra na
Proposicao 1.78 € valido independente da dimensao do espaco X.

Proposicao 1.80. Seja X um espaco de Banach isomorfo a um espaco de Banach uniforme-
mente convexo (respectivamente, estritamente convezra). Entao existe uma norma ||| - ||| em X

que é uniformemente convera (respectivamente, estritamente conveza) e |||x||| < ||z| para todo
reX.

Demonstragao. Seja f: X — Y um isomorfismo, onde Y é um espaco de Banach uniformemente
convexo (respectivamente, estritamente convexa). Sem perda de generalidade podemos supor
|fIl = 1, pois se || f|| # 1 definimos g = —— e g serd um isomorfismo. De fato, temos que g é

il

um operador linear bijetor e existem b > a > 0 tais que
allzl| < |[f ()] < b=,

para todo x € X. Entao, para todo x € X temos que

el < M 2By
||f|| I VA ||f||
ou seja,
[z < lg(@)| < 777 ll=ll;
HfH ||fH
o que mostra que g é um isomorfismo.
Seja ||| - |||: X — R dada por
z[l] = 1lf ()]ly,
onde || - ||y denota a norma em Y. Mostremos que ||| - ||| ¢ uma norma em X. Sejam z,y € X
e a € K. Entao
/|| = [If(@)[ly =0,
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|l = 0 <= [lf(@)lly = 0 == f(x) =0 ==z =0,

pois f é um isomorfismo. Também temos que

e[| = I[f (ez)lly
= |l £ (@)lly
= le [[]l]]-
Por fim,
[z +ylll = 1f (= + y)lly
< lf @)y + I f Wy
= [llIT =+ MMlylll,
o que completa a prova de que ||| - ||| é uma norma em X.
Segue da definigao de ||| - ||| que
(Il = 1l ()]
< [[f el = flTl, (1.2)
para todo x € X.
Agora, mostremos que (X, ||| -|||) é estritamente convexa quando Y é estritamente convexa.
Suponha que (X, ||| - |||) ndo seja estritamente convexa, entao existem um ponto x € S(x ) €

A € (0,1) tais que
= (1= Nz + \xo,
onde z1, 19 € Bx com x1 # = e x5 # x. Dal, temos que

= [llz[[l = [l @)lly,

ou seja, f(x) € Sy. Sabemos que

f(@) = (1= A)fz1) + Af(x2).

Como f(z1), f(z2) € By com f(x1) # f(x2), pois f é um isomorfismo, entdao f(z) nao é um
ponto extremo, mas isso é uma contradicao ja que todos os pontos de Sy sao pontos extremos.
Essa contradigdo mostra que (X, ||| - |||) é estritamente convexa.

Resta, mostrar que (X, |||-|||) é uniformemente convexo quando Y é uniformemente convexo.
Suponha que (X, ||| - |||) ndo seja uniformemente convexo, entao existe € > 0 tal que para todo
0 <0 < 1 existem x,y € Bx tais que

[l + ylll
2

Logo, f(x), f(y) € By sao tais que

I/ () +2f<?/>”y >1-de|f(@)— f)] > e

o que é uma contradicao, pois Y é uniformemente convexo. O

>1=delllr—yll[ =€

Proposicao 1.81. Seja Xg o espaco normado X sobre R. Entao a aplicagdo f — Re f € uma
isometria linear sobre R de X* em Xg.

Demonstragao. Veja [4], pagina 3. ]
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Capitulo 2

Teoremas de Bishop-Phelps-Bollobas

Neste capitulo, nosso principal objetivo é discutir sobre o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas.
Na primeira segao, estabeleceremos os conceitos necessarios para a compreensao de tal teorema e
do Teorema de Bishop-Phelps. Na segunda se¢ao, daremos uma versao quantitativa do Teorema
de Bishop-Phelps que foi proposta por Bollobas e que é conhecida como Teorema de Bishop-
Phelps-Bollobas. Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos por Bishop e Phelps
2] e por Bollobas [3].

2.1 Teorema de Bishop-Phelps

Comegaremos definindo abaixo o conceito de espago subreflexivo e posteriormente mostraremos
que todo espaco de Banach é um espago subreflexivo, tal resultado é conhecido como Teorema
de Bishop-Phelps.

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que um operador linear f: X —Y
atinge sua norma na esfera unitdria Sx de X se existe v € Sx tal que || f(z)|ly = ||f]]-

Definicao 2.2. Um espaco normado X é subreflexivo se o conjunto dos funcionais lineares
que atingem sua norma na esfera unitaria Sx de X € denso em X* com relagao a norma, ou
seja, para cada f em X* e cada € > 0 existem g € X* e v € Sx tais que |g(x)] = |lg] e

If =gl <e

Antes de demonstrarmos o principal resultado desta se¢ao, mostraremos o Lema 2.3 que serd
fundamental para demonstrar o Teorema de Bishop-Phelps. O seguinte resultado foi publicado
em 1960 por Phelps [15].

Lema 2.3. Sejam X um espaco normado e € > 0. Se f.g € X*,||f]| = |lg]| = 1, s@o tais que
lg(x)] < g para todo ponto do conjunto {x € Bx : f(x) =0} entdo ||f — gl <€ oul|f+g| <e

Demonstragio. Como g|f-1() (restricio de g ao subespago vetorial f71(0)) ¢ um funcional
linear, segue do Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach) que existe h € X™* tal que h(x) = g(z)
para todo & € £1(0) e [IA] = [lgly-1o|l- Da

[h]] = sup {lgls-10)(x)[}
llzll<1
= sup{|g(z)|: z € Bx N f1(0)}.
Entao por hipdtese temos que [|h|| < g Além disso, como g — h se anula em f~'(0), segue do

Lema 1.67 que existe a € R tal que g — h = af. Portanto, ||g — af|| = ||h] < g

19



Sem perda de generalidade podemos assumir que o > 0. Mostremos que ||f — g|| < € (caso
contrario a mesma prova aplicada para (—a)f mostraria que ||f + g|| < €).
Caso a > 1, entdo 0 < o~ < 1. Logo,

lg—fll=llg+a'g—a'g—a'af|
(1—a)g+a (g —af)

<@ =a gl +a g —afl
<(A—a)+llg—afl, (2.1)
pois |lg]| = 1. Por outro lado, temos que
a=a|fll = llaf]

= llaf+g—y4l
< llgll + llaef = gl
< llgll + llg = af
=1+ |lg—af]l.

Entao

a—1<|g—af|
— ala—al< oleg—ocfH
—1-—a ' <alg—af]
<llg—af|. (2.2)

Segue das inequagoes (2.1) e (2.2) que

lg—fl<1—at+]g—af|

< 2[lg —afll
§2~§:e.

Agora nos resta mostrar o caso em que 0 < o < 1. Neste caso, temos que
lg = fll=llg —af +af = fll
<llg = afl+ 11 —a)f]

Dg—arfl+a—a)fl
—llg—afll+1-a

()
= llg = afll+llgll = llaf]

koK )
< 2llg —of]
<2 g = €.
Em (%) utilizamos que 0 < o < 1, em (xx) que ||f]| = ||lg|| = 1, e em (x x %) foi utilizado o
seguinte fato: dados x,y em um espago normado X, tem-se ||z| — [|y|| < ||z — y||- O

Também precisaremos de mais alguns resultados auxiliares.

Lema 2.4. Sejam X um espago normado, € > 0 e f,g € X* tais que ||f|| = |lg|| = 1. Entao
lg(x)] < g para todo x € A" = {x € Bx: f(z) = 0)} se, e somente se |g(x)] < 1 para todo
reEA={re X flx)=0c¢ ||| <2 '}
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Demonstragdo. Sejam e > 0 e f,g € X* tais que ||f|| = |lg|| = 1. Para cada 2 € A", o elemento
y = 2¢ 'z satisfaz

fly) =2¢"f(x) =0,
Iyl = 2l < 2¢7

e
_ ., €
9y = 27 g(@)| <272 = 1.
Reciprocamente, para cada x € A, o elemento y = 51 satisfaz
€
1
F) = 5 @) =0,
Iyl = =l _2¢70
21 T 2¢t
e
1 1 €
g < _ —
O
Corolario 2.5. Seja X um espago normado e € > 0. Se f,g € X*, ||f|| = |lg|| = 1, sao tais

que |g(z)| < 1 para todo ponto do conjunto {x € X: f(x) =0 e ||z|| < 27} entdo || f —g|| < ¢
ou | f+gl<e

Demonstracao. Segue diretamente dos Lemas 2.3 e 2.4. [

Proposicao 2.6. Sejam X um espaco de Banach e € > 0. Se para todo f € Sx+, existem
g € X" ex € Sx tais que |g(z)| = ||gll e |If — gl < e. Entdo, X é subreflezivo.

Demonstracao. Dado h € X™ nao nulo, temos que ¢ = W tem norma igual a um e portanto

existem ¢ € X* e x € Sx tais que |¢(z)| = ||¢| e || — ¢|| < <

. Logo,
172l

12l = Al = [[R]lld = ol

€
< ||h|’m =

€

I2llo(2)] = (Al ()]
= (1Pl

Dai, tomando g = ||hl[vp € X*, temos que [g(z)| = ||g]| e ||[g — h|| < e. Isso prova que X é
subreflexivo. O

Partiremos agora para a demonstracao do Teorema de Bishop-Phelps.

Teorema 2.7 (Teorema de Bishop-Phelps). Seja X um espaco de Banach. Entao X € subre-
flexivo.
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Demonstracao. Mostraremos o resultado para o caso real, pois o caso complexo é uma con-
sequencia do caso real.

De fato, suponha que o teorema é valido no caso real e seja X um espago de Banach
complexo. Dado h € X*, podemos escrever

h(x) = Re h(x) +1i Im h(x).

Note que Re h,Im h € Xg, onde Xg denota X como espago vetorial real. Além disso, temos
que

i(Re h(z)+i Im h(z)) =ih(x) = h(iz)
= Re h(iz) + 1 Im h(iz),

para todo x € X. Dai, Im h(x) = —Re h(ix), para todo z € X.
Dado € > 0, podemos usar a versao real do Teorema de Bishop-Phelps para o funcional
linear Re h. Assim, existem g € Xj e 21 € Sx = Sy, tais que

€
lgill = lgr (1)l e |[Re b — gul] < 5.
Considere go: Xg = R e g: X — C dados por

g2(x) = —g(ixx)

9(x) = g1(z) +iga(z).

As fungoes g e g estao bem definidas, pois X e X sao os mesmos como conjunto. A linearidade
de g2 e g seguem de linearidade de g;. De fato, sejam =,y € Xg, z,w € X, (a+1ib) € C e
A € R. Entao

gz +y) =—g(i(x +y))
= —g(ix + iy)
= —g1(iz) — g1(1y) = go(x) + g2(y)

92(Ax) = —g1(i(Az))
= —g1(A(iw))
= A(—g1(iz))
= A\g2().

Também temos que

g(z+w) =gz +w) +iga(z +w)
= 91(2) + g1(w) + ig2(2) + 1g2(w)
= g(2) + g(w)
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g((a+1ib)z) = g1((a+1ib)z) +iga((a + ib)z)

= g1((a+ib)z) —igi((ia — b)2)
= ag1(z) + bg1(iz) — iagi(iz) + ibgy (2)
= ag1(z) — bga(z) + iaga(z) + ibgy(2)
= ag1(z) + i*bgy(2) + iags(z) + ibgy (2)
= (a+1ib)g1(2) + (a +ib)igs(2)
= (a+1ib)(g1(2) +ig2(2))
= (a+1ib)g(2).

Mostremos agora que gs e g sao continuas. Como g; é um funcional linear continuo, entao

91(2)] < llgulll]l (2.3)

para todo x em Xg. Logo,

192(2)] = | = g2 ()| < lnlllill[z]| = [[gnllll] (2.4)
para todo x € Xg. De (2.3) e (2.4) temos que
9(2)] = |91 (%) + iga(2)]

< [gr(@)] + il lg2(2)]
=2[lgal[l=]] (2.5)

para todo x € X.
Segue da linearidade de g e g, e das inequagdes (2.4) e (2.5) que go € X e g € X*. Entao,
pela Proposicao 1.81,

lgll = [I1e gl = llgall-

Como [g1(21)| = [|g1], temos que

()] < llgll = llgrll = [g2(x1)| < lg ()]
Logo, |g(z1)| = ||g||- Além disso,
[im h — gof| = sup{|(Im h — g2)(2)]: [lz]| = 1}
= sup{|(—Re h+ g1)(ix)|: ||z = 1}
= sup{|(Re h — g1)(®)|: llyll = 1}
€
=||Re h — g1 < 3"
Daf,
1h =gl = |[Re h 4 Im h — g1 — iga]|
< ||[Re h = gi|| + [[Im h — ga||

<e+e
—+-=c
2 2

Mostremos entao o teorema para o caso real. Sejam f € X* e € > 0. Pela Proposigao 2.6
podemos considerar || f|| = 1.
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Pelo Corolério 2.5, basta encontrar g € X* tal que |g(z)| < 1 para todo x no conjunto
A={r e X :f(z)=0c¢e]z] <2 '}, e para o qual existe z € Sx tal que g(z) = ||g|| = 1.

Seja C' o envoltério convexo da uniao dos conjuntos A e By , e suponha que exista xy €
BxNaC. Entao zg € CNAC. Como B(0,1) C Bx C C' é um aberto, entao int(C') # (). Assim,
o conjunto C' e o ponto xg satisfazem as hipdteses da Proposicao 1.62. Logo, existe g € X™* com
lgl =1 tal que

sup{g(z) : x € C'} = g(zo).

Além disso, como By estd contida em C e contém x,, temos que

g(wo) < sup{g(x) : v € Bx}
<sup{g(z) : z € C} = g(x).

Portanto,

g(wo) = sup{g(z) : * € C} = sup{g(z) : x € Bx} =sup{|g(z)| : z € Bx} =|g] = 1.

Jique A= —Ae ACC, segue que

l9(y)| < sup{lg(z)|: * € A} <sup{g(z): v € A} =1,

para todo y € A.

Como xy € By, temos ||zo|| < 1. Mostremos que ||zg]| = 1. Suponha que ||zo|| < 1. Entao
xo pertence a bola aberta centrada na origem e de raio um, que é um conjunto aberto contido
em C, logo, temos x¢ € B(0,1) C int(C). Portanto, xy ¢ dC, uma vez que xy é ponto interior
de C' e int(C) = C' — 9C. Contradicao essa que prova que ||zg|| = 1. Isso mostra que g € X*
é tal que |g(z)| < 1 para todo = € A e que xy € Sx é tal que g(zo) = ||g|| = 1, o que prova o
teorema.

1+2
Resta mostrar que Bx N 9C # 0. Seja z € Bx tal que f(z) > 0 e seja K = -

2
existéncia de z € By tal que f(z) > 0 é garantida do fato de que || f|| = 1, entao existefz(u )E Bx
tal que f(w) # 0. Caso f(w) > 0, basta tomar z = w. Caso contrario, ou seja, f(w) < 0, basta
tomar z = —w para termos f(z) = —f(w) > 0.

Defina uma ordem parcial no conjunto Z = {x € Bx : f(z) > f(z)} da seguinte maneira:
T >y se

fl@) = f(y) e (2.6)
le —yll < K[f(z) = f(y)]- (2.7)

Primeiramente, mostraremos que (Z, >) é uma ordem parcial no conjunto Z. Sejam z,y, w € Z.
Entao:

(a) = > z. De fato, temos que

f(2) > f(a) e
0=l — o < K[f(x) - f(2)] = 0.

(b) Se x >y ey > x, temos que

fl@) = fly) = f(2),
o que mostra que f(z) = f(y). Entao

[z =yl < K[f(z) = f(y)] = 0,

o que implica que ||z — y|| = 0, o que ocorre se, e somente se, z —y = 0. Logo x = y.
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(c) Sex >yey>wentao

flx) > fy) e
fy) > fw),
lz =yl < K[f(z) = f(y)]
ly — wll < K[f(y) — f(w)]
Logo,
f(z) > f(w)

|z —w| < |lz -yl + |y —w]
< K[f(z) = f(y)] + K[f(y) — f(w)]
= K[f(z) — f(y) + [(y) — f(w)]
= K[f(z) = f(w)].

Portanto, temos que x > w.

Logo, a relagao > definida é uma ordem parcial no conjunto Z.

Seja W um subconjunto totalmente ordenado de Z. Segue de (2.6) que a rede de nimeros
reais {f(z) : x € W} é limitada e mondtona e, portanto, converge para seu supremo.

De acordo com a inequagao (2.7) W é uma rede de Cauchy. De fato, dado ¢y > 0, mostremos
que existe zp € W tal que

[l =yl < e,

para todos x,y > zo. Como f(W) := {f(x): x € W} é convergente, entdo é de Cauchy.
Portanto existe f(zo) € f(W) tal que

@) = F)] < 7

para todos f(z), f(y) > f(z). Como W é totalmente ordenado, entdao sem perda de generali-
dade podemos supor que z > y. Logo,

€o

o=yl < K[f(@) ~ f@)] < K- 2 =g

para todo x,y > zg.

Como X é completo e Bx é um fechado em X, entao Bx é completo, logo, segue da
Proposicao 1.25 que W converge para um ponto y em Byx. Segue da continuidade da f e da
norma que y é uma cota superior de W. De fato, denote a rede W como (z),ew. Sabemos que

lim x = y. Entao
zeW

o = f (1t ) = B () = sup V) > fw) (2



para todo w € W. Além disso, para todo w € W,

-

= lim ||z — w||
zeW

ly = wll = || lim

()
< lim K|f(z) — f(w)]

= K| lim f(z) - f(w)
= K|f(y) — f(w)]

K y) - F(w)),

onde (x) segue do fato de que x < w ou w < x j& que W é totalmente ordenado e (xx) segue
de (2.8). Logo, y > x para todo x € W, ou seja, y é cota superior de W.

Portanto, segue do Lema 1.14 (Lema de Zorn) que existe um elemento maximal zy de Z.
Entao o € By C C. Resta mostrar que z¢ € 0C.

Suponha que g ¢ 0C, entdo xy é um ponto interior de C. Logo, existe a« > 0 tal que
xo+ az € C. De fato, suponha que nao existe o > 0 tal que xg + az € C, ou seja, xg+az ¢ C

A
para todo a > 0. Entao, para todo r > 0, tomando a = 2 temos que

xo + az € B(xg, 7). (2.9)

Logo, para todo r > 0, temos que B(xg,r) intercepta C (pois xy € C') e seu complementar.
Dai, oy € C, o que é uma contradi¢ao, pois supomos que xy ¢ OC. Portanto, existe o > 0 tal
que xg + az € C.

Mostremos que existem y em By, x em A e A em [0, 1] tais que g + az = Ay + (1 — \)z.
Segue da definigdo de C' que existem z,y € C e A € [0, 1] tais que o + az = Ay + (1 — \)z.
Caso xg + az € By \ A, basta tomarmos y = zo + @z, A = 1 e x um ponto qualquer em A. J4
no caso de zg + az € A\ By, basta tomarmos x = xy + az, A = 0 e y um ponto qualquer em
Bx. Por fim, considere o caso em que zg+ az € C'\ (Bx U A). Suponha que existam z,y € A
e A € [0,1] tais que xg + az = Ay + (1 — A)z. Entao

flxo+az) = f(Ay + (1 = A)z)
=AM (y) + (1 =A)f(z) =0,
ou seja, xo+az € A. O que contradiz o fato de zg+az € C'\ (Bx U A). Suponha que existam
x,y € Bx e A € [0,1] tais que z9 + az = Ay + (1 — A\)z. Entao
[0 + az| = [|Ay + (1 = A)z|

< Allyll + (1= A) ||

<A+(1-=XN) =1,
ou seja, rg + az € Bx. O que contradiz o fato de xy + az € C'\ (B, U A). Logo, existem
y € Bx,xz € Ae ) €|0,1] tais que 9 + az = Ay + (1 — N\)z. Entdo, temos que

f(z) < f(zo)
< f(wo) + auf (2)
= f(zo + az)
= fAy+ (1= Az)
=A(y) + 1= A)f(z)
=AM (y) < ),
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0 que mostra que y € Z e y # xo, pois f(z) > 0. Além disso,

y—z0=y— Ay —(1-Nz+az
=(1-Ny—(1-Nx+az
=1-XN(y—2z)+az.

Logo,

= Mly =zl + a2

= A lyll + ll=]]) + «

~ N1 +2eH+a

— A (L +2e ) +a(l +2e7h)

— A+ a)(l+2eh). (2.10)

Por outro lado,

)

=1 =Nfy) = A=A f(x) + af(2)

=1 =Nf(y) +af(z)

> (1= f(z) +af(z)

=(1-=-XA+a)f(2).
Entao i )

Y —Zo
(1-X+a)< ) (2.11)

Segue das inequagoes (2.10) e (2.11) que

ly — xol| < (1= A+ a)(1+2¢Y)

f(y — o) !
< T (1+2e7)
(142 e

= K[f(y) — f(x0)].

Isso mostra que y > xg, o que ¢ uma contradi¢ao, pois xg ¢ o elemento maximal de Z. Portanto,
Xo € oC. ]

2.2 Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas

O Teorema de Bishop-Phelps, demonstrado na se¢ao anterior, afirma que todo espaco de Banach
X é subreflexivo, ou seja, o conjuntos dos funcionais lineares que atingem sua norma na esfera
unitaria de X é denso em X™.

A seguir, apresentaremos uma versao do Teorema de Bishop-Phelps, que ficou conhecida
como Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas. Ao final desta se¢ao iremos aplica-lo a um problema
sobre imagem numérica de um operador.

Teorema 2.8 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds). Sejam x € Sx e f € Sx« tais que |f(x)—
1

1| <€é¥/2 com0 < e< 3" Entao existem y € Sx e g € Sx« tais que g(y) =1, [|f —g| < e e

lo =yl < e+ €.
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1
Demonstracao. Sejam 0 < € < 3 € Sx e f € Sx- tais que |f(z) — 1| < €/2. De acordo com

o Teorema 2.7 (Teorema de Bishop-Phelps), existe g € Sx+ que atinge sua norma em algum
ponto xy € Sk,

2+¢
ef(x)

If =gl <eellzo -] <

flzo — ).

Temos que 0 < f(xg —z) < 1— f(z). De fato, como

24¢€
ef(z)

0 <|lzg—z| <

f(ZL‘() - l’),

entao

ef(2)
Y=o
< flzo — )
= f(xo) — f(x)
< |f(zo)| — f(z)
< [ fllllzoll — f(2)
=1- f(x).

[0 — ]|

Podemos escrever f(z) da seguinte forma

fl@) =1—[f(z) —1],

pois | f(z) — 1| = |1 — f(z)| = 1 — f(x). Dal, tomando y = x,, sabemos que y € Sx e g € Sx~
sao tais que g(y) = 1,

If =gl <e

|z —yl| < ——=fly—2)

IN

IN




2 2
Vejamos que ¢ + C <. + €2, Com efeito,
2—¢€2  2—¢2

<6+€2

= 2¢ + €& < (e+€e))(2—¢€)
= 2e+ €2 <242 — & — ¢
= 0 < —¢&—¢

<~ e+t <

1
Como 0 < € < 3 temos

1 1 3
e 4 et < 562 + 162 = 162 < 62,

entao

€ 2
2_62+2_€2<6+6.

Assim, o teorema fica provado. O

1
Corolario 2.9. Seja 0 < € < 3 Entao, existem um espaco de Banach X, um ponto x € Sx e

2
um funcional f € Sx+ tais que f(x) =1 — (%) esey € Sx eg € Sx+» com g(y) =1 entao

|f =gl >€oulz—yl|>e

Demonstracio. Considere R?* com a norma ||(a,b)|| = max{|a + (1 — €)b|,|b|}. Denotemos
X = (R?||-]|). Temos que

{(a;b) : =1 <a+(1—€b<1, —1<b< 1}
¢ uma bola unitaria fechada de X. A seguir podemos ver a figura de tal bola.

A
1| (e1)

\J

—1

Figura 2.1: Bola unitaria fechada de X.
Fonte: Acervo do autor.
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2

f(a,b)| = §a+ (1 - (;)) b

€ €2 € €
= |= - — —b—=b
2a+b 2b—i—2b 5

2
Seja f: R* — R a funcdo definida por f(a,b) = Cat <1 — (%)) b. Entao

%(a+(1—e)b)+<1—§>b

IN

€ €
Sla+ (=l + (1=5) b

€ €
<$ 1——):1
—2+< 2

para todo (a,b) € Bx. Logo,
Il < 1.

Tomando g = (¢, 1), temos

(e, 1) = ma{e + (1 — )], 1]} = 1

Flao) = §€+ (1 - <§>) ~ 1

Portanto, ||f|| = 1. Além disso, considerando z = (0,1) € Sy,

Mostraremos que se g € Sy« com ||f — g|| < € entdo g atinge sua norma em um ponto que esté
a uma distancia maior ou igual a € do ponto x.
Como g ¢ linear, podemos escrever

g(a,b) = a(a+ (1 —¢€)b) + Bb

para algum «, S € R. Por hipétese temos que ||f — g|| < €, entao |f(a,b) — g(a,b)| < € para
todo (a,b) € Bx. Dai,

6>Vﬂﬁ%ﬂﬂﬁﬂzg—a-

Entao,
€
—€e< 5@ < €,
que implica

T <a< -
2 =3
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Logo,

3
—— — 2.12
2<a<2 ( )

Por outro lado, como

I(=1+e Dl = max{|(~=1+€) + 1, [1]}
=max {0,1} =1,

entao

e>f(—14+¢1)—g(—14¢1)| = %(—1+e)+(1— <§)) —(a(=14+e+(1—-¢)+8)

62

€ 62
S (T
1= B’

2 2
€
—|1—=-—
<)
ou seja,
—e<l—=-—-f<ce
Dai,
3€
——l<-pg< -1+ —
2 P +2
Portanto,
3e €
P I 2.13
5 <B<l+g (2.13)

Dessa forma, a tende a 0 e § tende a 1, quando € tende a 0. Para facilitar a andlise, vamos
determinar os pontos de maximo das fungoes g € Sy que satisfazem as inequagoes (2.12) e
(2.13).

Temos que Vg = (a,a(l — €) + ) e sabemos que Vg aponta para a diregdo de maior
crescimento da funcao. Observe que a segunda coordenada de Vg ¢é positiva, pois

€ 3€

>——ef>1——

a>-5eh 2

implicam

3€
a(1—6)+6>——(1—6)+1—§

€ 3€

>——4+1—-—

2 2

=1-—2¢>0.

Além disso, a primeira coordenada de Vg estd préxima de zero. Note ainda que, se v = (e—1,1)
entao

Vg-v=ale—1)+a(l—e +8=F8#0,
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ou seja, Vg nao é ortogonal ao segmento de (2 —¢€,—1) a (¢, 1). Dessa forma, todo g € Sx+ que
satisfaz (2.12) e (2.13) deve atingir o maximo em um dos pontos do segmento de (—2 +¢€,1) a
(¢,1), dependendo dos valores de « e f.

Vejamos que se Vg = (0, ), ou seja, « = 0, entdo ||f — g|| > €. Se a = 0, entao

g(a,b) = pb.

J& que > 0, temos que

lgll = sup{lg(a,b)|: (a,b) € By}
— sup{|8b]: (,b) € By}
— sup{BJb]: (a,b) € By}
— Bsup{|b: (a,b) € By}
= @

Como ||g|]| = 1, segue que = 1. Dai,

Entao,

Ja que (2 —¢,—1) € By, temos

If =gl = [(f —9)2—€e-1)=e

Assim, embora g satisfaga (2.12) e (2.13), g nao satisfaz ||f — g|| < €, e por essa razdo nao
temos interesse em tal g.

Considerando apenas as fungoes g € Sy tais que valem (2.12) e (2.13) e ainda o # 0, temos
que para « > 0, g atinge o méximo em (e, 1), e para « < 0, g atinge o méximo em (—2 + ¢, 1).
Note que

(i) se x = (0,1) e y = (¢, 1) entao

I = yll = (=€, 0)] = max{| —¢],0} =e.

(ii) sex =(0,1) ey = (—2+¢,1) entao

Iz = yll = 12 = €, 0)[| = max{|2 —¢],0} =2 —e.

Portanto, em ambos os casos, g atinge o méaximo em um ponto de distancia maior ou igual a €
de z.

Como as fungoes g € Sy- tais que || f —g|| < € estao incluidas entre as fungoes que satisfazem
(2.12) e (2.13), o resultado fica provado. ]

Agora, apresentaremos definigoes e resultados para posteriormente mostrar como consequéncia
do teorema anterior que V(T') = V(T'*) para todo operador linear limitado 7" em um espago de
Banach.
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Definigao 2.10. Seja X um espago de Banach. Definimos o subconjunto I1(X) de X x X™* por
I(X) ={(x, f) € Sx x Sx=: f(z) =1}.

Definicao 2.11. Sejam espago de Banach X e T: X — X wum operador linear limitado. A
imagem numérica de T ¢ definida por

V(T) = {f(T): (z, f) € I(X)}.

Definicao 2.12. Sejam espaco de Banach X e T: X* — X* um operador linear limitado. A
imagem numérica inferior de'l’ ¢ definida por

LV(T) = {(Tf)(x): (. f) € I(X)}.

Mostremos que V(T) C V(T"). Veremos no Exemplo 2.15 que essa inclusio é estrita em
geral.

Teorema 2.13. Sejam X um espaco de Banach e T: X* — X* um operador linear limitado.
Entao

LV(T) c V(T).

Demonstracao. Seja (x, f) € II(X). Lembremos que T denota a imagem de x mergulho canonico
de X em X™. Entao (f,z) € I[I(X™), pois f € Sx«, T € Sx+ e Z(f) = f(z) = 1. Logo,

(Tf)(x) =2(Tf) € V(T).

Portanto, LV (T) C V(T).
[

Corolario 2.14. Sejam espago de Banach X eT: X — X um operador linear limitado. Entao
V(T) c V(T").

Demonstracdo. Como T é um operador linear limitado, temos que 7%: X* — X* é um operador
linear limitado. Logo, segue do Teorema 2.13 que

LV(TY) C V(T").

Mostremos que LV (T") = V(T). Seja p € V(T). Entao u = f(T(x)), onde (z, f) € II(X).
Como T" é o adjunto de T', temos

p= f(T(z)) =T f)(x) € LV(T",

o que mostra que V(T) C LV(T"). Agora, seja A € LV(T"). Entao A\ = T*(f)(z), onde
(z, f) € II(X). Da,

A=T'(f)(z) = f(T(x)) € V(T),

o que prova que LV (T") c V(T).
Portanto,

V(T) = LV(T") C V(T").
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Exemplo 2.15. Seja X = ¢y e definaT: X — X por

o0

(Tx)(n) = ZZ‘k_lx(n +k) (n=1,2,3,..., z€X).
k=0
Mostremos que T estd bem definida. Seja x = (x,).° € ¢y. Entdo, dado € > 0, existe ng € N

tal que
[z(n)] <e,

para todo n > ng. Assim, se n > ng entao

ot lan+ k)| <Y 27 a(n + k)|
k=0 k=0

(o]
< Z 2 k1. ¢
k=0

2 c€ = €.

Logo, Tz € cy.
Vejamos que V(T) # V(T"). De fato, temos que

o0

|Ta] = sup | > 27" w(n+ k)

™ k=0

=sup | lim E 275y (n + k)
m—o0
k=0

m

1
2
=l

para ||x|| =1, e entdo 1 ¢ V(T). Com as identificagoes usuais, temos que X* = £y, X**

(T f)(n) =D 2" f(k) (n=1,2,3,..., feX).

Sejam f € X*, o € X™ definidos por
fn) =0, e p(n)=1 (n=1,2,3,...),

onde



Entao, temos que (f, ) € II(X™) e

Teorema 2.16. Sejam espaco de Banach X eT: X — X um operador linear limitado. Entao,
V(T) =V (T?).

Demonstragdo. Se p € V(T"), entdo segue da Definicao 2.11 que existem f € Sy« e ¢ € Sxs=
1
tais que o(f) =1 e o(T'f) = p. Seja 0 < € < 3 Pelo Teorema 1.66 (Teorema de Goldstine),

o conjunto {Z : z € X, ||z|| < 1} C By é denso em {¢ : ¢b € Bx«, ||¢]] < 1} na topologia
fraca-estrela, entao podemos escolher x € By tal que

2

o) =B < 5 e lp(T'h) ~FTf)| <

De fato, da densidade segue que existe uma rede (x;) em By tal que Z; © . Dado ¢y > 0,
existe g € Sx- tal que |¢(g)] > 1 — €. Entao

1 —e < |p(g)] = lim [Z;(g)]
= lim [g(;)]
= lirniinf lg(x;)]
< liminf |[g[ ]|
~ gl tim n o
= limiinf llz:]] < 1.

Assim, liminf ||z;|| = 1. Logo, dado € > 0, existe ig tal que ||z;|| > 1 — ¢; para i > iy, mas
(2

|zi|| < 1. Portanto, lim ||z;|| = 1. Supondo sem perda de generalidade que z; # 0 para todo 1,
definimos a sequéncia y; = ﬁ € Sx para cada i. Entao, para todo g € X,
X
19i(9) — (9)l = lg(yi) — g(xi) + g(z:) — @(9)]
< lg(yi) = g(xi)l + lg(z:) — o(9)]

1
- (m — 1> lg(x:)| + |g(x:i) — ¢(9)]
— ( L 1> g9(x:)| +17i(9) — ¢(9)]

[Eal

— 0.

Logo, u; N @. Porisso 3;(f) — &(f) e 5 (T f) — o(T" f). Assim, existem i, e iy tais que

€2

Tl - el < 5
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U (T f) = o(f)] < e.
Tomando ¢ > i1 e ¢ > 15, temos

2

() — (Dl < 5

Gi(T"f) — o(f)] <,

o que completa a prova da afirmacao.
Agora, segue do Teorema 2.8 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds) que existem y € Sx, g €
Sx- tais g(y) =1, ||z —y|| < e+ € e ||f — g|| < e. Consequentemente

F(T =) < ATz = vl
< ||IT|l(e + €*) (2.14)

|f(Ty) — g(Ty)| = |(f — 9)(Ty)|
< |If = glllITIlyll
< |ITle. (2.15)

A escolha de x € Bx e as desigualdades (2.14) e (2.15) implicam

9(Ty) — pl = |9(Ty) — (T" f)]
= g(Ty) — o(T'f) + Z(T"f) = Z(T"f)]
<|9(Ty) — f(Tx)| +| = o(T"f) + Z(T* )]
<|9(Ty) — f(Tx)| + €
=19(Ty) — f(Tx) + f(Ty) — f(Ty)| + ¢
<|g(Ty) — f(Ty)|+ |f(T(x—y)|+e
< ||IT|(e +€) + || T|le + ¢
= ||T|(2¢ + 62) + €.

Como ¢g(Ty) € V(T), entdao p € V(T') e assim V (T%) = V(T)).
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Capitulo 3

Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas
para operadores

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobéds para operadores. Em
1963 Lindenstrauss [11] mostrou que existem espagos de Banach X e Y tais que o conjunto dos
operadores lineares T' € L(X,Y’) que atingem a norma em Sx nao é denso em L(X,Y) (Veja
Exemplo (3.2)). Tendo isso em vista, o objetivo deste capitulo é mostrar alguns casos de espagos
de Banach X e Y para os quais o par (X,Y) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobés
para operadores (essa propriedade é enunciada na Definigao 3.1).

3.1 Propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para opera-
dores

Vimos no capitulo anterior que o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobéas vale para todo espaco de
Banach X. Esse fato fez com que Bishop e Phelps [2] em seu artigo se questionassem sobre
uma generalizacao desse teorema para operadores lineares continuos entre espacos de Banach.
A generalizagao do teorema seria dada da seguinte forma: Para quais espacos de Banach X e
Y o conjunto {T' € L(X,Y): ||T(x)| = |T|| para algum = € Bx} é denso em L(X,Y)?

Podemos ver no Exemplo 3.2 que o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores
¢ falso em geral para um par qualquer de espagos de Banach X e Y, ou seja, o conjunto dos
operadores de X em Y que atingem a norma nem sempre é denso em relagao a norma no espago
L(X,Y).

Assim, diferente do Teorema 2.8 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobés) que vale para qual-
quer espaco de Banach X nao podemos esperar uma versao do Teorema de Bishop-Phelps-
Bollobas que seja valida para todos os espagos de Banach X e Y. Levando esse fato em
consideracao, Acosta, Aron, Garcia e Maestre [1] introduziram a seguinte propriedade.

Definigao 3.1. Sejam X eY espacos de Banach reais ou complexos. Dizemos que o par (X,Y)

satisfaz a propriedade Bishop-Phelps-Bollobds para operadores (BPBp) se dado € > 0,

existem n(e) > 0 e () > 0 com 2ltilr% B(t) = 0 tais que para todo T' € Sp(xyy, se xg € Sx € tal
—

que

[ Tzo > 1 = n(e),
entdo existem um ponto ug € Sx e um operador S € Sg(x,y) satisfazendo as sequintes condigoes:

[Suoll = 1, [luo — wol[ < fle) e [|S =T <e
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Exemplo 3.2. Seja Y = ¢y com a norma usual e seja Z um espaco estritamente convexa
isomorfo a cg. Tomando X =Y & Z com ||(x,y)| = max{||y||, ||z]|}, seque que o par (X, X)
nao tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores. (Os detalhes podem ser
encontrados em Lindenstrauss [11], paginas 147 e 148)

No estudo do Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores entre espagos de Banach
dois tipos de questoes sao geralmente consideradas:

(1) Para quais espagos de Banach X temos que o par (X,Y’) tem a propriedade de Bishop-
Phelps-Bollobas para operadores para qualquer espaco de Banach Y7 Chamaremos um
espaco X com tal propriedade de espago dominio BPB universal.

(2) Para quais espagos de Banach Y temos que o par (X,Y) tem a propriedade de Bishop-
Phelps-Bollobas para operadores para qualquer espaco de Banach X7 Chamaremos um
espaco Y com tal propriedade de espago imagem BPB universal.

3.2 Operadores com contradominio satisfazendo a pro-
priedade $ de Lindenstrauss

Nesta secao, vamos apresentar uma condicao sobre o espaco de Banach Y para que o par
(X,Y) tenha a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores para qualquer espago
de Banach Y. Tal condicao é uma condicao isométrica, chamada propriedade (3, introduzida
por Lindenstrauss [11].

Defini¢ao 3.3. Um espago de Banach Y tem propriedade [ (de Lindenstrauss) se existem
dois conjuntos {y, : @« € A} C Sy , {y, : o« € A} C Sy» e 0 < p < 1 tais que as sequintes
condi¢oes sao satisfeitas:

(1) ya(ya) = 1.
(2) lya(ys)| < p quando o # B.
(3) llyll = sup{lya()[}, para todo y €Y.

Exemplo 3.4. Os espacgos ¢y e Uy, satisfazem a propriedade B para os sequintes conjuntos
{en:n € N} e{y:: n €N}, ondey, € dado por

iten) = ={

De fato, seque da defini¢ao de vy, para cada n € N:
(1) ynlen) = 1.
(2) y:(em) =0 quando n # m.
(3) Para todo (yx)rey =y € ¢ (ouy € ly), temos que
Iyl = sup[g.|

= sup |ynyn (€n)]
neN
y;(ynen) + Y (Z ym€m> ‘
m#n
v (Z ymem>
m=1
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No livro [4] temos o resultado abaixo que utilizaremos neste capitulo. Essa é uma versao
um pouco diferente do Teorema 2.8 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds) que mostramos no
capitulo anterior.

Teorema 3.5 (Teorema Bishop-Phelps-Bollobas). Sejam X um espa¢o Banach e 0 < € < 1.
Dados z € Bx, h € Sx+ tais que

2
€
1—nh —
1-h() < <,

existem (y,g) € II(X), ou seja, y € Sx, g € Sx~ e 1 = g(y) = |g(y)|, tais que
ly ==l <e |[lg—nl <e

Demonstracao. Veja [4], paginas 7 a 11. ]

Teorema 3.6. Sejam X e Y espacos de Banach. Se Y satisfaz a propriedade (3, entdo o par
(X,Y) tem a propriedade Bishop-Phelps-Bollobds para operadores, ou seja, se T € Sgixy),

€
e > 0 exy € Sx satisfazem ||T(xo)| > 1 — T entao para cada numero real 1 tal que

2
n > % (e~|— EZ), existem S € L(X,Y) e zy € Sx tais que:
- P
2
1S2ll =1ISIL - lzo = zoll <€, 1S =Tl <n+e+ -
2
Demonstracdo. Sejam € > 0, T € Spixy)yexy € Sx tais que || T(zo)] > 1 — T Como

T(x) € Y e Y tem propriedade g, entao

E2

1T (o) = igIXIyZ(T(fvo))l > 1=

4
Dai, existe ag € A tal que
2y (Tao))| > 1 - 5.
Mostremos que existem z; € Sx+ e 29 € Sx tais que
Tt
l25(z0)| =1, |20 — o] <€ e ||z5 — —H <e.
’ C T (e,
O funcional T*y} € X* tem norma ||T"y; || < 1 e, consequentemente, Tl T > 1. Da
seguinte desigualdade
Ty, ‘ » 1
Yoo (T(@))| -
‘ 1Ty, | 0 1Ty, |
62) 1
>(1-2) ———
( 4/ Ty,



2

Tyao() e

HTtyaoH
2y € Sx+ e zp € Sy tais que

obtemos |1 — . Pelo Teorema 3.5 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds) existem

T (ya,)
|25(20)| =1, lz0 — ol <€ e ||z5 — 2= < e
" CIT ()l
p €’
Para um numero real 7 satisfazendo n > 1 (e + Z)’ definimos o operador S € L(X,Y)
—p

por

S(x) = T(x) + [(1+n)z5(2) = T (Ya,) ()] Yao-
O operador S € L(X,Y), pois é composicao de operadores lineares e continuos. Note que
Im(S —T) = [Yay), isto é, Im(S — T') tem dimensdo igual a 1. Como a imagem de S — T

tem dimensao finita, segue da Proposicao 1.72 que S — T é compacto. Além disso, para todo
y* € Y", temos que

Sy ) =T W) + ¥ (Yao) [L+m)z5 — T (2] s

pois, para todo x € X vale

Sy)(w) =y (S(x))

=y (T(x) + [(L+ )z () = T'(y2,) ()] Yao)

=y (T(x) + [(L+ )2 (@) = T'(¥ay) (@)] " (V)

=T"(y") (@) + [(L+n)z5(2) = T"(2a,) ()] ¥ (Yao)-

Mostremos que ||S|| = SIEIIX |S*(y%)]| usando o fato do conjunto {y’ : @ € A} ser normante
em Y: i
151 = sup 1S (@)l
- o Lz e 5o

acN | ||z||=1
= sup [|S*(y) |-
a€el

= sup{ sup ISt(yz)(w)l}

Vamos estimar a norma de S. Por um lado, temos que

S W) = T (Why) + Yo Wao) (L + )25 — TH(y},)]
= T"(yn,) + (L+0)25 — T (ya,) = (1 + 1)z,

e assim

IS = 15" (wa )l = A+ mllzgl =1+ 7.
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Por outro lado, para o # «a, obtemos

IS (wall = 17" (y2) + a (yao) [(1+m)25 — T"(ya,)] |
< IT* (el + 192 Wao) | (125 — T (wan) Il + 1l 25 1)
< I Mlyall + lyawao)l (125 = T (wa,) Il + 0l 1)
<1+p (5 — T (yan)ll +7ll=1)

62
<1+p(€+z+n)

62
:1+p(e+z)+pn

<14+ —=pn+p=1+n,

ja que
2
p €
n - (e—i— 4)
2
= p(6+z> (L—p)n
Portanto,
IS1F = 115" (ya, )
= (1 + )l
= (1+n)l|z5(20)]
= Y2, (570)]
< [[Szoll < (1511,
pois

Yno (S70) = Yoy (T(20)) + [(1 +n)25(20) — T"(y2,)(20)] ¥y (V)
= T"(y5,)(20) + (1 + )25 (20) — T"(y2,) (0)
= (1+n)7(20)-

Entao, S atinge sua norma em 2y, e além disso temos que
2
|20 — xo|| <€ e [|S =T <ntet o
ja que
[(1+n)z5(x Tt(yao>(x)} Yoo |
[25(x) +7720 = T (Y, ) ()] Yo |
[ Z _Tt yao ( )+7720($ ] yaOH
= T (Yoo 2 %ao | + nll 25 Il Ya |

|
|
|
g
’ *
2
< <6+Z+n) o,

T* (Yoo Ml + 7]
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para x # 0.



No teorema abaixo veremos que todo espago de Banach admite uma norma equivalente para
a qual o espaco tem a propriedade [3.

Teorema 3.7. Seja (X, || -||) um espago de Banach. Entao para qualquer K > 3 existe uma
norma |||-||| em X tal que ||z|| < |||z]|| < K||z|| para todo x € X, e (X, |||-]|]) tem a propriedade
s.

Demonstracao. Veja [14], pdginas 274 e 275. ]

O resultado abaixo segue como consequéncia dos Teoremas 3.6 e 3.7.

Corolario 3.8. Seja Y um espaco de Banach. Entdo existe um espaco Z isomorfo a'Y tal que
o par (X, Z) tem a propriedade Bishop-Phelps-Bollobds para operadores para qualquer espago
de Banach X.

Demonstracao. Seja (Y, ||-]|) um espago de Banach. Segue do Teorema 3.7 que para todo K > 3
existe norma ||| - ||| em Y tal que

Iyl < [llylll < KTlyll,

para todo y € Y. Logo, para Z = (Y,||| - |||), que tem a propriedade §, e I: Y — Z definido
por I(x) = x, temos que I é um isomorfismo. Portanto, segue do Teorema 3.6 que o par (X, Z)
satisfaz o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores. O

3.2.1 Operadores em espacos de dimensao finita

Agora, vamos mostrar que se X e Y sdo espagos de Banach de dimensao finita entao o par (X,Y")
satisfaz a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores. De forma mais precisa, o
seguinte resultado é verdadeiro.

Proposicao 3.9. Sejam X eY espacos de Banach de dimensao finita. Para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que sempre que T' € Sr(xy), existe um operador linear S € Sp(x vy tal que as sequintes
condicoes sao vdlidas:

(1) IS =Tl <e
(2) para todo x € Sx satisfazendo |T(x)|| > 1 — 0, existe T € Sx tal que S(Z) = 1 e

|z — Z|| <e.
Demonstracao. Suponha que o resultado seja falso, ou seja, existe ¢y > 0 tal que para todo
n, podemos encontrar T, € Sg(x,y) tal que para todo S € Sg(xy) com |1, — S|| < €, existe

1
Tns € Sx satisfazendo ||T,,(zy 5)|| > 1—— e dist(z,,s,NA(S)) > €. Como X e Y tem dimensao
n

finita, entao £(X,Y’) tem dimensao finita. Assim, temos que Sx e Sz (x,y) sdo compactos. Logo,
podemos assumir que 7, — Ty € Sgxy) € ¥, — 29 € Sx, tomando x,, := x, 7, ¢ passando
para subsequéncias se necessario. Dai, segue que

ITo(xo)ll = lim T

) 1
>liml——=1.

n—o0 n

O que mostra que ||Ty(xo)|| = 1, pois Ty € Sg(x,y) € 9 € Sx. Assim,
€0 < dist(xn, NA(Ty)) < ||z, — x0]| — 0,

que é uma contradi¢ao, pois tomamos €y > 0. O
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Observacao 3.10. O Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores entre espacos de
dimensao finita X eY ¢é uniforme no sequinte sentido. Dados X, Y e €, existe um ¢ tal que
para qualquer T: X — Y existe S: X — 'Y, satisfazendo as condi¢oes da Proposi¢ao 3.9, com
|T — S|| < e e tal que para todo vetor unitdrio x no qual |||T|| — ||T(x)||| < 0, existe um vetor
unitdrio T com |z — x| < € no qual S atinge sua norma. Ou seja, podemos tomar o mesmo S
para todo x. Por outro lado, diferentemente do Teorema 3.5 (Teorema Bishop-Phelps-Bollobds),
a constante & depende nao apenas de €, mas também de X eY . Isso € verdade, mesmo no caso
em que Y =R ou C.

Veremos no Exemplo 3.11 que em geral nao ¢ verdade que qualquer S € Sp(xy) tal que
|7 — S|| < e ird satisfazer automaticamente a condigao (2) da Proposicao 3.9.

Exemplo 3.11. Sejam ¢ >0, X = (R®> max), Y =R, ¢T: X =Y e¢S: X =Y operadores
—ex Yy €x

dados por T'(z,y) = 1+€+ T+ e e S(x,y) = T e + T+ e respectivamente.
Primeiramente mostremos que ||T|| = ||S|| = 1. Temos que
—ex y
T =
o)l = | o +
< @)l + @)l
—|(z —||(z
ST ®Y 140
e
€x Y
S(z,y)| =
[5(@, )l 1+6+1—|—6
< @)l + @)l
— ||z —||(z
=1+ Y 1+e yY)I

o que mostra que ||T]| <1 e ||S|| < 1. Sabemos que (—1,1),(1,1) € Sx. Além disso,

€ 1

1+e+1+e
1+e

T(-1,1) =

1+e¢

€ 1

—1+€+1+€
1+¢€

l4+e

Dag, |[T]| = ||S]] = 1.

Por um lado, temos que

—ex Yy €x Yy
T-S5 = — _
I )(@y)l ‘1+e+1+e I+e 1+e€
_‘—261’

1+e€
2€

— =l
€

e ||
1+e€

< 2¢|(z,y)]]-

(z, )
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Logo, ||S — T < 2e.
Por outro lado, temos que as normas de T e S sao atingidas em algum ponto extremo de
Bx. De fato, se |x| <1 ou |y| <1 entdo

| + vl

€
T <
T (z,y)] < e

< € +1
14+e¢ 1+4c¢€

1+e€

€ 1
S <
| (fv,y)l_1+€|x|+1+€|y|
L vy
1+e 1+e

Os pontos extremos de By sio (—1,1), (=1, —1),(1,=1),(1,1). E fdcil ver que |T(z,y)| = ||T|
nos pontos (—1,1) e (1,—1) e |S(z,y)| = ||S|| nos pontos (1,1) e (=1,—1). Dai, a distancia
entre o conjunto de pontos onde T' atinge a norma e o conjunto de pontos onde S atinge sua
norma € 2.

3.3 Operadores com dominio /;

Nesta secao, estudaremos a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores com relagao
ao par (¢1,Y). Veremos que o par (¢1,Y’) tem essa propriedade se, e somente se, o espaco de
Banach Y tem a propriedade AHSP que sera definida a seguir. Esta secao teve como base o
artigo [1].

3.3.1 Propriedade AHSP

Nosso objetivo seréd caracterizar os espagos de Banach Y para os quais o par (¢1,Y) satisfaz a
propriedade de Bishop-Phelps-Bollobéas para operadores. Para isso, iremos introduzir a propri-
edade nomeada AHSP que serd usada para obter a caracterizacao, e apresentaremos espagos
que tenham essa propriedade. A defini¢ao e os exemplos contidos nesta subsecao foram funda-
mentadas no artigo [1] e as equivaléncias da propriedade foram baseadas em [1] e [9], sendo que
a demonstracao das equivaléncias contaram com a contribuigao de Thiago Grando autor de [9].

Definigao 3.12. Seja (ax)re; C R tais que ap > 0 para todo k € N. Chamamos de série

convezxa a série dada por Z ag, onde Z ap = 1.

k=1 k=1
Definigao 3.13. Um espago de Banach X tem a propriedade AHSP (do inglés "approximate
hyperplane series property”) se para todo € > 0 existe 0 < n < € tal que para toda sequéncia

(xk) C Sx e toda série conveza E Q. com
k=1

>1_7]7

o0
> e
k=1
existem um subconjunto A C N e um subconjunto {z : k € A} C X satisfazendo:

(1) Zak>1—n, e

keA
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(2) (a) ||zx — xk|| < € para todo k € A,
(b) x*(zx) = 1 para um certo x* € Sx« e para todo k € A.

Veremos nas Proposicoes 3.15 e 3.16 que a propriedade AHSP continua valida para cada
combinagao convexa finita (em vez de séries convexas infinitas) e para sequéncias (xy)pe, de
vetores na bola unitéria de X (em vez de sequéncias ()5, na esfera).

O Lema 3.14 sera utilizado para mostrar que alguns espagos de Banach possuem a proprie-
dade AHSP e também para provar a Proposicao 3.16.

Lema 3.14. Sejam {c,} uma sequencm de numems complexos com |¢,| < 1 para todon en > 0

tal que para uma série convexa Z o, vale Re Z anCn > 1 —mn. Entao, para todo 0 <r <1, o

n=1 n=1
conjunto A = {i € N: Re ¢; > r} satisfaz a estimativa

n
ZO@_ 1—r

i€A

Demonstragao. Sejam 0 < r < 1 e A o conjunto {i € N: Re ¢; > r}. Por hipétese, se {c,}

uma sequéncia de nimeros complexos com |c,| < 1 para todo n € N, n > 0 tal que para uma
[e.e] o0

série convexa E a, a seguinte afirmacao Re E anc, > 1 —n é valida, temos que

n=1 n=1

1—77<Rei04icl ZalRe C;
—ZaRe cﬁ—ZozRe C;

€A 1¢A

< Zai]cil + ZOW“

icA it A

SZaiqLTZai

icA i¢A

:Zai—i-rZoq—i-rZai—rZai

icA i¢A icA icA

(I—r) ZO‘H_TZO‘%

€A

=(1-r) Zai—kr.

€A

Entao obtemos

Mostremos agora as equivaléncias da Defini¢ao 3.13.

Proposicao 3.15. Um espaco de Banach X tem a propriedade AHSP se, e somente se, para
cada € > 0 existe 0 < n < € tal que para cada sequéncia finita (x)p_, C Sx e cada combinagdo
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n

conveza finita E ag com

k=1
>1—-mn,
existem um subconjunto A C {1,...,n} e um subconjunto {z: k € A} C X com as seguintes
propriedades:
(i) Y o >1-n,
keA

(i) ||zx — xx|| < € para todo k € A,
(iii) x*(z) = 1 para algum x* € Sx« e todo k € A.

Demonstracao. Se X tem a propriedade AHSP, segue da Definicao 3.13 que para todo € > 0
existe 0 < n < e tal que para toda série convexa e toda sequéncia com

00
E ATk
k=1

existem um subconjunto A C N e um subconjunto {z;: k € A} satisfazendo as condigoes (1)
e (2) da propriedade AHSP, em particular, tal afirmagao é vélida para cada sequéncia finita

>1—-mn,

(), C Sx e cada combinagao convexa finita 5 Q. Tp; com
k=1

>1-—n.

Reciprocamente, vejamos que a condigao sobre as combinagoes convexas finitas garante que
X tem a propriedade AHSP.
Seja € > 0. Tome 0 < n < € dado pela hipotese. Entao existe uma constante C' > 1 tal que

)

0 < Cn < e. De fato, como € > 7, existe § > 0 tal que n < § < e. Logo, para C' = — > 1, temos
Ui

que

4]
O<77<C77:; =) <e

o0
Sejam (zx)52; C Sx uma sequéncia e g Br uma série convexa tais que
k=1

>1-n>1-0Cn.

Como — ), existe 0 < ¢y < — 14 mn. Dali, ja que hm

Z Bry

Z Brxy,
Z Bri

k=1

Zﬁkﬂﬂk

k=1

, existe n; € N tal que

>1—77+€0,
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para todo n > n;. Além disso, como lim Z Br = 0, existe ny € N tal que

Zﬁk <min{(C' —1)n, e},
k>n
para todo n > ny. Tomando N = max {n;,ns}, temos que

N
Z 5kiﬂk
k=1

S s l—nte—a=1-7

k>N
e
D Be<(C—1m.
k>N
Assim,
N
By, + Br | TN41|| = Brak|| — Br | TN+
>t (L) ove 2| S ] - (£ )
k>N k=1 k>N
N
= (| D Br|| — (Z ﬁk) [EgNasy|
k=1 k>N
N
= Zﬁkﬂ?k - (Zﬁk) >1—n
k=1 k>N

Usando a condicao para a sequéncia finita (xk)fgvjll C Sx e a combinacao convexa finita
N+1

E aprk, onde o = [, para todo k = 1,...,N, e ayy1 = E Bk, segue que existem
k=1 k>N

Ac{l,...,N+1} e um conjunto de vetores {z : k € A} C X tais que

i) Zozk>1—77,

keA
(i) ||zx — zx| < € para todo k € A,
(iii) 2*(zx) = 1 para algum z* € Sx- e todo k € A.

Caso N +1 ¢ ;{ iremos definir 4 := A e assim as condicoes da Definicao 3.13 sao satisfeitas
considerando os mesmos elementos das condicoes (i), (ii) e (iii) obtidas anteriormente.

Por outro lado, se N +1 € A, tome A := A\ {N + 1}. Neste caso, as condicdes (ii) e (iii)
N+1

C Sx e a combinagao convexa finita E o), ainda

k=1
continuam validas tomando os mesmos conjuntos e o mesmo operador linear * € Sx«. Para

completar a prova resta-nos mostrar a condicao (i). Temos que

Zﬁk:Zak:Zak—O&NH

obtidas para a sequéncia finita (z;)h "'

keA keA e
= g ay — E Br
keA k>N

>1—-n—(C—-1)np=1-0Cn.

Isso completa a demostracao de que X tem a propriedade AHSP tomando Cn no lugar de
7. O
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Proposicao 3.16. Um espaco de Banach X tem a propriedade AHSP se, e somente se, para
todo € > 0 existe y(€) > 0 en(e) >0 com lim ~v(€) = 0, tal que para toda sequéncia (yg)pe, C
e—0

oo
Bx e toda série convexa g o com
k=1

>1—n(e)

o0
E ALY
k=1

existem um subconjunto A C N e um subconjunto {z: k € A} C X com as sequintes proprie-

dades:
(i) Y o >1—7(e),

keA

(i) ||zx — yk|| < € para todo k € A,
(111) x*(zx) = 1 para algum x* € Sx- e todo k € A.

Demonstracao. A volta é imediata, uma vez que as sequéncias (xy)pe; C Sx que satisfazem as
condicoes da hipdtese estao contidas em By e portanto satisfazem a Definicao 3.13.

Suponha que X tem a AHSP. Para cada € € (0, 1), considere 7(e) satisfazendo a Definigao
3.13 da propriedade AHSP. Defina

2
, n(5)e
€): = ,
' (€) 5
oo
para todo € € (0,1). Sejam (yx)pe; C Bx uma sequéncia e uma série convexa Z oy tais que
k=1
o0
Z apyr|| > 1 —1'(e). (3.1)
k=1
o
A desigualdade anterior implica que o vetor Zakyk # 0. Entao, como consequéncia do
k=1

Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach), existe um funcional linear yj € Sx- tal que

Yo (Z akyk) = Zakyk
k=1 k=1

. (3.2)

Segue de (3.1) e (3.2) que

> arRe(ys(y) = Re (yé (Z ak?sz))
>y

>1—17'(e).

Defina o conjunto B := {k € N: Re(yy(yx)) > 1 — %} Mostremos que B é nao vazio. De

fato, suponha que Re(y;(yr)) < 1 — %, para todo k € N. Multiplicando os membros dessa
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desigualdade por ay > 0, obtemos
arRe(yy(yr)) < ag (1 — g) , Vk € N

— Y ouhelim) < Y on (1-5)
k=1 k=1

= 1-1'(e) <1

N

) _
’ €
:>7I(€)>§
n(g)e _ e
8 2
:>n<§)e>4.

=

A dltima desigualdade ¢é falsa, pois como condigao da Definicao 3.13 de AHSP temos que

0<n (%) < g, entao 0 <n (%) €< % < 1. Por isso, B ¢ nao vazio.

Aplicando o Lema 3.14 para ¢ = (y5(yx)), r=1— % e A = B, obtemos a estimativa

keB (1 - %)
/
_ 20
€
217(% €2
-1- 38
€
_ 1)

W

Dali, temos que

[Nl

%ZBQPZ% nls)e
S ot Yae - 2

keB k¢B

o que implica

k¢ B

Seja I' = {k € N: y,, = 0}. Entao I" C B°. Defina

, & , keTl*
Y = [yl
xr , kel
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onde x € Sx é tal que y5(x) > 0. Logo,

=[5l

oo

!
g ALYy
k=1

oo

/
g ORYg
n=1

> |y (Z ozky2> ‘
k=1
> Re (y(’; (Z Oékyi;))
=) aRe(ys(41))
=3 apRe(yi(wi) + Y. aRe(yiwi) + > axRe(y(uh)

keB k¢B, kere k¢B, kel

= ZakRe <y0 ( )) + Z aRe < ( )) Z agRe(yg(z
keB i k¢B, kele Iy k¢B, kel
o o
=y T k e(ys () + Y ﬁﬁ’ vo(ue) + D arRe(ys(x

keB k¢B, kere 17K k¢B, kel
> ZakRe (o () + D arRe(ys () + D arRe(ys(x
keB k¢B, kele k¢B, kel
> onRe(ys () + Y arRe(ys () + D axRe(y(ur)
keB k¢B, kele k¢B, kel
= agRe (yy () + > awRe (v (ur))
keB k¢B
> " agRe (yg () + Y anl(—
KeB k¢B
= Z OékRe yo yk ZO%
keB k¢B
= arRe (y5 (yn) + D> axRe(ys () — > awRe(ys () — D> u
keB k¢B k¢B k¢B
= Z apRe (y5 (yr)) ZakRe Yo (yk)) Zak
- k¢B k¢B
> > apRe (5 (yn) = D anlys ()l =D au
k=1 kgD ke B
S TN RTINS S S
k=1 kg B k¢ B
—Z%Re Yo () —QZO%
kB
£le
>1—n'(e) —2 (i)
_on5)e ng)e
8 2
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pois

4
e(€+ )<e<1

= ()5 (D) 0(6)

Como X tem a propriedade AHSP, existem um subconjunto C' C N e um subconjunto {z :
k € C} C X satisfazendo as seguintes propriedades:

1J§:ak>1—n(§)

kel

2. ||z — yill < % para todo k € C,

3. 2*(zx) = 1 para algum z* € Sy e todo k € C.

Defina o conjunto A := BN C. Mostremos que o conjunto A é nao vazio. Suponha que A é
vazio, entao para todo n € C temos n ¢ B, logo

ZanS Zozn < U(i)ﬁ'

neC n¢B

Dai,

que implica

(g
:n(g) (e+4)
4
<2n(3)
<2§_6

Mas isso é uma contradicao, pois € < 1. Portanto, o conjunto A é nao vazio.

Vejamos que Zak > 1—~(e), onde y(¢) :==1n (E> -+ M De fato,

2 4
keA
Sam Y
keA ke BNC
> Z o — Z Qp
keC k¢ B
>1-9(5) - 1
=1-1(e)

o1



. ey n(3)e) _
Jim y(e) = limy ("(§>+T)_O'

Além disso, ||z — yx|| < € para todo k € A, pois se k € A entao

2k — urll = |2k — Yie + ¥ — Uil
< lze = yill + v — vl

Yk

= llze =il + |70
] e

— Yk

[l

= |lzx — il +

= llze = wll +
* Iy

[
1yx

€
<—4|1-
C 11— el

+ 11— llyelll
4+ — =€

2
€ €
2 2 ©

uma vez que |lyel > |y5(yk)| > Re(ys(ye)) > 1 — % para todo k € A. Por fim, note que
x*(zx) = 1, para todo k € A, pois A C C. ]

O resultado a seguir serd utilizado para mostrar que os espagos de dimensao finita possuem
a propriedade AHSP.

Lema 3.17. Seja X um espago normado de dimensdo finita. Entao para todo € > 0, existe
d > 0 tal que para qualquer x* € Sx«, existe y* € Sx« satisfazendo dist(x, D(y*)) < € para todo
x € {x € Sx: Rex*(x) >1—10}, onde D(y*) :={y € Bx : y*(y) = 1}.

Demonstrag¢ao. Suponha que existe ¢y > 0 tal que a condicao acima nao seja satisfeita. Assim,
para todo § > 0 existe 2§ € Sx- tal que para todo y* € Sx«, dist(z, D(y")) > € para algum x €
{y € Sx : Re x3(y) > 1 —¢6}. Dai, podemos construir sequéncias (r,)o-; — 1 e ()22, C Sx=
tais que para todo y* € Sx«, {z € Sx : x)(x) > r,} N{x € Sx : dist(x,D(y")) > €} # 0. De

fato, tomando r,, = 1 —— para cada n € N, por hip6tese temos que existe z; € Sy~ tal que para
n
1
todo y* € Sx« existe x, € ¢y € Sx: Re x(y) > 1 — —} tal que dist(z,, D(y*)) > €. Pela
n

compacidade da esfera unitaria, passando para uma subsequéncia se necessario, podemos supor
x; — x* para algum z* € Sx«. Pela condi¢do anterior, existe uma sequéncia (z,)r>, C Sx tal
que 7, < Re z;(x,) < 1 para todo n e tal que para todo n € N,

dist(z,, D(z")) > €. (3.3)

Por argumento anélogo ao utilizado anteriormente, podemos assumir que (z,,)>; converge para
algum = € Sx. Ja que z(z,) — 1 e ambas sequéncias sdo convergentes, temos que z*(z) = 1,
ou seja, x € D(z*). Dai,

dist(zy, D(z*)) < ||z, — z|| = 0.
A desigualdade acima contradiz (3.3). [
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Comparando o Lema 3.17 com o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas em espacgos de di-
mensao finita, vemos que o funcional y* depende apenas de x*, enquanto no caso do teorema
temos que y e y* dependem da escolha de x e x*. O fato de y* depender apenas de z* vem de
considerarmos o § dependendo nao apenas de €, mas também do espaco X.

O proximo resultado mostra que os espacgos de dimensao finita tem a propriedade AHSP.

Proposicao 3.18. Todo espago normado de dimensao finita tem a propriedade AHSP.

Demonstracdo. Seja X um espaco normado de dimensao finita. Entao, para cada ¢ > 0,

existe § > 0 satisfazendo a condicao do Lema 3.17. Podemos supor que d < € < 1, pois caso as

condigoes do Lema 3.17 sejam satisfeitas para algum 0 > €, também serao validas para qualquer
o0

0 < dp < e. Tomemos uma série convexa E oy e uma sequéncia (yx ), C Bx tais que
k=1

>1— 42

(9]
§ Yk
k=1

Como o vetor Z aryr 7 0, entao segue do Corolario 1.59 que existe x* € Sx tal que

k=1
z* (Z Oék;yk;) = Z ALYk
k=1 k=1

Note que |z*(yx)| < [|z"]|||yx|| < 1 para todo k € N e

Re Z " (Yx) Z Yk

Dai, pelo Lema 3.14 | o subconjunto

>1—62%

G:={neN:Rex*(y,) >1—0}
52
é tal que Zak >1-— 5= 1 — 0. Note que G # 0, pois se G = (), entao para todo k € N
keG

Re z*(yx) < 1—0.
Multiplicando por aj ambos os lados, obtemos
Re agx™(yr) < ap(l —96),

para todo k € N. Logo,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, segue do Lema 3.17 que existe um elemento y* € Sy« e um
subconjunto {z : k € G} C Sx tal que y*(2x) = 1 para todo k € G com ||yx, — 2| < €, 0 que
completa a prova. O
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A seguir vamos mostrar que C'(K) satisfaz a propriedade AHSP, para qualquer espaco de
Hausdorff compacto K. A Proposicao 3.19 serd demonstrada no caso complexo, mas é valida
no caso real.

Proposicao 3.19. Os espagos reais ou complexos C(K) tém a propriedade AHSP, para qual-
quer espaco de Hausdorff compacto K.

Demonstragao. Fixe 0 < € < 1, e tome uma sequéncia (fi)7=; C Bex) e uma série convexa

o0
E «y, satisfazendo

k=1
k=1
Como

oo
Z o fr
k=1

:sup{

> anfulto)

k=1

Z Oékfk(t)

Kbs1-(5)
it e > —(—),
4

4
existe ¢ty € K tal que >1-— <§> . Considere A € C com |A| =1 tal que

1> Re <)\§:akfk(to)) - >1- (2)4 (3.4)

> arfilto)
k=1

2
Considere A := {kz € N: Re(Afx(to)) > 1 — <i> } Mostremos que o conjunto A nao é vazio.

Suponha que A seja vazio. Entao

€

ReO\ilto) <1 (5)

para todo k € N. Dai, multiplicando aj de ambos os lados obtemos

Re(Aan fulto)) < au (1 _ (i)Q) Yk eN

—_— (f;akfk@())) (- () S () - ()"

k=1

o que é uma contradi¢do com a inequagao (3.4).
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Agora,
1- (§>4 < Re ()\g;akfk(to)>
_ fj ok Re(M i)
= agRe(Mfi(to)) + Y axRe(Afi(to))

keA kg A
< Zak|)\fk(t0)| + (1 — <2>2) Zak
keA kg A
<ot (1-(7) ) S
keA kg A
S ()5
k=1 k¢ A

o0
Como Z ar = 1, obtemos que
k=1

Dai, temos que
e entao,

o que significa que a condicao (i) da Proposigao 3.16 é satisfeita.
2
Seja § = <i> . Para cada k € A, temos que [0,1 — 0] e {|fx(to)|} sao conjuntos fechados

e disjuntos em C. Assim, |f| 7' ([0,1 — §]) e {to} sdo fechados e disjuntos em K, pois |fi(-)| é
continua. Segue pelo Teorema 1.18 (Lema de Urysohn) que para cada k € A existe uma funcao
continua wuy: K — [0,1] tal que

uk(:c) —_ { (1) ; Sex € |fk|_ ([071 - 5]),

, se T = {,
ou seja, temos uma funcao uy, € C(K) tal que
supp up C | fe (1= 0,1]), up(te) =1, 0<u(t) <1,

para todo t € K. Para cada k € A, podemos definir g, em K por

gr(t) = A <fk(t) + ug(t) (—fk(t) T %))
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parat € supp ug e gr(t) = Afi(t) parat € K\supp ug. Como g, é dada por soma e multiplica¢do
de fungoes continuas em K, entao gy é continua em K, para todo k € A. Além disso, g pertence
a esfera unitdria de C(K) ja que fi pertence a bola unitéria fechada e |gi(t9)] = 1. De fato,
para todo t € K temos que

Fl®) + un(t) (—fk@) N %) ‘

Je(t) (1 —|fr(®)])
“’*“( 5] )’
_ 11— | fe(®)]]
= | fx(t)] +ukz(t)W|fk(t)|
< |fe(®)] + 1 = | fu(®)]]
= i@ +1—1fi®)] =1,

|95 (8)] =

< |fe(t)] +

ou seja,

gkl = sup{|g(t)|: t € K} < 1.

Por outro lado, temos que

= (=20

)
- o+ (E)

fi(to) | fx(to)| + (1 — | f(to)]) fx(to)
| fx(to)]

| fi(to)| = 1.

!
| fi(to)]

Logo, gi € Sc(k). Além disso, segue da definicao de g, que ||gr — Afi|| < 0 para todo k € A,
uma vez que essa funcao é zero fora do conjunto supp uy, e para t € supp uy, temos que

() = (0] = o) (L)

NP RGINAG

B ’“M £e(0) '
10~ LD

<(“

=1 = [f(@®)]]

=1—|fi(t)) <1—(1—-0) =34, (35)

) o)

2
para todo k € A. Tomando a := 2 <i> , COMO

6 > | = gr(to) + AMfi(to)| = Re (—gr(to) + Afi(to)) = —Re gr(to) + Re Afy(to),

obtemos

Regk(t0)>Re)\fk(t0)—5>1—<i>2—5:1—2<—>2:1—a.
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Ja que

1= lgu(to)] = 1/ (Re gu(to))* + (Im gy(to))*

entao
(Im gi(to))* = 1 — (Re gi(to))*
<1-(1-a)?
=1—(1—-2a+a?
= 2a — a?
< 2a,
ou seja,

[Im gi(to)| < V2a.

Dali, temos que

gk (to) — 1] = \/[Re (gx(to) = DI* + [Im (gi(to) — ]

— J(Be (gelto) — 1)* + (Im (gi(to)))”

<\ (=)’ + (V2a)?
= Va® 7+ 2a. (3.6)

Agora, para cada k € A, definimos hy,: K — C por hy, := gi(to)Agx, de modo que hy, € Sc(k),
pois

Il = gn () Aarll = |gnCFo) A| llgwll = 1.

para todo k € A. O elemento x* = A\d;,, onde &, (f) = f(to) para f € C(K), é um elemento de
Sck)- e satisfaz 2" (hy,) = 1 para todo k € A. De fato, temos que

2" (he) = Agi(to) Agi(to) = [APlgx(to)* = 1,

para todo k € K, e

2" ()] = A (to)]
= Al (to)]
= [f(t)l < I,

o que mostra que ||z*|| = 1. Isso prova o item (iii) da Proposigao 3.16.

Resta mostrar o item (ii) da Proposigao 3.16. Segue das inequagoes (3.5) e (3.6) e da escolha
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de 0 que

12— fell = llAge — fil
= [l AP gr = Ml
= [|rge + gk — gr — M|
< [ltrgr — gill + llge — A Sl
= || (& — 1) grell + [lgx — Afill
= e — 1+ llgr = Afall
= [gk(to) — 1| + llgr — A S|l

<va*+2a+6

et e? €\ 2
“Var7+()

para todo k € A. n
Mostremos agora que todo espaco uniformemente convexo tem a propriedade AHSP.
Proposicao 3.20. Um espaco de Banach uniformemente convexo tem a propriedade AHSP.

Demonstracao. Sejam X um espaco de Banach uniformemente convexo, € > 0 arbitrario e
d = 0(€) o médulo de convexidade de X.

1_
Vamos fixar 0 < € < 1 e tomar r(¢) = 1 — d(e), n(e) = w e y(e) = % Sejam
(xn)52, C Bx uma sequéncia e Z «,, uma série convexa tal que
n=1

> 1—n(e).

oo
E AplTy
n=1

Segue do Corolario 1.59 que existe um funcional z* € Sx- tal que

oo o
x* g oy | = g QT
n=1 n=1

Re z* (Z ocn:vn> > 1 —n(e).
n=1

> 1—n(e),

ou seja,
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Seja A ={n € N: Re z*(z,) > r(e)}. Mostremos que o conjunto A que definimos é nao vazio.
Suponha que A é vazio, entao

Re z* (x,) < r(e),
para todo n € N. Dali, multiplicando a desigualdade por «,, temos que
Re z* (apxy,) < apr(e),Vn € N

o que implica

¥ (Z an:cn> < Z a,r(€)
= r(e)

[

<1—=2n(e) <1—nle),

contradigao essa que mostra que o conjunto A nao é vazio. Entao, segue do Lema 3.14 que

Zan>1—1ii

necA T<€)
@j@
==z 1—7(e)
_,_1-r(e)
2(1—r(e))
—1-5=1-1(9

Para n,m € A, temos que

|20 + Tl > |2™ (20 + 2) |
> Re(x™(xy + xpm))
= Re z*(z,) + Re z*(x,)
> 2r(e) =2 — 20(e),

entao

|20 + |

>1—46(e),

e, como X ¢ uniformemente convexo, obtemos ||z, — z,,|| < €. Como A # (), entdo podemos
escolher ny € A. Defina z, = z,,, para todo n € A. Portanto, temos que

|zn — xn|| <€, paratodon € A, e ZO‘" > 1 —(e).
neA

Finalmente, segue do Coroldrio 1.59 que existe um funcional z* € S% tal que z*(x,,) = 1, ou
seja, 2*(z,) = 1 para todo n € A.
Portanto, segue da Proposicao 3.16 que X tem a propriedade AHSP. O]

Mostraremos que todo espaco de Banach estritamente convexa que nao é uniformemente
convexo nao possui a propriedade AHSP.
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Proposicao 3.21. Um espaco de Banach estritamente convexa com a propriedade AHSP é
uniformemente convezo.

Demonstracao. Seja X um espaco de Banach estritamente convexa. Suponha que X tenha a
propriedade AHSP. Segue da Proposicao 3.16 que para € > 0 suficientemente pequeno tal que

v(e) < 5 © para pontos z,y € By tais que
5+ 3]
— Zil>1—

existem u,v € Sx e 2" € Sy« tais que |lu—z| <e, [[v—y| <eez*(z) = 2"(y) = 1. Dai, temos
que

lu+v| > 2" (x+2) = 2.
Por outro lado,
lu+ o] < flull + o]l = 2.

Logo, |[u+v| = 2. Como X ¢ estritamente convexa, entao segue da Proposi¢ao 1.77 que u = v.
Portanto, pela Proposicao 1.74 obtemos que X ¢é uniformemente convexo, pois

[ =yl < flo —ull +[lu =y
= [l = ull + flv = yll < 2e.

]

Exemplo 3.22. Denote por (% o espago vetorial K" com a norma || - ||, onde K = C ou R.
O espago reflexivo

ol

X =@l = | {z = (m)iZy: s € 3, Vi €N}, lz]| = <Z H%H?)o>

n=1

nao satisfaz a propriedade AHSP, pois nao € uniformemente convexo (para os detalhes desse
exemplo veja [7], pdgina 294).

3.3.2 Operadores de /; em um espago com a propriedade AHSP

Nesta subsegao, vamos caracterizar os espagos de Banach Y tais que o par (¢1,Y) tem a propri-
edade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores. Para isso, usaremos a propriedade AHSP
que foi definida na subsecao anterior.

Antes de mostrarmos o Teorema 3.23 vamos definir a funcao P4. Seja A C N, definimos
Pa: 01 — {1 por Pa(x) = Zx(n)em onde z = (z(n))52, € (4.

neA

Teorema 3.23. Seja Y um espaco de Banach. Entao, o par (¢1,Y) tem a propriedade de
Bishop-Phelps-Bollobds para operadores se, e somente se, Y tem a propriedade AHSP.

Demonstracao. Nossa prova serd dada para o caso de espacos de Banach complexos. O caso
dos espacos de Banach reais é mais simples do que o caso complexo.

Seja Y um espago de Banach com a propriedade AHSP. Dado € > 0, tome as fungoes y(¢) e
n(e) satisfazendo as condigoes da Proposi¢ao 3.16. Sem perda de generalidade podemos supor
que € é suficientemente pequeno para que 0 < y(e) < 1.
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Dado T' € S, y), existe xg = (zo(n))nz; € Sp, tal que ||Txo|| > 1 — n(e). Suponha que
xo(n) = Re xo(n) > 0 para todo n € N. Pelas suposigoes sobre T' e x,, podemos aplicar a

oo
propriedade AHSP a série convexa Z zo(n) e aos elementos x, = T'(e,), n € N, onde (e,), é

n=1

a base candnica de ¢;. Portanto, existe um subconjunto A C Ne {y, : n € A} C Sy tais que

Zxo(n) >1—7(e), |lyn —znll <€, paratodon € A,

neA
e
> wo(n)yn|[ =Y zo(n).
neA ncA
Como
> ag(n) > 1—7(e),
neA
temos

> wo(n) < Ae).

Considere o operador linear S: ¢; — Y dado por

B Yn , Sen €A,
Slen) = { T(e,) ,sené A,

Note que S tem norma 1. De fato, para todo A = (\,,)72; € Sy, temos que

(o) ) )
|

neA n¢A

= Z M (S(en)) + Z An(S(en))

neA n¢A

<D Iagall + D IAa(T(en))l

neA n¢gA

< ) Il =1,

neA n¢A

ou seja,
15|l < 1.
Por outro lado, temos que
1S (en)ll = llynll =1

para todo n € A.
Logo,

151 = 1.
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Além disso,

|T -S| = ”S;”lgl (T = S)(V|

= sup (S =T)YN)|l
= o |1 (i A)
< sup ZP\ (S = T)(e,)||

AI=15,

< sup ZP\ |SUPH(S T)(en) |

IAI=1",
= sup II(S = T)(en)|l-
neN

Como e,, € Sy, para todo n € N, entao
1T = S| = sup 1(S = T)(N)l

para todo n € N. Logo,
1T =S| = Sup 1(S = T)(en)ll

Portanto,

|7 = S| = sup [|(S — T)(en)||-
neN

Em vista de (3.7) obtemos que
IT = S| = sup [|(S = T')(en)]|
neN

= sup ||y, — z,|| <e.
ncA

Como 7y(e) < 1, tendo em vista (3.7), entdo A # ). Se Pa(xg) Z zo(n)e,, entdao o elemento

neA
L Palzo) ¢ tal que
0= TBatao)] < 0 €01
o = 2ol = 20 = T+ Paa) = Pateo)
_ Pula (1 = || Pa(wo)||) Pa(xo)
< ||lwo — Pa(zo)|| + H [Pa(zo0)]] ‘
— Zxo(n)en — Zxo(n)en + |1 = || Pa(o) |l
neA
_ Zxo + 1 — || Pa(z0) |||
n¢A
= ao(n)+ D wo(n) =D wo(n)
ng¢A n=1 neA
=2 x(n) 2 27(e)
n¢gA
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Além disso, usando (3.8), sabemos que

Il = |5 (e ||en)H

_ 1 neazo(n)S(en
|| Pa (o)l
_ 1 ZnGAxO( n)yn|
[ Pa(zo) |
_ I neamo(m)yal
> _nea To(n)

Assim, tomando §(e) = 27y(e), segue da Proposi¢ao 3.16 que o par (¢1,Y’) tem propriedade de
Bishop-Phelps-Bollobas para os operadores.

Caso nao tenhamos que xo(n) = Re zq(n) > 0 para todo n € N, temos que para cadan € N,
existe 6, € [0,27) tal que zo(n) = |zo(n)|e”. Defina

= 1.

R,:C—C

z > ze n,
Note que R,, é isometria linear para todo n. Agora, considere

@: gl — 61
(mn)ﬁ'il = (Rn(%))ff:l-

Como os R,,’s sao isometrias lineares, entao ¢ é isometria linear. Seja V': ¢; — Y dado por
V=Top!
Assim V € L(¢1,Y). Além disso,
VI =T oo™ | < T~ = 1.

Dado § > 0, como ||T|| = 1, existe x € Sy, tal que ||Tz|| > 1 — 4. J& que p é isometria, existe
y € Sy, tal que y = ¢(x). Entao

V) = 1T W) = 1T (@ = IT@) > 1 -4
Logo, ||V]| = 1. Tome yo = (o) € Si,. Note que

yo(n) = Ru(wo(n)) = wo(n)e™"" = |zo(n)|e" ™" = |ao(n)].
Dai, yo(n) € RT, ou seja, yo(n) = Re xo(n) > 0. Por outro lado,

Vol = 1T 0 ™) (yo) | = 1T (o)l > 1 = n(e).
Pelo que ja foi provado, existem wy € Sy, € S € Sg, y) tais que
IV =51 <€ llyo = woll < Ble), [[Swoll =1.

Dai, Sop € Sg,,y) € tal que

T =Seopll=[Vep—Sopl=[(V=5)opl <[V=Slell =V -5l <e
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20 = ¢ (wg) € Sy, 6 tal que

20 — z0ll = lle(xo) — (o)l = [l (o)) — (e (wo))|| < Be),

1570 @) (20)[l = [[S(wo)]| = 1.

Logo, a afirmacao fica provada em geral.
Reciprocamente, suponha que Y seja um espago de Banach complexo tal que o par (¢1,Y)
tem a Propriedade de Bishop-Phelps-Bollobéds para operadores. Dado 0 < p < 1, podemos

escolher s tal que 0 < s <le0< 2(1—s)<§.
Sejam 7(€) e B(€) os nlimeros positivos que aparecem na Definigdo 3.1 da propriedade de

Bishop-Phelps-Bollobés para operadores. Escolha e = €(p) tal que 0 < € < P <le Ble) < B.

2 1—s 2

o
Sejam (y,,)ne; C Sy uma sequéncia e g o, uma série convexa tais que

n=1

> 1—n(e).

Tomemos o operador linear limitado T : ¢; — Y dado por T'(e,,) = y, para todo n € N. Temos

|T|| =1 e o elemento xy = Zanen € Sy, satisfaz

n=1

||T IQ

Z anyn

De fato, de maneira andloga a que mostramos que ||.S|| = 1 para o operador S do inicio desta
demonstracao podemos provar que ||T]| =1 e,

17 (o)l = (Z a) H

> 1 —n(e).

Aplicando a hipétese de que o par (¢1,Y) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobés
para operadores, temos que existem um operador S € S, vy € ug € Sy, tais que

[Suoll =1, |luo — xoll < Ble), IS —T| <e

Entao

o0

> (e — Re ug(n)) < Z luo(n) — a| = |lug — 0| < Be), (3.10)

n=1
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o que implica

ZRe up(n Zan— =1—f(e). (3.11)

Consideremos o conjunto
A:={n € N: Re ug(n) > slug(n)|}.
Mostremos que o conjunto A nao é vazio. Suponha que A seja vazio entao
Re ug(n) < s|ug(n)|,

para todo n € N. Dal,

iReuo <sZ|u0 ) =s<1—p(e),
n=1

pois
B(e)
1—s5
= 6(6)<(1—s)g<1—s

<

[\ et

= s <1—p(e).

Contradicao essa que mostra que A é nao vazio.
Segue de (3.11) que

ZR@ up(n
—ZR@ up(n —I—ZR@ up(n)

neA n¢A

< Z Re ug(n) + s Z |[uo(n)
neA n¢A

= Z Re up(n) + s Z [ug(n)| + s Z uo(n)| — SZ |uo ()]
neA n¢A neA neA

=S Re ug(m) + 5 (Z ()] + 3 o) — 3 |uo<n>r>
neA ng¢A neA neA

= Z Re up(n) + s (1 - Z |U0(”)|>

< ZR@ up(n) + s (1 - ZR@ uo(n)> :

Entao

neA
= ZR@ up(n) >1— % (3.12)
neA



Usando (3.10) paran € A e (3.12), obtemos

Zan > ZR@ up(n) — ||uo — o]

neA neA
R
>1—15L_€)8— (s). (3.13)
59

Tomando v(p) := B(e€) + .

|z| =1 e Re z >t > 0, entao sabemos que

temos y(p) < p e entao Pr% v(t) = 0. Agora, se z € C satisfaz
S —

11—z =1+z)* —2Re z < 2 — 2t = 2(1 — 1).

Assim, para n € A, pela escolha de s, segue que

uo(n) P2 _ P
‘1 ~ | <21=s) < (5) - (3.14)
Se escrevermos z, := S(e,), entao
1 =[5 (o)
=S (Z uo(n)en> ‘
= 11> uo(n)S (en)
= Zuo(n)zn :

para todo n € A. Portanto, segue de uma consequéncia do Teorema 1.58 (Teorema de Hanhn-
Banach) que existe y* € Sy- tal que

y"(S(uo)) = [|S(uo)|| =1

— Y oy () =y (Zuom)zn) — 1= fuo(m)]
Como up(n)y*(z,) < |up(n)| para todo n € N, segue que
uo(n)y"(zn) < fuo(n)] (3.15)

para todo n € N. Assim, para todo n € A, z, pertence a Sy. Também sabemos que para
n € A temos

p
H’Zn - ynH = HS(en) - T(en)H <e< 5,
e entao
uo(n) up(n)
|uo(n)] lup(n)|
up(n) ‘
|[uo(n)|
(3.14) p p
< T4+ Z=p
ptg="r



Tendo em vista (3.13), a desigualdade anterior e (3.15), verificamos que

Zan >1—79(p), () Zn —Ynll < p ey” ( () zn) =1, paratodon € A.
= |uo(n)] |uo(n)]
Logo, Y tem a propriedade AHSP. O]

Observagao 3.24. Segue do Teorema 3.6 que o par ((1,Y") tem a propriedade de Bishop-Phelps-
Bollobds para operadores sempre que Y tem propriedade 3. Assim, a propriedade [ implica
AHSP em vista de Teorema 3.23. No entanto, € falso que o Teorema 3.23 possa ser obtido do
Teorema 3.6. Por outro lado, tomando X = {1 e Y um espaco que nao possui a propriedade
AHSP, vemos que que o par (¢1,Y) nao satisfaz o Propriedade Bishop-Phelps-Bollobds para
operadores, ou seja, o espaco {1 nao € um espaco dominio BPB universal.

3.4 Operadores de /. em um espag¢o uniformemente con-
vexo

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que para todo n € N e para todo espaco uniformemente
convexo Y, o par ((,Y) satisfaz a propriedade Bishop-Phelps-Bollobas para os operadores.
Para construir esta se¢ao utilizamos como base o artigo [1].

No resultado a seguir vamos abordar uma propriedade para operadores de ¢y em um espaco
Banach uniformemente convexo. Antes de enuncia-lo, para A C N definiremos o operador
Py: ¢y — c¢g dado por Py(z) = Zx(n)en.

neA

Lema 3.25. Sejam ¢ > 0 e Y um espaco de Banach uniformemente convero com mdodulo de
convezidade 0(€). Se T € Sri,yy € A C N tem a propriedade de que |TP4| > 1 —6(¢), entdo
temos que | T(I — Pa)|| < e.

Demonstragao. Como Y é uniformemente convexo, para cada € > 0, existe 0 < d(e) < 1 tal
que sempre que u e v estao em By, satisfazendo

[u+ o

> 1-4(c),

segue-se que |ju — v|| < e.
Sejam T' € Sr(ey,y) € A C N tais que ||[TP4]| > 1 —d(¢). Escolha g € Pa(co) NS, tal que
| T Pa(xg)]| > 1 —d(e). Como

L= 7] > [|T (o)
= || T(Paxo)||
= ||T(Pazo) + T(Pa2)||

para todo elemento z € B,, tal que z ¢ supp Pa, ou seja, Paz = 0, segue que para qualquer
y € B,

1T (o) =TI = Pa)(y)l| = 1T (x0) £ (T'(y) = T(Pa()))l

T(xog) £ T (Z y(n)en>

n¢A

<1
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Também, temos que

1T (x0 + (I = Pa)(y)) + T(x0 = (I = Pa)(y))ll = 1127 (o)
= ||2T Pa(0)|| > 2 — 28(e).

Assim, usando que Y é uniformente convexo, obtemos que
127°(1 = Pa) ()|l = 1T (w0 + (I = Pa)(y)) = T(xo — (I = Pa)(y))|| < 2e.
Como tomamos y € B, de forma arbitraria, entdo ||T(I — P4)|| < e. O
O resultado abaixo sera 1util para mostrar o Teorema 3.28.

Teorema 3.26 (Teorema de Krein-Milman). Sejam X um espagco normado e K um subcon-
jJunto compacto e convexo de X. Entao K € igual ao envoltorio convexo fechado de seus pontos
extremos, ou seja,

K = conv(Ext(K)).
Demonstragao. Veja [6], paginas 149 e 150. O

Também faremos uso do seguinte lema que apresenta uma relagao de dualidade entre (7 e

0.
Lema 3.27. Os espagos (7 e ({2)" sdo isometricamente isomorfos.

Demonstragao. Dado y = (m1,...,n,) € {7, definimos ¢,,: ¢, — K por
dy(x) =D &y,
j=1

para cada z = (&1,...,&,) € (. Temos que
> &
j=1
<Y lm]

j=1

< sup{lgl: j=1,...,n}n]
j=1

’¢y(x)| =

:Sup{‘€j|: ] = 177n}2|771‘
j=1

= [lzllocllyll1-

Entao,

16yl < [lyll1-

*

Como ¢, é claramente linear, entao ¢, € (¢5)".
Provemos que dado ¢ € (¢)", existe y € (] tal que ¢, = ¢ e |ly|li < ||¢]|. Para cada

j€Ncoml<j<n,seae = (0,...,1,...,0) o j-ésimo vetor canonico de K". Tome
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y=(p(e1),...,0(en)) € £1. Mostremos que ¢, = ¢ e ||y|]1 < ||¢||. Dado z = (&,...,&,) € (o,
temos

oy () = Zéﬂ?(ej) =¢ (Z §j€j> = ¢(z).

Isso mostra que ¢, = ¢. Agora, para cada j € N, 1 < j <n, considere

0 9(e) =0
ny = (e;) .
(e 70

Entao n; - ¢(e;) = |¢(e;)| e [n;| < 1 para todo j. Dai,
lylle = o(e)]
j=1

= Z%‘ - o(e;)

= (1, - 7m)
< el (s - - 1)l < |-

Assim, o operador T: {7 — (¢5.)* dado por T'(y) = ¢, ¢é linear, sobrejetor e [|[Ty|| = ||y||; para
cada y € (7. Logo, T' ¢ um isomorfismo isométrico. O

Mostremos que o par (-,,Y) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores
para todo n € N e Y espago de Banach uniformemente convexo.

Teorema 3.28. Seja Y um espaco de Banach uniformemente convexro com mddulo de conve-
/

€
zidade 0(e). Sejamn €N, 0<e <1, 0 <€ <e com € + — < d(e). Para quaisquer o € By,
€3
e T € Sen vy tais que ||Txol| > 1 — €, existem zg € By eV € Spm vy tais que

/ ¢
+ E—F—l .
€3

Demonstragao. Sejam T € Spn vy € To € By, tais que ||[Txo|| > 1 — €. Suponha que xo(i) =
Re (i) > 0 para todo ¢ < n.

Segue de uma consequéncia do Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach) que existe y* € Sy
tal que

NI

IVzoll =1, llz0 = woll < et + €5, [V =Tl <e+6n(vete

YT (o) = |7 (o)l (3.16)
Assim,
y*T(x9) = Re(y™T(x0)) = Re(Ty*)(zo) > 1 — €.
Defina

E = {i <n: Re(T")(e;)zo(i) > (1 — €3)[(T?y*)(en)|}
c{i<n:Re(T'y")(e;) >0, mo(i) >1— 6%}.
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Mostremos que o conjunto E é nao vazio. Suponha que E seja vazio, entao
Re(T'y")(wo(i)e) < (1= €3) [(T'y")(es)l,

para todo ¢ < n. Dali, temos que

= >~ Re(T'y")wa(i)es) < (1= ¢5) 31Ty ) (e, (3.17)

Agora, pelo Lema 3.27, sabemos que (¢2.)" é isometricamente isomorfo a ¢} e que
DTy e = Tl
i=1

Assim,

DTy ) (e = 1Tl
i=1
< 7y
= TNyl < 1. (3.18)
Logo, por (3.16), (3.17) e (3.18),

1T (o) || = 4T (o)

< (1 — e%> Z| (T'y*) (es)]

=1
1
<1—e3
<1- ()3
<1-¢.

Contradicao essa que mostra que E é nao vazio.
/

Se A := Z |(T"y*)(e;)|, vamos verificar que A < % De fato,
i¢E €

1 — ¢ < Re(T'y*)(z0) = Re(T"y") <ng )

—ZRG )(ei)xo(7)
§Z|( )(ei)wo(i |+ZR6 )(e:)wo()

ick i¢FE
< THT YY) + (1= e8) YTy ) (es)]
i€E i¢E
=S UT ) e + 3Ty ) e = Y 1Ty (e
i€E i¢gE i¢gE
(1-— eé Z| (T"y*)(es)]
i¢E
= DTy (e = A+ (1-ef)A
(3.18)

S 1-A+(1—e)A=1—¢34,
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entao

s
A
| ™

™M
Wl

Dali, temos que

1 —¢€ < Re(T'y*)(z0) = Re(T"y*) (Z o (i >

—ZRe
SZRe(T (e;)xo(i +Z|

S i¢E

)(ei)xo(i)

<" Re(T'y")(e:) + D [(Thy")(es)]

1S 1¢E

<> Re(T'y")(e:) +

el

1o
€3

donde segue

/

Pela escolha de €,

1T Pgl| > || TPg (Z ei>

ZR@(Tty*)(e,-) >1—¢— 6—1
i€k

icE €3
i
i€l

(%)

= |(T"y") (Z 6i>

el

EZReTt ) (&)

i€E

v

Segue do Lema 3.25 que

Tomando eg = E e; em Bp,m ) e
i€E

)(ei)xo(i)]

(3.19)

(3.20)



em (¢2)*, pela definigdo de E, obtemos que

1Pe(x0) — eoll = || woli)eli) — e
=[St - et ‘
= sgg lzo(i) — 1] < €3 (3.21)

e que

el i=1
1
=) 6 (€)
2 TE
1
=Bl =1
|E|

ou seja,

Defina o operador S: ¢, — Y por

T(e
S(z) = TPg(z) + 3n(e + eé)xS(PE(:L‘))A
1T (eo)
para x € (.. Por ser soma de operadores lineares continuos, temos que .S é um operador linear
continuo.

Seja T = Afirmamos que |le — ep|| < ei para todo e € Ext(Bp,m)) satisfazendo

€
21E]
|z5(e) — 1| < 7. De fato, se |z5(e) — 1| < 7, temos que

|z5(e)|E| = |E]| < 7|E]

— > ei(e) — |E|| < 7|E]
i€EE
— > e(i) —|E|| < 7|E]
S
— Re (\E| — Ze(z)) < T|E].
i€E
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Agora, como e é um ponto extremo de Bp, ), entao

le()] = 1,

para todo 7 € E. Com efeito, se existir 7o € E tal que

le(io)| # 1,

entdo existem «a, f € K com |o| < 1, |B] < 1 tais que
e(ip) = (1 —t)a + tp.

Dai, tomando x,y dados por

0 ,i¢FE
w(i) =4 e(i) i€ E\{i)

0 ,i¢FE
)= <0 1B ()

temos que x,y € Bp,m) €

(Zo, Z:ZO

0, i¢E
(1tx+ty{ e(i), i€ E\{io}

)

mas isso ¢ uma contradigao, pois e ¢ um ponto extremo de Bp,n ). Logo,

le(i)] = 1,

para todo i € E. Assim, Re(1 —e(i)) < 7|E| para todos i € E. Caso contrério, existiria ig € £
tal que Re(1l —e(ig)) > 7|E| e, j& que

Re e(i) < le(i)] =1
para todo ¢ € E, temos que
1 — Re(e(i)) >0
para todo ¢ € E, donde seguiria

e <|E| - Ze(i)) = (1 - Re e(i))

i€k i€k
> 1 — Re e(ip)
> 7|El,

o que é uma contradicao. Logo,
le(i) — 1] = v/ (Im(e(i) — ))2 + (Re(e(z) — 1))?
= VIm?(e(i)) + (Re(e(i)) — 1)?
=/ Im?( (l) +R62( (1)) — 2Re(e(i)) + 1
= /1 + |e(i)|2 — 2Re(e(i))
—\/2—2Re < \/27|E| = ﬁ—e%

el?
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para todo i € E, ou scja, |le — e = max le(1) — 1] < €1, e a afirmacdo segue.
1€

Por (3.19) obtemos

1S (eo)ll = [|T'P(eo) + 3n(v/e + €6)a5( P(eo))

T'(eo)
1T (o)l

= (|7 (e0) + 3n(V/e + €0 )j(eo) H;Ezzgll

T lIT(e0) | + 3n(Ve + )T (eo)]
7o)l
_ 7o)l

||T( )H (||T(€0)|| + 3”(\/_ + 66))
= |7 Pp(eo)| + 3n(v/e + €v)
>1-— (e’ + 6—1) + 3n(ve + €d), (3.22)

e também sabemos que

TPp(e) + 3n(v/e + eé>x3<PE<e>>H§,’(—j‘;)H||

17 (eo)
1T (o)l

15l =

< | T(e)] + (Bn(ve + €8))li(e)]

< ||T|lle]l + Bn(Ve + €)|z3(e)]
<14 3n(ye+ed)(1—7)

para todo e € Ext(Bp,m)) tal que |z5(e)] < 1 — 7. Assim, pela escolha de €, para todo
e € Ext(Bpy(em)) com 1 — |z5(e)| > 7, temos que

1S(e)]] <1+ 3n(v/e +es)(1 —7)

=1+3n(Ve+ 6%) (1 — 2T2E|>

=14 3n(ye+ev) —

3n
2|E|(6—|—6 )

1 3n €
<143 G '
+3n(ye+€v) — 2]E|< + §>
<1+3n(\/g+66 ——( +—1)
|E] s
_l’_

<1+3n(Vetes)— (e 6—1
€3

< [1S(eo)l-

Agora, pelo Teorema 3.26 (Teorema de Krein-Milman), se K' = Bp, ), entao K = conv (Ext(K)).
Tomando

M = sup {[|S(z)[|: = € Ext(K)},
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temos que se y € K entdo existe (y,)oe,; C conv(Ext(K)) tal que y, — y. Como y, €

kn,
conv(Ext(K)), existem Za"j =1lcom0<a, <1, ex,, €Ext(K)comj=1,... Kk, tais
j=1

que
kn
Yn = Z QL -
j=1
Dai,
kn,
1Sl = || > cn, S(an,)
j=1
kn
<> an, IS,
j=1
kn,
<> M =M.
j=1
Logo,
1Sl = lim ()] < M.
Portanto,
sup{[[S(y)[|: y € K} = M.
Assim,

IS1 =[5 o Pl
= sup{|[(S o Pg)(z)|: » € Bg}
= sup{[[S(y)||: y = Pe(r), v € Bg}

= sup{[[S(Y)||: ¥y € Bpy(n)}
=M

= sup{[|S(y)||: y € Ext(Bpym))}
= [IS(2)ll

para algum z € Ext(Bp,n)), pois Ext(Bp,n)) ¢ limitado e fechado (compacto) e [|S(-)| é
uma func¢ao continua. J& que

1Sl < [15(eo)

para todo e € Ext(Bp,n)) com |z5(e)| < 1 — 7, segue que |xg(2)| > 1 — 7, ou seja,
1—|z5(2)] < 7.

Tomando A = , temos que || = 1, e daf

IN\2(i)] = |2(3)| = 1, Vi € E.
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Donde segue que Az € ExtBp, ). Como 1 — |zg(2)| < 7, temos

1= 25(A2)] =1 = Aag(2)]

w5(2) O

=1—|x(z) <

uma vez que |z5(2)| < ||lzgl/l]z]] < 1. Dai, pela afirmagao obtemos
Az — eol| < €.

Ja que ||S(A2)|| = [[AS(2)]| = [1S(2)]] = ||S]|, segue que S atinge sua norma em Az. Portanto,
S também atinge sua norma em 29 = Az + (I — Pg)(z9) € By, e por (3.21) temos

|20 = 2ol = Az + (I — Pg)(z0) — @0
= ||IAz + 2o — Pr(z0) — 20
= [[Az = Pp(zo) ||
< [[Az = eol + lleo — Pr(zo)|l
< 6i —1—6%.

Segue da definigao de S e por (3.22) que

1_G+')+mwaf%swu

3

<14 3n(y/e + €v),

e tomando V := ﬁ obtemos que
T =VI|=T-5+5-V|
< [T =S[+1[5=V]
‘ISI 1S H
1511
=T = Pe)ll + |TPe = S|+ [lI5]] — 1]

(3.20)
< €+HTPE_TPE+3n(\/—+E )LL’O PE

suﬂf—HMHWT%—swﬂ

18] - 1
- |M 1St =1

= et nlyr e fago per sy -1
ge+3mV%+e>naﬂTfﬂH+msu—u

<e—|—3n(\/_+66)+max{e +

, (\f+eé)}
6/> + 3n(v/e + €v)

1)

l
€3

Se—l—?m(\/g—l—eé)—i-(e'—l—

M
os\»—‘l m\ =

:e+6n(\/E+eé)+(e +
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o que completa a prova para o caso em que (i) = Re xy(i) > 0 para todo i < n.
Caso ndo tenhamos que zo(i) = Re x¢(i) > 0 para todo i < n, temos que para cada i < n,
existe 0; € [0,27) tal que zo(i) = |20(4)|e”". Defina

R:C—C
2 ze Wi,

Note que R; é isometria linear para todo ¢ < n. Agora, considere

w: 0, — O

(@a)iy = (Ri(@))isy-
Como os R,,’s sao isometrias lineares, entao ¢ ¢ isometria linear. Seja V': ¢, — Y dado por

V=Toyp "
Assim V € L(¢L,Y). Além disso,
IVIE= T oo™ | < ITIe~" ) = 1.

Dado 6 > 0, como ||T'|| = 1, existe € Sgn_ tal que ||Tz|| > 1 — 0. Ja que ¢ é isometria, existe
y € Sy tal que y = ¢(x). Entao

V)l = 1T )l = 1T (@) = 1T(@)] > 1 -4
Logo, ||V|| = 1. Tome yo = ¢(x0) € Sen . Note que
yo(i) = Ri(wo(4)) = zo(i)e™™ = |wo(i)|e" ™™ = |20 (i)
Dai, yo(i) € R, ou seja, yo(i) = Re x4(i) > 0, para todo i < n. Por outro lado,

Vol = (T o ™) (o)l = 1T (o)l > 1 —nfe)

Pelo que ja foi provado, existem wy € Spn. € S € Srm vy tais que

6/

IV = Sl < et6n (Ve+et) + (e’+—1), lyo — wol| < €3 + €3, [|Suo|| = 1.

€3

Dai, Sop € Sg(ggo,y) é tal que

[T —Sopl=[Vop—=Soy|
= |[(V = 5) o ¢
<[V =S|l

=V -=25| §e+6n<\/g+e%>+ (6’—1—

[

\

e
W=

20 = ¢ H(wg) € Sen € tal que

|20 — 20l = ll¢(w0) — @ (20)|
= le(e ™ (w0)) — (™ (wo))l
< 6% + 6%,

15 0 @) (z0)ll = [|S(wo) || = 1,

0 que completa a prova. O
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3.5 Operadores com contradominio estritamente convexo

Vimos nas seg¢oes anteriores que o Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas nao é valido para todos
espagos de Banach X e Y. No mesmo artigo [11] em que apresentou um exemplo de um espaco
X tal que o conjunto de operadores lineares em X que atingem a norma nao é denso no espaco
L(X, X), Lindenstrauss provou que o subconjunto dos operadores 7: X — Y entre espagos de
Banach X e Y tais que os seus segundos adjuntos atingem suas normas é denso em L(X™ V™).
Esse fato nos faz levantar a seguinte pergunta:

Existe uma fungao v : R™ — (0,1), com 1i_r>%’y(t) = 0, tal que para todos T € Sgixy) e

rg € Sx com ||Txo| > 1 —(€), existem S € Spxyy e 25" € Sy« satisfazendo
IS"2g | =1, 1S =Tl <€, |lag" — xoll < €7

A resposta para essa pergunta é negativa em geral. Usaremos a ideia de Lindenstrauss para
mostrar um resultado sobre espacos estritamente convexos. Esta secao teve como base o artigo

[1].
Lema 3.29. Seja Y um espaco de Banach estritamente convexa.

(a) Seja T : U — Y um operador tal que T'(e,) # 0 para todo n. Se T atinge sua norma em
um ponto z € By, entdo |z(n)| = 1, para todo n € N.

(b) Se T : cy — Y € um operador que atinge sua norma, entio T € um operador de posto
finito.

Demonstracao. (a) Suponha que exista um ponto z € S, no qual T atinge sua norma. Se
assumirmos que existe n tal que |z(n)| < 1, teremos

[2(n) £ (1 = [2(n)])] < |2(n)] + |1 = |z(n)]]
= [z()[+ 1= [z(n)] =1,

entdo ||z £ (1 — |z(n)|)e,|| < 1. Assim,

2T = 2T
= 1722
= 1T(z+ (1 = [z(m)Den + 2z = (1 = [2(n)[)en) |
<NTCz+ (1 = lzm)Dea)l| + 1T(z = (1 = [z(n)[Jen) |
< 2|7,

ou seja,
[T = [Tz £ (1 = |z(n)])en) |
Como Y ¢ estritamente convexa, obtemos que
T(z)=T(zx (1 —|z(n)|)en).
Logo, T'(e,) = 0, o que é uma contradigao.
(b) Seja z € S, tal que T atinge sua norma em z. Como z(n) — 0, entao existe um ng
com |z(n)| < 1 para todos n > ng. Segue de ¢y C £y e do mesmo argumento utilizado na

demostragao do item (a), que T'(e,) = 0 para todos n > ng. Logo, T' é um operador de posto
finito. O
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Proposicao 3.30. Seja Ty : cog — Y um isomorfismo. Suponha que Y™ € estritamente conveza
eT € L(cy,Y) € tal que

1T = Tol| < inf{[[To(en)l[}-
Entao
{y € Be, - IT" (W) = ITI} € {y € Be,, : ly(n)| =1, para todo n € N}.

Demonstracao. Sabemos que

Dai, temos que

175" (en) I = sup [ T5"(en) ()l

lpll<1

= sup ||¢(To(en))|l

llll<1

= [[To(en)|l-
Suponha que existe n € N tal que |[|T%(e,)|| = 0, entao

IT = To|| = T = T
> (1" = T5") (en)
= 175" (en)
= [ To(en)ll,

o que é uma contradicdo, pois |T — Tp| < inf{||Ty(e,)}. Logo, T"(e,) # 0 para todo n € N.

Portanto, segue do Lema 3.29 que se T atinge sua norma em um ponto z € By, entao
|z(n)| = 1 para todo n € N. Portanto,

{y € Be.  IIT" W)l = TN} € {y € Be.. : ly(n)| = 1, para todo n € N}.
[l

O exemplo a seguir mostra a existéncia de um operador que da uma resposta negativa a
pergunta que fizemos.

Exemplo 3.31. Sejam Y um espagco de Banach isomorfo a co tal que Y™ € estritamente
conveza e Ty = I, o operador identidade. Entdo, dado T € L(cy,Y) tal que ||T—I| < inf ||e, ]y,

seque da Proposicio 3.30 que para todo z € By, com ||[T"(2)|| = ||T|| tem-se |z(n)| = 1, para
todo n € N. Daf,

dist(z, B.,) = 1.
De fato,

dist(z,Be,) < |lz=0| = ||z|| < 1.
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Suponha que dist(z, By,) < 1 e tome € = 1 — dist(z, B.,) > 0. Entdo existe x € B, tal que
€

—rll<1=
o —all <1

Assim, para todo n € N
€
1 =5 2 (n) —z(@)] 2 |2(n)] = z(n)| =1 = |z(n)],

que 1mplica

0 que € uma contradicdo, pois T € cy.

3.6 Convexidade uniforme e a propriedade de Bishop-
Phelps-Bollobas para operadores

Veremos nesta secao que se um espaco X é uniformemente convexo entao o par (X,Y’) tem a
propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores para qualquer espaco de Banach Y, ou
seja, X é um espago dominio BPB universal. Esta se¢ao tem como base o artigo [10].

Teorema 3.32. Sejam 0 < e <1 e d(e) >0 0 mddulo de converidade de um espago de Banach
X uniformemente convexo. Entdo, o par (X,Y) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds
para operadores para qualquer espago de Banach Y. Mais precisamente, se T € Spxy) e
x € Sx satisfazem

€ (€
Tz >1— =5 (-) ,
entao existem S € Spix,y) e xg € Sx tais que ||Szo| =1, ||S =T <€ ez —zf <e.

Demonstragao. Sejam T' € Sg(xy) e x € Sx satisfazendo

€ €

Segue como consequéncia do Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach) que existe f € Sy~
satisfazendo

f(Tx) = [Tz,

ou seja,
€ €

Defina uma sequéncia (z;, fi, T3)i2; C Sx X Sy« x Sg(x,y) indutivamente. Primeiro, defina
(1, f1,T1) = (z, f,T). Quando o k-ésimo termo for construido, defina

Tt

-~ J
[T

~ €
Tip1z = Trx + Wfk(Tk»’U)Tkﬂfk, Thy1 =
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e escolha x 1 € Sy e fri1 € Sy~ satisfazendo

~ ~ € €
Re fro1(Tir1zp1) > ([Tl — W(S <2k+1>
Re fk(kak—&-l) = ‘fk(kak+1)"

Mostremos que podemos escolher z; .1 € Sx e fri1 € Sy. satisfazendo as condicoes desejadas.
Como

T = sup [T,
llzl=1

entao existe .1 € Sy tal que
~ ~ € €
| Therr@reall > [ Tora | = 55559 (W) :

| i (TuZisn)|

—— , € se fk(fkfkﬂ) =0, tome A = 1. Defina z;,1 =
1 (ThZrs

Se fi(TiTkr1) # 0, tome A =

)‘%k-i-l S Sx. Entao

~ ~ € €
Ticonnrll > 1Trall = 550 (5057)

Re fi(Tewnn) = Re fi(Te(ATii))
= | e Te(Fx1))|
= | fe(T(zri1)].
Segue de uma consequéncia do Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach) que existe fy11 € Sy~
tal que

Feort(Ter1zs1) = (| Teprzera),

ou seja,
Re fon(Tinaen) > [Tenl = 559 (7) -
Ja que
Tk+1$ =Thx — <—#fk(Tkx)Tkxk> ,
temos
1T @) = |[Tiw = (~ g @) T )|
N T
= | Thall = sl fu( Do) T (3.23)
Agora,

(D) Do || < (] Fill T[T 24
= ||Tkx|l. (3.24)
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Assim,
[ fr(Thx) Tray|| > —||Ty]].

Segue de (3.23) que

€

| Trr (@) 2 1 Thzl| = s fu(Tew) T
€
> || Tyx|| — WHTMH

€
= || Tz <1 - W> :
Dali,

[Tl = sup | Tisrz|
Jall=1

€
> sup ||Trz|| (1 — —)
Jall=1 2k

€
= |7l (1 - 53

(3.25)

Entao,

que implica

€ € 1 € € € €
_2k+55 <2k+1> kaﬂ = _22k+55 <2kz+1> - _2k+45 <2k+1> :

Logo,
Thr1Tr41
HTk+1

Re frq (Tk—i-lxk—‘rl)

Re fri1(Thrzri1) = Re fra

i
ITk1 ]| — 5556 (55)

| T

Tit1

€ €
> [Tl = a0 <W> -
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Além disso, por (3.24) temos

~ €

< |NTwz| + 5505 2k+2 [ fe (D) T

< [Tl + 2,€+2||Tk:90||
= (1+ 572) 178z
< (1+ 50 el
donde segue
~ €
[Tl <1+ Skr2” (3.26)
Por (3.25) e (3.26), temos
1- 2k+2 HT’CH s+ o 2k+2
=l 5
Assim,
|T% = Tl = |[Th = Tipr + Tt — Tt
< |y = Toga|| + ka—i-l — Tht1
(HTk-HH - 1) T
= |~ (7 + gz T Tia )| + I
= 2k+2 (fr o Ti) T || + ’ka-f—l - 1‘
<2 ¢ €

9k+2 9k+1 )

para todo k € N, o que mostra que (T)ze; é um sequéncia de Cauchy. Como L(X,Y’) é um
espaco de Banach, entao (7});2, converge para algum Tos € Seixy) €

IT = Tl = |IT — Jim T3
= lim ||T = 7}
sgmmﬂ Tl + -+ [ Tis = Thl)

ZHTk—l — Tkl
peripec

1
k= 2

Agora, mostremos que a sequéncia (z)re.; é¢ uma sequéncia de Cauchy. Para isso precisamos
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verificar que:
-5 () < 5 )
= ’fk (Th—1x) + 2k+1fk 1(Thaz) fr(Te-17k-1)
< | fu(Temame) | + W|fk—1(Tk—1$k)| | fr(Th—17-1)]|
< | fi(Terzr)| + 2,€+1|fk 1(Th—azy)|

< || Th—a ]| + 2k+1R€ Jroo1(Th—1xg)

Hlka > | fe-1 (kak—1>
€
= | frm1(Tpo12-1) + ﬁfk—l(Tk—lxk—l)fk—1<Tk—1xk—l)‘
€
= <1 + Wfk—l(Tk—lxk—l)> fre1(Th—12k-1)

= (1 2k+1R€ S (Tha2p— 1)) Re fr—1(Ty-121-1)

€

€ 2
> Tt = e (i) + g (1710 = 520 (557))

Dai, temos que

€ 2 € € €
21<;+1R€ fe1(Tiawy) > 2k+1 (”Tk ol = 2k+25 <2k—1>> - 2k+26 (2k—1> - 2k+45

entao,
2

HkalH - 2k6+25 (le—l)) - 215—25 (2k€—1) 21@3-45 (Lk)

2k+1

(”T’“ il = 2k+2(S (2;1))2 a %5 (2:*1) B %5 (2%> ‘

Portanto, segue da monotonicidade do médulo de convexidade que
e fir(Toors) > (HTH“ ~ 5 (55) ~ 9 (55) -9 ()
2k+15( k= 1) <2k+25 <2k€ 1>>2 a %5 (26 1> B %5
2k+15<2 ) 2 (2k 1) (ik>
2k+15<2k ) (2;1) B ( )
~3(5=) (3427 )
)

=1
€
s1-9 (zkl

Re fk71<Tk—137k) > 2T (

pois
€ 1

1
gt Ty T S

1 1
ok+1 + 92 + 23




Assim,

L1+ Tk
2

Tp_1+x
> Re fr-1 (Tk—l (%))

1 (55) - )
Z1_5<2k€—1>‘

Segue de X ser uniformemente convexo que

€
ek = @ill < 5

o que mostra que a sequéncia (zy)5; é de Cauchy.
Como X é um espago de Banach e Sy ¢ fechado em X, entao a sequéncia (xy)5, converge
para algum z,, € Sx e

| = Zoof| = |z — Tim ]
k—o0
= lim ||z — x|
k—ro0

< lim ([l — @2 + - + [lze-1 — @)
k—o00

[o¢]
> ko1 — @
k=2

[e.e]

€
p €
2
< = = €.
1 1
— 2 1—3
Segue do fato de que klim |Tkzk|| = 1 e que Ty e xx convergem em norma, que ||To2s| = 1.
—00

O

Sabemos que o Teorema 3.6 implica que para espacos de Banach X e Y tais que Y tem a
propriedade 3 de Lindenstrauss com 0 < p < 1, para dado € > 0, se T" € S (xy) e ¥ € Sx

62 1%
satisfazem ||T'(x > 11— ) entao para cada numero real tal que > s

existem S € L(X,Y), z € Sy tais que

62

1Szl = 151, NIz =zl <e 1S =T <n+e+

Isso significa que o par (X,Y’) tem a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores
quando Y tem a propriedade 5. Além disso, sabemos da Definicao 3.1 da propriedade de
Bishop-Phelps-Bollobés para operadores que as fungdes 7(€) e 5(¢) na definicdo nao dependem
do espago de Banach X. No Teorema 3.32, podemos ver similarmente que as fungoes 7(e) e
B(€) ndo dependem do espago de chegada Y.

Levando esses fatos em consideragao podemos nos questionar se existem fungoes 7(e) e 3(e)
que implicam na convexidade uniforme de X. Ao decorrer desta secao mostraremos que isso é
verdade para um espaco de Banach real bidimensional.

Definicao 3.33. Sejam X um espaco de Banach e C' um subconjunto convexo de X. Um ponto
x € C € chamado de ponto fortemente exposto de C se houver f € X™ tal que

(i) f(y) < f(x) paray # v em C;
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(i1) se f(x,) = f(z) e (z,);2, C C entdo ||z, — x| — 0.

Lindenstrauss em seu artigo [11] mostrou o seguinte resultado para um espago de Banach
X tal que o conjunto de operadores que atingem a norma é denso em L£(X,Y) para qualquer
espaco de Banach Y':

(a) Se X é isomorfo a um espago estritamente convexa, entdo Sx é o envoltério convexo
fechado de seus pontos extremos.

(b) Se X é isomorfo a um espaco localmente uniformemente convexo, entao Sx é o envoltério
convexo fechado de seus pontos fortemente expostos.

No préximo teorema, vamos obter um resultado mais forte para X quando o par (X,Y) tem
a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores com as fungdes n(e) e §(¢) nao de-
pendendo do contradominio Y. Antes de demonstrarmos o resultado iremos provar o seguinte
lema que sera 1til para mostrar um dos itens do teorema.

Lema 3.34. Sejam a,b,c,d > 0. Entdo
ab+cd < (a* + 02)%(1)2 + dQ)%. (3.27)
Além disso, se a*> + ¢ = b*> + d* entdo vale a igualdade em (3.27).

Demonstracao. Temos que

ab+ cd < (> + A2 (b + d2)2

(ab+ cd)? < (a® + &) (V¥ + &%)

a?b? + 2abed + Ad* < a*V? 4 a*d® + b + Ad?

2abed < a*d® + Av?

a’d® — 2abed + b2 >0

(ad — cb)* > 0. (3.28)

171110

Como (ad — cb)? > 0, entdo
ab+cd < (a® + A)2(b* + dQ)%.
Note que
ab+ cd = (a® + 2)z (b + d?)?
< (ad —cb)> =0
< ad—cb=0
<= ad = cb.

Agora, se a®* + 2 =b*+d* 6 zeroentdioa =b=c=d =0 e se a* + ¢ = b* + d*> é um ntimero
k > 0 entao

ad = cd < a’*d* = Ab?

— (k- Ad* = Ak — d?)
= kd® - Ad® = k* — Ad?
<~ c=d
< a=0>0.
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Teorema 3.35. Seja X um espaco de Banach. Suponha que dado € > 0 existem funcoes a
valores reais positivos n(e) e [(€) que convergem para 0 quando € tende a 0 e satisfazem o
sequinte.

Para cada espago de Banach 'Y se |[Tx|| > 1 —n(e) para T € Sgxy) e x € Sx, existem
u€ Sx eS € Sexy) tais que [[Sul| =1, [lx —ul < B(e) e [|T = 5| <e.

Entao:

(i) se X é um espaco de Banach real, entdo nao ha face de Sx que contenha um subconjunto
nao vazio relativamente aberto de Sx;

(ii) se X € isomorfo a um espago de Banach estritamente conveza, entdo o conjunto de todos
0s extremos pontos de Bx € denso em Sx;

(iii) se X € isomorfo a um espagco de Banach uniformemente convezo, entdo o conjunto de
todos os pontos fortemente expostos de Bx ¢ denso em Sx.

Demonstragao. Para a prova de (i) é importante comentar que toda face de Sx estd contida
em uma face da forma {x € Sx: a"(z) = 1} para algum 2 € Sx. Suponha que existe
x* € Sx~ tal que a face F(z*) = {x € Sx : 2"(x) = 1} contém um subconjunto U relativamente
aberto nao vazio de Sy. Como U é aberto em Sy, entao para todo x € U existe € > 0
tal que Bx(z,€) N Sy C U. Assim, podemos escolher 0 < € < 1 e pontos g,y € U tais que
Bx(y0,€)NSx C U, com ||zg—yo|l < € exg # yo. Seja p = x9—1yo. Segue de uma consequéncia
do Teorema 1.58 (Teorema de Hahn-Banach) que existe y* € Sy« tal que y*(p) = ||p||. Defina

[ + Syl

*

Yn

Entao (y))o2, converge para z*. De fato, temos que
i
% + 57|

¥+ lim, oo %y*

*

o
M [lyr, = =] ﬁ&'
x

[l

= ||lz* — z*|| = 0.

*

X

[l + limy, oo 27|
*
*

Para cada n € N, defina uma norma ||| - |||, em X por
1 1
21 = Sll=l” + Slya (@)l

Vejamos que ||| - ||| é equivalente a norma de X. De fato, para cada n € N temos que

ol < 2] + 21y o)
1 1
=4 (3llelP + 3l @)
1 1
<4 (3lelP + Sl PP

1 1
=4 (3lelP + 311?)
~ 4l
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para todo x € X. Entao

]l < 2[[|z][ln < 2[|]

para todo z € X.

1
Seja X,, = (X,]||| - |||»). Dado = € Sy, temos que Tl x € Sx,. Além disso, se a > 0
X n
1
é tal que ax € S, entdo 1 = |||az|||, = a|||z]||., ou seja, o = TS Assim, para cada
Zi||n
x € Sy, existe um unico t, > 0 tal que t,x € S,,, onde t, = . Defina ¢: Sx — Sx, por

Ml

Nao ¢ dificil ver que ¢ e ¢ sao continuas e

x X
¢(‘T> = |||I|||n € ¢3 SXn — SX por ¢($) = m

inversas uma da outra. Dessa forma, temos que ¢ é um homeomorfismo. Tome
U ={t,x € Sx, :x €U, t, >0} =¢).

Entao U,, ¢ relativamente aberto em Sk, .

Afirmacgao: Nao hd nenhum subconjunto convexo relativamente aberto nao vazio U em
Sx, que esteja contido em Uy..

Suponha que existe um conjunto convexo relativamente aberto nao vazio U em Sy, que
estd contido em U, . Escolha z € U e t > 0 tais que x +tp € U e t 2, t,4p(x + tp) € U. Entéo,
pela suposicao

to® + tyrsp(z + tp)
2

= 1.

n

Temos que

1 1
taz||2 = =||tez|)® + =|yk (tex)]* = 1,
2 2

1 1, .
[taap(@ + )1 = S llterin(@ + D) + Slyn (Earap(@ + tp))[* = 1.
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Dai,

2

o + tygip(T + 1)
2

1=

n

1/1\? , 11\ )
=515 ltex+torp(z + o) 3513 Yt + topip(T +tp))]

2\2
]_ 2 1 * * 2
= gliter +tosep (@ + tp)[I7 + Sy (ta) + Y (torep( + tp))|

1 * *
< 5 (tazll + tarim(x + tp))* + 5 (5 (Ee2)| + [y (barn (2 + t9)])

| — ool —

3 (e l® + 2[[ta|[[tayip (@ + )| + ltorep(z + o)1 + |y, (te)]?
+2[y5 (to) [ (toep (T + )| + [ (tarep(z + tD))]?)

= é (el + lyn (te2) ) + ([tasip(@ + )P + [y (tasip(@ + tp))?)
+2 ([yn (Ca) [y (Eopip (@ + )] + [t || [[tesap(x + tP)]]))

(4 4 2 (lyn (L) ||y (taap(z + t0))| + oz || [torep(z + tp)1]))

INE

1 1
(42 (i) + ) (19w + D) + e + t9)2) )

1
1. 1 21 1
<4+4(§|yn<txx>r2+5ntxxu2) (3l taste + D + Gltssnto + 1) )

o=

1
=-4+4)=1
@y =1,

onde em (x) utilizamos o Lema 3.34. Segue do Lema 3.34 que

[tz ]| = [[tatip(z + tp)|

|y ()| = |yp (torp(z + 1p))].
Em particular,
Yn(ta®) = Y (taiap(@ + p)),
pois eles tém o mesmo sinal. Como ||t,z|| = |[tz4e(z + tp)]|, temos que
te = to|| || = toriplle + tpl| = torep.

Portanto, temos que

Yn () =y (v + tp)
= yn(x) + ty,(p),

o que é uma contradic¢ao, pois t > 0 e y(p) > 0.
Agora, estamos prontos para provar que nao existem fungbes reais positivas 7(e) e [(e)

satisfazendo a hipotese do Teorema 3.35.
/ /

Caso contrario, escolha p de modo que 0 < p < %, e B(p) < % e N € N tal que
1+ |yn (yo)|”
S )
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A existéncia de N € N é garantida pelo fato de que

hm,¢liﬁ£@@fz,¢1+lmmHmzﬁ@@P

n—o0o 2 2
_ [Tr )P
2
1 1/2
_ P
2

Considerando o operador identidade I : X — X, temos

11| = sup {[[[Zz[||~}

llz(|=1

= sup {[|z[|n}

[[=]I=1

:||i“p1{\/ ol + Sl >|}
:@21{¢2 wN(H}

1 (”iugl {|y;<v<x>|}>

_|_

N —
O |

1 1
— - - 2
V3 T glvsl
= 1+1—1
V2 2 7

Portanto,

1 Lo, L+ |y (yo)]?
HU%MNZmemf=VQMﬂ2+QWMmN%=V———%———>1—n@)

/ /
Por hipétese, existem V' € Sy (x xy) € 11 € Bx (yo, %) NSy C U tais que |V —1I|| < p < % e

[[|Vyi|||y = 1. Mostremos que V' é um isomorfismo.
Sejam x,y € X tais que  # y. Suponha que V(z) = V(y). Entao V(z —y) = 0, o que

implica que V ( S > = 0. Dal,

Iz = yll
T — 1
o> [lor=o =)l - =l 2
[l = yll lz = yllll[y ~ 2
mas isso é uma contradigao. Logo, V(z) # V(y). Portanto, V é injetora. Agora, sejam
I': X — X o operador identidade e V': X — X dado por
V'(z) =V(z).

Defina T: X — X por T =1'—V'. Note que T € L(X, X). Além disso, para = € Sy,
[ Tz]| < 2[||Tx||n
=2[|[I'z — V'al| |y
=2|[|lz — V||~
<21 -V < 2p.
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Logo, ||T|| < 2p < 1. Entao, segue da Proposi¢ao 1.70 que (I’ — T') tem inversa. Assim,
V' =1"—T tem inversa. Em particular, V' é sobrejetora. Como V'(X) = V(X), segue que V'
é sobrejetora. Ja que V' é injetora e continua, segue do Teorema 1.56 (Teorema da Aplicacao
Aberta) que V' é um isomorfismo.

Vamos mostrar que Uy contém um subconjunto convexo relativamente aberto nao vazio em
Sxy, 0 que contradiz a afirmacao.

Temos que Vy; é t,u para algum v € U e t, > 0. De fato, podemos escrever Vy; em

Sx, de maneira tnica na forma f¢,u para u € Sx e t, =

> 0. Do fato de que
[ul|x
ol < 2lall|y < 2]zl segue-se que
1

1= —
Jul
1
[[ul|| v
= t,
= [[tuull
= [Vl
< Nl +Vyr — ]
< ol +2[[Vyr — wllln

/

<1+2p<1+%,

A

o que implica

lu =l = llu = tuw + tuu — 1|
< = tw)ull + [[tuu = v
= [1 = tu[lJull + [[(V = D) ()|

[
~

<_
T
e€ ¢
<_ —
4+8
e € ¢
<-4 - =
4+4 2

Assim,

[l = woll = llu =1+ y1 = wol|
< [lu =yl + [ly2 = woll

e €

<_ J—
2+4

/ /
€ € ,

< —+-=¢.
g t5=¢

Dai, u € Bx(yo,€)NSx CU e Vy, = t,u € Uy.
/

Escolha 0 < § < % para que Bx, (Vyi,0)NSx, C Uy, isso é possivel pois U), é relativamente
aberto em Sx,. Temos que

V(Bx(y1,0) N Sx) = V(Bx(y1,0) N F(2")) C Bxy (Vs 0)
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e V(Bx(y1,6) N F(z*)) C Sx,. De fato, seja © € V(Bx(y1,0) N Sx). Entdo existe um unico
y € Bx(y1,0) N Sx tal que z = V(y). Mostremos que y € F(z*). Temos que

ly —wll <o.

Dessa forma,

o — vl < llyo — il + lly — wll
6/
<=4+
7+

[}
~

(@)
~

< =+

|

<€,

DO | N |

o que mostra que y € U, ou seja, y € F(z*). Assim, V(Bx(y1,0)NSx) C V(Bx(y1,0) N F(x¥)).
Como F(z*) C Sx, entdo Bx(y1,9) N F(x*) C Bx(y1,0) N Sx. Logo, V(Bx(y1,9) N F(x*)) C
V(Bx(y1,0) N Sx). Portanto,

V(BX(y1,5) N Sx) = V(BX(yl,é) N F(l’*))
Agora, dado z € V(Bx(y1,0) N Sx), existe um unico y € Bx(y1,d) NSy tal que x = V(y). Dali,

HVyl - $|| = ||V(Z/1 - Z/)H
< VIl = vl
= [ly1 — y| < 0.

Resta mostrar que V(Bx(y1,d) N F(x*)) C Sx,. Suponha que existe x € V(Bx(y1,0) N F(z"))
tal que = ¢ Sx,, entdo por V ser um isomorfismo existe um tnico ponto y € Bx(y1,d) N Sx
tal que V(y) = x. Note que y # y1, pois V(y) = © ¢ Sx, e V(y1) € Sx,. Como y e 1,
estao contidos no subconjunto relativamente aberto Bx(y;,d) N Sx de U C F(z*), temos que
existe um ponto y € Bx(y1,d) N F(x*) tal que y; € (y,¥), ou seja, existe a € (0,1) tal que
y1 = (1 — @)y + ay. Dali,

HVallly = V(A = @)y + ay)lln
< (T =[[V)llix +lllV©)llly

< (L=a)lll=[||x + V][]
<l—-a+a=1

o que é uma contradicao, pois |||Vy|||y = 1. Logo, V(Bx(y1,0) N F(z*)) C Sx,-

Portanto, V(Bx(y1,6) N Sx) = V(Bx(y1,0) N F(z*)) é um subconjunto convexo de Uy,
por ser a imagem por um isomorfismo do conjunto Bx(y1,d) N F(z*) que é convexo por ser a
intersecao dos conjuntos convexos Bx(y1,d) e F(z").

Além disso, temos que V' (BX (yl, g) N SX) =V (BX <y1, g)) N Sx,, 0 que implica

que Sy, contém um subconjunto convexo relativamente aberto contido em Uj). Vejamos que

) )
de fato V (BX <y1, 5) N SX> =V (BX <y1,§)> N Sx,. Ja verificamos que |||[Vz|||y =1

para qualquer x € Bx | y1, =

)
5 N Sx. Ainda se x € Bx | y1, 5 ) com |z|| < 1, entao

IVallly < [VIllzll = ] < 1.
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x/

) —
Esex € By <y1, 5) com ||x’|| > 1, podemos escrever = ax para o = ||x’|| >lex = ||$/|| €

Sx. Dali, como

)
12l < fl2" = sl + il < 1+ 5

segue que
lz =il < [l = 2| + [l2" — w1l

)
—|1— |2 Z
1=l + 5

)
— 2] -1+ =
I =1+

) )
l+-—1+=-=0.
<+2 +2 )

Entao x € Bx(y1,9) N Sx. Portanto, |||Vz|||x =1 e obtemos que
IVl = IV (ax)llly = al[[Va||ly > 1.

Para a prova de (ii), suponha que existem xzy € Sx e € > 0 tais que o subconjunto
Bx(xg,€) N Sx nao contém nenhum ponto extremo de Bx. Segue da Proposi¢ao 1.80 que
existe uma norma ||| - ||| em X com o qual o espago de Banach (X, ||| - [||) é estritamente
convexa e podemos supor que |||z||| < ||z|| para todo z € X. Entdo, para cada n € N, defina a

norma equivalente ||z, = (||#]|> + =||||/|*)? em X.
n

Vejamos que de fato as normas || - || e || - ||, sdo equivalentes. Para cada n € N, temos
2 < g2 L 2 2 Ly — 1 1 2
)™ <l ll” + =lll[I* < flel® + ==l = {1+~ ) =]l
n n n

entao

1\ 2
ol < el < (1+3) el
n
Agora, mostremos que (X, || - ||,) é estritamente convexa. Sejam x,y € X satisfazendo
2]ll7 + 20yl = llz + vl = 0.
Por um lado, temos que

201|211 + 2l llI* = e+ yll1* = 2/l + 2llyll1* = (=] + [y]]])?
= 2[[|* + 20" = [l=[1* = 2fllIl] [yl = Il

= [l l11* + [[lyll1* = 2l [yl
= (Il = [llyll)* = 0. (3.29)

Por outro lado, temos que
2)lz (2 +2llyll; = llz + [ =0

1 1 1
= 2 (Nel? o 2iel?) 42 (ol + L) = o+ o1 = Sl + P =o.
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Entao

1
—CI12l” + 2Mlyll* = [l + yl1I*) = =2llz]* = 2llyll* + ll= + ]

< =2fjz)I” = 2llylI* + (l=[l + I3

= —=2||=]1* = 2lly|I* + llz]* + ly]I* + 2ll= | [ly]
= —(ll=[I* = 2l + llylI*)

= —(ll=[l = lly1)*.

Logo,
20|11 + 2y ll* = o + yllI* < —n(ll2ll = lyl)* < 0 (3.30)
Segue de (3.29) e (3.30) que
2l [[1” + 2[lylI* = M=+ yllI* = 0.

Como (X, |||-]]|) é estritamente convexa, temos = y pela Proposi¢ao 1.77. Portanto, (X, ||-||,)
é estritamente convexa, pela Proposicao 1.77.

Escolha 0 < p < 1 satisfazendo B(p) < €/2 e m € N satisfazendo

7%%;>1—n@)

A escolha de p e a existéncia m € N satisfazendo as condigoes sao garantidas pelo fato de que

vnoo 1

Sejam I : (X, |- ||) = (X, || - |lm) o operador identidade e T'= I/||I]|. Se x € Sx entao

N
ol < el < (14 ) . (331)
m
o que mostra que 1 < [|[I]| < (1+ 1/m)?. Assim,

" M|l = vm+1 Vm+1

>1—n(p).

Portanto, por hipétese existem um operador S : (X, | - ||) — (X,|| - [|m) de norma um e
1
x1 € Sx tais que ||xg — 21]] < B(p) < €/2, ||Szillm=1e||S—T| <p< 1 Dai, temos que
x1 € Bx(xg,€) N Sx, logo, 1 ndo é um ponto extremo de By.
Tomemos p € X com p # 0 e ty > 0 tais que z; + tp € By para todo t real satisfazendo
|t| < to. De fato, como x; nao é ponto extremo, existem A € (0,1) e x,y € Bx distintos com
T # x1 ey # xp tais que

x1 = (1= XNz + \y.
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Caso x ¢ Sx ou y ¢ S, teremos

1] < (T =Mzl + Ayl
<l—-A+A=1,

contradigao essa que mostra que =,y € Sy. Tomando ty = min{\,1 — A} e p = y — x, temos
que

|1+ tpl| = (|21 + t(y — 2|
=[(1 =Nz + Ay + ty — tx||
=[[1=A=t)z+ A+ 1)yl
<@ =A==zl + A+ )yl
=1-A—t+A+t=1,

para todo t real tal que |t| < t,.
Segue por uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach que existe y* € Six ||« tal que
y*(Sz1) = ||Sz1|lm = 1. Entao para todo ¢ real satisfazendo |¢| < to,

Re y*S(x1 +tp) + Re y*S(x1 — tp)
2

1=ReyS(z) = <1

Portanto, temos que ||S(z1 4 tp)||m = ||S(x1 — tp)||m, = 1 para todo ¢ real satisfazendo |t| < to.
Ja que ||S(z1 + tp) + S(x1 — tp)|lm = 2||S(x1)||m = 2, segue de (X, || - ||m) ser estritamente
convexa que S(zy +tp) = S(z1 — tp), ou seja,

S(x1) +tS(p) = S(x1) —tS(p)

= tS(p) = —tS(p)
— S(p)=0
L. , 1
Mostraremos que S ¢é invertivel. Como 1" = m, temos
T =1, (3.32)

pois

|Uﬂl_lo—£—::]_1o]::IdX

1]

e

! -1 —1

onde Idx e Idy, sao as identidades em X e X,,, respectivamente. Além disso,

1174 = sup{ [T~ ()| [|]lm < 1}
= sup{||z|: [|z[[» < 1}
< sup{||zl|m: |2|lm < 1} = 1. (3.33)
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Assim,

I =TS8l =TS = I|| = |T7(S = T)
< IT7HIIT = S]]

(3.32) |, ,_
=T = S

(3.31) 1\ 2
2000
m

<1 1+1 :
4 m
1 1 1

< —-4)2 == < 1.
702 =3

Como (I —T7'S) € L(X,X) com ||[I — T7'S|| < 1, entdo segue da Proposicio 1.70 que
I —(I—T71'S)=T"'S tem inversa, o que implica que S é invertivel. De fato, como T' tem
inversa, entdo S = T o (T~'S) tem inversa por ser a composta de funcoes inversiveis.

Como S(p) = 0, segue que p = 0, e isso é uma contradi¢do, pois tomamos p # 0.

Resta provar o item (iii). Suponha que existam xy € Sx e ¢ > 0 tais que o subconjunto
Bx (xg, €9)NSx nao contém nenhum ponto fortemente exposto de Bx. Segue da Proposi¢ao 1.80
que existe uma norma ||| - ||| em X com a qual o espago de Banach (X, ||| -|||) é uniformemente
convexo, e |||z]|| < ||z|| para todo z € X. Entao, para cada n € N, defina a norma em X dada

por
1
Izl = (Ilel? + 2hien?)
z|l, = ||z —|||z
n

Utilizando os mesmos argumentos do item (ii) mostra-se que || - || e || - ||, s@o equivalentes.
Mostremos que o espago de Banach (X, || - ||,) é uniformemente convexo. De fato, considere
sequéncias (m)oe_1, (Ym )y em X, = (X, || - ||n) com (z,)er_; limitada satisfazendo

Tim (2flzml[; + 20ymlln = lm + ymllz) = 0.
Por um lado, para cada m € N temos que

2/l I1? + 2[lymlI[* = [[l2m + yml|[* > 0 (3.34)
Por outro lado, dado € > 0, existe mg € N tal que

2]l + 2lymlln = |m + ymlln < € Ym > mo,

o que implica
1 1 1
2 (ol + 2 nl1) 42 (Bol? + 2 5nll) = o+ 9 l? = 21l + sl <
n n n
para todo m > my. Entao,

1
@llzml[1” + 2llyml[1* = [[lzm + ynl[[7) < =2lzml* = 20lgnl* + [zm + yull* + €

n
< =2) 2wl = 2llyml® + (lzmll + lymll)* + €
= —(lzmll = llyml)* + ¢ <,
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para todo m > my. Logo,
2|zl [1? + 2l 11* = [N + Yl [I* < ne, (3.35)
para todo m > my. Segue de (3.34) e (3.35) que
i (2|2l + 2[[ym|[1* = N2 + vl [[*) = 0.
Como (z,)o_; é limitada em X, entao existe C' > 0 tal que
|zmlln < C, ¥Ym € N.
Segue de [[[ - [[| < |- | < - [ln que
Hzm[l] < lzmlln < C, ¥m €N,

ou seja, (T )o_; € limitada em (X, ||| - |||). J& que (X, ||| -|||) é uniformemente convexo, segue
da Proposicao 1.74 que

i |[|zm — yml[| = 0.
m—r0o0

Agora, lembremos que

1
1\ 2
x| < |lz]|. < (1 + ﬁ) ||z|| para todo = € X
e notemos que pela forma como ||| - ||| foi construida na Proposigao 1.80 deve existir a > 0 tal
que
allz]| < [llz|l] < [lz]| para todo z € X.

Dai, para todo z € X vale

12 1\?1
el < llzfl < flefln < (T+—) 2zl < {14+ =) ~|l]]l.
n n) a
Como lim |||, — ym||| = 0, segue que
m—0o0

lim ||zm — Ymlln = 0.
m—00
Portanto, pela Proposigao 1.74, (X, || - ||,) é uniformemente convexo.

De forma andloga ao que foi mostrado no item anterior podemos garantir a escolha de

1
0<p< 1 tal que B(p) < €9/2 e m € N satisfazendo

f%?;>1—nW)

Seja I : (X, ]| -]]) = (X,] - [|m) seja o operador identidade em X e seja T" = I/||I||. Sabemos
do item anterior que 1 < ||I]| < (1 +1/m)?, e

[Zollm o |lzollv/m

|
Tz m — =

> 1—n(p).
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Portanto, por hip6tese existem um operador S : (X, || -||) — (X,]| - ||m) de norma um e z; € Sx
1
tais que ||z — z1|| < B(p) < €/2, |Szillm =1 e ||S =T < p < 1 Assim, temos que
x1 € Bx(xg,€) N Sx, e portanto 21 nado é um ponto fortemente exposto de By.
Sejam X, = (X, || - [|m) e y* € Sx; tais que y"(Sz1) = 1. Mostremos que Sz; é um ponto
fortemente exposto de By, . Suponha Sz; nao seja um ponto fortemente exposto de By, , ou
seja, para todo f € X, os itens (i) ou (ii) da Defini¢ao 3.33 nao sao satisfeitos. Em particular,

os itens falham para y*. Caso o item (i) ndo seja satisfeito, entao existe y € By,, com y # Sx
tal que y*(y) = y*(Sx;) = 1. Dai, temos que

|y + Szaflm o |y (y + S21)]
2 = 2

=1>1-4,

para todo 0 < § < 1. Tomando € < ||y — S| mostramos que X, ndo é uniformemente
convexo, o que é uma contradi¢do. Caso (i7) nao seja satisfeito, entdo existe uma sequéncia

Y (yn) = y*(Sz1) € [lyn — Sx1[lm - 0.
Dai, existe € tal que para todo ng € N, existe
n > ng tal que ||y, — Sz1|m > € (3.36)
Dado 0 < 0 < 1, seja ny tal que |y*(y,) — 1| < 20 para n > n;. Entao, para n > n,

[Yn + S1llm o [y"(Yn + S21))|

2 = 2
_ L4y ()l
2
_ 2+ (ye) — 1
2
= 2
2 — 26
>2 T 1%
2 )

mas por (3.36) é possivel tomar n > n; tal que ||y, — Sz1|| > €, 0o que é uma contradi¢ao, pois
X, ¢ uniformemente convexo. Logo, Sx; é um ponto fortemente exposto de Bx.|,.) por y*.
Agora, tome f =y* oS € X*. Entao:

(i) f(z) = y"(S(x)) < y*(Szy) para © # x1, pois Sz é fortemente exposto por y* e S é
bijetora;

(ii) se f(xzn) — f(x1) com (x,)5>, C Bx, temos

Yy (Szn) =y (S21)
e (Sz,)r, C By, entao por Sz; ser um ponto fortemente exposto por y* segue que
||Sx, — Sx1]| — 0.
Portanto, segue de S ser invertivel que
Tp — T1.

Isso mostra que x; € um ponto fortemente exposto de By, mas isso é uma contradicao. O]
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O lema abaixo serd muito 1til para mostrar que um espaco de Banach bidimensional X
contém uma face de Sx com um subconjunto nao vazio relativamente aberto em Sy.

Lema 3.36. Sejam a,b,c € Sx. Se ¢ € (a,b) entdio |a,b] C Sx.

Demonstragao. Dado x € (a,c) C By, temos que ¢ = (1 — a)z + ab para algum « € (0,1)
Ja que ¢ € Sy, entdo z,b € Sx, caso contrario terfamos ||z|| < 1 ou ||b]] < 1, e dai,

lell = 11 = a)z + adl] < (1 — a)jz]| + bl
<l—-a+a=1, (3.37)

o que é uma contradi¢do, pois ¢ € Sx. Ja que = é qualquer, tem-se que [a,c] C Sx. O caso em
que z € (¢, b) é andlogo. Logo, [a,b] C Sx. O

Proposicao 3.37. Seja X um espaco de Banach bidimensional. Entao todo segmento de reta
mazximal nao trivial em Sx € uma face de Sx.

Demonstracao. Sejam a,b € Sx com a # b tais que [a,b] C Sx e nao existem ¢, d € Sx tais que
la,b] C [c,d] C Sx. Mostremos que [a,b] é uma face de Sx. Note que [a, b] é convexo. Agora,
sejam x,y € Bx com z # y e a € (0,1) tais que (1 — @)z + ay € [a,b] C Sx. Dai, segue do
mesmo argumento de (3.37) que x,y € Sy. Queremos mostrar que x,y € |a, b].

Note que se x € [a,b] entdo y pertence a reta r determinada por a e b, pois sabemos que
z,y, (1 — a)r + ay sdo colineares e z, (1 — a)r + ay € r. Nesse caso, devemos ter y € [a,b].
Caso contrario, teriamos duas possibilidades:

(i) a € (y,b), que implica [a,b] C [y,b] C Sx pelo lema anterior;
(ii) b € (a,y), que implica [a,b] C [a,y] C Sx também pelo lema anterior.

Os itens (7) e (i) ndo podem ocorrer, pois o segmento [a,b] ¢ maximal em Sx. Portanto, se
x € [a,b] entdo y € [a,b]. Analogamente, se y € [a,b] entdo x € [a,b]. Suponha que = ¢ |a, b]
ey ¢ [a,b]. Se xz,y € r, como (1 —a)r+ ay € (a,b), temos que [a,b] C [z,y] C S;, 0 que
é uma contradi¢ao. Note que se x € r entdao y € r, pois z,¥, (1 — a)x + ay sdo colineares e
z,(1 —a)r + ay € r. Analogamente, se y € r entdo x € r. Assim, z ¢ r e y ¢ r. Temos que
r divide X em dois semiplanos Sy e S3. Como [z, y] Nr # () e z,y ¢ r, entdao z,y pertencem a

semiplanos distintos, digamos que x € S e y € Ss.

Figura 3.1: Poligono de quatro lados.
Fonte: Acervo do autor.
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Nesse caso a,x, b,y formam um poligono que delimita uma regiao poligonal convexa (pois
[z,y] N [a,b] # 0) de quatro lados contida em By e toda reta passando por (1 — a)z + ay
intersepta dois lados opostos do poligono em pontos z e w. Como (1 — )z + ay € (z,w) e
(1 —a)xr+ ay € Sx, por um argumento andlogo a (3.37) temos que z,w € Sx. Segue do Lema
3.36 que [z,w] C Sx. Logo, todos os pontos no interior do poligono e sobre ele estao contidos
em Sx. Dai, tomando ¢ > 0 como a distancia de (1 — a)x + ay até o poligono, temos que
B((1—a)z+ay, ) esta contido no interior do poligono que estd contido em Sx, mas isso ¢ uma
contradi¢do uma vez que os pontos da esfera sdo pontos de fronteira de Bx. Logo, x,y € [a, b].
Portanto, [a,b] é uma face de By. O

Proposicao 3.38. Seja X um espaco de Banach bidimensional. Entdo todo segmento de reta
mazximal nao trivial em Sx contém um subconjunto nao vazio relativamente aberto em Sx.

Demonstragao. Seja [a,b] um segmento maximal ndo trivial em Sx. Suponha que nao existe
aberto relativo a Sx em [a,b]. Sejam ¢ € (a,b) e € = min{||c — a|, |[c — b]|} > 0. Entao
existe um ponto d € B(c,e) N Sx tal que d ¢ [a,b]. Sejam e € (a,b) com e # ¢, f € (c,e) e
0 = min{dist(f,|c,d]),dist(f,]e,d])} > 0. Entao por hipétese existe h € B(f,d) N Sx tal que
h ¢ la,b]. Seja r a reta determinada por a e b. Dai, r divide X em dois semiplanos S; e Ss.
Note que d ¢ r. Caso contrério, terfamos duas possibilidades:

(i) a € (d,b), que implica [a,b] C [d,b] C Sx;
(ii) b € (a,d), que implica [a,b] C [a,d] C Sx.

Mas nenhum dos itens pode ocorrer, pois [a, b] é maximal em Sy. Sem perda de generalidade
podemos supor que d € S;. Dividiremos a demonstragao em dois casos:

Caso 1. h € 5.
Caso 2. h € 5;.

Note que de forma andloga a d, temos que h ¢ 7.

d S1

Figura 3.2: Segmento [d, h).
Fonte: Acervo do autor.

No Caso 1 temos que [a, bjN[d, h] # 0, ou seja, existe a € (0, 1) tal que (1 —a)d+ah € [a,b],
com d, h ¢ [a,b], mas isso é uma contradi¢do, pois [a,b] é uma face de By.
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Figura 3.3: Poligono de trés lados.
Fonte: Acervo do autor.

No Caso 2, conseguimos construir o triangulo cde com h no interior do triangulo. Mostremos
que os segmentos [c, d| e [d, €] estdo contidos em Sx. Sejam s a reta paralela a reta r passando
por h e t a reta determinada pelos pontos d e h. A reta t corta o segmento ¢, €] no ponto g e,
como [c,e] C [a,b] C Sx, entdo g € Sx. Segue do Lema 3.36 que [d, g] C Sx, pois h € (d,g)
e d,h,g € Sx. A reta s corta os segmentos [c,d] e [d,e] nos pontos x; e 3, respectivamente.
Por argumento analogo a (3.37) temos que z1,22 € Sx. Como x; € (¢,d) e 2 € (d,e) e
¢,d,e,x1,r9 € Sx, entdao pelo Lema 3.36 temos que os segmentos [c,d] e [d, e] estdo contidos
em Sx. Agora, mostremos que o interior de cde também esta contido em Sx. Seja [ uma reta
paralela a r cortando os segmentos [c,d] e [d, e] nos pontos y; e yq, respectivamente. Entao
temos que existe z € [y1,y2] N [d, g]. Como z € (y1,y2) € z,41,y2 € Sx, entdao pelo Lema 3.36
temos que o segmento [y1, o] esté contido em Sx. Logo, todos os pontos do interior de cde estao
contidos em S, pois tomamos uma reta [ qualquer. Dai, tomando § > 0 como a distancia de
h até o triangulo cde, temos que B(h,d) esta contida no interior do triangulo que esta contido
em Sy, mas isso é uma contradicao uma vez que os pontos da esfera sao pontos de fronteira de
Bx. Portanto, [a,b] contém um aberto relativo a Sx. O

Vimos nas Proposigoes 3.37 e 3.38 que em um espaco de Banach bidimensional X todo seg-
mento de reta nao trivial maximal em Sy é uma face de Sx com um subconjunto relativamente
aberto nao vazio em Sx. Portanto, segue do Teorema 3.35 e da Proposicao 1.78 o seguinte
corolario.

Corolario 3.39. Se X ¢ um espaco de Banach bidimensional real, a afirmacdo no Teorema
3.35 € equivalente a convexidade uniforme de X.

Demonstracao. Se X é uniformemente convexo entao pelo Teorema 3.32 vale a afirmacao do
Teorema 3.35.

Se X nao ¢ uniformenente convexo entao X nao é estritamente convexa (pois X tem di-
mensao finita). Dai, existe um ponto z € Sy que nao é ponto extremo, ou seja, existem
a € (0,1) e pontos x1,x9 € Bx com x; # x e g # x tais que z = (1 — a)zy + axy. Por
um argumento analogo a (3.37) mostra-se que 1,9 € Sx. Logo, pelo Lema 3.36 temos que
(1, x9] C Sx. Portanto, existe segmento de reta nao trivial maximal [a,b] em Sx. De fato, se
(1, 22] é um segmento de reta nao trivial maximal em Sy, basta tomar a = x; e b = x3; caso
contrario, podemos ampliar [z, z5] de forma a obter um segmento de reta nao trivial maximal
la,b]. Logo, Bx contém uma face nao trivial que contém um subconjunto relativamente aberto
em Sx. Segue que nao vale a afirmacao do Teorema 3.35. O
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