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MEIRELES, T. A. B. Pesos de Hamming generalizados em códigos de avaliação. 2023. (52
pág) p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho, realizamos o estudo do r-ésimo peso de Hamming generalizado de alguns códigos
de avaliação. Introduzimos os códigos cartesianos afins, códigos do tipo Reed-Muller, códigos
tóricos e códigos afins livres de quadrados. Utilizando relações entre variedades afins e a pegada
de um ideal, foi posśıvel calcular (ou dar cotas inferiores de) alguns parâmetros desses códigos, a
saber, distância mı́nima, dimensão e o r-ésimo peso de Hamming generalizado. Finalizamos essa
dissertação aplicando algumas propriedades de códigos de avaliação mostradas anteriormente e
técnicas utilizando a pegada de um ideal, para calcular o segundo peso de Hamming generalizado
de um código afim livre de quadrados.

Palavras-chave: Códigos de Avaliação, Pegada, r-ésimo peso de Hamming Generalizado e Bases
de Gröbner.
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MEIRELES, T. A. B. Generalized Hamming weights in evaluation codes. 2023. (52 pages) p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

In this work, we study the r-th generalized Hamming weight of some evaluation codes. We
introduce affine Cartesian codes, Reed-Muller type codes, toric codes and squarefree affine
codes. Using relationships between affine varieties and the footprint of an ideal, it was possible
to determine (or give lower bounds for) some parameters of these codes, namely, minimum
distance, dimension and the r-th generalized Hamming weight. We finish this dissertation
by applying some previously shown properties of evaluation codes and techniques using the
footprint of an ideal, to determine the second generalized Hamming weight of a squarefree
affine code.

Keywords : Evaluation Codes, Footprint, r-th Generalized Hamming Weight and Gröbner Basis.
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3.2.2 Códigos Tóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Introdução

O objeto principal deste trabalho é o código corretor de erros. Um código corretor de erros
é um subconjunto de An, em que A é um conjunto finito qualquer, n ∈ N e An é o produto
cartesiano de A, n vezes. Hoje em dia, os códigos corretores de erros são utilizados sempre
que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo a sua confiabilidade. Suponha que
um emissor deseja enviar uma mensagem para alguém (seu receptor), para isso é necessário
que a mensagem seja codificada, após a codificação, essa mensagem passa por algum canal de
comunicação, depois é necessário decodificar o código e assim, a mensagem original chega ao
receptor. Contudo, pode ocorrer algum “rúıdo” nesse processo e assim, o receptor receberá a
mensagem com erros. No entanto, como mostramos no Teorema 2.5, o código pode corrigir

até κ :=

[
δ(C)− 1

2

]

erros, onde δ(C) é a distância mı́nima do código, e detectar até δ(C) − 1

erros. Assim, é muito importante conhecer o (ou obter cotas inferiores do) parâmetro distância
mı́nima de um código, pois quanto maior for a distancia mı́nima maior será a capacidade de
correção de erros do código. Neste texto vamos trabalhar, mais especificamente, com códigos
lineares que são subespaços vetoriais de Fn

q , onde Fq é o corpo finito com q elementos e q é uma
potência de um número primo. Este trabalho foi realizado tendo como base o artigo Evaluation
codes and their basic parameters cujos autores são Rafael H. Villareal, Delio Jaramillo e Maria
Vaz Pinto [9]. Entretanto, foi feita uma adaptação nas demonstrações da maioria dos resul-
tados apresentados do artigo base, e para realizar essas adaptações foram utilizadas técnicas
envolvendo a pegada de um ideal.

O conceito de distância mı́nima pode ser generalizado, e essa generalização é chamada de
pesos de Hamming generalizados. O conceito r-ésimo peso de Hamming generalizado de um
código linear inicialmente foi introduzido pelo engenheiro elétrico Victor K. Wei apresentado
no artigo Generalized Hamming weights for linear codes [11].

No primeiro caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados e conceitos preliminares necessários
para trabalharmos com a teoria do artigo base, tais como os conceitos de ordem monomial,
bases de Gröbner, pegada de um ideal e varidades afins, o algoritmo da divisão para polinômios
de várias variáveis e uma relação entre variedades afins e a pegada de um ideal.

No segundo caṕıtulo, é feito um estudo sobre códigos lineares, lá apresentamos alguns re-
sultados básicos de códigos (um deles é a famosa cota de Singleton) para o leitor se familiarizar
com esse objeto e se acostumar com as notações utilizadas nessa teoria. Neste mesmo caṕıtulo
introduziremos os códigos cartesianos afins, apresentaremos alguns resultados, que envolve esse
tipo de código, produzidos no artigo [10], contudo, as demonstrações de alguns desses resultados
foram simplificadas (conforme [3]) utilizando a pegada de um ideal.

No terceiro caṕıtulo, é introduzido o conceito principal da dissertação, a saber, o r-ésimo
peso de Hamming Generalizado para códigos lineares. Neste caṕıtulo apresentaremos alguns
resultados feitos no artigo de Victor K. Wei [11] envolvendo esse conceito. Introduziremos
os códigos de avaliação e calcularemos uma fórmula e uma cota inferior para o r-ésimo peso
de Hamming generalizado de códigos de avaliação. Prosseguiremos nosso estudo com alguns
códigos particulares de avaliação, a saber, códigos do tipo Reed-Muller, códigos tóricos e códigos
afins livres de quadrados, e apresentaremos resultados envolvendo os parâmetros básicos e o
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r-ésimo peso de Hamming generalizado desses códigos.

Tiago Aprigio Bezerra Meireles
Uberlândia-MG, 17 de fevereiro de 2023.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

1.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisão para Po-

linômios de Várias Variáveis

Definição 1.1. Seja K um corpo e seja K[X] o anel de polinômios K[X1, . . . , Xn]. Um termo

em X1, X2, . . . , Xn é um produto da forma aXα1

1 Xα2

2 · · ·Xαn
n , em que a ∈ K∗ e α1, . . . , αn são

inteiros não negativos. Quando a = 1, Xα1

1 Xα2

2 · · ·Xαn
n é chamado de monômio, e por vezes

será denotado por Xα (ou Xβ, Xγ , etc), onde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 e N0 é o conjunto dos

inteiros não negativos.

Quando estamos dividindo polinômios em K[X] percebemos que a ordenação dos termos
do polinômio é um ingrediente chave para realizar tal divisão. Por exemplo, na divisão de
p(X) = X4 + 3X3 − 7X + 10 por q(X) = X2 + 6X + 6 pelo método padrão, é usual seguir as
seguintes etapas:

� Escrever os termos dos polinômios em ordem decrescente, ordenando-os com base na
ordem de cada monômio (1 < X < X3 < X4 e 1 < X < X2).

� Encontrar os termos ĺıderes, ou seja, o termo de maior grau de p e q. No nosso exemplo,
o termo ĺıder de p é X4 = X2 ·X2 = X2· (termo ĺıder de q).

� Subtrair X2 · q(X) de p para eliminar o termo ĺıder, obtendo −3X3 − 6X2 − 7X + 10.

� Repetir o mesmo processo em p(X)−X2 · q(X), etc., até obtermos um polinômio que é
nulo ou tem grau menor do que 2 (resto).

No algoritmo da divisão para polinômios de uma variável, estamos lidando com ordenação
de grau dos monômios de uma variável, ou seja:

Xα1

1 ≼ Xβ1

1 , se α1 ≤ β1.

Veremos como generalizar esse processo para polinômios em mais de uma variável.

Definição 1.2. Escrevemos M para denotar o conjunto dos monômios de K[X]. Dado
f ∈ K[X] dizemos que M ∈ M aparece em f se o coeficiente de M não é nulo.

Definição 1.3. Uma ordem monomial em M é uma ordem total ≼ definida sobre M tal
que:

i) Se Xα
≼ Xβ, então Xα+γ

≼ Xβ+γ, para todos α, β, γ ∈ Nn
0 .
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ii) Qualquer subconjunto A ⊂ M tem um menor elemento, em outras palavras, se A ⊂ M
é não vazio, então existe M1 ∈ M tal que M1 ≼M para todo M ∈ M.

Exigir que ≼ seja uma ordem total significa que quaisquer monômios M1 e M2 são com-
paráveis, i.e., M1 ≼ M2 ou M2 ≼ M1. Vale a pena observar, que é posśıvel mostrar que as
condições (i) e (ii) da definição acima são equivalentes às condições (i) e (ii’), onde (ii’) diz que
o monômio 1 é o menor elemento de M.

Lema 1.4. A condição que a relação seja bem-ordenada (item (ii)) é equivalente a exigir que
toda sequência estritamente decrescente em M

· · · ≼M3 ≼M2 ≼M1, com Mi ̸=Mi+1,

eventualmente termina.

Demonstração. Veja em [4, Lemma 2, p.56].

Alguns exemplos básicos de ordens monomiais são dados a seguir.

Exemplo 1.5. [Ordem lexicográfica (com Xn ≼lex · · · ≼lex X1)] Dizemos que Xα
≼lex Xβ se

α = β ou se a primeira entrada não nula da esquerda para a direita em β −α é positiva. Por
exemplo, temos X3000

3 ≼lex X1 e X3
2X

1200
4 ≼lex X

3
2X3.

Vamos provar que a ordem lexicográfica é uma ordem monomial. É fácil ver que tal ordem
é uma ordem total. Agora, para a condição (i) é suficiente observar que para qualquer γ ∈ Nn

0 ,
temos (β + γ) − (α + γ) = β − α. Logo, Xα

≼lex Xβ se, e somente se, Xα+γ
≼lex Xβ+γ .

Finalmente, dado qualquer conjunto de monômios {Xα}α∈A, vamos obter o menor elemento.
Considere a seguinte sequência descendente de subconjuntos

A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An

definida recursivamente por Aj = {α = (α1, · · · , αn) ∈ Aj−1 : αj é mı́nimo entre todas as j
-ésimas entradas de todos elementos em Aj−1}. Cada elemento de Aj é menor (com respeito a
≼lex) do que todos os elementos de A \ Aj. De fato, se α = (α1, · · · , αn) ∈ Aj, então α ∈ Ak

com k = 1, 2, · · · , j − 1 e αk é mińımo entre todas as k-ésimas entradas de todos elementos
em Ak−1 com k = 1, 2, · · · j. Então, dado β = (β1, · · · , βn) ∈ A \ Aj, ou seja, β ∈ Ak para
algum k ∈ {0, · · · , j− 1} logo, αl = βl para todo l ≤ k e αk+1 < βk+1, provando que a primeira
entrada de β − α é positiva. Por outro lado, An tem um único elemento, que é, portanto, o
menor elemento de A.

Exemplo 1.6. [Ordem lexicográfica graduada (com Xn ≼grlex · · · ≼grlex X1)] Dizemos que

Xα
≼grlex Xβ se α = β, ou

n∑

i=i

αi <
n∑

i=i

βi, ou se
n∑

i=i

αi =
n∑

i=i

βi então Xα
≼lex Xβ. Por

exemplo, X5
1X

2
2 ≼grlex X

512
2 e X3

2 ≼grlex X
2
1X2, pois o grau de X3

2 é igual ao grau de X2
1X2 e X

3
2

é menor do que X2
1X2 na ordem lexicográfica do exemplo acima.

Exemplo 1.7. [Ordem lexicográfica reversa graduada (com Xn ≼grevlex · · · ≼grevlex X1)] Dize-

mos que Xα
≼grevlex Xβ se α = β, ou

n∑

i=i

αi <

n∑

i=i

βi, ou se
n∑

i=i

αi =
n∑

i=i

βi então a primeira

entrada da direita para a esquerda em β − α é negativa. Por exemplo, X1X
2
3 ≼grlex X1X2X5,

mas X1X2X5 ≼grevlex X1X
2
3 .
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Agora, vamos aplicar as ordens monomiais citadas acima no polinômio f(X1, X2, X3) =
X1X2 − 5X1X2X3 + 3X3

2 + 2X2
3 ∈ K[X1, X2, X3]. Com respeito a ordem lexicográfica, re-

ordenaremos os termos de f em ordem decrescente. Neste caso, temos f(X1, X2, X3) =
−5X1X2X3 + X1X2 + 3X3

2 + 2X2
3 . Com respeito a ordem lexicográfica graduada, temos

f(X1, X2, X3) = −5X1X2X3 + 3X3
2 + X1X2 + 2X2

3 . E com respeito a ordem lexicográfica
reversa graduada, temos f(X1, X2, X3) = 3X3

2 − 5X1X2X3 +X1X2 + 2X2
3 .

Definição 1.8. Seja f =
m∑

i=1

aiMi ∈ K[X] um polinômio não nulo, onde ai ∈ K, ai ̸= 0 e

Mi ∈ M para todo i = 1, · · · ,m e seja ≼ uma ordem monomial definida sobre M. Então, o
monômio ĺıder de f (com respeito a ≼) éMℓ := max{Mi | i = 1, · · · ,m}, o coeficiente ĺıder

de f (com respeito a ≼) é aℓ e o termo ĺıder de f (com respeito a ≼) é aℓMℓ. Denotamos
esses elementos por Mℓ := lm(f), aℓ := lc(f) e aℓMℓ := lt(f).

Exemplo 1.9. Seja f(X1, X2, X3) = X1X2 − 5X1X2X3 + 3X3
2 + 2X2

3 ∈ K[X1, X2, X3] como
antes e consideremos a ordem lexicográfica. Então lm(f) = X1X2X3, lc(f) = −5 e lt(f) =
−5X1X2X3.

Na teoria das bases de Gröbner, a divisão de um polinômio em K[X] por uma lista de
polinômios nâo nulos em K[X] é um procedimento muito importante e bastante utilizado, que
definiremos agora.

Definição 1.10. Dividir f ∈ K[X] por {g1, · · · , gt} ⊂ K[X] \ {0}, com respeito a uma ordem
monomial ≼, significa encontrar quocientes q1, · · · , qt e um resto r em K[X] tal que f =
q1g1 + · · ·+ qtgt + r, e r = 0 ou nenhum monômio que aparece em r é múltiplo de lm(gi), para
todo i ∈ {1, · · · , t}.

O algoritmo usual para determinar os quocientes e o resto será mostrado depois de fazermos
um exemplo que mostra como o algoritmo funciona na prática. A ideia básica do algoritmo
é a mesma da que estamos acostumados quando dividimos dois polinômios de uma variável:
vamos usar os termos ĺıderes de g1, · · · , gt para cancelar o termo ĺıder de f e dos polinômios
subsequentes que aparecem nas etapas intermediárias do algoritmo da divisão. A novidade é
que alguns dos termos ĺıderes de alguns polinômios de algumas etapas intermediárias podem
não ser múltiplos de lt(gi) para todo i ∈ {1, · · · , t} e então movemos esses tais termos ĺıderes
para o resto de modo a continuarmos com a divisão.

Exemplo 1.11. Vamos dividir f = X2Y + XY 2 + Y 2 ∈ R[X, Y ] por {g1 = Y 2 − 1, g2 =
XY − 1} ⊂ R[X, Y ]. Consideremos a ordem lexicográfica sobre M onde (Y ≼lex X). Primeiro,
note que lm(f) = X2Y não é um múltiplo de lm(g1) = Y 2, mas lm(f) é um múltiplo de lm(g2)
e lm(f) = X · lm(g2). Assim, começamos a divisão escrevendo f−Xg2 = XY 2+X+Y 2. Agora,
temos que lm(XY 2 +X + Y 2) = XY 2 e XY 2 é múltiplo de lm(g1) com lm(XY 2 +X + Y 2) =
X · lm(g1). Continuamos a divisão escrevendo (f −X · g2)−X · g1 = 2X + Y 2. Observe agora
que lt(2X + Y ) = 2X não é um múltiplo de lt(g1) nem de lt(g2), então vamos considerar 2X
como parte do resto. Logo, ((f −X · g2) −X · g1) − r1 = Y 2, onde r1 = 2X e continuamos a
divisão notando que lm(Y 2) = Y 2 é um múltiplo de lm(g1) e lm(Y 2) = 1 · lm(g1). Dáı, temos
(((f −X · g2)−X · g1)− r1)− 1 · g1 = 1. Finalmente, 1 não é múltiplo de lm(g1) nem de lm(g2),
logo consideramos 1 como parte do resto. Portanto, (((f−X ·g2)−X ·g1)−r1)−1 ·g1−r2 = 0,
onde r2 = 1, ou seja, f = (X + 1)g1 +Xg2 + 2X + 1. A figura abaixo ilustra como foi feita a
divisão.
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X2Y +XY 2 + Y 2

X + 1, X

Y 2 − 1, XY − 1

−X2Y +X

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 +X

2X + Y 2

−2X

Y 2

−Y 2 + 1

1

−1

0

Resto

2X + 1

Teorema 1.12. (Algoritmo da divisão em K[X]). Seja ≼ uma ordem monomial em M, e seja
G = (g1, · · · , gt) uma t-upla ordenada de polinômios em K[X]. Então todo f ∈ K[X] pode ser
escrito como

f = q1g1 + · · ·+ qtgt + r,

onde qi, r ∈ K[X], e r = 0 ou nenhum monômio aparecendo em r é um múltiplo de lm(gi), para
todo i ∈ {1, · · · , t}. Além disso, lm(r) ≼ lm(f), e se qigi ̸= 0, então lm(qigi) ≼ lm(f).

Demonstração. Veja em [4, Theorem 3, p.64].

Trabalhando com exemplos observamos que a ordem dos polinômios na sequência (g1, . . . , gt)
tem influência na determinação do resto na divisão.

Exemplo 1.13. Seja f o mesmo polinômio do Exemplo 1.11. Em tal exemplo dividimos f pela
sequência (Y 2 − 1, XY − 1). Agora, dividindo f pela sequência (XY − 1, Y 2 − 1) e seguindo
os mesmos passos feitos no Exemplo 1.11, iremos obter resto r = X + Y + 1 que é diferente do
resto da divisão de f por (Y 2 − 1, XY − 1).

Posteriormente, veremos que se {g1, · · · , gt} é uma base de Gröbner, então o resto sempre
será igual, sem importar com a ordem dos elementos da lista de polinômios.

1.2 Bases de Gröbner

Em 1965, em sua tese de doutorado (veja [2]) Bruno Buchberger criou o que é conhecido hoje
como bases de Gröbner. Nessa seção apresentaremos esse conceito e alguns resultados que serão
importantes nas próximas seções.

Definição 1.14. Sejam I ⊂ K[X] um ideal não nulo e ≼ uma ordem monomial em M. Um
conjunto {g1, · · · , gs} ⊂ I é uma base de Gröbner de I (com respeito a ≼) se para todo
f ∈ I, f ̸= 0, temos que lm(f) é um múltiplo de lm(gi) para algum i ∈ {1, · · · , s}.

Observe que na definição de base de Gröbner de um ideal I não estamos dizendo que essa
base é uma base para o ideal I. Mostraremos no Lema 1.23 que, de fato, tal base é uma base
para o ideal I.

Exemplo 1.15. Seja I = (XY − 1, Y 2 − 1) ⊂ R[X, Y ] e considere a ordem lexicográfica (com
Y ≼lex X) definida sobre o conjunto dos monômios de R[X, Y ]. Então, X2(Y 2−1)−XY (XY −
1) = −X2 +XY ∈ I e lm(−X2 +XY ) = X2 não é um múltiplo de lm(XY − 1) = XY e de
lm(Y 2 − 1) = Y 2, ou seja, {XY − 1, Y 2 − 1} não é uma base de Gröbner de I.
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Definição 1.16. Um ideal I ⊂ K[X] é um ideal monomial se é gerado por um conjunto de
monômios.

Lema 1.17. Seja I ⊂ K[X] um ideal monomial, e seja f ∈ K[X]. Então as seguintes condições
são equivalentes:

i) f ∈ I.

ii) Todo termo de f pertence a I.

iii) f é uma combinação K-linear de monômios em I.

Demonstração. As implicações (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) e (ii) ⇒ (iii) são triviais. Provemos (i) ⇒

(ii). Suponha que f ∈ I, como I é ideal monomial temos que f =
s∑

i=1

hiMi, para determinados

monômios M1, . . . ,Ms em I, e onde h1, . . . , hs ∈ K[X]. Se expandirmos cada hi como uma
soma de termos, vemos que todos os termos do lado direito da igualdade anterior são múltiplos
de algum monômio Mi, com i ∈ {1, . . . , s}. Assim, no lado esquerdo da igualdade anterior
deve acontecer o mesmo, e portanto cada termo de f é múltiplo de algum monômio Mi com
i ∈ {1, . . . , s}.

Teorema 1.18 (Lema de Dickson). Seja I um ideal monomial. Então I pode ser escrito da
forma I = (M1, . . . ,Ms), onde Mi ∈ M para todo i ∈ {1, . . . , s}.

Demonstração. Veja em [7, Proposition 2.23].

Definição 1.19. Sejam I ⊂ K[X] um ideal não nulo e ≼ uma ordem monomial em M. Então,
denotamos por lm(I) o ideal gerado pelos monômios ĺıderes de todos os elementos não

nulos de I.

Segue diretamente da definição que lm(I) é um ideal monomial.

Proposição 1.20. Sejam I ⊂ K[X] um ideal não nulo e ≼ uma ordem monomial em M. Um
conjunto {g1, . . . , gs} ⊂ I é uma base de Gröbner de I se, e somente se, lm(I) = (lm(g1), . . . , lm(gs)).

Demonstração. Suponha que G = {g1, . . . , gs} ⊂ I é uma base de Gröbner de I. Seja f ∈ lm(I),
como lm(I) é um ideal monomial, temos pelo Lema 1.17 que todos os termos de f perte-
cem a lm(I), e como G é uma base de Gröbner de I, segue que f é uma soma finita de
termos que estão em (lm(g1), . . . , lm(gs)), ou seja, f ∈ (lm(g1), . . . , lm(gs)). Agora, dado
h ∈ (lm(g1), . . . , lm(gs)), como gi ∈ I para todo i ∈ {1, . . . , s}, segue que h ∈ lm(I). Re-
ciprocamente, seja f ∈ I, por hipótese lm(f) ∈ (lm(g1), . . . , lm(gs)), então existem M ∈ M e
i ∈ {1, . . . , s}, tais que lm(f) = lm(gi)M , provando que G é uma base de Gröbner de I.

Corolário 1.21. Seja ≼ uma ordem monomial em M. Então, todo ideal não nulo I ⊂ K[X]
tem uma base de Gröbner.

Demonstração. Pelo Lema de Dickson (Teorema 1.18) o ideal de monômios ĺıderes lm(I) pode
ser escrito como lm(I) = (lm(g1), . . . , lm(gs)), onde gi ∈ I para todo i ∈ {1, . . . , s}. Logo, pela
Proposição 1.20 {g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner de I.

A partir de agora, sempre que falarmos de bases de Gröbner de I deve ficar impĺıcito que
I ⊂ K[X] é um ideal de K[X] e alguma ordem monomial foi escolhida em M. No entanto, em
alguns exemplos e resultados explicitaremos qual ordem foi escolhida.
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Proposição 1.22. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner de I. Na divisão de f ∈ K[X] por
{g1, . . . , gs} o resto é sempre o mesmo, sem considerar a ordem que escolhemos para g1, . . . , gs
no algoritmo da divisão.

Demonstração. Primeiro, escolha uma ordem para g1, . . . , gs. Depois de aplicar o algoritmo da
divisão para f ∈ K[X] considerando tal ordem, suponha que f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r, em que
qi ∈ K[X] para todo i = 1, . . . , s e r ∈ K[X] tal que nenhum monômio aparecendo em r é um
múltiplo de lm(gi) para todo i = 1, . . . , s. Agora, da mesma forma, escolhendo outra ordem para
g1, . . . , gs, suponha que, depois de efetuar o algoritmo da divisão em f considerando tal ordem,
f = q̃1g1 + · · ·+ q̃sgs + r̃, em que q̃i ∈ K[X] para todo i = 1, . . . , s e r̃ ∈ K[X] tal que nenhum

monômio aparecendo em r̃ é um múltiplo de lm(gi) para todo i = 1. De r−r̃ =
s∑

i=1

(q̃i−qi)gi ∈ I

devemos ter r − r̃ = 0, caso contrário r − r̃ seria um polinômio não nulo em I cujo monômio
ĺıder não é um múltiplo de lm(gi) para todo i = 1, . . . , s, contradizendo o fato de {g1, . . . , gs}
ser uma base de Gröbner de I.

Agora, seja I = (XY − 1, Y 2 − 1). Se efetuarmos a divisão de f = XY 2 −X por {XY −
1, Y 2 − 1} temos que o resto r = −X + Y . No entanto, f = X(Y 2 − 1) ∈ I. Quando estamos
trabalhando com bases de Gröbner de um ideal I, se f ∈ I, o resto necessariamente é 0, como
mostra o resultado a seguir.

Lema 1.23. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner de I, então f ∈ I se, e somente se, o
resto na divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero. Como uma consequência, I = (g1, . . . , gs).

Demonstração. Seja f ∈ I, tal que f =
s∑

i=1

qigi + r é a divisão de f por {g1, . . . , gs}. Então

r = f −
s∑

i=1

qigi ∈ I, ou seja, r = 0, caso contrário r seria um polinômio não nulo em I

cujo monômio não ĺıder não é múltiplo de lm(gi) para todo i = 1, . . . , s, contrariando o fato
de {g1, . . . , gs} ser uma base de Gröbner de I. Isso mostra que I ⊂ (g1, . . . , gs) e, a fortiori,

I = (g1, . . . , gs). Reciprocamente, se f =
s∑

i=1

qigi, claramente f ∈ I.

No Corolário 1.21 mostramos que sempre existe uma base de Gröbner para qualquer ideal
não nulo I de K[X]. Agora, vamos definir alguns conceitos para depois darmos um algoritmo
(Algoritmo de Buchberger) que calcula uma base de Gröbner para o ideal I.

Definição 1.24. O mı́nimo múltiplo comum dos monômios Xα e Xβ é definido como

mmc(Xα,Xβ) = Xγ ,

onde γi = max{αi, βi} para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Definição 1.25. Sejam f, g ∈ K[X]. O S-polinômio de f e g é a combinação

S(f, g) =
1

a

mmc(Xα,Xβ)

Xα f − 1

b

mmc(Xα,Xβ)

Xβ
g,

onde lt(f) = aXα e lt(g) = bXβ.

Exemplo 1.26. Sejam f = 2XY − Z2, g = 3X2 − Z ∈ K[X, Y, Z] e consideremos a ordem
lexicográfica (com Z ≼lex Y ≼lex X). Temos que, lt(f) = 2XY, lt(g) = 3X2 e mmc(XY,X2) =

X2Y . Logo, S(f, g) =
1

2

X2Y

XY
(2XY − Z2)− 1

3

X2Y

X2
(3X2 − Z) = −XZ

2

2
− Y Z

3
.
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Teorema 1.27 (Critério de Buchberger). Seja I ⊂ K[X] um ideal. Então, uma base G =
{g1, . . . , gs} de I é uma base de Gröbner de I se, e somente se, para todos pares i ̸= j, o resto
da divisão de S(gi, gj) por G (listada em alguma ordem) é zero.

Demonstração. Veja em [4, Theorem 6, p.86].

Corolário 1.28 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (f1, . . . , ft) ⊂ K[X] um ideal não nulo.
Uma base de Gröbner de I é obtida pela iteração do seguinte procedimento:
Para cada i ̸= j, aplique o algoritmo da divisão aos S−polinômios para obter as expressões

S(fi, fj) =
t∑

l=1

h(ij)lfl + r(ij), lm(S(fi, fj)) ≥ lm(h(ij)lfl),

onde cada lm(r(ij)) não é múltiplo de lm(fl) para todo l ∈ {1, . . . , t}. Se todos os res-
tos r(ij) = 0, então {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner de I. Caso contrário, considere
ft+1, . . . , ft+s como sendo os r(ij) não nulos e junte-os para obter um novo conjunto de gera-
dores {f1, . . . , ft, ft+1, . . . , ft+s}.
Demonstração. Veja em [4, Corollary 2.29].

Exemplo 1.29. Sejam f1 = XY − X, f2 = −Y + X2 ∈ Q[X, Y ] e consideremos a ordem
lexicográfica (com X ≼lex Y ). Vamos encontrar uma base de Gröbner para o ideal I = (XY −
X,−Y + X2) ⊂ Q[X, Y ] utilizando o Algoritmo de Buchberger. Primeiro, encontremos o S-
polinômio S(f1, f2). Temos que, S(f1, f2) = X3−X e que o resto r′(12) da divisão de S(f1, f2)
por G′ = {f1, f2} é f3 := X3 −X = r(12). Agora, consideremos o novo conjunto de geradores
G = {f1, f2, f3} de I. Temos que, S(f1, f3) = XY − X3 e S(f2, f3) = XY − X5. É claro
que o resto r(12) da divisão de S(f1, f2) por G é 0. Agora, fazendo a divisão de S(f1, f3) e
de S(f2, f3) por G, temos que, r(13) = r(23) = 0. Portanto, pelo Algoritmo de Buchberger,
G = {f1, f2, f3} é uma base de Gröbner de I.

Teorema 1.30. Seja I = (g1, . . . , gs) ⊂ K[X], tal que mdc(lm(gi), lm(gj)) = 1 para todo
i, j ∈ {1, . . . , s} com i ̸= j. Então, G = {g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner de I.

Demonstração. Veja em [4, Proposition 4, p.106].

Exemplo 1.31. Seja I = (X3Y −X2Z−4, Z5−X3Y +XY Z+4) ⊂ R[X, Y, Z] e consideremos
a ordem lexicográfica graduada (com Z ≼grlex Y ≼grlex X), pelo teorema anterior, G = {X3Y −
X2Z − 4, Z5 −X3Y +XY Z + 4} é uma base de Gröbner de I.

1.3 A Pegada de um Ideal

Vamos introduzir agora, o conceito de pegada de um ideal I ⊂ K[X]. Tal conceito é útil quando

queremos exibir uma base de
K[X]

I
como K-espaço vetorial, como faremos no Teorema 1.37.

Definição 1.32. Sejam I ⊂ K[X] um ideal não nulo e ≼ uma ordem monomial em M. A
pegada de I (com respeito a ≼) é o conjunto

∆(I) := {M ∈ M |M não é o monômio ĺıder de nenhum polinômio em I}.

Proposição 1.33. Sejam I ⊂ K[X] um ideal e G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner de
I. Então a pegada de I (com respeito a mesma ordem monomial usada para obter a base de
Gröbner G) é

∆(I) = {M ∈ M |M não é múltiplo de lm(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}}.
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Demonstração. SejaM ∈ ∆(I), temos, por definição, queM não é o monômio ĺıder de nenhum
polinômio em I. Agora, suponha, por absurdo, queM é múltiplo de algum lm(gi) ∈ G, ou seja,
M = lm(gi)M

′ para algum M ′ ∈ M, logo, lm(M ′gi) =M ′lm(gi) =M , no entanto, M ′gi ∈ I, o
que é um absurdo. Portanto, M não é múltiplo de lm(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}. Por outro
lado, seja M ∈ M, tal que M não é múltiplo de lm(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}, então pela
definição de bases de Gröbner, sabemos que M não é o monômio ĺıder de nenhum polinômio
em I.

Exemplo 1.34. Seja I = (X3 − 2XY,X2Y − 2Y 2 + X) ⊂ Q[X, Y ] e consideremos a ordem
lexicográfica graduada (com Y ≼grlex X)). É fácil verificar que {X2, XY, 2Y 2 −X} é uma base
de Gröbner de I. Então, pela proposição anterior a pegada de I é ∆(I) = {1, X, Y }.

A partir de agora, sempre que falarmos da pegada ∆(I) de um ideal I ⊂ K[X] deve ficar
impĺıcito que alguma ordem monomial foi escolhida em M. No entanto, em alguns exemplos e
resultados explicitaremos qual ordem foi escolhida.

Definição 1.35. Seja I ⊂ K[X] um ideal e seja {f1, . . . , ft} uma base de I. Denotamos por
∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) o conjunto

∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) := {M ∈ M |M não é múltiplo de lm(fi) para todo i ∈ {1, . . . , t}}.
Proposição 1.36. Seja I = (f1, . . . , ft) ⊂ K[X]. Então, ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). E se
{f1, . . . , ft} for uma base de Gröbner de I, temos que, ∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

Demonstração. SejaM ∈ ∆(I), entãoM não é o monômio ĺıder de nenhum polinômio em I, em
particular,M não é múltiplo de lm(fj) para todo j ∈ {1, . . . , t}, logo,M ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).
Agora, suponha que {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner de I e sejaM ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)),
pela Proposição 1.33 temos que, M ∈ ∆(I).

Teorema 1.37 (Buchberger). Seja I ⊂ K[X] um ideal. Então

B := {M + I |M ∈ ∆(I)}

é uma base de
K[X]

I
como K-espaço vetorial.

Demonstração. Seja G uma base de Gröbner de I com respeito a mesma ordem monomial
usada para determinar ∆(I), e seja f ∈ K[X]. Dividindo f por G, temos que, pelo algoritmo

da divisão, o resto é da forma r =
t∑

i=1

aiMi, onde ai ∈ K e Mi ∈ ∆(I) para todo i ∈ {1, . . . , t}.

Como f + I = r+ I =
t∑

i=1

ai(Mi + I), temos que B gera
K[X]

I
como K-espaço vetorial. Agora,

suponha que
l∑

i=1

bi(Mi + I) = 0 + I, onde bi ∈ K e Mi ∈ ∆(I) para todo i ∈ {1, . . . , l}. Então,
l∑

i=1

biMi ∈ I, logo, devemos ter bi = 0 para todo i ∈ {1, . . . , l}. Caso contrário,
l∑

i=1

biMi

seria um polinômio não nulo em I com o monômio ĺıder na pegada de I. Isso mostra que

B é linearmente independente sobre K. Portanto, B é uma base de
K[X]

I
como K-espaço

vetorial.

Exemplo 1.38. Vimos no Exemplo 1.34 que, ∆(I) = {1, X, Y }, onde I = (X3 − 2XY,X2Y −
2Y 2+X) ⊂ Q[X, Y ]. Então, pelo teorema anterior, temos que,

Q[X, Y ]

I
é um Q-espaço vetorial

de dimensão 3 e {1 + I,X + I, Y + I} é uma base para esse espaço vetorial.
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1.4 Variedades Afins

Definição 1.39. Um espaço afim de dimensão n sobre K é o conjunto

An(K) := {(a1, . . . , an) | ai ∈ K para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Observe que An(K) = Kn como conjunto. No entanto, utilizaremos a notação An(K) quando
queremos enfatizar a natureza geométrica de Kn, em vez de suas propriedades algébricas (por
exemplo, como um espaço vetorial).

Definição 1.40. Seja F = {fj}j∈J ⊂ K[X]. A variedade afim de F é o conjunto

V (F ) := {(a1, . . . , an) ∈ An(K) | fj(a1, . . . , an) = 0 para cada j ∈ J}.

Seja I ⊂ K[X] um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto

V (I) := {(a1, . . . , an) ∈ An(K) | f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I}.

Segue direto da definição acima que se I = (g1, . . . , gs) então V (I) = V ({g1, . . . , gs}) =
s⋂

i=1

V (gi).

Definição 1.41. Dado S ⊂ An(K), o ideal de polinômios que se anulam em S, ou
simplesmente ideal de S, é o conjunto

I(S) := {f ∈ K[X] | f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ S}.

É facil verificar que I(S) é, de fato, um ideal de K[X]. Agora iremos listar algumas relações
entre a variedade de um ideal e o ideal de uma variedade, e deixaremos as demonstrações a
cargo do leitor.

Dado um ideal I ⊂ K[X], temos

i) I ⊂ I(V (I)).

ii) S ⊂ V (I(S)).

iii) V (I(V (I))) = V (I).

Definição 1.42. O radical de um ideal I ⊂ K[X] é o conjunto

√
I := {f ∈ K[X] | fN ∈ I para algum N ∈ N}.

E dizemos que I é um ideal radical se
√
I = I.

Não é dif́ıcil verificar que
√
I é um ideal de K[X] e que I ⊂

√
I e

√√
I =

√
I.

1.4.1 Uma relação entre Variedades Afins e a Pegada de um Ideal

Para provar uma importante relação entre a variedade de um ideal I ⊂ K[X] e a pegada de I
quando ∆(I) é um conjunto finito, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 1.43. Seja I ⊂ K[X] um ideal e sejam P1, . . . , Pr pontos distintos de V (I). Então,
existem polinômios p1, . . . , pr ∈ K[X], tal que pi(Pj) = δij para todo i, j ∈ {1, . . . , r} (onde δij
é o delta de Kronecker).
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Demonstração. Defina Pi := (ai1, . . . , ain) ∈ Kn, onde i = 1, . . . , r, vamos mostrar como obter
p1 que satisfaz a condição do enunciado do lema. Como todos os pontos são distintos, para

i ∈ {2, . . . , r} existem ji ∈ {1, . . . , r}, tais que a1ji ̸= aiji . Agora, definimos hi :=
Xji − aji
a1ji − aiji

,

então hi(P1) = 1 e hi(Pi) = 0 para todo i = 2, . . . , r, então, tomando p1 =
r∏

i=2

hi, temos que,

p1(P1) = 1 e p1(Pi) = 0 para todo i = 2, . . . , r. De maneira similar conseguimos obter p2, . . . , pr
como no enunciado.

Proposição 1.44. Seja I ⊂ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito. Então V (I)
também é um conjunto finito e |V (I)| ≤ |∆(I)|.

Demonstração. Sejam P1, . . . , Pr pontos distintos de V (I), vamos encontrar um conjunto em
K[X]

I
que é linearmente independente e tem r elementos. Isso vai provar a proposição, pois,

no Teorema 1.37, vimos que |∆(I)| é a dimensão de
K[X]

I
como K-espaço vetorial. Do lema

acima, sabemos que existem p1, . . . , pr ∈ K[X] tais que, pi(Pj) = δij para todo i, j ∈ {1, . . . , r}.

Suponha que
r∑

i=1

ai(pi + I) = 0 + I, onde a1, . . . , ar ∈ k, então
r∑

i=1

aipi ∈ I, logo para todo

j ∈ {1, . . . , r} temos aj =

(
r∑

i=1

aipi

)

(Pj) = 0 . Portanto, {p1 + I, . . . , pr + I} é um conjunto

linearmente independente sobre K, o que completa a demonstração.

Na verdade, pode-se provar um resultado mais refinado.

Teorema 1.45. Seja I ⊂ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito e seja L uma
extensão algebricamente fechada de K. Então, VL(I) := {(a1, . . . , an) ∈ An(L) | f(a1, . . . , an) =
0 para todo f ∈ I} é um conjunto finito e |VL(I)| ≤ |∆(I)|. Além disso, se K é um corpo
perfeito (e.g. um corpo finito ou um corpo de caracteŕıstica zero) e I é um ideal radical, então
|VL(I)| = |∆(I)|

Demonstração. Veja em [1, Theorem 8.32].
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Caṕıtulo 2

Códigos Lineares

Definição 2.1. Um código corretor de erros é um subconjunto C ⊂ An, onde A é um
conjunto finito qualquer chamado de alfabeto e n ∈ N. Os elementos de An são chamados de
palavras.

A seguir, será apresentado um modo de medir a distância entre palavras em An.

Definição 2.2. Dados dois elementos u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ An, a distância de

Hamming entre u e v é definida como

d(u, v) := |{i | ui ̸= vi, onde i ∈ {1, . . . n}}|.

A distância de Hamming satisfaz as propriedades de uma métrica, como veremos a seguir.
Por isso, a distância de Hamming entre elementos de An é também chamada de métrica de
Hamming.

Proposição 2.3. Dados u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ An, valem as
seguintes propriedades:

i) d(u, v) ≥ 0 e d(u, v) = 0 se, e somente se, u = v.

ii) d(u, v) = d(v, u).

iii) d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v).

Demonstração. Vamos demonstrar a terceira propriedade, pois a primeira e a segunda são
triviais. Observe que, a contribuição das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u, v) é igual a
zero se ui = vi, e igual a um se ui ̸= vi. No caso em que a contribuição é zero, temos que, a
contribuição das i-ésimas coordenadas a d(u, v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas
a d(u, w) + d(w, v) (= 0, 1 ou 2). Agora, quando a contribuição é um, temos ui ̸= vi e,
portanto, não podemos ter ui = wi e wi = vi. Logo, a contribuição das i-ésimas coordenadas
a d(u, w) + d(w, v) é maior ou igual a 1, que é a contribuição das i-ésimas coordenadas a
d(u, v).

Definição 2.4. Seja C um código (corretor de erros). A distância mı́nima de C é o número

δ(C) := min{d(u, v) | u, v ∈ C e u ̸= v}.

E, define-se κ :=

[
δ(C)− 1

2

]

, onde [t] representa a parte inteira de um número real t.

Teorema 2.5. Seja C um código com distância mı́nima δ(C). Então C pode corrigir até κ erros
e detectar até δ(C)− 1 erros.
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Demonstração. Se ao transmitirmos uma palavra u do código cometemos t erros com t ≤ κ,
recebendo a palavra v, então d(v, u) = t ≤ κ. Agora, seja u′ ̸= u outra palavra do código, e supo-

nha que, d(v, u′) ≤ κ, então d(u, u′) ≤ d(u, v)+d(v, u′) ≤ 2κ = 2

[
δ(C)− 1

2

]

≤ 2

(
δ(C)− 1

2

)

=

δ(C)− 1 < δ(C), absurdo, pois d(u, u′) ≥ δ(C). Portanto, determina-se u univocamente a partir
de v. Por outro lado, seja u uma palavra do código e introduza até δ(C)−1 erros em u, digamos
que a palavra com os erros introduzidos é u′, assim, d(u, u′) ≤ δ(C) − 1 < δ(C), ou seja, u′ é
uma palavra que não pertence ao código e, portanto, o código consegue detectar até δ(C) − 1
erros.

Vimos no teorema anterior que um código terá mais capacidade de correção de erros quanto
maior for a sua distância mı́nima. Então para a Teoria dos Códigos é importante poder calcular
δ(C) ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.

Agora vamos definir códigos lineares sobre um corpo finito Fq com q elementos, onde q = pr,
com p primo e r ∈ N.

Definição 2.6. Um código C ⊂ Fn
q será chamado de código linear se for um Fq-subespaço

vetorial de Fn
q . Os parâmetros do código linear C são a dimensão dimFq

C =: k de C como
Fq-espaço vetorial, o comprimento n de C, e a distância mı́nima δ(C) de C. Usualmente os
parâmetros são escritos como a terna de inteiros [n, k, δ(C)].

Seja C ⊂ Fn
q um código linear, k = dimFq

C e seja {v1, . . . ,vk} uma base de C, portanto,
todo elemento de C se escreve de modo único da forma λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk, onde λi ∈ Fq

para todo i ∈ {1, . . . k}. Segue dáı que |C| = qk.

Definição 2.7. Dado uma palavra a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
q , define-se o peso de a como sendo o

número inteiro

ω(a) := |{i | ai ̸= 0}| = quantidade de coordenadas de a que são diferentes de 0.

Ou seja, ω(a) = d(a,0), onde 0 é o vetor nulo de Fn
q e d representa a métrica de Hamming.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a um código C, significa que C ⊂ Fn
q é um

código linear.

Definição 2.8. Sejam um código C tal que dimFq
C = k, B = {v1, . . . ,vk} uma base ordenada

de C e considere a matriz G, cujas linhas são os vetores vi = (vi1, . . . , vin), i = 1, . . . , k, isto é,

G =






v1
...
vk




 =






v11 v12 · · · v1n
...

...
...

vk1 vk2 · · · vkn






A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada à base B.

O nome “matriz geradora de C” se deve ao fato de C ser a imagem da transformação linear
T : Fk

q −→ Fn
q , tal que, Ta = aG.

Definição 2.9. Sejam u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) elementos de Fn
q , define-se o produto

interno de u e v como sendo

⟨u,v⟩ := u1v1 + · · ·+ unvn.

A operação acima é simétrica e bilinear, ou seja, satisfaz as propriedades usuais de um produto
interno sobre um espaço vetorial.
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Definição 2.10. Seja C um código, define-se o código dual de C como sendo o conjunto

C⊥ := {v ∈ Fn
q | ⟨v,u⟩ = 0, para todo u ∈ C}.

Fica a cargo do leitor mostrar que C⊥ ⊂ Fn
q é um código linear com dimFq

C⊥ = n− k, onde
dimFq

C = k (ou veja em [8, p. 96]).

Lema 2.11. Seja C ⊂ Fn
q um código, com matriz geradora G, então

a ∈ C⊥ ⇔ Gat = 0.

Demonstração. a ∈ C⊥ se, e somente se, a é ortogonal a todos elementos de C se, e somente se,
a é ortogonal a todos os elementos de uma base de C se, e somente se, Gat = 0, pois o conjunto
de vetores que estão nas linhas de G forma uma base de C.
Lema 2.12. Seja C um código com matriz geradora G e dimFq

C = k. Uma matriz H de ordem
(n − k) × n, com coeficientes em Fq e com linhas linearmente independentes, é uma matriz
geradora de C⊥ se, e somente se, G ·H t = 0.

Demonstração. As linhas de H geram um subespaço vetorial de Fn
q de dimensão n−k, portanto,

igual a dimensão de C⊥. É fácil ver que G · H t = 0 equivale a dizer que todos os vetores do
subespaço gerado pelas linhas de H estão em C⊥. Por outro lado, esse subespaço tem a mesma
dimensão de C⊥, logo,

G ·H t = 0 ⇔ C⊥ é gerado pelas linhas de H.

Em álgebra linear prova-se que (V ⊥)⊥ = V para qualquer espaço vetorial V de dimensão
finita. Em particular, dado um código C temos que (C⊥)⊥ = C. Apresentamos uma prova desse
fato.

Corolário 2.13. Seja C um código. Então (C⊥)⊥ = C.
Demonstração. Sejam G e H matrizes geradoras de C e C⊥, respectivamente. Pelo Lema
anterior, temos G · H t = 0, logo, H · Gt = (G · H t)t = 0t = 0. Como G é uma matriz (com
linhas linearmente independentes) de ordem k × n e dimFq

(C⊥)⊥ = k, segue do Lema anterior
que G é uma matriz geradora de (C⊥)⊥ e, portanto, (C⊥)⊥ = C.

Agora, caracterizaremos os elementos de um código C.
Proposição 2.14. Seja C um código e seja H uma matriz geradora de C⊥. Então

a ∈ C ⇔ Ha
t = 0.

Demonstração. Segue do Corolário acima e do Lema 2.11.

Definição 2.15. A matriz geradora H de C⊥ é chama de matriz teste de paridade de C. E
dado um vetor v ∈ Fn

q , chamamos o vetor Hvt de śındrome de v.

Observe que, para verificar se um determinado vetor v ∈ Fn
q pertence ou não a um código

C com matriz geradora G e dimFq
C = k, é preciso verificar se o sistema de n equações com

k incógnitas, dado por xG = v, admite solução. No entanto, trabalhando com uma matriz
teste de paridade H, a solução pode ser encontrada bem mais rapidamente. Basta verificar se
a śındrome de v é o vetor nulo.

A matriz teste de paridade também contém informações sobre a distância mı́nima do código
C como veremos nos resultados a seguir.
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Proposição 2.16. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que

δ(C) ≥ s⇔ quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente independentes.

Demonstração. Suponha que quaisquer s−1 colunas de H são linearmente independentes. Seja
a = (a1, . . . , an) uma palavra não nula do código C e consideremos h1, . . . hn as colunas de H.

Como Hat = 0, temos que 0 = Hat =
n∑

i=1

aih
i. Visto que ω(a) é o número de coordenadas

não nulas de a, segue que se ω(a) ≤ s − 1, teŕıamos uma soma do tipo

ω(a)
∑

j=1

aijh
ij = 0, com

ω(a) ≤ s − 1, ij ∈ {1, . . . , n} e aij ̸= 0 para todo j = 1, . . . , ω(a), o que é uma contradição.
Logo, ω(a) ≥ s e, portanto, δ(C) ≥ s. Reciprocamente, suponha que δ(C) ≥ s. Suponha
também, por absurdo, queH tenha s−1 colunas linearmente dependentes, a saber hi1 , . . . , his−1 ,

logo, existem ai1 , . . . , ais−1
elementos em Fq, não todos nulos, tais que

s−1∑

j=1

aijh
ij = 0. Dáı,

considerando o vetor a = (0, . . . , ai1 , 0, . . . , ais−1
, . . . , 0, . . . , 0), temos que a ∈ C, pois Hat = 0,

e ω(a) ≤ s− 1 < s, o que é um absurdo.

Teorema 2.17. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que

δ(C) = s⇔ quaisquer s−1 colunas de H são linearmente independentes e existem s colunas de H

linearmente dependentes.

Demonstração. Suponha primeiro que δ(C) = s, então, pela Proposição anterior, quaisquer
s− 1 colunas de H são linearmente independentes. Agora, afirmo que, existem s colunas de H
que são linearmente dependentes. De fato, suponha, por absurdo, que quaisquer s colunas de
H são linearmente independentes, logo, novamente pela Proposição anterior, δ(C) ≥ s+ 1 > s,
o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponha que quaisquer s−1 colunas de H são linearmente independentes e
que existem s colunas de H linearmente dependentes. Pela Proposição anterior, temos δ(C) ≥ s
e, de fato, temos δ(C) = s, pois se δ(C) for maior do que s, teŕıamos pela Proposição anterior
que quaisquer s colunas de H seriam linearmente independentes, o que é uma contradição.

Corolário 2.18 (Cota de Singleton). Os parâmetros [n, k, δ(C)] de um código C satisfazem à
desigualdade

δ(C) ≤ n− k + 1.

Demonstração. Seja H uma matriz teste de paridade de C. Sabemos que o posto de H é igual
a n − k = dimFq

C⊥ e pela Proposição anterior, temos que o posto de H é maior ou igual a
δ(C)− 1 e, portanto, n− k ≥ δ(C)− 1.

Definição 2.19. Um código C será chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se
valer a igualdade δ(C) = n− k + 1.

Vejamos agora um exemplo de um código linear MDS.

Exemplo 2.20. Consideremos o Fq-espaço vetorial Fq[X]≤d−1 incluindo o polinômio nulo, isto
é, Fq[X]≤d−1 = {p ∈ Fq[X] | deg(p) ≤ d− 1}∪{0}, onde deg(p) é o grau do polinômio p. Não é
dif́ıcil ver que esse espaço vetorial tem dimensão d com uma base dada por {1, X,X2, . . . , Xd−1}.

Agora sejam n um inteiro, tal que n ≥ d, e α1, . . . , αn elementos distintos de Fq. Con-
sideremos a transformação linear T : Fq[X]≤d−1 −→ Fn

q , tal que T (p) = (p(α1), . . . , p(αn)).
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Veja que KerT = {p ∈ Fq[X]≤d−1 | p(α1) = · · · = p(αn) = 0} = {0}, pois um polinômio não
nulo p ∈ Fq[X]≤d−1 não pode ter n ≥ d ráızes distintas. Segue que, T é injetora. Portanto,
C = T (Fq[X]≤d−1) é um código linear de comprimento n e dimensão d. Esse código é chamado
de Código de Reed-Solomon de comprimento n e dimensão d definido por α1, . . . , αn.

Como transformações lineares bijetoras levam base em base, segue que uma matriz geradora
do código C é dada por

G =








T (1)
T (X)

...
T (Xd−1)








=










1 1 · · · 1
α1 α2 . . . αn

α2
1 α2

2 . . . α2
n

...
...

...
αd−1
1 αd−1

2 . . . αd−1
n










.

Agora seja, a uma palavra não nula de C. Então, existe p ∈ Fq[X]≤d−1 tal que a =
(p(α1) . . . , p(αn)). Logo,

ω(a) = |{i ∈ {1, . . . , n} | p(αi) ̸= 0}| = n−|{i ∈ {1, . . . , n} | p(αi) = 0}| ≥ n−deg(p) ≥ n−d+1.

Logo, δ(C) ≥ n − d + 1. Por outro lado, pela Cota de Singleton (Corolário 2.18), temos
δ(C) ≤ n− d+ 1. Portanto, δ(C) = n− d+ 1, ou seja, o Código de Reed-Solomon é MDS.

2.1 Códigos Cartesianos Afins

Nesta seção, seguindo [3], iremos apresentar alguns resultados sobre um tipo particular de
código.

Seja I = (g1, . . . , gt) ⊂ Fq[X] e consideremos o ideal Iq := (g1, . . . , gt, X
q
1−X1, . . . , X

q
n−Xn).

Da Teoria de Corpos, sabemos que
∏

a∈Fq

(X − a) = Xq −X, e consequentemente V (I) = V (Iq).

De agora em diante vamos sempre estar considerando a ordem lexicográfica graduada (≼grlex)
em M ⊂ Fq[X].

Proposição 2.21. ∆(Iq) é um conjunto finito.

Demonstração. Afirmo que ∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
n)) ≤ qn. De fato, por definição te-

mos que ∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
n)) é o conjunto dos monômios que não são múltiplos de

lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
n, em particular, tais monômios não são múltiplos de Xq

1 , . . . , X
q
n,

o que prova a afirmação. Pela Proposição 1.36, temos

|∆(Iq)| ≤ |∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
n)| ≤ qn,

o que completa a demonstração.

Lema 2.22. Seja I ⊂ Fq[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito. Então

I é um ideal radical ⇔ I contém um polinômio fj ∈ Fq[Xj] \ Fq tal que mdc(fj, f
′
j) = 1,

para todo j ∈ {1, . . . , n},
onde f ′

j denota a derivada usual de um polinômio.

Demonstração. Veja em [1, Proposition 8.14].

Proposição 2.23. Seja V (Iq) = {P1, . . . , Pm} e seja a transformação linear φ :
Fq[X]

Iq
−→ Fm

q ,

tal que φ(f + Iq) = (f(P1), . . . , f(Pm)). Então φ é um isomorfismo de Fq- espaços vetoriais.

17



Demonstração. Primeiro vamos mostrar que dimFq

Fq[X]

Iq
= m. De fato, como o polinômio

fj := Xq
j − Xj tem q ráızes distintas temos mdc(fj, f

′
j) = 1 para todo j ∈ {1, . . . , n}, e pela

Proposição 2.21 o conjunto ∆(Iq) é finito, então pelo Lema anterior Iq é um ideal radical.
Observe também que, VFq

(Iq) = V (Iq), onde Fq é o fecho algébrico de Fq e pelo Teorema
1.45 temos que |VFq

(Iq)| = |∆(Iq)|. Dáı, m = |V (Iq)| = |∆(Iq)|. Portanto, pelo Teorema

de Buchberger (Teorema 1.37), temos que dimFq

Fq[X]

Iq
= |∆(Iq)| = m. Agora, mostraremos

que φ é sobrejetora, e assim, aplicando o Teorema do Núcleo e da Imagem o resultado estará
provado. Com efeito, consideremos os polinômios p1, . . . , pm em Fq[X], tais que pi(Pj) = δij
para todo i, j ∈ {1, . . . ,m} (tais polinômios existem pelo Lema 1.43), e veja que, φ(pi + Iq) =
(0, . . . , 1, 0, . . . , 0) = ei, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, onde 1 está na i-ésima coordenada. Como
{e1, . . . , em} é uma base de Fm

q como Fq-espaço vetorial, o resultado segue.

O seguinte conceito foi introduzido por Fitzgerald e Lax em [5].

Definição 2.24. Seja L ⊂ Fq[X]

Iq
um Fq- subespaço vetorial de

Fq[X]

Iq
. A imagem C(L) := φ(L)

é chamada de código de variedade afim associado à L.

Vamos provar agora que todo código linear pode ser representado como um código de vari-
edade afim. Para isso, precisaremos do seguinte Lema

Lema 2.25. Sejam P1, . . . , Ps pontos de An(Fq), tal que Pj = (aj1, . . . , ajn). Então o polinômio

fj(X) =
n∏

l=1

[1− (Xl − ajl)
q−1]

é tal que, fj(P ) = 0 para todo P ∈ An(Fq) \ {Pj} e fj(Pj) = 1, para j = 1, . . . , s.

Demonstração. Sabemos que Xq
i − Xi =

∏

α∈Fq

(Xi − α), para todo i ∈ {1, . . . , n}. Logo, dado

ω ∈ Fq, temos que
(Xi − ω)q − (Xi − ω)

Xi − ω
=
Xq

i −Xi

Xi − ω
=

∏

α∈Fq\{ω}

(Xi−α) , ou seja, (Xi−ω)q−1−

1 =
∏

α∈Fq\{ω}

(Xi − α). Assim, 1− (α− ω)q−1 = 1 se α = ω e 1− (α− ω)q−1 = 0 se α ̸= 0, e dáı,

o resultado segue.

Proposição 2.26. Todo código linear C ⊂ Fs
q pode ser representando como um código de

variedade afim.

Demonstração. Seja C ⊂ Fs
q um código, tal que dimFq

C = k. Seja [cij] uma matriz geradora
de C com i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , s. Escolha o menor número natural n, tal que qn ≥ s.
Seja Y = {P1, . . . , Ps} ⊂ An(Fq) (existem pelo menos s pontos em An(Fq), pois |An(Fq)| =
qn ≥ s) e seja I = I(Y ) o ideal de Y em Fq[X]. Vamos denotar Pj = (aj1, . . . , ajn) para

j = 1, . . . , s. Temos pelo Lema anterior que o polinômio fj(X) =
n∏

l=1

[1 − (Xl − ajl)
q−1], é tal

que fj(P ) = 0 para todo P ∈ An(Fq) \ {Pj} e fj(Pj) = 1, para j = 1, . . . , s. Agora, defina

gi + Iq :=
s∑

j=1

cij(fj + Iq), para i = 1, . . . , k e tome L = Fq{g1 + Iq, . . . , gk + Iq} ⊂ Fq[X]

Iq
o

subespaço gerado por {g1 + Iq, . . . , gk + Iq}. Então C = C(L), pois φ(gi + Iq) = (ci1, . . . , cin),

para i = 1, . . . , k e φ :
Fq[X]

Iq
−→ Fs

q é tal que, φ(f + Iq) = (f(P1), . . . , f(Ps)).
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Agora vamos apresentar resultados sobre um tipo de códigos de variedades afins que foi
introduzido por H. López, C. Renteŕıa-Marquez e R. Villareal em [10]. Tal código é constrúıdo
da seguinte forma: sejam A1, . . . , An conjuntos não vazios de Fq e defina X := A1 × · · · × An.

Defina também fi :=
∏

α∈Ai

(Xi − α) para todo i ∈ {1, . . . , n} e consideremos I := (f1, . . . , fn),

é fácil ver que V (I) = X. Como no ińıcio da seção, consideremos Iq = (f1, . . . , fn, X
q
1 −

X1, . . . , X
q
n −Xn) e observe que nesse caso I = Iq, pois fi é um divisor de Xq

i −Xi para todo
i ∈ {1, . . . , n}.

Definição 2.27. Seja d ∈ N0 e consideremos o Fq-subespaço vetorial de
Fq[X]

I
dado por

L≤d := {p+ I | p = 0 ou deg(p) ≤ d}, onde deg(p) é o grau do polinômio p ∈ Fq[X]. Definimos

código cartesiano afim como sendo a imagem CX(d) := φ(L≤d), onde φ :
Fq[X]

I
−→ Fm

q é tal

que φ(f + I) = (f(P1), . . . , f(Pm)) e {P1, . . . , Pm} = X = V (I).

No que se segue vamos determinar os parâmetros desses códigos. Observe que |V (I)| =
d1. · · · .dn é o comprimento de CX(d) para todo d ≥ 0. Em [10, Proposition 3.2] os autores
provaram que podemos assumir que 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn sem perda de generalidade.

Lema 2.28. {f1, . . . , fn} é uma base de Gröbner de I

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 1.30, pois mdc(lm(fi), lm(fj)) = mdc(Xdi
i , X

dj
j ) =

1 para todo i, j ∈ {1, . . . , n} com i ̸= j. Outra posśıvel demonstração é a seguinte. Observe
que ∆(I) ⊂ {Xα1

1 . · · · .Xαn
n | 0 ≤ αi < di ∀i = 1, . . . , n}, pois I = (f1, . . . , fn) e lm(fi) = Xdi

i

para todo i = 1, . . . , n. Logo, pela Proposição 1.44 |V (I)| = d1. · · · .dn ≤ |∆(I)| ≤ d1. · · · .dn,
ou seja, |∆(I)| = d1. · · · .dn. Isso mostra que B := {f1, . . . , fn} é uma base de Gröbner de I,
caso contrário pelo algoritmo de Buchberger conseguiŕıamos adicionar à B um polinômio, cujo
monômio ĺıder não seria um múltiplo de Xdi

i para todo i = 1, . . . , n, mas isso implicaria que
|∆(I)| < d1. · · · .dn.

Lema 2.29. (Conforme [10, Lemma 2.3]) I(X) = I.

Demonstração. É claro que I ⊂ I(X), logo ∆(I(X)) ⊂ ∆(I) = {Xα1

1 . · · · .Xαn
n | 0 ≤ αi <

di ∀i = 1, . . . , n}. Então, pela Proposição 1.44 e pelo Lema acima, d1. · · · .dn = |V (I(X))| ≤
|∆(I(X))| ≤ |∆(I)| = d1. · · · .dn, logo, |∆(I(X))| = d1. · · · .dn. Neste caso, temos ∆(I(X)) =
{Xα1

1 . · · · .Xαn
n | 0 ≤ αi < di ∀i = 1, . . . , n}, pois ∆(I(X)) ⊂ ∆(I). Agora, dado f ∈ I(X),

temos que, lm(f) é múltiplo de lm(fi) = Xdi
i para algum i ∈ {1, . . . , n}, caso contrário,

lm(f) ∈ ∆(I(X)), o que é uma contradição. Então {f1, . . . , fn} ⊂ I(X) é uma base de
Gröbner de I(X) e, portanto, I(X) = (f1, . . . , fn) = I.

Agora, queremos calcular a dimensão de CX(d). Como φ é um isomorfismo de Fq-espaços
vetoriais e CX(d) = φ(L≤d), temos que, dimFq

CX(d) = dimFq
L≤d. Definimos ∆(I)≤d como o

conjunto dos elementos de grau total menor ou igual a d que estão em ∆(I), ou seja, ∆(I)≤d =
∆(I) ∩ Fq[X]≤d.

Proposição 2.30. O conjunto {M + I | M ∈ ∆(I)≤d} é uma base de L≤d como Fq-espaço
vetorial.

Demonstração. Pelo Teorema 1.37 sabemos que o conjunto B := {M + I | M ∈ ∆(I)≤d} é
linearmente independente, e claramente está contido em L≤d. Agora, seja p ∈ Fq[X], p ̸= 0 tal
que deg(p) ≤ d. Dividindo p por {f1, . . . , fn}, temos pelo algoritmo da divisão que o resto r
obtido através dessa divisão é tal que, lm(r) ≼grlex lm(p) ou r = 0, ou seja, deg(lm(r)) ≤ d ou
r = 0. Se r = 0, é claro que p + I = 0 + I é uma combinação Fq-linear de elementos em B e
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se r ̸= 0, temos p + I = r + I que é uma combinação Fq-linear de elementos em B, pois todos
os monômios aparecendo em r estão em ∆(I)≤d (aqui usamos que {f1, . . . , fn} é uma base de
Gröbner de I), e portanto, B é uma base de L≤d como Fq-espaço vetorial.

Temos a seguinte consequência do resultado acima.

Lema 2.31. (Conforme [10, Theorem 3.1]) A dimensão de CX(d) é dimFq
CX(d) = |∆(I)≤d|,

em particular dimFq
CX(d) = d1. · · · .dn e δ(CX(d)) = 1 para todo d ≥

n∑

i=1

(di − 1).

Demonstração. A primeira afirmação é uma consequência da Proposição acima e o fato de φ
ser um isomorfismo. Para a segunda e terceira afirmação, observe que ∆(I) = {Xα1

1 . · · · .Xαn
n |

0 ≤ αi ≤ di − 1 ∀i = 1, . . . , n}, pois {f1, . . . , fn} é uma base de Gröbner de I. Logo, deg(M) ≤
n∑

i=1

αi ≤
n∑

i=1

(di − 1) ≤ d para todo M ∈ ∆(I). Portanto, ∆(I)≤d = ∆(I) sempre que d ≥
n∑

i=1

(di − 1). E o resultado segue, pois dimFq
CX(d) = |∆(I)≤d| = d1. · · · .dn e CX(d) = φ(L≤d) =

Fd1.··· .dn
q .

Teorema 2.32. (Conforme [10, Theorem 3.1]) A dimensão de CX(d) para 0 ≤ d <

n∑

i=1

(di− 1)

é dada por

dimFq
CX(d) =

(
n+ d
d

)

−
n∑

i=1

(
n+ d− di
d− di

)

+ · · ·+

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤n

(
n+ d− di1 − · · · − dij
d− di1 − · · · − dij

)

+ · · ·+ (−1)n
(
n+ d− di1 − · · · − din
d− di1 − · · · − din

)

,

onde consideramos

(
a

b

)

= 0 se b < 0, e

(
a

b

)

=
a!

(a− b)!b!
se a ≥ b > 0, é o coeficiente binomial

de a na classe b.

Demonstração. Pelo Lema anterior, dimFq
CX(d) = |∆(I)≤d|, ou seja, a quantidade de monômios

em ∆(I) da forma Xα1

1 . . . . .Xαn
n com 0 ≤

n∑

i=1

αi ≤ d. Consideremos

h(t) := (1 + t+ · · ·+ td1−1) · · · · · (1 + t+ · · ·+ tdn−1, )

é fácil verificar que o coeficiente de te em h(t) é igual ao número de monômios em ∆(I) que tem

grau e, para todo e ∈ {0, . . . ,
n∑

i=1

(di − 1)}. Assim, uma maneira de obtermos o que queremos

é calcularmos os coeficientes de t0, t, . . . , td e então somá-los. Outra maneira mais rápida é
observar que há uma bijeção entre os conjuntos ∆(I)≤d e

∆d := {Xα0

0 .Xα1

1 . · · · .Xαn

n ∈ Fq[X0, X1, . . . , Xn] | com
n∑

i=0

αi = d e 0 ≤ αi ≤ di − 1 ∀i = 1, . . . , n}
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dada por β : ∆(I)≤d −→ ∆d, onde β(M) = Xd
0M

(
X1

X0

, . . . ,
Xn

X0

)

e β−1 : ∆d −→ ∆(I)≤d é

dado por β−1(N) = N(1, X1, . . . , Xn). Agora, consideremos

H(t) := (1 + t+ t2 + · · · ) · (1 + t+ · · ·+ td1−1) · · · · · (1 + t+ · · ·+ tdn−1),

então o coeficiente de td é |∆d|. Note que,

H(t) =
1

1− t
.
1− td1

1− t
. · · · .1− tdn

1− t
.

Assim, H(t) =

(
1

(1− t)n+1

) n∏

i=1

(1− tdi). Usando que
1

(1− t)n+1
=

∞∑

j=0

(
n+ j

j

)

tj, temos

H(t) =

(
∞∑

j=0

(
n+ j

j

))

(1−
n∑

i=1

tdi +
∑

1≤i1<i2≤n

tdi1+di2 + · · ·+

(−1)j +
∑

1≤i1<···<ij≤n

tdi1+···+dij + · · ·+ (−1)ntdi1+···+din ).

Segue que, o coeficiente de td em H(t) usando o produto acima é a expressão da dimFq
CX(d)

que está no enunciado do teorema. Como queŕıamos demonstrar.

Vamos precisar do seguinte resultado para encontrar a distância mı́nima de CX(d), com

0 ≤ d <

n∑

i=1

(di − 1).

Lema 2.33. Sejam 0 < d1 ≤ · · · ≤ dn e s <
n∑

i=1

(di − 1) inteiros. Defina m(α1, . . . , αn) :=

n∏

i=1

(di − αi), onde 0 ≤ αi < di é um inteiro, para todo i = 1, . . . , n. Então

min{m(α1, . . . , αn) | α1 + · · ·+ αn ≤ s} = (dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di,

onde k e ℓ são unicamente definidos por s =
k∑

i=1

(di − 1) + ℓ com 0 ≤ ℓ < dk+1 − 1. Aqui, se

k + 1 = n, então entendemos que
n∏

i=k+2

di = 1, e se s < d1 − 1, então consideramos k = 0 e

ℓ = s.

Demonstração. Veja em [3, Lemma 2.2].

Teorema 2.34. (Conforme [10, Theorem 3.8]) Seja 0 ≤ d <

n∑

i=1

(di − 1). Então δ(CX(d)) =

(dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di, onde k e ℓ são unicamente definidos por d =
k∑

i=1

(di − 1) + ℓ com 0 ≤ ℓ <

dk+1 − 1. Como no resultado acima, se k+ 1 = n entendemos que
n∏

i=k+2

di = 1, e se d < d1 − 1

então consideramos k = 0 e ℓ = d.
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Demonstração. Seja F + I ∈ L≤d \ {0} e defina JF := (F, f1, . . . , fn). Então, o número de zeros

da palavra φ(F + I) é igual a |V (JF )|, de modo que ω(φ(F + I)) =
n∏

i=1

di − |V (JF )|. Pela

Proposição 1.44, temos que |V (JF )| ≤ |∆(JF )|. Seja M := Xα1

1 . · · · .Xαn
n o monômio ĺıder de

F (0 ≤ αi < di para todo i ∈ {1, . . . , n}, pois M ∈ ∆(I)≤d
), pela Proposição 1.36, temos que

∆(JF ) ⊂ ∆(M,Xd1
1 , . . . , X

dn
n ), assim, |V (JF )| ≤

n∏

i=1

di −
n∏

i=1

(di − αi). Logo, ω(φ(F + I)) =

n∏

i=1

di − |V (JF )| ≥
n∏

i=1

di −
(

n∏

i=1

di −
n∏

i=1

(di − αi)

)

=
n∏

i=1

(di − αi), assim, pelo Lema acima

ω(φ(F + I)) ≥ (dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di, e portanto, δ(CX(d)) ≥ (dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di. Para ver que

essa cota inferior, na verdade, é atingida, escrevemos Ai := {ai1, . . . , aidi} para i = 1, . . . , n e

tomemos G(X1, . . . , Xn) =

(
k∏

i=1

di−1∏

j=1

(Xi − aij)

)
ℓ∏

j=1

(Xk+1 − a(k+1)j), então deg(G) =
k∑

i=1

(di −

1) + ℓ = d e G tem
n∏

i=1

di − (dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di, assim, ω(φ(G+ I)) = (dk+1 − ℓ)
n∏

i=k+2

di.

Comparando a prova acima com a prova original apresentada em [10, Theorem 3.8], pode-
se observar que a demonstração acima é mais simples. No próximo caṕıtulo, na maioria das
vezes, iremos utilizar técnicas como a de acima para determinar cotas para o r-ésimo peso de
Hamming generalizado (que será definido posteriormente) de alguns códigos em espećıfico.
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Caṕıtulo 3

r-ésimo Peso de Hamming

Generalizado de alguns códigos de

avaliação

3.1 O r-ésimo peso de Hamming Generalizado de um

código linear

Definição 3.1. Sejam C ⊂ Fn
q um código linear de dimensão k e D um subcódigo de C, ou

seja, D é um Fq-subespaço vetorial de C. O suporte de D é o conjunto

χ(D) := {i | ∃ (a1, . . . , an) ∈ D, ai ̸= 0}.

O r-ésimo peso de Hamming Generalizado de C é o conjunto

δr(C) := min{|χ(D)| | D é um subcódigo de C com dimFq
D = r}.

Definição 3.2. Seja B um subconjunto de um Fq-espaço vetorial V . Definimos o subespaço
gerado por B por FqB.

O suporte χ(β) de um vetor β ∈ Fn
q é χ(Fq{β}), isto é, χ(β) é o conjunto de todas as

entradas não nulas de β. E observe que, para r = 1, δ1(C) = min{|χ(β)| | β ∈ C \ {0}} = δ(C)
é a distância mı́nima do código C.

A partir das definições acima é simples provar o seguinte resultado.

Lema 3.3. Seja D um subcódigo de C ⊂ Fn
q de dimensão r ≥ 1. Se {β1, . . . , βr} é uma base

de D com βi = (βi1, . . . , βin) para i = 1, . . . , r, então χ(D) =
r⋃

i=1

χ(βi) e |χ(D)| é o número de

colunas não nulas da matriz







β11 · · · β1i · · · β1n
β21 · · · β2i · · · β2n
... · · · ... · · · ...
βr1 · · · βri · · · βrn







.

Definição 3.4. A hierarquia de pesos de um código linear C de dimensão k é definida como
sendo a sequência (δ1(C), . . . , δk(C)).
Proposição 3.5. Seja C ⊂ Fn

q um código linear de dimensão k > 0. Então

1 ≤ δ1(C) < · · · < δk(C) ≤ n.
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Demonstração. Vejamos que δr−1(C) ≤ δr(C). De fato, sejamD um subcódigo de C de dimensão
r tal que δr(C) = |χ(D)| e B uma matriz geradora de D, pelo Lema 3.3 |χ(D)| é o número de
colunas não nulas da matriz B. Agora, eliminemos uma linha qualquer de B e consideremos a
matriz formada pelas entradas de B com exceção da linha que eliminamos. Essa nova matriz,
digamos, A, é uma matriz geradora para um subcódigo de C de dimensão r − 1 com suporte
menor ou igual a |χ(D)|. Conclúımos que, δr−1(C) ≤ |χ(A)| ≤ |χ(D)| = δr(C).

Resta provar que as desigualdades são estritas. Seja D um subcódigo de C tal que |χ(D)| =
δr(C) e dimFq

D = r. Seja i ∈ χ(D), através do processo de eliminação gaussiana na matriz
geradora B do subcódigo D, conseguimos obter uma nova matriz cuja i-ésima coluna tem r− 1
entradas nulas e uma entrada igual a 1, digamos, na j-ésima linha. Eliminando essa j-ésima
linha, obtemos uma matriz geradora de um subespaço Di, que tem dimensão igual a r − 1 e
não tem i no suporte. Portanto, δr−1(C) ≤ |χ(Di)| ≤ |χ(D)| − 1 = δr(C)− 1 < δr(C).

Corolário 3.6 (Cota de Singleton Generalizada). Seja C ⊂ Fn
q um código linear de dimensão

k > 0. Então r ≤ δr(C) ≤ n− k + r.

Demonstração. Pela Proposição acima, temos que, δr(C) ≤ δr+1(C) − 1 ≤ (δr+2(C) − 1) − 1 =
δr+2(C)− 2 ≤ · · · ≤ δr+(k−r)(C)− (k − r) = δk(C)− k + r ≤ n− k + r. Para ver que δr(C) ≥ r,
observe que todo subcódigoD de C, com dimFq

D = r, admite uma matriz geradora (escalonada)
com r colunas não nulas.

Teorema 3.7. Sejam C ⊂ Fn
q um código, H a matriz teste de paridade de C e Hi, 1 ≤ i ≤ n,

os vetores colunas de H. Então

δr(C) = min{|I| | I ⊂ {1, . . . , n}, |I| − dimFq
(Fq{Hi | i ∈ I}) ≥ r}

Demonstração. Dado I ⊂ {1, 2, . . . , n}, com |I| = ℓ, definimos S(I) := Fq{Hi | i ∈ I} e

S⊥(I) :=

{

a = (a1, . . . , an) ∈ An(Fq) | ai = 0 para i /∈ I, e
∑

i∈I

aiHi = 0

}

.

Afirmo que dimFq
(S(I)) + dimFq

(S⊥(I)) = ℓ. Seja I = {i1, . . . , iℓ} e A a matriz

A =








β1i1 β1i2 · · · β1iℓ
β2i1 β2i2 · · · β2iℓ
...

...
...

...
β(n−k)i1 β(n−k)i2 · · · β(n−k)iℓ







,

obtida a partir das colunas de H e dos ı́ndices em I. O subespaço W ⊂ Fℓ
q gerado pelas linhas

de A tem a mesma dimensão de S(I), pois ambas as dimensões são iguais ao posto de A. Existe
um isomorfismo entre W⊥ e S⊥(I) logo dimFq

S(I) + dimFq
S⊥(I) = ℓ.

Observe também que S⊥(I) é um subcódigo de C, pois dado a = (a1, . . . , an) ∈ S⊥(I) temos

que
n∑

i=1

aiHi = 0, ou seja, Hat = 0.

Seja D um subcódigo de C de dimFq
D = r tal que |χ(D)| = δr(C) e consideremos I =

χ(D). Veja que D ⊂ S⊥(I), pois se a ∈ D temos que ai = 0 para todo i /∈ χ(D) = I e

0 = Hat =
n∑

i=1

aiHi =
∑

i∈I

aiHi. Então dimFq
S⊥(I) ≥ r = dimFq

D. Suponha, por contradição,

que dimFq
S⊥(I) = r′ > r, assim, δr′(C) ≤ |χ(S⊥(I))| ≤ |I| = |χ(D)| = δr(C), contradição

com a Proposição 3.5. Logo, dimFq
S⊥(I) = r e então D = S⊥(I). Dáı, |I| − dimFq

S(I) =
dimFq

S⊥(I) = r.
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Defina d := min{|I| | I ⊂ {1, . . . , n}, |I| − dimFq
(Fq{Hi | i ∈ I}) = r} e seja I ⊂ {1, . . . , n}

tal que |I| = d e d − dimFq
S(I) = r. Então dimFq

S⊥(I) = d − dimFq
S(I) = d − (d − r) = r,

logo, S⊥(I) ⊂ C é um subcódigo de dimFq
S⊥(I) = r. Dáı, δr(C) ≤ |χ(S⊥(I))| ≤ |I| = d. No

parágrafo acima mostramos que existe I tal que |I| − dimFq
S(I) = r e |I| = δr(C). Dáı vem

que d = δr(C).

Exemplo 3.8. Seja

G =





1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1





a matriz geradora de um código C ⊂ F5
2. Seja

H =

(
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1

)

,

como GH t = 0, pelo Lema 2.12 H é a matriz teste de paridade de C.
Seja I um subconjunto de {1, . . . , 5}. Considere o subespaço vetorial gerado pelas colunas

Hi de G para i ∈ I. Queremos encontrar I de tal modo que |I| − dimFq
Fq{Hi | i ∈ I} = r,

com 1 ≤ r ≤ 3, e |I| = min{|I| | |I| − dimFq
Fq{Hi | i ∈ I} = r}. Para r = 1, vemos

que o menor dos conjuntos de colunas satisfazendo dimFq
Fq{Hi | i ∈ I} = 1 são I = {2, 4}

ou I = {3, 5}. Então pelo Teorema acima δ1(C) = 2. Para r = 2, pela Proposição 3.5
δ1(C) = 2 < δ2(C) ̸= 1, 2 e observe que não existe nenhum subconjunto I ⊂ {1, . . . , 5} com 3
elementos tal que |I| − dimFq

Fq{Hi | i ∈ I} = 2, mas para I = {1, 2, 3, 4} temos a igualdade
desejada, logo, pelo Teorema acima δ2(C) = 4. Para r = 3, basta observar que o número de
colunas não nulas de G é igual a 5 (ou use a Proposição 3.5), e então δ3(C) = 5.

O próximo Teorema dá uma relação entre os pesos generalizados de C e os pesos generali-
zados do código dual C⊥.

Teorema 3.9. (Dualidade) Seja C ⊂ Fn
q um código de dimFq

C = k, então

{δr(C) | 1 ≤ r ≤ k} = {1, . . . , n} \ {n+ 1− δr(C⊥) | 1 ≤ r ≤ n− k}.

Demonstração. Seja D um subespaço de C⊥ tal que dimD = r e |X (D)| = δr(C
⊥), e seja H

uma matriz geradora para C⊥. Temos que H é uma matriz (n − k) × k, e podemos assumir
que as r primeiras linhas de H sejam uma base para D. Podemos assumir ainda, depois de um
processo de escalonamento, e de permutações de colunas, que H seja da forma

H =












0 · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 · · · 0

Idr

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 · · · 0

0 · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
...

. . .
... Idn−k−r

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

T

︸ ︷︷ ︸

U

∗ · · · ∗
︸ ︷︷ ︸

V

∗ · · · ∗












.

Observe, olhando as r primeiras linhas, que devido à escolha de D o número de colunas
no conjunto U mais r deve ser igual a δr(C

⊥), logo os conjuntos T e V contêm um total de
n− δr(C

⊥) colunas.

Consideremos a projeção dos vetores v ∈ C⊥ ⊂ Fn
q sobre Fn−δr(C⊥)

q na qual consideramos
apenas as entradas correspondentes às colunas dos conjuntos T e V . A projeção dos vetores nas
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n− k − r últimas linhas da matriz acima vai gerar um subespaço W ⊂ Fn−δr(C⊥)
q de dimensão

n − k − r. É claro que W⊥ ⊂ Fn−δr(C⊥)
q tem dimensão igual a (n − δr(C

⊥)) − (n − k − r) =
k+r−δr(C⊥). Usando os vetores deW⊥ podemos construir um subespaço E ⊂ C, de dimensão
t := k + r − δr(C

⊥), cujos vetores têm as primeiras r entradas nulas e também têm zero nas
posições correspondentes às colunas do conjunto U . Isso mostra que dt(C) ≤ n − δr(C

⊥), e a
fortiori temos di(C) ≤ n− δr(C

⊥) para todo i ∈ {1, . . . , t}.
Suponha agora, por absurdo que dt+j(C) = n − δr(C

⊥) + 1 para algum j ∈ 1, . . . , k − t.
Nesse caso, existe uma matriz geradora G para C cujas t+ j primeiras linhas são uma base de
um subespaço D′ ⊂ C cujo suporte tem cardinalidade igual a n − δr(C

⊥) + 1. Como acima,
depois de um processo de escalonamento, e de permutações de colunas, que G seja da forma e

G =












0 · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 · · · 0

Idt+j

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 · · · 0

0 · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
...

. . .
... Idk−t−j

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

T ′

︸ ︷︷ ︸

U ′

∗ · · · ∗
︸ ︷︷ ︸

V ′

∗ · · · ∗












Como o suporte de D′ tem cardinalidade n− δr(C⊥)+1, vemos que os conjuntos de colunas
T ′ e V ′ têm um total de δr(C

⊥) − 1 colunas. Como acima, consideramos a projeção de v ∈
C ⊂ Fn

q sobre Fδr(C⊥)−1
q na qual consideramos apenas as entradas correspondentes às colunas

dos conjuntos T ′ e V ′. A projeção das últimas k − t − j linhas de G gera um espaço de

dimensão k − t − j, cujo dual em Fδr(C⊥)−1
q tem dimensão igual a δr(C

⊥) − 1 − (k − t − j) =
δr(C

⊥)− 1− (k− (k+ r− δr(C
⊥))− j) = r+ j − 1. A partir desse espaço dual podemos obter

um subespaço de C⊥ de dimensão r + j − 1 cujo suporte é no máximo δr(C
⊥)− 1, absurdo, já

que r + j − 1 ≥ r.

3.2 Códigos de Avaliação

Definição 3.10. Seja X = {P1, . . . , Pm} um conjunto de pontos distintos do espaço afim
An(Fq). A função de avaliação, denotada por ev, é a função Fq-linear dada por

ev :
Fq[X]

I
−→ Fm

q , f + I 7→ (f(P1), . . . , f(Pm)),

onde I := I(X). Seja L um subespaço vetorial de
Fq[X]

I
. A imagem LX := ev(L) é chamada

de código de avaliação sobre X.

Veja que, a função ev, como denotada acima, é um isomorfismo entre Fq-espaços vetoriais.
De fato, como Xq

j −Xj ∈ I para todo j ∈ {1, . . . , n}, temos que I = Iq, e como V (I = Iq) = X,
segue da Proposição 2.23 que ev é um isomorfismo.

Veremos agora que, todo código de variedade afim é um código de avaliação. Para isso,
precisaremos dos seguintes resultados auxiliares.

Lema 3.11. (Lema de Seidenberg) Seja I ⊊ K[X] um ideal próprio tal que ∆(I) é um conjunto
finito e K é um corpo qualquer. Se, para todo i = 1, . . . , n existe em I um polinômio não
constante fi ∈ K[Xi], com mdc(fi, f

′
i) = 1, onde f ′

i denota a derivada usual de um polinômio,
então qualquer ideal próprio de K[X] contendo I é um ideal radical.
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Demonstração. Veja, por exemplo, em [1, Lemma 8.13].

Teorema 3.12 (Hilbert Nullstellensatz). Seja K um corpo, L uma extensão algebricamente
fechada de K, e f, g1, . . . , gm ∈ K[X]. Então são equivalentes:

1. Para todo a ∈ Ln, g1(a) = · · · = gm(a) = 0 implica que f(a) = 0.

2. f ∈
√

(g1, . . . , gm).

Demonstração. Veja em [1, Theorem 7.40].

Corolário 3.13. Seja I ⊂ Fq[X] um ideal tal que Xq
i −Xi ∈ I para todo i ∈ {1, . . . , n}. Então

I(V (I)) = I.

Demonstração. Sejam I = (g1, . . . .gm) ⊂ Fq[X] um ideal tal que Xq
i − Xi ∈ I para todo

i ∈ {1, . . . , n}, f ∈ I(V (I)) e a = (a1, . . . , an) ∈ Fq tal que g1(a) = · · · = gm(a) = 0. Então
aqi − ai = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Assim, ai ∈ Fq para todo i ∈ {1, . . . , n}. Logo, a ∈ V (I)
e assim, f(a) = 0. Pelo Teorema anterior segue que f ∈

√
I. Portanto, I(V (I)) ⊂

√
I = I (a

última igualdade vem do Lema 3.11).

Proposição 3.14. Seja I ⊂ Fq[X] um ideal e L ⊂ Fq[X]

Iq
um subespaço vetorial. Então o

código de variedade afim C(L) é igual a LX , onde X = V (Iq).

Demonstração. Temos que Iq é um ideal radical, e pelo Corolário acima temos que Iq =
I(V (Iq)) = I(X). E o resultado segue, pois nesse caso ev = φ (φ conforme definido na
Proposição 2.23).

Proposição 3.15. Seja X ⊂ An(K) um subconjunto finito. Para cada 1 ≤ j ≤ n, existe um
polinômio fj ∈ K[Xj] \ K tal que fj ∈ I(X), com mdc(fj, f

′
j) = 1 e qualquer ideal próprio de

K[X] que contém I(X) é um ideal radical.

Demonstração. Sejam P1, . . . , Pm os pontos de X. Escrevendo Pi = (pi1, . . . , pin) com pij ∈ K
para todos i ∈ {1, . . . ,m} e j ∈ {1, . . . , n}. Para cada 1 ≤ j ≤ n consideremos o conjunto

Dj := {pij | i = 1, . . . ,m} = {a1j, . . . , adjj},

onde a1j, . . . , adjj são elementos distintos de K e dj = |Dj| para j ∈ {1, . . . , n}. Os polinômios
de uma variável dados por

fj := (Xj − a1j). · · · .(Xj − adjj), j = 1, . . . , n

se anulam em todos os pontos de X. Agora, como cada fj é um polinômio separável de K[Xj]
(pois todas suas ráızes são simples) para j = 1, . . . , n, temos que, mdc(fj, f

′
j) = 1. Portanto, o

resultado segue do Lema 3.11.

Corolário 3.16. Nas hipóteses da proposição acima |∆(I(X))| <∞.

Lema 3.17. Seja X um subconjunto finito de An(Fq). Se F é um subconjunto finito de Fq[X],
então

|V (F ) ∩X| = |∆(I(X) + (F ))|.
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Demonstração. Afirmo que V (F ) ∩X = V (I(X) + (F )). De fato,

P ∈ V (F ) ∩X ⇒ P ∈ X e f(P ) = 0 para todo f ∈ F

⇒g(P ) = g1(P ) + g2(P ) = 0, com g1 ∈ I(X), g2 ∈ (F ), para todo g ∈ I(X) + (F )

⇒P ∈ V (I(X) + (F )).

Por outro lado, como I(X) ⊂ I(X) + (F ) e (F ) ⊂ I(X) + (F ), segue que V (I(X) + (F )) ⊂
V (F )∩V (I(X)) = V (F )∩X. Veja também que, |∆(I(X)+(F ))| <∞, pois |∆(I(X)+(F ))| ≤
∆(I(X)) < ∞. Agora, se (F ) = Fq[X], temos que V (F ) ∩X = V (I(X) + (F )) = V (Fq[X]) =
∅ = ∆(Fq[X]) = ∆(I(X) + (F )). Se (F ) ̸= Fq[X], pela Proposição acima I(X) + (F ) é um
ideal radical, pois I(X) + (F ) é um ideal próprio de Fq[X] e I(X) ⊂ I(X) + (F ). E sabemos
que, V (I(X) + (F )) = VFq

(I(X) + (F )). Assim, pelo Teorema 1.45, |V (I(X) + (F ))| =
|∆(I(X) + (F ))|. Portanto, |V (F ) ∩X| = |∆(I(X) + (F ))|.
Definição 3.18. Se F = {f1, . . . , ft} é um conjunto finito de polinômios de Fq[X] definiremos

lm(F ) = (lm(f1) . . . , lm(ft)).

Observe que, pela definição acima, podemos ter

lm(F ) ̸= lm((F )) = ({lm(f) | f ∈ (F ), f ̸= 0}).

Teorema 3.19. Seja X ⊂ An(Fq). Se F é um conjunto finito de polinômios de Fq[X], então

|V (F ) ∩X| = |∆(I(X) + (F ))| ≤ |∆(lm(I(X)) + lm(F ))| ≤ |∆(I(X))| = |X|.

Além disso, |∆(I(X) + (F ))| < |∆(I(X))| se (F ) ⊈ I(X).

Demonstração. A igualdade do lado esquerdo segue do Lema acima e como a função de ava-

liação ev :
Fq[X]

I(X)
−→ Fm

q , tal que, f + I 7→ (f(P1), . . . , f(Pm)), é um isomorfismo, segue que

|∆(I(X))| = dimFq

Fq[X]

I(X)
= dimFq

F|X|
q = |X|. Agora, seja G = {g1, . . . , gs} uma base de

Gröbner de I(X), então I(X) + (F ) = (G ∪ F ). Assim, pela Proposição 1.36, temos que

∆(I(X) + (F )) ⊂ ∆(lm(g1), . . . , lm(gs), lm(f1), . . . , lm(ft)).

Observe que, comoG = {g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner de I(X), vale que (lm(g1), . . . , lm(gs)) =
lm(I(X)) logo {lm(g1), . . . , lm(gs), lm(f1), . . . , lm(ft)} é um conjunto gerador para lm(I(X))+
lm(F ). Além disso, um conjunto de monômios é uma base de Gröbner para o ideal gerado por
ele, logo

∆(lm(g1), . . . , lm(gs), lm(f1), . . . , lm(ft)) = ∆(lm(I(X)) + lm(F )).

Também temos ∆(lm(I(X)) + lm(F )) ⊂ ∆(lm(I(X)) = ∆(I(X)).
Portanto, |∆(I(X) + (F ))| ≤ |∆(lm(I(X)) + lm(F ))| ≤ |∆(I(X))|.
Agora, vamos provar a segunda parte do Teorema. Se (F ) ⊈ I(X), então I(X) ⊊ I(X)+(F )

e pela Proposição 3.15, I(X) + (F ) é um ideal radical, e sabemos que V (I(X) + (F )) =
VFq

(I(X) + (F )) e que V (I(X)) = VFq
(I(X)). Suponha, por absurdo, que V (I(X) + (F )) =

V (I(X)), então

I(V (I(X) + (F ))) = I(V (I(X))) ⇒ I(VFq
(I(X) + (F ))) = I(VFq

(I(X)))

⇒I(X) + (F ) = I(X),

o que é um absurdo. Dáı, V (I(X) + (F )) ⫋ V (I(X)), e então, |V (I(X) + (F ))| < |V (I(X))|.
Portanto, pelo lema acima |∆(I(X) + (F ))| = |V (I(X) + (F ))| < |V (I(X))| = |X| =
|∆(I(X))|.
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Definição 3.20. Seja L um subespaço vetorial de
Fq[X]

I(X)
de dimFq

L = k. Dado um inteiro

1 ≤ r ≤ k, definimos

(L)r := {F ′ = {f1+ I, . . . , fr+ I} ⊂ L | F ′ é um subconjunto linearmente independente de L},

onde I := I(X).

Observação 3.21. A partir de agora consideraremos I = I(X). Além disso, sempre que
tomarmos algum representante f ∈ Fq[X] para uma classe f + I, estaremos assumindo que
os monômios que aparecem em f estão em ∆(I). Observe que, pelo Teorema 1.37, existe um
único tal representante para essa classe.

Teorema 3.22. Sejam X = {P1, . . . , Pm} um subconjunto de An(Fq) e L um subespaço vetorial

de
Fq[X]

I
. Então

δr(LX) = |∆(I)| −max{|∆(I + (F ))| | F ′ ∈ (L)r} para 1 ≤ r ≤ dimFq
LX ,

onde F = {f1, . . . , fr} se F ′ = {f1 + I, . . . , fr + I}.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que

{|χ(D)| | D é um subcódigo de LX e dimFq
D = r} = {|X \ V (F )| | F ′ ∈ (L)r}.

De fato, seja D um subcódigo de LX de dimFq
D = r com matriz geradora G = (βij), com

1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ m, como a função de avaliação ev é um isomorfismo de Fq-espaços vetoriais
temos que existe F ′ = {f1 + I, . . . , fr + I} ∈ (L)r tal que ev(fj + I) = (fj(P1), . . . , fj(Pm)) =
(βj1, . . . , βjm) := βj para todo j ∈ {1, . . . , r}. Observe que a j-ésima coluna de G não é nula
se, e somente se, Pj ∈ X \ V (F ). Assim, pelo Lema 3.3 |χ(D)| = |X \ V (F )|. Por outro lado,
seja F ′ = {f1 + I, . . . , fr + I} ∈ (L)r e defina βi = ev(fi + I) = (fi(P1), . . . , fi(Pm)) para todo
i ∈ {1, . . . , r}. Tomando D = Fq{β1} + · · · + Fq{βr} temos que D é um subcódigo de LX

de dimFq
D = r, pois como ev é um isomorfismo e F ′ ∈ (L)r o conjunto {β1, . . . , βr} ⊂ LX é

linearmente independente e é uma base de D. Dáı, usando novamente o Lema 3.3 segue que
|X \ V (F )| = |χ(D)|.

Portanto, pelo que foi provado acima, pelo Lema 3.17 e pelo fato da função de avaliação ev
ser um isomorfismo temos que

δr(LX) = min{|χ(D)| | D é um subcódigo de LX e dimFq
D = r}

= min{|X \ V (F )| | F ′ ∈ (L)r}
= min{|X \ (V (F ) ∩X)| | F ′ ∈ (L)r}
= |X| −max{|V (F ) ∩X| | F ′ ∈ (L)r}
= m−max{|∆(I + (F ))| | F ′ ∈ (L)r}
= |∆(I)| −max{|∆(I + (F ))| | F ′ ∈ (L)r}.

Definição 3.23. Seja X um subconjunto de An(Fq) e fixe uma ordem monomial ≼ em M.

Dado um subsespaço vetorial L de
Fq[X]

I
e um inteiro 1 ≤ r ≤ dimFq

L definimos o conjunto

lm≼(L) := {lm(f) | f + I ∈ L},
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lembrando que, segundo a observação 3.21, o representante f é escolhido de maneira espećıfica,
e definimos também

N≼,r := {N = {N1, . . . , Nr} | N ⊂ lm≼(L) e Ni ̸= Nj para todo i, j ∈ {1, . . . , r}}.

Definimos como r-ésima pegada do código de avaliação LX o número

fpr(LX) := |∆(I)| −max{|∆(lm(I) + (N))| | N ∈ N≼,r},

onde lm(I) é o ideal gerado pelos monômios ĺıderes (com relação a ≼) de todos os elementos
não nulos que estão em I.

Teorema 3.24. Seja X um subconjunto de An(Fq) e fixe uma ordem monomial ≼. Seja L um

subespaço vetorial de
Fq[X]

I
e seja LX o código de avaliação sobre X. Então

fpr(LX) ≤ δr(LX) para 1 ≤ r ≤ dimFq
LX .

Demonstração. Pelo Teorema 3.22 existe F ′ ∈ (L)r tal que δr(LX) = |∆(I)| − |∆(I + (F ))|.
Suponha que F = {f1, . . . , fr}, como F ′ = {f1 + I, . . . , fr + I} é um conjunto linearmente
independente então F é linearmente independente também. Se existir i ∈ {2, . . . , r} tal que

lm(f1) = lm(fi) tomamos g1 = f1, g
′
i = f1 −

lc(f1)

lc(fi)
fi e g

′
j = fj se lm(fj) ̸= lm(f1), fazendo

o mesmo processo (eliminação Gaussiana) que fizemos para f1 obtemos um conjunto G =
{g1, . . . , gr} tal que lm(gi) ̸= lm(gj) para todo i, j ∈ {1, . . . , r} e (F ) = (G). Assim, δr(LX) =
|∆(I)| − |∆(I + (G))| e {lm(g1), . . . , lm(gr)} ∈ N≼,r. Então, pelo Teorema 3.19, temos que

|∆(I + (G))| ≤ |∆(lm(I) + lm(G))| ≤ max{|∆(lm(I) + (N))| | N ∈ N≼,r}.

Portanto,

fpr(LX) = |∆(I)| −max{|∆(lm(I) + (N))| | N ∈ N≼,r} ≤ |∆(I)| − |∆(I + (G))| = δr(LX),

ou seja, a r-ésima pegada fpr(LX) é uma cota inferior para o r-ésimo peso de Hamming gene-
ralizado δr(LX).

3.2.1 Códigos do tipo Reed-Muller

Definição 3.25. Fixe um grau d ≥ 1, considere o Fq-subespaço vetorial L≤d de
Fq[X]

I
como

na Definição 2.27 e seja X = {P1, . . . , Pm} um subconjunto de An(Fq). O código de avaliação
ev(L≤d) := CX(d) é chamado de código do tipo Reed-Muller de grau d sobre X.

Proposição 3.26. Para todo d ≥ 1 as seguintes afirmações são verdadeiras

i) dimFq
CX(d) = |∆(I) ∩ Fq[X]≤d|.

ii) dimFq
CX(d) ≤ dimFq

CX(d+ 1).

iii) dimFq
CX(d) = m para todo d ≥ m− 1.

iv) Se δ(CX(d)) ≥ 2 então δ(CX(d + 1)) < δ(CX(d)), e se δ(CX(d)) = 1 então δ(CX(e)) = 1
para todo e ≥ d.

v) δ(CX(d)) = 1 para todo d ≥ m− 1.
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Demonstração. (i) Como a função de avaliação é um isomorfismo temos que dimFq
L≤d =

dimFq
CX(d) para todo d ≥ 1 e pela Proposição 2.30 dimFq

L≤d = |∆(I) ∩ Fq[X]≤d|.

(ii) Seja P ∈ CX(d) então existe f+I ∈ L≤d tal que P = (f(P1), . . . , f(Pm)). Como deg(f) ≤
d < d+ 1 segue que P ∈ CX(d+ 1), logo CX(d) ⊂ CX(d+ 1) para todo d ≥ 1. Portanto,
dimFq

CX(d) ≤ dimFq
CX(d+ 1) para todo d ≥ 1.

(iii) Como V (I) = V (I(X)) = X = {P1, . . . , Pm} pela Proposição 1.44 existem polinômios
p1, . . . , pm, com deg(pj) = m−1 ≤ d para todo j ∈ {1, . . . ,m}, tais que ev(pj+I) = ej =
(0, . . . , 1, 0, . . . , 0) (onde 1 está na j-ésima coordenada) para todo 1 ≤ j ≤ m. Portanto,
como pj + I ∈ L≤d para todo 1 ≤ j ≤ m, CX(d) ⊂ Fm

q e {e1, . . . , em} ⊂ CX(d) é uma
base de Fm

q segue que dimFq
CX(d) = m para todo d ≥ m− 1.

(iv) No item (ii) provamos que CX(d) ⊂ CX(d + 1) para todo d ≥ 1, logo {ω(a) | a ∈
CX(d) \ {0}} ⊂ {ω(b) | b ∈ CX(d + 1) \ {0}}, e então δ(CX(d + 1)) ≤ δ(CX(d)) para
todo d ≥ 1. Primeiro façamos o caso quando δ(CX(d)) ≥ 2. Seja f + I ∈ L≤d tal que
P = (f(P1), . . . , f(Pm)) e ω(P ) = δ(CX(d)) ≥ 2. Então, sem perda de generalidade,
suponha que f(Pi) ̸= 0 para 1 ≤ i ≤ 2. Considere P1 = (a1, . . . , an) e P2 = (b1, . . . , bn),
como P1 ̸= P2 existe k ∈ {1, . . . , n} tal que ak ̸= bk, e defina g = f.(ak − Xk). Logo
g + I ∈ L≤d+1, g(P1) = 0 e g(P2) ̸= 0, então g tem mais zeros do que f . Portanto,
δ(CX(d+1)) ≤ ω(Q) < ω(P ) = δ(CX(d)) onde Q = (0, g(P2), . . . , g(Pm)) ∈ CX(d+1)\{0}.
Se δ(CX(d)) = 1, pela desigualdade que mostramos no ińıcio da demonstração, o resultado
segue.

(v) Como d ≥ m− 1, pelo item (iii), CX(d) = Fm
q . Logo δ(CX(d)) = 1 para todo d ≥ m− 1.

Corolário 3.27. Seja X = {P1, . . . , Pm} um subconjunto de An(Fq). Então

δr(CX(d)) = |∆(I)| −max{|∆(I + (F ))| | F ′ ∈ (L≤d)r} para 1 ≤ r ≤dimFq
CX(d)

= |∆(I) ∩ Fq[X]≤d|.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 3.22 e do item (i) da Proposição anterior.

Corolário 3.28. Seja X um subconjunto de An(Fq) e seja Ld := {f + I | deg(f) = d}. Se
d ≥ 2 e δ(CX(d− 1)) > 1 então

δ(CX(d)) = |∆(I)| −max{|∆(I + (f))| | f + I ∈ Ld}.

Demonstração. Pelo Corolário anterior temos que

δ(CX(d)) = |∆(I)| −max{|∆(I + (f))| | f + I ∈ L≤d \ {0}}
≤ |∆(I)| −max{|∆(I + (f))| | f + I ∈ Ld}.

Isso prova a desigualdade “≤”. Para mostrar a desiguladade “≥” tome f + I ∈ L≤d \ {0}
tal que δ(CX(d)) = |∆(I)| − |∆(I + (f))|. É suficiente provar que f tem grau d, pois nesse
caso −|∆(I + (f))| ≥ −max{|∆(I + (f))| | f ∈ Ld}, e assim a equação acima se torna uma
igualdade. Suponha, por contradição, que deg(f) < d, então pelo item (iv) da Proposição 3.26
e pelo Corolário acima temos

δ(CX(d)) < δ(CX(d− 1)) ≤ |∆(I)| − |∆(I + (f))| = δ(CX(d)),

o que é uma contradição. Portanto, deg(f) = d.
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3.2.2 Códigos Tóricos

O próximo tipo de código foi introduzido por Hansen em [6].

Definição 3.29. Seja 1 ≤ d ≤ n um inteiro e n ≥ 2. O toro afim do espaço afim An(Fq) é
dado por T := (F∗

q)
n. Definimos o conjunto

Vd :=

{

Xα1

1 · · ·Xαn

n + I | αj ∈ {0, 1} para todo j ∈ {1, · · · , n} e
n∑

i=1

αi = d

}

= {M + I |M ∈ M é livre de quadrados e deg(M) = d},
onde I = I(T ). O código tórico de grau d é ev(FqVd) =: Cd (considerando X = T ).

Lema 3.30. Sejam d1, . . . , dn inteiros positivos e seja L = (Xd1
1 , . . . , X

dn
n ). SeM = Xa1

1 · · ·Xan
n

não estiver em L então

|∆(L+ (M))| = d1 · · · dn −
n∏

i=1

(di − ai).

Demonstração. Seja M = Xa1
1 · · ·Xan

n um monômio que não está em L. Então M não é um

múltiplo de X
dj
j para todo j ∈ {1, . . . , n}, logo 0 ≤ aj < dj para todo 1 ≤ j ≤ n.

Observe que {Xd1
1 , . . . , X

dn
n } é uma base de Gröbner de L e

∆(L) = {N = Xα1

1 · · ·Xαn

n | 0 ≤ αj < dj para todo j ∈ {1, . . . , n}}.
Logo |∆(L)| = d1 · · · dn. Também temos que ∆(L+ (M)) ⊂ ∆(L), pois L ⊂ L+ (M), então

|∆(L+ (M))| = |∆(L)| − |{N ∈ ∆(L) | N /∈ ∆(L+ (M))}|. (3.1)

Temos

{N = Xα1

1 · · ·Xαn

n ∈ ∆(L) | N /∈ ∆(L+ (M))}
={Xα1

1 · · ·Xαn

n | aj ≤ αj < dj para todo j ∈ {1, . . . , n}},

pois {Xd1
1 , . . . , X

dn
n ,M} é uma base de Gröbner de L+ (M). Dáı,

|{N = Xα1

1 · · ·Xαn

n ∈ ∆(L) | N /∈ ∆(L+ (M))}| =
n∏

i=1

(di − ai).

Portanto, de 3.1

|∆(L+ (M))| = d1 · · · dn −
n∏

i=1

(di − ai).

Lema 3.31. Se q ≥ 3, então lm(I) = (Xq−1
1 , . . . , Xq−1

n ). Se M é um monômio livre de
quadrados, então M ∈ ∆(I).

Demonstração. Como T = F∗
q × · · · × F∗

q segue do Lema 2.29 que I = (f1, . . . , fn), onde

fj =
∏

γ∈F∗
q

(Xj − γ) para todo 1 ≤ j ≤ n. Então fj = Xq−1
j − 1 para todo 1 ≤ j ≤ n, pois

∏

γ∈Fq

(Xj −γ) = Xq
j −Xj para todo 1 ≤ j ≤ n, ou seja, I = (Xq−1

1 −1, . . . , Xq−1
n −1). Pelo Lema

2.28 {Xq−1
1 − 1, . . . , Xq−1

n − 1} é uma base de Gröbner de I, logo lm(I) = (Xq−1
1 , . . . , Xq−1

n ).
Agora seja M é um monômio livre de quadrados, então M = Xα1

1 · · ·Xαn
n com αj igual a 0

ou 1 para todo 1 ≤ j ≤ n, como q ≥ 3 e lm(I) = (Xq−1
1 , . . . , Xq−1

n ) segue que M /∈ lm(I), ou
seja, M ∈ ∆(I).
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O próximo resultado é verdadeiro independentemente da escolha do representante de f + I.

Proposição 3.32. Se f + I ̸= 0 + I ∈ FqVd, q ≥ 3 e 1 ≤ d < n, então

|V (f) ∩ T | ≤ (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que |V (f)∩T | não depende do representante da classe
f + I. De fato, se f + I = g + I então g = f + h para algum h ∈ I, logo, se P ∈ V (f) ∩ T
temos que g(P ) = f(P ) + h(P ) = 0, pois h ∈ I(T ). Da mesma forma, se P ∈ V (g) ∩ T temos
que f(P ) = 0.

Seja 0 + I ̸= f + I ∈ FqVd, considerando f =
s∑

i=1

αiMi, onde Mi é um monômio livre

de quadrados e deg(Mi) = d para todo 1 ≤ i ≤ s, pelo Lema anterior M := lm(f) ∈ ∆(I)
logo M /∈ lm(I) = (Xq−1

1 , . . . , Xq−1
n ). Como M é livre de quadrados e tem grau d temos que,

escrevendo M = Xα1

1 · · ·Xαn
n , existem n − d potências iguais a 0 e d potências iguais a 1.

Portanto, pelo Teorema 3.19 e pelo Lema 3.30 temos que

|V (f)∩T | ≤ |∆(lm(I)+(M))| = (q−1)n−((q−1)−1)d((q−1)−0)n−d = (q−1)n−(q−2)d(q−1)n−d.

Proposição 3.33. Seja Cd o código tórico de grau d. Então o comprimento de Cd é igual a
(q − 1)n, dimFq

(Cd) =
(
n

d

)
se q ≥ 3, e dimFq

(Cd) = 1 se q = 2.

Demonstração. O comprimento de Cd é igual a |T | = (q − 1)n.
Se q ≥ 3, então pelo Lema 3.31 Vd ⊂ B = {M + I | M ∈ ∆(I)} logo Vd é um conjunto

linearmente independente, pois B é uma base de
Fq[X]

I
como Fq-espaço vetorial. Como

Vd =

{

Xα1

1 · · ·Xαn

n + I | αj ∈ {0, 1}para todo j ∈ {1, · · · , n} e
n∑

i=1

αi = d

}

,

segue que dimFq
Cd = dimFq

FqVd = |Vd| =
(
n

d

)
.

Se q = 2 temos que T = {(1, . . . , 1)}, logo Cd = F2 (pois ev(X1X2 · · ·Xd + I) = 1 ̸= 0).
Portanto, dimFq

Cd = 1 se q = 2.

Teorema 3.34. Seja Cd o código tórico de grau d. Então

δ(Cd) =







(q − 2)d(q − 1)n−d se d ≤ n

2
, q ≥ 3,

(q − 2)n−d(q − 1)d se
n

2
< d < n, q ≥ 3,

(q − 1)n se d = n,

1 se q = 2.

Demonstração. Suponha que n ≥ 2d e q ≥ 3. Defina η(d) := (q − 2)d(q − 1)n−d e ϕ(d) :=
(q − 1)n − η(d). Pelo Teorema 3.22 e pelo Lema 3.17 temos que existe 0 + I ̸= f + I ∈ FqVd,
tal que

δ(Cd) = |∆(I)| −max{|∆(I + (g))| | 0 + I ̸= g + I ∈ FqVd}
= (q − 1)n − |∆(I + (f))| = (q − 1)n − |V (f) ∩ T |.

Assim, pela Proposição 3.32, temos que |V (f) ∩ T | ≤ ϕ(d) e portanto δ(Cd) ≥ η(d). Considere
o polinômio

fd = h1 · · ·hd = (X1 −X2) · · · (X2d−1 −X2d),
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onde hi = X2i−1 − X2i para i = 1, . . . , d. É fácil ver que fd + I ∈ FqVd. Vamos provar que
fd não zera em η(d) pontos de T . Seja P = (a1, . . . , an) ∈ T = (F∗

q)
n, para fd não zerar

em P devemos ter a2i−1 ̸= a2i, 1 ≤ i ≤ d e aj pode ser qualquer elemento de F∗
q para todo

j ∈ {2d + 1, . . . , n}. Assim, em hi temos q − 1 possibilidades de elementos de F∗
q para uma

variável e q− 2 possibilidades para a outra variável, i = 1, . . . , d. Logo a quantidade de pontos
de T que não zeram fd é (q − 1)d(q − 2)d(q − 1)n−2d = (q − 2)d(q − 1)n−d = η(d). Assim,
η(d) = ω(ev(fd + I)) ≥ δ(Cd) ≥ η(d). Portanto, δ(Cd) = η(d) = (q − 2)d(q − 1)n−d quando

d ≤ n

2
e q ≥ 3.

Suponha que n < 2d, d < n e q ≥ 3. O toro afim é um grupo multiplicativo com a
operação de multiplicação componente a componente e a função σ : T −→ T, (a1, . . . , an) 7→
(a−1

1 , . . . , a−1
n ) é um isomorfismo de grupo. Definindo Qi := σ(Pi) para i = 1, . . . ,m, podemos

escrever
T = {P1, . . . , Pm} = {Q1, . . . , Qm}.

Vamos denotar o código tórico de grau d com respeito a {P1, . . . , Pm} por Cd e vamos denotar
o código tórico de grau n− d com respeito a {Q1, . . . , Qm} por Cn−d. Assim,

Cd = {(f(P1), . . . , f(Pm)) | f ∈ FqVd},
Cn−d = {g(Q1), . . . , g(Qm)) | g ∈ FqVn−d}.

Observe que os parâmetros básicos do código tórico de grau n− d com respeito a {P1, . . . , Pm}
é o mesmo que o código tórico de grau n− d com respeito a qualquer reordenação dos pontos
de {P1, . . . , Pm}.

Seja {M1, . . . ,Mℓ} o conjunto de todos os monômios livres de quadrados de S de grau

d. Defina M c
i :=

X1 · · ·Xn

Mi

para i = 1, . . . , n, note que {M c
1 , . . . ,M

c
ℓ } é o conjunto de todos

os monômios livres de quadrados de S de grau n − d. Dado f + I ∈ FqVd podemos tomar

f =
ℓ∑

i=1

λiMi (existe um único tal representante), e definimos f c =
ℓ∑

i=1

λiM
c
i . Das igualdades

X1 · · ·Xnf
c(

1

X1

, . . . ,
1

Xn

) = X1 · · ·Xn

ℓ∑

i=1

λiM
c
i (

1

X1

, . . . ,
1

Xn

)

=
ℓ∑

i=1

λiMi(X1, . . . , Xn) = f(X1, . . . , Xn),

temos que X1 · · ·Xnf
c(X−1

1 , . . . , X−1
n ) = f(X1, . . . , Xn). Logo, tomando Pk = (ak1, . . . , akn)

temos que
ak1 · · · aknf c(a−1

k1 , . . . , a
−1
kn ) = ak1 · · · aknf c(Qk) = f(Pk) (3.2)

para k = 1, . . . ,m. Observe que a aplicação ψ : FqVd → FqVn−d, dada por ψ(f + I) = f c + I é
um isomorfismo de espaços vetoriais. Existe um diagrama comutativo

FqVd
ev−→ Cd

↓ ψ ↓ ψ′

FqVn−d
ev−→ Cn−d

dado por
f + I → (f(P1), . . . , f(Pm))
↓ ↓

f c + I → (f c(Q1), . . . , f
c(Qm))

e usando que ψ e as aplicações ev são isomorfismos temos que ψ′ é um isomorfismos de Fq-espaços
vetoriais. Pela Equação 3.2, f(Pk) = 0 se, e somente se, f c(Qk) = 0 para todo k = 1, . . . ,m.

Assim, os códigos lineares Cd e Cn−d tem a mesma distância mı́nima. Como
n

2
< d temos que

n− d <
n

2
, pela parte anterior , segue que

δ(Cn−d) = (q − 2)n−d(q − 1)d.
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Portanto, a distância mı́nima de Cd é igual a (q − 2)n−d(q − 1)d.
Suponha que d = n. Então FqVd = Fq{f+I := X1 · · ·Xn+I} e Cd = Fq{(f(P1), . . . , f(Pm))}.

Como as coordenadas de Pk são todas diferentes de zero para todo k ∈ {1, . . . ,m} segue que
todas as coordenadas de {(f(P1), . . . , f(Pm))} são nulas. Portanto, δ(Cd) = m = (q − 1)n.

Suponha que q = 2. Então T = {(1, . . . , 1)},m = 1 e Cd = F2, portanto, δ(Cd) = 1.

Corolário 3.35. Seja f um polinômio homogêneo monomialmente livre de quadrados de grau

d ≥ 1, ou seja, f =
ℓ∑

i=1

λiMi onde Mi é um monômio livre de quadrados de grau d para todo

1 ≤ i ≤ ℓ. Se q ≥ 3 e
n

2
< d < n, então

|V (f) ∩ T | ≤ (q − 1)n − (q − 2)n−d(q − 1)d,

e existe um polinômio monomialmente livre de quadrados de grau d tal que a igualdade é válida.

Demonstração. Pelo teorema anterior temos que

δ(Cd) = (q − 2)n−d(q − 1)d.

Portanto, se f /∈ Fq é um polinômio homogêneo monomialmente livre de quadrados de grau d,
então f + I ∈ FqVd e |V (f) ∩ T | ≤ (q − 1)n − δ(Cd) = (q − 1)n − (q − 2)n−d(q − 1)d.

Agora vamos construir um polinômio homogêneo monomialmente livre de quadrados de
grau d tal que a igualdade é válida. Como d + 1 ≤ n ≤ 2d − 1 existe 1 ≤ k ≤ d − 1 tal que
n = d+k, e observe que 2k < n, pois n < 2d, logo 2(n−d) < n. Considere o seguinte polinômio
homogêneo monomialmente livre de quadrados de grau k = n− d

gk := h1 . . . hk = (X1 −X2) · · · (X2k−1 −X2k),

onde hi = X2i−1 − X2i para i = 1, . . . , k. Como n < 2d, utilizando o mesmo argumento da
primeira parte da demonstração do Teorema anterior, temos que a quantidade de pontos de T
que gk não se anula é (q − 2)k(q − 1)n−k = (q − 2)n−d(q − 1)d. Portanto,

|V (gk) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)n−d(q − 1)d.

Na segunda parte do Teorema anterior provamos que ψ : FqVn−d −→ FqVd é um isomorfismo
de espaços vetoriais, onde ψ(g + I) = gc + I, e que g(Qk) = 0 se, e somente se, gc(Pk) = 0.
Portanto,

|V (gck) ∩ T | = |V (gk) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)n−d(q − 1)d

e gck é um polinômio monomialmente livre de quadrados de grau d.

A distância mı́nima δ(CT (d)) do código afim do tipo Reed-Muller CT (d) é não-crescente como
função de d (Proposição 3.26). No entanto, isso não ocorre com a distância mı́nima do código
tórico Cd como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.36. Se n = 5 e q = 4, usando o Teorema 3.34, obtemos a lista de valores dos
comprimentos, dimensões e distâncias mı́nimas de Cd, para 1 ≤ d ≤ 5 dados na tabela abaixo.

3.2.3 Códigos de Avaliação Afins Livre de Quadrados

Definição 3.37. Sejam d ≤ n um inteiro e T = (F∗
q)

n o toro afim. Definimos o conjunto

V≤d := {M + I |M ∈ M é livre de quadrados e 0 ≤ deg(M) ≤ d},

onde I = I(T ). O código de avaliação livre de quadrados de grau d sobre T é
ev(FqV≤d) =: C≤d (considerando X = T ).
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Tabela 3.1: Parâmetros Básicos de um código tórico

d 1 2 3 4 5

m 243 243 243 243 243
dimFq

Cd 5 10 10 5 1
δ(Cd) 54 108 108 54 1

Proposição 3.38. Seja f + I ̸= 0 + I ∈ FqV≤d. Se q ≥ 3 e d ≤ n, então

|V (f) ∩ T | ≤ (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d,

com igualdade se f = (X1 − 1) · · · (Xd − 1).

Demonstração. Procedendo como na demonstração da Proposição 3.32 pode-se mostrar que
|V (f) ∩ T | não depende do representante de f + I.

Seja f + I ̸= 0 + I ∈ FqV≤d e considere f =
ℓ∑

i=1

λiMi, onde Mi é um monômio livre de

quadrados e deg(Mi) ≤ d para todo 1 ≤ i ≤ ℓ. Se e = deg(f), temos que

1

q − 1
≤ 1

q − 2
⇒ 1

(q − 1)d−e
≤ 1

(q − 2)d−e

⇒ 1

(q − 1)d−e
≤ (q − 2)e

(q − 2)d
⇒ (q − 1)n

(q − 1)d−e+n
≤ (q − 2)e

(q − 2)d

⇒(q − 1)n−d

(q − 1)n−e
≤ (q − 2)e

(q − 2)d
⇒ (q − 2)d(q − 1)n−d ≤ (q − 2)e(q − 1)n−e

⇒(q − 1)n − (q − 2)e(q − 1)n−e ≤ (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d.

Observando o que queremos mostrar podemos supor que d = deg(f). Seja ≼grlex a ordem
lexicográfica graduada em M e M = lm(f) o monômio ĺıder de f com respeito a ≼grlex.
Observe que M é livre de quadrados e d = deg(M). Pelo Lema 3.31 L := lm(I) é gerado pelo
conjunto de monômios {Xq−1

i }ni=1. Como q ≥ 3,M /∈ L. Assim, pelo Teorema 3.19 e pelo Lema
3.30, temos que

|V (f) ∩ T | = |∆(I + (f))| ≤ |∆(L+ (M))| = (q − 1)n − ((q − 1)− 1)d(q − 1)n−d

= (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d.

Agora, suponha que f = h1 · · ·hd, onde hi = Xi − 1 para i = 1, . . . , d. É fácil ver que
f + I ∈ FqV≤d. Como feito na demonstração da primeira parte do Teorema 3.34 pode-se
mostrar que |V (f) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d.

Proposição 3.39. Seja C≤d um código de avaliação livre de quadrados sobre T = (F∗
q)

n. Então

o comprimento de C≤d é (q − 1)n, dim C≤d =
d∑

i=0

(
n

i

)

se q ≥ 3, e dim C≤d = 1 se q = 2.

Demonstração. O comprimento m do código C≤d é o número de pontos de T , ou seja, m =
(q − 1)n. Suponha que q ≥ 3, pelo Lema 3.31 temos que V≤d ⊂ B = {M + I | M ∈ ∆(I)}
logo Vd é um conjunto linearmente independente, pois B é uma base de

Fq[X]

I
como Fq-espaço

vetorial. Como

V≤d =
d⋃

k=0

{

Xα1

1 · · ·Xαn

n + I | αj ∈ {0, 1}para todo j ∈ {1, · · · , n} e
n∑

i=1

αi = k

}

,
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segue que dim C≤d = dimFqV≤d
=

d∑

i=0

(
n

i

)

.

Suponha que q = 2, então T = {(1, . . . , 1)} logo C≤d = F2 (pois ev(X1X2 · · ·Xd + I) = 1 ̸=
0). Portanto, dimFq

C≤d = 1 se q = 2.

Corolário 3.40. Seja C≤d um código de avaliação livre de quadrados sobre T . Então

δr(C≤d) = |∆(I)| −max{|∆(I + (F ))| | F ′ ∈ (FqV≤d)r} para d ≥ 1 e 1 ≤ r ≤ dimFq
C≤d.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 3.22.

Para mostrar uma cota inferior para δr(C≤d), seja Jd,r a famı́lia de todos conjuntos S =
{M1, . . . ,Mr} tal que M1, . . . ,Mr são monômios livres de quadrados distintos de Fq[X]≤d. A
r-ésima pegada livre de quadrados de C≤d

de grau d, denotada por ρI(d, r), é dada por

ρI(d, r) := |∆(I)| −max{|∆(lm(I) + (S))| | S ∈ Jd,r}.

Corolário 3.41. ρI(d, r) ≤ δr(C≤d) para d ≥ 1 e 1 ≤ r ≤ dimFq
C≤d.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 3.24.

Teorema 3.42. Seja C≤d o código de avaliação livre de quadrados sobre o toro afim T . Se
q ≥ 3, então a distância mı́nima δ(C≤d) de C≤d é (q − 2)d(q − 1)n−d.

Demonstração. Pelo Corolário 3.40 temos que

δ(C≤d) =|∆(I)| −max{|∆(I + (f))| | f + I ∈ (FqV≤d)
∗}

=|T | −max{|V (f) ∩ T | | f + I ∈ (FqV≤d)
∗}.

Como q ≥ 3, pela Proposição 3.38, temos que

max{|V (f) ∩ T | | f + I ∈ (FqV≤d)
∗} ≤ |T | − (q − 2)d(q − 1)n−d.

Logo,
δ(C≤d) ≥ (q − 2)d(q − 1)n−d.

Novamente, pela Proposição 3.38, existe f+I ∈ FqV≤d tal que ω(ev(f+I)) = (q−2)d(q−1)n−d.
Portanto, δ(C≤d) = (q − 2)d(q − 1)n−d.

Teorema 3.43. Se q ≥ 3 e d ≥ 1, então o segundo peso de Hamming generalizado de C≤d é

δ2(C≤d) =

{

(q − 2)n−1(q − 1) se d = n

(q − 2)d(q − 1)n−d−1q se d < n.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que se n = 1 (logo d = n = 1 e T = F∗
q) então δ2(C≤1) =

q − 1. De fato, como q ≥ 3 pela Proposição 3.39 dimFq
C≤1 = 2, e veja que {1 + I,X1 + I} é

uma base de C≤1. Como ev(1 + I) = (1, . . . , 1) segue que δ2(C≤1) = |χ(C≤1)| = q − 1. A partir
de agora vamos supor que n ≥ 2.

O suporte de um monômio M , denotado por supp(M), é o conjunto de todos Xi, 1 ≤ i ≤
n, que aparecem em M . Tome {M1,M2} ∈ Jd,2, e suponha que M1 = Xα1

1 . . . Xαn
n ,M2 =

Xβ1

1 . . . Xβn
n . Definimos e = deg(M1), f = deg(M2), A = supp(M1), e B = supp(M2). Podemos

assumir que e ≤ f ≤ d. Defina L := ({Xq−1
i }ni=1) e J := (L,M1,M2), (L = lm(I) pelo Lema

3.31). Vamos mostrar que

|∆(J)| = (q − 1)n − (q − 2)e(q − 1)n−e − (q − 2)f (q − 1)n−f + (q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B|. (3.3)
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De fato, como J = (L,M1,M2) é um ideal monomial temos que {Xq−1
1 , . . . , Xq−1

n ,M1,M2} é
uma base de Gröbner de J . Assim, para determinar |∆(J)| basta calcularmos a quantidade
de monômios que não são múltiplos de Xq−1

1 , . . . , Xq−1
n ,M1 e M2. Defina S1 := {M ∈ M |

M não é múltiplo de Xq−1
1 , . . . , Xq−1

n }, S2 := {M ∈ S1 | M é múltiplo de M1} e S3 := {M ∈
S1 |M é múltiplo de M2}. Observe que |S1| = (q − 1)n, pois os elementos que estão em K são
todos os monômios da forma Xa1

1 . . . Xan
n , com 0 ≤ aj ≤ q − 2 para todo 1 ≤ j ≤ n. |S2| =

(q− 2)e(q− 1)n−e, pois todos os elementos de S2 são da forma Xa1
1 . . . Xan

n , com 1 ≤ aj ≤ q− 2
se Xj ∈ A, 0 ≤ aj ≤ q − 2 se Xj /∈ A para todo 1 ≤ j ≤ n e |A| = e. Da mesma forma,
|S3| = (q − 2)f (q − 1)n−f . |S2 ∩ S3| = (q − 2)|AUB|(q − 1)n−|A∪B|, pois todos os elementos de
S2 ∩ S3 são da forma Xa1

1 . . . Xan
n , com 1 ≤ aj ≤ q − 2 se Xj ∈ A ∪ B, 0 ≤ aj ≤ q − 2 se

Xj /∈ A ∪ B para todo 1 ≤ j ≤ n. Portanto,

|∆(J)| =|S1| − |S2 ∪ S3| = |S1| − (|S2|+ |S3| − |S2 ∩ S3|)
=(q − 1)n − ((q − 2)e(q − 1)n−e − (q − 2)f (q − 1)n−f − (q − 2)|AUB|(q − 1)n−|A∪B|)

=(q − 1)n − (q − 2)e(q − 1)n−e − (q − 2)f (q − 1)n−f + (q − 2)|AUB|(q − 1)n−|A∪B|.

Suponha que d = n. Como M1,M2 são monômios livres de quadrados distintos, temos que
e < n. Com efeito, se e = n, então e = f = n e M1 = X1 . . . Xn =M2, que é uma contradição.
Primeiro, vamos mostrar a desigualdade δ2(C≤d) ≥ (q − 2)n−1(q − 1). Pelo Corolário 3.41,
δ2(C≤d

) ≥ ρI(d, 2). Logo, é suficiente mostrar a desigualdade ρI(d, 2) ≥ (q − 2)n−1(q − 1), ou
seja, queremos mostrar que para quaisquer {M1,M2} ∈ Jd,2 temos

∆(L+ (M1,M2)) ≤ (q − 1)n − (q − 2)n−1(q − 1).

Usando a Equação 3.3 e fazendo simplificações chegamos a

(q − 2)n−1(q − 1) + (q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)e(q − 1)n−e + (q − 2)f (q − 1)n−f .

A desigualdade acima é válida lembrando que e ≤ n− 1, que

q − 2

q − 1
< 1 ⇒

(
q − 2

q − 1

)n−1

≤
(
q − 2

q − 1

)e

⇒(q − 2)n−1(q − 1)

(q − 1)n
≤ (q − 2)e

(q − 1)e

⇒(q − 2)n−1(q − 1) ≤ (q − 2)e(q − 1)n−e.

e ainda que, de f = |B| ≤ |A ∪B| e q − 2

q − 1
< 1 temos

(
q − 2

q − 1

)|A∪B|

≤
(
q − 2

q − 1

)f

⇒(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B|

(q − 1)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B|
≤ (q − 2)f

(q − 1)f

⇒(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)f (q − 1)n−f .

(3.4)

Então

max{|∆(L+ (M1,M2))| | {M1,M2} ∈ Jd,2} ≤ (q − 1)n − (q − 2)n−1(q − 1),

e portanto,
ρI(d, 2) ≥ (q − 2)n−1(q − 1).
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Agora, vamos mostrar a desigualdade δ2(C≤d) ≤ (q − 2)n−1(q − 1). Pelo Corolário 3.40 e pelo
Lema 3.17, é suficiente encontrar {f1 + I, f2 + I} ∈ (FqV≤d)2 tal que

|∆(I + (f1, f2))| = |V (f1, f2) ∩ T | = |V (f1) ∩ V (f2) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)n−1(q − 1).

Sejam f1 = (X1 − 1) . . . (Xn − 1) e f2 = (X2 − 1) . . . (Xn − 1). Observe que a classe de cada
monômio que aparece em f1 e f2 é um elemento da base de FqV≤d

e f1 ̸= f2, logo não é dif́ıcil
ver que {f1 + I, f2 + I} é um subconjunto linearmente independente de FqV≤d

. Temos que
|V (f1, f2) ∩ T | = |V (f2) ∩ T |. Como deg(f2) = d− 1 e d = n, pela Proposição 3.38, temos que

|V (f2) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)n−1(q − 1),

o que completa a prova do caso d = n.
Suponha que d < n. Primeiro vamos mostrar a desigualdade δ2(C≤d

) ≥ (q−2)d(q−1)n−d−1q.
Pelo Corolário 3.41, δ2(C≤d

) ≥ ρI(d, 2). Logo, é suficiente mostrar que ρI(d, 2) ≥ (q − 2)d(q −
1)n−d−1q. Então só precisamos mostrar que a seguinte desigualdade

|∆(L+ (M1,M2))| ≤ (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d−1q

é válida para qualquer {M1,M2} ∈ Jd,2. Observe que, pela Equação 3.3, essa desigualdade é
equivalente a

(q − 2)d(q − 1)n−d−1q + (q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤
(q − 2)e(q − 1)n−e + (q − 2)f (q − 1)n−f .

(3.5)

Para mostrar essa desigualdade vamos considerar dois casos.
(Caso 1) Suponha que e = d. Então e = f = d. Substituindo e = f = d na Equação 3.5

temos que

(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ 2(q − 2)d(q − 1)n−d − (q − 2)d(q − 1)n−d−1q ⇔
(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)d(q − 1)n−d(2− (q − 1)−1q) ⇔

(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)d(q − 1)n−d q − 2

q − 1
⇔

(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)d+1(q − 1)n−d−1.

Logo, a Equação 3.5 é equivalente a

(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)d+1(q − 1)n−d−1. (3.6)

Observe que neste caso |A∪B| ≥ d+1, pois, se |A∪B| = d teŕıamosM1 =M2. Dáı, a Equação
3.6 é válida. De fato,

q − 2

q − 1
< 1 ⇒(q − 2)|A∪B|

(q − 1)|A∪B|
≤ (q − 2)d+1

(q − 1)d+1

⇒(q − 2)|A∪B|(q − 1)n

(q − 1)|A∪B|(q − 1)n
≤ (q − 2)d+1

(q − 1)d+1

⇒(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)d+1(q − 1)n−d−1.

(Caso 2) Suponha que e < d. Definindo k = d − e, vamos mostrar, por indução, que
(q−2)kq ≤ (q−1)k+1 para todo k ≥ 1. Com efeito, se k = 1 temos que (q−2)q = (q−1)2−1 ≤
(q−1)2. Agora, seja k ≥ 1 e suponha que a desigualdade (q−2)kq ≤ (q−1)k+1 é válida, então,
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como q − 2 < q − 1 e usando a hipótese de indução, segue que (q − 2)k+1q ≤ (q − 1)k+2, como
queŕıamos demonstrar. Dáı, temos que

(q − 2)d−eq ≤ (q − 1)d−e+1 ⇒(q − 2)d−eq(q − 1)n−d−1 ≤ (q − 1)d−e+1(q − 1)n−d−1

⇒(q − 2)d−e(q − 1)n−d−1q ≤ (q − 1)n−e

⇒(q − 2)d(q − 1)n−d−1q ≤ (q − 1)n−e(q − 2)e,

e pela Equação 3.4 temos que

(q − 2)|A∪B|(q − 1)n−|A∪B| ≤ (q − 2)f (q − 1)n−f .

A partir dessas últimas duas desigualdades mostramos que a Equação 3.5 é válida neste caso.
Finalmente, vamos mostrar que δ2(C≤d

) ≤ (q − 2)d(q − 1)n−d−1q. Pelo Corolário 3.40 e pelo
Lema 3.17, é suficiente encontrar {f1 + I, f2 + I} ∈ (FqV≤d)2 tal que

|∆(I + (f1, f2))| = |V (f1, f2) ∩ T | = |V (f1) ∩ V (f2) ∩ T | = (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d−1q.

Sejam f1 = (X1 − 1) . . . (Xd − 1), f2 = (X2 − 1) . . . (Xd+1 − 1) e g = (X1 − 1) . . . (Xd+1 − 1).
Observe que a classe de cada monômio que aparece em f1 e f2 é um elemento da base de FqV≤d

e f1 ̸= f2, logo não é dif́ıcil ver que {f1+ I, f2+ I} é um subconjunto linearmente independente
de FqV≤d

. Temos que |(V (f1) ∪ V (f2)) ∩ T | = |V (g) ∩ T |. Pela Proposição 3.38 segue que

|V (f1, f2) ∩ T | = |V (f1) ∩ T |+ |V (f2) ∩ T | − |V (g) ∩ T |
= 2((q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d)− ((q − 1)n − (q − 2)d+1(q − 1)n−d−1)

= (q − 1)n − 2(q − 2)d(q − 1)n−d + (q − 2)d+1(q − 1)n−d−1

= (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d−1(2(q − 1)− (q − 2))

= (q − 1)n − (q − 2)d(q − 1)n−d−1q.

Isso completa a demonstração do caso d < n.

Exemplo 3.44. Se n = 7 e q = 4, usando o Teorema anterior, temos que o segundo peso de
Hamming Generalizado de C≤d

é

δ2(C≤d) =

{

3(26) = 192 se d = 7

4(2d)(36−d) se d < 7.
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