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MEIRELES, T. A. B. Pesos de Hamming generalizados em cddigos de avalia¢do. 2023. (52
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Resumo

Neste trabalho, realizamos o estudo do r-ésimo peso de Hamming generalizado de alguns cédigos
de avaliagao. Introduzimos os codigos cartesianos afins, codigos do tipo Reed-Muller, codigos
toricos e codigos afins livres de quadrados. Utilizando relagoes entre variedades afins e a pegada
de um ideal, foi possivel calcular (ou dar cotas inferiores de) alguns parametros desses cédigos, a
saber, distancia minima, dimensao e o r-ésimo peso de Hamming generalizado. Finalizamos essa
dissertacao aplicando algumas propriedades de codigos de avaliacao mostradas anteriormente e
técnicas utilizando a pegada de um ideal, para calcular o segundo peso de Hamming generalizado
de um cédigo afim livre de quadrados.

Palavras-chave: Cédigos de Avaliagao, Pegada, r-ésimo peso de Hamming Generalizado e Bases
de Grobner.
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MEIRELES, T. A. B. Generalized Hamming weights in evaluation codes. 2023. (52 pages) p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we study the r-th generalized Hamming weight of some evaluation codes. We
introduce affine Cartesian codes, Reed-Muller type codes, toric codes and squarefree affine
codes. Using relationships between affine varieties and the footprint of an ideal, it was possible
to determine (or give lower bounds for) some parameters of these codes, namely, minimum
distance, dimension and the r-th generalized Hamming weight. We finish this dissertation
by applying some previously shown properties of evaluation codes and techniques using the
footprint of an ideal, to determine the second generalized Hamming weight of a squarefree
affine code.

Keywords: Evaluation Codes, Footprint, r-th Generalized Hamming Weight and Grobner Basis.
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Introducao

O objeto principal deste trabalho é o cédigo corretor de erros. Um cédigo corretor de erros
¢ um subconjunto de A", em que A é um conjunto finito qualquer, n € N e A™ é o produto
cartesiano de A, n vezes. Hoje em dia, os cédigos corretores de erros sao utilizados sempre
que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo a sua confiabilidade. Suponha que
um emissor deseja enviar uma mensagem para alguém (seu receptor), para isso é necessario
que a mensagem seja codificada, apds a codificacao, essa mensagem passa por algum canal de
comunicagao, depois é necessario decodificar o codigo e assim, a mensagem original chega ao
receptor. Contudo, pode ocorrer algum “ruido” nesse processo e assim, o receptor receberd a
mensagem com erros. No entanto, como mostramos no Teorema 2.5, o cédigo pode corrigir

) [5 C)—1
até K = | ———
2
erros. Assim, é muito importante conhecer o (ou obter cotas inferiores do) parametro distancia
minima de um cédigo, pois quanto maior for a distancia minima maior sera a capacidade de
correcao de erros do codigo. Neste texto vamos trabalhar, mais especificamente, com cédigos
lineares que sao subespagos vetoriais de Fy, onde F, € o corpo finito com ¢ elementos e g ¢ uma
poténcia de um nuimero primo. Este trabalho foi realizado tendo como base o artigo Fvaluation
codes and their basic parameters cujos autores sao Rafael H. Villareal, Delio Jaramillo e Maria
Vaz Pinto [9]. Entretanto, foi feita uma adaptacdo nas demonstragoes da maioria dos resul-
tados apresentados do artigo base, e para realizar essas adaptacoes foram utilizadas técnicas
envolvendo a pegada de um ideal.

} erros, onde 6(C) ¢ a distancia minima do cédigo, e detectar até 6(C) — 1

O conceito de distancia minima pode ser generalizado, e essa generalizacao é chamada de
pesos de Hamming generalizados. O conceito r-ésimo peso de Hamming generalizado de um
cddigo linear inicialmente foi introduzido pelo engenheiro elétrico Victor K. Wei apresentado
no artigo Generalized Hamming weights for linear codes [11].

No primeiro capitulo, apresentaremos alguns resultados e conceitos preliminares necesséarios
para trabalharmos com a teoria do artigo base, tais como os conceitos de ordem monomial,
bases de Grobner, pegada de um ideal e varidades afins, o algoritmo da divisao para polinomios
de varias variaveis e uma relagao entre variedades afins e a pegada de um ideal.

No segundo capitulo, é feito um estudo sobre codigos lineares, 14 apresentamos alguns re-
sultados bésicos de cddigos (um deles é a famosa cota de Singleton) para o leitor se familiarizar
com esse objeto e se acostumar com as notacoes utilizadas nessa teoria. Neste mesmo capitulo
introduziremos os codigos cartesianos afins, apresentaremos alguns resultados, que envolve esse
tipo de cddigo, produzidos no artigo [10], contudo, as demonstragoes de alguns desses resultados
foram simplificadas (conforme [3]) utilizando a pegada de um ideal.

No terceiro capitulo, é introduzido o conceito principal da dissertagao, a saber, o r-ésimo
peso de Hamming Generalizado para cédigos lineares. Neste capitulo apresentaremos alguns
resultados feitos no artigo de Victor K. Wei [11] envolvendo esse conceito. Introduziremos
os codigos de avaliacao e calcularemos uma féormula e uma cota inferior para o r-ésimo peso
de Hamming generalizado de codigos de avaliagao. Prosseguiremos nosso estudo com alguns
cddigos particulares de avaliacao, a saber, cédigos do tipo Reed-Muller, c6digos toricos e codigos
afins livres de quadrados, e apresentaremos resultados envolvendo os parametros basicos e o



r-ésimo peso de Hamming generalizado desses cddigos.

Tiago Aprigio Bezerra Meireles
Uberlandia-MG, 17 de fevereiro de 2023.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisao para Po-
lindbmios de Varias Variaveis

Definigao 1.1. Seja K um corpo e seja K[X] o anel de polinomios K[ X7, ..., X,]. Un termo

em X, Xo,..., X, é um produto da forma aX{" X5?--- X% em que a € K* e ay, ..., q, sao

inteiros nao negativos. Quando a = 1, X{"' X5?--- X2 é chamado de monémio, e por vezes

serd denotado por X% (ou X? X7, etc), onde o = (aq,..., ) € Nj e Ny é o conjunto dos
inteiros nao negativos.

Quando estamos dividindo polinémios em K[X] percebemos que a ordenacao dos termos
do polinébmio é um ingrediente chave para realizar tal divisao. Por exemplo, na divisao de
p(X) = X1+ 3X3 - 7X 410 por ¢(X) = X% + 6X + 6 pelo método padrao, ¢ usual seguir as
seguintes etapas:

e Escrever os termos dos polinomios em ordem decrescente, ordenando-os com base na
ordem de cada monomio (1 < X < X3 < X%el < X < X?).

e Encontrar os termos lideres, ou seja, o termo de maior grau de p e q. No nosso exemplo,
o termo lider de p é X* = X% X? = X?. (termo lider de q).

e Subtrair X? - ¢(X) de p para eliminar o termo lider, obtendo —3X? — 6X? — 7X + 10.

e Repetir o mesmo processo em p(X) — X2 - ¢(X), etc., até obtermos um polinémio que é
nulo ou tem grau menor do que 2 (resto).

No algoritmo da divisao para polinomios de uma variavel, estamos lidando com ordenacgao
de grau dos monomios de uma variavel, ou seja:

a1 B1
X< X7, seap < .
Veremos como generalizar esse processo para polinomios em mais de uma variavel.

Definicao 1.2. Escrevemos M para denotar o conjunto dos mondémios de K[X]. Dado
f € K[X] dizemos que M € M aparece em f se o coeficiente de M nao é nulo.

Definicao 1.3. Uma ordem monomial em M é uma ordem total < definida sobre M tal
que:

i) Se X < X¥ entao X g XP*7| para todos a, 5,7 € Ng.

3



ii) Qualquer subconjunto A C M tem um menor elemento, em outras palavras, se A C M
é nao vazio, entao existe M; € M tal que M; < M para todo M € M.

Exigir que < seja uma ordem total significa que quaisquer monoémios M; e My sao com-
paraveis, i.e., M; < My ou My < M,. Vale a pena observar, que é possivel mostrar que as
condigbes (i) e (ii) da definigdo acima sao equivalentes as condigoes (i) e (ii’), onde (ii’) diz que
o monomio 1 é o menor elemento de M.

Lema 1.4. A condi¢io que a relagao seja bem-ordenada (item (ii)) € equivalente a exigir que
toda sequéncia estritamente decrescente em M

< M3 < My < My, com M; #+ M, 1,
eventualmente termina.
Demonstragao. Veja em [4, Lemma 2, p.56]. O
Alguns exemplos bésicos de ordens monomiais sao dados a seguir.

Exemplo 1.5. [Ordem lexicografica (com X,, <jex =+ <lex X1)] Dizemos que X% <jex XA se

a = 3 ou se a primeira entrada nao nula da esquerda para a direita em 3 — a é positiva. Por
exemplo, temos X3 <. X e X3X 20 < X3X5.

Vamos provar que a ordem lexicografica é uma ordem monomial. E f4cil ver que tal ordem
¢ uma ordem total. Agora, para a condicao (i) é suficiente observar que para qualquer v € Ny,
temos (B+ ) — (@ +v) = B — a. Logo, X* <iex XP se, e somente se, X* <o, XPT,
Finalmente, dado qualquer conjunto de monémios {X*},c4, vamos obter o menor elemento.
Considere a seguinte sequéncia descendente de subconjuntos

A=ADA DA D---DA,

definida recursivamente por A; = {a = (a3, -+ ,a,) € Aj_1 : a; é minimo entre todas as j
-ésimas entradas de todos elementos em A;_;}. Cada elemento de A; é menor (com respeito a
<lex) do que todos os elementos de A\ A;. De fato, se a = (ay, -+, ) € Aj, entdo o € Ay,
com k=1,2,---,7 —1 e a; ¢ minimo entre todas as k-ésimas entradas de todos elementos
em Ap_y com k = 1,2,---7. Entao, dado B = (f1,---,0,) € A\ A;, ou seja, 3 € Ay para
algum k € {0,---,j—1} logo, ay = f; para todo | < k e ay1 < Pr41, provando que a primeira
entrada de 5 — « é positiva. Por outro lado, A, tem um unico elemento, que é, portanto, o
menor elemento de A.

Exemplo 1.6. [Ordem 1ex1cograﬁca graduada (com Xn \grlex -+« <grex X1)] Dizemos que

X% <grlex XP se a = B, ou Zal Zﬁ“ ou se Zaz ZBZ entdo X% <x X?. Por

exemplo, X7 X3 <giex X572 € X2 < erlex X Xg, pois o grau de X3 é 1gual ao grau de X2X, e X3
¢ menor do que X?X, na ordem lexicogréfica do exemplo acima.

Exemplo 1.7. [Ordem lexicografica reversa graduada (com Xn Sgreviex - Sarevlex X1)] Dize-

mos que X% <greviex X% se a = 3, ou E o; < E B, ou se E o; = E [; entao a primeira

=1
entrada da direita para a esquerda em ﬁ o é negatlva. Por exemplo, X1X§ Sgrlex X1X2X5,

mas X1 XoX5 <greviex X, X3.



Agora, vamos aplicar as ordens monomiais citadas acima no polinomio f(X;, X5, X3) =
X1 Xo — 5X1 X0 X3 + 3X3 + 2X2 € K[Xy, Xy, X3]. Com respeito a ordem lexicogréfica, re-
ordenaremos os termos de f em ordem decrescente. Neste caso, temos f(Xi, Xy, X3) =
—5X1 X0 X5 + X X9 + SXS + 2X§. Com respeito a ordem lexicografica graduada, temos
f(X1, X, X3) = =5X 1 XoX3 + 3X5 + X1 Xy + 2X2. E com respeito a ordem lexicogréfica
reversa graduada, temos f(X;, Xo, X3) = 3X5 — 5X1 Xp X3 + X1 Xy + 2X2.

Definicao 1.8. Seja f = ZaiMi € K[X] um polinémio nao nulo, onde a; € K a; # 0 e
i=1

M; € M para todo ¢ =1,---,m e seja < uma ordem monomial definida sobre M. Entao, o

monoémio lider de f (com respeito a <) é M, := max{M, |i =1,--- ,m}, o coeficiente lider

de f (com respeito a <) é ay e o termo lider de f (com respeito a <) é a,;M,. Denotamos

esses elementos por M, :=lm(f), a; :=le(f) e agMy :=1t(f).

Exemplo 1.9. Seja f(X1, Xo, X3) = X1 Xo — 5X1 X5 X3 + 3X5 + 2X2 € K[X, Xy, X3] como
antes e consideremos a ordem lexicografica. Entao Im(f) = X1X0Xj5, le(f) = =5 e It(f) =
—5X1 X2 X5.

Na teoria das bases de Grobner, a divisdao de um polinémio em K[X] por uma lista de
polinémios nao nulos em K[X] é um procedimento muito importante e bastante utilizado, que
definiremos agora.

Definigao 1.10. Dividir f € K[X] por {g1, -+ ,¢:} C K[X]\ {0}, com respeito a uma ordem
monomial =, significa encontrar quocientes ¢y, - ,¢ e um resto r em K[X] tal que f =
G191+ -+ qgi + 1, e r = 0 ou nenhum monoémio que aparece em r é miltiplo de Im(g;), para
todoi € {1,--- ,t}.

O algoritmo usual para determinar os quocientes e o resto serd mostrado depois de fazermos
um exemplo que mostra como o algoritmo funciona na pratica. A ideia basica do algoritmo
é a mesma da que estamos acostumados quando dividimos dois polinomios de uma variavel:
vamos usar os termos lideres de ¢q,--- , g; para cancelar o termo lider de f e dos polinomios
subsequentes que aparecem nas etapas intermediarias do algoritmo da divisao. A novidade é
que alguns dos termos lideres de alguns polinomios de algumas etapas intermediarias podem
nao ser multiplos de 1t(g;) para todo i € {1,--- ,t} e entdo movemos esses tais termos lideres
para o resto de modo a continuarmos com a divisao.

Exemplo 1.11. Vamos dividir f = X?Y + XY2 +Y?2 € R[X,Y] por {g1 = Y? — 1,90 =
XY —1} C R[X,Y]. Consideremos a ordem lexicogréfica sobre M onde (Y <jex X). Primeiro,
note que Im(f) = X?Y nao é um multiplo de Im(g;) = Y%, mas Im(f) é um muiltiplo de Im(gs)
elm(f) = X-Im(gs). Assim, comegamos a divisao escrevendo f—Xgo = XY2+ X +Y?2. Agora,
temos que Im(XY?+ X +Y?) = XY? e XY? ¢ multiplo de Im(g;) com Im(XY? + X +Y?) =
X -1m(g;). Continuamos a divisao escrevendo (f — X - ¢2) — X - g1 = 2X + Y2, Observe agora
que 1t(2X +Y) = 2X ndo é um multiplo de 1t(g;) nem de 1t(gs), entdo vamos considerar 2.X
como parte do resto. Logo, ((f — X - g2) — X - g1) — 71 = Y? onde r; = 2X e continuamos a
divisao notando que Im(Y?) = Y2 ¢ um multiplo de Im(g;) e Im(Y?) = 1 -1m(g;). Dai, temos
(f—X-g2)—X-g1)—r1)—1-¢g1 = 1. Finalmente, 1 nao é multiplo de Im(g;) nem de Im(gs),
logo consideramos 1 como parte do resto. Portanto, (((f—X-g2)—X-g1)—r1)—1-g1—ry =0,
onde ro = 1, ou seja, f = (X + 1)g1 + Xg2 +2X + 1. A figura abaixo ilustra como foi feita a
divisao.



X2y £+ XY2+Y? |Y2-1, XY -1 |
X% + X X+1, X }
XY?+ X +Y? |
—XY?4+ X |
2X +Y? |
—2X 3

YQ
Y241
1
—1
0

Teorema 1.12. (Algoritmo da divisio em K[X]). Seja < uma ordem monomial em M, e seja
G = (g1, ,9:) uma t-upla ordenada de polinomios em K[X]. Entao todo f € K[X] pode ser
escrito como

f=qn+ - +aqg+r,

onde g;,r € K[ X], e r =0 ou nenhum mondmio aparecendo em r € um multiplo de lm(g;), para
todoi € {1,--- ,t}. Além disso, lm(r) < lm(f), e se ¢;g; # 0, entao lm(q;g;) < Im(f).

Demonstragao. Veja em [4, Theorem 3, p.64].

Trabalhando com exemplos observamos que a ordem dos polinémios na sequéncia (g1, - . ., g¢)
tem influéncia na determinagao do resto na divisao.

Exemplo 1.13. Seja f o mesmo polinomio do Exemplo 1.11. Em tal exemplo dividimos f pela
sequéncia (Y? — 1, XY — 1). Agora, dividindo f pela sequéncia (XY — 1,Y? — 1) e seguindo
os mesmos passos feitos no Exemplo 1.11, iremos obter resto r = X + Y + 1 que é diferente do
resto da divisao de f por (Y? —1, XY —1).

Posteriormente, veremos que se {gy,- -, g;} é uma base de Grébner, entao o resto sempre
serd igual, sem importar com a ordem dos elementos da lista de polinomios.

1.2 Bases de Grobner

Em 1965, em sua tese de doutorado (veja [2]) Bruno Buchberger criou o que é conhecido hoje
como bases de Grobner. Nessa secao apresentaremos esse conceito e alguns resultados que serao
importantes nas préximas segoes.

Definicao 1.14. Sejam I C K[X] um ideal nao nulo e < uma ordem monomial em M. Um
conjunto {gi,---,9s} C I é uma base de Grdbner de I (com respeito a <) se para todo
fel, f+#0,temos que Im(f) é um multiplo de lm(g;) para algum ¢ € {1,--- ,s}.

Observe que na definicao de base de Grobner de um ideal I nao estamos dizendo que essa
base é uma base para o ideal I. Mostraremos no Lema 1.23 que, de fato, tal base é uma base
para o ideal I.

Exemplo 1.15. Seja [ = (XY —1,Y? — 1) C R[X,Y] e considere a ordem lexicogréfica (com
Y <iex X) definida sobre o conjunto dos monomios de R[X,Y]. Entdo, X?(Y2—1)— XY (XY —
1)=-X?+ XY €l elm(—X?+ XY) = X? ndo é um miltiplo de Im(XY — 1) = XY e de
Im(Y? — 1) =Y? ou seja, {XY —1,Y? — 1} nao é uma base de Grobner de I.
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Definigao 1.16. Um ideal I C K[X] é um ideal monomial se é gerado por um conjunto de
monomios.

Lema 1.17. Seja I C K[X] um ideal monomial, e seja f € K[X]. Entao as sequintes condigoes
sao equivalentes:

i) fel.
ii) Todo termo de f pertence a I.
iii) f € uma combinacao K-linear de monémios em 1.
Demonstragao. As implicagoes (iti) = (i) = (i) e (11) = (i4i) sdo triviais. Provemos (i) =

S
(77). Suponha que f € I, como [ é ideal monomial temos que f = Z h; M;, para determinados
i=1
monomios My, ..., My em I, e onde hy,...,hs € K[X]. Se expandirmos cada h; como uma
soma de termos, vemos que todos os termos do lado direito da igualdade anterior sao multiplos
de algum monoémio M;, com i € {1,...,s}. Assim, no lado esquerdo da igualdade anterior
deve acontecer o mesmo, e portanto cada termo de f é multiplo de algum monomio M; com
ie{l,...,s} O

Teorema 1.18 (Lema de Dickson). Seja I um ideal monomial. Entdo I pode ser escrito da
forma I = (M, ..., M), onde M; € M para todo i € {1,...,s}.

Demonstragao. Veja em [7, Proposition 2.23]. O

Definicao 1.19. Sejam I C K[X] um ideal ndo nulo e < uma ordem monomial em M. Entao,
denotamos por Im(7) o ideal gerado pelos monoémios lideres de todos os elementos nao
nulos de I.

Segue diretamente da definigdo que Im(7) é um ideal monomial.

Proposigao 1.20. Sejam I C K[X] um ideal nao nulo e < uma ordem monomial em M. Um
conjunto {gi,...,gs} C I €éuma base de Grébner de I se, e somente se, Im(I) = (Im(g1),...,1m(gs)).

Demonstracao. Suponha que G = {gy,...,9s} C I é uma base de Grobner de I. Seja f € lm(7),
como Im(/) é um ideal monomial, temos pelo Lema 1.17 que todos os termos de f perte-
cem a lm(/), e como G é uma base de Grobner de I, segue que f é uma soma finita de
termos que estao em (lm(gy),...,lm(gs)), ou seja, f € (Im(g1),...,Im(gs)). Agora, dado
h € (Im(gy),...,lm(gs)), como g; € I para todo i € {1,...,s}, segue que h € lm(I). Re-
ciprocamente, seja f € I, por hipdtese Im(f) € (Im(gy),...,1lm(gs)), entdo existem M € M e
i€ {l,...,s}, tais que Im(f) = Im(g;) M, provando que G é uma base de Grobner de . ]

Corolario 1.21. Seja < uma ordem monomial em M. Entao, todo ideal nao nulo I C K[X]
tem uma base de Grobner.

Demonstragao. Pelo Lema de Dickson (Teorema 1.18) o ideal de monomios lideres Im(/) pode
ser escrito como Im(7) = (Im(gy),...,lm(gs)), onde g; € I para todo i € {1,...,s}. Logo, pela
Proposigao 1.20 {g1,...,9s} é uma base de Grobner de I. O

A partir de agora, sempre que falarmos de bases de Grobner de I deve ficar implicito que
I C K[X] é um ideal de K[X] e alguma ordem monomial foi escolhida em M. No entanto, em
alguns exemplos e resultados explicitaremos qual ordem foi escolhida.
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Proposicao 1.22. Seja {¢1,...,9s} C I uma base de Grébner de I. Na divisio de f € K[X] por
{g1,...,9s} o0 resto € sempre o mesmo, sem considerar a ordem que escolhemos para g, ..., gs
no algoritmo da divisao.

Demonstracao. Primeiro, escolha uma ordem para ¢y, ..., gs. Depois de aplicar o algoritmo da
divisao para f € K[X] considerando tal ordem, suponha que f = q1g1 + -+ + ¢sgs + r, em que
¢; € K[X] para todo i = 1,...,s e r € K[X] tal que nenhum monoémio aparecendo em r é um
multiplo de Im(g;) paratodoi = 1,...,s. Agora, da mesma forma, escolhendo outra ordem para
g1, - - -, gs, suponha que, depois de efetuar o algoritmo da divisao em f considerando tal ordem,
f=aqgi+ - +qs9s + 7, em que ¢; € K[X] para todoi =1,...,s e € K[X] tal que nenhum

S
monomio aparecendo em 7 é um multiplo de Im(g;) para todoi = 1. Der—7 = Z(c]i—qi)gi el
i=1
devemos ter r — 7 = 0, caso contrario r — 7 seria um polinomio nao nulo em I cujo monomio
lider nao é um muiltiplo de Im(g;) para todo i = 1,...,s, contradizendo o fato de {gi,...,gs}
ser uma base de Grobner de [. O

Agora, seja [ = (XY —1,Y? —1). Se efetuarmos a divisdao de f = XY? — X por {XY —
1,Y% — 1} temos que o resto r = —X + Y. No entanto, f = X(Y? — 1) € I. Quando estamos
trabalhando com bases de Grobner de um ideal I, se f € I, o resto necessariamente é 0, como
mostra o resultado a seguir.

Lema 1.23. Seja {q1,...,9s} C I uma base de Grébner de I, entio f € I se, e somente se, o
resto na divisao de f por {g1,...,gs} € zero. Como uma consequéncia, I = (g1,...,3s)-

Demonstragao. Seja f € I, tal que f = Z%Qz’ + r é a divisao de f por {g1,...,9s}. Entao

i=1
s

r=f— E q:9; € I, ou seja, r = 0, caso contrario r seria um polinomio nao nulo em [

=1

cujo mondémio nao lider ndo é multiplo de lm(g;) para todo i = 1,...,s, contrariando o fato

de {g1,...,9s} ser uma base de Grébner de I. Isso mostra que I C (¢i,...,9s) €, a fortiori,
S

I ={(g1,...,9s). Reciprocamente, se f = Z%‘Qm claramente f € I. H

=1

No Corolario 1.21 mostramos que sempre existe uma base de Grobner para qualquer ideal
nao nulo I de K[X]. Agora, vamos definir alguns conceitos para depois darmos um algoritmo
(Algoritmo de Buchberger) que calcula uma base de Grébner para o ideal 1.

Definigdo 1.24. O minimo multiplo comum dos monémios X e XP ¢ definido como
mmc(X*, XP) = X7,

onde ~; = max{«;, §;} para todo i € {1,...,n}.

Definigao 1.25. Sejam f, g € K[X]. O S-polinémio de f e g é a combinagao

B 1mmc(X°‘,Xﬂ)f 1 mme(X*, XP)
e X® b XA

onde It(f) = aX* e lt(g) = bXP.

S(f,9)

9,

Exemplo 1.26. Sejam [ = 2XY — Z2 g = 3X? — Z € K[X,Y, Z] e consideremos a ordem

lexicografica (com Z <jex Y <ex X ). Temos que, It(f) = 2XVY,1t(g) = 3X? e mme(XY, X?) =
1X%Y 1X%Y XzZ? YZ

X?Y. L = - —(2XY - 7% — = X?2—-7)=— - —.
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Teorema 1.27 (Critério de Buchberger). Seja I C K[X] um ideal. Entao, uma base G =
{g1,-..,9s} de I é uma base de Grébner de I se, e somente se, para todos pares i # j, o resto
da divisao de S(gi,g;) por G (listada em alguma ordem) € zero.

Demonstragao. Veja em [4, Theorem 6, p.86]. ]

Corolario 1.28 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (f1,..., fi) C K[X] um ideal nao nulo.
Uma base de Grobner de I é obtida pela itera¢ao do sequinte procedimento:
Para cada i # 7, aplique o algoritmo da divisdo aos S—polindémios para obter as expressoes

S(fir £3) = D hligfi+r(if),  Im(S(fi, f;)) = Im(h(ig)fr),

onde cada lm(r(ij)) ndo é mailtiplo de lm(f;) para todo | € {1,...,t}. Se todos os res-

tos r(ij) = 0, entao {f1,..., [t} € uma base de Grobner de I. Caso contrdrio, considere
fra1s- -, fies como sendo os r(ij) ndo nulos e junte-os para obter um novo conjunto de gera-
dOT’ﬁS {flv SR ftv ft+17 ey fH—s}'

Demonstracao. Veja em [4, Corollary 2.29]. O

Exemplo 1.29. Sejam f; = XY — X, f, = =Y + X? € Q[X,Y] e consideremos a ordem
lexicografica (com X =< Y). Vamos encontrar uma base de Grébner para o ideal I = (XY —
X,-Y + X?) C Q[X,Y] utilizando o Algoritmo de Buchberger. Primeiro, encontremos o S-
polinomio S(fi, f2). Temos que, S(f1, f2) = X — X e que o resto 7/(12) da divisao de S(f1, f2)
por G' = {fi, fo} é f3:= X3 — X =r(12). Agora, consideremos o novo conjunto de geradores
G = {f1, f2. fs} de I. Temos que, S(f1, f3) = XY — X3 e S(fo, f3) = XY — X°. E claro
que o resto r(12) da divisao de S(fi, f2) por G é 0. Agora, fazendo a divisdo de S(fi, f3) e
de S(fs, f3) por G, temos que, r(13) = r(23) = 0. Portanto, pelo Algoritmo de Buchberger,
G ={f1, f2, f3} é uma base de Grobner de I.

Teorema 1.30. Seja I = (g1,...,95) C K[X], tal que mdec(lm(g;),lm(g;)) = 1 para todo
i,j€{l,...,8} comi=#j. Entio, G ={q1,...,9s} € uma base de Grobner de I.

Demonstragao. Veja em [4, Proposition 4, p.106]. O

Exemplo 1.31. Seja I = (XY —X?Z —4,7° - X3Y + XY Z +4) C R[X,Y, Z] e consideremos
a ordem lexicografica graduada (com Z <gex Y <grlex X ), Pelo teorema anterior, G = {X 3y —
X?27 — 4,75 — X3Y + XY Z + 4} é uma base de Grobner de 1.

1.3 A Pegada de um Ideal

Vamos introduzir agora, o conceito de pegada de um ideal I C K[X]. Tal conceito é util quando

queremos exibir uma base de como K-espago vetorial, como faremos no Teorema 1.37.

Definicao 1.32. Sejam I C K[X] um ideal nao nulo e < uma ordem monomial em M. A
pegada de [ (com respeito a <) é o conjunto

A(I) ={M € M | M nao é o monoémio lider de nenhum polinémio em [}.

Proposicao 1.33. Sejam I C K[X]| um ideal ¢ G = {qg1,...,9s} uma base de Grobner de
I. Entao a pegada de I (com respeito a mesma ordem monomial usada para obter a base de

Grobner G) €
A(I) ={M € M | M nao é maltiplo de lm(g;) para todo i € {1,...,s}}.
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Demonstracao. Seja M € A(I), temos, por defini¢ao, que M nao é o monoémio lider de nenhum
polinémio em /. Agora, suponha, por absurdo, que M é multiplo de algum Im(g;) € G, ou seja,
M =1m(g;)M’ para algum M’ € M, logo, Im(M'g;) = M'lm(g;) = M, no entanto, M'g; € I, o
que é um absurdo. Portanto, M nao é miltiplo de lm(g;) para todo i € {1,...,s}. Por outro
lado, seja M € M, tal que M nao é multiplo de lm(g;) para todo ¢ € {1,...,s}, entao pela
definicao de bases de Grobner, sabemos que M nao é o monomio lider de nenhum polinémio
em [. O

Exemplo 1.34. Seja I = (X? — 2XV, X?Y —2Y? + X) C Q[X,Y] e consideremos a ordem
lexicogréfica graduada (com Y <gex X)). E fécil verificar que {X? XY,2Y? — X} é uma base
de Grébner de I. Entdo, pela proposigao anterior a pegada de I é A(1) = {1, X,Y'}.

A partir de agora, sempre que falarmos da pegada A(I) de um ideal I C K[X] deve ficar
implicito que alguma ordem monomial foi escolhida em M. No entanto, em alguns exemplos e
resultados explicitaremos qual ordem foi escolhida.

Defini¢ao 1.35. Seja I C K[X] um ideal e seja {f1,..., f;} uma base de I. Denotamos por
A(lm(fy),...,Im(f;)) o conjunto

A(Im(f1),...,1m(f;)) = {M € M | M nao é miltiplo de lm(f;) para todo i € {1,...,¢}}.

Proposicao 1.36. Seja I = (f1,..., fi) C K[X]. Entio, A(I) C A(lm(f1),...,lm(f;)). E se
{f1,..., ft} for uma base de Grébner de I, temos que, A(I) = A(lm(fy),...,1m(f;)).

Demonstragao. Seja M € A(I), entao M nao é o monomio lider de nenhum polinémio em /7, em
particular, M nao é multiplo de Im( f;) paratodo j € {1,...,t},logo, M € A(Im(f1),...,1lm(f;)).
Agora, suponha que {f1,..., f;} ¢ uma base de Grébner de I e seja M € A(Im(fy),...,1m(f;)),
pela Proposigao 1.33 temos que, M € A(I). H

Teorema 1.37 (Buchberger). Seja I C K[X] um ideal. Entao
B={M+1|MecA()}

¢ uma base de como K-espaco vetorial.

I

Demonstracao. Seja G uma base de Grobner de I com respeito a mesma ordem monomial
usada para determinar A(7), e seja f € K[X]. Dividindo f por G, temos que, pelo algoritmo
t

da divisao, o resto é da forma r = Z%’Mi, onde a; € Ke M; € A(I) para todo i € {1,...,t}.

i=1
t

KX
Como f+I=r+1= Zai(Mi—i-I), temos que B gera

=1

como K-espaco vetorial. Agora,

I
suponha que sz(M2 +1)=0+1,onde b € Ke M; € A(I) para todo i € {1,...,l}. Entao,

i=1
l l

ZbiM,- € I, logo, devemos ter b; = 0 para todo i € {1,...,l}. Caso contrério, ZbiMi
i=1 i=1
seria um polinomio nao nulo em I com o monoémio lider na pegada de I. Isso mostra que

K[X]
I
vetorial. O

Exemplo 1.38. Vimos no Exemplo 1.34 que, A(I) = {1, X,Y}, onde [ = (X3 —2XY, X?Y —
QX,Y]
I

de dimensao 3 e {14+ I,X + I,Y + I} é uma base para esse espago vetorial.

B é linearmente independente sobre K. Portanto, B é uma base de como K-espago

2Y?2+X) C Q[X,Y]. Entao, pelo teorema anterior, temos que, ¢ um Q-espaco vetorial
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1.4 Variedades Afins

Definicao 1.39. Um espago afim de dimensao n sobre K é o conjunto
A"(K) = {(a1,...,a,) | a; € K para todoi € {1,...,n}}.

Observe que A"(K) = K" como conjunto. No entanto, utilizaremos a notagao A"(K) quando
queremos enfatizar a natureza geométrica de K", em vez de suas propriedades algébricas (por
exemplo, como um espago vetorial).

Definigao 1.40. Seja F' = {f;};es C K[X]. A variedade afim de F' é o conjunto
V(F) ={(a1,...,a,) € A"(K) | f;(ai,...,a,) =0 para cada j € J}.
Seja I C K[X] um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto
V(I)={(a,...,a,) € A"(K) | f(ai,...,a,) =0 para todo f € I}.
Segue direto da defini¢do acima que se I = (g1,...,gs) entdo V(I) = V({g1,...,9s}) =

n V(gi)-

Definigao 1.41. Dado S C A™(K), o ideal de polinémios que se anulam em S, ou
simplesmente ideal de S, é o conjunto

Z(S) ={f € K[X]| f(a,...,a,) = 0 para todo (ai,...,a,) € S}.

E facil verificar que Z(S) é, de fato, um ideal de K[X]. Agora iremos listar algumas relacoes
entre a variedade de um ideal e o ideal de uma variedade, e deixaremos as demonstragoes a
cargo do leitor.

Dado um ideal I C K[X], temos
i) I CZ(V(I)).
i) S C V(Z(9)).
iii) V(Z(V(I))) =V (I).
Definicao 1.42. O radical de um ideal I C K[X] é o conjunto
VI :={feK[X]|f" eI para algum N € N}.
E dizemos que I é um ideal radical se v/ = I.

Nio 6 dificil verificar que v/T é um ideal de K[X] e que I € VT e VT =1,

1.4.1 Uma relacao entre Variedades Afins e a Pegada de um Ideal

Para provar uma importante rela¢ao entre a variedade de um ideal I C K[X] e a pegada de I
quando A(I) é um conjunto finito, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 1.43. Seja I C K[X]| um ideal e sejam P, ..., P. pontos distintos de V(I). Entao,
existem polindmios py, . ..,p. € K[X], tal que p;(P;) = 0;; para todo i,5 € {1,...,r} (onde d;;
¢ o delta de Kronecker).
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Demonstracao. Defina P; = (a;,...,a;) € K*, onde ¢ = 1,...,r, vamos mostrar como obter
p1 que satisfaz a condicao do enunciado do lema. Como todos os pontos sao distintos, para
X —a

i €{2,...,r} existem j; € {1,...,r}, tais que a1, # a;;,. Agora, definimos h; = Dk

a1j; — Qig;
T
entdo h;(P;) = 1 e hy(P;) = 0 para todo ¢ = 2,...,r, entdao, tomando p; = Hhi’ temos que,
i=2
p1(P) =1epi(P;) =0paratodoi=2,...,r. De maneira similar conseguimos obter ps, ..., p,
como no enunciado. m

Proposigao 1.44. Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao V(I)
também é um congunto finito e |V (I)| < |A(I)].

Demonstrac¢ao. Sejam P, ..., P. pontos distintos de V(I), vamos encontrar um conjunto em

KiX]

7 que ¢ linearmente independente e tem r elementos. Isso vai provar a proposicao, pois,
KX]
1

no Teorema 1.37, vimos que |A(])| é a dimensao de
acima, sabemos que existem py, ..., p, € K[X] tais que, p;(FP;) = d;; para todo 4,5 € {1,...,7}.

como K-espaco vetorial. Do lema

Suponha que Zai(pi + 1) =0+ 1, onde ay,...,a, € k, entdo Zaipi € I, logo para todo
i=1 =1

jed{l,...,r} temos a; = (Z aipi) (P;) = 0. Portanto, {p1 + I,...,p, + I} é um conjunto
i=1
linearmente independente sobre K, o que completa a demonstracao. O
Na verdade, pode-se provar um resultado mais refinado.

Teorema 1.45. Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e seja L uma
extensao algebricamente fechada de K. Entao, Vi,(I) = {(a1,...,a,) € A"(L) | f(ay,...,a,) =
0 para todo f € I} é um conjunto finito e |VL(I)| < |A(I)|. Além disso, se K é um corpo
perfeito (e.g. um corpo finito ou um corpo de caracteristica zero) e I é um ideal radical, entdo
VL(D)] = |A(T)]

Demonstracao. Veja em [1, Theorem 8.32]. O]
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Capitulo 2

Cddigos Lineares

Definicao 2.1. Um cddigo corretor de erros ¢ um subconjunto C C A", onde A é um
conjunto finito qualquer chamado de alfabeto e n € N. Os elementos de A" sao chamados de
palavras.

A seguir, serd apresentado um modo de medir a distancia entre palavras em A"™.

Definigao 2.2. Dados dois elementos u = (uy, ..., u,),v = (v1,...,v,) € A", a distancia de
Hamming entre u e v é definida como

d(u,v) = |{i | u; #v;, onde i € {1,...n}}|

A distancia de Hamming satisfaz as propriedades de uma métrica, como veremos a seguir.
Por isso, a distancia de Hamming entre elementos de A™ é também chamada de métrica de
Hamming.

Proposicao 2.3. Dados u = (ug,...,uy),v = (V1,...,0,),w = (wy,...,w,) € A", valem as
sequintes propriedades:

i) d(u,v) >0 e d(u,v) =0 se, e somente se, u = v.
i) d(u,v) = d(v,u).
iii) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Demonstracao. Vamos demonstrar a terceira propriedade, pois a primeira e a segunda sao
triviais. Observe que, a contribuigao das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a
zero se u; = v;, e igual a um se u; # v;. No caso em que a contribuicao é zero, temos que, a
contribuigdo das i-ésimas coordenadas a d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas
a d(u,w) + d(w,v) (= 0,1 ou 2). Agora, quando a contribuicdo é um, temos u; # v; e,
portanto, nao podemos ter u; = w; e w; = v;. Logo, a contribuicao das i-ésimas coordenadas
a d(u,w) + d(w,v) é maior ou igual a 1, que é a contribuigdo das i-ésimas coordenadas a
d(u,v). O

Definigao 2.4. Seja C um cédigo (corretor de erros). A distancia minima de C é o nimero

§(C) = min{d(u,v) | u,v € C e u # v}.
i(C)—1 o ,
E, define-se k = —5 | onde [t] representa a parte inteira de um niimero real t.

Teorema 2.5. Seja C um cédigo com distancia minima §(C). Entao C pode corrigir até k erros
e detectar até 6(C) — 1 erros.
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Demonstracdo. Se ao transmitirmos uma palavra u do cédigo cometemos ¢ erros com t < k,
recebendo a palavra v, entao d(v,u) =t < k. Agora, sejau’ # u outra palavra do c6digo, e supo-

nha que, d(v,u') < k, entdo d(u,v’) < d(u,v)+d(v,u') <2k =2 {%} <2 (%) =

d(C)—1 < 6(C), absurdo, pois d(u,u’) > 6(C). Portanto, determina-se u univocamente a partir
de v. Por outro lado, seja u uma palavra do cédigo e introduza até §(C) — 1 erros em u, digamos
que a palavra com os erros introduzidos é v/, assim, d(u,u’) < 6(C) — 1 < §(C), ou seja, u' é
uma palavra que nao pertence ao c6digo e, portanto, o cédigo consegue detectar até §(C) — 1
erros. O

Vimos no teorema anterior que um cédigo terd mais capacidade de correcao de erros quanto
maior for a sua distancia minima. Entao para a Teoria dos Cédigos é importante poder calcular
d(C) ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.

Agora vamos definir cédigos lineares sobre um corpo finito F, com g elementos, onde ¢ = p”,
com p primo e r € N.

Definigao 2.6. Um codigo C C Fy serd chamado de codigo linear se for um Fg-subespago
vetorial de Fy. Os parametros do cédigo linear C siao a dimensao dimy,C =: k de C como
[F ~espago vetorial, o comprimento n de C, ¢ a distancia minima §(C) de C. Usualmente os
parametros sao escritos como a terna de inteiros [n, k, §(C)].

Seja C C Fy um cédigo linear, k = dimp,C e seja {vi,...,Vvi} uma base de C, portanto,
todo elemento de C se escreve de modo tnico da forma A\jvy + Agve + -+ - + Apvy, onde \; € Fy
para todo i € {1,...k}. Segue daf que |C| = ¢*.

Definigao 2.7. Dado uma palavra a = (a1, ..., a,) € Fy, define-se o peso de a como sendo o
nimero inteiro

w(a) = |{i | a; # 0} = quantidade de coordenadas de a que sao diferentes de 0.

Ou seja, w(a) = d(a, 0), onde 0 é o vetor nulo de F}; e d representa a métrica de Hamming.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a um cédigo C, significa que C C Fy é um
c6digo linear.

Definigao 2.8. Sejam um cddigo C tal que dimg,C =k, B = {vy,...,Vv;} uma base ordenada
de C e considere a matriz G, cujas linhas sao os vetores v; = (vj1,...,0;,),4 = 1,...,k, isto é,
Vi Vi1 Vi2 - Uin
G pu— p—
Vi Ukl Vg2 " Ugn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base B.

O nome “matriz geradora de C” se deve ao fato de C ser a imagem da transformagao linear
T :F — F7, tal que, Ta = aG.

Definigao 2.9. Sejam u = (uy,...,u,) ev = (vy,...,v,) elementos de F} , define-se o produto
interno de u e v como sendo

(u, V) = uv1 + -+ - + upvy.

A operacao acima é simétrica e bilinear, ou seja, satisfaz as propriedades usuais de um produto
interno sobre um espaco vetorial.
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Definicao 2.10. Seja C um cddigo, define-se o cdédigo dual de C como sendo o conjunto
Ct={veF,|(v,u) =0, para todo u € C}.
Fica a cargo do leitor mostrar que C+ C [y ¢ um codigo linear com dim]FqCL =n —k, onde
dimg,C = k (ou veja em [8, p. 96]).

Lema 2.11. Seja C C Fy um cddigo, com matriz geradora G, entao
acCtsGd =0

Demonstracdo. a € C* se, e somente se, a é ortogonal a todos elementos de C se, e somente se,
a é ortogonal a todos os elementos de uma base de C se, e somente se, Ga' = 0, pois o conjunto
de vetores que estao nas linhas de G' forma uma base de C. ]

Lema 2.12. Seja C um cédigo com matriz geradora G' e dimp,C = k. Uma matriz H de ordem
(n — k) x n, com coeficientes em F, e com linhas linearmente independentes, é uma matriz
geradora de C* se, e somente se, G - H' = 0.

Demonstragdo. Aslinhas de H geram um subespaco vetorial de [y de dimensao n—k, portanto,

igual a dimensao de C*. E facil ver que G - H' = 0 equivale a dizer que todos os vetores do
subespaco gerado pelas linhas de H estao em C*. Por outro lado, esse subespaco tem a mesma
dimensao de C*, logo,

G- H'=0& Ct é gerado pelas linhas de H.
O

Em algebra linear prova-se que (V+)t = V para qualquer espaco vetorial V de dimensao
finita. Em particular, dado um cédigo C temos que (C1)+ = C. Apresentamos uma prova desse
fato.

Corolario 2.13. Seja C um cddigo. Entio (C+)* =C.

Demonstracdo. Sejam G e H matrizes geradoras de C e C*, respectivamente. Pelo Lema
anterior, temos G - H' = 0, logo, H - G* = (G- H')" = 0" = 0. Como G é uma matriz (com
linhas linearmente independentes) de ordem k x n e dimg, (C+)* = k, segue do Lema anterior
que G' é uma matriz geradora de (C1)* e, portanto, (C+)* = C. O

Agora, caracterizaremos os elementos de um cédigo C.

Proposicao 2.14. Seja C um cédigo e seja H uma matriz geradora de C*+. Entdo
acCs Hd =0.

Demonstracao. Segue do Coroléario acima e do Lema 2.11. O]

Definicao 2.15. A matriz geradora H de C* é chama de matriz teste de paridade de C. E
dado um vetor v € Fy, chamamos o vetor H vt de sindrome de v.

Observe que, para verificar se um determinado vetor v € ' pertence ou nao a um codigo
C com matriz geradora G' e dimp,C = k, ¢ preciso verificar se o sistema de n equagoes com
k incégnitas, dado por xG = v, admite solucao. No entanto, trabalhando com uma matriz
teste de paridade H, a solucao pode ser encontrada bem mais rapidamente. Basta verificar se
a sindrome de v ¢ o vetor nulo.

A matriz teste de paridade também contém informagdes sobre a distancia minima do cédigo
C como veremos nos resultados a seguir.
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Proposicao 2.16. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que
d(C) > s < quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

Demonstracao. Suponha que quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente independentes. Seja
a= (ay,...,a,) uma palavra nao nula do cédigo C e consideremos h',...h" as colunas de H.

n
Como Ha'! = 0, temos que 0 = Ha' = Zaihi. Visto que w(a) é o nimero de coordenadas
=1
' w(a)
nao nulas de a, segue que se w(a) < s — 1, terfamos uma soma do tipo Z aijhiﬂ' = 0, com
j=1
w(@a) <s—1,4; € {1,...,n} e a;; # 0 para todo j = 1,...,w(a), o que é uma contradigao.
Logo, w(a) > s e, portanto, §(C) > s. Reciprocamente, suponha que §(C) > s. Suponha

também, por absurdo, que H tenha s—1 colunas linearmente dependentes, a saber A, ..., his—1,
s—1

logo, existem a;,,...,a;_, elementos em [Fy, nao todos nulos, tais que g ai;h = 0. Dali,
=1

considerando o vetor a = (0,...,a;,,0,...,a;,_,,...,0,...,0), temos que a € C, pois Ha’ = 0,

ew(a) <s—1<s,oqueéum absurdo. O

Teorema 2.17. Seja H a matriz teste de paridade de um cddigo C. Temos que
d(C) = s & quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente independentes e existem s colunas de H

linearmente dependentes.

Demonstragao. Suponha primeiro que 0(C) = s, entao, pela Proposigdo anterior, quaisquer
s — 1 colunas de H sao linearmente independentes. Agora, afirmo que, existem s colunas de H
que sao linearmente dependentes. De fato, suponha, por absurdo, que quaisquer s colunas de
H sao linearmente independentes, logo, novamente pela Proposi¢ao anterior, 6(C) > s+ 1 > s,
o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponha que quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente independentes e
que existem s colunas de H linearmente dependentes. Pela Proposigao anterior, temos §(C) > s
e, de fato, temos §(C) = s, pois se 6(C) for maior do que s, terfamos pela Proposi¢ao anterior
que quaisquer s colunas de H seriam linearmente independentes, o que é uma contradicao. [J

Corolario 2.18 (Cota de Singleton). Os parametros [n,k,0(C)] de um cédigo C satisfazem a
desiqualdade
IC)<n—k+1.

Demonstracdo. Seja H uma matriz teste de paridade de C. Sabemos que o posto de H é igual
an—k= dim]FqCL e pela Proposicao anterior, temos que o posto de H ¢é maior ou igual a
d(C) — 1 e, portanto, n — k > 6(C) — 1. O

Definigao 2.19. Um cédigo C serda chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se
valer a igualdade 6(C) =n — k + 1.

Vejamos agora um exemplo de um cédigo linear MDS.

Exemplo 2.20. Consideremos o F,-espago vetorial F [ X]<4_1 incluindo o polinomio nulo, isto
é, Fy[X]<q-1 = {p € F,[X] | deg(p) < d—1}U{0}, onde deg(p) é o grau do polindomio p. Nao é

dificil ver que esse espaco vetorial tem dimensao d com uma base dada por {1, X, X2,..., X471}
Agora sejam n um inteiro, tal que n > d, e ay,...,a, elementos distintos de F,. Con-
sideremos a transformacdo linear 7' : Fy[X]<4 1 — Fy, tal que T'(p) = (p(au),...,p(an)).
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Veja que KerT = {p € F [X]<q-1 | p(an) = -+ = p(a,,) = 0} = {0}, pois um polinémio nao
nulo p € F,[X]<4—1 ndo pode ter n > d raizes distintas. Segue que, T" ¢ injetora. Portanto,
C =T(F,[X]<4-1) é um cédigo linear de comprimento n e dimensao d. Esse cédigo é chamado
de Cédigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao d definido por oy, ..., a,.

Como transformacoes lineares bijetoras levam base em base, segue que uma matriz geradora
do codigo C é dada por

(1) PN

1 2 ... n

a—| T a e Lo
T(Xd_l) a‘f‘l aé‘l ... af;*l

Agora seja, a uma palavra nao nula de C. Entao, existe p € F,[X]|<4-1 tal que a =
(p(e) ..., p(ay)). Logo,

wla) = [{i e {1,...,n} | plaw) # 0} =n—|{i € {1,...,n} | p(ey) = 0} > n—deg(p) > n—d+1.

Logo, §(C) > n —d + 1. Por outro lado, pela Cota de Singleton (Coroldrio 2.18), temos
d(C) <nm—d+ 1. Portanto, 6(C) =n —d+ 1, ou seja, o Cédigo de Reed-Solomon é MDS.

2.1 Codbdigos Cartesianos Afins

Nesta segao, seguindo [3], iremos apresentar alguns resultados sobre um tipo particular de
codigo.
Seja I = (g1,...,9:) C Fy[X] e consideremos o ideal I, == (g1, ..., 9:, X{ —X1,..., X1 —X,,).

Da Teoria de Corpos, sabemos que H (X —a) = X?— X, e consequentemente V(1) =V (1,).

aclFy
De agora em diante vamos sempre estar considerando a ordem lexicogréafica graduada (<grex)
em M C F [X].

Proposicao 2.21. A(1,) € um conjunto finito.

Demonstragao. Afirmo que A(Im(gy),...,Im(g;), X7, ..., X9)) < ¢". De fato, por defini¢ao te-
mos que A(lm(g1),...,1m(g:), X7, ..., X9)) é o conjunto dos mondmios que nao sao multiplos de
Im(g1),...,1m(g;), X7, ..., X4, em particular, tais monémios nao sao miltiplos de X7, ..., X2,
o que prova a afirmacao. Pela Proposicao 1.36, temos

|A(Ly)| < [A(Im(gy), ..., Im(ge), X, ..., X[ < ¢",
o que completa a demonstracao. O
Lema 2.22. Seja I C F,[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao
I ¢ um ideal radical < I contém um polinomio f; € [ X;]\ Fy tal que mde(fy, f7) = 1,
para todo j € {1,...,n},
onde f; denota a derivada usual de um polinémio.

Demonstragao. Veja em [1, Proposition 8.14]. ]
Fq[X]

q
tal que o(f +1,) = (f(P1),..., f(Pn)). Entdo ¢ € um isomorfismo de Fy- espagos vetoriais.

Proposigao 2.23. Seja V(1,) = {P1, ..., P} e seja a transformagao linear ¢ : — ™,

q
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F,[X

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que dirnlgqL
q

fi = X — Xj tem q raizes distintas temos mdc(f;, f;) = 1 para todo j € {1,...,n}, e pela

Proposigao 2.21 o conjunto A([,) é finito, entao pelo Lema anterior [, é um ideal radical.
Observe também que, Vg(I;) = V(I), onde F, é o fecho algébrico de F, e pelo Teorema
1.45 temos que |Vi-(I;)| = |A(Ly)|- Dai, m = |V(I,)| = |A(Iy)|- Portanto, pelo Teorema

= m. De fato, como o polinomio

de Buchberger (Teorema 1.37), temos que dimg, Fq][X] = |A(l,)] = m. Agora, mostraremos
que ¢ ¢é sobrejetora, e assim, aplicando o Teorema dqo Ntcleo e da Imagem o resultado estara
provado. Com efeito, consideremos os polinomios py,...,p, em F,[X], tais que p;(P;) = 0;;
para todo ,j € {1,...,m} (tais polindmios existem pelo Lema 1.43), e veja que, p(p; + I;) =
0,...,1,0,...,0) = ¢;, para todo i € {1,...,m}, onde 1 estd na i-ésima coordenada. Como
{e1,...,em} é uma base de [Fy" como F-espago vetorial, o resultado segue. O

O seguinte conceito foi introduzido por Fitzgerald e Lax em [5].

F,[X] Fq[X]

Definigao 2.24. Seja L C —; um IF,- subespaco vetorial de —7 A imagem C(L) == ¢(L)
q
¢é chamada de cédigo de variedade afim associado a L.

Vamos provar agora que todo cédigo linear pode ser representado como um codigo de vari-
edade afim. Para isso, precisaremos do seguinte Lema

Lema 2.25. Sejam Py, ..., Ps pontos de A™(F,), tal que P; = (a1, ..., a;,). Entao o polindmio

n

F(X) =T = (X0 = ap)™]

=1

€ tal que, f;(P) =0 para todo P € A™(F,)\ {P;} e f;(P;)) =1, para j=1,...,s.

Demonstragao. Sabemos que X! — X; = H (X; — a), para todo i € {1,...,n}. Logo, dado

acl,
Xi —w)? = (X; — X{ - Xi .
w € IF,, temos que ( w))(i _i} w) = )éz — = H (X;—a) , ouseja, (X;—w)i™ ! —
a€F\{w}
1= H (X;—a). Assim, 1 —(a—w) ' =lsea=wel—(a—w)"!=0se a0, e dai
a€F \{w}
o resultado segue. O]

Proposigao 2.26. Todo cddigo linear C C Fy pode ser representando como um cddigo de
variedade afim.

Demonstragao. Seja C C Fy um codigo, tal que dimp,C = k. Seja [c;;] uma matriz geradora
de Ccomi=1,....,kej=1,...,5. Escolha o menor nimero natural n, tal que ¢" > s.
Seja Y = {P,..., P} € A*(F,) (existem pelo menos s pontos em A"(F,), pois |A"(F,)| =
q¢" > s) esejal = ZI(Y) o ideal de Y em F,[X]. Vamos denotar P; = (aji,...,a;,) para

j=1,...,s. Temos pelo Lema anterior que o polinémio f;(X) = H[l — (X; —ap)?'], 6 tal

=1
que f;(P) = 0 para todo P € A"(F,) \ {F;} e f;(P;) =1, para j = 1,...,s. Agora, defina

F, X
g+ 1, = Zcij(fj—l—]q), para i = 1,...,k e tome L = F {g1 + I,,..., 95 + I,} C % 0
J=1 q
subespago gerado por {¢1 + Iy, ..., gk + I,}. Entao C = C(L), pois ¢(g; + 1,) = (¢i1,- .-, Cin),
. F, X ,
paraz:l,...,k;egoz#—)Fgetalque, o(f+1,) = (f(P),..., f(P)). O

q
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Agora vamos apresentar resultados sobre um tipo de cédigos de variedades afins que foi
introduzido por H. Lépez, C. Renteria-Marquez e R. Villareal em [10]. Tal cédigo é construido
da seguinte forma: sejam Aj,..., A, conjuntos nao vazios de F, e defina X := A; x --- x A,.
Defina também f; == H (X; — a) para todo ¢ € {1,...,n} e consideremos I = (f1,..., fn),

Q€A
é facil ver que V(I) = X. Como no inicio da se¢do, consideremos I, = (f1,..., fu, X{ —
Xi,..., X2 —X,) e observe que nesse caso I = I, pois f; é um divisor de X! — X; para todo

ie{l,...,n}.

Fy[X]
I

Log={p+1]|p=0oudeg(p) <d}, onde deg(p) é o grau do polinomio p € F,[X]. Definimos
Fy[X]
1

Definicao 2.27. Seja d € Nj e consideremos o F,-subespaco vetorial de dado por

cédigo cartesiano afim como sendo a imagem Cx(d) = ¢(L<q4), onde ¢ :
que p(f + 1) = (f(P),.... f(Pn)) e {P1,.... Pn} = X = V(I).

No que se segue vamos determinar os parametros desses cédigos. Observe que |V (I)| =
dy.--- .d, é o comprimento de Cx(d) para todo d > 0. Em [10, Proposition 3.2] os autores
provaram que podemos assumir que 2 < d; < --- < d, sem perda de generalidade.

—)FZ” é tal

Lema 2.28. {f1,..., fn} € uma base de Grébner de I

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema 1.30, pois mde(Im(f;), Im(f;)) = mde( X, X;lj) =
1 para todo 4,57 € {1,...,n} com i # j. Outra possivel demonstragao é a seguinte. Observe
que A(I) C {X™M. ... X |0<a; <d;Vi=1,...,n}, pois I = (fi,..., fn) e Im(f;) = X
para todo i = 1,...,n. Logo, pela Proposicao 1.44 |V (I)| = dy.--- .d, < |A(D)| < dy. -+ .dy,
ou seja, |A(I)| = dy.--- .dy. Isso mostra que B = {fi,..., fn} é uma base de Grobner de I,
caso contrario pelo algoritmo de Buchberger conseguiriamos adicionar a B um polindémio, cujo
monomio lider nao seria um multiplo de Xl-di para todo ¢ = 1,...,n, mas isso implicaria que

IA(D)]| < dy. - .dy. O
Lema 2.29. (Conforme [10, Lemma 2.3]) Z(X) = I.

Demonstragdo. E claro que I € Z(X), logo A(Z(X)) € A(I) = {Xf‘l.- Xa" |0 < a; <
d; Yi = 1,...,n}. Entao, pela Proposigao 1.44 e pelo Lema acima, d;.--- .d,, = |V(Z(X))| <
IAZ(X))| < |A({I)| =dy.- -+ .dy, logo, |[A(Z(X))| = dy.- - .dy,. Neste caso, temos AZ(X)) =
{X7 oo X0 |0 < ay <d; Vi=1,...,n}, pois A(Z(X)) C A(I). Agora, dado f € Z(X),
temos que, Im(f) é multiplo de Im(f;) = Xidi para algum i € {1,...,n}, caso contrario,
Im(f) € A(Z(X)), o que é uma contradicao. Entao {fi,...,f,} C Z(X) é uma base de
Grobner de Z(X) e, portanto, Z(X) = (fi,..., fu) = 1. O

Agora, queremos calcular a dimensao de Cx(d). Como ¢ é um isomorfismo de F-espagos
vetoriais e Cx(d) = ¢(L<q), temos que, dimp,Cx(d) = dimg,L<4. Definimos A(I)<4 como o
conjunto dos elementos de grau total menor ou igual a d que estao em A([), ou seja, A(I)<y =
A(I) N Fq[X}Sd

Proposicao 2.30. O conjunto {M + 1 | M € A(I)<q} € uma base de L<q como F -espago
vetorial.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.37 sabemos que o conjunto B = {M + 1 | M € A(I)<q} ¢
linearmente independente, e claramente esta contido em L<,4. Agora, seja p € F [X],p # 0 tal
que deg(p) < d. Dividindo p por {fi,..., fn}, temos pelo algoritmo da divisdo que o resto r
obtido através dessa divisao é tal que, Im(7) <glex Im(p) ou 7 = 0, ou seja, deg(lm(r)) < d ou
r=0. Ser =0, é claro que p+ I = 0 + I é uma combinagao F -linear de elementos em B e
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se v # 0, temos p + I = r + I que é uma combinacao [F -linear de elementos em B, pois todos
os monomios aparecendo em 7 estdo em A(I)<4 (aqui usamos que {fi,..., fn} é uma base de
Grobner de I), e portanto, B é uma base de L<, como F-espago vetorial. n

Temos a seguinte consequéncia do resultado acima.

Lema 2.31. (Conforme [10, Theorem 3.1]) A dimensao de Cx(d) € dimg,Cx(d) = |A(I)<dl,

em particular dimg,Cx(d) =d;.--- .d, e §(Cx(d)) =1 para todo d > Z(dl —1).

i=1

Demonstracao. A primeira afirmacao é uma consequéncia da Proposicao acima e o fato de ¢
ser um isomorfismo. Para a segunda e terceira afirmagcao, observe que A(7) = {X{*'. -+ . X |
0<a;<d;—1Vi=1,...,n}, pois {fi1,..., fn} é uma base de Grobner de I. Logo, deg(M) <

Zai < Z(dz — 1) < d para todo M € A(I). Portanto, A(I)<q = A(I) sempre que d >

=1 i=1
n

Z(d" —1). E o resultado segue, pois dimp,Cx(d) = |A(f)<q| = d1.- - .dy e Cx(d) = p(L<q) =
i=1

dy.-.dn
Fé-dn O

Teorema 2.32. (Conforme [10, Theorem 3.1]) A dimensao de Cx(d) para 0 < d < Z<dl -1)
i=1
¢ dada por

. n+d - n—+d—d;
dZquCX(d):( d )—Z( d—dz )_|_+

i=1

( 1) Z ( d_dil_"'_d + +( 1) d—d. —---—d ’

1<ip<<ij<n i ! "

|
onde consideramos “) = 0seb<0,e ) [ sea >b >0, ¢ o coeficiente binomial
b b (a — b)!b!

de a na classe b.

Demonstragdo. Pelo Lema anterior, dimg, Cx (d) = |A(I)<q|, ou seja, a quantidade de monomios

em A(J) da forma X{*..... X com 0 < Z a; < d. Consideremos

i=1
R(t) = (14t4 4t ... (L+t+- 4l

é fécil verificar que o coeficiente de t¢ em h(t) é igual ao niimero de monémios em A(/) que tem
n

grau e, para todo e € {0, ..., Z(dz —1)}. Assim, uma maneira de obtermos o que queremos
i=1

¢ calcularmos os coeficientes de t%,¢,...,t? e entdao somé-los. Outra maneira mais rapida é

observar que ha uma bijegao entre os conjuntos A(l)<4 e

Ag = {X5. X" X € Fy[Xo, Xq, ..., X, | com
Zalzde()galgdl—lwzl,,n}

1=0
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X X
dada por 3 : A(I)cg — Ay, onde (M) = XIM (f,,%) e 71 Ay — A(l)<y 6
0 0
dado por 37Y(N) = N(1, X4,...,X,,). Agora, consideremos
Ht) =1 +t+t2 4+ ) - (THt+--Fth ... (Lt+- ),

entdo o coeficiente de t¢ é |A,4|. Note que,

1 1—1th 1 — tin

Assim, H(t) (1 —t%). Usando que

1 ~ 1 = (n+7\ ..
_ S — )t
((1—t>n+1) (1) Z( j ) e

)

H(t):<§:<n;—j>>(1—zzj;tdi+ Sttt 4oy

§=0 1<iy <ig<n

(—1)] + Z tdi1+...+dij 4ot (_1)ntdil+---+din).

1<y <<ij<n

Segue que, o coeficiente de t* em H(t) usando o produto acima é a expressao da dimg,Cx(d)
que estd no enunciado do teorema. Como queriamos demonstrar. O]

Vamos precisar do seguinte resultado para encontrar a distancia minima de Cx(d), com

0<d<> (di—1).
=1

Lema 2.33. Sejam 0 < d; < --- < d, es < Z(dZ — 1) inteiros. Defina m(aq, ..., o) =

i=1
n

H(di —a;), onde 0 < oy < d; é um inteiro, para todo i = 1,...,n. Entao
i=1
min{m(as, ... 0n) | a1+ -+ ap < s} = (dppa = 0) [] i,
i=k-+2
k
onde k e € sao unicamente definidos por s = Z(d, — 1)+ com 0 <l < dpyy — 1. Aqui, se

=1

k+ 1 = n, entao entendemos que H d; =1, e se s < dy — 1, entao consideramos k = 0 e

i=k+2
! =s.

Demonstragao. Veja em [3, Lemma 2.2]. O

Teorema 2.34. (Conforme [10, Theorem 3.8]) Seja 0 < d < Z(d’ —1). Entao §(Cx(d)) =

i=1
k

(dps1 —0) H d;, onde k e l sao unicamente definidos por d = Z(d, — 1)+l com0< /(<

i=k+2 i=1
n

di+1 — 1. Como no resultado acima, se k+ 1 = n entendemos que H di=1,esed<d —1

i=k+2
entao consideramos k =0 e ¢ = d.
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Demonstragao. Seja F'+1 € L<y\{0} e defina Jp = (F, f1,..., fn). Entéo o ntimero de zeros
da palavra o(F + I) é igual a |V (Jp)|, de modo que w(p(F + I)) Hd — |V(Jp)|. Pela

Proposigao 1.44, temos que |V (Jp)| < |A(Jr)|. Seja M = X{*.- Xﬁ” o monomio lider de
F (0 <o <d; paratodo i € {1,...,n}, pois M € A(I)<,), pela Proposigéo 1.36, temos que

A(Jp) € AM, XM .. X&) assim, |V(Jp)| < Hdi - H<d‘ — o). Logo, w(p(F +1)) =

i=1 i=1
n

ﬁdi —|V(Jr)| > ﬁd (H d; — ﬁ d; — oy ) = ﬁ(dl — o), assim, pelo Lema acima
i=1 i=1

=1 =1
n

w(e(F+1)) > (dgy1 — 0) H d;, e portanto, §(Cx(d)) > (dgi1 — {) H d;. Para ver que
i=k+2 i=k+2
essa cota inferior, na verdade, é atingida, escrevemos A; == {a;1,..., a4} parai = 1,...,ne

kodi—1 ¢ k
tomemos G(Xi,..., X (H H — a;; ) H(Xk+1 — Q(k+1);), entdo deg(G) = Z(d’ —

i=1 j=1 j=1 i=1
n

D+l=deGtem [[di— (des —0) [] di assim, w(o(G +1)) = (dss — 0) [] ds- O
=1 i=k+2 i=k+2

Comparando a prova acima com a prova original apresentada em [10, Theorem 3.8|, pode-
se observar que a demonstracao acima é mais simples. No proximo capitulo, na maioria das
vezes, iremos utilizar técnicas como a de acima para determinar cotas para o r-ésimo peso de
Hamming generalizado (que serd definido posteriormente) de alguns cédigos em especifico.
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Capitulo 3

r-ésimo Peso de Hamming
Generalizado de alguns cédigos de
avaliacao

3.1 O r-ésimo peso de Hamming Generalizado de um
codigo linear

Definigao 3.1. Sejam C C Fj um cédigo linear de dimensao k£ e D um subcédigo de C, ou
seja, D ¢ um [ -subespaco vetorial de C. O suporte de D é o conjunto

X(D) = {Z | 3 (ala"'7an) EDaai #0}
O r-ésimo peso de Hamming Generalizado de C é o conjunto
6,(C) = min{|x(D)| | D é um subcédigo de C com dimg, D = 7}.

Definicao 3.2. Seja B um subconjunto de um Fg-espaco vetorial V. Definimos o subespaco
gerado por B por F B.

O suporte x(8) de um vetor 3 € Fy é x(F,{3}), isto é, x(8) é o conjunto de todas as
entradas nao nulas de 5. E observe que, para r =1, 6;(C) = min{|x(8)| | 5 € C\ {0}} = (C)
¢ a distancia minima do cédigo C.

A partir das defini¢oes acima é simples provar o seguinte resultado.

Lema 3.3. Seja D um subcédigo de C C Fy de dimensdo r > 1. Se {B1,...,B,} € uma base

de D com B; = (B, ..., Bm) parai=1,...,r, entio x(D) = UX(@') e |x(D)| € o nimero de
i=1
colunas nao nulas da matriz

Buu - P o P

Po o0 P 0 P

57‘1 ﬁri ﬁrn
Definicao 3.4. A hierarquia de pesos de um cédigo linear C de dimensao k é definida como
sendo a sequéncia (6;(C), ..., 0,(C)).
Proposigao 3.5. Seja C C Fy um codigo linear de dimensao k > 0. Entao

1 <6(C) << 0k(C) <.
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Demonstracao. Vejamos que 6,_1(C) < §,(C). De fato, sejam D um subcddigo de C de dimensao
r tal que 6,(C) = |x(D)| e B uma matriz geradora de D, pelo Lema 3.3 |x(D)| é o nimero de
colunas nao nulas da matriz B. Agora, eliminemos uma linha qualquer de B e consideremos a
matriz formada pelas entradas de B com excecao da linha que eliminamos. Essa nova matriz,
digamos, A, é uma matriz geradora para um subcédigo de C de dimensao r — 1 com suporte
menor ou igual a |x(D)|. Concluimos que, d§,_1(C) < |x(A)| < |x(D)| = 6,.(C).

Resta provar que as desigualdades sao estritas. Seja D um subcédigo de C tal que |x(D)| =
6r(C) e dimp,D = 7. Seja i € x(D), através do processo de eliminacdo gaussiana na matriz
geradora B do subcddigo D, conseguimos obter uma nova matriz cuja i-ésima coluna tem r — 1
entradas nulas e uma entrada igual a 1, digamos, na j-ésima linha. Eliminando essa j-ésima
linha, obtemos uma matriz geradora de um subespago D;, que tem dimensao igual a r — 1 e
nao tem ¢ no suporte. Portanto, 6,_1(C) < |x(D;)| < |[x(D)] —1=10,(C) —1 < 6,(C). O

Coroléario 3.6 (Cota de Singleton Generalizada). Seja C C Fy um cddigo linear de dimensdo
k> 0. Entior <6,(C) <n—k+r.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao acima, temos que, 6,(C) < §,41(C) —1 < (§,42(C) — 1) =1 =
0r2(C) =2 <+ <0y 1) (C) = (k —7) = 61(C) =k + 7 < n—k+r. Para ver que 6,(C) > r,
observe que todo subcédigo D de C, com dimg, D = r, admite uma matriz geradora (escalonada)
com r colunas nao nulas. O

Teorema 3.7. Sejam C C Fy um cddigo, H a matriz teste de paridade de C e H;,1 <1i <mn,
0s vetores colunas de H. Entao

5.(C) =min{[I| | I € {1,...,n}, [I| — dimg, (F,{H;|i€I})>r}

Demonstragao. Dado I C {1,2,...,n}, com |I| =/, definimos S(I) =F,{H; |ic I} e

SH(I) = {a: (ay,...,a,) € A"(F,) | a; =0 parai ¢ I, eZaiHZ- :0}.

iel
Afirmo que dimg, (S(I)) + dimg, (S*(I)) = £. Seja I = {iy, ..., i} e A a matriz

Bri, Bis e By,
. 5211 5212 : : 52”
Bin—kyin  Ban—kyis * Bin—rk)is

obtida a partir das colunas de H e dos indices em I. O subespaco W C Fg gerado pelas linhas
de A tem a mesma dimensao de S([), pois ambas as dimensoes sao iguais ao posto de A. Existe
um isomorfismo entre W+ e S*+(I) logo dimg, S(I) + dimg, S*(1) = ¢.

Observe também que S*(I) é um subcédigo de C, pois dado a = (ay, ..., a,) € SH(I) temos

que ZaiHi = 0, ou seja, Ha' = 0.
=1

Se}a D um subcédigo de C de dimp, D = r tal que |x(D)| = 6,(C) e consideremos [ =
x(D). Veja que D C S*(I), pois se a € D temos que a; = 0 para todo i ¢ x(D) = I e

0= Ha' = Zain- = ZaiHi. Entao diquSL(I) > r = dimg,D. Suponha, por contradigao,
i=1 icl

que dimg, SH(I) = ' > r, assim, 0,,(C) < [x(SH(I))] < |I| = |x(D)| = 6,(C), contradicao

com a Proposicao 3.5. Logo, dimg, S*-(I) = r e entdo D = S+(I). Dali, |I| — dimg, S(I) =

dimg, S*(I) = r.
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Defina d := min{|I| | I C {1,...,n}, |I| — dimp, (F,{H; |i € I}) =r}esejal C{1,...,n}
tal que |I| = d e d — dimp,S(I) = r. Entdo dimp, S*(I) = d — dimg, S(I) =d — (d —71) =1,
logo, S*(I) C C ¢ um subcddigo de dimg, S*(I) = r. Dal, 6,(C) < [x(S*(I))| < |I| = d. No
paragrafo acima mostramos que existe I tal que |I| — dimg, S(I) = r e |I| = 6,(C). Dai vem

que d = 6,(C).

m
Exemplo 3.8. Seja
10011
G=|(01010
00101
a matriz geradora de um cédigo C C F3. Seja
1 1010
H = ( 10101 > ’
como GH' = 0, pelo Lema 2.12 H é a matriz teste de paridade de C.
Seja I um subconjunto de {1,...,5}. Considere o subespago vetorial gerado pelas colunas

H; de G para i € I. Queremos encontrar I de tal modo que |I| — dimg, F{H; | i € I} = r,
com 1 < r < 3, e |I| = min{|/| | || — dimp, F{H; | i € I} = r}. Para r = 1, vemos
que o menor dos conjuntos de colunas satisfazendo dimp F{H; | i € I} = 1 sao I = {2,4}
ou I = {3,5}. Entao pelo Teorema acima 6;(C) = 2. Para r = 2, pela Proposi¢ao 3.5
01(C) = 2 < 62(C) # 1,2 e observe que nao existe nenhum subconjunto I C {1,...,5} com 3
elementos tal que |I| — dimg, F{H; | i € I} = 2, mas para I = {1,2,3,4} temos a igualdade
desejada, logo, pelo Teorema acima d5(C) = 4. Para r = 3, basta observar que o nimero de
colunas nao nulas de G é igual a 5 (ou use a Proposigao 3.5), e entao d3(C) = 5.

O préximo Teorema da uma relacao entre os pesos generalizados de C e os pesos generali-
zados do cédigo dual C*.

Teorema 3.9. (Dualidade) Seja C C Fy um cédigo de dimg,C = k, entdo
(.0 |1<r<ky={1,....n3\{n+1-06,(CH) |1 <r<n-—k}

Demonstracio. Seja D um subespaco de C* tal que dim D = r e |X(D)| = 6,(C1), e seja H
uma matriz geradora para C+. Temos que H é uma matriz (n — k) x k, e podemos assumir
que as r primeiras linhas de H sejam uma base para DD. Podemos assumir ainda, depois de um
processo de escalonamento, e de permutacoes de colunas, que H seja da forma

0 - 0ix - %10 - 0
M, i e i 5
[ [ [
10 0% x 10
0= ’ﬁff.ff(f)f 777777777 Tk T x xR
[ [ [
: Id, ., : :
0O --- 01 Ik eee k1 k oo+ %
—_—— —— ——
T U |4

Observe, olhando as r primeiras linhas, que devido a escolha de D o numero de colunas
no conjunto U mais 7 deve ser igual a §,(C*), logo os conjuntos 7' e V contém um total de
n — 4,(C*) colunas.

Consideremos a projecao dos vetores v € C*+ C [, sobre IFZ_(;“(CL) na qual consideramos
apenas as entradas correspondentes as colunas dos conjuntos T e V. A projecao dos vetores nas
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n — k — r ultimas linhas da matriz acima vai gerar um subespaco W C IFZ_(ST'(CL) de dimensao
n—k—r. E claro que Wt C FZ_(ST(CL) tem dimensao igual a (n — 6,(C)) — (n —k — 1) =
k+r—4,(C+). Usando os vetores de W+ podemos construir um subespaco E C C, de dimensao
t:=k+r—0.(Ct), cujos vetores tém as primeiras r entradas nulas e também tém zero nas
posigoes correspondentes as colunas do conjunto U. Isso mostra que di(C) < n —§,(C*), e a
fortiori temos d;(C) < n — 6,(Ct) para todo i € {1,...,t}.

Suponha agora, por absurdo que dyy;(C) = n — 6,(C*) + 1 para algum j € 1,...,k —t.
Nesse caso, existe uma matriz geradora GG para C' cujas t 4+ 7 primeiras linhas sao uma base de
um subespaco D’ C C' cujo suporte tem cardinalidade igual a n — 6,(C+) + 1. Como acima,
depois de um processo de escalonamento, e de permutacoes de colunas, que G seja da forma e

0 Oi% -« %10 --- 0
\ \ \
e o 3 5
| Ik eee kI
G = 0 ST To T T T T TH e R K e %
\ \ \
o M| |
0 01 S S
—— —— ——
T’ U’ \%4

Como o suporte de D’ tem cardinalidade n — §,(C+) + 1, vemos que os conjuntos de colunas
T' e V' tém um total de 6,(C*) — 1 colunas. Como acima, consideramos a projecao de v €

C C Fy sobre FgT(CL)fl na qual consideramos apenas as entradas correspondentes as colunas
dos conjuntos 7" e V'. A projecao das tiltimas k — ¢t — j linhas de G gera um espago de
dimensao k —t — j, cujo dual em Fg”(cl)_l tem dimensdo igual a 6,(C*+) —1— (k—t —j) =
6.(CY)—=1—(k—(k+7r—0,(C*)) —j) =r+j—1. A partir desse espago dual podemos obter
um subespago de C* de dimensao 7 + j — 1 cujo suporte é no maximo 4,(C+) — 1, absurdo, j&
quer+j—1>r. ]

3.2 C(Cdbdigos de Avaliacao

Defini¢ao 3.10. Seja X = {Py,...,P,} um conjunto de pontos distintos do espacgo afim
A"(F,). A funcgao de avaliacao, denotada por ev, é a fungio F -linear dada por

ev: X mm e r e (R F(B)),

I
F,[X]

onde I :=Z(X). Seja L um subespago vetorial de q[ . A imagem Lx = ev(L) é chamada

de cédigo de avaliagao sobre X.

Veja que, a funcao ev, como denotada acima, é um isomorfismo entre F -espacos vetoriais.
De fato, como X;—Xj € [ paratodo j € {1,...,n}, temos que I = [, e como V(I = I,) = X,
segue da Proposicao 2.23 que ev é um isomorfismo.

Veremos agora que, todo cddigo de variedade afim é um codigo de avaliacao. Para isso,
precisaremos dos seguintes resultados auxiliares.

Lema 3.11. (Lema de Seidenberg) Seja I C K[X] um ideal proprio tal que A(I) é um conjunto
finito e K € um corpo qualquer. Se, para todo i = 1,...,n existe em I um polinomio ndao
constante f; € K[X;], com mdc(f;, fI) = 1, onde f! denota a derivada usual de um polinémio,
entao qualquer ideal proprio de K[X] contendo I € um ideal radical.
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Demonstracao. Veja, por exemplo, em [1, Lemma 8.13]. O

Teorema 3.12 (Hilbert Nullstellensatz). Seja K um corpo, . uma extensao algebricamente
fechada de K, e f,g1,...,9m € K[X]. Entao sao equivalentes:

1. Para todo a € L", g1(a) = -+ = gm(a) = 0 implica que f(a) = 0.

2. feN(91,--,0m)-

Demonstragao. Veja em [1, Theorem 7.40]. O

Corolério 3.13. Seja I C Fy[X] um ideal tal que X} — X; € I para todo i € {1,...,n}. Entao
IV({I) =1.

Demonstragdo. Sejam I = (gi,....9m) C F,[X] um ideal tal que X! — X; € I para todo
ie{l,...;n}, f€Z(V({)) ea=(a,...,a,) € F, tal que gi(a) = - = gn(a) = 0. Entdo
al —a; =0 para todo ¢ € {1,...,n}. Assim, a; € F, para todo i € {1,...,n}. Logo, a € V(I)
e assim, f(a) = 0. Pelo Teorema anterior segue que f € v/I. Portanto, Z(V(I)) C VI =1 (a
ultima igualdade vem do Lema 3.11). O

Fy[X]
[—

Proposicao 3.14. Seja I C F[X] um ideal e L C
q
cddigo de variedade afim C(L) € igual a Lx, onde X =V (I,).

um subespaco vetorial. Entdo o

Demonstracao. Temos que I, ¢ um ideal radical, e pelo Coroldrio acima temos que I, =
Z(V(l,) = Z(X). E o resultado segue, pois nesse caso ev = ¢ (¢ conforme definido na
Proposigao 2.23). O

Proposicao 3.15. Seja X C A"(K) um subconjunto finito. Para cada 1 < j < n, existe um

polinomio f; € K[X;] \ K tal que f; € T(X), com mdc(f;, f;) = 1 e qualquer ideal préprio de
K[X] que contém Z(X) é um ideal radical.

Demonstragdo. Sejam P, ..., P, os pontos de X. Escrevendo P; = (pi1, ..., pin) com p;; € K
para todos i € {1,...,m} e j€{l,...,n}. Paracada 1 < j <n consideremos o conjunto

Dj = {pz] \i:1,...,m}:{a1j,...,adjj},

onde ayj, ..., aq;; sao elementos distintos de K e d; = |D;| para j € {1,...,n}. Os polinomios
de uma variavel dados por

fi=(Xj—ay). - (Xj—ag;),j=1,...,n

se anulam em todos os pontos de X. Agora, como cada f; é um polinémio separavel de K[X}]
(pois todas suas rafzes sao simples) para j = 1,...,n, temos que, mdc(f;, fj) = 1. Portanto, o
resultado segue do Lema 3.11. [

Corolario 3.16. Nas hipdteses da proposi¢ao acima |[A(Z(X))| < oco.

Lema 3.17. Seja X um subconjunto finito de A™(F,). Se F' € um subconjunto finito de F,[X],
entao

V(F) N X] = |AZX) + (F)].
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Demonstracao. Afirmo que V(F)NX = V(Z(X) + (F)). De fato,

PeV(F)NX =Pec Xe f(P)=0paratodo f € F
=g(P) = g1(P) + g2(P) = 0, com g1 € Z(X), g> € ('), para todo g € Z(X) + (F)

=P e V(Z(X) + (F)).
Por outro lado, como Z(X) C Z(X) + (F) e (F) C Z(X) + (F), segue que V(Z(X) + (F)) C
V(F)NV(Z(X )) V(F)NX. VeJa também que, |A(Z(X)+(F))| < oo, pois [A(Z(X)+(F))| <
A(Z(X)) < co. Agora, se (F) = [ ], temos que V(F)N X = V(I(X) +(F)) =V(F,X]) =
0 = AF,[X]) = AZ(X) + (F)). Se (F) # F,[X], pela Proposigao acima Z(X) + (F) é um
ideal radical, pois Z(X) + (F) é um ideal préprio de F [X] e Z(X) C Z(X) + (F). E sabemos

)
que, V(I(X) + (1) = Vg (T

é (F). Es
(X) + (F)). Assim, pelo Teorema 1.45, |V(Z(X) + (F))| =
|IA(Z(X) + (F))|. Portanto, |V (F

)NX| =|AZ(X) + (F))] O
Definicao 3.18. Se F' = {fi,..., fi} é um conjunto finito de polinémios de F,[X] definiremos

Im(F) = (Im(f,)...,Im(f,)).

Observe que, pela definicao acima, podemos ter
m(F) #Im((F)) = ({Im(f) | f € (F), f # 0}).
Teorema 3.19. Seja X C A™(F,). Se F' é um conjunto finito de polinomios de F,[X], entao
V(EF) N X| = |AZX) + (F)] < [A(Im(Z(X)) +1m(F))| < |AZ(X))] = [X].
Além disso, |A(Z(X) + (F))| < |AZ(X))| se (F) € Z(X
Demonstracao. A igualdade do lado esquerdo segue do Lema acima e como a funcao de ava-

F
o X] — F™, tal que, f+ 1~ (f(P),...,f(Py)), é um isomorfismo, segue que
I(X) q M q M M ) M ) g q
F,[X]

|AZ(X))| = dimmq% = dimﬂ?q]Fl])ﬂ = |X|. Agora, seja G = {gi,...,9s} uma base de
Grobner de Z(X), entao Z(X) + (F) = (G U F). Assim, pela Proposigao 1.36, temos que

A(Z(X) + (F)) € A(lm(ga), - .., Im(gs), Im(f1), ..., Im(f1)).

Observe que, como G = {g1, . .., gs} ¢ uma base de Grébner de Z(X), vale que (Im(g1), .. .,1m(gs)) =
Im(Z(X)) logo {lm(g1),...,1m(gs),lm(f1),...,Im(f;)} é um conjunto gerador para Im(Z(X))+
Im(F"). Além disso, um conjunto de monoémios é uma base de Grobner para o ideal gerado por
ele, logo

liacao ev :

A(lm(gy), - -, m(ge), Im(f1), ... Im(fy)) = A(Im(Z(X)) + Im(F)).
Também temos A(Im(Z(X)) 4+ Im(F)) C A(lm(I(X)) A(Z(X)).
Portanto, |A(Z(X) + (F))] < [A(m(Z(X)) + m(F))| < |AZ(X))].
Agora, vamos provar a segunda parte do Teorema. Se (F) ¢ Z(X), entao Z(X) C
e pela Proposigao 3.15, Z(X) + (F) é um ideal radical, e sabemos que V(Z(X)
Ve (Z(X) + (F)) e que V(Z(X)) = V5(Z(X)). Suponha, por absurdo, que V(Z(X)
V(Z(X)), entao

Z(V(Z(X) + (F))) = Z(V(I(X))) = Z(VF,(Z(X) + (F))) = Z(Vg,(Z(X)))
ST(X) + (F) = (X)),

Z(X)+(F)
+(F)) =
+(F)) =

o que é um absurdo. Dai, V(Z(X) + (F)) & V(Z(X)), e entao, |[V(Z(X) + (F))| < |[V(Z(X))].
Portanto, pelo lema acima |A(Z(X) 4+ (F))| = [V(Z(X) + (F))| < |[V(Z(X))| = |X| =
[AZ(X)]- O



Fy(X]

Definicao 3.20. Seja £ um subespago vetorial de Z(X)

1 <r <k, definimos

de dimp £ = k. Dado um inteiro

(L), ={F' ={fi+1,...,f+1} C L| F éum subconjunto linearmente independente de L},
onde I =7(X).

Observacao 3.21. A partir de agora consideraremos I = Z(X). Além disso, sempre que
tomarmos algum representante f € F,[X] para uma classe f + I, estaremos assumindo que
os mondmios que aparecem em [ estdo em A([). Observe que, pelo Teorema 1.37, existe um
unico tal representante para essa classe.

Teorema 3.22. Sejam X = {Py,..., P,} um subconjunto de A™(F,) e L um subespaco vetorial
de ]F(I[X]

T Entao

6-(Lx) =AU — max{|A(I + (F))| | F' € (£),} para 1 <r < dimg, Ly,
onde F={f1,....f.} se ' ={fi+1,..., [ +1}.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que
{Ix(D)| | D é um subcédigo de Lx e dimp, D =7} = {| X\ V(F)| | F' € (£),}.

De fato, seja D um subcédigo de Lx de dimp, D = 7 com matriz geradora G = (3;;), com
1<i<rel<j<m,como a funcao de avaliacao ev ¢ um isomorfismo de [F,-espacos vetoriais
temos que existe F' = {f1 +1,....f, +1} € (L), tal que ev(f; + 1) = (f;(P1),..., f;(Pn)) =
(Bj1s-- -, Bjm) = B;j para todo j € {1,...,r}. Observe que a j-ésima coluna de G nao é nula
se, e somente se, P; € X \ V(F). Assim, pelo Lema 3.3 |x(D)| = |X \ V(F)|. Por outro lado,
seja F' ={fi+1,...,f +1} € (L), edefina g; =ev(f; + 1) = (fi(P1),..., fi(Py)) para todo
i € {l,...,r}. Tomando D = F,{f1} + --- + F,{f,} temos que D é um subcédigo de Lx
de dimg, D = r, pois como ev é um isomorfismo e I" € (£), o conjunto {f,...,53,} C Lx ¢é
linearmente independente e é uma base de D. Dai, usando novamente o Lema 3.3 segue que
(XA V()] = Ix(D)].

Portanto, pelo que foi provado acima, pelo Lema 3.17 e pelo fato da funcao de avaliacao ev
ser um isomorfismo temos que

6-(Lx) = min{|x(D)| | D é um subcdédigo de Lx e dimg, D = r}
= min{|X \ V()| | F" € (£),}

min{| X \ (V(F) N X)[ | F" € (L)}

| X| = max{|V(F) N X|| I € (L),

m —max{[A(I + (F))| | F" € (L)}

= |A(I)| = max{|A( + (F))| | F' € (£),}.

]

Definicao 3.23. Seja X um subconjunto de A™(F,) e fixe uma ordem monomial < em M.

,X]

Dado um subsespaco vetorial £ de —2 i

Im;(£) == {Im(f) [ f+ 1 € L},

e um inteiro 1 < r < dimy, £ definimos o conjunto
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lembrando que, segundo a observacao 3.21, o representante f é escolhido de maneira especifica,
e definimos também

N, ={N={Ny,....,N,} | N Clmg(L) e N; # N; para todo ,j € {1,...,7}}.
Definimos como r-ésima pegada do codigo de avaliagao Lx o niimero
fp, (Lx) = |AU)] — max{|A(Im(]) + (N))| | N € N5},

onde Im(I) é o ideal gerado pelos monomios lideres (com relagao a <) de todos os elementos
nao nulos que estao em 1.

Teorema 3.24. Seja X um subconjunto de A™(F,) e fize uma ordem monomial <. Seja L um

X]

subespaco vetorial de qT e seja Lx o codigo de avaliacao sobre X. Entao

fp,.(Lx) < 6,(Lx) para 1 <r < dimp, Lx.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.22 existe F' € (L), tal que 6,(Lx) = |A(D)| — |A(L + (F))].
Suponha que F' = {fi,..., fr}, como F' = {fi +1,...,f. + I} é um conjunto linearmente
independente entao F' é linearmente independente também. Se existir i € {2,...,7} tal que

Im(f;) = lm(f;) tomamos g1 = f1, ¢} = f1 — lli((?)) fieg; = fjse Im(f;) # Im(f1), fazendo

o mesmo processo (eliminacdo Gaussiana) que fizemos para f; obtemos um conjunto G =
{91,...,9-} tal que Im(g;) # lm(g;) para todo 4,5 € {1,...,r} e (F) = (G). Assim, §,(Lx) =
IA(D)| = A + (G))] e {lm(¢1),...,Im(g,)} € N,. Entao, pelo Teorema 3.19, temos que

AL+ (@) < |A(Im(]) +1m(G))| < max{[A(Im(I) + (N))] | N € N, }.
Portanto,
fp,(Lx) = [A(D)] = max{[A(Im(]) + (N))| | N € N} < [A()] = [A(L + (G)] = 0.(Lx),
ou seja, a r-ésima pegada fp, (Lx) é uma cota inferior para o r-ésimo peso de Hamming gene-

ralizado 0,(Lx).
[

3.2.1 Coadigos do tipo Reed-Muller

Definicao 3.25. Fixe um grau d > 1, considere o [F;-subespaco vetorial L<, de

CcOomo

F,[X]
1

na Defini¢do 2.27 e seja X = {Py,..., P, } um subconjunto de A™(F,). O cédigo de avaliacao
ev(L<g) == Cx(d) é chamado de cédigo do tipo Reed-Muller de grau d sobre X.

Proposicao 3.26. Para todo d > 1 as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras

Z) diquCX d) = |A(I) ﬂFq[X]§d|.

(
ZZ) dlquCX(d) < dlquCX<d+ 1)
i) dimg,Cx(d) = m para todo d > m — 1.

iv) Se §(Cx(d)) > 2 entdo 6(Cx(d+ 1)) < 6(Cx(d)), e se §(Cx(d)) =1 entao 6(Cx(e)) =1
para todo e > d.

v) 6(Cx(d)) =1 para todo d > m — 1.
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Demonstragio. (i) Como a funcdo de avaliagao é um isomorfismo temos que dimp,L<4 =
dimg,Cx (d) para todo d > 1 e pela Proposicao 2.30 dimg, L<g = |A(]) NTF,[X]<q4l.

(ii) Seja P € Cx(d) entdo existe f+1 € L<y tal que P = (f(Py),..., f(Py)). Como deg(f) <
d < d—+1 segue que P € Cx(d+ 1), logo Cx(d) C Cx(d+ 1) para todo d > 1. Portanto,
dimg,Cx (d) < dimg,Cx(d 4 1) para todo d > 1.

(iii) Como V(I) = V(Z(X)) = X = {PFy,..., P,} pela Proposi¢gdo 1.44 existem polindmios
D1y -+ Pm, com deg(p;) =m—1 < dparatodo j € {1,...,m}, tais que ev(p; +1) = e; =
(0,...,1,0,...,0) (onde 1 estd na j-ésima coordenada) para todo 1 < j < m. Portanto,
como p; + I € L<g para todo 1 < j < m, Cx(d) C F" e {e1,...,em} C Cx(d) é uma
base de Fy* segue que dimg,Cx(d) = m para todo d > m — 1.

(iv) No item (i7) provamos que Cx(d) C Cx(d + 1) para todo d > 1, logo {w(a) | a €
Cx(d) \ {0}} < {w(b) [ b € Cx(d + 1)\ {0}}, e entdo §(Cx(d + 1)) < §(Cx(d)) para
todo d > 1. Primeiro facamos o caso quando §(Cx(d)) > 2. Seja f + I € L<4 tal que
P = (f(P),...,f(Pn) e w(P) = 0(Cx(d)) > 2. Entado, sem perda de generalidade,
suponha que f(F;) # 0 para 1 < i < 2. Considere P; = (aq,...,a,) € Py = (by,...,by),
como P, # P, existe k € {1,...,n} tal que ay # by, e defina g = f.(ax — Xx). Logo
g+ 1 € Legir, g(P1) = 0 e g(P2) # 0, entdo g tem mais zeros do que f. Portanto,
0(Cx(d+1)) < w(Q) <w(P) =0(Cx(d)) onde Q = (0,9(P2), ..., 9(Pn)) € Cx(d+1)\{0}.

Se 6(Cx(d)) = 1, pela desigualdade que mostramos no inicio da demonstragao, o resultado
segue.

(v) Como d > m — 1, pelo item (iii), Cx(d) = Fy*. Logo 6(Cx(d)) = 1 para todo d > m — 1.
[

Corolario 3.27. Seja X = {P,..., P,} um subconjunto de A™(F,). Entdio
6 (Cx(d)) = |A(I)| — max{|A(I + (F))| | F' € (L<q),} para 1 < r <dimg,Cx(d)
= |A(I) NFy[X]<d-
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 3.22 e do item (i) da Proposigao anterior. []

Corolario 3.28. Seja X um subconjunto de A™(F,) e seja Lqg = {f + I | deg(f) = d}. Se
d>2ed(Cx(d—1))>1 entio

0(Cx(d)) = |AM)] — max{|A(T + (f)] | f+ 1 € Laj.
Demonstracao. Pelo Corolario anterior temos que

0(Cx(d)) = |A(D)] = max{|A(L + (f)I | f+1 € L<a\{0}}
< JAMD)] = max{|AT + (M) [ f+ 1 € La}.

Isso prova a desigualdade “<”. Para mostrar a desiguladade “>" tome f + I € L<;\ {0}
tal que 0(Cx(d)) = |A(I)| — |A(I + (f))]- E suficiente provar que f tem grau d, pois nesse
caso —|A(I + (f))] > —max{|AI + (f))| | f € La}, e assim a equagao acima se torna uma
igualdade. Suponha, por contradi¢ao, que deg(f) < d, entao pelo item (iv) da Proposi¢ao 3.26
e pelo Corolario acima temos

0(Cx(d)) <d(Cx(d—1)) < [AMD] = [A( + (/)] = 0(Cx(d)),

o que é uma contradigdo. Portanto, deg(f) = d. ]

31



3.2.2 C(Codigos Toricos

O proéximo tipo de c6digo foi introduzido por Hansen em [6].

Definicao 3.29. Seja 1 < d < n um inteiro e n > 2. O toro afim do espago afim A"(F,) é
dado por T := (IF;)". Definimos o conjunto

Vy = {Xfl'--Xf:”—l—Hosz{O,l} para todo j € {1,--- ,n} e Z%’:d}
i=1

={M +1| M e M élivre de quadrados e deg(M) = d},
onde I =Z(T'). O cédigo térico de grau d é ev(F,V;) =: C4 (considerando X =T).

Lema 3.30. Sejam dy, ... ,d, inteiros positivos e seja L = (X&', ... X¥™). Se M = X{* ... X
nao estiver em L entao

n

AL+ (M))|=di---dy — H(di — a;).

i=1
Demonstracao. Seja M = X{*--- X2 um monomio que nao esta em L. Entao M nao é um
multiplo de X;lj para todo j € {1,...,n}, logo 0 < a; < d; para todo 1 < j < n.

Observe que {X{*,..., X%} é uma base de Grobner de L e

A(L)={N=X{"-- X, |0<q; <dj para todo j € {1,...,n}}.
Logo |A(L)| = d; - - - d,,. Também temos que A(L + (M)) C A(L), pois L C L + (M), entao
AL+ (M) = [AL)| — [{N € AL) | N ¢ A(L+ (M)}, (3.1)
Temos

{N=X{"-- X0 e A(L) [N ¢ AL+ (M))}
={X{" - X" |a; < aj <dj para todo j € {1,...,n}},

pois {X, ..., X% M} é uma base de Grébner de L 4 (M). Daf,
(N =X X € A(L) | N ¢ AL+ (MDY = [ [(ds — a)

Portanto, de 3.1

IANL+ (M)|=dy---d, — H(di — ).

]

Lema 3.31. Se ¢ > 3, entdo Im(I) = (X{',...,X%Y). Se M ¢é wm mondmio livre de
quadrados, entao M € A(I).

Demonstragao. Como T = F; x --- x F; segue do Lema 2.29 que I = (fi,...,f,), onde
fi = H(Xj — ) para todo 1 < j < n. Entdo f; = X;’fl — 1 para todo 1 < j < n, pois
~v€EFy

H (Xj—v) = XJ— Xj para todo 1 < j < n, ouseja, I = (X' —1,..., X7 —1). Pelo Lema

v€Fqy

2.28 {X¥ ' —1,...,X9" — 1} é uma base de Crobner de I, logo Im(I) = (X{™",..., Xo°1),
Agora seja M é um monomio livre de quadrados, entao M = X7 --- X" com «; igual a 0

ou 1 para todo 1 < j < n, como ¢ > 3 elm(I) = (X¥', ..., X7 1) segue que M ¢ Im([), ou

seja, M € A(I). O
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O préximo resultado é verdadeiro independentemente da escolha do representante de f + 1.

Proposicao 3.32. Se f+1#0+1€F,Vy,q>3 el <d<n, entdo
VHNTI<(g—1)"~(g—2)%g—1)""

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que |V (f)N7T| ndo depende do representante da classe
f+ 1. De fato, se f+1 =g+ 1 entdo g = f + h para algum h € I, logo, se P € V(f)NT
temos que g(P) = f(P) + h(P) =0, pois h € Z(T'). Da mesma forma, se P € V(g) N'T temos

que f(P)=0.
Seja 0+ 1 # f+ 1 € F,V;, considerando f = Z%Mm onde M; é um monoémio livre
i=1
de quadrados e deg(M;) = d para todo 1 < i < s, pelo Lema anterior M = lm(f) € A(I)
logo M ¢ Im(I) = (X¢7', ..., X971). Como M é livre de quadrados e tem grau d temos que,

escrevendo M = X7 --- X% existem n — d poténcias iguais a 0 e d poténcias iguais a 1.

Portanto, pelo Teorema 3.19 e pelo Lema 3.30 temos que
V(HNT] < |Am(D)+(M))] = (¢=1)"~((a=1)-1)*((¢—1)=0)""* = (¢=1)"~(¢=2)"(¢=1)"~".
O

Proposicao 3.33. Seja Cy o codigo torico de grau d. Entao o comprimento de Cyq € igual a
(¢ —1)",dimg, (Cq) = (g) se q >3, edimg, (Cq) = 1 se q = 2.

Demonstracao. O comprimento de Cy é igual a |T| = (¢ — 1)™.
Se ¢ > 3, entao pelo Lema 331 V; C B={M+1 | M € A(I)} logo V; é um conjunto

linearmente independente, pois B é uma base de —=— como F-espago vetorial. Como

Vy= {Xf“---X;“"%—I\ajE{O,l}paratodoje{l,--- ,n}e Zai:d},
i=1

segue que dimp,Cq = dimg F, Vg = |V4| = (Z)
Se ¢ = 2 temos que 7" = {(1,...,1)}, logo Cqy = Fy (pois ev(X1Xy---Xg+ 1) =1 # 0).
Portanto, dimp,Cy = 1 se ¢ = 2. m

Teorema 3.34. Seja Cy o codigo torico de grau d. Entao

(q—2)(g— 1) sed< %q >3,
_ oyn—d(, _ 1\d n >
5(Cy) = (g—2)"%q¢—1) 362<d<n,q_3,
(g—1)™ sed=n,

)

\1 seq=2.

Demonstracdo. Suponha que n > 2d e ¢ > 3. Defina n(d) = (¢ — 2)%(q — 1)"¢ e ¢(d) =
(¢ —1)™ —n(d). Pelo Teorema 3.22 e pelo Lema 3.17 temos que existe 0+ 1 # f+ 1 € F,V,
tal que

0(Ca) = [A)| — max{[A(T + (9)[ | 0+ T # g+ € FgVa}
=(@-D"— AU+ ()l =(@=D)"=V(/HHNT].

Assim, pela Proposicao 3.32, temos que |V (f) NT| < ¢(d) e portanto 6(Cq) > n(d). Considere
o polinomio

fa=h1---hg=(X1—Xa) - (Xaoa—1 — Xaa),
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onde h; = X9, 1 — Xg; parat =1,...,d. E facil ver que fq + I € F,V;. Vamos provar que
fa ndo zera em n(d) pontos de T. Seja P = (a1,...,a,) € T = (F})", para fy ndo zerar
em P devemos ter ag 1 # az, 1 < i < d e a; pode ser qualquer elemento de [ para todo
je{2d+1,...,n}. Assim, em h; temos ¢ — 1 possibilidades de elementos de [, para uma
variavel e ¢ — 2 possibilidades para a outra variavel, : = 1,...,d. Logo a quantidade de pontos
de T' que nao zeram f; é (¢ — 1)%(q — 2)%q — 1)" 2 = (¢ — 2)%q — 1) ¢ = n(d). Assim,
n(d) = wlev(fa+ 1)) > 6(Cq) > n(d). Portanto, §(Cq) = n(d) = (¢ — 2)%(qg — 1)" ¢ quando
d< g eq>3.

Suponha que n < 2d,d < n e q > 3. O toro afim é um grupo multiplicativo com a
operagao de multiplicagdo componente a componente e a funcao o : T — T, (ay,...,a,) —
(ay',...,a;') é um isomorfismo de grupo. Definindo Q; == o(P;) para i = 1,...,m, podemos

escrever

T={P,....,P.}=1{Q1,...,Qm}
Vamos denotar o c6digo térico de grau d com respeito a { Py, ..., P,} por C; e vamos denotar
o c6digo térico de grau n — d com respeito a {Q1, ..., Qm} por C,_4. Assim,

Cd: {(f(Pl)a7f(Pm)) | f EFqu}’
Coa ={9(Q1),...,9(Qm)) | g € FV,_a}.

Observe que os parametros bésicos do cédigo térico de grau n — d com respeito a { Py, ..., P,}
¢ 0 mesmo que o codigo torico de grau n — d com respeito a qualquer reordenagao dos pontos
de {Py,...,P,}.
Seja {My,..., M} o conjunto de todos os monomios livres de quadrados de S de grau
d. Defina M{ = % para i = 1,...,n, note que {M7,..., M7} é o conjunto de todos
os monomios livres de auadrados de S de grau n — d. Dado f + I € F,V; podemos tomar
¢ ¢

f= Z \iM; (existe um unico tal representante), e definimos f¢ = Z AN M7, Das igualdades

i=1 i=1

1 1 1 1
Xl---anc(Z,...,—):Xl---XnZ/\Z-M? —_ =)

temos que X;--- X, fe(X; ' ..., X1
temos que

I
=
=

.., Xn). Logo, tomando P, = (a1, ., akn)

a1 apn [ Q) = g f(Qr) = f(Pr) (32)
para k = 1,...,m. Observe que a aplicacao ¢ : F,V; — F,V,,_4, dada por ¢(f + 1) = f¢+1 ¢
um isomorfismo de espagos vetoriais. Existe um diagrama comutativo

qud e—v> Cd f+I — (f(Pl)aaf(Pm»
It Ly dadopor | I
Vs T Co FET o QU £5@n)

e usando que 1) e as aplicagoes ev sao isomorfismos temos que ¢’ é um isomorfismos de F-espacos
vetoriais. Pela Equagao 3.2, f(Py) = 0 se, e somente se, f¢(Qy) = 0 para todo k = 1,...,m.

. , 9. . A ;. n
Assim, os codigos lineares Cy e C,_4 tem a mesma distancia minima. Como 5 < d temos que

n .
n—d< bx pela parte anterior , segue que
8(Caa) = (g — 2/"(q — 1)".
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Portanto, a distancia minima de Cy é igual a (¢ — 2)" 4(q — 1)<
Suponha qued = n. Entao F Vg =F {f+] =Xy --- Xo,+1} e Ca =FA(f(P1),.... f(Pn))}-

Como as coordenadas de Py sao todas diferentes de zero para todo k € {1,...,m} segue que
todas as coordenadas de {(f(F1),..., f(Pn))} sdo nulas. Portanto, §(Cq) =m = (¢ — 1)".
Suponha que ¢ = 2. Entdao T'={(1,...,1)},m =1 e C; = Fy, portanto, 6(C;) = 1. O

Corolario 3.35. Seja f um polinomio homogéneo monomialmente livre de quadrados de grau
¢

d>1, ou seja, f = Z AiM; onde M; é um monomio livre de quadrados de grau d para todo
i=1
1<i</t. Seq>3 eg<d<n, entao

VHNTI<(a=1)" = (a=2)""¢—1)",
e existe um polinomio monomialmente livre de quadrados de grau d tal que a iqualdade € valida.

Demonstracao. Pelo teorema anterior temos que
3(Ca) = (¢ —2)" (¢ - 1)*.

Portanto, se f ¢ I, é um polinomio homogéneo monomialmente livre de quadrados de grau d,
entdao f+ I €FVye [V(/)NT] < (¢—1)"=d(Ca) = (¢ —1)" — (¢ —2)" (¢ — 1)".

Agora vamos construir um polindmio homogéneo monomialmente livre de quadrados de
grau d tal que a igualdade é valida. Comod+ 1 <n < 2d — 1 existe 1 < k < d — 1 tal que
n = d+k, e observe que 2k < n, pois n < 2d, logo 2(n—d) < n. Considere o seguinte polinémio
homogéneo monomialmente livre de quadrados de grau k =n — d

g =hy .. hpy = (X1 — Xo) - (Xog—1 — Xow),

onde h; = Xy 1 — Xg; parat = 1,..., k. Como n < 2d, utilizando o mesmo argumento da
primeira parte da demonstracao do Teorema anterior, temos que a quantidade de pontos de T’
que g, nao se anula é (¢ — 2)¥(g — 1)"* = (¢ — 2)"~¢(q — 1)%. Portanto,

V(ge) NT| = (¢ —1)"— (g —2)"%q—1)*.

Na segunda parte do Teorema anterior provamos que ¢ : F,V,,_y — F,V; é um isomorfismo
de espagos vetoriais, onde (g + 1) = ¢+ I, e que g(Qx) = 0 se, e somente se, g°(P;) = 0.
Portanto,

V()N T =1V(g)NT|=(g— 1"~ (¢—-2)""¢ - 1)

e gi ¢ um polinomio monomialmente livre de quadrados de grau d. O

A distancia minima 6(Cr(d)) do cdédigo afim do tipo Reed-Muller C7(d) é ndo-crescente como
fungao de d (Proposigao 3.26). No entanto, isso ndo ocorre com a distancia minima do cédigo
torico Cy como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.36. Se n = 5 e ¢ = 4, usando o Teorema 3.34, obtemos a lista de valores dos
comprimentos, dimensoes e distancias minimas de C4, para 1 < d < 5 dados na tabela abaixo.

3.2.3 Cobdigos de Avaliagao Afins Livre de Quadrados

Definigao 3.37. Sejam d < n um inteiro e T' = (IF})" o toro afim. Definimos o conjunto
Vea ={M + 1| M € M é livre de quadrados e 0 < deg(M) < d},

onde I = Z(T). O cédigo de avaliacao livre de quadrados de grau d sobre T é
ev(F,V<4) =: C<4 (considerando X =T).
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Tabela 3.1: Parametros Basicos de um cédigo térico
d 1 2 3 4 5
m 243 243 243 243 243
dimlpq Cd 5) 10 10 5) 1
0(Cy) 54 108 108 54 1

Proposicao 3.38. Seja f +1#0+1€F, V4. Seq>3 ed<n, entao

VHNTI < (g=1)" = (a—2)"(a— 1",
com igualdade se f = (X7 —1)---(Xg—1).

Demonstracao. Procedendo como na demonstragao da Proposi¢ao 3.32 pode-se mostrar que
|V(f) NT| nao depende do representante de f + I.
¢
Seja f+1 # 0+ 1 € FV<q e considere f = Z)‘iMi’ onde M; é um monomio livre de
i=1
quadrados e deg(M;) < d para todo 1 <i < {. Se e = deg(f), temos que

11 1 1
q—17"q—-2  (¢g—1)4° 7 (¢g—2)=
1 (q—2)° (g—1)" (q—2)°
T S - -0 (g2
(q - 1)n—d (q - )e n— e n—e
Sl S (o = @) < 0= 2 - 1)
1

Observando o que queremos mostrar podemos supor que d = deg(f). Seja <glex @ ordem
lexicografica graduada em M e M = Im(f) o mondémio lider de f com respeito a =<giex-
Observe que M é livre de quadrados e d = deg(M). Pelo Lema 3.31 L = lm([) é gerado pelo
conjunto de monomios {Xf_1 m .. Como g >3,M ¢ L. Assim, pelo Teorema 3.19 e pelo Lema

3.30, temos que
V(HNTI= A0+ (D <AL+ M) =(@-1)"~((g—1) - D)¥g—1)"
=(g-1"=(g-2)g— 1"

Agora, suponha que f = hy---hg, onde by = X; — 1 para i = 1,...,d. E facil ver que
f+1 € F,Voq. Como feito na demonstracao da primeira parte do Teorema 3.34 pode-se
mostrar que |V (f)NT| = (¢g—1)" — (¢ —2)%(qg — 1)< O

Proposicao 3.39. Seja C<q um cddigo de avaliagdo livre de quadrados sobre T = (F;)". Entao
d

o comprimento de C<q € (¢ — 1)",dimC<y = Z (n) seq>3, edimCey =1 seq=2.
i=0

]

Demonstragao. O comprimento m do cédigo C<4 é o numero de pontos de 7', ou seja, m =
(¢ —1)". Suponha que ¢ > 3, pelo Lema 3.31 temos que Voy C B={M +1 | M € A(l)}

Fy[X]
1

logo V; é um conjunto linearmente independente, pois B é uma base de como [ -espaco

vetorial. Como

k=0 =1

d n
Vea = U{Xf‘l---Xfl‘"jLI]ajG{O,l}paratodoje{l,--- ,n}e Zai:k‘},
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d
segue que dimC<y = dimF, V<, = Z (n)
= = 7

=0
Suponha que ¢ = 2, entao T' = {(1,...,1)} logo C<4 = 5 (pois ev(X 1 Xy - Xg+ 1) =1#
0). Portanto, dimp, C<q = 1 se ¢ = 2. O

Corolario 3.40. Seja C<4 um cddigo de avaliagao livre de quadrados sobre T'. Entao
6-(C<a) = |A(D)| — max{|A(I + (F))| | F' € (FV<q),} para d > 1 e 1 <r < dimg, C<qy.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 3.22. O

Para mostrar uma cota inferior para 9,(C<q4), seja Jy, a familia de todos conjuntos S =
{M,...,M,} tal que My,..., M, sdo monomios livres de quadrados distintos de F,[X]<q4. A
r-ésima pegada livre de quadrados de C<, de grau d, denotada por p;(d,r), é dada por

pi(d,r) = |A(I)| = max{|A(Im(I) 4 (5))| | S € Tar}-
Corolario 3.41. p;(d,r) < 6,(C<q) parad > 1 e 1 <r < dimg, C<q.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 3.24. O

Teorema 3.42. Seja C<q4 o codigo de avaliagao livre de quadrados sobre o toro afim T. Se
q > 3, entdo a distancia minima 5(C<y) de C<q € (q — 2)%(q — 1)" 4.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.40 temos que

0(C<a) =|AN)] = max{[A(I + (/)] | f+ T € (FgV<a)"}
=[T| = max{|V(f)NT|| f+ I € (FV<a)"}.

Como g > 3, pela Proposicao 3.38, temos que
max{|V(f)NT|| f+1¢ (FVea)} <|T| = (g —2)q— )"

Logo,

0(C<a) = (q=2)"(q — )"
Novamente, pela Proposicao 3.38, existe f+1 € F,V<, tal que w(ev(f+1)) = (¢g—2)%(g—1)"".
Portanto, 0(C<q4) = (¢ — 2)%(q — 1)~ O

Teorema 3.43. Se ¢ > 3 ed > 1, entao o sequndo peso de Hamming generalizado de C<y4 €

_f=2ra=1) sed=n
09(C<a) = {(q . Q)d(q _ 1)n*d*1q sed < n.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar quesen = 1 (logod =n = 1eT = F;) entao 65(C<1) =
q — 1. De fato, como ¢ > 3 pela Proposicao 3.39 dimp, C<; = 2, e veja que {1+ 1, X; + 1} ¢é
uma base de C<;. Como ev(l+1) = (1,...,1) segue que 95(C<1) = |x(C<1)| = ¢ — 1. A partir
de agora vamos supor que n > 2.

O suporte de um monomio M, denotado por supp(M), é o conjunto de todos X;, 1 < i <
n, que aparecem em M. Tome {M;, My} € Jyo, € suponha que M; = X' ... X My =
X2 ... XBr Definimos e = deg(M), f = deg(Ms), A = supp(M;), e B = supp(M). Podemos
assumir que e < f < d. Defina L .= ({X? '} Ve J = (L, My, M), (L = 1m(I) pelo Lema
3.31). Vamos mostrar que

A =(q=1)"=(q=2)(¢ = 1D)" = (¢=2) (¢ — )" + (¢ —2)"PI(g — 1)"" "Bl (3.3)
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De fato, como J = (L, My, M) é um ideal monomial temos que {X7 ', ..., X1 M, M,} é
uma base de Grobner de J. Assim, para determinar |A(J)| basta calcularmos a quantidade
de monomios que nao sao miltiplos de Xfl? ., X3V M, e My. Defina S; = {M € M |
M nao é miltiplo de X¢7', ... X971}, S, == {M € Sy | M é multiplo de M} e S5 = {M €
S1 | M é miultiplo de Ms}. Observe que |Si| = (¢ — 1)", pois os elementos que estao em K sao
todos os monomios da forma X7 ... X% com 0 < a; < g—2paratodol < j < n. |S =
(g —2)%(g — 1), pois todos os elementos de S, sao da forma X7 ... X2, com 1 <a; <g—2
se X; € A,0<a; <qg—2se X; ¢ Aparatodol < j <ne|Al =e Da mesma forma,
1S3] = (¢ —2)/(q — )" 7. |SaN Ss| = (¢ — 2)AVBI(q — 1)"~14VBl pois todos os elementos de
Sy N S3 sao da forma X{* ... X2 com 1 <a; <q¢g—2se X; € AUB,0<a; <qg—2se
X, ¢ AU B para todo 1 < j < n. Portanto,

|A(T)| =[S1] = |52 U S5 = [S1] = ([S2] 4 |S5] — [S2 N Ss])
=(q—1)"=((g=2)(a—1)"* = (¢=2)/ (¢ = )" = (¢ = 2)""(q — )" *F])
=(q=1)"=(¢-2)(¢ = 1" = (¢ =2) (g = )" + (¢ = 2)"7Pl(g — 1)~
Suponha que d = n. Como M;, My sao monomios livres de quadrados distintos, temos que
e < n. Com efeito, se e =n, entao e = f =ne M; = X;...X,, = M, que é uma contradicao.
Primeiro, vamos mostrar a desigualdade d2(C<4) > (¢ — 2)"*(¢ — 1). Pelo Coroldrio 3.41,

82(C<,) > p1(d,2). Logo, é suficiente mostrar a desigualdade p;(d,2) > (¢ —2)" " *(¢ — 1), ou
seja, queremos mostrar que para quaisquer { My, Ma} € Jy2 temos

A(L+ (M1, My)) < (q—1)" = (¢—2)" (g — 1)
Usando a Equacao 3.3 e fazendo simplificacoes chegamos a

(—2""qg— 1)+ (g— 2" (g —1)""MP < (g = 2)(q = D"+ (¢ —2) (¢ — )"

A desigualdade acima é valida lembrando que e < n — 1, que

q—2 q—2 nl g—2\°
q——1<1;‘(q——1) S(q——l)
(g—2""qg—1) _(¢—2)
- (g—1)m S(q—l)e

=(q—2""qg—1)<(¢—2)(¢g—1)"°

€

e ainda que, de f = |B| < |AUB| e a

(=) = ()

_ (g=2)MF g — )BT (g —2) (3.4)
(¢ — DIABl(g — 1) A (¢—1)f
=(q = 2)MP g = 1) < (g = 2) (g = )"
Entao
max{|A(L + (M, M))| | {My, Mo} € Tap} < (q—1)"— (¢ —2)"""(¢— 1),
e portanto,

pr(d,2) > (¢—2)" (g —1).
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Agora, vamos mostrar a desigualdade §(C<4) < (¢ —2)" (¢ — 1). Pelo Coroldrio 3.40 e pelo
Lema 3.17, é suficiente encontrar {f; + I, fo + I} € (F,V<q)2 tal que

AT+ (fr, L)) = [V (i, ) NT = V()N V()N T = (¢ = 1)" = (¢ —2)" (g — 1)

Sejam f1 = (X7 —1)... (X, —1) e fo = (Xoa—1)...(X,, — 1). Observe que a classe de cada
monomio que aparece em fi e fy é um elemento da base de F,V<, e fi # f2, logo nao ¢ dificil
ver que {f; + I, fo + I} é um subconjunto linearmente independente de F,V-,. Temos que
\V(fi, fo)NT|=|V(fa) NT|. Como deg(f2) =d—1 e d=n, pela Proposi¢ao 3.38, temos que

V() NTI=(a=1)" = (¢=2)""(a—1),

o que completa a prova do caso d = n.

Suponha que d < n. Primeiro vamos mostrar a desigualdade d5(C<,) > (¢—2)%(q—
Pelo Corolario 3.41, d,(C<,) > pi(d,2). Logo, é suficiente mostrar que p;(d,2) > (¢ — 2)%(q —
1)"~4-1¢. Entao s6 precisamos mostrar que a seguinte desigualdade

)ndlq

AL+ (M, Mp)| < (¢ = 1)" = (¢ = 2)(q = )" g

é vélida para qualquer {M;, My} € J42. Observe que, pela Equacao 3.3, essa desigualdade é
equivalente a

(@—2)"(q—1)" g+ (¢ —2)"Pl (g — 1" Bl <
(a=2)(¢=1)""+ (a2 (¢—1)"".
Para mostrar essa desigualdade vamos considerar dois casos.

(Caso 1) Suponha que e = d. Entdo e = f = d. Substituindo e = f = d na Equagao 3.5
temos que

(3.5)

(g =2l (g — 1) HP < 2(g = 2) (g = 1)" " = (g = 2)(¢ - 1) g &
(¢ =2)"F g = )M < (¢ =2 (g - 1)"2 = (¢ =) 7') &

(q — 2)|AUB|(q _ 1)n—\AuB\ < (qg—2)%g - 1) d% N

(a= 2" = 1" P < (g 2 g — 1)

Logo, a Equagao 3.5 é equivalente a
(¢ —2)19Pl (g — )" M9B < (g = 2)T (g — 1)m 9 (3.6)

Observe que neste caso |[AUB| > d+1, pois, se | AU B| = d tertamos M; = M,. Dali, a Equagao
3.6 é valida. De fato,

q— 2)|AUB| ( 2)d+1
q— 1)IAUB| — ( 1)d+1

(
(4—1)

o= YPg— 1) _ (g
(4

d+1

2)
q—1)HAWPI(g—1)» = (¢ — 1)
2)|AUB|( ) —|AUB| < <q . 2)d+1 <q . 1)n7d71'
(Caso 2) Suponha que e < d. Definindo k& = d — e, vamos mostrar, por inducdo, que

(q—2)%q < (¢—1)¥*! para todo k > 1. Com efeito, se k = 1 temos que (¢—2)q = (¢—1)2—1 <
(g—1)2. Agora, seja k > 1 e suponha que a desigualdade (g —2)*q < (¢— 1)**! é vélida, entdo,
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como ¢ — 2 < ¢ — 1 e usando a hipétese de indugao, segue que (¢ — 2)**1q < (¢ — 1)**2, como
queriamos demonstrar. Dai, temos que

(—2)"q < (g— D" =(g—2)"qg— )" < (- 1) (g—1)" !

=(q—2)" (¢ —1)""Tg < (g— 1)
=(q—2)%(q¢—- )" "¢ < (¢—1)"(q—2)",

e pela Equacgao 3.4 temos que

(g = 2481 (g = 1" U8 < (g = 2)/ (g - 1)

A partir dessas ultimas duas desigualdades mostramos que a Equacao 3.5 é valida neste caso.
Finalmente, vamos mostrar que §2(C<,) < (¢ — 2)%(g — 1)""%"!q. Pelo Coroldrio 3.40 e pelo
Lema 3.17, é suficiente encontrar {f; + I, fo + I} € (F,V<q)2 tal que

AT+ (fi, ) = |V (fi, ) NT| = V)NV (f)NT| = (g—1)" - (¢ — 2)%qg— 1) q.

Sejam fi = (X1 —1)...(Xg— 1), fo=(Xo—1)...(Xgp1 — 1 eg=(X; —1)...(Xgp1 — 1).
Observe que a classe de cada monémio que aparece em f; e f, é um elemento da base de IF, V<,
e fi1 # f2, logo nao é dificil ver que {f; + I, fo+ I} é um subconjunto linearmente independente
de F,V<,. Temos que |(V(f1) UV (f2)) NT| = |V(g) NT|. Pela Proposicao 3.38 segue que

V(fi, )NT|=V(fi))NT|+[V(fo)) NT| = [V(g)NT|
=2(( =" = (=2 — ") = (4= 1" = (¢= 2" (g— 1"
=(g—1)"=2(qg—2)qg—1)"" "+ (¢ —2)" (¢ — )"
—(@=1)"=(¢=2"(¢—D"""2(¢—1) - (¢ —2))
=(@-1"=(¢-2)(¢-1)"""q.

Isso completa a demonstragao do caso d < n. O

Exemplo 3.44. Se n = 7 e ¢ = 4, usando o Teorema anterior, temos que o segundo peso de
Hamming Generalizado de C<, ¢

) 3(26) =192 sed=7
52(C§d) - {4<2d>(36—d) sed<T.
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