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ARAUJO, T. H. S. Conjectura de Wilf Para Semigrupos Numéricos Generalizados. 2023. 33
p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Um semigrupo numérico é um submonoide dos inteiros nao negativos cujo complementar é
finito. Generalizando esse conceito, um semigrupo numérico generalizado é um submonoide
de N¢ cujo complementar é finito. No contexto de semigrupos numéricos, o estudo acerca
da Conjectura de Wilf trouxe novas formas de pensar a respeito de monoides e ainda é um
problema em aberto. Neste trabalho vamos apresentar uma generalizacao para a Conjectura
de Wilf, provando-a para varias familias de semigrupos numéricos generalizados e mostrar sua
relacao com a generalizacao natural proposta por Garcia-Garcia, Marin-Aragén e Vigneron-
Tenorio.

Palavras-chave: (Semigrupos Numéricos Generalizados, Conjectura de Wilf, Conjectura de Wilf
Generalizada, Conjectura de Wilf Estendida).
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ARAUJO, T. H. S. Wilf’s Conjecture For Generalized Numerical Semigroups 2023. (# pages)
p.- M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

A numerical semigroups is a submonoid of non-negative integers whose complement is finite.
Generalizing this concept a generalized numerical semigroup is a submonoid of N? whose the
complement is finite. In the context of numerical semigroups, the study about Wilf’s Conjecture
brought new ways of thinking about monoids and remain open problems. In this work we
will show a generalization to the Wilf’s Conjecture and we proving it to several families of
generalized numerical semigroups and show their relationship with the natural generalization
proposed by Garcia-Garcia, Marin-Aragén and Vigneron-Tenorio.

Keywords: (Generalized Numerical Semigroups, Wilf’s Conjecture, Generalized Wilf’s Conje-
cutre, Extended Wilf Conjecture).
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Introducao

Sejam N o conjunto dos inteiros nao-negativos e S um submonoide de N. Considere o
conjunto H(S) = N\ S. Se H(S) é finito, chamamos S de semigrupo numérico, e H(S) é
chamado de conjunto de lacunas de S e sua cardinalidade é chamada de género de S, que sera
denotado por g(S). Todo semigrupo numérico admite um tinico conjunto minimal de geradores
G(S). Isso quer dizer que existe um unico conjunto finito G(S) tal que todo elemento de S é
uma combinagao N-linear de elementos de G(S) e, nenhum subconjunto préprio de G(S) possui
tal propriedade. A cardinalidade do conjunto de geradores G(S) é chamada de S-dimensao
(ou dimensao de mergulho) e é denotada por e(S). Outros invariantes bem conhecidos para
semigrupos numéricos sao F(S) = max{klk € H(S)}, chamado de nimero de Frobenius e
n(S) = |{s € S|s < F(S)}|. A Conjectura de Wilf para semigrupos numéricos postula que
e(S)n(S) > F(S) + 1. Essa conjectura ja foi verificada para uma grande familia de semigrupos
numéricos, porém ainda permanece sem respostas no caso geral. Para mais detalhes sobre esta
conjectura sugerimos a referéncia [5].

Um monoide S € N? é chamado de semigrupo numérico generalizado (usaremos a abreviacao
GNS - do inglés generalized numerical semigroup), se o conjunto das lacunas H(S) = N*\ S
é finito. Ou seja, o conceito de GNS, como o préprio nome diz, é uma generalizagao do
conceito de semigrupo numérico. Semigrupos numéricos generalizados vém sendo bastante
estudados recentemente, principalmente no que diz respeito as generalizacoes de resultados e
conceitos existentes no caso numérico (d = 1). Por exemplo, assim como no caso em que
d = 1, um GNS também possui um tnico conjunto minimal de geradores G(S). Em [7],
Failla, Peterson e Utano, relatam sobre o interesse em se estudar a Conjectura de Wilf para
semigrupos numéricos generalizados. Uma primeira extensao dessa conjectura para GNSs foi
apresentada por Garcfa-Garcia, Marin-Aragén, Vigneron-Tenorio, em [11], para uma certa
classe de semigrupos, chamada C-semigrupos, onde S é um C-semigrupo se S C C, C C Q* ¢
um cone racional e (C\ ) N N? tem um numero finito de elementos. Essa extensao é bastante
natural e depende de uma ordem monomial. Em [4], Cisto, DiPasquale, Failla, Flores, Peterson
e Utano propdem uma nova generalizacao de tal conjectura a qual é satisfeita por grandes
familias de GNSs, como irredutiveis e monomiais. Além disso, os autores fazem uma analise
da relagao entre a proposta por eles apresentada e a proposta dada por Garcia-Garcia, Marin-
Aragén e Vigneron-Tenorio. O objetivo deste trabalho é apresentar as conjecturas dadas em
[11] e [4], bem como as familias de semigrupos numéricos generalizados em que elas se verificam.

Para nossa proposta, dividimos este trabalho em quatro capitulos. No primeiro capitulo
iremos fazer uma breve introducao sobre semigrupos numéricos e apresentar a conjectura de
Wilf para esse tipo de semigrupos. No Capitulo 2 introduziremos os semigrupos numéricos
generalizados, apresentando conceitos e resultados que serao utilizados ao longo do trabalho.
Neste capitulo apresentaremos a chamada Conjectura de Wilf Generalizada, mostrando para o
caso de semigrupos numéricos generalizados irredutiveis e monomiais. No Capitulo 3 apresen-
taremos a chamada Conjectura de Wilf Estendida, mostraremos sua relacao com a conjectura
generalizada apresentada no capitulo anterior. Terminamos o trabalho apresentando alguns
resultados de testes computacionais feitos em [4].



Thiago Henrique Silva Aratijo
Uberlandia-MG, 19 de Janeiro de 2023.



Capitulo 1

A Conjectura de Wilf para Semigrupos
Numeéricos

Neste primeiro capitulo vamos introduzir alguns conceitos basicos sobre semigrupos numéricos,
a fim de enunciar a Conjectura de Wilf e provar que a conjectura é valida em alguns casos. Dife-
rentemente do que faremos para semigrupos numéricos generalizados, vamos assumir conhecido
que todo semigrupo numérico S admite um tnico conjunto minimal de geradores, denotado por
G(S), sendo sua cardinalidade chamada S-dimensao (ou dimensao de mergulho) e denotada

por e(S).

Definicao 1.1. Seja S um submonoide de N tal que H(S) = N\S € finito. Entdo, S é chamado
Semigrupo NuUMmMeérico.

O menor inteiro positivo que pertence a S é chamado de multiplicidade de S e denotada por
m(S). O maior inteiro que nao pertenga a S é conhecido como o nimero de Frobenius de S, e
é denotado por F(S). O elemento ¢(S) := F(S) 4+ 1 € S é chamado de condutor de S, que é o
menor inteiro x tal que  +n € S para todo n € N. O conjunto dos elementos H(S) =N\ S é
chamado de conjunto das lacunas de S. A cardinalidade desse conjunto é chamada de género
de S, que é denotado por g(S). Os conceitos de nimero de Frobenius, condutor, conjunto de
lacunas e género sao muito importantes no estudo de semigrupos numeéricos.

Exemplo 1.2. Considere o semigrupo numérico S gerado por {5,7,11} e portanto e(S) = 3.
Denotaremos S = (5,7,11). Sabemos que S = {0,5,7,10,11,12,14,15,...} e portanto F(S) =
13, H(S) =1{1,2,3,4,6,8,9,13} e g(S) = 8.

Exemplo 1.3. Considere S = N\ {1}. Temos que S = {0,2,3,4,5,...} € um semigrupo
numérico. Observe que S = (2,3), portanto e(S) = 2. Observe que F(S) =1, H(S) = {1} e
9(5) = 1.

H& uma cota superior para o nimero de Frobenius F(S) dada em termos do conjunto
minimal de geradores G(S5). Se G(S) = {a1 < ... < aes)}, entdo F(S) < ares) — a1 — Ge(s),
veja [1, Th. BJ e [14, p. 390]. Essa igualdade é a melhor possivel se e(S) = 2, isso é mostrado
por Sylvester [9] observando que F(S) = ajas — a; — as.

Em [8], Wilf faz um estudo sobre inteiros obtidos através de uma combinacgao linear de
inteiros nao-negativos e relativamente primos dentro de um conjunto finito fixado. Por essa
razao, dizemos que um semigrupo S satisfaz a questao de Wilf se

e(S)n(S) = F(S) + 1,

onde n(S) ¢ a cardinalidade do conjunto N(S) = {s € S|s < F(5)}.
Seja S um semigrupo numérico e seja n um dos seus elementos diferentes de zero. O conjunto
de Apéry de n em S é dado por



Ap(S,n) :={se€ S|ls—n & S}.

Exemplo 1.4. Considere o semigrupo numérico S do Fxemplo 1.2. Entao,
S ={0,5,7,10,11,12,14,15, ...} e Ap(S,7) ={0,5,10,11,15,16,20}.

Lema 1.5. Sejam S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. FEntdo, Ap(S,n) = {0 =
w(0),w(l),...,wn — 1)}, em que w(i) € o menor elemento de S congruente a i mddulo n,
para todo i € {0,...,n — 1}.

Demonstragao. Como N\ S é finito, para todo i € {1,...,n—1}, existe kg € N tal que i+kon € S.
Seja w(i) = i+kn o menor elemento pertencente a S. Observe que w(i)—n = i+kn—n = i+(k—
1)n ndo pertence a S ja que w(i) é o menor com essa propriedade, isto é, w(i) € Ap(S,n). O

Proposicao 1.6. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento nao nulo de S. Entao:

1. F(S) = (maz{Ap(S,n)}) —n.

Q.g(S):% S ow|-t

2
weAp(S,n)

Demonstragao. Pela definicao de conjunto de Apéry, temos que (maz{Ap(S,n)}) —n & S. Se
x > (maxAp(S,n)) — n, entdo = + n > maxAp(S,n). Seja w € Ap(S,n) tal que w e z +n
sao congruentes modulo n. Como w < x + n, isto implica que x = w + kn, para algum inteiro
positivo k. E, consequentemente, z —n = w + (k — 1)n pertence a S, pois caso contrario,
pertenceria ao Ap(S,n) e é congruente a w, e pelo Lema 1.5, w ja é esse elemento. Assim,
r—n+n=mn¢cS. Logo, temos que qualquer elemento maior que (maxAp(S,n)) — n estd em
S, isto é F(S) = (maxAp(S,n)) — n.

Observe que para todo w € Ap(S,n), se w é congruente a i moédulo n e i € {0,...,n — 1},
entao existe um inteiro nao negativo k; tal que w = k;n + ¢. Portanto, usando a notacao do
Lema 1.5, Ap(S,n) = {0,w(1l) = kin+ 1,w(2) = kan + 2,...,w(n — 1) = ky,_yn+n —1}. Um
inteiro x congruente a w(i) mdédulo n pertence a S se, e somente se, w(i) < z. Logo,

g(S)=ki+--+kp
1
:E((k1n+1)+---—|—(kn_1n+n—1))—

=20y Wt

n—1
2

]

Se S é um semigrupo numérico minimamente gerado por (a, b), entao Ap(S,a) = {s € S|s—
a ¢ S} ={axy+bxrs|ry,x0 € Njax1+brg—a & S} = {ax; +brs|zy, 29 € N,a(z1—1)+bxs & S}.
Observe que se 7 > 1, todo elemento a(x; — 1) + bxy € S. Assim precisamos que z; = 0, logo
Ap(S,a) = {bxs|zy € N, bzy —a & S}, isto é,

Ap(S,a) = {0,b,20b, ..., (a — 1)b}
e pela Proposigao 1.6 conseguimos o seguinte resultado.
Proposicao 1.7. Sejam a e b nimeros inteiros positivos com mde(a,b) = 1. Entao,
1. F({a,b)) = ab—a —b.

ab—a—b+1

2 gllab) = =




F(S)+1 (
— (e
portanto F'(S) é sempre fmpar). Esse ndo é o caso para S-dimensoes maiores, embora essa
propriedade caracterize uma classe muito interessante de semigrupos numéricos.

Sabemos que se S é um semigrupo numérico e s € S, entdo F(S) — s ndo pertence a S. A
partir disso, obtemos que a igualdade acima é uma desigualdade no caso geral.

Observe que para um semigrupo numérico com S-dimensao igual a 2, g(S) =

Lema 1.8. Seja S um semigrupo numérico. Entao,

9(5) = %

Assim, semigrupos numéricos para os quais a igualdade se mantém sao semigrupos numéricos
com o menor numero de lacunas dentre aqueles que possuem o mesmo elemento de Frobenius.

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que um inteiro x é um pseudo nimero de Frobenius
sex & Sex+se S, paratodos € S\ {0}. Vamos denotar por PF(S) o conjunto dos pseudo
nimeros de Frobenius de S, sua cardinalidade serd chamada de tipo de S e denotada por ¢(.5).
Pelas definigoes, segue que F'(S) = max{xz|z € PF(S)}.

Sobre o conjunto de inteiros podemos definir a seguinte relagao: a <g bse b—a € S. Como
S é um semigrupo numérico temos uma relagao de ordem, isto é, <g é reflexiva, transitiva
e antissimétrica. Pela definicao de pseudo ntmero de Frobenius, obtemos que eles sao os
elementos maximais com respeito a <g de Z \ S.

Proposicao 1.9. [[10], Pro.2.19] Seja S um semigrupo numérico. Entao,
1. PF(S) = Mazimais<,(Z \ S),
2. x €Z\S se, e somente se, [ —x €S, para algum f € PF(S).

Proposicao 1.10. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento diferente de zero de S.
Entao,

PF(S) = {w —n|w € Maximais<,Ap(S,n)}.

Demonstracao. Seja x € PF(S). Observe que z +n € Ap(S,n), poisz = (x+n)—n¢g Se
x+n€S. Sejaw € Ap(S,n) tal que x +n <g w. Entdo, w— (x+n) =w—n—x € S. Dessa
forma, temos que w —n = x + s, para algum s € S. Como w —n ¢ S e x € PF(S), segue que
s=0edalw=uxz+mn,isto é, z =w —n, com w € Ap(S,n) maximal em relacao a <g.

Agora, seja w € Mazimais<,Ap(S,n). Entao, w —n ¢ S. Se w — n nao for um pseudo
numero de Frobenius, isto é, w —n + s € S, para algum elemento s de S, diferente de zero,
entdo w + s € Ap(S,n), contradizendo a maximalidade de w. ]

Exemplo 1.11. Se S é um semigrupo numérico minimamente gerado por (a,b), entdo
Ap(S,a) ={0,b,2b, ..., (a — 1)b}.

Isso implica que Maximais<,Ap(S,a) = {(a — 1)b} e PF(S) = {ab — a — b}. Portanto,
semigrupos numéricos com S-dimensao igual a 2, tem tipo 1.

Como a cardinalidade de Ap(S,n) é n e o zero nunca é um elemento maximal, entao to-
mando n = m(S) e pela proposicao anterior conseguimos uma cota superior para o tipo de um
semigrupo numeérico.

Corolario 1.12. Seja S um semigrupo numérico. Entao,

t(S) < m(S) — 1.

5



Seja S um semigrupo numérico. Denotamos o conjunto dos elementos em S que sao menores
do que o nimero de Frobenius F'(S) por N(S), ou seja,

N(S)={seS|s < F(5)}.

Esse conjunto determina totalmente S. Sua cardinalidade é denotada por n(S). Claramente
g(S) +n(S) = F(S)+ 1. Pela Proposigao 1.9, sabemos que se x ¢ um inteiro que nao pertence
a S, entdo existe f € PF(S) tal que x <g f. Defina f, := min{f € PF(S)|f —x € S}. Entao,
a aplicacao

H(S) — PF(S) x N(S), z = (fs, [z — T)
¢ injetora, o que prova o seguinte resultado.

Proposicao 1.13. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
9(5) < U(S)n(S).

Observagao 1.14. Essa desigualdade é equivalente a F(S) +1 < (¢(S) + 1)n(S). Porém, a
Conjectura de Wilf diz que: e(S)n(S) > F(S) + 1. Para algumas familias de semigrupos
numéricos a Conjectura de Wilf é verdadeira, mas para o caso geral ainda permanece sem
solucao.

O resultado a seguir nos diz que a conjectura de Wilf é valida em algumas condigoes especiais.
Teorema 1.15. A conjectura de Wilf é vdlida nos sequintes casos:

1. Para todo semigrupo numérico de tipo 1.
2. Para todo semigrupo numérico de tipo 2.

3. Para todo semigrupo numérico S tal que e(S) =m(S) — 1.

Demonstragao. 1) Temos que pela Proposi¢ao 1.13 e pelo Lema 1.8, com ¢(S) = 1 que 2n(S) >
2¢g(S) > F(S) + 1. Agora como e(S) > 2, segue que e(S)n(S) > F(S) + 1.

2) Para t(S) = 2, temos pelo Exemplo 1.11 que e(S) > 3, logo e(S)n(S) > (¢(S) + 1)n(S),
assim o resultado segue da desigualdade equivalente da Observagao 1.14.

3) Observe que pelo Coroldrio 1.12, temos que ¢(S) < m(S) —1 = e(S). Dessa forma temos
dois casos. Se t(S) < e(S)—1, entao t(S)+1 < e(S) e, segue que, e(S)n(S) > (¢(S)+1)n(S) >
F(S)+ 1. Agora, se t(S) = e(S) temos a seguinte contradigdo: pela Proposigao 1.10, sabemos
que PF(S) = {w—n|w € Mazimais< ,Ap(S,n)} e os m(S)—1 elementos de Ap(S, m) sdo todos
maximais com relacao a <g. Agora, como o sistema minimal de geradores de S estd contido em
Ap(S,m) U {m}, segue que todo elemento desse conjunto deve ser gerador minimal de S, pois
caso contrario contradiz a maximalidade dos elementos. Dessa forma e(S) = m(S). Agora, se
t(S) =m(S) — 1, entao e(S) = m(S) que contradiz a hipdtese de que e(S) = m(S) — 1. O

Veremos a seguir algumas classes de semigrupos numéricos que possuem as propriedades
dadas no teorema anterior, e que portanto satisfazem a conjectura de Wilf.

Um semigrupo numérico é dito irredutivel se nao puder ser expresso como uma intersegao
de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente. Se S é semigrupo numérico
irredutivel com F'(S) fmpar, entdo S é chamado de simétrico. Pelo Exemplo 1.11, vemos que
todo semigrupo numérico gerado por dois elementos satisfaz a conjectura de Wilf. Sabemos
que todo semigrupo numeérico gerados por dois elementos é simétrico, e que S é simétrico se, e
somente se, t(S) = 1 (veja [10, Cor. 4.11]). Portanto, semigrupos simétricos também satisfazem
a conjectura de Wilf.



Proposicao 1.16. Se S é um semigrupo numérico tal que t(S) + 1 < e(S), entdo S satisfaz a
conjectura de Wilf.

Demonstragao. Usando o fato de que ¢(S) + n(S) = F(S) + 1, temos pela Proposicao 1.13
que FI(S) +1 < (¢(S) + 1)n(S). Agora se S é tal que t(S) + 1 < e(S), segue que e(S)n(S) >
(t(S) + 1)n(S) > F(S) + 1. Portanto S satisfaz a conjectura de Wilf. O

Corolario 1.17. Se S é um semigrupo numérico com S-dimensao maxima, entao S satisfaz a
congectura de Wilf.

Demonstracao. Se e(S) é maxima, entdo e(S) = ai, o menor elemento positivo de S, também
chamado de multiplicidade de S, denotada por m(S). Sabemos pelo Coroldrio 1.12 que ¢(S) <
m(S) — 1. Assim, temos que t(S) + 1 < e(S), e o resultado segue da proposi¢ao anterior. [

Um semigrupo numérico S é dito Arf se, para todos x,y,z € S, com x > y > z, tem-se que
r+y—z€S. Como todo semigrupo Arf possui S-dimensao méxima (veja [10, Sec. 2]), entdo
do corolario anterior temos o seguinte resultado imediato.

Corolario 1.18. Se S é um semigrupo numérico Arf, entao S satisfaz a conjectura de Wilf.

Definicao 1.19. Seja S um semigrupo numérico. Um ideal relativo I de S é o subconjunto
deZ tal que I+ S C I es+1={s+ilie S} CS, para algum s € S. Um tdeal de S é um
1deal relativo de S que estd contido em S.

Teorema 1.20. Se S é um semigrupo numérico tal que e(S) < 3, entdo t(S) + 1 < e(5).

Demonstra¢ao. Suponhamos sem perda de generalidade que S # N. Assim, temos que e(S)
é 2 ou 3. Para o caso em que e(S) = 2, como dito anteriormente, todo semigrupo numérico
gerados por dois elementos é simétrico, e que S é simétrico se, e somente se, ¢(S) = 1 portanto
vale a igualdade.

Agora resta mostrar para o caso em que e(S) = 3, isto é, se e(S) = 3, teremos t(S5) > 2.
Para isso, considere o conjunto S; := {x € S|z > s;}, onde sp := 0 e s; é o i-ésimo elemento
de S para 1 < i < n(S). Tome o ideal relativo S(i) := {m € Njm + S; C S;} para 0 < i <
n(S). Chamamos tipo de sequéncia de S, denotado por ¢;(S), a cardinalidade do conjunto
S(i) \ S(i —1). Observe que t(S) = t;(S) = |S(1) \ S|. Suponha N € S(1)\ S. Assim, basta
mostrar que existem no méaximo duas possibilidades para N. Seja S tal que S = (ay, as, as).
Pela definigao de S(1), como devemos ter N +.S; C S, mas N € S, N pode ser expresso como
N = y;ja; +yirar —a;, com y;;, v, € N para {i, 7, k} = {1,2,3}. Seja L; o menor inteiro positivo
tal que L;a; € (aj, ar) para {7, j, k} = {1,2,3}. Portanto podemos escrever L;a; = x;;a; + Tijax,
como x;;,z; € N maiores que zero e unicamente determinados ([14], Teorema 8). Provemos
que y;; < L; — 1. Suponha por contradigao que y;; = L; + d; com d; > 0. Entao

N = (Lj + dj)aj + Y — a; = (xjiai + xjkak) + djaj + Yyiar — a;
= (.Tji — 1)611' + (.Ijk + yik)ak + djaj es

ja que xj; > 0. Contradigao pois N € S. Agora vamos mostrar que as representagoes de N na
forma N = y;ja; + yirar — a; com y;;, Y € N sao unicas. Suponha que N = y;;a; + yirar — a; =
20 + ZikQy, — @; COM Yij, Yik, Zij, Zikk € N. Se y;; = 2z;; estd feito. Caso contrdrio suponha sem
perda de generalidade que y;; > z;;, Entao, (y;; — 2ij)a; + yikar = zixag. Assim, z;, > Ly que
contradiz com o fato de que z;; < L — 1. Portanto N tem representacgoes tinicas

N = ys1a1 + Y3202 — a3 = Y2141 + Y2303 — A2 = Y1202 + Y1303 — Q1



Agora mostremos que y3; # Yo1 S€ Y31 = Yo1, €ntdo (ys2 + 1)az = (y23 + 1)as. Isso implica
que yo3 + 1 = mag para algum m > 1 ja que mdc(ag,a3) = 1. Em particular, yss + 1 > as.
Pela prova de ([14], Teorema 8]), as > L. Portanto ys» + 1 > Lo, contradizendo o fato que
Y32 < Lo — 1. Portanto ou y3; < 991 ou y91 < y31. Vamos considerar primeiramente o caso em
que y31 < yo1. Portanto, (yso + 1)as = (y21 — ysz1a1 + (y32 + 1)as e logo yss > Lo. Segue que
Y32 = Lo — 1, assim temos

N =ys1a1 + (Ly — 1)as — a3 = y12a2 + Y1303 — ay

Isso implica que (Lg — 1 —yi2)as + (y31 + 1)a; = (y13 + 1)ag. Portanto y13+1 > L3 que faz com
que yi13 = Lz — 1. Agora temos ys1a1 + yazaz — as = N = yjpas + (L3 — 1)ag — a;. Com isso,
(y21 +1)ar = (y12+ 1)ag+ (Ls — 1 — ya3)as. Como anteriormente, isso faz com que yo; = Ly — 1.
Desde de que y32 = Ly — 1,

N =ys1a1 + (La — 1)as — a3 = ys1a1 + (r2101 + Zo3a3) — az — ag
= (Y31 + x21)a1 + (223 — 1)ag — as.

Pela unicidade das representagoes de N, L1 — 1 = y31 + T91 € x93 — 1 = 193 com x93 > 0. De
maneira similar podemos mostrar que y3; = x3; — 1. Agora podemos escrever

N = (Ly — D)ay + yozas — az = (Y31 + x21)a1 + (223 — 1)as — as
= (xo1a1 + Ta3a3) + Y101 — ag — ag = (Lo — 1)as + ys1a1 — ag
= (L2 — 1)&2 + (ZE31 — ].)(11 — as

Resta o caso em que y9; < y3;. Trocando os indices na prova acima, podemos ver que

N = (Lg — 1)(13 + (1'21 — 1)&1 — 9.
Isto mostra que temos duas possibilidades para N, (Lo — 1)as + (231 — 1)a; —ag e (Lg — 1)az +
(291 — 1)ag — ay. Portanto ¢(S) = [S(1) \ S| < 2. O

Do teorema anterior e da Proposicao 1.16 segue o seguinte resultado.

Coroldrio 1.21. Se S é um semigrupo numérico tal que e(S) < 3, entao S satisfaz a conjectura

de Wilf

Exemplo 1.22. Sejam S, e Sy 0s semigrupos numéricos dos Exemplos, 1.2 e 1.3 respecti-
vamente. Temos que e(S1) = 3 e e(Sy) = 2, portanto pelo coroldrio acima seque que ambos
satisfazem a conjectura de Wilf.

Para mais detalhes sobre a teoria de semigrupos numéricos, veja [10]. E para mais resultados
envolvendo a conjectura de Wilf para semigrupos numéricos, veja [5], [6] e [13].



Capitulo 2

A conjectura de Wilf para Semigrupos
Numeéricos Generalizados

Nesse capitulo vamos apresentar vérias definigoes importantes para o estudo dos semigru-
pos numéricos generalizados. Utilizando essas defini¢oes vamos mostrar que todo semigrupo
numérico generalizado admite um unico conjunto minimal de geradores, como feito em [3].
A seguir apresentaremos a Conjectura de Wilf Generalizada e a mostraremos para algumas
familias de semigrupos numéricos generalizados, como feito em [4].

2.1 Geradores de um Semigrupo Numérico Generalizado

O objetivo dessa secao ¢ construir um fato mencionado anteriormente, que todo semigrupo
numérico generalizado admite um tnico conjunto minimal de geradores, além de dar condigoes
para verificar se um determinado conjunto gera um semigrupo numérico generalizado, sendo
esse resultado bastante 1til para implementagao de algoritmos. Durante essa construcao, vamos
dar algumas defini¢oes bésicas essenciais para o estudo de semigrupos numeéricos generalizados.

Definigao 2.1. Seja S um submonoide de N, onde d é um inteiro positivo. Se H(S) = N?\ S
é finito, S é chamado de semigrupo numérico generalizado.

Durante esse trabalho vamos nos referir a um semigrupo numérico generalizado por GNS,
uma sigla derivada do termo em inglés generalized numerical semigroups. O conjunto H(S) é
chamado de conjunto das lacunas de S e claro, um elemento de H(S) é chamado de lacuna
de S e sua cardinalidade é chamada de género de S e denotada por g(S), como no caso de
semigrupo numérico (d = 1).

Sejam z,y € N? com z = (2, ..., 2@D) e y = (yV,...,y?¥). Temos uma ordem parcial
natural < sobre N? dada por: z <y <= z® <4 paratodoi=1,...,d.

Para um GNS S, vamos denotar S* = S\ {0} e S*+ S*={a+b;a,be S}

Lema 2.2. Seja S um submonoide de N*. Entdo S*\ (S* + S*) é um sistema de geradores
para S. Além disso, qualquer sistema de geradores de S contém S*\ (S* + S*).

Demonstracao. Seja s € S*. Se s & S*\ (S* 4+ 5*), entdo existem z,y € S* tal que s =z + y.
Observe que segundo a ordem parcial natural, r < s e y < s. Repetindo esse processo para x e
y e ap6s um numero finito de passos (devida a ordem parcial), temos que s = s; + ... + s, onde
s; € S*\ (8™ + 5%) para cada i € {1,...,n}. Portanto, S*\ (S* + S™) é um sistema gerador de
S.

Agora, seja A um conjunto de geradores para S. Seja z € S*\ (S*+5"). Existe n € N\ {0},
Ay \p €ENeay,...,a, € A tal que x = \ag + ... + \,a,. Como x &€ S* 4+ S*, temos que ter
x = a; para algum i € {1,...,n}. Logo, S*\ (S* + S*) C A. O
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Lema 2.3. Seja S um GNS de género g com H(S) = {hq,...,hy_1,h} e h um elemento mazximal
em H(S) com respeito a ordem parcial natural em N Entdo, S’ = SU{h} é um GNS com
H(S") ={hy,....,hg—1} € género g — 1.

Demonstragao. Seja S" = SU{h}. Veja que S’ é um GNS jd que S C S’ e portanto 0 € SU{h}.
Agora como h é maximal temos que h +x € S para todo x € N%\ {0} e, em particular
H(S) 2 H(S"), portanto H(S) é finito. Vamos provar que S’ tem género g — 1. Suponha que

existe h; € H(S) com j € {1,...,g — 1} tal que h; € S". Entao h; = Zukgk + Ah com g € S

k
eur € N. Se A =0, entdo h; € S, contradi¢do com h; € H(S). Se A # 0 entao h; > h, que
contradiz a maximalidade de h em H(S). Portanto h; ¢ S’ para j € {1,...,g — 1}, que implica
que H(S") ={hi,...,hy—1}. Em particular, S’ = S U {h}. O

Proposigao 2.4. Todo GNS admite um sistema finito de geradores.

Demonstracio. Seja S C N Se g = 0, entdo S = N¢ que é gerado pelos vetores candnica
{e1,...,eq}, logo tem um sistema finito de geradores. Suponha por indugao que todo GNS de
género até g possui um sistema finito de geradores. Seja S C N? um GNS de género g + 1 e
seja h um elemento maximal em H(S) com respeito a ordem parcial natural em N?. Pelo Lema
2.3, temos que S’ = S U {h} é um GNS em N? com género g, que, pela hipétese de inducao é
finitamente gerado. Seja G(S”) o conjunto dos geradores de S’. Veja que h € G(S’) pois h nao
pertence a S, portanto G(S") C SU{h}. Vamos denotar G(S’) = {g1, ..., gs, h} com g; € S para
todo i € {1,...,s}. Seja = {g1,...,9s, h + g1, ..., h + g5, 2h, 3h}. Pela maximalidade de h em
H(S) temos que 3 C S. Observe que o semigrupo gerado por 3 tem como lacunas H(S")U{h},
que é exatamente H(S), portanto 5 é um sistema finito que gera S. ]

Corolario 2.5. Todo GNS admite um unico sistema minimal finito de geradores.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2, temos que um GNS admite um tnico conjunto minimal de
geradores, S*\ (S* + 57), que estd contido em qualquer sistema de geradores. Pela Proposicao
2.4 temos que um GNS admite um sistema finito de geradores, como S*\ (S + 5™) esta contido
nesse sistema, segue que € finito. n

Como através do corolario temos que um GNS admite um unico sistema minimal finito de
geradores, vamos denotar os elementos desse sistema por G(5) e sua cardinalidade por e(.5).

A seguir, reunimos algumas defini¢oes de conjuntos e invariantes relacionados a um GNS
S que serao utilizadas na sequéncia do trabalho. Observamos que < denota a ordem parcial
natural definida em N¢.

Definicao 2.6. Dado S um GNS e h € H(S), definimos:
1. G(S) € o conjunto minimal de geradores de S, e(S) = |G(S5)].
2. H(S) =N*\'S € o conjunto das lacunas, S tem género g(S) = |H(S)|.

H(
3. H(h) ={z € H(S)|x < h}.
5. C(S) = {x € Nz <t para algum t € H(S)}, ¢(S) = |C(S)].
h) ={z € S|x < h}.

=
=

6. N(
(S) ={x € S|z <t para algum t € H(S)}, n(S) = |N(9)].
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Exemplo 2.7. Seja S = N*\ {(1,0,0),(1,1,0),(2,0,0),(2,1,0),(5,0,0)} e h = (2,1,0) €
H(S):

1. Utilizando um software podemos ver que S € gerado por G(S) = {(0,0, 1), (0, 1,0), (1,0, 1), (1,2,0),
(5,1,0)} e com isso e(S) =9.

2. F claro que as lacunas de S sio {(1,0,0),(1,1,0),(2,0,0),(2,1,0), (5,0,0)} e portanto S
tem género g(S) = 5.

3. H(h) ={(1,0,0),(1,1,0), (2,0,0),(2,1,0)}.
{(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(2,1,0)}.
) = {(0 0,0), (1,0,0), (2,0,0), (1,1,0), (0, 1,0), (2, 1,0), (3,0,0), (4,0,0), (5,0,0)}, logo

4. C(h)

5. C(S
c(S) =

~—

6. N(h) = {(0,0,0), (0,1,0)}.
7. N(S)=1{(0,0,0),(0,1,0), (3,0,0),(4,0,0)}, portanto n(S) = 4.

Lema 2.8. Seja S C N wm monoide. Entdo S é um GNS se, e somente se, existe t € N¢ tal
que, para todo elemento s & C(t), tem-se s € S.

Demonstragdo. Seja S C N* um GNS com H(S) = {h, ..., hy} seu conjunto de lacunas. Seja
t® ¢ N o maior nimero que aparece na i-ésima coordenada dos elementos em H (S), para
i€ {l,...d}. Sejat = (tV, .. tD) € N Assim, se s ¢ C(t), isto é, s > t, temos que
s >t > h;, para qualquer i = 1, ...,d. Seja s € S. Escolha t € N? tal que para todo s & C(t),
s€S. Sehe N\ Sentdo h € CO(t), logo (N*\ S) C C(t) e como C(t) é finito, segue que S é
um GNS. O

Teorema 2.9. Seja d > 2 e tome S = (A) o monoide gerado pelo conjunto A C N¢. Entio S
¢ um GNS se, e somente se, o conjunto A satisfaz as condi¢ies:

1. para cada 7 =1,2,...,d existem agj)ej,agj)ej, ,ag)ej € A, r; € N\ {0}, tais que
(7) ( AN ) S
mdc(ay”, a3’ ) = 1.
2. para cada i, k, 1 <i < k <d existe x;, xr; € A tais que x;, = ei+n§k)ek € Xpy = ek+n§:)ei
com ngk), n,(;) e N.

Demonstragao. =) Se A nao satisfaz a primeira condigao para algum j, entao existem infinitos
elementos ae;, a € N\ {0}, que ndo pertencem a S. Se A nao satisfaz a segunda condicao
para algum i # j, entdo temos que existem infinitos elementos e; + ne, com n € N\ {0} néo
pertencentes a S.

<) Para todo j = 1,...,d, seja S; o semigrupo numérico gerado por {a s 7« 7}, Deno-

temos por FY) o ntimero de Frobenius de Sj. E claro que (FY) 4 n)e; € S para todo n > 1.
Tome v = (v, ..., 0¥ € N* definido por

o) — iF(i)nzﬁj) 4+ FW
%
para qualquer j = 1, ...,d. Provemos que = € S, para todo x ¢ C(v), implicando portanto, pelo
Lema 2.8 que S é um GNS.
Seja x = (2, ..., 2D) € N tal que 19 > v, para algum j € {1,...,d}. Seja m; € N\ {0}
tal que zV) = v\ + m;. Se ki,...k, € {1,....d} \ {j} sdo tais que z®) < F®) para todo
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i e {1,..,r}, entdo z¥ )ngj) < plk )nk), para todo ¢ = 1,...,r. Entdo, para todo i = 1,...,r
existe p; € N tal que F*p (j) = gz (j) + p;. Agora sejam hq,..,hs € {1,....d} \ {j} as

coordenadas de x tais que x(h ) > ), para todo i € {1,..., s}, assim x(h")ehi € S, para todo
1 =1,...,s. Vamos considerar as seguintes igualdades:

T = Zaf(i)ei — ix(ki)eki + ix(hi)ehi + x(j)e]
—Zx(k ek, +Zx e, + ZF n +F(J)+m])

%#J
=Y (a®ey, + Fn —|—Zx(h)eh + ZF(h ) + FO 4 m;)e;
=1 i=1 i=1

T

:Z( ey, + (a0 (])%—10z )e; —l—Zx hiley, + ZF(h (])—I—F(J)—i-m) ;
i=1 =1

:Zx(k)(ek +nk e;) —i—Zx e, + ZF j)—l-2p~—|—F(j)+mj)ej

=1
Portanto x é a soma de elementos em S logo S é um GNS ]

Exemplo 2.10. Usando o teorema anterior podemos verificar que o conjunto A; = {(0, 3), (0,4), (1, 1),
(1,2)} nao gera um GNS pois, para j = 1, nao existe um elemento da forma aey, como exigido
na primeira condi¢ao.

Agora o conjunto Ay = {(0,3),(0,4),(1,0),(1,1),(1,2)} gera um GNS pois satisfaz as
condicoes do teorema:

1. (1,0) € A €(0,3),(0,4) € A com mdc(3,4) = 1, portanto satisfaz a primeira condi¢ao.

2. Veja que (1,0) + 1(0,1) = (1,1) € A, logo satisfaz a sequnda condigao.

2.2 Conjectura de Wilf Generalizada

Nessa secao vamos apresentar mais algumas definigoes bésicas para o estudo de semigru-
pos numéricos generalizados e introduzir a generalizacao da conjectura de Wilf, que é o foco
principal deste trabalho.

A seguir apresentaremos uma generalizagao para a Conjectura de Wilf no cenério de semi-
grupos numéricos generalizados. Tal generalizacao foi proposta por Cisto, DiPasquale, Failla,
Flores, Peterson e Utano, em [4].

Conjectura 2.11. Conjectura de Wilf Generalizada: Se S C N ¢ um GNS, entdo
e(S)n(S) > de(9).

Observe que no caso em que d = 1, a Conjectura de Wilf Generalizada coincide com a
Conjectura de Wilf para semigrupos numéricos, como desejado.

A seguir vamos introduzir dois conjuntos essenciais para o estudo de GNSs e utilizar dessas
defini¢oes para construir ferramentas para mostrar a conjectura para determinadas familias.
Esses resultados sao encontrados em [2].

Definicao 2.12. Seja S um GNS. Definimos:

1. PF(S)={h € H(S)|h+ 5" C S*} é o conjunto dos pseudo-nimeros de Frobenius;
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2. EH(S)={h € PF(S)|2h € S} € o conjunto das lacunas especiais;

3. S € wrredutivel se nao pode ser escrito como intersecao de dois GNSs que o contenham
propriamente.

Definicao 2.13. Seja S € N? um GNS. Vamos definir em 7% a sequinte relacdo:
a <gb se, e somente se, b—a € S.

Proposicao 2.14. Seja S € N% um GNS. O conjunto PF(S) € o conjunto dos elementos
mazximais em H(S) com respeito a <g.

Demonstragio. Seja x um elemento maximal em Z? \ S com respeito a <g. Se existe s € S*
tal que = + s € S*, entao x <g x + s que contradiz a maximalidade de x. Por outro lado,
seja x € PF(S). Se existe y € Z%\ Stal que y —2 = s € S entdo v + s € S, que é uma
contradicao. O]

Exemplo 2.15. Seja S = N*\ {(1,0,0),(1,1,0),(2,0,0),(2,1,0),(5,0,0)}, como no Exemplo
2.7. Temos que PF(S) = {(1,1,0),(2,1,0),(5,0,0)} = EH(S). Pela proposicao anterior,
estes sao os elementos mazimais com respeito a <g em H(S).

Proposigao 2.16. Seja S C€ N? um GNS ez € H(S). Entio SU{z} é um GNS se, e somente
se, x € EH(S).

Demonstracao. =) Se SU{x} é um GNS, entao temos que ter x € G(S5). Logo z+s € S, para
todo s € S*. E claro que se x € S U {z}, 2z € S. Logo, z € EH(S).

<) Como 0 € S segue que 0 € SU{z}. Sejam a,b € SU{x}. Suponhamos que a e b sejam
diferentes de x, assim a +b € S C S U {x}. Suponha agora sem perda de generalidade que
a€Seb=x Comozx € EFH(S), entao x € PF(S). Logo a+b € S C SU{z}. Agora se
a = b = x, por hipétese 2z € S. Portanto a + b € S, para todos a,b € SU{z}. Por fim, como
N4\ S ¢ finito, claro que N*\ (S U {z}) também ¢é finito. Segue portanto que S U {x} é um
GNS. O

Proposigao 2.17. Seja S C N um GNS. Entio S € irredutivel se, e somente se, |EH(S)| = 1.

Demonstra¢ao. =) Suponha por contradi¢ao que existam x,y € FH(S) tais que x # y. Assim,
pela Proposigao 2.16, temos que SU{z} e SU{y} sdo GNSs distintos que contém S propriamente.
Agora, (SU{z}) N (SU{y}) =S, que contradiz o fato de S ser irredutivel.

<) Suponha por contradi¢gao que existam dois GNSs S} e Sy tais que S C S; e S € Sy
com S; NSy = 5. Sejam x,y elementos maximais, com respeito a ordem parcial natural, em
S1\ S e Sy \ S, respectivamente. E claro que z,y € S. Provemos que z,y € EH(S). Como x
é maximal em S; \ S, temos que 2z ¢ S; \ S, pois 2z > x. Se s € S\ {0}, entdo z + s > =z,
portanto x + s € S\ S. Além disso, x € S; e s € S\ {0} C 51\ {0}, portanto x +s € S; e
logo z+s € S. Concluimos entao que x € EH(S). De maneira andloga temos que y € EH(S).
Como por hipétese |[EH(S)| = 1, segue que = = y e portanto x € S;\ S ez € 5\ S. Como
S1 NSy =8, temos que x € S, que é uma contradi¢do ja que x € H(S). H

Exemplo 2.18. Seja S = N\ {(0,1),(1,0),(2,0),(2,1),(4,0), (5,1)}. Utilizando um software
calculados que S possui 18 geradores. EH(S) = {(5,1)}, pela proposi¢ao anterior seque que S
¢ irredutivel.

Proposicdo 2.19. Seja S C N? um GNS. Entio S € irredutivel se, e somente se, eziste
f € H(S) tal que, para todo h € H(S) com 2h # f, temos f —h € S.
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Demonstracao. =) Pela Proposigao 2.17, temos que FH(S) tem apenas um elemento. Seja
EH(S)={f}. Tome h € H(S) com h # f e suponha que 2h # f. Como h ¢ EH(S) temos
duas possibilidades:

1. Suponha que exista s; € S\ {0} tal que f{ = h+ s; € S, em particular f{ —h € S. Se
fi = f a afirmagdo se segue. Se f; # f, entdo f; ¢ EH(S). Vamos mostrar que existe
sy € S\{0} e fo & S, com fy > f tal que fo = h+sy. Caso f; & PF(S), existe t € S\ {0}
tal que f1 +t & S. Defina fo = fi +t =h+ (s1 +1), s = s1 +t. Dessa forma, f, > fi.
Por outro lado, se f; +t € S, para todo t € S\ {0}, vamos considerar f, = 2f; & S,
teremos fo = h+ (h 4 2s1) e s = h+ 2s; = f; + s1 € S. Portanto provamos que existe
s9 € S\ {0} e fo & S com fy > fi tal que fo = h+s9. Se fo = f as afirmagoes seguem, ou
caso contrario, com o mesmo argumento conseguimos uma sequéncia de elementos f; € S
com f; > fi_1 paratodoie fi=h+s; es; €S\ {0}. Como H(S) é um conjunto finito,
existe k € N tal que fy = f, com fy—h € S.

2. Suponha que h + s € S para todo s € S\ {0} e h € PF(S). Como h ¢ EH(S), entao

2h ¢ S. Provemos por contradicao. Observe que, para cada ¢ € N, temos que th+ g € S

para cada g € S\ {0}. Como H(S) é um conjunto finito, existe k = max{i € N|ih ¢ S}.

Em particular kh € EH(S), o que implica que kh = f. Como 2h # f entdao k > 3.

Considere o elemento h = (k — 1)h, temos que h + s € S para todo s € S\ {0} e

2h = 2(k — 1)h € S desde que 2(k — 1) > k, isto é h € EH(S). Mas isto é uma
contradicdo ja que 2h # f.

<) Por hipétese, f é o maior elemento de H(S) com respeito a <g, exceto para o elemento

h € H(S) tal que 2h = f, se ele existir. Pela Proposi¢ao 2.14 os possiveis elementos em PF(S)

sao feh= g Além disso, FH(S) C PF(S) e h & EH(S) e desde que 2h = f ¢ S, devemos
ter FH(S) = {f}. Portanto S ¢ irredutivel. O

Lema 2.20. Seja S C N* um GNS irredutivel com EH(S) = {f}. Entdo, apenas uma das
condigoes € satisfeita:

1. PF(S)={f} se f possui uma coordenada impar.

2. PF(S) = {f, g} se todas as coordenada de f sdo pares.

Demonstragao. Se f tem alguma coordenada impar, entao nao existe h € H(S) tal que 2h = f
e pela Proposi¢ao 2.19, f é um elemento maximal em H(S) com respeito a <g. Portanto,

PF(S) = {f} pela Proposigao 2.14. Se todas as coordenadas de f sao pares, entao g e Nle

claro que esse elemento estd em H(S), ja que f € H(S). Assim, f — g = g ¢ S, entdao f e g

nao sao comparaveis com respeito a <g. Além disso, pela Proposicao 2.19, f é maior que os

elementos de H(S) diferente de g com respeito a <g, portanto f é um elemento maximal com
respeito a essa ordem, isto é, f € PF(S5). g também é maximal em H(S) com respeito a <g,
pois caso contrério, existiria um h € H(S) tal que g <g h <g f, mas isso é uma contradi¢gao
com a maximalidade de g Concluimos portanto que PF(S) = {f, g} O

Observagao 2.21. Observe que se uma das condi¢oes do lema anterior for satisfeita, entdo
S € irredutivel. De fato, note que em ambos os casos EH(S) = {f} e a afirmacao seque da
Proposigcao 2.17.
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O teorema a seguir sera bastante util na demonstracao de alguns resultados.
Teorema 2.22. [11, Theorem 7] Seja S C N um GNS, S # {0} e S # N, entio e(S) > 2d.
Teorema 2.23. Seja S C N? um GNS. Sdo equivalentes:

1. |PF(S)| =1.

2. PF(S) ={f} e f tem pelo menos uma coordenada impar.

3. Existe f € H(S) tal que f —h € S para todo h € H(S).

Demonstragao. 1) = 2) Segue diretamente pelo Lema 2.20.

2) = 3) Pela Observacao 2.21, temos que S é simétrico e portanto, irredutivel. Dessa forma,
pela Proposigao 2.19 segue que existe f € H(S) tal que f — h € S para todo h € H(S).

3) = 1) Pela 7?7 segue que S é irredutivel, e assim, pelo Lema 2.20, |PF(S)| = 1. O

Teorema 2.24. Seja S C N um GNS. Sdo equivalentes:

1 rrs - L)

2. Eziste f € H(S), com todas as coordenadas pares, tal que f — h € S para todo h €

H(S)\{g}.

Demonstracao. Pela observacao 2.21, temos que S é simétrico, portanto pelo Lema 2.20 e pela
Proposicao 2.19 segue-se o resultado. O]

Definicao 2.25. Se S é um GNS e satisfaz o Teorema 2.23, S € chamado de simétrico, se
satisfaz o Teorema 2.24 é chamado de pseudo-simétrico. Em ambos os casos EH(S) = {f}.

Note que, pelo Lema 2.20, temos que qualquer GNS S irredutivel é tanto simétrico ou
pseudo-simétrico, assim como no caso de semigrupos numeéricos.

Exemplo 2.26. Seja S = N?\ {(0,1),(1,0),(2,0),(2,1),(4,0),(5,1)}, como no Exemplo 2.18.
Sabemos que EH(S) = {(5,1)}, portanto S € irredutivel. Agora, PF(S) = {(5,1)}, portanto S
¢ um GNS simétrico.

Exemplo 2.27. Seja S = N*\ {(1,0,0,0),(2,0,0,0),(3,0,0,0), (6,0,0,0)}. E fécil ver que
EH(S) = {(6,0,0,0)} portanto S ¢ irredutivel. Agora, PF(S) = {(3,0,0,0),(6,0,0,0)} por-
tanto S € um GNS pseudo-simétrico.

Definigao 2.28. Se existe um unico elemento mazimal f em H(S) com respeito a ordem parcial
natural em N%, dizemos que S € Frobenius com elemento de Frobenius f. Dizemos que (S, f) ¢
GNS Frobenius.

Proposigao 2.29. Seja S C N? um GNS irredutivel com EH(S) = {f}. Entdio (S, f) é um
GNS Frobenius.

Demonstracao. E suficiente provar que f é o tnico elemento maximal em H(S) com respeito
a ordem parcial natural em N Seja h € H(S), se h = g é claro que h < f. Se h # f entao
pela Proposicao 2.19, f —h € S C N¢, portanto h < f. O

Proposicao 2.30. Seja h € N? e tome S C N um GNS. Temos as relagoes:
1. [C(h)] = (MY + 1)(A@ + 1)+ (B + 1)
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2. IN(R)| + |HR)| = (AY +1)(h® +1)--- (RD 4 1).

Demonstrac¢ao. Observe que C(h) representa o conjunto dos pontos interiores do hiper retangulo
cujos vértices sao h, a origem dos eixos e os pontos nos planos coordenados (h(l),(), ., 0),
(0,h,0,...,0), ..., (0,...,0,A9). Com isso podemos deduzir a primeira afirmacio. Agora se
observarmos temos que C(h) = N(h) U H(h) para todo h € N% além disso, N(h) e H(h) sio
disjuntos. Assim se segue a segunda afirmacao. O

Considere a aplicacao
tp : N(h) — H(h) definida por ¢p,(s) = h — s.

Veja que a aplicacdo estd bem definida: dado s € N(h) temos que s € S e h — s € S pois caso
contréario terfamos que h — s+ s = h € S. Observe que ¥, ¢é injetora pois se s; # s, entao
h —s1 # h — s5. Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Lema 2.31. Seja S C N um GNS e seja h € H(S). Entio |N(h)| < |H(h)| < |H(S)].

A proposicao a seguir caracteriza a conjectura de Wilf para GNS Frobenius, que sera definida
posteriormente.

Proposicao 2.32. Seja (S, f) um GNS Frobenius em N?. Entdo 2g9(S) > (fV 4+ 1)(f® +
- (f9D41).

Demonstracao. Veja que g(S) = |H(S)| = |H(f)| j&4 que S é um GNS Frobenius. Além
disso, pelo Lema 2.31 temos que |H(f)| > |N(f)|, portanto pela Proposicao 2.30 segue que
(A + 1)(AP 1) - (D +1) = [N(f)| + [H(f)] < 2[H(S)]. O

Teorema 2.33. Seja S € N um GNS. Entio:

1. S ¢ simétrico se, e somente se, existe f € H(S) com 2|H(S)| = (fY + D)(f@ +
D (f9D+1).

2. S ¢é pseudo-simétrico se, e somente se, existe f € H(S) com 2|H(S)|—1 = (fO+1)(fP+
1)...(f(d) +1).

Demonstracao. 1. =) Suponha que S seja simétrico. Temos que EH(S) = PF(S) = {f}
e, portanto, pela Proposicao 2.29, H(f) = H(S). Sabemos que a aplicacdo 1y, é injetora.
Vejamos que também vale a sobrejegao: se h € H(f), como S é simétrico, entao s =
f—h € S pela Proposicao 2.19, logo ¢¢(s) = h, portanto a aplicacao é sobrejetora. Dessa
forma, pela bijetividade de oy, |N(f)| = |H(f)| = |H(S)| e 2|H(S)| = [N(/)|+ |H(f)| =
(FY+1)(fP +1) - (f9 + 1), pela Proposicao 2.30.
<) Seja f € H(S) tal que 2|H(S)| = (fY + 1)(f® +1)--- (f 4+ 1). Pelo Lema 2.31 e
pela Proposigao 2.30, segue que 2g = |N(f)| + |H(f)| < 2|H(f)| < 2g. Assim segue que
IN(f)| = |H(S)|, com isso temos que a aplicagdo 1y é bijetiva. Agora vamos provar que,
para todo h € H(S), temos que f —h € S. Como |N(f)| = |H(S)| e ¥y é sobrejetora,
entdo |H(f)| = |H(S)| e se h € H(S), existe s € S tal que ¢¢(s) = f —s = h, ou seja
f—h=s€S. Pelo Teorema 2.23 segue que S é simétrico.

2. =) Suponha que S seja pseudo-simétrico, entdo PF(S) = {f, f/2}, EH(S) = {f} e
H(f)= H(S). Além disso, para todo h € H(S) com h # f/2, temos que f—h € S, assim
pelo mesmo argumento do item anterior, provamos que |N(f)| = |H(f)\{f/2} =g—1.
Segue que (fU+1)(fP+1) - (FD+1) = [N()|+H(f)| = [H(S)|+]H(S)|~1 =291
(<) Seja f € H(S) tal que 2|H(S)|—1 = (fY+1)(f@+1) - - - (fD+1), em particular cada
coordenada de f é um nimero par e 2|H(S)|—1 = |[N(f)|+|H(f)| <2|H(f)| < 2|H(S5)|.
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Portanto |H(f)| = |H(S)| = g ja que é impossivel ter 2|H(S)| — 1 = 2|H(f)|, o que
implica que |N(f)] = g — 1. Além disso temos que f/2 € H(S) pois f € H(S), portanto
a aplicacao ¢ : N(f) — H(f)\{f/2}, induzida por ¢y é bijetora. Isso implica que, para
todo h € H(f)\ {f/2}, existe s € S, tal que f —s = h, onde f —s € S. De onde temos
que S é pseudo-simétrico, pelo Teorema 2.24.

]

Proposicao 2. 34 Seja S C N um GNS simétrico com elemento de Frobenius f. Entdo
e(S)n(S) >d(f +1)(f()+1)...(f(d)+1).

Demonstragao. Como S ¢é de Frobenius, temos que |H(f)| = [H(S)|, |N(f)] = |N(9)| e
IC(f)] = \C(S)| Como S é simétrico temos pelo Teorema 2.33 e pela Proposicao 2.30 que

20H(S)| = (fY + NP + 1) (f9 + 1) = [C(f)] = |C(S)| = [NS)| + |H(S)|. Ou
seja n(S) = |N( )| = |H(S)|. Pelo Teorema 2.22 temos que e(S) > 2d, assim e(S)n(S) >
2d|H(S) = d(f + 1)(f@ + 1) (f9 +1). -

Exemplo 2.35. Seja S = N*\ {(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)}. Temos que f =
(6,1), [H(S)| = 7 e 2/H(S)] = 14 = (6 4+ 1)(1 + 1), assim segue pelo Teorema 2.33 que
S € simétrico. Temos que G(S) = {(1,0),(7,1),(0,2),(0,3)}, logo e(S) = 4. N(S) =
{(0,0), (1,0),(2,0),(3,0),(4,0), (5,0), (6, 0)} assim, n(S) = 7. Dessa forma, e(S)n(S) >
2(fV+1)(fP + 1)

Exemplo 2.36. Seja S = N*\ {(0,1),(1,0),(2,0),(2,1),(4,0),(5,1)} como no Exemplo 2.18.
Temos que f = (5,1) e 2g(S) = 12 = (54 1)(1 + 1). Assim segue pelo Teorema 2.33 que S
¢ simétrico. Sabemos que e(S) = 18. Pela Proposicao 2.3/ temos que 18n(S) > 2.12, logo
podemos concluir que n(S) é no minimo 2.

Exemplo 2.37. Parad = 1 tome S um semigrupo numérico simétrico, logo S satisfaz e(S)n(S) >
F(S) + 1, isto €, satisfaz a conjectura de Wilf.

Conjectura 2.38. (A Generaliza¢ao da Conjectum de Wilf para GNS Frobenius ) Seja (S, f)
wm GNS Frobrenius em N¢. Entio e(S)n(S) > d(fV +1)--- (f@ +1).

Observe que se S C N? é um GNS e h € H(S), entdao |C(h)| = |N(h)| + |H(h)| = (hY
1) (M9 4+1). A ideia na conjectura anterior é substituir o valor F(S)+ 1 por |C(f)| no caso
de GNS Frobenius (S, f), para o qual existe um tnico elemento de Frobrenius. Se (5, f) ¢ um

GNS Frobenius, entdo |C(S)] = |C(f)] = (fV +1)--- (f 9 + 1).
Lema 2.39. Seja S € N? wm GNS de genéro g(S). Entdo:

1 1C(8)| = [H(S)| + IN(S).

2. (MY 4+ 1) (kD +1) <|C(S)| para todo h € H(S).

Demonstracao. 1. Observe que C(S) sao todos os elementos de N? que sdo menores que t
para algum ¢t € H(S). Agora N(S) é o conjunto desses elementos que estao em S. Logo,
segue a igualdade.

2. Veja que (B 4+ 1)---(h® + 1) é a quantidade de pontos menores que h, e |C(S)| é
quantidade de pontos menores que h, para todo h € H(S), isto é, a maior possivel.
m

Este Lema nos diz que podemos substituir (b 41) - - (A +1) por ¢(S) para obter através
da Conjectura 2.38 uma conjectura mais geral para semigrupos numéricos generalizados, a
Conjectura 2.11.
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2.3 Multiplicidade e Espessamento

Nesta secao vamos definir multiplicidade a fim de construir o que chamamos de espessa-
mento, que associa semigrupos numeéricos generalizados de diferentes dimensoes. Mostraremos
que se um GNS satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, um espessamento dele também sa-
tisfaz, sendo assim necessario provar a Conjectura de Wilf Generalizada apenas para um GNS
de dimensao menor.

Definigao 2.40. Seja S C N um semigrupo numérico generalizado. Seja M(S)* = {h €
H(S)|C(h)NS = {0}}. Chamamos os elementos de M(S)* de lacunas fundamentais de S. Seja
M(S) = M(S)*U{0}. A multiplicidade de S é definida por m(S) = |M(S)].

Exemplo 2.41. Seja S o GNS do Fxemplo 2.35. Temos que o conjunto das lacunas de S €
H(S)={(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)}, assim o conjunto das lacunas fundamen-
tais € dado por M( )" = {(0, 1)} logo m(S) = 2.

Exemplo 2.42. Seja S = ((1,0),(1,2),(0,3),(0,4),(2,1)). O conjunto de lacunas de S €
H(S) = {(0,1),(0,2), (0, ) (1,1)}. Assim o conjunto das lacunas fundamentais é M(S)* =
{(0,1), (0, 2)} portanto m( ) =3.

Lema 2.43. O conjunto M(S) € o menor subconjunto de N¢ que satisfaz: todo x € N pode
ser escrito como v =m + s ondem € M(S) es € S.

Demonstracdo. Seja x € N%. Seja s um elemento maximal de S em relacio a ordem parcial
natural tal que s < z. Observe que z = s + (x — s), provemos que z — s € M(S). Se
r—s & M(S), entao segue que C(x — s) NS # {0}, isto é, existe algum s’ € S diferente de 0,
tal que s’ < x —s. Assim s < s+ s’ < z, que contradiz a escolha do s. Logo x — s € M(S)
ex =5+ (z — ) como gostarfamos. Seja T C N satisfazendo a propriedade: Todo z € N?
pode ser escrito como x = s +t, para algum s € S et € T. Tome m € M(S). Entao m = s+t
para algum s € S, t € T. Desde que o Unico elemento de S menor que m é 0, temos que
m =0+t =t. Portanto M(S) C T. O

Lema 2.44. Seja S € N um GNS. Entio c(S) < m(S)n(S).

Demonstracio. Seja < uma ordem total qualquer de N¢ que refina a ordem parcial natural.
Para z € N, tome s = maxr<{t € S|t < x}. Defina a aplicagio

Y N — M(S) x S definida por ¢<(z) = (z — s, 5)

Como feito na proposigao anterior, x — s € M(S). Desde que < é uma ordem total, a decom-
posicdo x = s + (x — s) escolhida dessa maneira é tinica. Agora, restringindo 1< para o sub-
conjunto C(S) = {z € N%z < t ,para algum t € H(S)}, o maior s € S tal que s < 2 também
estd em C(S). Isso nos da que a aplicagao 1< : C(S) — M(S) x SN C(S) é injetora. Agora
veja que ¢(S) = |C(9)], m(S) = |[M(S)] e |[SNC(S)| = n(S), portanto ¢(S) < m(S)n(S). O

Definigcao 2.45. Dizemos que um semigrupo numeérico generalizado tem multiplicidade minima
se c(S) = m(S)n(S). Nesse caso todo x € ¢(S) pode ser escrito de forma inica como v = m+s,
ondem € M(S) es€S.

Exemplo 2.46. Seja S= N\ {(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)}. Sabemos pelos
Ezemplos 2.35 € 2.41 que n(S) =7 e m(S) = 2. Como S € de Frobenius temos que C(S) =
C(f), assim C(S) = C((67 1)) = {(07 0)7 ( O) (2 0) (37 0)7 (47 O)? (57 0)7 (67 0)7 (07 1)7 (17 1)7 (27 1)7
(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)}, logo c(S) = 14, e portanto, S tem multiplicidade minima.
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Definicdo 2.47. Sejam ey, ...,eqi1 0s geradores candnicos de N e considere o semigrupo
numérico generalizado isomorfo a N* em N gerado por {ey, ...,eqs1} \ €, para algum i. Por
abuso de notagdo iremos chamar esse GNS de N¢. Seja S € N? um GNS. O k-espessamento
de S ao longo do eivo i em N é o GNS Ty(S,i) C N definido por

Ti(S, i) = SU(e; +S)U---U(ke; + S) U ((k + 1)e; + N+,

Proposicao 2.48. Suponha que S C N¢ ¢ um GNS com sistema minimal de geradores G(9),
lacunas fundamentais M(S)* e multiplicidade m(S). O conjunto minimal de geradores de

Ty(S,i) C N+t ¢
{e;,}UG(S)U ((E+ 1)e; + M(S)").

Demonstracao. Vejamos que todo x € Ti(S,i) pode ser escrito em termos desses geradores.
Se x € je; + 5, para algum 0 < 5 < k, entao é claro que x é uma soma de je; com somas
de geradores de S. Agora suponha 2 = (k + 1)e; +n para algum n € N™'. Pelo Lema 2.43
existem m € M(S) e s € S tal que n = m + s. Portanto « pode ser escrito como uma soma de
(k+1)e; +m, e alguns geradores de S. Pela minimalidade temos que e; e G(S) ndo podem ser
removidos do conjunto de geradores. Se qualquer elemento de (k + 1)e; + M (S)* é removido
do conjunto de geradores, entao o Lema 2.43 garante que todos os (k + 1)e; + N+t nao serdo
gerados. O]

Corolario 2.49. Seja S € N? um GNS. Entio e(T(S,i)) = e(S) + m(S), n(Tx(S,i)) =
(k+ 1)n(S) e c(Tx(S,7)) = (k+ 1)e(S).

Exemplo 2.50. Seja S = ((1,0),(1,2),(0,3),(0,4),(2,1)), como no Ezxemplo 2.42. O 3-
espessamento de S ao longo do eizo “2” em N* ¢ T3(S,2) = SU (ey + 5) U (2e5 + S) U (3eq +
S) U (4ey + N?). Pela proposicio temos que o conjunto minimal de geradores para Ts(S,2) é
G(T3(S,2)) = {(0,1,0), (1,0,0), (1,0,2), (0,0,3), (0,0,4), (2,0,1), (0,4, 1), (0,4,2)}. Temos que
e(T5(S,2)) =8 =e(S) + m(S).

Proposicao 2.51. Se S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, entao Ty(S,i) também
satisfaz. Além disso, se S tem multiplicidade minima e satisfaz de(S) = n(S)e(S), entao

(d+ 1)e(T(S, 7)) = n(Ti(S, i))e(T(S, 7).

Demonstracao. Pelo Corolario 2.49, temos que (d + 1)c(T5(S,4)) = de(Ti(S, 1)) + c(Tk(S, 1)) =
Ak +1)e(S) + (k+1)e(S) = (k+1)(de(S) +e(S)) e n(Tk(S. 1)e(Tx(S,i)) = (k+ n(S)(e(S) +
m(S)). Assim basta mostrar que dc(S) + ¢(S) < n(S)e(S) + n(S)m(S), com igualdade se
de(S) = n(S)e(S) e ¢(S) = n(S)m(S). Pelo Lema 2.44, temos que ¢(S) < m(S)n(S). Além
disso, temos que S satisfaz a conjectura, isso ¢ dc(S) < n(S)e(S), assim somando as duas
desigualdades temos que dc(S) + ¢(S) < m(S)n(S) + n(S)e(S) como querfamos. O

Observe que com a Proposicao 2.51 ¢ suficiente provar a Conjectura de Wilf Generalizada
apenas para os GNSs que s@o da forma Ty (S,4) para um semigrupo numérico generalizado S
de dimensao menor.

Vamos definir uma notagao para repeticao do processo de espessamento:

Definicao 2.52. Seja S C€ N um GNS, suponha que N estd inserido em N = (eq, ..., equs)
ao longo dos eizos e;,,...,e;, e defina {ej,....,e;, } = {e1,...,eart} \ {€iy,---n€i,}. Definimos a
sequéncia iterativa de espessamentos:

Sl = Tlﬂ(svjl)
SZ = TkQ(S].?.jQ)

St = Tkt (St—h .]t)
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Vamos denotar Sy por Ty, 1, (S, j1,-...jt). Para o caso em que ky = ky = -+ =k = k
vamos simplificar escrevendo Ty (S, j1, .-, Jt)-

Observe que como o espessamento se trata de unioes finitas, a ordem das iteracoes nao é
importante, uma vez que estao definidas as direcoes 7y, ..., j;, existe um unico caminho para o
espessamento de S ao longo desses eixos. Aplicando a Proposicao 2.51 repetidas vezes temos
que se S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, S; também satisfaz.

Seja A um subconjunto de N, denotamos por Spang(A) o R-espaco vetorial de R? gerado pelos
elementos de A. Um subespaco de R? é um espago vetorial coordenado se for gerado por
um subconjunto da base canodnica.

Vamos considerar as seguintes notacoes:
e Syq4={S CN/S éum GNS e g(5) = g}.
o S ={S € Syaldim(Spang(H(S))) = r}.

Proposigao 2.53. (/7], Proposition 5.2) Seja S C N um GNS e H(S) seu conjunto de lacunas.
Entao Spang(H(S)) é um espaco vetorial coordenado.

Demonstragao. Seja S um GNS, provemos por indugao sobre o género de S. Se S € Sy 4 entao
H(S) =

varnothing, Spang(H (S)) = 0 é um espaco vetorial coordenado. Agora seja S € S, 4 e suponha
que Spang(H(S)) é um espago vetorial coordenado. Queremos mostrar que se dado S” € S, 4,
existe S € S, 4, tal que H(S) C H(S") e, entdao Spang(H (S")) é um espago vetorial coordenado.
Observe H(S) C H(S') ocorre se, e somente se, H(S") = H(S) U {t}, para algum ¢t € G(S).
Assim, ¢ suficiente mostrar que Spang(H(S) U {t}) é um espago vetorial coordenado para
qualquer ¢ € G(S). Sem perda de generalidade vamos supor que Spang(H(S)) = (e, ..., k).
Precisamos mostrar que qualquer ¢t € G(S) da forma ¢t = (w,v) onde w € N* e v é zero ou
um vetor da base canénica de N©%. Se § ¢ N? é um GNS, qualquer elemento de {e1,...,eq}
que nao estd em Spang(H(S)) deve estar em G(S). Portanto se Spang(H(S)) = (e, ..., k)
entdo {epy1,...,eqa} € G(S). Suponha w € N¥ v € N“* e t = (w,v) € G(S). Entdo,
(w,v+u) € S\G(S), para qualquer u € N7\ {0}. Consequentemente se u # 0 e v —u € N~*
temos que (w,v —u) € H(S). Mas isso é uma contradigdo com Spang(H(S5)), logo v —u = 0.
Portanto t = (w,v) € G(S), v =0 ou v é um vetor da base canénica de N*~* O

Definigao 2.54. Seja S € Sgc)l.
1. Definimos Fizos(S) = {k € {1,2, ..., d}|para todo h € H(S),h™ = 0}.

2. Definimos {i1,is,...,i,} = {1,...,d} \ Eizvos(S), e tome &; = e;; para j = 1,...,r. Por
abuso de notacdo vamos escrever N' como o submonoide de N® gerado por €, ..., é,.

3. Defina S =N"NS
Lema 2.55. O semigrupo S é um GNS de Spang(H(S)) N N% ~ N".

Demonstragao. Pela Proposigao 2.53 temos que Spang(H(S)) N N? ~ N". Agora desde que
N%\ S ¢ finito N" \ S também é. Portanto S é um GNS em N" O

Lema 2.56. Sdo equivalentes:
r)
1. Sesh.

2. Eziste algum S’ € Sgr) tal que S = Ty(S', Eizos(S)).
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Demonstragao. 1) = 2) Suponha que Spang(H(S)) = (ei, ..., €;,.) e Eizos(S) = {ji, ..., ja—r}-
Entdo S € ) e S =5U(eji + N U (2 + N U+ U (ejg—r + N?) = Ty (S, Eizos(S5))
2) = 1) Se S = Ty(S', Eizos(S)), para algum S’ € S, entdao dim(Spang(H(S))) =

g
dim(Spang(H(S"))) = r. Como o 0-espessamento nao afeta o género, S € Sg(lg. []

Corolario 2.57. Seja S € S!(]fg e suponha que S € Sﬁ satisfaz a Conjectura de Wilf Generali-
zada. Entdo S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada. Além disso se S tem multiplicidade
minima e satisfaz a conjectura por igualdade, seque que S também.

Demonstracao. Segue do Lema 2.56 e da Proposicao 2.51. [

2.27. Os geradores de S sao {(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),
(2,1,0,0),(2,0,1,0),(2,0,0,1), (5,0,0,0), (4,0,0,0), (3,1,0,0), (3,0, 1,0), (3,0,0,1), (7,0,0,0)}.
Assim neste caso temos que Eirvos(S) = {2,3,4} e, = 1. Logo, S = N\ {1,2,3,6} que ¢ o
semigrupo numérico gerado por {4,5,7}, e portanto e(S) = 3. Pelo Coroldrio 1.21 temos que
S satisfaz a Conjectura de Wilf, isto é S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, jd que
para d =1 elas coincidem. Com isso temos que pelo Corolario 2.57 S satisfaz a Conjectura de

Wilf Generalizada.

Exemplo 2.58. Seja S = N*\ {(1,0,0,0),(2,0,0,0),(3,0,0,0),(6,0,0,0)} como no Exemplo
0

Vamos recordar que no Exemplo 2.27 mostramos que S é pseudo-simétrico. E no exem-
plo anterior mostramos que ele satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada. Mostraremos na
préxima secao que todos GNSs pseudo-simétricos satisfazem a conjectura.

2.4 A Conjectura de Wilf para GNS Irredutiveis

A Proposicao 2.34 mostra que um GNS simétrico satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada.
Nosso intuito agora é mostrar que os pseudo-simétricos também satisfazem tal conjectura.

Lema 2.59. Seja S € N um GNS irredutivel tal que e(S) = 2d. Entdo S é simétrico.

Demonstracao. Como e(S) = 2d, pelo Teorema 2.9 temos que ter S = (A) onde,

A ={e1, .. €1, €41,y eq,ae;,beilt € {1,...,d},1 < a < b € N\ {0}, mdc(a,b) = 1} U
{e;+hYe;l5 € {1,....;d} \ {i},h? € N\ {0}}. Observe que {a,b) é um semigrupo numérico na
i-ésima coordenada. Vamos dividir em dois casos:

1. Se a = 2, temos que H((2,b)) = {1,3,5,...,b — 2}. Assim, segue que H(S) = {he; +
> Liejlh € H((2,0)),1; € {0,...,hY —1},j € {1,...d} \ {i}}. Logo, S é um GNS

J#
. b—1 .
Frobenius com f = (b — 2)e; + Z(hj — 1)e; e género g(S) = THh(]). Com isso,
} J#i J#i
29(S)=(b—-1) H hY) e segue pelo Teorema 2.33 que S é simétrico.

J#
2. Se a > 2, tome f = ab— a — b o nimero de Frobenius de (a,b), como visto no Exemplo
1.11 e considere h = fe; + Z(h(i) — 1)e;. Observe que h € H(S), pois caso contrério
JF#i
terfamos que h € (A) e h — (e; + hWe;) ¢ N? para todo j € {1,...,d} \ {i}. Entao,
h = Alaei+)\2bez~+z;¢jej com A, Ag, pt; € N. Assim f = Ma+Xb=ab—a—b= ab=
JF#i
AM+1 0 A+1
A+ Da+ Ao+ 1)b=1= 1b + 2

, que é um absurdo ja que A, Ay, a,b € N e
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a > 2. Portanto h € H(S). Vejaque h+e; = (f+1) ez—i—z ;. Seja k # i, entao
JF#i
h+e,=(f—1)e; + Z —1e; +e + h* ek Como (a,b) é um semigrupo numérico

J#ik
simétrico, f — 1 € (a,b) e portanto (f — 1)e; € S. Logo h + e € S e h é maximal em

H(S). Considere z = 2¢; + hFe, com k #14, x € H(S) mas z ndo é menor que h, logo h
nao é de Frobenius e portanto S nao é irredutivel.

O

A prova desse lema mostra algo mais forte, se S C N? é um GNS com e(S) = 2d, S é de
Frobenius se, e somente se, S é simétrico.

Lema 2.60. Seja S € Sgé eSes.
1. Se S ¢é simétrico, entido S é simétrico.
2. Se S € pseudo-simétrico, entdo S € pseudo-simétrico.

Demonstragao. Seja {1,2,...,d} \ Eizos(S) = {i1,...,i,}. Suponha que S é irredutivel e tome
d r

f=0Y, .., f¥) o elemento de Frobenius de S. Entao H @41) = H(f(i’“)—kl) ja que para
=1

as J-ésimas coordenadas de f, onde j € Fizos(S), temos que O =o. Mas f= (f e f(”))

é o elemento de Frobenius de S. Como ¢(S) = ¢(S), o resultado segue pelo Teorema 2.33,

pois se S ¢é irredutivel, entdao 2|H(S)| = 2|H(S)| = H(f(ik) + 1) para o caso simétrico e

k=1
r

2Q0H(S)| —1=2|H(S)| - 1= H(f(i’“) + 1) para o caso pseudo-simétrico. O
k=1

Lema 2.61. Seja S C N¢ um GNS.

1. Se g(S) < d, entdo S € S\ 5.q Para algum v < d. Em particular g(S) > r.

2. Seqg(S)=deSe S;fg, entao S nao € pseudo-simétrico.
Demonstracao. (1) Veja que um espago vetorial de dimensdo r tem exatamente r vetores line-
armente independentes, logo dim(Spang(H(S)) < d.
(2) Suponha que (S, f) seja pseudo-simétrico. Entao 5 € f € H(S), logo para S ter d lacunas
linearmente independentes é preciso que H(S) tenha pelo menos d + 1 elementos. Logo se

g(S) = d, S nao é pseudo-simétrico. O]

Teorema 2.62. Se S C N¢ ¢ um GNS pseudo-simétrico, entio S satisfaz a Conjectura de Wilf
Generalizada.

Demonstragio. Seja g = g(S). Seja f = (fO, ..., f9) o elemento de Frobenius de S. Pelo
Teorema 2.33, temos que 2g — 1 = (f +1)-- (f(d) + 1) = ¢(95), assim ¢é suficiente mostrar
que e(S)n(S) > d(2g — 1). Se S é pseudo-simétrico, entao pela aplicagao

Yy N(f) — H(f)
Yi(s)=f—s
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temos que g — 1 = |H(f) — 1| = |N(f)| = n(S), ja que g nao possui imagem. Pelo Lema 2.59,
temos que e(S) > 2d + 1, portanto e(S)n(S) > (2d+1)(g — 1) =d(29g — 1) +g—d—1 =

d(2g—1)+g—(d+1). Se g > d+1 o resultado segue. Considere agora S € SV")

gd,comrgd. Se

r =d, temos que S € S;fg e portanto, pelo lema anterior, S nao é pseudo-simétrico, contradicao.
Agora, se r < d, podemos tomar S € S_'é’?. Além disso, pelo Lema 2.60 segue que S é pseudo-

simétrico. Observe que g = g(S5) = g(S)7 > r, pois caso g < r, aplicando o lema anterior para
S, temos uma contradigao jd que a dimensao do espago gerado por H (S) é exatamente r. Por
um raciocinio andlogo, temos que S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, assim segue

pelo Corolério 2.57, que S também satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada. O]

Teorema 2.63. Seja S C N um GNS irredutivel. Entio S satisfaz a Conjectura de Wilf
Generalizada.

Demonstracao. Segue pela Proposicao 2.34 que um GNS simétrico satisfaz a conjectura e pelo
Teorema 2.62 que um GNS pseudo-simétrico também a satisfaz. Portanto, um GNS irredutivel
(que é simétrico ou pseudo-simétrico) satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada. n

2.5 Semigrupos Monomiais

Nessa segao vamos provar que um GNS com n(S) = 1 satisfaz a Conjectura de Wilf Gene-
ralizada. Isso serd feito utilizando uma conexao entre GNSs com n(S) = 1 e ideais monomiais.

Definigao 2.64. Seja K um corpo e R = K |x] um anel de polinémios sobre K, com d varidveis
r1,...,xq. Um monomio em R € o produto x% = x?(l)xg(z) ~~~x§‘(d), onde o = (Oz(l), ...,a(d)).
Dizemos que I C K[z] é um ideal monomial se I é gerado por mondémios. Seja I e J ideias de

R. O ideal cociente (I : J) € o conjunto {r € R|rJ C I}.

Defini¢ao 2.65. Seja R = K|xy,...,x4] € suponha que M é um R-mddulo graduado. Se M
tem dimensdo finita como K-espaco vetorial, entao dizemos que M € zero-dimensional e defi-
nimos (M) = dimgM. Se I é um ideal homogéneo de R, e R/I € zero-dimensional, vamos
simplesmente dizer que I € zero-dimensional.

Proposigao 2.66. Seja S C N? um conjunto contendo 0 e S* = S\ {0}. Sdo equivalentes:
1. S é um GNS com n(S) = 1.

2. 8% € o conjunto dos vetores dos expoentes dos monomios em um ideal monomial zero-
dimensional I C Kz, ..., z4].

Demonstragio. (1) = (2) No anel K[x1, ..., 24] considere o ideal I = (z%|a € S*). Tome 2’ um
monoémio tal que 2 € I. Observe que xa\xﬁ , para algum « € S*, isto é, a < 8 com respeito
a ordem parcial natural. Se § ¢ S* temos que n(S) > 2 ja que o € N(S), portanto 5 € S* e
com isso segue que S* é exatamente o conjunto dos vetores expoentes dos monomios no ideal
I. Como N%\ S* é finito, I é zero-dimensional.

(2) = (1) Seja I um ideal zero-dimensional e S* = {a € N|2® € I}. Como I é ideal, se 2% € R
e 2® € I, entao 2 € I, portanto o 4+ 3 € S*. Assim, tomando S = S* U {0}, temos que S
é um semigrupo. Se 2% & S, entdo 2 nao é divisivel por nenhum monémio z” € I, portanto
o conjunto {n € N%n < a} ndo contém nenhum elemento de S*. Segue que n(S) = 1. Além
disso, N4 \ S é finito desde que I é zero-dimensional. Assim, S é um GNS. O

Definigao 2.67. Se S é um GNS satisfazendo n(S) = 1, entao chamaremos S de semigrupo
monomial e I = (x| € S*) de ideal correspondente a S.
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Lema 2.68. Se S C N? ¢ um semigrupo monomial e I C R = K(xq,...,x4] € 0 ideal correspon-
dente a S, entdo e(S) = I(I/I?) e c(S) = I(R/I).

Demonstracao. Pelo Lema 2.2 e Corolario 2.5 temos que o sistema minimal de geradores de S
é dado por S* \ (S* + S*). Podemos identificar S* com os monoémios em I e, S* + S* com os
mondmios em I°. Segue que S*\ (S* + S*) pode ser identificado com os monomios em I mas
que nao estdo em I2. Estes formam uma base como K-espaco vetorial para I /1 2. Portanto
e(S) = |S*\ (S* + S)| = I(I/I?). Veja que C(S) = {n € N¥n < h, para algum h € H(S)},
logo C'(S) pode ser identificado com os monémios que nao estao em /. Eles formam uma base
para R/I, portanto c¢(S) = I(R/I). O

Teorema 2.69. (A Conjectura de Wilf Generalizada Para Semigrupos Monomiais) Se S € um
semigrupo monomial, entao dc(S) < e(S). FEquivalentemente, se I C K[xq,..,x4] é um ideal
monomial zero-dimensional, entdo d1(R/T) < 1(I/I?).

Demonstragdo. Provemos por indugao sobre d e I(R/I) = ¢(S). Se d = 1, entdo [ = (') e
I? = (2*), portanto, di(R/I) =t = I(I/I?). Suponha agora d > 1 e R = K[zy,...,zq]. Se
I C R é um ideal monomial tal que [(R/I) = 1, entdao [ = (x1,...,w4) e I/I* é isomorfo a
Spang{x1,..., x4}, portanto [(I /%) = d = dI(R/I). Agora suponha que I é um ideal monomial
em R e a desigualdade é verdadeira para todos os ideias monomiais com o niimero de variaveis
menor que d e dimensao como K-espago vetorial menor que [(R/I). Por simplicidade vamos
escrever y = x4 e definir R = R/ (y) ~ K[x1,....,24.1] e [ = (I+(y))/ {y) C R. Vamos relembrar

que uma sequéncia de A-moédulos e A-homomorfismos da forma 0 — M; i> M,y EN M; — 0
é dita exata curta se f é injetivo, g é sobrejetivo e Im(f) = Ker(g). Considere a seguinte
sequéncia exata curta:
0 LB R
(I:y) I T+
Da sequéncia temos I[(R/I) = I(R/(I : y)) + I(R/I). Veja que I C I : y e é sempre prépria
desde que I é zero-dimensional, isto é, R/I é zero-dimensional se, e somente se, I tem um
conjunto de geradores homogéneo © € R, ay € I, a1y + asy + -+ + app1y™t = 0 € I. Logo
UR/(I :y) <I(R/I). Pela hipétese de indugao temos que di(R/(I :y) < I((1 :y)/(I : y)?).
Como R envolve uma varidvel a menos, temos que (d — 1){(R/I) < (I/I?). Portanto

— 0

'\4|| ny]

di(R/I) = dI(R/(I :y))+dl(R/T) <1((I:y)/(I:y*)+1(I/1*) +1(K/I). (2.1)

Basta provar que 2.1 é menor ou igual a [(I/I?). Usando a identidade y(I : y) = I N (y) temos
a sequéncia exata:

(L:y) o 1 1 oI+
(2:y) "2 P+In(y) I2+(y)

que nos da I(I/1?) = I((1 : y)/(I* : y) + (I /I?). Podemos reescrever 2.1 como
(T 2y /(T2 y)*) + UR/T) <UL y) /(I 1 y)). (2.2)

Observe agora que (I :y) C (I : y)?. Pela sequéncia exata

o Ly iy (Uiy)

(I2:y)  (P:y)  (L:y)?
obtemos que I((I : y)/(I* : y)) —I((I : y)/(I : y)*) = (I : y)*/(I* : y)). Com isso podemos

reescrever 2.2 como
5 L2
(B < (L:y)
I (12 :y)
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que sera provado no préximo lema, completando a inducao. O

Lema 2.70. Seja I C R = Klxy,...,xq-1,y] um ideal monomial zero-dimensional e defina

a2
R=R/(y) ~ K[x1,...0q-1] e [ = (I 4+ (y))/(y) C R. Entéo l (?) <1 (82 y;))
Demonstragdo. Primeiramente provemos que (I : y) = I(I : y). Se m é um mondmio em
(I? : y), entdo ym = fg para alguns f,g € I. Assim, y|f ou y|g. Sem perda de generalidade
vamos assumir que f = yf’. Entaom = f'g € I(I : y). Agorase m € I(I : y)) entao m = fg
com f€lege(I:y),logomy= f(gy) € I?, ou seja, m € (I? : y). Para a desigualdade,
vamos produzir uma aplicacio injetiva a partir das bases canonicas de R/I em (I : y)?/(I* : y).
A base canonica para R/I é formada pelos monomios nas variaveis 1, ..., 741 que nio estao em
I e, a base canonica para (I : y)*/I% : y é o conjunto dos monomios nas varidveis z, ..., z4_1, ¥y
que estdo em (I : y)* mas nao estdo em (I* : ). Seja m um mondémio em R/I, que pode ser
visto como um monomio em R sem a variavel y. Desde que I(R/(I* : y)) é finito , temos que
y"m € (I? : y) para todo k suficientemente grande. Seja t = min{k|y"m € (I? : y)}, assim
y'"'m € (I :y)® De fato,se y'm € (I* :y) = I(I : y), yYm =abondea € I eb € (I : y).
Suponha que y {1 a, entdao 4'|b e portanto b = y'b' e m = ab’ € I. Contradicio, pois m & I.
Assim, y|a logo a = ya’ para algum o’ € (I : y). Concluimos entdo, que ' 'm = a'b € (I : y)*.
Vamos definir a aplicacio 6 : R/I — (I : y)*/(I* : y), onde dadom € R/I, 0(m) = 3 'm, com ¢
sendo o0 menor inteiro tal que y'm € (I : y). Pelo mesmo argumento temos que 8(m) € (I : y)*
mas nao em (1% : 3y). Como m nao possui a variavel y e pela escolha de t, temos que 6 é injetora,

logo
IORICE)

Definicao 2.71. Seja [ um ideal de M. I € uma intersecio completa se, I é gerado por

1
exatamente codim(I) elementos. Onde codim(l) = dim (—)

O

M

Proposigao 2.72. Se I C K[z, ...,x4] € um ideal monomial zero-dimensional entao dl(R/I) =
I(I/I?) se, e somente se, I é uma intersecio completa.

Demonstragdo. <) Suponha que I é uma intersecao completa, isto é, I = (z7*,...,2%"). Os
monémios em /12 sdo aqueles que estdo em I mas ndo estdo em I, assim temos que apenas
um tunico x|t € I/1 2. pois caso contrario terfamos ¢t = x?i:c?ja € I?. Logo os mondmios de
I/I? entdo em bije¢ao com o conjunto X = {xf'm|m & I,1 <i < d}. Veja que | X| = dI(R/I),
0 que queriamos provar.

=) Provemos por inducio sobre d e [(R/I), que se dI(R/I) = I(I/I?), entdo I é uma
intersecdo completa. Para d = 1 e I(R/I) = 1 é claro que I(R/I) = I(I/I?), entdo I = (z').
Agora suponha que d > 1 e I[(R/I) > 1. Considere a seguinte sequéncia exata curta utilizada
no Teorema 2.69

R
que nos fornece que di(R/I) = dl(R/(I : y))+d(l (_/ <UL :y)/(L:y*)+UI) ) +UR/T) <
I(I/1?%). Se dl(R/I) = (I/I?), entdo dl(R/(I y)*)+(d— )(R/f) =U((I:y)/(I:y)>)+I(I/T?)
e logo dI(R/(I : y)*) = 1((I :y)/(I :y)*) e (d—1I(R/I)=I(I/I?). Pela hipétese de inducio
temos que (I : y) e Y sdo intersecdes completas. Agora provemos que se (I : y) e I sdo
intersecdes completas, entdo [(R/I) < I((I : y)/I? : y), e portanto di(R/I) < I(I/1%), que é um
absurdo. Pela prova do lema anterior, é suficiente mostrar que existe m € I tdo que m € (I : y)?

~ 5
1

R

0 S = =0
I
)
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mas nao pertence a I2 : y. Desde que I e I : y sdo intersecoes completas, I = I 4+ yM, onde
I = <x§”, ...,xg‘fll> e M = <xl{1, ...,wzd_*ll,yb>, com ai, ...,aq—1,b1,...,bq_1,b sdao todos inteiros
positivos, com excecao a b; = —oo que convencionaremos x~ ° = (. Temos que b; < a;, pois caso
contrario teriamos que yxf seria um gerador redundante. Desde que I nao é uma intersecao
completa, b; > 1 para algum 1 < i < d— 1, portanto 22" € (I : y)* mas nao pertence a (1% : y).
Se 22 € T est4 feito. Caso contrario 2b; < a;, logo 2% € (I : %)? mas nao em (I? : y). O

Definicao 2.73. Um GNS S C N ¢ um GNS ordindrio se existe f € N¢ tal que S = {0} U
N\ C(f)).

Proposicao 2.74. Seja S um GNS. Sao equivalentes:
1. S € ordindrio.

2. S € um semigrupo monomial com ideal correspondente sendo uma intersecao completa.
3. 8 satisfaz n(S) =1 e de(S) = e(S).

Demonstragdo. Se S é ordindrio temos que S = {0}U(N*\C(f)}, logo |[N(S)| = |[{z € S|z < h
para algum h € H(S)}| =1 =n(9).

(1) & (2) Segue pela Proposicao 2.66 que S é um GNS com n(S) = 1, se, e somente se,
I = (x%|la € S*) é o ideal correspondente a S, e além disso, I é uma intersegdo completa.

(2) < (3) Pela Proposigao 2.72, temos que I é uma intersegdo completa se, e somente se, se
I é um ideal monomial zero-dimensional, entdo di(R/I) = I(I/I?), isto é, pelo Lema 2.68,

de(S) = e(9). O

Exemplo 2.75. Seja f = (1,2) € N*. Veja que C((1,2)) = {(0,0), (1,0),(0,2), (0,1), (1,1), (1,2)}.
O GNS ordindrio S = {0}U(N?\C((1,2))) corresponde ao ideal monomial que é uma intersecdo
completa I = <x2, y3>. Visualmente os geradores se parecem com duas cdpias de C((1,2)), sao
elas (2,0) +C((1,2)) e (0,3) + C((1,2)). Veja no grdfico a sequir, os pontos em vermelho sao

as lacunas de S, que sdo justamente os elementos de C((1,2)) com exce¢do de (0,0). Os pontos
em azul sao as copias de C((1,2)) mencionada anteriormente e eles juntamente com os pontos
nao demarcados pertencem a S.
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Figura 2.1: GNS ordinério do Exemplo 2.75
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Capitulo 3

Conjectura de Wilf Estendida

Em [11] é dada outra generalizagdo para a Conjectura de Wilf. Essa generalizacao envolve
uma classe maior de semigrupos afins chamados c-semigrupos. Vamos considerar o trabalho em
[11] apenas para GNSs. Seja < uma ordem monomial, isto é, uma ordem total, tal que para
qualquer monomio u, 1 < u. Além disso, vamos acrescentar a condi¢ao de que todo monomio
é precedido apenas por um nimero finito de monémios. O maximal de H(.S) com respeito a
< é o elemento de Frobenius de S, Fb(S). Por conveniéncia Fb(N?) é o vetor (—1, ..., —1) com
d coordenadas. Denotamos por n-(S) a cardinalidade do conjunto {z € S|z < Fb(S)}. O
nimero de Frobenius de S é definido como n(S) + ¢(S) e é denotado por N(Fb(S5)).

Conjectura 3.1. (Conjectura de Wilf Estendida) Seja S C N um GNS. Entdon(S)e(S) >
N(Fb(S))+1, para toda ordem monomial < tal que todo mondémio € precedido somente por um
numero finito de monomios.

Nosso objetivo é comparar essa conjectura com a dada anteriormente, que nao depende
da escolha de uma ordem monomial. Para isso vamos relembrar uma propriedade envolvendo
ordens em N?.

Proposicao 3.2. Toda ordem monomial em N estende a ordem parcial natural.

Demonstracdo. Sejam a,b € N? elementos distintos com a < b, assim existe ¢ € N? tal que
a+c=b. Agora seja < uma ordem monomial em N¢. Suponha que b < a, entdo b < a+c = b,
contradicao. O

Proposicao 3.3. Se S C N¢ ¢ um GNS que satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada, entdo
S satisfaz a Conjectura de Wilf Estendida.

Demonstracao. Se d = 1, temos que n<(S) = n(S) e assim F(S)+1 =n(S)+g(S) =n<(S)+
9(S), logo as duas inequagoes sdo as mesmas. Suponha que d > 1 e S satisfaz a Conjecura de
Wilf Generalizada. Fixe uma ordem monomial < em N Seja s € N(S), entdo s < h para
algum h € H(S), com respeito a ordem parcial natural. Pela Proposi¢ao 3.3, s < h < Fb(S5),
portanto s € {z € S|z < Fb(S)}, logo n(S) < n<(S). Considere a Conjectura de Wilf
Generalizada na forma n(S)(e(S) —d) > dg(S). Portanto n-(S5)(e(S) —1) > n(S)(e(S) —1)
n(S)(e(S) —d) > dg(S) > ¢g(S) + 1. Em particular, n-(S)e(S) > n<(S) + ¢g(S) + 1
N(Fb(S)) + 1.

oV

Em [11] sdo dadas outras classes de GNSs para os quais a Conjectura de Wilf Estendida é
satisfeita. Estudaremos essas classes, agora com respeito a Conjectura de Wilf Generalizada.
A primeira delas fornece outro exemplo, além do GNS ordinario no qual vale a igualdade da
Conjectura de Wilf Generalizada.
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Proposicao 3.4. Seja h > 1 um inteiro positivo, i € {1,...,d}, k € {1,...,d}\{i}. Seja S C N*
o GNS gerado por

{61, €2, ...,€i1,€i41, .-+, €d, 261', 367,} U {67; + hek} U {ei + ej‘j < {1, cees d} \ {k’, 'L}}
Entao S satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada.

Demonstragao. Veja que e(S) = 2d. O conjunto de lacunas de S é H(S) = {e;,e; + ex, ;i +
2ek, ...,e; + (h — 1)ex}, portanto S é um GNS Frobenius com f = ¢e; + (h — 1)eg, logo e(S) =
|C(f)| = 2h. Agora UpcpusyN(h) = {0, ex, 2ey, ..., (h — 1)ey }, portanto n(S) = h, logo dc(S) =
2dh = n(S)e(S). O

Observe que esse GNS pode ser expressado com um espessamento. Em particular vamos
considerar o semigrupo (2, 3) no eixo i e 0 GNS S = Tj,_1((2,3) , k). Entao S = Ty(S, {1, ...,d}\
{i,k}), logo S satisfaz a conjetura de Wilf Generalizada pela Proposi¢ao 2.51 e pelo fato de
que (2, 3) satisfaz a Conjectura de Wilf.

A segunda classe sdo os GNSs S = N\ {e;, 2¢;, ..., (¢—1)e;} com i € {1,...,d} e ¢ € N\ {0}.
Nesse caso S = (N?\ C(q — 1)¢;)), isto é, S é um GNS ordinario e logo S satisfaz a conjectura
pela Proposicao 2.74.

Para a terceira classe vamos provar um resultado mais geral.

Proposicao 3.5. Seja (Q um semigrupo numérico satisfazendo a Conjectura de Wilf, j €
{1,...,d}, e o conjunto {g; € N|{1,....,d} \ {j}}. Entio S =N\ {21,....,24} € N¥|2; € Q,7; <
gi,i € {1,...,d}\{j}} € um GNS que satisfaz a Conjectura de Wilf Generalizada.

Demonstracao. Considere o semigrupo () sobre o eixo j. Veja que S é obtido pela sequéncia
de espessamentos S = Ty, 4, .. ;.00 (@, {1, .., d} \ {j}). Entao, pela Proposicao 2.51, S satisfaz
a Conjectura de Wilf Generalizada. n
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Testes computacionais vém sendo aliados na verificacao das conjecturas tanto para semigru-
pos numéricos quanto para semigrupos numéricos generalizados. Maria Bras-Amorods calculou
em [12], o nimero de semigrupos numéricos com género g para g € {0, ...,50}, e seus cédlculos
mostraram um comportamento semelhante ao da sequéncia de Fibonacci para o nimero de se-
migrupos numéricos com género g fixo menor ou igual a 50. Além disso o teste foi positivo para
a Conjectura de Wilf para todos os semigrupos numéricos. Vamos reproduzir na Tabela 4.1 os
resultados obtidos por Maria Bras-Amords (na tabela n, representa o nimero de semigrupos
numéricos de género g).

A problemética de contagem também se estende para os GNSs, como feito no artigo [7].
O GAP- Groups, Algorithms, and Programming, com implementacao do pacote numericalsgps
oferece ferramentas para trabalhar com semigrupos numéricos e semigrupos afins. Tais ferra-
mentas permitem calcular todos os semigrupos numéricos generalizados de um determinado
género e testar a Conjectura de Wilf Generalizada para eles. Usando essa técnica foi verificado
em [4] que a conjectura de Wilf Generalizada é satisfeita para todos os GNSs em N? até o género
g =13 ¢ em N? até o género g = 10. Além disso, utilizando o comando RandomA ffineSemi-
groupWithGenusAndDimension ¢é possivel testar a Conjectura de Wilf Generalizada para
GNSs aleatérios de género g = 1 até g = 500. Também em [4] foram obtidas respostas positivas
para a Conjectura de Wilf Generalizada para GNSs aleatérios em N? com d = 2 até d = 5.
Os autores afirmam que esses testes apresentam resposta positiva para um grande nimero de
GNSs. A tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos.
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Tabela 4.1: Nimero de semigrupos numéricos com género até 50 (veja [12])

g Ty Ng—1+Ng—2 (ng—1+1ny-2)/ny 14/ng 1
2 2 2 1 2

3 4 3 0.75 2

4 7 6 0.857143 1.75

5 12 11 0.916667 1.71429
6 23 19 0.826087 1.91667
7 39 35 0.897436 1.69565
8 67 62 0.925373 1.71795
9 118 106 0.898305 1.76119
10 204 185 0.906863 1.72881
11 343 322 0.938776 1.68137
12 592 547 0.923986 1.72595
13 1001 935 0.934066 1.69088
14 1693 1593 0.940933 1.69131
15 2857 2694 0.942947 1.68754
16 4806 4550 0.946733 1.68218
17 8045 7663 0.952517 1.67395
18 13467 12851 0.954259 1.67396
19 22464 21512 0.957621 1.66808
20 37396 35931 0.960825 1.66471
21 62194 59860 0.962472 1.66312
23 170963 165440 0.967695 1.65588
24 282828 274209 0.969526 1.65432
25 467224 453791 0.971249 1.65197
26 770832 750052 0.973042 1.64981
27 1270267 1238056 0.974642 1.64792
28 2091030 2041099 0.976121 1.64613
29 3437839 3361297 0.977735 1.64409
30 5646773 5528869 0.97912 1.64254
31 9266788 9084612 0.980341 1.64108
32 15195070 14913561 0.981474 1.63973
33 24896206 24461858 0.982554 1.63844
34 40761087 40091276 0.983567 1.63724
35 66687201 65657293 0.984556 1.63605
36 109032500 107448288 0.98547 1.63498
37 178158289 175719701 0.986312 1.63399
38 290939807 287190789 0.987114 1.63304
39 474851445 469098096 0.987884 1.63213
40 774614284 765791252 0.98861 1.63128
41 1262992840 1249465729 0.98929 1.63048
42 2058356522 2037607124 0.989919 1.62975
43 3353191846 3321349362 0.990504 1.62906
44 5460401576 5411548368 0.991053 1.62842
45 8888486816 8813593422 0.991574 1.62781
46 14463633648 14348888392  0.992067 1.62723
47 23527845502 23352120464  0.992531 1.62669
48 38260496374 37991479150  0.992969 1.62618
49 62200036752 61788341876  0.993381 1.6257
50 101090300128 100460533126 0.99377 1.62525
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Tabela 4.2: Respostas positivas para a Conjectura de Wilf Generalizada

Género Teste
N? 1al3 Todos GNSs

1 a 500 GNSs aleatorios
N® 1al0 Todos os GNSs

1 a 500 GNSs aleatorios
N? 1a500 GNSs aleatérios
N° 1a500 GNSs aleatérios

Uma pergunta natural que pode surgir é qual o tamanho de n(S)e(S) —dc(S), que a conjec-
tura postula ser nao negativa. Responder essa pergunta pode nos dar propriedades adicionais
ou indicar onde procurar contra-exemplos.

Proposicao 4.1. Suponha I C R = K|[xy,...,x4] um ideal monomial zero dimensional, J =
(x§', ..., 25) onde ay, ...aq sdo os menores inteiros tais que x§' € I e I> = IJ. Entdo I(I/I%) —

di(R/1) =[] ai = UR/I) = (R J) — (R/I).

Demonstragdo. Considere o conjunto X = {z -m|m & I'}. Vejamos que X C I\ I?. Suponha
por contradicdo que z¢*m € I? onde m ¢ I. Como I*> = I.J, temos que x'm = x;jn, para
algum 1 < j < den € l. Comom ¢ I, entao x?j {'m. Assim a tnica forma da equagao ser
satisfeita é se j = i e m = n, contradicdo j& que m ¢ I. Portanto X C I\ I>. Da mesma
maneira temos que $§”m,$?jn onde m,n € I sao distintos. Portanto, |X| = dlI(R/I). Agora,
seja n um monomio tal que n € X en € I\]z. Entao n = fo onde 0 < b; < q; — 1.
Temos portanto que (by,...,b4) estd em B = [0,a; — 1] x [0,a2 — 1] X ... x [0,a4 — 1]. Como
I? = IJ, qualquer mondémio que nao pertence a I, tem um vetor expoente que também esta em
B. Portanto o niimero de monomios que estdo em I \ I?, mas nio estdao em X é exatamente

[[a—ur/1). O

)

Exemplo 4.2. Considere o ideal I = <x5,x3y2,y5> CR=Kl[z,yl e J = <x5,y5>. Neste caso
temos que [(R/I) =19, [(R/J) = 25 e pela proposicio acima, [(I/I%) = 44.
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