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UBERLÂNDIA - MG

2023

ii









Dedicatória
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Agradeço aos vários amigos que fiz durante esses dois anos de mestrado. Em especial, aos
meus amigos Fellipe Diniz, Thiago Henrique e Tiago Aprigio.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos inicialmente a teoria das bases de Gröbner com ênfase no conceito
de pegada de um ideal. Em seguida, introduzimos os conceitos de código de avaliação afim e o de
dual algébrico. Após apresentar o conceito de funções indicadoras e o de códigos monomialmente
equivalentes, iniciamos o estudo de códigos monomiais e seus duais. O principal resultado prova
que o dual de um código monomial é monomialmente equivalente a um código monomial. Ao
fim deste trabalho estudamos um exemplo espećıfico de códigos sobre o toro degenerado.

Palavras-chave: (Bases de Gröbner, Códigos de avaliação, Dual algébrico, Funções indicadoras,
Códigos monomiais).

viii



GOMES, L. V. O. Dual codes of evaluation codes 2023. (27 pages) p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

We start this work by presenting the theory of Gröbner bases with emphasis on the concept
of the footprint of an ideal. Then we introduce the concepts of affine evaluation code and
the algebraic dual. After presenting the concepts of indicator functions and of mononomially
equivalent codes, we start the study of monomial codes and their duals. The main result proves
that the dual of a monomial code is monomially equivalent to a monomial code. At the end of
this work we study an specific example of codes on the degenerate torus.

Keywords : (Gröbner bases, Evaluation codes, Algebraic dual, Indicator functions, Monomial
Codes).
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Introdução

Este trabalho está divido em cinco partes. Na primeira parte introduzimos o conceito de ordem
monomial e o processo de divisão polinomial em várias variáveis, que são essenciais para a
definição e cálculo das bases de Gröbner. Veremos o conceito de pegada de um ideal I e
como está relacionada com a base de Gröbner, além de sua importância para o algoritmo de
Buchberger que determina uma base de Gröbner para o ideal I a partir de um conjunto finito
de geradores.

Na segunda parte apresentamos a função avaliação ev e definimos código de avaliação afim
sobre um k-subespaço vetorial de k[X]/I. Em seguida definimos o dual algébrico desse k-
subespaço vetorial e mostramos que o dual de um código de avaliação é o código de avaliação
do dual algébrico. Apresentamos também algumas propriedades sobre o dual algébrico.

Na terceira parte introduzimos o conceito de funções indicadoras e suas propriedades. Defini-
mos funções indicadoras padrão e mostramos que o conjunto formado pelas funções indicadoras
padrão formam uma k-base para k∆(I), o k-espaço vetorial gerado pelos monômios da pegada
do ideal I.

Na quarta parte definimos código monomial e o conceito de códigos monomialmente equiva-
lentes. Apresentamos a definição de um monômio ser essencial e dados dois códigos monomiais
C1 e C2 mostramos uma condição para C1 ser monomialmente equivalente ao dual de C2.

Na quinta parte apresentamos um exemplo espećıfico de códigos sobre o toro degenerado e
um resultado que determina uma base de monômios para o dual algébrico.

Este trabalho é baseado no artigo [2].

Lucas Vinnicius de Oliveira Gomes.
Uberlândia-MG, 16 de Fevereiro de 2023.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

1.1 Bases de Gröbner

Seja k um corpo e denote por k[X] o anel de polinômios k[X1, . . . , Xn]. Um produto da forma
aXα1

1 . · · · .Xαn
n , onde a ∈ k∗ e α1, . . . , αn são inteiros não negativos é chamado de termo e

Xα1

1 . · · · .Xαn
n é chamado de monômio. Um monômio Xα1

1 . · · · .Xαn
n é denotado por Xα onde

α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n
0 e N0 é o conjunto dos inteiros não negativos. Denotaremos o conjunto

dos monômios de k[X] por M. Dado um polinômio f ∈ k[X], dizemos que um monômio M
aparece em f se o coeficiente de M em f é não nulo.

Definição 1.1. Uma ordem monomial ⪯ em M é uma ordem total sobre monômios que possui
as seguintes propriedades:

i) se Xα ⪯ Xβ então Xα+γ ⪯ Xβ+γ , para todos α,β,γ ∈ N
n
0 ;

ii) qualquer subconjunto não vazio A ⊂ M tem um menor elemento.

Exemplo 1.2. i) A ordem lexicográfica (com Xn ⪯ · · · ⪯ X1) é definida para Xα ⪯ Xβ se
α = β ou a primeira entrada não nula de β −α é positiva. Por exemplo, temos X3

2 ⪯ X1

e X2
1X

2022
3 ⪯ X2

1X2.

ii) A ordem lexicográfica graduada (com Xn ⪯ · · · ⪯ X1) é definida para Xα ⪯ Xβ se α = β

ou
∑n

i=1 αi <
∑n

i=1 βi ou se
∑n

i=1 αi =
∑n

i=1 βi, então Xα ⪯lex Xβ, onde ⪯lex é a ordem
definida em i).

iii) A ordem lexicográfica graduada inversa é definida para Xα ⪯ Xβ se α = β ou
∑n

i=1 αi <∑n

i=1 βi ou se
∑n

i=1 αi =
∑n

i=1 βi, então a primeira entrada não nula de β −α é negativa.

Definição 1.3. Seja f =
∑m

i=1 aiMi ∈ k[X] um polinômio não nulo, onde ai ∈ k∗ e Mi ∈ M
para todo i = 1, . . . ,m, e seja ⪯ uma ordem monomial definida sobre M. O monômio ĺıder de
f é Ml := máx{Mi | i = 1, . . . ,m}, o coeficiente ĺıder de f é al e o termo ĺıder de f é alMl.
Denotamos esses elementos por Ml = lm(f), al = lc(f) e alMl = lt(f) respectivamente.

Exemplo 1.4. Seja f(X1, X2, X3) = 3X2
1X

3
2 + X1X

5
3 + 1 ∈ R[X1, X2, X3]. Usando a ordem

lexicográfica temos lm(f) = X2
1X

3
2 , lc(f) = 3 e lt(f) = 3X2

1X
3
2 . Agora, usando a ordem

lexicográfica graduada temos lm(f) = X1X
5
3 , lc(f) = 1 e lt(f) = X1X

5
3 .

Um importante procedimento na teoria das bases de Gröbner é a divisão de um polinômio
por uma lista de polinômios não nulos.
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Definição 1.5. Para dividir f ∈ k[X] por {g1, . . . , gt} ⊂ k[X] \ {0} com respeito a uma
ordem monomial fixada, devemos encontrar quocientes q1, . . . , qt e um resto r em k[X] tal que
f = q1g1 + · · ·+ qtgt + r, onde r = 0 ou nenhum monômio de r é múltiplo de lm(gi) para todo
i ∈ {1, . . . , t}.

Na literatura sobre bases de Gröbner citada na introdução, temos uma descrição do algo-
ritmo usual usado para determinar os quocientes e o resto e também a prova de que o algoritmo
de fato termina após um número finito de passos. Aqui apenas descrevemos o algoritmo e
mostramos como ele funciona em um exemplo. A ideia básica é a mesma que conhecemos ao
dividir dois polinômios de uma variável: usaremos os termos ĺıderes de g1, . . . , gt para “eliminar”
o termo principal de f e dos polinômios subsequentes que aparecem nas etapas intermediárias
da divisão. A novidade aqui é que às vezes o termo principal de um polinômio intermediário não
é um múltiplo de nenhum lm(g1), . . . , lm(gt), então devemos movê-lo para o resto e continuar
com a divisão.

Exemplo 1.6. Vamos dividir f = X2Y +XY 2+Y 2 por g1 = XY −1 e g2 = Y 2−1. Usaremos
a ordem lexicográfica com Y ⪯ X. Como lm(f) = X2Y é múltiplo de lm(g1) = XY começamos
a divisão escrevendo f = X ·g1+X+XY 2+Y 2. Agora lm(X+XY 2+Y 2) = XY 2 é novamente
múltiplo de lm(g1) = XY , então escrevemos f = X · g1 + Y · g1 +X + Y + Y 2. Observe que
lm(X + Y + Y 2) = X não é múltiplo de lm(g1) ou lm(g2) = Y 2, então devemos considerar X
como uma parte do resto. Logo f = (X + Y ) · g1 + Y + Y 2 + r1, onde r1 = X e continuamos
com o processo da divisão. Como lm(Y + Y 2) = Y 2 não é múltiplo de lm(g1) mas é múltiplo
de lm(g2) escrevemos f = (X + Y ) · g1 +1 · g2 + Y +1+ r1. Agora, os termos de Y +1 não são
múltiplos de lm(g1) e lm(g2) então consideramos esses termos como uma parte do resto. Isso
termina a divisão e temos f = q1g1 + q2g2 + r com q1 = X + Y , q2 = 1 e r = X + Y + 1.

A figura abaixo mostra o cálculo feito acima.

X2Y +XY 2 + Y 2

X + Y, 1

XY − 1, Y 2 − 1

−X2Y +X

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 +X

X + Y + Y 2

−X

Y + Y 2

−Y 2 + 1

Y + 1

−Y − 1

0

Resto

X + Y + 1

É importante observar no algoritmo da divisão que se o resto r não for zero, o monômio
ĺıder de r é menor ou igual ao monômio ĺıder de f . Além disso, olhando atentamente para
o algoritmo, observamos que estamos levando em consideração a ordem em que os divisores
g1, . . . , gt são escritos (em outras palavras, estamos na verdade dividindo f por uma sequência
(g1, . . . , gt)) e podemos perguntar se alterando essa ordem os quocientes e os restos se alteram.
A resposta a esta pergunta é sim, e podemos verificar com o exemplo a seguir.

Exemplo 1.7. Vamos dividir f = X2Y +XY 2 + Y 2 por g1 = Y 2 − 1 e g2 = XY − 1. Como
lm(f) = X2Y não é múltiplo de lm(g1) = Y 2 mas é múltiplo de lm(g2) = XY começamos a
divisão escrevendo f = X ·g2+X+XY 2+Y 2. Agora lm(X+XY 2+Y 2) = XY 2 é múltiplo de
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lm(g1) = Y 2 então escrevemos f = X · g2 +X · g1 +2X + Y 2. Observe que lm(2X + Y 2) = 2X
não é múltiplo de lm(g1) e lm(g2), então devemos considerar 2X como uma parte do resto.
Logo f = X · g2 + X · g1 + Y 2 + r1, onde r1 = 2X e continuamos com o processo da divisão.
Como lm(Y 2) = Y 2 é múltiplo de lm(g1) = Y 2 escrevemos f = X ·g2+X ·g1+1 ·g1+1+ r1. O
termo 1 não é múltiplo de lm(g1) e lm(g2), então consideramos esse termo como uma parte do
resto. Isso termina a divisão e temos f = q1g1+ q2g2+ r com q1 = X +1, q2 = X e r = 2X +1.

A figura abaixo mostra o cálculo feito acima.

X2Y +XY 2 + Y 2

X + 1, X

Y 2 − 1, XY − 1

−X2Y +X

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 +X

2X + Y 2

−2X

Y 2

−Y 2 + 1

1

−1

0

Resto

2X + 1

O conceito de base de Gröbner apareceu pela primeira vez na tese do matemático austŕıaco
Bruno Buchberger, publicada em 1965 (ver [5]). Seu orientador, Wolfgang Gröbner, havia
proposto o seguinte problema de tese: dado um ideal I ⊂ k[X], encontre uma base para
k[X]/I como um k-espaço vetorial. Se k[X] é um anel de apenas uma variável então a resposta
é bem conhecida: I é gerado por um polinômio de certo grau d (no caso onde I ̸= 0) e
{1 + I,X + I, . . . , Xd−1 + I} é uma base para k[X]/I. No caso em que k[X] é um anel de
mais de uma variável, a situação muda drasticamente. A partir do teorema da base de Hilbert,
sabemos que I é gerado por um número finito de polinômios, mas I não é necessariamente um
ideal principal. Além disso, o anel quociente k[X]/I pode ser um k-espaço vetorial de dimensão
infinita (por exemplo, tome I = (X) ⊂ k[X,Y]). A solução de Buchberger para este problema
foi, tendo fixado uma ordem monomial em M, determinar um conjunto gerador especial para
I cuja propriedade principal é que as classes dos monômios que não são múltiplos de nenhum
dos monômios ĺıderes dos polinômios nesta base especial formam uma base para k[X]/I como
um k-espaço vetorial. Em 1976 (ver [6]) Buchberger decidiu chamar essa base especial para I
de base de Gröbner como sinal de reconhecimento da influência das ideias de seu orientador em
seu trabalho de tese.

Definição 1.8. Seja I ⊂ k[X] um ideal não nulo e fixe uma ordem monomial ⪯ sobre M. Um
conjunto {g1, . . . , gs} ⊂ I é uma base de Gröbner para I se para todo f ∈ I, f ̸= 0, temos que
lm(f) é um múltiplo de lm(gi), para algum i ∈ {1, . . . , s}.

Exemplo 1.9. Seja I = (XY − 1, Y 2 − 1) ⊂ R[X, Y ] e considere a ordem lexicográfica com
Y ⪯ X definida sobre M ⊂ R[X, Y ]. Então Y (XY − 1) − X(Y 2 − 1) = −Y + X ∈ I e
lm(X − Y ) = X não é um múltiplo de lm(XY − 1) = XY ou lm(Y 2 − 1) = Y 2, então
{XY − 1, Y 2 − 1} não é uma base de Gröbner para I.

Assumimos a partir de agora que M possui uma ordem monomial fixada e que I ̸= (0). O
resultado a seguir mostra que uma base de Gröbner para I é de fato uma base para I, e que
podemos usá-la para decidir se um polinômio dado está em I.
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Lema 1.10. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I, então f ∈ I se, e somente se,

o resto da divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero. Consequentemente I = (g1, . . . , gs).

Demonstração. A rećıproca é trivial. Por outro lado, para f ∈ I, seja f =
∑s

i=1 qigi + r a
divisão de f por {g1, . . . , gs}. Então r = f −

∑s

i=1 qigi ∈ I. Devemos ter r = 0, caso contrário
r seria um polinômio não nulo em I cujo monômio ĺıder não é um múltiplo de lm(gi), para
todo i ∈ 1, . . . , s, contradizendo o fato de {g1, . . . , gs} ser uma base de Gröbner para I. Logo
I ⊂ (g1, . . . , gs) e portanto I = (g1, . . . , gs).

Uma propriedade importante de uma base de Gröbner é a seguinte.

Proposição 1.11. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I. Na divisão de f ∈
k[X] por {g1, . . . , gs} o resto é sempre o mesmo, independente da ordem que escolhemos para

g1, . . . , gs no algoritmo da divisão.

Demonstração. Suponha que f = q1g1+ · · ·+ qsgs+ r = q̃1g1+ · · ·+ q̃sgs+ r̃, onde qi, q̃i ∈ k[X]
e nenhum monômio de r ou r̃ é um múltiplo de lm(gi) para todo i = 1, . . . , s. Como r − r̃ =∑s

i=1(q̃i − qi)gi ∈ I, devemos ter r − r̃ = 0, caso contrário r − r̃ seria um polinômio não nulo
em I cujo monômio ĺıder não é múltiplo de lm(gi) para todo i = 1, . . . , s, contradizendo o fato
de {g1, . . . , gs} ser uma base de Gröbner para I.

Os resultados acima listam algumas propriedades interessantes das bases de Gröbner, mas
até agora não está claro se todo ideal I ⊂ k[X] admite tal base. Esta é a principal parte da
contribuição de Buchberger em seu trabalho de tese. Ele apresenta um algoritmo, o qual parte
de uma base finita dada para I e acrescenta novos elementos, se necessário, em uma sequência
de passos até que em algum ponto a base aumentada seja uma base de Gröbner.

A seguir, temos um conceito importante no algoritmo de Buchberger.

Definição 1.12. Sejam f, g ∈ k[X] \ {0}, com lt(f) = aXα e lt(g) = bXβ, para α =
(α1, . . . , αn),β = (β1, . . . , βn) ∈ N

n
0 . Seja γi = max{αi, βi}, para todo i = 1, . . . , n e γ =

(γ1, . . . , γn) ∈ N
n
o . O S-polinômio de f e g é definido como

S(f, g) = (1/a)Xγ−αf − (1/b)Xγ−βg.

Observe que lt((1/a)Xγ−αf) = Xγ = lt((1/b)Xγ−βg). Buchberger provou que {g1, . . . , gs} ⊂
I é uma base de Gröbner para I se, e somente se, o resto da divisão de S(gi, gj) por {g1, . . . , gs}
é zero para todos os pares de inteiros distintos i, j ∈ {1, . . . . , s}. Ele também provou que
o seguinte procedimento pode ser usado em um algoritmo que produz uma base de Gröbner
{g1, . . . , gs, gs+1} para I = (g1, . . . , gs) em um número finito de passos: suponha que para
algum par de inteiros distintos i, j ∈ {1, . . . . , s} o resto Ri,j na divisão de S(gi, gj) por

{g1, . . . , gs} não é zero. Defina gs+1 = Ri,j e considere o conjunto {g1, . . . , gs, gs+1}. É claro
que I = (g1, . . . , gs, gs+1) pois gs+1 ∈ I. Se o resto da divisão de S(gi, gj) por {g1, . . . , gs, gs+1}
é zero para todos os pares de inteiros distintos i, j ∈ {1, . . . . , s + 1}, então {g1, . . . , gs, gs+1}
é uma base de Gröbner para I. Se para algum par de inteiros distintos i, j ∈ {1, . . . . , s + 1}
o resto Ri,j na divisão de S(gi, gj) por {g1, . . . , gs+1} não é zero, então defina gs+2 = Ri,j e
considere o conjunto {g1, . . . , gs+2}. Buchberger provou que após um número finito de passos
este processo produzirá um conjunto {g1, . . . , gt} que é uma base de Gröbner para I.

Exemplo 1.13. Vimos no Exemplo 1.9 que {XY −1, Y 2−1} não é uma base de Gröbner para
I = (XY −1, Y 2−1) ⊂ R[X, Y ] com respeito a ordem lexicográfica com Y ⪯ X. Vamos aplicar
o algoritmo de Buchberger para encontrar uma base de Gröbner para I. Seja g1 = XY − 1 e
g2 = Y 2 − 1 então S(g1, g2) = Y g1 −Xg2 = X −Y e o resto da divisão de S(g1, g2) por {g1, g2}
é X − Y . Seja g3 = X − Y e considere o conjunto {XY − 1, Y 2 − 1, X − Y }. Agora o resto da
divisão de S(g1, g2) e S(g2, g3) por {XY −1, Y 2−1, X−Y } é zero. Logo {XY −1, Y 2−1, X−Y }
é uma base de Gröbner para I.
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Apresentamos agora o conceito que resolveu o problema da tese de Buchberger.

Definição 1.14. Seja I ⊂ k[X] um ideal. A pegada de I é o conjunto

∆(I) = {M ∈ M | M não é monômio ĺıder de nenhum polinômio em I}.

A pegada de um ideal I está relacionada com a base de Gröbner para I (ambos sendo
definidos em relação a mesma ordem monomial fixada em M).

Proposição 1.15. Seja I ⊂ k[X] um ideal e seja {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para I.
Então, um monômio M está em ∆(I) se, e somente se, M não é múltiplo de lm(gi), para todo

i = 1, . . . s.

Demonstração. A rećıproca segue da definição de ∆(I). Por outro lado, da definição de base
de Gröbner sabemos que se M não é um múltiplo de lm(gi), para todo i = 1, . . . s, então M
não é monômio ĺıder de nenhum polinômio em I.

Observação 1.16. Definido o que é uma base de Gröbner para um ideal I, podemos definir

a pegada de I usando a afirmação da proposição acima. Por outro lado, podemos começar

com a Definição 1.14 e então definir uma base de Gröbner para I como sendo um conjunto

{g1, . . . , gs} ⊂ I tal que o conjunto de monômios que são múltiplos de lm(gi), para algum

i ∈ {1, . . . , s}, é exatamente M\∆(I). Então pode-se provar que tal conjunto {g1, . . . , gs} de

fato existe e satisfaz a condição na Definição 1.8. (ver [1, p. 13])

No exemplo a seguir, mostramos como obter uma representação gráfica da pegada.

Exemplo 1.17. Seja I = (X3 − X, Y 3 − Y,X2Y − Y ) ⊂ R[X, Y ]. Considere a ordem lexi-
cográfica sobre M com Y ⪯ X. É posśıvel verificar que {X3 − X, Y 3 − Y,X2Y − Y } é uma
base de Gröbner para I. Temos lm(X3 −X) = X3, lm(Y 3 − Y ) = Y 3, lm(X2Y − Y ) = X2Y e
aplicando a Proposição 1.15 podemos determinar ∆(I). Um monômio XαXβ será representado
pelo par ordenado (α, β) na figura abaixo.

❼

❼

❼

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

Os pontos (3, 0), (0, 3) e (2, 1) correspondem aos monômios ĺıderes da base de Gröbner. A
partir deles é fácil determinar os monômios que não são múltiplos desses monômios ĺıderes.
Assim, pela Proposição 1.15, segue que ∆(I) = {1, X,X2, Y,XY, Y 2, XY 2}.

Apresentamos agora a solução para o problema da tese de Buchberger, que será muito útil
na próxima seção.

Teorema 1.18. Seja I ⊂ k[X] um ideal. Então

B := {M + I | M ∈ ∆(I)}

é uma base para k[X]/I como um k-espaço vetorial.
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Demonstração. Seja G uma base de Gröbner para I com respeito a mesma ordem monomial
usada para determinar ∆(I), e seja f ∈ k[X]. Dividindo f por G temos que o resto é da forma
r =

∑t

i=1 aiMi, onde ai ∈ k[X] e Mi ∈ ∆(I), para todo i = 1, . . . , t. Como f + I = r+ I temos

que B gera k[X]/I como um k-espaço vetorial. Agora, suponha que
∑l

i=1 bi(Mi + I) = 0 + I,

onde bi ∈ k e Mi ∈ ∆(I), para todo i = 1, . . . , l. Então
∑l

i=1 biMi ∈ I implica bi = 0, para todo

i = 1, . . . , l, caso contrário
∑l

i=1 biMi ∈ I seria um elemento não nulo de I cujo monômio ĺıder
não é um monômio ĺıder de um polinômio em I. Isso mostra que B é um conjunto linearmente
independente sobre k.

Exemplo 1.19. Usando o resultado acima no Exemplo 1.17 temos que R[X, Y ]/I é um R-
espaço vetorial de dimensão 7 e {1 + I,X + I,X2 + I, Y + I,XY + I, Y 2 + I,XY 2 + I} é uma
base para esse espaço vetorial.

Observação 1.20. Seja I ⊂ k[X] um ideal e seja {f1, . . . , ft} uma base para I. Definimos

∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) := {M ∈ M | M não é múltiplo de fi, para todo i = 1, . . . , t}.

Observe que ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Consequentemente, pela Proposição 1.15, temos

∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) se, e somente se, {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner para I.

1.2 Códigos lineares

Definição 1.21. Um código linear C definido sobre o alfabeto Fq e de comprimento n é um
Fq-subespaço vetorial de F

n
q . Os elementos de C são chamados de palavras do código.

Seja a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ F
n
q , a distância de Hamming entre a e b é definida

como d(a, b) = |{i | ai ̸= bi, onde i ∈ {1, . . . , n}}|. Se C ⊂ F
n
q é um código e a, b ∈ C então

a− b ∈ C e d(a, b) = d(a− b,0), onde 0 é o vetor nulo em F
n
q .

Definição 1.22. Seja C ⊂ F
n
q um código. A distância mińıma de C é o inteiro positivo definido

como dmin(C) = min{d(a, b) | a, b ∈ C,a ̸= b}. Logo dmin(C) = min{d(a,0) | a ∈ C,a ̸= 0}.

A importância da distância mı́nima está em sua relação com a capacidade de correção de
erros do código. Suponha que um remetente transmita uma n-upla a do código C para um
receptor por meio de um canal (por exemplo, como na comunicação entre dois computadores
ou um telefone celular e uma antena próxima). Normalmente o canal tem “rúıdos”, ou seja,
altera algumas das entradas na n-upla original. Suponha que o canal muda no máximo t
entradas, com t ≤ (dmin(C) − 1)/2. O receptor conhece o código e portanto verá se a foi
alterado, e que a palavra recebida a′ não é uma palavra do código (e de fato não é porque
0 < d(a,a′) ≤ t < dmin(C)) e além disso, pode-se mostrar que, entre todas as palavras do
código, apenas a satisfaz d(a,a′) ≤ t, de modo que o receptor pode determinar que a palavra
enviada é a. A importância da dimensão k(C) de um código é que ela é uma medida de quanta
informação o código pode carregar, já que o número de palavras será então qk. A importância
do comprimento n do código é que quanto mais longo for o código, mais energia será gasta para
transmitir cada palavra de código. Os parâmetros k(C)/n e dmin(C)/n são conceitos chave que
aparecem na análise do desempenho de um código, e também possuem um papel importante
quando se deseja comparar códigos distintos. O código ideal teria uma dimensão grande, uma
distância mı́nima grande e um comprimento curto, mas esses requisitos não podem ser atendidos
ao mesmo tempo. De fato, uma relação básica entre esses parâmetros é a chamada desigualdade
de Singleton, que afirma que k(C) + dmin(C) ≤ n+ 1 (ver, por exemplo, [7, p. 33]).
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Caṕıtulo 2

O dual algébrico

Seja k = Fq um corpo finito e denote por k[X] o anel de polinômios k[X1, . . . , Xs] com respeito
a uma ordem monomial fixada. Seja X = {P1, . . . , Pm} um conjunto de pontos distintos em
ks, com |X | ≥ 2 e seja I = I(X ) o ideal dos polinômios de k[X] que se anulam em todos os
pontos de X . A partir de agora, considere a função

ev : k[X]/I −→ km

f + I 7−→ (f(P1), . . . , f(Pm)).

Observe que (Xq
1 −X1, . . . , X

q
s −Xs) ⊂ I(X ), logo de [4, p. 148] temos o seguinte resultado.

Proposição 2.1. A função ev é um isomorfismo de k-espaços vetoriais.

Definição 2.2. Seja L ⊂ k[X]/I um k-subespaço vetorial de k[X]/I. A imagem ev(L) =: C(L)
é chamada de código de avaliação afim associado a L.

Considere a função

ϕ : k[X] −→ k

f 7−→ f(P1) + · · ·+ f(Pm).

Definição 2.3. Seja L ⊂ k[X]/I um k-subespaço vetorial de k[X]/I. O dual algébrico de L é

L⊥ := {g + I | gh ∈ kerϕ, para todo h+ I ∈ L}.

Observação 2.4. O critério para que g+ I seja elemento de L⊥ não depende do representante

de h+I ∈ L. De fato, vamos mostrar que se gh ∈ kerϕ para todo h+I ∈ L e h+I = h′+I, então
gh′ ∈ kerϕ. Seja h′ = h + f , onde f ∈ I. Logo ϕ(gh′) = ϕ(gh + gf) =

∑m

i=1(gh + gf)(Pi) =∑m

i=1 gh(Pi) +
∑m

i=1 gf(Pi) = ϕ(gh) +
∑m

i=1 g(Pi)f(Pi) = ϕ(gh), pois f(Pi) = 0, para todo

i = 1, . . . ,m.

Lema 2.5. L⊥ é um k-subespaço vetorial de k[X]/I.

Demonstração. De fato, se g1+I, g2+I ∈ L⊥ então (g1+ag2)+I ∈ L⊥ para todo a ∈ k, já que,
dado h ∈ k[X] tal que h+I ∈ L temos ϕ((g1+ag2)h) = ϕ(g1h)+ϕ(ag2h) = ϕ(g1h)+aϕ(g2h) =
0, isto é, g1 + ag2 + I ∈ L⊥.

O próximo resultado mostra que o dual de um código de avaliação é o código de avaliação
do dual algébrico.

Teorema 2.6. Seja C(L) um código de avaliação. Então

C(L⊥) = C(L)⊥.
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Demonstração. Seja (b1, . . . , bm) ∈ C(L⊥), então existe g + I ∈ L⊥ tal que ev(g + I) =
(b1, . . . , bm), isto é, g(Pi) = bi para todo i = 1, . . . ,m. Seja (a1, . . . , am) ∈ C(L), então existe
h + I ∈ L tal que ev(h + I) = (a1, . . . , am), isto é, h(Pi) = ai, para todo i = 1, . . . ,m. Temos
que (a1, . . . , am).(b1, . . . , bm) =

∑m

i=1 aibi =
∑m

i=1 h(Pi)g(Pi) =
∑m

i=1(hg)(Pi) = ϕ(hg) = 0.
Por outro lado, seja (c1, . . . , cm) ∈ C(L)⊥, então (c1, . . . , cm).(a1, . . . , am) = 0, para todo

(a1, . . . , am) ∈ C(L), onde h+I ∈ L tal que ev(h+I) = (a1, . . . , am). Como ev é um isomorfismo,
existe g + I ∈ k[X]/I tal que ev(g + I) = (c1, . . . , cm). De (c1, . . . , cm).(a1, . . . , am) = 0, temos∑m

i=1 ciai = 0, isto é, 0 =
∑m

i=1 g(Pi)h(Pi) =
∑m

i=1(gh)(Pi) = ϕ(gh), logo gh ∈ kerϕ, para todo
h+ I ∈ L. Assim g + I ∈ L⊥.

Apresentamos agora algumas propriedades sobre o dual algébrico de L.

Proposição 2.7. Sejam C(L) um código de avaliação e I = I(X ). Temos que

(a) dim(L) + dim(L⊥) = |X |.

(b) As seguintes condições são equivalentes:

(i)C(L) ∩ C(L)⊥ = {0} ⊂ km, (ii)L ∩ L⊥ = {0 + I}, (iii)L⊕ L⊥ = k[X]/I.

(c) C(L) = C(L)⊥ se, e somente se, L = L⊥.

(d) (L⊥)⊥ = L.

Demonstração. (a) Temos que dim(L) = dim(C(L)) e dim(L⊥) = dim(C(L)⊥). Logo,
dim(L) + dim(L⊥) = m = |X |.

(b) (i) ⇒ (ii) Suponha que C(L) ∩ C(L)⊥ = {0} ⊂ km. Seja g + I ∈ L ∩ L⊥. Assim,
ev(g) ∈ C(L) ∩ C(L)⊥ = {0}. Logo, g ∈ I e portanto g + I = 0 + I.

(ii) ⇒ (iii) Temos que dim(L) = dim(C(L)) e dim(L⊥) = dim(C(L)⊥), assim dim(L) +
dim(L⊥) = m. Por outro lado, dim(L+ L⊥) = dim(L) + dim(L⊥)− dim(L ∩ L⊥). Como
L ∩ L⊥ = {0 + I}, temos dim(L+ L⊥) = m = dim(k[X]/I). Logo k[X]/I = L⊕ L⊥.

(iii) ⇒ (i) Da hipótese vem que se g + I ∈ L ∩ L⊥, então g + I = 0 + I. Assim
C(L) ∩ C(L)⊥ = {0} ⊂ km.

(c) Vem do fato de ev ser um isomorfismo, e de C(L) = ev(L) e C(L)⊥ = ev(L⊥).

(d) É um fato conhecido da Álgebra Linear em espaços de dimensão finita.
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Caṕıtulo 3

Funções indicadoras

Seja k = Fq um corpo finito e denote por k[X] o anel de polinômios k[X1, . . . , Xs] com respeito
a uma ordem monomial fixada. Seja X = {P1, . . . , Pm} um conjunto de pontos distintos em
ks, com |X | ≥ 2 e seja I = I(X ) o ideal dos polinômios de k[X] que se anulam em todos os
pontos de X . Neste caṕıtulo vamos introduzir o conceito de funções indicadoras de X .

Começaremos com a noção de função indicadora de um ponto em X . Como a função
ev : k[X]/I −→ km é um isomorfismo temos que, dado i ∈ {1, . . . ,m} e dado λ ∈ k∗ existe
f + I tal que ev(f + I) = λei, onde ei é o i-ésimo vetor da base canônica para km. Como
{M + I | M ∈ ∆(I)} é uma base para k[X]/I, existe um único representante f tal que
f ∈ k∆(I), onde k∆(I) é o k-espaço vetorial gerado pelos monômios de ∆(I).

Definição 3.1. Sejam X = {P1, . . . , Pm} ⊂ km, i ∈ {1, . . . ,m} e λ ∈ k∗. O único polinômio
f ∈ ∆(I) tal que f(Pi) = λ e f(Pj) = 0, para j ̸= i, é chamado de função indicadora de Pi.

O seguinte lema lista as propriedades básicas das funções indicadoras.

Lema 3.2. (a) Se f, g são funções indicadoras de Pi em k∆(I), então g(Pi)f = f(Pi)g.

(b) Existe uma única função indicadora f de Pi em k∆(I) tal que f(Pi) = 1.

Demonstração. (a) O polinômio h = g(Pi)f − f(Pi)g se anula em todos os pontos de X , isto
é, h ∈ I. Se h ̸= 0, então o monômio ĺıder de h está em ∆(I), absurdo.

(b) É uma consequência do item (a).

Definição 3.3. Seja i ∈ {1, . . . ,m}, se fi ∈ k∆(I) é uma função indicadora para Pi e fi(Pi) = 1
então dizemos que fi é uma função indicadora padrão para Pi. O conjunto F = {f1, . . . , fm}
será chamado conjunto das funções indicadoras padrão para X .

Proposição 3.4. Sejam X = {P1, . . . , Pm} ⊂ ks, I = I(X ) e ⪯ uma ordem monomial fixada.

Temos

(a) Para cada 1 ≤ i ≤ m, existe uma única fi ∈ k∆(I) tal que fi(Pi) = 1 e fi(Pj) = 0 se j ̸= i.
O conjunto F = {f1, . . . , fm} é uma k-base para k∆(I).

(b) kerϕ = k{fi − fm}
m−1
i=1 + I.

Demonstração. (a) A existência e unicidade de fi segue do Lema 3.2. Para mostrar que o
conjunto F é linearmente independente, suponha

∑m

i=1 aifi = 0 com ai ∈ k, para todo
i = 1, . . . ,m. Assim, 0 = (

∑m

i=1 aifi) (Pj) =
∑m

i=1 aifi(Pj) = aj. Como a dimensão de
k∆(I) é m = |X | temos que F é uma k-base para k∆(I).
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(b) Temos que kerϕ ⊃ I. Como ϕ(fi − fm) = fi(Pi)− fm(Pm) = 0, segue que fi − fm ∈ kerϕ,
para todo i = 1, . . . ,m. Logo kerϕ ⊃ k{fi − fm}

m−1
i=1 + I. Por outro lado, seja f ∈ kerϕ.

Pelo algoritmo da divisão, podemos escrever f = h + rf para algum h ∈ I e rf ∈ k∆(I).
Como F = {f1, . . . , fm} é uma k-base para k∆(I), podemos escrever rf =

∑m

i=1 aifi, com
ai ∈ k para todo i = 1, . . . ,m . Além disso, como h ∈ I ⊂ kerϕ, temos rf ∈ kerϕ. Logo

ϕ(rf ) = ϕ

(
m∑

i=1

aifi

)
=

m∑

i=1

aiϕ(fi) =
m∑

i=1

ai

(
m∑

j=1

fi(Pj)

)
=

m∑

i=1

ai = 0,

então
∑m

i=1 ai = 0 implica am = −
∑m−1

i=1 ai e

rf =

(
m−1∑

i=1

aifi

)
+ amfm =

(
m−1∑

i=1

aifi

)
−

(
m−1∑

i=1

ai

)
fm =

m−1∑

i=1

ai(fi − fm).

Logo, f = h+ rf ∈ I + k{fi − fm}
m−1
i=1 . Portanto, kerϕ = k{fi − fm}

m−1
i=1 + I.

Observação 3.5. É conveniente utilizar uma interpretação matricial das funções indicadoras
padrão para X . Usando que ev : k[X]/I −→ km é um isomorfismo é fácil ver que

ẽv : k∆(I) −→ km

M 7−→ (M(P1), . . . ,M(Pm)),

onde M é um monômio em ∆(I), também é um isomorfismo de k-espaços vetoriais. Seja
B := {M1, . . . ,Mm} a base para k∆(I) formada pelos monômios de ∆(I) ordenados segundo
⪯, e seja B′ := {e1, . . . , em} a base canônica para km. A matriz Mẽv de ẽv com relação
às bases B e B′ tem na j-ésima coluna o vetor (coluna) (Mj(P1), . . . ,Mj(Pm)), para todo
j = 1, . . . ,m. Como ẽv é isomorfismo a matriz Mẽv é invert́ıvel, e temos, de MẽvM

−1
ẽv = Id, que

se (a1j, . . . , amj) são os elementos da j-ésima coluna de M−1
ẽv , então

fj =
m∑

i=1

aijMi

é a função indicadora padrão para Pj, para todo j = 1, . . . ,m. De fato, a matriz Mẽv de ẽv
com relação às bases B e B′ é dada por

Mẽv =




M1(P1) . . . Mm(P1)
...

...
M1(Pm) . . . Mm(Pm)


 .

Também escrevemos

M−1
ẽv =




a11 . . . a1m
...

...
am1 . . . amm


 .

De Mẽv ·M
−1
ẽv = Id, isto é




M1(P1) . . . Mm(P1)
...

...
M1(Pm) . . . Mm(Pm)


 ·




a11 . . . a1m
...

...
am1 . . . amm


 =



1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1




m×m

.
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Temos, multiplicando as linhas de Mẽv pela primeira coluna de M−1
ẽv , que

m∑

i=1

Mi(P1)ai1 = 1 e
m∑

i=1

Mi(Pj)ai1 = 0

para todo j = 2, 3, . . . ,m. Logo f1 =
∑m

i=1 ai1Mi é a função indicadora padrão para P1.
Analogamente, conclúımos que

fj =
m∑

i=1

aijMi

é a função indicadora padrão para Pj, para todo j = 1, . . . ,m.
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Caṕıtulo 4

Códigos monomialmente equivalentes

Seja k = Fq um corpo finito, X um subconjunto de ks com pelo menos dois elementos, e
I = I(X ) o ideal dos polinômios de k[X] que se anulam em todos os pontos de X . Fixemos
uma ordem monomial ⪯ e seja ∆(I) a pegada do ideal I.

Definição 4.1. Seja Λ ⊂ N
s o conjunto de vetores formados pelos expoentes de monômios de

∆(I). Dado um subconjunto Γ ⊂ Λ, seja L(Γ) o k-subespaço de k[X]/I gerado pelo conjunto
{Xα + I | α ∈ Γ}. Então C(L(Γ)) é chamado código monomial correspondente a Γ.

Definição 4.2. Dizemos que dois códigos lineares C1, C2 ∈ km são monomialmente equivalentes

se existe β = (β1, . . . , βm) ∈ km tal que βi ̸= 0 para todo i e C2 = β · C1 = {β · c | c ∈ C1},
onde β · c é o vetor dado por (β1c1, . . . , βmcm), para c = (c1, . . . , cm) ∈ C1.

Considere dois códigos monomiais C(L(Γ1)) e C(L(Γ2)) para quaisquer Γ1,Γ2 ⊂ Λ. O
objetivo principal deste caṕıtulo é apresentar uma condição para C(L(Γ1)) ser monomialmente
equivalente ao dual C(L(Γ2)

⊥). Definimos

Γ1 + Γ2 = {a1 + a2 ∈ N
s | a1 ∈ Γ1, a2 ∈ Γ2}.

Definição 4.3. Dizemos que um monômioXe ∈ ∆(I) é essencial se ele aparece em cada função
indicadora padrão de X , isto é, se o coeficiente de Xe é não nulo em cada função indicadora
padrão de X .

O principal resultado desse trabalho é o seguinte.

Teorema 4.4. Seja X ⊂ ks tal que m = |X | ≥ 2, e I = I(X ). Fixemos uma ordem monomial

⪯ e seja Xe ∈ ∆(I) o maior monômio com respeito a ordem monomial fixada. Suponha que

Xe é essencial. Então, para quaisquer Γ1,Γ2 ⊂ Λ satisfazendo

(1) |Γ1|+ |Γ2| = |X |;

(2) e /∈ Γ1 + Γ2,

temos β · C(L(Γ1)) = C(L(Γ2))
⊥, para algum β = (β1, . . . , βm) ∈ (k∗)m. Além disso, βj é o

coeficiente de Xe na j-ésima função indicadora padrão fj, para j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Para cada j = 1, . . . ,m, seja βj o coeficiente deX
e na j-ésima função indicadora

padrão fj. Então, pela Observação 3.5, como Xe ∈ ∆(I) é o maior monômio com respeito a
ordem monomial fixada, β é a última linha da matriz M−1

ẽv , isto é, β = (am1, . . . , amm). De
M−1

ẽv · Mẽv = Id temos que a última linha da matriz M−1
ẽv é ortogonal a todas as colunas de

Mẽv, exceto a última. De fato,



a11 . . . a1m
...

...
am1 . . . amm


 ·




M1(P1) . . . Mm(P1)
...

...
M1(Pm) . . . Mm(Pm)


 =



1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1




m×m
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implica
m∑

j=1

amjMi(Pj) =
m∑

j=1

βjMi(Pj) = 0

para todo i = 1, . . . ,m− 1 e

m∑

j=1

amjMm(Pj) =
m∑

j=1

βjMm(Pj) = 1.

Logo β é ortogonal a todas as colunas de Mẽv, exceto a última. Como ẽv é um isomorfismo,
existe um único polinômio g ∈ k∆(I) tal que ẽv(g) = β, ou seja g(Pj) = βj = amj, com Pj ∈ X ,
para todo j = 1, . . . ,m. Provemos que a ortogonalidade de β implica ϕ(gf) = 0 para todo
f ∈ k(∆(I) \ {Xe}). Para todo monômio Xα ∈ ∆(I),Xα ̸= Xe, temos

ϕ(gXα) = g(P1)X
α(P1) + · · ·+ g(Pm)X

α(Pm) = am1X
α(P1) + · · ·+ ammX

α(Pm) = 0.

Seja f ∈ k(∆(I)\{Xe}), temos f = a1X
α1 + · · ·+alX

αl com Xαi ̸= Xe, para todo i = 1, . . . , l.
Assim,

ϕ(gf) = gf(P1) + · · ·+ gf(Pm)

= (g(a1X
α1 + · · ·+ alX

αl))(P1) + · · ·+ (g(a1X
α1 + · · ·+ alX

αl))(Pm)

= a1(gX
α1)(P1) + · · ·+ al(gX

αl)(P1) + · · ·+ a1(gX
α1)(Pm) + · · ·+ al(gX

αl)(Pm)

= a1[(gX
α1)(P1) + · · ·+ (gXα1)(Pm)] + · · ·+ al[(gX

αl)(P1) + · · ·+ (gXαl)(Pm)]

= a1ϕ(gX
α1) + · · ·+ alϕ(gX

αl)

= 0. (4.1)

Para i = 1, 2 seja hi + I ∈ L(Γi), com hi ∈ k∆(I), e considere f = h1h2. O monômio Xe não
aparece em f pela condição (2). Seja {g1, . . . , gs} uma base de Grobner para I, isto é, para
todo f ∈ I, f ̸= 0, temos lm(f) é múltiplo de lm(gi), para algum i ∈ {1, . . . , s}. Pelo algoritmo
da divisão, existem q1, . . . , qs, f2 ∈ k[X] tais que

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + f2,

onde f2 = 0 ou nenhum monômio em f2 é múltiplo de lm(gi), para todo i ∈ {1, . . . , s}, isto é,
todos os monômios de f2 estão em ∆(I) e lm(f2) ⪯ lm(f). Então, podemos escrever f = f1+f2,
com f1 ∈ I e f2 ∈ k∆(I). Temos que Xe não aparece em f2, pois lm(f2) ⪯ lm(f) ≺ lm(Xe)
(pela condição (2)). Seja (g + I)L(Γ1) := {(g + I)(f + I) | f + I ∈ L(Γ1)}. Queremos mostrar

(g + I)L(Γ1) ⊂ {g′ + I | g′h ∈ kerϕ para todo h+ I ∈ L(Γ2)} = L(Γ2)
⊥.

Sejam (g + I)(h1 + I) ∈ (g + I)L(Γ1) e (h2 + I) ∈ L(Γ2). Temos (g + I)(h1 + I) = gh1 + I,

(gh1 + I)(h2 + I) = gh1h2 + I e ϕ(gh1h2) = ϕ(g(f1 + f2)) = ϕ(gf1 + gf2) = ϕ(gf2)
(4.1)
= 0. Logo

(g + I)L(Γ1) ⊂ L(Γ2)
⊥.

Aplicando ev em ambos os lados temos ev(g + I) = (g(P1), . . . , g(Pm)) = β conclúımos

β · C(L(Γ1)) ⊂ C(L(Γ2)
⊥).

Como Xe é essencial temos βj ̸= 0, para todo j = 1, . . . ,m. Logo, pela condição (1)

dim(β · C(L(Γ1))) = dim(C(L(Γ1))) = |Γ1| = |X | − |Γ2| = dim(C(L(Γ2)
⊥)).

Portanto β · C(L(Γ1)) = C(L(Γ2)
⊥). Pelo Teorema 2.6 temos que C(L(Γ1)) e C(L(Γ2))

⊥ são
monomialmente equivalentes.
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Caṕıtulo 5

Um exemplo espećıfico: Códigos sobre

o toro degenerado

Seja K = Fq um corpo finito e sejam A1, . . . , As subgrupos do grupo multiplicativo (K∗, ·). O
produto cartesiano

T := A1 × · · · × As = {P1, . . . , Pm}

é chamado toro degenerado. Denotemos por di a ordem de cada grupo ćıclico Ai para todo
i = 1, . . . , s. Seja f̃i = Xdi

i −1, com i = 1, . . . , s, temos que {f̃1, . . . , f̃n} é uma base de Grobner
para I pois os monômios ĺıderes dos geradores são coprimos dois a dois (veja [3, ➜9, Cap. 2]) e
logo

∆(I) = {Xc = Xc1
1 . · · · .Xcm

m | 0 ≤ ci ≤ di − 1 para todo i = 1, . . . ,m}.

Sejam {Xα1 , . . . ,Xαk} ⊂ ∆(I) e A = {Xαi + I} uma base de L tal que cada monômio

Xαi = X
ai,1
1 . · · · .X

ai,s
s para todo i = 1, . . . , k e definimos Xβi = X

bi,1
1 . · · · .X

bi,s
s onde bi,j =

dj − ai,j se ai,j ̸= 0 e bi,j = 0 se ai,j = 0, para todo j = 1, . . . , s. Seja B := {Xβ
1 , . . . ,Xβk} e

observe que B ⊂ ∆(I).

Lema 5.1. Seja Xγ um monômio de ∆(I) onde γ = (γ1, . . . , γs). Se γ = 0, então Xγ /∈ kerϕ
e se γi ̸= 0 para algum i ∈ {1 . . . , s}, então Xγ ∈ kerϕ.

Demonstração. Sejam T = {P1, . . . , Pm} e ti um gerador do grupo multiplicativo ćıclico Ai,
para todo i = 1, . . . , s. Lembrando que q = pv, p primo e v ∈ N+. Como di = |Ai| divide
q − 1 = |k∗| = |F∗

q| temos que mdc(di, p) = 1, para todo i = 1, . . . , s. Logo mdc(m, p) = 1, pois
m = |T | = d1 · · · ds. Suponha γ = 0. Então, ϕ(Xγ) =

∑m

i=1 X
γ(Pi) = m · 1 e m · 1 ̸= 0 pois

mdc(m, p) = 1. Portanto, Xγ /∈ kerϕ. Suponha agora que γi ̸= 0 para algum i ∈ {1 . . . , s}.
Então γi ≥ 1. Suponha i = 1 por simplicidade de notação. Seja T1 := A2×· · ·×As. O produto
cartesiano T pode ser particionado como

T = {P1, . . . , Pm} =

d1⋃

i=1

{(ti1, Q) | Q ∈ T1} = {(1, Q), (t1, Q), (t21, Q), . . . , (td1−1
1 , Q) | Q ∈ T1}.

Suponha T1 = {Q1, . . . , Qp}. Então

ϕ(Xγ) = Xγ(1, Q1) + · · ·+Xγ(1, Qp) + · · ·+Xγ(td1−1
1 , Q1) + · · ·+Xγ(td1−1

1 , Qp)

= 1 ·Xγ2
2 · · ·Xγs

s (Q1) + · · ·+ 1 ·Xγ2
2 · · ·Xγs

s (Qp) + · · ·+ (td1−1
1 )γ1 ·Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Q1)

+ · · ·+ (td1−1
1 )γ1 ·Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Qp)

=
(
1 + · · ·+ (td1−1

1 )γ1
)
(Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Q1)) + · · ·+

(
1 + · · ·+ (td1−1

1 )γ1
)
(Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Qp))

=
(
1 + · · ·+ (td1−1

1 )γ1
)
(Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Q1) + · · ·+Xγ2

2 · · ·Xγs
s (Qp))

=
(
1 + · · ·+ (td1−1

1 )γ1
)
(
∑

Q∈T1

Xγ2
2 · · ·Xγs

s (Q)

)
.
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Como |A1| = d1 então (tγ11 )d1 − 1 = 0. Como (tγ11 )d1 − 1 = (tγ11 − 1)((tγ11 )d1−1 + . . . + 1) e
tγ11 − 1 ̸= 0 (pois γ1 ̸= 0) segue que (tγ11 )d1−1 + . . .+ 1 = 0. Logo ϕ(Xγ) = 0 e Xγ ∈ kerϕ.

O principal resultado em relação aos códigos de avaliação sobre T é o seguinte.

Proposição 5.2. Seja L ⊂ k[X]/I um subespaço vetorial de k[X]/I com uma base do tipo

A = {Xα1 + I, . . . ,Xαk + I}, com Xαi ∈ ∆(I), i = 1, . . . , k, e seja B := {Xβ
1 , . . . ,Xβk} como

definido acima. Então o conjunto {Xc + I | Xc ∈ (∆(I) \B)} é uma base para L⊥.

Demonstração. Como |∆(I)| = |T |, pela Proposição 2.7 temos

dim(L⊥) = |T | − dim(L) = |T | − k = |∆(I) \B|.

Seja Xc ∈ (∆(I)\B). Como A = {Xαi+I, i = 1, . . . , k} é uma base para L é suficiente mostrar
que Xc ·Xαi ∈ kerϕ, para todo i = 1, . . . , k. Se Xαi = 1, então Xβi = 1 para todo i = 1, . . . , k
e Xc ̸= 1. Assim Xc · Xαi = Xc · 1 ∈ kerϕ, para todo i = 1, . . . , k pelo lema anterior. Se
Xαi ̸= 1, então

Xαi ·Xc = X
ai,1+c1
1 . · · · .Xai,s+cs

s = X
d1−bi,1+c1
1 . · · · .Xds−bi,s+cs

s .

Se dj − bi,j + cj ̸≡ 0 (mod dj) então Xαi · Xc ≡ Xδ (mod I) onde, no monômio Xδ, a
potência de Xj é um inteiro positivo menor do que dj. Fazendo isso para cada ı́ndice j tal que
dj − bi,j + cj ̸≡ 0 (mod dj), podemos concluir que Xαi · Xc ∈ kerϕ pelo lema anterior. Se
dj − bi,j + cj ≡ 0 (mod dj) para todo j = 1, . . . , s então pela definição de βi, e do fato de que
0 ≤ bi,j ≤ dj − 1, j = 1, . . . , s, bem como 0 ≤ cj ≤ dj − 1 temos que ter dj − bi,j + cj = dj para
j = 1, . . . , s, isto é, Xβi = Xc, contradição pois Xc ̸∈ B. Logo {Xc+I | Xc ∈ (∆(I)\B)} ⊂ L⊥

e como os elementos desse conjunto são linearmente independentes, segue que é base para
L⊥.

Corolário 5.3. Seja C(L) um código monomial sobre T e seja L⊥ o dual algébrico. Então

C(L)⊥ = C(L⊥) e C(L)⊥ é um código monomial sobre T .

Demonstração. O código linear C(L)⊥ é o código de avaliação C(L⊥) sobre T (segue do Teorema
2.6) e L⊥ é gerado pelo conjunto de monômios em (∆(I) \ B) (Proposição 5.2), logo C(L)⊥ é
um código monomial .

Corolário 5.4. Seja C(L) um código tórico generalizado em T = (K∗)S, K = Fq, e seja L⊥ o

dual algébrico. Então, C(L)⊥ = C(L⊥) e C(L)⊥ é um código tórico generalizado.

Demonstração. Segue do Corolário anterior para Ai = K∗ para todo i = 1, . . . , s.
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