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GOMES, L. V. O. Cddigos duais de cddigos de avaliagao. 2023. (27 pag) p. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho apresentamos inicialmente a teoria das bases de Grébner com énfase no conceito
de pegada de um ideal. Em seguida, introduzimos os conceitos de cédigo de avaliacao afim e o de
dual algébrico. Apds apresentar o conceito de fungoes indicadoras e o de c6digos monomialmente
equivalentes, iniciamos o estudo de cédigos monomiais e seus duais. O principal resultado prova
que o dual de um c6digo monomial é monomialmente equivalente a um cédigo monomial. Ao
fim deste trabalho estudamos um exemplo especifico de cédigos sobre o toro degenerado.

Palavras-chave: (Bases de Grobner, Céodigos de avaliagao, Dual algébrico, Fungoes indicadoras,
Cédigos monomiais).
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GOMES, L. V. O. Dual codes of evaluation codes 2023. (27 pages) p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

We start this work by presenting the theory of Grébner bases with emphasis on the concept
of the footprint of an ideal. Then we introduce the concepts of affine evaluation code and
the algebraic dual. After presenting the concepts of indicator functions and of mononomially
equivalent codes, we start the study of monomial codes and their duals. The main result proves
that the dual of a monomial code is monomially equivalent to a monomial code. At the end of
this work we study an specific example of codes on the degenerate torus.

Keywords: (Grobner bases, Evaluation codes, Algebraic dual, Indicator functions, Monomial
Codes).
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Introducao

Este trabalho esta divido em cinco partes. Na primeira parte introduzimos o conceito de ordem
monomial e o processo de divisao polinomial em varias variaveis, que sao essenciais para a
definicao e cédlculo das bases de Grobmer. Veremos o conceito de pegada de um ideal [ e
como esta relacionada com a base de Grobner, além de sua importancia para o algoritmo de
Buchberger que determina uma base de Grobner para o ideal I a partir de um conjunto finito
de geradores.

Na segunda parte apresentamos a fungao avaliagao ev e definimos cédigo de avaliacao afim
sobre um k-subespaco vetorial de k[X]/I. Em seguida definimos o dual algébrico desse k-
subespaco vetorial e mostramos que o dual de um codigo de avaliacao é o cédigo de avaliacao
do dual algébrico. Apresentamos também algumas propriedades sobre o dual algébrico.

Na terceira parte introduzimos o conceito de funcoes indicadoras e suas propriedades. Defini-
mos funcoes indicadoras padrao e mostramos que o conjunto formado pelas fungoes indicadoras
padrao formam uma k-base para kA(I), o k-espago vetorial gerado pelos monoémios da pegada
do ideal I.

Na quarta parte definimos c6digo monomial e o conceito de cédigos monomialmente equiva-
lentes. Apresentamos a definicao de um monomio ser essencial e dados dois c6digos monomiais
C1 e Cy mostramos uma condicao para C; ser monomialmente equivalente ao dual de Cs.

Na quinta parte apresentamos um exemplo especifico de cédigos sobre o toro degenerado e
um resultado que determina uma base de monomios para o dual algébrico.

Este trabalho é baseado no artigo [2].

Lucas Vinnicius de Oliveira Gomes.
Uberlandia-MG, 16 de Fevereiro de 2023.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 Bases de Grobner

Seja k um corpo e denote por k[X] o anel de polinémios k[X7, ..., X,]. Um produto da forma
aX{*.--- . X% onde a € k* e aq,...,q, sdo inteiros nao negativos é chamado de termo e
X7t . X9 é chamado de monomio. Um monomio X7*.--- . X% é denotado por X* onde
a = (ag,...,a,) € NI e Ny é o conjunto dos inteiros nao negativos. Denotaremos o conjunto
dos monomios de k[X] por M. Dado um polinémio f € k[X], dizemos que um monémio M

aparece em f se o coeficiente de M em f é nao nulo.

Definicao 1.1. Uma ordem monomial < em M é uma ordem total sobre monomios que possui
as seguintes propriedades:

i) se X* < X entao X" < XA para todos o, 3,7 € NZ;
ii) qualquer subconjunto nao vazio A C M tem um menor elemento.

Exemplo 1.2. i) A ordem lezicogrdfica (com X, < --- < X;) é definida para X* < X” se
a = (3 ou a primeira entrada nao nula de 3 — « é positiva. Por exemplo, temos X35 < X
e X2X2922 < X2 X,

ii) A ordem lexicogrifica graduada (com X, < --- < X;) é definida para X® < XP se a = 3
ou Y i a; < Yt Biouse Y a; =Y. B, entao X, <iex X7, onde <)oy é a ordem
definida em 1i).

iii) A ordem lexicogrdfica graduada inversa é definida para X* < XPsea =B ou > ., o; <
Yor Bioused ;=" [, entdo a primeira entrada nao nula de B — a é negativa.

Definigao 1.3. Seja f =Y ", a;M; € k[X] um polinémio nao nulo, onde a; € k* e M; € M
para todo i =1,...,m, e seja < uma ordem monomial definida sobre M. O mondomio lider de
fé M :=max{M; |i=1,...,m}, o coeficiente lider de f é a; e o termo lider de f é a;M,.
Denotamos esses elementos por M; = lm(f), a; = le(f) e a;M; = 1t(f) respectivamente.

Exemplo 1.4. Seja f(X1, X0, X3) = 3X72XJ 4+ X1 X5 + 1 € R[X;, X3, X3]. Usando a ordem
lexicogréfica temos Im(f) = X7X3, le(f) = 3 e It(f) = 3X2X3. Agora, usando a ordem
lexicografica graduada temos Im(f) = X, X3, le(f) = 1 e It(f) = X1 X3.

Um importante procedimento na teoria das bases de Grébner é a divisao de um polinémio
por uma lista de polindbmios nao nulos.



Definigao 1.5. Para dividir f € k[X] por {¢1,...,} C k[X]\ {0} com respeito a uma
ordem monomial fixada, devemos encontrar quocientes ¢, ..., ¢ e um resto r em k[X] tal que
f=aqg + -+ qg +r, onde r =0 ou nenhum monémio de r é miltiplo de lm(g;) para todo
ie{l,...,t}.

Na literatura sobre bases de Grobner citada na introducao, temos uma descricao do algo-
ritmo usual usado para determinar os quocientes e o resto e também a prova de que o algoritmo
de fato termina apdés um nimero finito de passos. Aqui apenas descrevemos o algoritmo e
mostramos como ele funciona em um exemplo. A ideia béasica é a mesma que conhecemos ao
dividir dois polindmios de uma variavel: usaremos os termos lideres de g1, . . ., g; para “eliminar”
o termo principal de f e dos polinomios subsequentes que aparecem nas etapas intermediarias
da divisao. A novidade aqui é que as vezes o termo principal de um polinémio intermedidrio nao
é um multiplo de nenhum Im(g;),...,Im(g;), entdo devemos moveé-lo para o resto e continuar
com a divisao.

Exemplo 1.6. Vamos dividir f = X?Y +XY2?2+Y2por g, = XY —1e g = Y2~ 1. Usaremos
a ordem lexicografica com Y < X. Como Im(f) = X?Y é multiplo de Im(g;) = XY comegamos
a divisdo escrevendo f = X g1+ X + XY?+Y?. Agoralm(X +XY2+Y?) = XY? é novamente
miiltiplo de Im(g;) = XY, entdo escrevemos f = X - g1 +Y - g1 + X + Y + Y2 Observe que
Im(X +Y +Y?) = X nao é multiplo de Im(g;) ou Im(g;) = Y?, entao devemos considerar X
como uma parte do resto. Logo f = (X +Y) g, +Y +Y? +r;, onde r, = X e continuamos
com o processo da divisao. Como Im(Y + Y?) = Y2 nao ¢ miltiplo de Im(g;) mas ¢ multiplo
de Im(gy) escrevemos f = (X +Y)-g1+1-g2+Y +1+r;. Agora, os termos de Y + 1 nao sao
miultiplos de Im(g;) e lm(gs) entdo consideramos esses termos como uma parte do resto. Isso
termina a divisao e temos f = q1g1 + g2 +rcom g =X +Y, gp=1ler=X+Y + 1.

A figura abaixo mostra o calculo feito acima.

XY 4 XY24Y?2 | XY -1, Y2-1
—X2Y 4+ X X+Y, 1

XY?2+ X +Y?
—XY?2+ X
X+Y+Y?
—X

Y +Y?
Y241

Y +1
-Y -1

0

E importante observar no algoritmo da divisao que se o resto r nao for zero, o monomio
lider de  é menor ou igual ao monomio lider de f. Além disso, olhando atentamente para
o algoritmo, observamos que estamos levando em consideragao a ordem em que os divisores
g1,---,g; sdo escritos (em outras palavras, estamos na verdade dividindo f por uma sequéncia
(g1,---,9:)) e podemos perguntar se alterando essa ordem os quocientes e os restos se alteram.
A resposta a esta pergunta é sim, e podemos verificar com o exemplo a seguir.

Exemplo 1.7. Vamos dividir f = X?Y + XY24+Y?por g1 =Y?2 —-1e gy = XY — 1. Como
Im(f) = X%Y nao é miiltiplo de Im(g;) = Y? mas é miiltiplo de Im(g;) = XY comecamos a
divisao escrevendo f = X - g+ X + XY?24+ Y2 Agoralm(X + XY?+Y?) = XY? é multiplo de

3



Im(g;) = Y? entdo escrevemos f = X - go + X - g1 + 2X + Y2 Observe que Im(2X + Y?) = 2X
nao ¢ multiplo de Im(g;) e lm(g2), entdao devemos considerar 2X como uma parte do resto.
Logo f =X g2+ X -g1 +Y?+ 7, onde r, = 2X e continuamos com o processo da divisdo.
Como Im(Y?) = Y? é multiplo de Im(g;) = Y? escrevemos f = X -go+ X g1 +1-g1+1+7;. O
termo 1 nao é multiplo de lm(g;) e lm(gy), entdo consideramos esse termo como uma parte do
resto. Isso termina a divisao e temos f = q191 +qugo+rcom g = X +1, o = X er =2X +1.

A figura abaixo mostra o calculo feito acima.

X2V + XY?24+Y2 | Y2-1, XY -1 |
—X%Y + X X+1, X }
XY?+ X +Y? |
~XY2+ X |
2X +Y? |
—2X 3

Y2
-Y?+1
1
-1
0

O conceito de base de Grobner apareceu pela primeira vez na tese do matematico austriaco
Bruno Buchberger, publicada em 1965 (ver [5]). Seu orientador, Wolfgang Grébner, havia
proposto o seguinte problema de tese: dado um ideal I C k[X], encontre uma base para
k[X]/I como um k-espago vetorial. Se k[X] é um anel de apenas uma varidvel entao a resposta
¢ bem conhecida: I é gerado por um polinémio de certo grau d (no caso onde I # 0) e
{1+ I1,X +1,..., X! + I} é uma base para k[X]/I. No caso em que k[X] é um anel de
mais de uma variavel, a situacao muda drasticamente. A partir do teorema da base de Hilbert,
sabemos que I é gerado por um numero finito de polindomios, mas I nao é necessariamente um
ideal principal. Além disso, o anel quociente k[X]/I pode ser um k-espago vetorial de dimensao
infinita (por exemplo, tome I = (X) C k[X,Y]). A solugdo de Buchberger para este problema
foi, tendo fixado uma ordem monomial em M, determinar um conjunto gerador especial para
I cuja propriedade principal é que as classes dos monoémios que nao sao multiplos de nenhum
dos monomios lideres dos polinémios nesta base especial formam uma base para k[X]/I como
um k-espago vetorial. Em 1976 (ver [6]) Buchberger decidiu chamar essa base especial para [
de base de Grobner como sinal de reconhecimento da influéncia das ideias de seu orientador em
seu trabalho de tese.

Definigao 1.8. Seja I C k[X] um ideal nao nulo e fixe uma ordem monomial < sobre M. Um
conjunto {gi,...,gs} C I é uma base de Grobner para I se para todo f € I, f # 0, temos que
Im(f) é um miltiplo de Im(g;), para algum i € {1,...,s}.

Exemplo 1.9. Seja [ = (XY —1,Y% — 1) C R[X,Y] e considere a ordem lexicografica com
Y = X definida sobre M C R[X,Y]. Entdo V(XY —1) - X(Y?-1) = -Y+ X €Te
Im(X —Y) = X nao é um miiltiplo de Im(XY — 1) = XY ou Im(Y? — 1) = Y?, entao
{XY —1,Y? — 1} nao é uma base de Grobner para I.

Assumimos a partir de agora que M possui uma ordem monomial fixada e que I # (0). O
resultado a seguir mostra que uma base de Grobner para I é de fato uma base para I, e que
podemos usé-la para decidir se um polinémio dado esta em 1.

4



Lema 1.10. Seja {¢1,...,9s} C I uma base de Grébner para I, entio f € I se, e somente se,
o resto da divisao de f por {g1,...,gs} € zero. Consequentemente I = (g1,...,gs)-

Demonstragdo. A reciproca é trivial. Por outro lado, para f € I, seja f = >0 qig; + 7 a
divisao de f por {gi1,...,¢9s}. Entdor = f —>"7  qg; € I. Devemos ter r = 0, caso contrario
r seria um polinémio nao nulo em I cujo monémio lider ndo é um multiplo de lm(g;), para
todoi € 1,...,s, contradizendo o fato de {gi,...,gs} ser uma base de Grobner para I. Logo
IC(g1,...,9s) e portanto I = (g1,...,gs). ]

Uma propriedade importante de uma base de Grébner é a seguinte.

Proposicao 1.11. Seja {¢1,...,9s} C I uma base de Grébner para I. Na divisio de f €
k[X] por {g1,...,9s} o resto é sempre o mesmo, independente da ordem que escolhemos para
g1, ---,9s no algoritmo da divisao.

Demonstragdo. Suponha que f = qig1+ -+ ¢sgs +7 = Gug1 + - - + sgs + 7, onde ¢;, G; € k[X]

e nenhum monoémio de r ou 7 é um multiplo de lm(g;) para todoi =1,...,s. Como r — 7 =
> i (¢ — qi)g; € I, devemos ter r — 7 = 0, caso contrario r — 7 seria um polinémio nao nulo
em [ cujo monomio lider nao é multiplo de lm(g;) para todo i = 1,..., s, contradizendo o fato
de {g1,...,9s} ser uma base de Grébner para . ]

Os resultados acima listam algumas propriedades interessantes das bases de Grébner, mas
até agora nao esta claro se todo ideal I C k[X] admite tal base. Esta é a principal parte da
contribui¢ao de Buchberger em seu trabalho de tese. Ele apresenta um algoritmo, o qual parte
de uma base finita dada para I e acrescenta novos elementos, se necessario, em uma sequéncia
de passos até que em algum ponto a base aumentada seja uma base de Grobner.

A seguir, temos um conceito importante no algoritmo de Buchberger.

Definigao 1.12. Sejam f,g € k[X]\ {0}, com lt(f) = aX* e lt(g) = bXP, para a =

(a1,...,00),8 = (B1,...,0n) € Nj. Seja v; = max{wy, 3}, para todoi = 1,...,n e v =
(M1 -+ -57) € N O S-polinémio de f e g é definido como

S(f,9) = (1/a)X77f — (1/)X"y.

Observe que 1t((1/a) XY= f) = X7 = 1t((1/b)XY~Pg). Buchberger provou que {gi,...,gs} C
I é uma base de Grébner para I se, e somente se, o resto da divisao de S(g;, g;) por {g1,...,0s}
é zero para todos os pares de inteiros distintos 4,5 € {1,....,s}. Ele também provou que
o seguinte procedimento pode ser usado em um algoritmo que produz uma base de Grobner
{g1,---,9s,9s+1} para I = (¢1,...,¢gs) em um ndmero finito de passos: suponha que para
algum par de inteiros distintos ¢, € {l,....,s} o resto R;; na divisao de S(g;,g;) por
{91,...,9s} ndo é zero. Defina gs11 = R, ; e considere o conjunto {gi,...,gs, gs+1}- E claro
que I = (g1,-.-,9s, gs+1) POIS gs+1 € I. Se o resto da divisao de S(gi, g;) por {g1, .-, gs Gs+1}
é zero para todos os pares de inteiros distintos 7,7 € {1,....,s + 1}, entdo {g1,..., s, gs+1}
é uma base de Grobner para I. Se para algum par de inteiros distintos 7,57 € {1,....,s + 1}
o resto R;; na divisdo de S(g;, g;) por {gi,...,gst1} ndo é zero, entdo defina gs10 = R;; €
considere o conjunto {g,...,gsi2}. Buchberger provou que apés um nimero finito de passos
este processo produzird um conjunto {gi, ..., g;} que é uma base de Grébner para I.

Exemplo 1.13. Vimos no Exemplo 1.9 que { XY —1,Y? — 1} nao é uma base de Grébner para
I=(XY—-1,Y?—1) C R[X, Y] com respeito a ordem lexicografica com Y < X. Vamos aplicar
o algoritmo de Buchberger para encontrar uma base de Grobner para I. Seja g1 = XY — 1 e
go =Y?%—1entdao S(g1,92) =Yg — Xgo = X —Y e o resto da divisao de S(g1, g2) por {g1, 92}
¢ X —Y. Seja g3 = X —Y e considere o conjunto {XY —1,Y% -1, X —Y}. Agora o resto da
divisao de S(g1, g2) € S(ga, g3) por { XY —1,Y?—1, X —Y'} é zero. Logo {XY —1,Y?—1, XY}
é uma base de Grobner para [.



Apresentamos agora o conceito que resolveu o problema da tese de Buchberger.

Definigao 1.14. Seja I C k[X] um ideal. A pegada de I é o conjunto
A(I) ={M € M | M nao é monomio lider de nenhum polinémio em /}.

A pegada de um ideal I estd relacionada com a base de Grobner para I (ambos sendo
definidos em relagdo a mesma ordem monomial fixada em M).

Proposicao 1.15. Seja I C k[X] um ideal e seja {g1,...,g9s} uma base de Grébner para I.
Entao, um mondomio M estd em A(I) se, e somente se, M nao é maltiplo de lm(g;), para todo
1=1,...s.

Demonstragao. A reciproca segue da definicao de A(I). Por outro lado, da definigdo de base
de Grobner sabemos que se M nao é um multiplo de Im(g;), para todo ¢ = 1,...s, entdo M
nao ¢ monomio lider de nenhum polinoémio em I. O

Observacao 1.16. Definido o que € uma base de Grobner para um ideal I, podemos definir
a pegada de I usando a afirmacdo da proposicao acima. Por outro lado, podemos comecar
com a Defini¢ao 1.14 e entao definir uma base de Grobner para I como sendo um conjunto
{g1,--.,9s} C I tal que o conjunto de mondémios que sao miltiplos de lm(g;), para algum
ie{l,...,s}, € exatamente M\ A(I). Entdo pode-se provar que tal conjunto {gi,...,gs} de
fato eziste e satisfaz a condi¢ao na Defini¢ao 1.8. (ver [1, p. 13])

No exemplo a seguir, mostramos como obter uma representacao grafica da pegada.

Exemplo 1.17. Seja I = (X3 — X, Y3 — YV, X?Y —Y) C R[X,Y]. Considere a ordem lexi-
cogréfica sobre M com Y < X. E possivel verificar que {X? — X, V3 — Y, X2Y — Y} ¢ uma
base de Grobner para I. Temos Im(X? — X) = X3 Im(Y? - V) =V3 Im(X?Y —Y) = X*Y e
aplicando a Proposicao 1.15 podemos determinar A(I). Um monomio X®X# serd representado
pelo par ordenado («, f) na figura abaixo.

Os pontos (3,0), (0,3) e (2,1) correspondem aos monémios lideres da base de Grobner. A
partir deles é facil determinar os monomios que nao sao multiplos desses monomios lideres.
Assim, pela Proposicao 1.15, segue que A(I) = {1, X, X2 Y, XY, Y% XY?}.

Apresentamos agora a solucao para o problema da tese de Buchberger, que serd muito ttil
na proxima secao.

Teorema 1.18. Seja I C k[X] um ideal. Entao
B:={M+1|MeA(l)}

¢ uma base para k[X]/I como um k-espago vetorial.
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Demonstracao. Seja G uma base de Grobner para I com respeito a mesma ordem monomial
usada para determinar A(7), e seja f € k[X]. Dividindo f por G temos que o resto é da forma
r= 25:1 a;M;, onde a; € k[X] e M; € A(I), paratodoi=1,...,t. Como f+ I =r+ I temos
que B gera k[X]/I como um k-espaco vetorial. Agora, suponha que S \_ by(M; +I) = 0+ 1,
onde b; € ke M; € A(I), paratodoi =1,...,l. Entao Zizl b; M; € I implica b; = 0, para todo

. ;. l . ~ . A~ . ,

i=1,...,l, caso contrario ) ,_, b;M; € I seria um elemento nao nulo de / cujo monomio lider
nao é um monomio lider de um polindmio em /. Isso mostra que B é um conjunto linearmente
independente sobre k. O]

Exemplo 1.19. Usando o resultado acima no Exemplo 1.17 temos que R[X,Y]/I é um R-
espago vetorial de dimensao 7 e {1+ [, X + 1, X?+I,Y + [, XY + [,Y?+1,XY?+ I} é uma
base para esse espago vetorial.

Observagao 1.20. Seja I C k[X]| um ideal e seja {f1,..., f;} uma base para I. Definimos
A(Im(f1),...,1m(f;)) :=={M € M | M nao é miltiplo de f;, para todoi=1,...,t}.

Observe que A(I) C A(lm(fy),...,Im(f;)). Consequentemente, pela Proposi¢ao 1.15, temos
A(I) = A(lm(f1),...,lm(f:)) se, e somente se, {f1,..., ft} € uma base de Grobner para I.

1.2 Cébdigos lineares

Definicao 1.21. Um cédigo linear C definido sobre o alfabeto F, e de comprimento n é um
[Fy-subespago vetorial de Fy. Os elementos de C sao chamados de palavras do cddigo.

Seja a = (ay,...,an), b= (by,...,b,) € F, a distancia de Hamming entre a e b é definida
como d(a,b) = [{i | a; # b, onde i € {1,...,n}}[. Se C C F; é um cédigo e a,b € C entdo
a—-beCed(a,b)=d(a—>b,0), onde 0 éo vetor nulo em Fy.

Definigao 1.22. Seja C C Fj um cédigo. A distancia minima de C é o inteiro positivo definido
como dyin(C) = min{d(a,b) | a,b € C,a # b}. Logo dyin(C) = min{d(a,0) | a € C,a # 0}.

A importancia da distancia minima esta em sua relacao com a capacidade de correcao de
erros do codigo. Suponha que um remetente transmita uma n-upla a do cédigo C para um
receptor por meio de um canal (por exemplo, como na comunicagao entre dois computadores
ou um telefone celular e uma antena préxima). Normalmente o canal tem “ruidos”, ou seja,
altera algumas das entradas na m-upla original. Suponha que o canal muda no méaximo ¢
entradas, com t < (dmin(C) — 1)/2. O receptor conhece o cédigo e portanto verd se a foi
alterado, e que a palavra recebida a’ nao é uma palavra do cédigo (e de fato ndo é porque
0 < d(a,a’) <t < dmin(C)) e além disso, pode-se mostrar que, entre todas as palavras do
codigo, apenas a satisfaz d(a,a’) < t, de modo que o receptor pode determinar que a palavra
enviada é a. A importancia da dimensao k(C) de um cddigo é que ela é uma medida de quanta
informacdo o cédigo pode carregar, ja que o ntiimero de palavras serd entdo ¢*. A importancia
do comprimento n do cédigo é que quanto mais longo for o cdédigo, mais energia sera gasta para
transmitir cada palavra de cédigo. Os parametros k(C)/n e dmin(C)/n sdo conceitos chave que
aparecem na analise do desempenho de um cédigo, e também possuem um papel importante
quando se deseja comparar codigos distintos. O cédigo ideal teria uma dimensao grande, uma
distancia minima grande e um comprimento curto, mas esses requisitos nao podem ser atendidos
ao mesmo tempo. De fato, uma relagao basica entre esses parametros é a chamada desigualdade
de Singleton, que afirma que k(C) 4+ dwin(C) < n+ 1 (ver, por exemplo, [7, p. 33]).



Capitulo 2

O dual algébrico

Seja k = F, um corpo finito e denote por k[ X] o anel de polinémios k[Xy, ..., X;] com respeito
a uma ordem monomial fixada. Seja X = {P,..., P} um conjunto de pontos distintos em
k*, com |X| > 2 e seja I = I(X) o ideal dos polinémios de k[X]| que se anulam em todos os
pontos de X. A partir de agora, considere a funcao

ev: k[X]/IT — k™
fHTe—= (f(P),..., f(Pm)).
Observe que (X{—X1,...,X?—X;) C I(X), logo de [4, p. 148] temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.1. A funcao ev € um isomorfismo de k-espagos vetoriais.

Definicao 2.2. Seja L C k[X]/I um k-subespaco vetorial de k[X]/I. A imagem ev(L) =: C(L)
é chamada de cddigo de avaliagao afim associado a L.

Considere a fungao
o k[X] — k
fr—=J(P) + -+ [(Pn).
Definicao 2.3. Seja L C k[X]/I um k-subespago vetorial de k[X]/I. O dual algébrico de L é
Lt :={g+1|gh€kery, paratodo h+1 € L}.

Observacao 2.4. O critério para que g+ I seja elemento de L+ ndio depende do representante
de h+1 € L. De fato, vamos mostrar que se gh € ker ¢ para todo h+I1 € L e h+1 = h'+1, entao
gh' € kerp. Seja b/ = h+ f, onde f € I. Logo o(gh’) = o(gh+gf) =Y. (gh+ gf)(P;) =
>oimi gh(P) + 302 9f(B) = w(gh) + 22, 9(P)f(P) = w(gh), pois f(P;) = 0, para todo

1=1,...,m.
Lema 2.5. Lt é um k-subespaco vetorial de k[X]/I.

Demonstracio. De fato, se g1 +1,go+1 € L* entao (g, +ags)+1 € L+ para todo a € k, ji que,
dado h € k[X] tal que h+1 € L temos ¢((g1+aga)h) = ¢(g1h) +¢(ageh) = ©(g1h)+ap(g2h) =
0, isto é, g1 +ago + I € L*+. O

O proximo resultado mostra que o dual de um codigo de avaliagao é o codigo de avaliagao
do dual algébrico.

Teorema 2.6. Seja C(L) um cédigo de avaliagdo. Entao

C(L*) = C(L)*.
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Demonstracio. Seja (b, ...,b,) € C(L*), entao existe g + I € L* tal que ev(g + I) =
(b1, ..., by), isto é, g(P;) = b; para todo i = 1,...,m. Seja (ai,...,a,) € C(L), entdo existe
h+1¢€Ltal queevih+1)=(ay,...,an),isto é h(P;) = a;, para todo i = 1,...,m. Temos
QU (a1, o n)-(bis s b) = Yy aibs = S0, B(PYG(Py) = S0 (hg) (P) = (hg) — 0.
Por outro lado, seja (cy,...,c¢,) € C(L)Y, entdao (cy,...,cm).(a,...,ay,) = 0, para todo
(ay,...,a,) € C(L),onde h+I € Ltal queev(h+I) = (ay,...,ay). Como ev é um isomorfismo,
existe g + I € k[X]/I tal que ev(g+ 1) = (c1,...,¢m). De (c1,...,¢m).(a1,...,an) =0, temos
Yomcia; =0,isto é,0=">3"" g(P)h(P;) =>_1"(gh)(P;) = ¢(gh), logo gh € ker ¢, para todo
h+1¢€L. Assimg+1¢ L*. O

Apresentamos agora algumas propriedades sobre o dual algébrico de L.
Proposicao 2.7. Sejam C(L) um cddigo de avalia¢io e I = I(X'). Temos que
(a) dim(L) + dim(L*) = |X].
(b) As sequintes condigdes sao equivalentes:

HoLyncL)yt={0} ck™ G)LNL*={0+1}, (ii)L® L =kX]/I

(c) C(L) = C(L)* se, e somente se, L = L*.
(@) (L =1

Demonstragio. (a) Temos que dim(L) = dim(C(L)) e dim(L*) = dim(C(L)Y). Logo,
dim(L) + dim(Lt) = m = | X]|.

(b) (i) = (ii) Suponha que C(L) N C(L)* = {0} C k™. Seja g+ 1 € LN L Assim,
ev(g) € C(L)NC(L)*t ={0}. Logo, g € I e portanto g +1 =0+ I.

(ii) = (iii) Temos que dim(L) = dim(C(L)) e dim(L*) = dim(C(L)"*), assim dim(L) +
dim(L*) = m. Por outro lado, dim(L + L*) = dim(L) + dim(L*) — dim(L N L*). Como
LN L+ ={0+ I}, temos dim(L + L) = m = dim(k[X]/I). Logo k[X]/I = L ® L*.

(iii) = (i) Da hipdtese vem que se g + [ € LN LY entdo g +1 = 0+ I. Assim
C(L)ynC(L)* = {0} C k™.

(c) Vem do fato de ev ser um isomorfismo, e de C(L) = ev(L) e C(L)* = ev(L™*).

(d) E um fato conhecido da Algebra Linear em espacos de dimensao finita.



Capitulo 3

Funcoes indicadoras

Seja k = F, um corpo finito e denote por k[ X] o anel de polinémios k[Xy, ..., X;] com respeito
a uma ordem monomial fixada. Seja X = {P,..., P} um conjunto de pontos distintos em
k*, com |X| > 2 e seja I = I(X) o ideal dos polinémios de k[X]| que se anulam em todos os
pontos de X'. Neste capitulo vamos introduzir o conceito de fungoes indicadoras de X.

Comecaremos com a noc¢ao de funcao indicadora de um ponto em X. Como a funcao
ev : k[X]/I — k™ é um isomorfismo temos que, dado i € {1,...,m} e dado A € k* existe
f+ 1 tal que ev(f + 1) = \e;, onde e; é o i-ésimo vetor da base candnica para k™. Como
{M+ 1| M € A(I)} é uma base para k[X]/I, existe um tunico representante f tal que
f € kA(I), onde kA(I) é o k-espago vetorial gerado pelos monomios de A(T).

Definicao 3.1. Sejam X = {Py,..., P} C k™, i € {l,...,m} e X € k*. O tnico polinémio
f e A(l) tal que f(P;) = A e f(P;) =0, para j # i, é chamado de fung¢do indicadora de P;.

O seguinte lema lista as propriedades bésicas das fung¢oes indicadoras.
Lema 3.2. (a) Se f,g sio fungdes indicadoras de P, em kA(I), entao g(P,)f = f(P)g.
(b) Eziste uma inica fungao indicadora f de P; em kA(I) tal que f(P;) = 1.

Demonstracao. (a) O polinomio h = g(F;)f — f(F;)g se anula em todos os pontos de &, isto
é, h € I. Se h # 0, entdo o mondmio lider de h estd em A([), absurdo.

(b) E uma consequéncia do item (a).
[l

Definicao 3.3. Sejai € {1,...,m}, se f; € kA(I) é uma fungao indicadora para P; e f;(P;) =1
entdao dizemos que f; é uma funcdo indicadora padrao para P;. O conjunto F' = {fi,..., fi}
serd chamado conjunto das func¢oes indicadoras padrdao para X.

Proposicao 3.4. Sejam X ={Py,...,P,} Ck*, I = I(X) e < uma ordem monomial fixada.
Temos

(a) Para cada 1 < i <m, existe uma dnica f; € kA(I) tal que fi(P) =1 e fi(P;) =0 se j #i.
O conjunto F' = {f1,..., fm} € uma k-base para kA(I).

(b) kerip = k{fi — fu}i7 + 1.

Demonstracao. (a) A existéncia e unicidade de f; segue do Lema 3.2. Para mostrar que o
conjunto F' ¢ linearmente independente, suponha > ", a;f; = 0 com a; € k, para todo
i=1,...,m. Assim, 0 = (O a;f;) (P;) = >, a;fi(P;) = aj. Como a dimensao de
EA(I) é m = |X| temos que F' é uma k-base para kA(]).
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(b) Temos que ker ¢ D I. Como ¢(f; — fm) = fi(P;) — fm(Pn) = 0, segue que f; — f,, € ker g,
para todo i = 1,...,m. Logo ker¢ D k{fi — fm}";" + I. Por outro lado, seja f € ker .
Pelo algoritmo da divisao, podemos escrever f = h + ry para algum h € [ e ry € kA([).
Como F = {fi,..., fm} é uma k-base para kA(I), podemos escrever ry =Y " | a;f;, com
a; € k paratodoi=1,...,m . Além disso, como h € I C ker ¢, temos r; € ker ¢. Logo

SD(Tf) =y (Z aifi) = Z%@(fi) = Zai (Z fl(P])) = Z&i =0,

- . . -1
entao y ;v a; = 0 implica a,, = — > ;" a; e

-1

m—1 m—1 m—1
ry= (Z aif,-) + i frn = (Zaz-fi) — (Z ai> fo =) ai(fi = fm):

i=1 =1 =1

3

Logo, f =h+r; € I +k{fi — fm}7". Portanto, ker p = k{f; — fm " + I.
O

Observacao 3.5. E conveniente utilizar uma interpretacao matricial das fungoes indicadoras
padrao para X'. Usando que ev : k[X]|/I — k™ é um isomorfismo é ficil ver que

ev: kA(I) — k™
M +— (M(P),...,M(Py)),

onde M é um monoémio em A([), também é um isomorfismo de k-espagos vetoriais. Seja
B :={M,,...,M,,} a base para kA(I) formada pelos monomios de A([) ordenados segundo

=<, e seja B' := {ey,...,e,} a base canénica para k™. A matriz Mg de év com relagao
as bases B e B’ tem na j-ésima coluna o vetor (coluna) (M;(Fy),...,M;(Py,)), para todo
j=1,...,m. Como ev é isomorfismo a matriz Mg ¢ invertivel, e temos, de MgVMeivl = Id, que
se (a1, ..., Q) 530 os elementos da j-ésima coluna de MZ', entdo

m

fi= Z aijM;

i=1

¢ a fungao indicadora padrao para P;, para todo j = 1,...,m. De fato, a matriz Mg de ev

com relacao as bases B e B’ é dada por

My(Py) ... Mp(P)
Me = : :
Mi(P,) ... Mu(Py)
Também escrevemos
11 Q1m
M:l — .
am1 Amm
De Mg - MZ' = Id, isto é
Ml(Pl) Mm(Pl) aip ... Aim 1 ... 0



Temos, multiplicando as linhas de Mg pela primeira coluna de M L que

m m

Y Mi(Pan=1 e Y M(P)an =0

i=1 =1

para todo j =2,3,...,m. Logo fi = > ", a;i1M; ¢ a fungao indicadora padrao para P;.
Analogamente, concluimos que
m
fi= Z aijM;
i=1

¢ a funcao indicadora padrao para P;, para todo j =1,...,m.
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Capitulo 4

Cddigos monomialmente equivalentes

Seja k = F, um corpo finito, X um subconjunto de k° com pelo menos dois elementos, e
I = I(X) o ideal dos polinémios de k[X]| que se anulam em todos os pontos de X. Fixemos
uma ordem monomial < e seja A(]) a pegada do ideal I.

Definigao 4.1. Seja A C N® o conjunto de vetores formados pelos expoentes de monomios de
A(I). Dado um subconjunto I' C A, seja L(I") o k-subespago de k[X]/I gerado pelo conjunto
{X*+ 1| ael}. Entao C(L(I")) é chamado cddigo monomial correspondente a I'.

Definigao 4.2. Dizemos que dois codigos lineares C, Cy € k™ sao monomialmente equivalentes
se existe = (f1,...,0m) € k™ tal que 5; # 0 para todoi e Cy = -Cy ={p-c|ce Ci},
onde (3 - ¢ é o vetor dado por (fic1, ..., BmCm), Para ¢ = (¢, ..., cm) € C1.

Considere dois cédigos monomiais C(L(I'1)) e C(L(I'y)) para quaisquer I';,I'y, € A. O

objetivo principal deste capitulo é apresentar uma condigao para C'(L(I';)) ser monomialmente
equivalente ao dual C'(L(T'y)*). Definimos

F1+F2:{a1+CLQGNS|CL1€F1,CL2€F2}.

Definigao 4.3. Dizemos que um monomio X¢ € A([) é essencial se ele aparece em cada fungao
indicadora padrao de X, isto é, se o coeficiente de X€ é nao nulo em cada funcao indicadora
padrao de X.

O principal resultado desse trabalho é o seguinte.

Teorema 4.4. Seja X C k* tal que m = |X| > 2, e [ = [(X). Fizemos uma ordem monomial
=< e seja X € A(I) o maior monémio com respeito a ordem monomial fixrada. Suponha que
X¢€ € essencial. Entdo, para quaisquer I'y,T'y C A satisfazendo

(1) [Ta] + [Tof = [];

(2) e ¢ Fl + FQ,
temos B - C(L(I'1)) = C(L(T9))*, para algum B = (Bi,...,Bm) € (K*)™. Além disso, B; € o
coeficiente de X® na j-ésima funcao indicadora padrao f;, para j =1,...,m.
Demonstragao. Paracada j =1,...,m, seja ; o coeficiente de X na j-ésima funcao indicadora
padrao f;. Entao, pela Observagao 3.5, como X¢ € A(/) é o maior monémio com respeito a

ordem monomial fixada, S é a tltima linha da matriz Me%l, isto é, B = (am1,---,0mm). De
MZ'- Mg = Id temos que a tltima linha da matriz M eivl ¢é ortogonal a todas as colunas de

ev

Mg, exceto a ultima. De fato,

aip ... QAim Ml(Pl) Mm(P1> 1 ... 0
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implica
m

D> amiM; Zﬁa

j=1
paratodot=1,....m—1e

D ami M Z@

j=1

Logo [ é ortogonal a todas as colunas de Mg, exceto a iltima. Como ev é um isomorfismo,
existe um unico polinomio g € kA(I) tal que ev(g) = 3, ou seja g(P;) = B = am;, com P; € X,
para todo j = 1,...,m. Provemos que a ortogonalidade de § implica ¢(gf) = 0 para todo
fek(A(I)\ {Xe}). Para todo monomio X € A(]), X* # X€, temos

SO(QXQ) = g(Pl)Xa(Pl) +oee At g(Pm)Xa(Pm) = alea(Pl) +oee ammXa(Pm) = 0.

Seja f € k(A(I)\{X*°}), temos f = a; X 4+ X com X% # X¢ paratodoi=1,...,1.
Assim,

olgf) = gf(P1)+---+gf( m)

= (G@X e+ @XN)(P) 4 (9@ X 4+ X)) (B)

_ algX (R + el P4 e+ algX ™) (P) + - algX (o)

= arf(gX® )(Pl) + (X)) (Bn)] + -+ al(gX M) (Pr) + -+ (9X ) (Pn)]

= ap(gX™) +- + azs@(gX ")

= 0. (4.1)
Para i = 1,2 seja h; + I € L(I';), com h; € kA(I), e considere f = hyhy. O mondémio X® néo
aparece em f pela condi¢ao (2). Seja {gi,...,gs} uma base de Grobner para I, isto é, para

todo f € I, f # 0, temos Im( f) é multiplo de Im(g;), para algum i € {1,...,s}. Pelo algoritmo
da divisdo, existem ¢, ..., qs, fo € k[ X] tais que

f=qag + - +qgs + fo,

onde fy = 0 ou nenhum mondémio em f, é multiplo de Im(g;), para todo ¢ € {1,..., s}, isto é,
todos os monomios de fo estdo em A(7) e lm(fy) < 1m(f). Entao, podemos escrever f = f1+ fo,
com f; € I e fo € KA(I). Temos que X®© nao aparece em fy, pois Im(fo) =< Im(f) < Im(X®)
(pela condigao (2)). Seja (g + I)L(Ty) :={(g+ I)(f+1)| f+1¢€ L(T1)}. Queremos mostrar

(g+I)L(Ty) C {g +1]|gh€keryp paratodo h+ 1 ¢c L(Ty)} = L(Ty)".

Sejam (g + I)(h1 + 1) € (g + I)L(Ty) e (hg + I) € L(I'y). Temos (g + I)(hy + I) = gh1 + 1,
(ghy + 1) (ha + 1) = ghyha + 1 ¢ plghahs) = @(g(fi + f2)) = @(gfs +9f2) = @(gf2) "= 0. Logo
(9+I)L(I'y) C L(Ty)*.

Aplicando ev em ambos os lados temos ev(g+ 1) = (g(P1), ..., 9(Py)) = B concluimos
B C(L(T)) € C(L(T2)*).
Como X¢ é essencial temos 3; # 0, para todo j = 1,...,m. Logo, pela condigao (1)
dim(5 - C(L(T))) = dim(C(L(T)) = T] = |¥] — U] = dim(C(L(T,)4).

Portanto 3 - C(L(T'y)) = C(L(T'y)*). Pelo Teorema 2.6 temos que C(L(T)) e C(L(I'y))* sdo
monomialmente equivalentes. O
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Capitulo 5

Um exemplo especifico: Cddigos sobre
o toro degenerado

Seja K = F, um corpo finito e sejam Ay, ..., A subgrupos do grupo multiplicativo (K*,-). O
produto cartesiano
T:=A x -+ xAs={P1,...,P,}
é chamado toro degenerado. Denotemos por d; a ordem de cada grupo ciclico A; para todo
i=1,....s. Seja f; = X% _1,comi=1,...,s, temos que {fl,...,fn} ¢ uma base de Grobner
para I pois os monomios lideres dos geradores sdo coprimos dois a dois (veja [3, §9, Cap. 2]) e
logo
AN ={X*=X{".--- X" |0<¢ <d;—1paratodoi=1,...,m}.

Sejam {X*, ..., X} C A(l) e A = {X* + I} uma base de L tal que cada monomio
X = X' ... X" para todo i = 1,...,k e definimos XPi = lei’l. o X2 onde b =
dj —a;jsea;#0eb;=0sea;;=0,paratodoj=1,...,5. Seja B:={XP ... XP}e
observe que B C A(I).

Lema 5.1. Seja XY um monémio de A(I) onde vy = (71,...,7s). Sey =0, entdo X7 ¢ ker ¢
e sey; # 0 para algum i € {1..., s}, entao X7 € ker .

Demonstragao. Sejam T = {Py,..., Py} e t; um gerador do grupo multiplicativo ciclico A;,
para todo i = 1,...,s. Lembrando que ¢ = p¥, p primo e v € N,. Como d; = |A;| divide
q— 1= |k*| = |F;| temos que mdc(d;, p) = 1, para todo i = 1,...,s. Logo mdc(m, p) = 1, pois
m = |T| = dy ---ds. Suponha v = 0. Entao, p(X7) =>" XV(P) =m-1em-10 pois
mdc(m,p) = 1. Portanto, X7 ¢ ker¢. Suponha agora que v; # 0 para algum i € {1...,s}.
Entao v; > 1. Suponha ¢ = 1 por simplicidade de notacao. Seja 77 := Ay x - -- x A,. O produto
cartesiano 1" pode ser particionado como

dy
T = {Ph .. '7Pm} = U{(tzl’Q) | Q € Tl} = {<17Q>7 (thQ)v (tiQ% R (tclllilaQ) | Q € TI}

Suponha 71 = {Q1,...,Q,}. Entao
QD(X’Y) = X’Y(la Ql) +eeet X7(17 Qp) +eoet X7<t(111_17 Ql) +oeee X7<t(111_17 QP)
= X X Qi)+ L X XP(Q) A+ (T XD X (@)
e T X X))
e (7)) (X3 X(Qu) 4o (1 (E7)) (X - X2(Q,)
Lo (7)) (X X (@) o+ X X2 Q)
cee (t

™) (Z X7 'XZS(Q)> :

QeT

(
-
(1+

15



Como |A;| = dy entdo (£]")" —1 = 0. Como (/)" —1 = (7' = D(H)" 1 +...+1)e
t]' — 1 # 0 (pois 11 # 0) segue que (#]")4"1+...+1=0. Logo (X)) =0 e X € ker ¢.
[

O principal resultado em relacao aos codigos de avaliacao sobre T é o seguinte.

Proposigao 5.2. Seja L C k[X]/I um subespago vetorial de k[X]/I com uma base do tipo
A={X 1, X% + T}, comX* € A(l),i=1,...,k, e seja B:={XP1 ... XPr} como
definido acima. Entdo o conjunto {X¢+ 1 |X¢ e (A(I)\ B)} é uma base para L*.

Demonstracao. Como |A(I)| = |T|, pela Proposi¢ao 2.7 temos
dim(L*) = |T| — dim(L) = |T| — k = |A(I) \ B|.

Seja X € (A(/)\B). Como A ={X*+1,i=1,...,k} é uma base para L é suficiente mostrar
que X¢- X ¢ ker o, paratodoi =1,..., k. Se X% =1, entdo XPi = 1 paratodoi=1,...,k
e X¢ # 1. Assim X¢- X% = X°¢.1 € keryp, para todo ¢ = 1,...,k pelo lema anterior. Se
X £ 1, entao

X XC = Xote L eietes — yhbite o yrdi—biates
S X S X .

Se dj —b;j +¢; £ 0 (mod d;) entdo X - X¢ = X% (mod I) onde, no monémio X%, a
poténcia de X; é um inteiro positivo menor do que d;. Fazendo isso para cada indice j tal que
dj — b j +¢; # 0 (mod d;), podemos concluir que X% - X¢ € ker ¢ pelo lema anterior. Se
dj —b;; +¢; =0 (mod d;) para todo j = 1,...,s entao pela definicao de 3;, e do fato de que
0<b;<dj—1,7=1,...,s bem como 0 <c¢; <d; — 1 temos que ter d; — b; ; + c¢; = d; para
j=1,...,s,isto é, XPi = X° contradigao pois X¢ ¢ B. Logo {X°+1I | X € (A(I)\B)} C L*
e como os elementos desse conjunto sao linearmente independentes, segue que é base para
L*. m

Corolario 5.3. Seja C(L) um cédigo monomial sobre T e seja L+ o dual algébrico. Entdo
C(L)t = C(LY) e C(L)* € um cddigo monomial sobre T.

Demonstracio. O cédigo linear C(L)* é o cédigo de avaliacao C(L*) sobre T (segue do Teorema
2.6) e L+ é gerado pelo conjunto de mondomios em (A(7) \ B) (Proposigao 5.2), logo C(L)* ¢
um c6édigo monomial . O]

Corolério 5.4. Seja C(L) um cédigo térico generalizado em T = (K*)°, K =F,, e seja L+ o
dual algébrico. Entdo, C(L)* = C(L*Y) e C(L)* é um cddigo térico generalizado.

Demonstracao. Segue do Corolario anterior para A; = K* para todoi=1,...,s. m
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