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RESUMO

A presente monografia foi fruto da participacao no programa de Projetos de Pesquisa para
Bolsas de Iniciagao Cientifica concedidas no edital N® 04/2020 PIBIC-CNPq. O objetivo
foi estudar a teoria de semigrupos lineares e algumas aplica¢oes, mais especificamente,
estudamos a existéncia e unicidade de solugoes de equacgoes diferenciais parciais lineares e
semilineares. Primeiro estudamos alguns conceitos basicos bem como resultados classicos de
analise funcional e equacoes diferenciais parciais que foram também vistos nas disciplinas
do curso, e posteriormente, introduzimos o método de semigrupos lineares para resolver um
problema linear e semilinear. A existéncia e unicidade das solu¢oes dos problemas foram
desenvolvidas com base nos trabalhos de Rivera [16] e o livro do Pazy[15]. Sendo assim,
a pesquisa ¢ de cardter bibliografico e teve como principais referéncias [1], [3], [7], [10],
9], [13], [15], [16], e [17]. Os resultados alcangados na realizacao desta monografia foram
principalmente o estudo de contetidos mais aprofundados sobre a teoria de semigrupos,
além dos vistos na graduagao sobre o tema estudado e a aquisi¢ao de conhecimento de novas
técnicas para resolucao de sistemas equacoes diferenciais parciais analisando condicoes para
existéncia e unicidade de solugoes. Além disso, a pesquisa contribuiu para uma formagcao
ampla e diversificada da aluna de Bacharelado em Matematica como futura pesquisadora
em Matematica. Espera-se que o texto desta monografia sirva de material bibliogréfico
complementar para estudos relacionados & teoria basica de semigrupos lineares e suas

aplicacoes.
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Lista de Simbolos

Notacoes Gerais

o
o A
o P(X)

o X —Y

oV 5 X

Conjunto vazio.

Laplaciano das derivadas parciais em R".

Colecao de todos os subconjuntos de X.
Complementar do conjunto A.

Espago das fungoes u : 2 — R continuas em ).
Espaco das funcoes k-vezes continuamente diferencidveis em 2.
Espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis em ().
Fecho do subconjunto D(A).

Dominio do operador A.

Conjunto dos operadores lineares limitados.

Dual do espago X.

Bidual do espaco X.

Imersao continua de X em Y.

Imersao compacta de ¥ em X.



o H!

o [?

Caso particular do espago de Sobolev W™P(Q2), quando p =2 e

m = 1.

Conjunto formado pelas fungoes mensuraveis f : 2 — R tais que

|f|? ¢ integrdvel (no sentido de Lebesgue).
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Introducao

Com o advento das equacoes diferenciais observamos o crescimento do Calculo Dife-
rencial e Integral, provenientes de Newton e Leibniz no final do século XVII. Os estudos
de fenomenos naturais governados pelas leis da fisica, progrediram utilizando o Calculo
Diferencial e assim as Equagoes Diferenciais foram incorporadas como area da Matematica.
As equagoes diferenciais sao grandes ferramentas matematicas para modelar diversos
problemas das ciéncias tais como fisica, engenharia, ecologia, entre outras. Em particular
as EDP’s téem um grande destaque em problemas famosos: O problema da Corda, da
difus@o de calor e do Laplaciano (Ié6rio, [11]), por exemplo. Com avango dos estudos das
EDP’s os conceitos de existéncia, unicidade e comportamento assintético de solucoes foram
evoluindo gradualmente com o aparecimento de novas teorias como a Analise de Fourier,
Teoria de Galerkin e Teoria de Semigrupo.

A presente monografia foi fruto da participagao no programa de Projetos de Pesquisa
para Bolsas de Iniciagao Cientifica concedida no Edital N 04/2020 PIBIC-CNPq. O
nosso trabalho foi motivado por uma pesquisa desenvolvida em um projeto de iniciacao
cientifica na qual foi estudado, a teoria de EDO’s e aplicagoes, o que permitiu ampliar os
conhecimento nessa area de pesquisa. Posteriormente foi elaborado um novo projeto de
pesquisa na area de Equacoes Diferencias Parciais para estudar conceitos de existéncia e
unicidade de solucoes através da Teoria de Semigrupo, que desenvolveu o tema para este

trabalho de conclusao.

Estamos interessados em estudar a existéncia e unicidade de solucoes para o seguinte



problema de Cauchy associado com a equacao da onda em R™ com um termo dissipativo,

U — Au +uy = 0, (t,[[‘) S R+ x R" (1)
uw(0) = wugp, u(0) =, (2)

com ug € H*(R™) e u; € L?(R"). A ferramenta principal que usaremos para tal estudo, é
a Teoria de Semigrupos de operadores lineares. Podemos enxergar os sistemas de equagoes
diferenciais lineares como um problema de Cauchy abstrato, basicamente, reescrevemos o

problema (1)—(2) como um problema de primeira ordem, a saber:

iU + AU =0,
dt . (3)
U(0) = U,

onde A: D(A) C H — H é um operador linear ndo limitado definido em um espago de
Banach (ou Hilbert) H. Sendo assim, os resultados de existéncia, unicidade e dependéncia
continua dos dados iniciais sao mostrados por meio da técnica de semigrupos lineares. Nesse
trabalho fazemos um estudo fundamentado em propriedades especificas para operadores
lineares definidos em espacos de Banach. Iniciamos com algumas defini¢oes e resultados
preliminares, prosseguimos com o conceito de semigrupo propriamente dito, desenvolvemos
suas propriedades elementares e apresentamos os Teoremas de Lumer-Phillips e Hille-
Yosida dois dos principais resultados da teoria de semigrupos. Finalizamos o trabalho com
a aplicacao da teoria ao estudo de alguns problemas de valor inicial lineares e semilineares

associados a equacao da onda.

Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo breve da teoria dos semigrupos de
operadores e aplicar os resultados em problemas de valor inicial envolvendo equagoes
diferenciais parciais lineares e semilineares. Mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes
para o problema linear (3) por meio da técnica de semigrupos lineares. E estenderemos a

aplicagao para mostrar a existéncia de solucao local e unicidade do problema semilinear



associado a (3), dado abaixo:

d
GUHAU=FU) "

Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1 (Defini¢oes e Resultados Preliminares), serdo apresentados defini¢oes
e resultados sobre Equagoes Diferencias Parciais e Analise Funcional considerados

pré-requisitos para a compreensao do trabalho desenvolvido nesta monografia.

e No capitulo 2 (Introdugao a Teoria de Semigrupos Lineares), serao apresentadas
as definicoes de Semigrupos Lineares de Classe Cy, algumas caracterizagoes e pro-
priedades que foram utilizados durante nossa pesquisa. E para finalizar este capitulo
abordaremos o problema abstrato de Cauchy o qual sera estudado como problema

de valor inicial associado a equagao da onda do capitulo 3.

e No capitulo 3 (Aplicagao da Teoria de Semigrupos), utilizamos a teoria estudada
e os resultados de semigrupos lineares vistos no capitulo 2. Primeiro abordamos o
papel dos semigrupos na demonstragao da existéncia e unicidade de solu¢ao de um
problema linear nao-homogéneo, aplicando a teoria a equacao da onda com uma
dissipagao provocada por atrito. Concluimos o capitulo 3 aplicando o mesmo estudo
dos semigrupos a existéncia e unicidade de solugao local do problema semilinear

abstrato.



CAPITULO 1

Definicoes e resultados preliminares

Nesse capitulo serao introduzidos conceitos de EDP’s e resultados de Anélise Funcional,
que se fazem necessarios para o entendimento dos resultados abordados nos préximos

capitulos.

1.1 Conceitos de Equacoes Diferenciais Parciais

Definigao 1.1. Uma Equagao Diferencial parcial (EDP) é uma equagao que envolve
duas ou mais variaveis independentes z1,...,x, e derivadas parciais de uma funcao

u=u(xy,...,2,).

Assim, uma EDP de ordem k é uma expressao da forma

ou ou 0*u  0%u 0*u
F(x,x,...,xn,u, e , , ey >:O 1.1
12 0x; O, 012" 021014 ok (1.1)
onde x = (x1,...,2,) € 2, em que 2 é um dominio em R™ (isto é, um aberto conexo), F’

é uma fungao dada e u(z) é a fungao que queremos determinar.

A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de maior ordem que ocorre na
equacao. Uma EDP ¢ dita linear se é de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas
parciais que ocorrem na equacao, caso contrario a EDP é dita nao linear. A parte principal

de uma EDP ¢é a parte da equacao que contém os termos de maior ordem. Dentre as
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CAP.1 ¢ DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

equagoes nao lineares, as que tém parte principal linear sao chamadas semi-lineares. No caso
linear, dizemos que a equacao é homogénea se o termo independente de u ¢ identicamente

nulo, caso contrério, a equagcao ¢é dita nao homogénea.

Definigao 1.2. Uma solucao classica de uma EDP de ordem k& em um dominio 2 C R"™ é

uma funcido u € C*(Q2) que satisfaz a equacdo em todos os pontos de 2.

Quando impomos condigoes sobre a solucao no bordo da regiao 2 C R" temos um
problema de contorno; se as condicoes sao dadas em uma subvariedade inicial, temos um
problema de Cauchy ou de valor inicial.

Um problema para o qual valem existéncia, unidade e dependéncia continua nos dados
iniciais e/ou de contorno é chamado um problema bem posto no sentido de Hadamard,

caso contrario o problema é dito mal posto.

1.2 Espacos de Banach e Espacos de Hilbert

Nesta secao K denotard o corpo dos niimeros reais (R) ou dos nimeros complexos (C).

Definigao 1.3. Seja V um espago vetorial sobre K. Um produto interno (ou produto
escalar) sobre V' é uma funcao de valor escalar (-,-) : V x V — K que satisfaz as seguintes

propriedades:
i) (r+y,2)=(x,y) + (v, 2) para todos z,y e z € V;
ii) (x,y) = (y,x) Vz,y € V, onde a barra denota a conjugacao complexa;
i) (ax,y) =a(z,y) Va e K, z,y € V;
iv) (z,x) > 0 para cada z € X e (x,z) = 0 se, e somente se, x = 0.

Note que se K = R, entao que a propriedade (ii) fica (x,y) = (y,z). Denotaremos um

produto interno em V' por (-, -)y.

No que segue sera utilizada a notacao K-espaco vetorial para indicar um espaco vetorial

sobre um corpo K.

Definigao 1.4. Seja V um K-espago vetorial. Uma norma em V' é uma fungao || - ||y :

V — R* tal que:
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a) |lzllv =0 & z=0;
b) |az||y = |al||z||y para todo x € V, e para todo a € K;
c) llz+yllv < llzllv + llyllv para todo 2,y € V.

Observagao 1.5. a) Um espago vetorial V' munido de uma norma || - ||y é chamado

um espago vetorial normado.

b) Denotamos um espago vetorial normado pelo par (V, || - ||y/). Quando nao houver
risco de confusao, sera denotado por V um espago vetorial normado e por || - || a

norma em V.

Definicao 1.6. Seja V' um espago vetorial normado e || - ||1, || - ||]2 duas normas em V.
Diz-se que a norma || - ||; é equivalente & norma || - |2 quando existem constantes C; > 0 e
Cs > 0, tais que

Cillzll < [zl < Coffzlh, Vo eV (1.2)

Definigao 1.7. Seja V' um espaco vetorial normado. Uma sequencia em V' é uma funcgao
z: N+ V. Usaremos a notagao (z,)nen. Uma subsequéncia de (x,,)nen € uma restrigao

da fun¢do x a um subconjunto infinito N’ C N, e serd denotada por (z,,)nen -

Definigao 1.8. Seja V um espago vetorial normado. Diz-se que (x,,)nen é uma sequéncia
convergente em V' a um elemento x € V se satisfaz a seguinte condicao: para todo € > 0,
existe ng € N tal que ||z, — x| < € para todo n > ng. Denota-se a convergéncia de (2, )nen

para x por x, — .

Definigao 1.9. Seja V um espago vetorial normado. Diz-se que (x,,)nen é uma sequéncia
de Cauchy em V' se para todo € > 0, existe ng € N tal que ||z, — x,|| < € para todo

m,n > ng.

Definigao 1.10. Sejam V um espago vetorial e (-, -)y, um produto interno em V. A fungio
|- [lv =+/(-)v, define uma norma sobre V. Esta norma é chamada de norma proveniente

do produto interno (-,-)y.

Definicao 1.11. Um espago vetorial normado (V|| - ||v) é chamado de espaco de Banach

quando toda sequéncia de Cauchy em V' é convergente em V' com respeito a norma || - ||y .
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Recordemos que um espacgo métrico E ¢é dito completo se toda sequéncia de Cauchy
converge (em F, claro). Assim, um espago normado é um espago de Banach se é um espago

métrico completo em relagao a métrica induzida por sua norma.

Definicao 1.12. Um espaco de Banach (H, || - ||x) ¢ chamado de espago de Hilbert quando

a norma || - ||z é proveniente de um produto interno em H.

Observagao 1.13.  a) Todo espago de Hilbert é um espago de Banach, mas a afirmagao

reciproca nao ¢é verdadeira, pois nem toda norma provém de um produto interno.

b) Como exemplos de normas que nao provém de produto interno, podemos citar as

normas da soma e a do maximo em R" :

[2lls = |z1| + [z + + [al € [|2][ar = max |a;]
0<|o|<m

onde x = (x1, z, ..., x,) € R™ respectivamente.

Definicao 1.14. Um espago vetorial normado V' ¢é dito separavel quando existe um
subconjunto U C V enumeravel e denso em V', ou seja, as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

a) Dadov € V ee >0, existe u € U tal que ||v — ul|ly <& (densidade);

b) Existe uma fungao bijetora: f : N — U (enumerabilidade).

Definigao 1.15. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X C Y. Diz-se que
X estd imerso continuamente em Y quando a aplicacao identidade ¢ : X — Y dada por
i(x) =z, Vo € X é continua em Y. Equivale também a dizer que a imersdao de X em Y é

continua se existe C' > 0 tal que
[z]ly < Cllz[lx, Vz € X.

Denota-se a imersao continua de X em Y por X — Y.

Definicao 1.16. Seja X — Y uma imersao continua. E dito que X esta imerso compacta-
mente em Y se toda sequéncia (x,,),en C X, limitada, possui subsequéncia convergente
em Y. Outra maneira equivalente de definir uma imersao compacta ¢é dizer que a imersao
de X em Y é compacta se a aplicagao identidade 7 : X — Y for compacta. Denota-se a

imersao compacta de Y em X por Y < X,
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1.3 Operadores Lineares

Definicao 1.17. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais normados. Diz-se que um operador
A:D(A) C X =Y ¢ linear quando

A(x 4+ ay) = A(x) + aA(y), para quaisquer z,y € D(A) e o € K.

Em outras palavras podemos dizer que, dados X e Y espacos normados, um operador
linear é uma aplicagao linear A : D(A) C X — Y, onde D(A) é o dominio de A. Nos casos

particulares Y = R ou Y = C, diz-se que A é um funcional linear.

Definicao 1.18. Um operador linear A: D(A) C X — Y é chamado operador limitado

se existe uma constante C' > 0 tal que
[A(w)[ly < Cllullx ¥V ue D(A).

Caso contréario, A é dito um operador nao limitado, isto é, se existe uma sequéncia
{un}oe, € D(A) tal que

[ACun) [y

Tunl — 400 quando n — +o0.
n || X

O operador A é dito densamente definido se seu dominio é um subconjunto denso do

espago X, isto é, D(A) = X.

Lema 1.19. Se A: D(A) C X — Y ¢é um operador linear, entdo as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

i) A € globalmente Lipschitz continuo em D(A), isto €, existe C > 0 tal que

|Au — Av|ly < C|lu—v|x, Yu,v € D(A).

it) A € uniformemente continuo em D(A);
iii) A € continuo em D(A),

i) A € continuo em uy € D(A);
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v) A € um operador limitado.
Demonstragao. Ver [8] pagina. 10. O

Definigao 1.20. Dizemos que o operador B : D(B) C X — Y é uma extensao do operador
A:D(A) C X — Y quando D(A) C D(B) e Au = Bu para todo u € D(A). Neste caso,

indica-se A C B e dizemos que B é uma extensao prépria de A.
Observagao 1.21. i) Em geral um operador linear limitado A : D(A) C X — Y
possui uma unica extensao A : D(A) — Y, a qual é um operador linear limitado.
ii) Se o dominio de A é denso em X entao A pode ser estendido a todo X.

Definicao 1.22. Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita sobre o corpo K. O

conjunto dos operadores lineares limitados de X em Y serd denotado por B(X,Y), isto é,
B(X,Y)={T:X — Y : T é linear limitado},

com a norma usual, dada por: ||T||gx,y) = sup {HT(:C)HY cr e Xelx|| < 1}.

Observacao 1.23. i) Quando Y = X o conjunto dos operadores lineares limitados
B(X,Y) sera denotado simplesmente por B(X), com norma ||T'||gx) = sup{||T ()| x :
reXelzx|x <1}

ii) Vimos na Definicao 1.17 o conceito de funcional linear. Quando temos ¥ = R ou
Y = C denota-se B(X,R) = X’ e também B(X,C) = X', que sdo os espacos de
todos os funcionais lineares continuos definidos em X. O espaco X’ é chamado de

espago dual do espaco X. Define-se a norma (dual) sobre X', por

Il =sup {[f@)]:w € X el <1} =sup{f(z): e X e lz] <1}, (13)

para f € X'

iii) X’ é um espaco de Banach, pois com a norma || - ||y 0 espago dual é completo (ainda
que X nao seja). Isso é consequéncia da forma analitica do Teorema de Hahn-Banach
(Veja teorema 1.28) - veja também ([12], Teorema 2.10-2).

iv) Quando nao houver o risco de gerar confusdo entre as notagdes vamos escrever || f||
no lugar de || f||x. Dados f € X’ e x € X, escreveremos frequentemente (f,x) para
denotar f(x).
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Defini¢ao 1.24. Podemos construir o espaco dual do dual (bidual), dado por
X"={f:X"—= K, [ élinear e continua }.

O espaco X” é também um espaco normado completo. A norma do espaco bidual é dada
por
1 fllxr = sup{f(g) : g € X', [lgllx < 1}.

Defini¢ao 1.25. Podemos relacionar o espaco X com o bidual X" através da aplicacao

Jo X — X
r = J(r)e X"

definida por
(Je(@), f) = f(z), Vf € X,

onde J.(z) : X' — K.

Definicao 1.26. Seja X um espaco de Banach. dizemos que X é um espago reflexivo

quando a aplicacao J. definida acima é sobrejetora.

Definigao 1.27. Seja F um espago vetorial real. Dizemos que p : £ — R é uma funcao

subaditiva se
p(t+s) <p(t)+p(s) e Ap(t) = Mp(t), Vt,s € E, X > 0.

Teorema 1.28 (Hahn-Banach). Sejam E um espa¢o normado, p : E — R uma fung¢ao

subaditiva e M um subespaco vetorial de E. Se fo: M — K ¢ linear e
|fo(z)| < p(x), Ve € M,

entao existe f . E— K tal que
Z) f|M - fO;
i) |f(z)| < p(z),Vr € E.

Demonstragao. Ver [3]. O
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Corolario 1.29. Seja F C E um subespaco vetorial tal que F # E. Entao existe

feEE f#0,

tal que
(f,x) =0Vzx e L.

Demonstracao. Ver [3]. O

Observacao 1.30. Frequentemente o corolario 1.29 é aplicado para mostrar que um
subespaco vetorial ' C E é denso em E. Para isso considera-se um funcional linear e
continuo f : £ — R tal que f(z) =0, Va € F e prova-se que f é identicamente nula em
E.

Na secao 2.2 do capitulo 2, serd apresentado o Teorema de Lumer-Phillips. As defini¢oes
de dualidade e operador linear dissipativo abordadas a seguir serao utilizadas posteriormente

ao referido teorema.

Definigao 1.31. Seja X um espaco de Banach, X’ o dual de X e (-,-) a dualidade entre
X" e X. Para cada x € X, define-se o conjunto dualidade J(z) C X’ por

J(z) ={a' € X'+ (z,2') = ||=||* = [|/|]"}.
O simbolo (-, -) denotard o produto interno para a dualidade X".

Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach (Ver teorema 1.28), J(x) # (|Vx € X.

Definigao 1.32. Uma aplicacao dualidade é uma aplicagdo j : X — X’ que a cada x € X

faz corresponder j(x) € J(x) tal funcao estd bem definida e tem-se

l7(@)]| = llzll = v/ (i (), 7).

Definigao 1.33. Um operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo relativamente a

uma aplicacao dualidade 7, se

Re(A(z),j(z)) <0, Yz € D(A).
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Definigao 1.34. Um operador dissipativo A que satisfaca Im(I — A) = X é denominado

maximal dissipativo.

Teorema 1.35. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados. Se Y é um espago
de Banach, entio (B(X,Y),| - |sx,y)) € um espago de Banach. Em particular, X' e
X" = (X'") sao espagos de Banach.

Demonstragao. Ver [12], pagina 118, Teorema 2.10-2. O

Definigao 1.36. Sejam X e Y espagos normados. Um operador linear A : D(A) C X —» Y

é dito fechado se satisfaz umas das seguintes propriedades equivalentes.

i) O gréfico de A,

GA) = {(z,y) e X xY :2e€ D(A),y=A(x)}
= {(z,A(x)) e X XY :xz € D(A)},

é um subespaco fechado de X x Y munido com a norma do gréfico || - [|g(a) dada por

[ XTlaw = llzllx + [1A@) |y

ii) Se, para toda a seqiiéncia (z,)neny C D(A) os limites lim z, =2 € X e lim A(x,) =
n—oo n—oo

y € Y, existem, entdao x € D(A) e A(z) = y.

Proposicao 1.37. Se X eY sao espacos de Banach e A: D(A) C X =Y € um operador

linear fechado, entao D(A) é um espago de Banach, com a norma do grdfico.

Para provar a Proposigao 1.37 basta verificar que toda sequéncia de Cauchy em D(A)

converge com a norma do grafico.

Teorema 1.38 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam X e Y espagos de Banach e
A:D(A) C X =Y um operador linear. Se A € um operador fechado, entio A é limitado.

Demonstragao. Ver [4]. O
A seguir H denotard um espago de Hilbert com produto interno (-, -)g, apresentaremos

algumas defini¢oes e resultados sobre operadores lineares em espacos de Hilbert, que foram

definidos na secao 1.2.
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Definigao 1.39. Seja H um espago de Hilbert real, com produto interno dado por (-, ).

Um operador linear nao limitado A : D(A) C H — H ¢é dito ser mondtono se
(A(u),u)g >0 Yue D(A).
O operador A é dito maximal mondtono se A for mondétono e ainda
R(I+ A)=H, isto é,Vf € H, existe u € D(A) tal que (I + A)u = f.

Observacao 1.40. Dizer que um operador linear nao limitado A é monétono é equivalente

a dizer que —A é dissipativo.

Proposicao 1.41. Seja A um operador maximal monctono e H um espaco de Hilbert real.

Entao,

a) D(A) € denso em H;

b) A é um operador fechado.
Demonstragao:

a) Vamos usar o coroldrio 1.29 para mostrar que D(A) é denso em H. Para isso, vamos
tomar f € H tal que (f,v) =0, Vv € D(A). Como A é maximal mondtono, existe

vo € D(A) tal que vy + Avg = f. Assim,
0 = (f,v0) = (vo + Avg,v0) = [vol|* + (Ave, vo) > Ilvo|?,

pois A é operador mondtono. Logo, vg = 0, o que implica f = 0. Portanto pelo
corolario 1.29, D(A) é denso em H. A é um operador fechado, para provar essa

condicao, faremos o seguinte:

Afirmagao: Para todo f € H existe tnico u € D(A) tal que u + Au = f. A
existéncia é consequéncia do fato que A é maximal mondtono. Agora, considerando

u outra solucao de u + Au = f, obtemos que
(u—1u)+ A(u—u) =0,

consequentemente,

Alu =) = =(u —7),
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como A é operador mondétono, segue que
(A(u —1),u =) = (—(u—1), (u—10)) = —|Ju—7al|* >0,

isso implica que

lu —l* = 0.

Assim, u = w, isto prova a afirmagao. Portanto, I + A é bijetivo, ou seja, existe
(I+ A"

Mostraremos que (I + A)~! é continuo (limitado). De fato, como A é mondtono,
tem-se que
(u+ Au,u) = (u,u) + (Au,u) > Jull?, Yu € D(A),

isto é,

(I + A)u,u) > ||lu|®>, Yu € D(A).

Do fato que I + A é bijetivo segue que
(v,(I+A) ) > ||[(I + A) |, Vv € H.
A partir da desigualdade de Schwarz, conclui-se que
(I +A) | < |||, Vv € H.

Isso mostra que (I + A)~! é operador limitado (continuo).

b) Provaremos agora que A é um operador fechado. Seja (u,),eny uma sequencia no
dominio de A tal que

Uy, — u e Au, — f.

Vamos mostrar que u € D(A) e Au = f. E claro que

Up + Au, — u 4+ f.
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Agora, sendo (I + A)u,, = u, + Au,, como (I + A)~! é continuo, temos

Uy = (I 4+ A) Ny + Auy) — (I +A) " (u+ f).

Consequentemente, u = (I+A)~(u+ f), o que implica que u € D(A) e u+Au = u+f.

Assim, provamos que u € D(A) e Au = f.
Logo, A é operador fechado. O
Definigao 1.42. Sejam X um espago de Banach e A € B(X). Um nimero complexo A se

diz autovalor de A se existe z € X\{0} tal que A(x) = Az. O elemento = que satisfaz a

equacao anterior é chamado um autovetor de A.

Observacao 1.43.

A é um autovalor de A <= existe  # 0 tal que (A\] — A)z =0
<— I & N()\]_A)

<= (A — A) nao ¢ injetivo, isto é, Nxr—a) # {0}.

Onde N(x7—a) € o niicleo do operador (Al — A).

Definigao 1.44. Seja A € B(X) um operador linear de um espag¢o de Banach X. O
conjunto resolvente de A representado por p(A), é o conjunto formado por todos os

numeros complexos A para os quais o operador linear (A — A) é inversivel, isto é,
p(A) ={N e C: (M — A)! existe em B(X)},

seu inverso (Al — A)~!: Im(A\[ — A) C X — X ¢ limitado e densamente definido. Para
A € p(A) o operador
ROV A) = (M — A)71, X € p(A),

é chamado de operador resolvente de A. Se A é fechado e A € p(A), entao R\ — A) = X.

O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado espectro do operador A. Além disso o espectro

de A ¢ constituido do espectro pontual denotado por o,(A), do espectro residual denotado



SECAO 1.4 ¢« TEOREMA DE LAX-MILGRAM 16

por 0,.(A) e do espectro continuo denotado por o.(A), que sao definidos por

o,(A) = {AeC: (A —A)"! ndo existe,}
o.(A) = {AeC: (M — A) ! existe, Im(A — A) # X},
o.(A) = {NeC: (M — A" existe, Im(A] — A) = X e (A\] — A)~" ndo é limitada}.

Proposicao 1.45. Sejam A um operador linear fechado de um espago de Banach X e
A € p(A) . Entao, D(R(\, A)) = X. Em particular, R(\, A) € fechado.

Demonstragao. Ver [12], pagina 376, Teorema 7.3-2. O

Teorema 1.46 (Banach-Steinhaus ou Principio da Limitagdo Uniforme.). Sejam X espaco
de Banach e 'Y espago vetorial normado. Seja (T,,)nen uma familia de operadores lineares
limitados T,, : X —Y em B(X,Y). Suponha que, para cada v € X, a familia (T,2)nen €
limitada, ou seja

| Tmx|ly < K(x), VYn € N.

Entao, a familia das normas (||T,x||)$, também € limitada, isto €, existe C > 0 tal que
1T lBx,yy < C, VneN.

Demonstragao. Ver [4], pagina 32, Teorema 2.2. O

1.4 Teorema de Lax-Milgram

Definicao 1.47. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicagao a : X xY — K é

chamada de forma sesquilinear em X x Y se satisfizer as seguintes condigoes:
l.a(x+y,2) =a(z,2) +aly,2), Ve,ye X eVz €Y
2. a(z,y+2)=a(z,y) +alz,z), Ve € X e Vy,z €Y
3. a(yz,y) =va(z,y), Ve € X, Vy € Y e ¥y € K
4. a(x,vy) =7a(x,y), Ve € X, YyeY eVyeK

No caso K =R, a é chamada de forma bilinear.
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Definicao 1.48. Sejam X um espaco vetorial normado e a : X x X — K uma forma

sesquilinear em X. Diz-se que a é hermitiana quando a(z,y) = a(y, z), Vx,y € X.

Definicao 1.49. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados e a : X x Y — K uma
forma sesquilinear. Diz-se que a é continua limitada quando existe uma constante C' > 0

tal que |a(z,y)| < C || z || x|l v ||y, para todo par (z,y) € X x Y.

Definicao 1.50. Sejam X um espago vetorial normado e a : X x Y — K uma forma
sesquilinear. Diz-se que a é coerciva quando existe uma constante C' > 0 tal que
Re(a(x,z)) > C || = ||%, para todo = € X.

Teorema 1.51 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert real (complexo)

ea: HxH — R (C) uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva sobre H.

Entdo, para todo f € H', isto €, para todo funcional linear (anti linear) limitado f, existe

um unico x € H tal que a(z,y) = (f,y), Yy € H.

Demonstragao. Para o caso real ver [4], pagina 140, Corolério 5.8 e para o caso complexo
ver [14], pagina 595, Corolério 6.6.2. O

1.5 Espacgos L”

Defini¢ao 1.52. Seja X # () um conjunto qualquer e P(X) o conjunto das partes de X.

Uma o-édlgebra de subconjuntos de X é uma familia M de subconjuntos de X, tais que:
a) 0 e M;

b) Ae M= Al e M;

o0

c) Se (A,)nen é uma sequéncia de conjuntos em M entao sua uniao U A, e M.
n=1
Observacao 1.53. O conjunto dos elementos de uma o-algebra sao ditos conjuntos
mensurdveis, portanto uma o-algebra em X define uma familia de conjuntos mensuraveis
em X.

Definigao 1.54. Um espago mensuravel é uma dupla (X, M) onde X é um conjunto e

M é uma o-algebra de subconjuntos de X.
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Definicao 1.55. Uma medida positiva em (X, M) é uma fungao p : M — [0,00) que

satisfaz as seguintes propriedades

b) Se (M;)ien C M é uma colegao disjunta, entao
(U an) = Swan
i=1 i=1

A tripla (X, M, ) é chamado de espago de medida p. Se E € M e pu(FE) = 0, dizemos

que F tem medida nula.

Se uma propriedade P pode ser aplicada aos elementos z € X de um espaco com
medida p, dizemos que P(z) vale em quase todo o ponto (q.t.p.) ou quase sempre (q.s.)
x € X, quando o conjunto

{r € X : P(x) é falso }

possui medida nula em relagao a medida nula, em relagao a medida p.

Sejam X e Y conjuntos mensuraveis, uma funcao f : X — Y é dita mensurdveis, se a

imagem inversa de todo mensuravel é mensuravel.

Definigao 1.56. Seja A C X. Definimos a fungao caracteristica x4 de A por

l,sex e A
O,sex ¢ A

xa(r) =

Definigao 1.57. Chamamos de funcao simples uma classe de funcao mensuravel que tem

nimero finito de valores. Elas sao func¢oes da forma
s(z) = Z QX Ay (1.4)
i=1

onde aq, ao, ..., q, sao valores distintos da uma funcao simples s : X - R e A; € M,i =

1,...,n e xa é a fungao caracteristica do conjunto A.
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A integral de uma funcdo simples sobre S é definida por

/Ss(:p)du(x) = a;u(AinS), (1.5)

=1

com S € M. Se f: X — [0,00], definimos a integral de f sobre S sendo

[ s@hnte) = sup [ sta)dnta), (1.6)
S S

onde o supremo em (1.6) ¢é estendido sobre todas as fungoes simples s satisfazendo

0<s(z)< f(z)VzelX

Definicao 1.58. A funcao f é dita integravel sobre S em relagao a medida p no sentido

de Lebesgue se, e s0 se,

/Sf(x)du(x) < 00. (1.7)

Definigao 1.59. Seja (2, M, ) um espaco de medida p e f,g : X — R fun¢oes men-

suraveis. Dizemos que f e g sao equivalentes se f = g q.t.p.

Definigao 1.60. Seja p € [1,00), (2, M, ) um espaco de medida g e V= R™ ou C.
Definimos o conjunto £P = LP(Q, M, u, V) como a cole¢ao das fungoes f : @ — V

mensurareis em relacao a p tais que

/Q (@) Pdu(z) < +oo,

ou seja,
[P — {f :Q — V; f é mensuravel e/ |f(z)[Pdp(z) < +OO}'
Q

Pode-se denotar também o espago LP(€2, M, u, V') por LP(2) ou somente por LP.

Observagao 1.61. Seja p € [1,00). O espago vetorial LP = LP(2, M, 1) é o quociente de
LP(Q2, M, 1, V) pela relagao de equivaléncia f ~ g <= f = g q.t.p. Isso significa que

LP = {cs(f) | f € L7},

onde cls(f) ={g € LP | f = g, q.t.p.}. Mais propriamente, se f = g, q.t.p., f e g € LP,
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entao cls(f) = cls(g), isto é, a passagem de LP a LP transforma uma igualdade q.t.p. de

funcoes numa igualdade de fato entre elementos de LP.
Definicao 1.62. Seja 2 C R™ um aberto em R" e 1 < p < oco. Definiremos
LP(Q2) = {f : Q0 - R; f é mensuravel e/ |f(x)|Pdx < oo},
Q
isto é, o conjunto LP() = LP(Q, M, u) é formado pelas fun¢oes mensuréaveis f: Q — R
tais que |f|P é integravel (no sentido de Lebesgue) em Q.

Definicao 1.63. Seja V = R™ ou C. Uma funcao mensuravel f : 2 — V é dita

essencialmente limitada se existir uma constante M € R, tal que:
|f(z)| < M, para quase todo x € €,

isto é, | f| < M q.t.p. Ou seja, ha uma modificacdo de f em um conjunto nulo, de modo

que a funcao resultante fica limitada no sentido cléssico.

Definicao 1.64. Seja p = oo, (2, M, i) um espaco de medida e V= R™ ou C. Definimos
o conjunto L = L2(Q, M, u, V) como a colegao das fungoes f : Q — V mensurédreis em

relacao a p essencialmente limitada, ou seja,
L = { f:Q —=V: fémensuravel e essencialmente limitada}.

Do mesmo modo definimos os espacos L*° de acordo com a observagao feita sobre a

relacao de equivaléncia na definicao 1.59.

Definigao 1.65. Seja Q C R™ um aberto em R™ e p = co. Definimos L™ = L>(Q, M, 1)
como

L>®(Q)={f: Q2 —=R; fémensuravel e limitada q.t.p. em Q}.
Corolario 1.66. Seja 2 um aberto de R". Se 1 < p < oo entao
(i) a fungao
|| : ||LP(Q) : LP(Q) — R

£ oo Wl = ([ 1)’
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¢ uma norma para o espago LP ().

(ii) e a fungdo

Iz - L7(2) — R
f= ||f||L°o(Q>=inf{sug|f($)|}
fAS

¢ uma norma para o espago vetorial L>(Q2). O lado direito da igualdade é muita

vezes chamado de supremo essencial de f.
Demonstracao. Ver [4], pagina 93, Teorema 4.7. O
Teorema 1.67. Se 1 <p < co. Os espagos (LP(Q2), || - ||,) e (L=(2), || - ||c) sGo espagos

de Banach. Em particular,

L*(Q)={f:Q—=R| f é mensurdvel e/Q |f(z)Pdx < oo},

€ um espacgo de Hilbert com produto interno e norma definidos por

(u,v)2(0) = /Qu(x)v(a:)da: e |l u )= </Q ]u(gg)|2alal:)é = (u, u)é

Demonstragao. Ver [4], pdgina 93, Teorema 4.7. O

Definicao 1.68. Uma fungao mensuravel f : 2 — R ¢ dita localmente integravel se, para

todo compacto K C €2,

/K f(z)dz < oo.

7 () o conjunto de todas as fungoes mensuraveis f : Q — R tais que |f|?

Indica-se por L,

¢ localmente integravel, isto €,

LP

loc

Q) = {f :Q = R; f é mensurdvel e/ f(z)dxr < oo VK C 2 compacto}.
K
Definicao 1.69. Seja p e g € [1, +00]. Diz-se que um nimero real g é expoente conjugado
1 1
de p quando — + — = 1. Por exemplo p=1,se ¢ = 4+cooup =¢q = 2.
p q
Lema 1.70. Se 1 < p < oo ea,b>0, entdo a’ + b < (a+b)P < 2P~ (aP + P).

Demonstragao. Ver [6], pdgina 87, Lema 5.2.3 O



SECAO 1.6 ¢ ESPACOS DE SOBOLEV 22

Lema 1.71. Sejam a e b nimeros reais nao negativos e 0 < A < 1. Entao,
a*b' ™ < ha + (1= N\)b.

Demonstragao. Ver [6], pdgina 171, Lema 8.2.12. O

Lema 1.72 (Desigualdade de Young). Sejam A e B nimeros reais nao negativos, e seja
1 < p < o eq seu expoente conjugado. Usando o Lema (1.71) com A = Zlo,a = AP ¢
b= B?, obtém-se
ap< Xy B
p q

Demonstragao. Ver [6], pdgina 171, Lema 8.2.12. O
Teorema 1.73 (Desigualdade de Hélder). Seja 2 C RY aberto e sejam p e q expoentes
conjugados, 1 < p < oo. Se f € LP(Q) e g € LY(Q), entao fg € L'(Q) e

1fgllr@) < 1 Fllzr@llgllzo)

Demonstragao. Ver [4], pdgina 92, Teorema 4.6. O

Teorema 1.74 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € LP(Q2) e, 1 < p < co. Entdo,

1f + gllze) < 1fllze) + l9llzr@)-

Demonstragao. Ver em [12], paginas 13-15. O

Teorema 1.75 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C R um aberto limitado. Se uw € Hy (),

entao existe uma constante C' > 0, tal que
[ull L2y < ClIVul|r2q)

Demonstracao. Ver em [5], pagina 29, Teorema 3. O

1.6 Espacos de Sobolev

Neste trabalho precisamos generalizar a nocao de solucao de uma equacao diferencial

parcial, pois o estudo das EDP’s envolve naturalmente espagos de funcoes que sao definidos
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nao apenas em termos das proprias fun¢oes, mas também de suas derivadas. Assim, nesta

secao, iremos apresentar os espacos de Sobolev que mostram-se muito mais convenientes.

Definigao 1.76. Seja f uma funcao de valor real em R™ e um vetor o = (g, g, . .., v),
onde «; é um inteiro néo negativo, entdo a é chamado um multi-indice de ordem |a| =

a1+ as + ... + a,. Dado um multi-indice o definimos,

ol £
D) = oo IO

- a1 ) .
0x 10y ... Oxon

Que denota uma derivada parcial, de ordem |«/, de f.

Definicao 1.77. Seja 2 um aberto em R" e ¢ : 2 — R uma func¢ao continua. O suporte

da fungao ¢(x) é o fecho em €2 do conjunto dos pontos z € €2 onde ¢(z) nao se anula.

Denotamos por

supp (¢) ={z € : ¢(z) # 0}. (1.8)

Denota-se por C5°(Q2) = {¢ € C>*(Q) e supp(¢) C §2 é compacto}.

Nesse trabalho, estudamos as fungoes ¢ : 2 — R, com suporte compacto contido em 2
que sao infinitamente diferenciaveis.

Para isso, definimos o espago D(§2) = C§°(£2) como sendo o espago vetorial das fungoes
infinitamente diferenciaveis e com suporte compacto contido em €2. Os elementos de D(f2)
sao denominados funcgoes testes em (2, considerando a nocao de convergéncia da definicao

abaixo nestes espacos.

Definigao 1.78. Dizemos que uma sequéncia de fungoes {¢,} € D(2) converge a 0 se, e

somente se, existe um conjunto compacto e fixado K C €2 tal que

i) supp(on) C K, ¥n € N, ou seja, os suportes de todas as fungdes testes ¢,, da

sequéncia dada, estao contidos num compacto fixo K.

ii) Para cada «, a sequéncia das derivadas D®¢,, convergem a 0, uniformemente, em
K, Ya € N.

Dizemos que a sequéncia ¢, em D(2) converge para ¢ em D(f2), quando a sequéncia

¢n — ¢ converge para zero no sentido dado na definicao 1.78.
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Definicao 1.79. Uma distribui¢ao sobre um dominio 2 C R™ é um um funcional linear
continuo em C§°(€2), ou seja, uma distribui¢ao é um operador linear continuo de C§°(£2)

para R. Denotamos o espaco de todas as distribuigoes sobre 2 por D’'(€2).

Definigao 1.80. Dado um aberto Q C RY, sejam f,g € L} .(Q) e a um multi-indice.

Dizemos que g é a a—ésima derivada fraca de f, e escrevemos
[ 2 S
D f - ga

se
/ f(z) - DY(z) do = (—1) / g(x) - p(x) dx para toda ¢ € C5°(Q).
Q Q
Definigao 1.81. Seja €2 um aberto do R” , m € Ne p € R tal que 1 < p < 0o. O espaco
de Sobolev W™P(Q) é definido como sendo

Wme(Q) = {f € LP(Q) : D°f € LP(Q), ¥ a € N, 0 < |a| < m}, (1.9)

onde D*f é a derivada fraca de f.

Definicao 1.82. O funcional || - ||, : W™P(Q2) — R, definido por

1
( > IIDO‘fH],§> , 1<p<oo
||f||m7p:

0<|a|<m )

max ||Df|| 1, p =00
0<[al<m

¢ uma norma em LP(§2), para cada u € W™P(Q). O espago W™P(QQ) com a norma

“f”WmvP(Q) para 1 < p < oo é um espaco de Banach.

Observagao 1.83. a) O espago W"P(Q) é chamado espago de Sobolev de ordem m e
expoente p. Além disso, W?(Q) = LP(Q).

b) Para m um inteiro positivo 1 < p < oo o espago W™P(2) é o completamento de

{ue C™Q) : ||u|lmyp < 0o} com respeito a norma || - ||;,.p-

c) A notacdo H™(S2) é usada para representar o espago W™P(2), quando p = 2. Este

espago H™(£2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(f,9)um@) = Z (D*f, D%g) 20).

0<|e|<m
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Definicao 1.84. Seja 2 um aberto do R™. O espago W;""(Q2) é definido como o fecho de
C3e () em W™P(Q). Analogamente, H*(2) é o fecho de C§°(€2) em H™(Q).

Teorema 1.85. Os espacos W™P(Q) e W"P(Q2) sao completos, isto é, sao espagos de

Banach. Além disso, sao reflexivos para 1 < p < oo e separdveis para 1 < p < 00.

Demonstragao. A prova consiste em mostrar que os espagos W™P(Q) sao isométricos a
um subespago fechado de [LP2)]". Ver [3].

Enunciaremos agora os seguintes teoremas que se referem as imersoes dos espacos de

Sobolev:

Teorema 1.86. Seja Q2 um aberto limitado do R™, de classe C™, e 1 < p < co. Entdo as

sequintes imersoes sao compactas:

np
n—mp

a) WmP(Q) N Li1(Q), 1 <q< se mp < n;

b) WP(Q) < LUQ), 1 < g < 0o se mp = n;
¢) Wme(Q) < CHQ). k < m—2 < k+1semp>n ondek ¢ um inteiro ndo negativo.
Demonstragao. Ver [3].

Teorema 1.87. Sejam 2 um subconjunto aberto limitado do R™, com fronteira reqular

' 2 tao H™(Q Lr(Q del<p< :
i) Sen > 2m, entao (Q) — LP(Q), onde SPs oo

i) Sen =2m, entao H™(Q2) — LP(Q), onde 1 < p < +00;
i) Sen=1em>1, entao H™(2) — LP(0).

Demonstragao. Ver [3].

e

Exemplo 1.88. Sendo 0 C R"™ um conjunto aberto, o espago de Sobolev H'(Q) é um

espaco de Hilbert com o produto interno

() = [ ((F@ha(o) + 9 $(a) - Vola) )da,

0 8>'

onde V € o operador definido por V = ( yey—
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Exemplo 1.89 (Operador de Laplace ou Laplaciano). O operador de Laplace ou Laplaciano,

denotado por A e definido por
" 0%u
— dx?

Au =
¢ um operador linear nao limitado em Hy(Q) N H*(Q), onde Q é um subconjunto aberto

de R™, limitado, suficientemente suave, com fronteira reqular.

Definigao 1.90. Seja U C R™, se u € C*(U),k € N. Um operador diferencidvel de

segunda ordem ¢ da forma

Lu = Z a” (2) g, + Z b (x)ug, + c(z)u (1.10)
ij=1 =1
Doravante, assumimos que a*(z) = a/'(z) para todos i,j = 1,...,n, isto é, que a matriz

(a?%) é simétrica.

Definigao 1.91. O operador L é dito eliptico se os autovalores da matriz (a’*) sao nao
nulos e tém todos o mesmo sinal. (Ou seja, a matriz (a’*) ou é definida positiva ou é

definida negativa.)

Teorema 1.92 (Teorema da Regularidade). Sejam L um operador diferencial eliptico de
ordem 2m, m € N, definido em um aberto reqular Q@ C R™ e u € D'(Q). Seja u a solugao
de Lu = f, no sentido distribucional, com f € L*(Q). Entdo, u € H*™ ().

Demonstragao. Ver [4].



CAPITULO 2

Introducao a Teoria de Semigrupos

Lineares

Neste capitulo iniciamos o estudo da teoria de Semigrupos de Operadores Lineares. Sao
apresentados a defini¢ao de semigrupo de classe Cy em um espago de Banach X, e algumas

propriedades e teoremas importantes, os quais serao utilizados no Capitulo 3.

2.1 Semigrupos de Classe ()

Defini¢ao 2.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {S(¢)}+>0, a um parametro
{S(t) : t > 0} C B(X), de operadores lineares limitados é um Semigrupo de operadores

lineares e limitados de X se:
a) S(0) =1, onde I é o operador identidade em X;
b) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.

Definigao 2.2. Um semigrupo {S(t)}:>o de operadores lineares é dito de Classe C ou
Ch-Semigrupo se
lim |[[S(t) — I]z|| =0 Vze X. (2.1)

A seguir apresentamos um exemplo de semigrupo de classe Cy que é a fungao exponencial

S(t) = e que pode ser definida quando A for um operador linear limitado.

27
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No caso em que A é um operador linear nao limitado, com certas propriedades boas,

pode-se também definir e'4. Isso ¢ feito pela teoria de semigrupos (Gomes[9],Pazy[15]).

Exemplo 2.3. Se A é um operador linear limitado em X, entdo temos que S(t) = et

tmA"
define um semigrupo de classe Cy, onde ' := g . De fato,
n!
n=0

a) S(0)=e" =1;
b) S(t+ s) =94 = etesA = S(1)S(s), Vt, s € RY.

¢) Para cada x € X, S(t)x = ez, logo,

t’fA’f
Z

k=1

< AL < [lallelT,

2t 1A
Z

=0

1Stz — =] = [le**z — x| =

o que 1mplica

|S(t)x — || — 0 quando t — 0.

Isto é,

S(t)u — u quando t — 0.

Portanto, a familia S(t) = et é um semigrupo de classe Cy de operadores lineares.

Observacao 2.4. Uma familia {S(t)}i>0 de operadores lineares limitados que satisfaz
as condigoes das definicoes 2.1 e 2.2, também é chamada semigrupo fortemente continuo
(Ver Pazy [15]).

Definigao 2.5. Um semigrupo {S(¢)}+>o de operadores lineares ¢ chamado uniformemente
continuo se

li —1 =0. 2.2
Tim [1S(t) — Tllscx) = 0 (22)

Proposicao 2.6. Seja {S(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy em X, onde X € um espago
de Banach. Entdo ||S(t)|| € uma funcao limitada em qualquer intervalo limitado [0, T}, isto

¢, existem 6 >0 e M > 1 tais que, para 0 <t <9,

IS < M.
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Demonstragao: Suponha, por absurdo, que ||S(¢)|| ndo seja limitada, ou seja, existe uma
sequéncia (t,)nen, tal que lim ¢, = oo e ||S(t,)|| > n, Vn € N. Entao, pelo Teorema 1.46,
IS (t,)|| nao seria limitada T;acril todo z € X, o que entraria em contradi¢ao com a defini¢ao
2.2.

Além disso, temos que M > 1, pois pela condi¢ao a) da definigdo 2.1 de semigrupo,
IS(0)|| = 1. Seja t € [0,T] portanto, para algum inteiro nao negativo n e algum r € R,

com 0 <7 < temos que t = nd + r. Logo

IS@I = 150 +7)]
= [S@O"SOI < NISE" ISl < M™M= M,

o que mostra que ||S(¢)|| ¢ uma fungao limitada em [0, 7. O

Corolario 2.7. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RT, ou seja, se
t € R* entao
lim S(s)x = S(t)z, Vo € X.

s—t

Demonstracgao: Consideremos ¢ > 0. Para cada x € X e h > 0, segue que

1St +h)e =Szl = [SE)S(h) — Tz]]
< ISOINSh) = Lzl| — 0,

quando h — 0, pois ||S(¢)|| ¢ limitada e }llin% |[S(h) — Iz|| =0, Yz € X. Também temos
—

para x € X e para os valores de h tais que 0 < h < t, resulta que

1St +h)x = S(t)zl| =[St —=h)I = Sh)|
< [[SE =l = Sh)]zl| =0,

quando h — 0. Portanto, lin% S(s)x = S(t)x, Vo € X. O
S—
Observagao 2.8. Sabemos que se A é um operador linear e limitado em X, entao

= (tA
Z_;(n!)

tA "
I=

e

2| A"
< > EIARy _enany > (2.3
n=0

n!

No caso da fungdo exponencial, se w > ||A|, entao ||| < €™, para todo ¢ > 0.
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Existe uma propriedade semelhante a esta para os semigrupos, que serda mostrada na

proxima proposi¢ao. Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 2.9. Seja p uma funcdo subaditiva em RY e limitada superiormente em todo

p(?)

intervalo limitado. Entao, existe o limite de & quando t — oo e

t t
tim P _ e 2L (2.4)
t—oo t>0 ¢
~ . 13 ~ .
Demonstracgao: Defina wy = %ng Zy , sendo —oo < wy < 0o. A demonstracao sera
>
dividida em dois casos: wg > —00 € wy = —0o0.

Caso 1: wyg > —o0.

p(T)
T

t>T,neN.erreal com 0 <r <T tais que t = nT + r. Como a funcao p, por hipétese,

Seja € > 0. Da definicao de infimo, existe T" > 0 tal que < wy + €. Sejam

é subaditiva, resulta da definicao de wy que

vy < pit) < np(T);L p(r) _ nTgET) N p(tr) < nT(wto te p(tr)' (2.5)

Também do fato de que p é limitada superiormente em [0, T"), passando ao limite quando

t — oo na desigualdade 2.5 acima, obtemos

p(t)

wo < lim sup —= < wy + €. (2.6)
t—00 t

Como € é arbitrario, estd provado 2.4 para wy > —o0.

Caso 2: wg = —o0.

Para cada real w existe T" > 0 tal que < w. Procedendo de forma andloga ao caso

p(t)

anterior, obtém-se lim sup —~ < w. Como w é arbitrério, segue que
t—0o0

p(T)
T

o que conclui a prova do lema. O

Proposicao 2.10. Seja {S(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy. Entdo

i WEISO _ og SO _ (27)

t—00 t t>0 t
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e para cada w > wy existe uma constante M > 1 tal que

1S(#)]| < Met™, vt > 0. (2.8)

Demonstracao: A fungao log ||S(¢)|| é subaditiva. De fato,

log [[S(t+s)[ = log|[S(#)S(s)l]
< log([lS@II[S(s)1)
log [|S(#)[| +log |5 (s)1[)

Pela proposicao 2.6, a funcao ||.S(¢)|| é limitada superiormente em todo intervalo limitado.

Assim, log||S(t)|| é uma func@o limitada superiormente em intervalos limitados e pelo
lema (2.9), tomando p(t) = log ||S(t)]|, conclui-se que (2.10) é valida.

Da defini¢ao de limite e de (2.10), se w > wy, existe ¢y tal que, para t > t,, vale a

desigualdade
1
ogllSt) _
t
Do fato que ||S(t)|| < My, ¥Vt € [0,t0] e ||S(¢)]] = 1, concluimos que M, > 1. Agora,

considerando w > 0 em (2.9), obtemos

(2.9)

log ||S(t)|| < wt + log My, Vt > 0. (2.10)
Aplicando a exponencial em ambos os lados da desigualdade (2.10) acima, vemos que
ISt < evteleMo = Mye, Vit > 0. (2.11)
No caso em que M = My, verifica-se (2.8). De modo andlogo, se w < 0 em (2.9), obtemos
log [|S(t)]| < wt — wty + log My, YVt > 0. (2.12)
Da mesma forma que no procedimento anterior,
1S(1)| < evtemtoelosMo — Npem et Wt > 0. (2.13)

Tomando M = Mye ™ | obtemos (2.8). Para concluir a prova, podemos observar que
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M > 1 em ambos os casos, pois My > 1. [l

Observagao 2.11. a) Quando wy < 0, é possivel tomar w = 0, assim a proposi¢ao
2.10 acima nos diz que existe uma constante M > 1 tal que [|S(t)|| < M, para todo
t > 0. Neste caso, {S(¢)}+>0 de classe Cy ¢ denominado Semigrupo Uniformemente

Limitado.

b) Diz-se que um Semigrupo {S(t)};>0 de classe Cy é um Semigrupo de Contragao, se

para wy < 0 tivermos M = 1. Isto é, ||S(t)|| < 1, para todo t > 0.
Agora introduziremos um importante conceito na teoria de semigrupos.

Definicao 2.12. Seja X um espaco de Banach e {S(¢)}:>o um semigrupo de classe Cy. O
operador linear A : D(A) C X — X, dado por
S(h) -1

Ar = lim ——ux,
h—0t

definido Yz € D(A), onde

h—0t

D(A) = {x € X; lim %x existe em X},

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo {S(t) };+>0, € denotaremos por Ay, com h > 0,
S(h)—1
T

A préxima proposicao tratara da diferenciabilidade de um semigrupo associado a seu

o operador linear limitado dado por

gerador infinitesimal.
Proposicao 2.13. Seja A o gerador de um semigrupo {S(t)}i>0 de classe Cy. Temos

i) Sex € D(A) et >0, entio S(t)x € D(A) e a fungio RT — X dada port — S(t) €
diferencidvel e

d
250z = AS(t)z = 5(1) Ax. (2.14)

ii) Para uw € D(A),

S(t)r — S(s)x = /t S(t)Azdr = /t AS(T)xdr. (2.15)
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ii1) Paraxz € X et € R comt >0,

1 t+h
lim — S(T)xdr = S(t)x. (2.16)

h—0 h ¢

t
iv) Para v € X, tem-se / S(s)xds € D(A) e além disso,
0

A= </t S(s)xds) =9S(t)xr —x. (2.17)

Demonstracgao:
i) Seja {S(t)}+>0 de classe Cp e A seu gerador. Para t > 0 e h > 0, vale a identidade

St+h)—St)  Sth)y—1I B B
Y xr = ; S(t)x = ApS(t)x = S(t)Apz,

assim, para x € D(A), o termo S(t) Az tem um limite quando A — 0, isto é,

S(t) <%)m = S(t)Apz — S(t) Az,

pela definigao de gerador infinitesimal.

Logo, S(t)x € D(A) e .
Z—tS(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax. (2.18)

Também para 0 < h < tex € D(A), segue que

S(t —h) — S(t)
—h

x=>S(t—h)Apx =S8t —h)(Apx — Ax) + S(t — h) Az — S(t)Ax,

quando h — 0.

Isso se justifica pois A,z — S(t) Az, quando h — 0 e pela proposicao 2.6, ||S(t)] é
limitada para 0 < h < t. Assim, o termo S(t—h)(Apz—Az) — 0 quando h — 0. Além

disso, da continuidade forte do semigrupo {S(t)}:>o temos queS(t — h)Az — S(t)Ax.

Portanto,
C;—tS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (2.19)
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De (2.18) e (2.19), temos

d
%S(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax.

ii) Consideremos x € D(A) e t, s nimeros positivos. Integrando (2.14) de s a t, obtemos
(2.15), ou seja

S(t)r — S(s)x = /t S(r)Azdr = /t AS(7)xdr. (2.20)

S

iii) Pelo corolario 2.7, lin}t S(t)x = 8(t)z, Ve € X et >0, isto é, dado € > 0, existe
T
d > 0 tal que para |7 — t] < § resulta

ST = S(t)z]| <e.
Consequentemente, para x € X e 0 < |h| <4,

[

t+h t+h
E/t (S(1)x — S(t)x)dr|| < %/t |S(T)x — S(t)z||dr < e.

iv) Agora para z € X e h > 0 obtemos

Ap = /0 tS(T)xdT - % /0 tS(T)g;dT

1 [ 1 [

= —/ S(h—i—T)xdT——/ S(r)zdr
h Jo h Jo
1 t+h 1 h

- /t S(ryudr — - /O S(r)zdr.

Tomando o limite quando h — 0, é consequéncia do item iii) anterior que

A= (/tS(s):z:ds> =S(t)r — x.

4

Proposicao 2.14. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}+>0 de classe
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Co, entao A € fechado com dominio denso em X.

Demonstragao: Sejam {S() };>¢ um semigrupo de classe Cj e A seu gerador infinitesimal.

Para cada x € X e h > 0, considere

1 [h
o=+ / S(t)xdt. (2.21)
h Jo
Mostremos que D(A) = X: Do item (iv) da Proposicao 2.13 resulta que z;, € D(A) para
todo h > 0 e pelo item (iii) da mesma proposigao

0+h

}lllir(l) xp = }lll_rf(l) . S(t)xdt = S(0)x = x.

Portanto x;, — = quando h — 0. Isso mostra que = € D(A). Logo, D(A) é denso em X.

Mostremos agora que A é fechado. De fato, tomemos (x,,),eny € D(A) uma sequéncia
no dominio de A, tal que x, — = e Az,, — y, quando n — oo, Da parte (ii) da Proposi¢ao
2.13, temos

S(H)zm — S(0)z, = ( /0 tS(T)Aa;’ndT), £>0. (2.22)

Observemos que S(7)Ax, — S(1)Ay,n — oo. Dessa forma, fazendo n — oo em (2.22)

temos

t
S(t)r —x = / S(r)ydr,
0
e, pelo item (iii) da Proposigao 2.13

- 1 [t
lim SWr—a = lim — [ S(r)ydr = S(0)y =y.

t—0t t t—0t ¢ 0

Logo, z € D(A) eA(u) = y. Portanto, A é um operador fechado.

2.2 Os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips

Nesta secao, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips, os quais caracte-
rizam geradores de semigrupos de classe Cy. O teorema de Lumer-Phillips é estudado aqui

para o caso especifico dos semigrupos lineares de contracoes de classe Cj.
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Teorema 2.15 (Hille-Yosida). Seja X um espaco de Banach. Um operador linear A
definido em D(A) C X e com valores em X ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo
{S(t)}i>0 de classe Cy, que satisfaz a condig¢io ||S(t)|| < Me™ com t > 0, se, e somente

se
i) A € um operador fechado e seu dominio D(A) € denso em X;

ii) Existem M e w nidmeros reais tais que, para cada real A > w, se tenha A € p(A) e

para cada n € N
M

RN, A)"| < m

(2.23)
O Teorema de Hille-Yosida tem grande importancia no estudo de solugao para problemas

de valor inicial, do tipo

d

o Au, t>0

dt (2.24)

u(0) = ug, ug € D(A),
pois com o Teorema de Hille-Yosida, a solugao de (2.24) se reduz ao estudo da existéncia
de solucao da equagao

A— Au =0

aliada de uma estimativa adequada da mesma. Encontramos sua demonstracao em [9].

Coroldrio 2.16. Para que o operador A seja gerador de um semigrupo {S(t)}+>o de classe

Co, tal que para t > 0 se tenha ||S(t)|| < e, € suficiente que A seja fechado, com dominio

denso e exista um nimero real w, de modo que se A > w, XA € p(A) e [|[R(\, A)| < 3 i -
Demonstragao: Como
[ROLA < 1RO, AP €
(A —w)"
entao o operador A satisfaz as condi¢oes do Teorema de Hille-Yosida com M = 1.
O

Corolario 2.17. Para que um operador A seja gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragao de classe Cy, € necessdrio e suficiente que A seja fechado, seu dominio denso
em X, (0,00) C p(A) e para todo X\ > 0, || AR\, A)|| < 1.
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Este corolario caracteriza geradores de semigrupos de contracao de classe Cy e sua

demonstracao é um caso particular do corolario anterior, tomando w = 0.

Definicao 2.18. Para facilitar a linguagem escreve-se A € G(M,w), para indicar que
o operador linear A é gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)}:>o de operadores

lineares limitados de classe Cj, que satisfaz a condicao
1S()]lpx) < Me™, ¢>0.

Observacao 2.19. i) No caso em que w = 0, tem-se que A € G(M,0) e significa que

{S(t) }+>0 ¢ um semigrupo limitado com

1S®)|lsx) < M, t>0.

ii) No caso particular em que M = 1, e w = 0, entao A € G(1,0), significa que A é

gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)}:>o de classe Cj de contragoes, pois
IS®llsx) <1, t=0.

Uma outra caracterizacao dos geradores de semigrupos de contragao linear de classe

Cy é devida a Lumer e Phillips, cujo enunciado segue abaixo.

Teorema 2.20 (Lumer-Phillips). Seja X um espa¢o de Banach e A: D(A) C X — X

um operador linear com dominio denso em X
i) Se A € dissipativo e existe Ao > 0 tal que R(Aol — A) = X, entdo A € G(1,0).
ii) Se A € G(1,0) sobre X, entdo R(A — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

O teorema de Lumer-Phillips estabelece quais sao as condig¢oes para que um operador

seja gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes. Este resultado serd de grande

importancia na prova da existéncia e unicidade de solugdes do problema semilinear (4).

Sua demonstragao pode ser encontrada em [9] ou [15].

2.3 O problema abstrato de Cauchy

Nesta secao iremos apresentar o problema abstrato de Cauchy e uma condi¢ao necessaria

para que uma funcao seja solugao forte do problema e abordaremos o papel dos semigrupos
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na procura da boa colocagao para a solucao do problema. E, em sequéncia, no capitulo
3, estabeleceremos a boa colocagao, no sentido das solugoes classicas, para uma equagao
diferencial parcial muito conhecida, a saber, a equacao da onda.

A evolucao de um sistema fisico no tempo é geralmente descrita por um problema de
valor inicial para uma equagao diferencial. Suponhamos que u(t) descreva o estado de
algum processo fisico no tempo ¢, e que a taxa de variacdo instantanea de u(t) seja dada
por alguma fungao A do estado do sistema u(t) e o valor inicial seja dado por u(0) = .

Assim, temos o seguinte problema:

d
o Au, t>0
dt (2.25)

uw(0) = ug, uo € D(A),

considerando X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear. Dado
ug € X, o problema 2.25 é um problema abstrato de Cauchy para A, com valor inicial u
e consiste em encontrar a fungao u(t) para o problema de valor inicial tal que u(t) seja
solugao classica de 2.25, para todo ¢t > 0.

Devido ao Teorema da representacao de Riesz (Caso particular do teorema de Lax-
Milgram - Ver 1.51 para H um espago de Hilbert real), a definicdo de A, um operador
mondtono equivale & defini¢ao de —A dissipativo (Ver defini¢ao 1.39). Entao, o problema
abstrato de Cauchy dado em 2.25 pode ser estudado a partir de agora, substituindo-se A
por —A. Ou seja, serd considerado o seguinte problema de valor inicial para um operador
monotono A

du

— 4+ Au=0, t>0
dt (2.26)

u(0) = ug, ug € D(A).
Como nosso objetivo é estudar a existéncia e unicidade da solucao da equacao da onda
nao homogeénea linear, iremos considerar. em nosso trabalho, o seguinte problema abstrato

de Cauchy de valor inicial para uma equagao nao homogeénea linear

du
E(t) + Au(t) = f(u(t)), t>0 (2.27)

u(0) = ug, ug € D(A),

em que A gera um semigrupo {S(¢)}+>o de classe Cy, sobre X, f : RT — X é uma fungao
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continua, X é um espacgo de Banach e ug € X.

Definicao 2.21. Dizemos que uma funcao v : R™ — X ¢é uma solucao forte do problema
(2.27), se u for continua para todo ¢ > 0, continuamente diferenciavel para t > 0, além
disso, para todo t > 0,u(t) € D(A) e u satisfaz (2.27).

Observagao 2.22. Seja v = u(t) com ¢t > 0 uma solugao forte de (2.27) e {S(t) }+>0
o semigrupo de classe Cj gerado por A. Considerando a fungao w(s) = S(t — s)u(s)

diferencidvel para 0 < s <t e por (2.27), encontramos

dw ) M)~ ()
ds h—0 h
_ g S0 = (s R))uls + k) = S(t = s)uls)
h—0 h

~ lim [S(t (s +h)) (“(S - h/i —u(s) 1 _hs(h)u(s)” ,

h—0
o que implica

sendo u solugao de (2.27)
—(s) =S(t—s)f(s) (2.28)

Como f é uma fungao continua, podemos integrar (2.28) de 0 a t. Assim,

/Ot %(S)ds = /OtS(t — §)f(s)ds,

agora, usando a defini¢ao de w(s), concluimos que

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t—s)f(s)ds. (2.29)

Essa é uma condi¢ao necessaria para que u seja solucao forte do problema de valor
inicial (2.27). Deste modo uma solugao classica do problema (2.27), com f continua, tem

a forma dada em (2.29) e consequentemente é tnica.

Defini¢ao 2.23. Se u = u(t) é apenas uma func¢ao continua que satisfaz (2.29) entao

dizemos que u é uma solugao fraca (ou generalizada) de (2.27).



CAPITULO 3

Aplicacao da Teoria de Semigrupos

Neste capitulo utilizaremos a teoria e resultados de semigrupos lineares estudada no
capitulo 2. Na secao 3.1 iremos apresentar a equacgao da onda com a qual trabalharemos.
Na subsecao 3.1.1 abordaremos o papel dos semigrupos na procura da boa colocacao para
o Problema abstrato de Cauchy linear em que serao estudadas a existéncia e unicidade de
solugoes da equacao da onda nao-homogénea linear. Concluiremos o capitulo 3 aplicando
o mesmo estudo dos semigrupos para existéncia e unicidade de solugoes do problema

semilinear abstrato.

3.1 A equacao da Onda

A equacao diferencial parcial linear nao-homogénea que iremos estudar é a equacao da

onda em R”, com um termo dissipativo,

Ut — Au + Uy = 0, (t, I) S R+ x R" (31)
u(0) = wup, w(0)=1wy (3.2)

sendo
Uy € H1<Rn) e uy € L2<]Rn) (33)

Para estudar a existéncia e unicidade de solugao, consideraremos o problema abstrato

40
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de Cauchy (2.27) visto na segao 2.3 do capitulo 2, o qual estd associado com a equacao da
onda em R", com um termo dissipativo. Nosso objetivo é, apds estudar o problema linear,
resolver o problema semilinear abstrato, o qual associado que sera apresentado na préxima
secao. Uma vez resolvido o problema de existéncia e unicidade para o problema linear,
pode-se usar o método do ponto fixo para obter a existéncia e unicidade de solugoes para

o problema semilinear.

3.1.1 Existéncia e Unicidade do Problema Linear

No estudo da existéncia de solugoes utilizamos a proposi¢ao abaixo:
Proposigao 3.1. Sejam A € G(1,0) e B € B(X). Entio A+ B € G(1,||B]).

Essa proposicao fala sobre perturbacoes de um operador linear A por um operador
linear B, a demonstrac¢ao pode, ser encontrada em [17], por exemplo. Outros resultados

da teoria de perturbagdes de operadores podem ser também vistos em [19].

Como ja visto, temos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

uy —Au+u, = 0, (t,x) e Ry xR" (3.4)
w(0) = wug, w(0)=1u (3.5)

sendo
Ug € Hl(Rn) e u € L2(Rn) (36)

Mostraremos que o problema (3.4)-(3.5) possui uma tnica solugao utilizando a teoria
de semigrupos lineares. Fazendo a mudanca de variavel v = wy, isto é u; — v = 0 e vy = Uy,

substituindo em (3.4)-(3.5), obtemos

v —Au+v=0em R; xR"”

u—v =0em Ry xR"”

sendo
ug € H'(R") e u; € L*(R™). (3.8)

e denotando
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U:(“), U0:<“0) e A:(O —f), .9)
v Uy AN |

podemos transformar (3.4)-(3.5) no seguinte problema abstrato de Cauchy

L av=o0t>0
dt . (3.10)

U(0) = Uy
Para contemplar a condigao de fronteira (3.8) definiremos os seguintes espagos de

Hilbert
H = Hl(]R") X LQ(R”).

O operador diferencial A em (3.9) é definido como A : D(A) C H — H, e o seu dominio é
dado por

D(A) = HX(R") x H'(R).

No que se segue, mostraremos a existéncia de solugoes de (3.10). Para isso, vamos
dividir a prova em duas etapas:

Etapa 1. Mostraremos aqui que o operador A gera um semigrupo de classe Cy. Observe

A:<o —I>:< 0 —I>+<O 0>. (311)
AT “A+T I —1 0

Entao, podemos escrever A = A’ + B com

Au:< 0 _I) eB=:<O O). (3.12)
“AHT T ~1 0

Note que D(A) = D(A’).
Basta provarmos que A" € G(1,0) e B € B(H) e concluir pela Proposigao 3.1, que
A € G(1,||B||). Feito isso, o problema (3.10) com dado inicial Uy € D(A) tera como

solugao

que

U(t) = S(t)Us, (3.13)

sendo S(t) o semigrupo de classe Cj gerado por A.
e Para provarmos que A" € G(1,0), mostraremos que A’ é maximal e monétono e a

conclusao seguirda do Teorema de Lumer-Phillips (ver teorema 2.20).
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(i) A’ é mondtono: Vamos definir o produto interno em H = H'(R") x L?(R"). Sejam

U:<u1>,V:(u2>€H, (3.14)

(U, V) = (Vuy, Vug) + (u1,us) + (v1, v2),

entao

em que os produtos internos do lado direito da igualdade acima, sao os produtos internos
usuais de L?(R™). Para U € D(A’), (A'U, V) > 0. De fato,

(o) (0))

= —(Vu,Vu) — (v,u) + (—Au+u + v,v)
= —(Vou,Vu) — (v,u) — (Au,v) — (u,v) — (v,v)
) — (

(A'U, V)

= —(Vv,Vu) — (v,u) — (Vu, Vo) + (u,v) + (v,v) = (v,0) = ||Jv||* > 0.
(ii) A" é maximal: Com efeito, provaremos que, dado F' = ( / ) € H, existe
g
U= (u) € D(A), tal que (A" + 1)U = F, (3.15)
v

ou seja,

Isso nos leva ao sistema
—v+u=f

—Au+2v+u=g

[solando v na primeira equagao e substituindo-o na segunda, vemos que

—Au+3u =g+ 2f. (3.16)
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Portanto, para mostrar que A’ ¢ maximal, basta verificar que existe u € H*(R") que

satisfaga (3.16). Para essa tarefa, usaremos o teorema de Lax-Milgram (ver teorema
1.51). Como H' = H'(R™) ¢ um espago de Hilbert, definimos

a(,-): H'x H' - R (3.17)

(u,v) = (Vu, Vo) + 3(u, v).

Note que a é uma forma bilinear continua e coerciva. Com efeito, pelas desigualdades

de Cauchy-Schwarz e de Poincaré (ver Teorema 1.75)

la(u,v)| = [(Vu, Vv) + 3(u,v)|
< |(Vu, Vv)| + 3|(u,v)|
< [[Vull[[Vol| + 3[[ull[[v]
< Allullg||v|| g, Yu,ve H.

portanto a é continua, e
a(u,u) = (Vu, Vu) + 3(u,u) = [ Vul* + 3[|ull® > | Vull* + [Jull* = [lullm, Yu € HY,
portanto a é coerciva. Definimos ainda o funcional

®:H' — R (3.18)
v = (g9+2f,v).

Verifica-se facilmente que ® é um funcional linear de acordo com a Definicao 1.17, e

ainda, segue da desigualdade de Poincaré que ® é continuo, pois
@)l = (g +2f0)| < llg +2fllllvll < llg + 2f[v]l 2, Yo € H'.
Logo, pelo Teorema de Lax-Milgram (Ver Teorema 1.51), existe um tnico u € H'(R"™)

tal que
a(u,v) = ®(v) = (g + 2f,v), Yo € H'(R"),
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isto é, u € H'(R™) satisfaz
(Vu, Vo) + 3(u,v) = (g + 2f,v), Yo € Hy(R™).
Em particular, a equagao (3.16) é satisfeita para toda 6 € D(R™), ou seja,
(Vu,VO) + 3(u,0) = (g + 2f,0), V0 € D(R"),
sendo D(R™) o espago das fungoes testes. Isso mostra que
—Au+3u=g+2f

no sentido de D’(R™). Também para f € H'(R") e g € L*(R"™), aplicando o Teorema da
regularidade eliptica (Ver Teorema 1.92) para o operador eliptico 3] — A, sobre L?(R"),
resulta que v € H?(R"). Mas, como u, f € H'(R"), vemos que v = u — f € H'(R").

Portanto existe um tnico
u
U= ( ) € D(A), tal que (A" + 1)U = F,
mostrando que (3.16) possui uma tnica solugao U € H*(R") x H'(R") = D(A’), como
desejado, e concluimos que A’ é maximal e mondétono. Logo, segue do Teorema de Lumer-

Phillips (Teorema 2.20) que A" € G(1,0). Portanto A’ gera um semigrupo de classe Cp.

e Para concluir a Etapa 1, resta provar que B € B(H). Temos
0 O U
B(U =
o - (2 2)(7)

[l 2

I
/N
|
:o
N~

IN

[ullzr < lJuller + o]l 2

U]

Logo, pela Proposicao 3.1, A = A" + B ¢ gerador de um semigrupo {S(t) }+>o de classe
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Co.

Uo
Etapa 2. Agora temos que para Uy = (

) < D<A)7

Uy
U(t) = S(t)Uo
é solucao do problema de valor inicial

AU =0, V>0
dt . (3.19)

U(0) = Uy
De fato, da proposicao 2.13 se deduz que

a) U(t) = S(t)Uy € D(—A) = D(A);

dU d
b) %(t) = E(S(t)UO) = —AS(t)Uy = —AU(t),t > 0;
c) U(0) = S(0)Uy = Uy pois S(0) = I.

De b) e ¢) resulta que a funcao U ¢ diferenciavel em ¢ > 0 e satisfaz o problema de

valor inicial (3.19). Uma vez que para Uy € D(A), obtemos da proposigao 2.13 que
U(t) = S(t)Uy € D(A),
e, do fato de que S(t) é continua, resulta que
U € C([0,00); D(A)).
Também segue da proposicao 2.13 que
U'lt)y=—-AU(t) = —AS(t)Uy = —S(t)AU, € H.
Como S(t)AUy é fungao continua, concluimos que
U e C'(0,00); H),

logo, U € C*([0,00); H) N C([0,00); D(A), dado que U(t) = S(t)Uy é a solugao de (3.19)
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se Up € D(A). Isto é,
U € C'([0,00); H) N C([0,00); D(A)) (3.20)

Interpretemos (3.20): Como U = (u

> é solugao de (3.19) obtém-se em particular
v

que v = uy. Assim
U= ( Z ) c 01([0, o0); HY(R™) x L2(R")> N c([o, o0); H2(R") x Hl(R”)).

Isso prova que:

o u e C([0,00); H'(R"));

u; € C([0,00); L*(R™)), ou seja, u € C*([0, 00); L2(R™));

u € C([0,00); HX(R™));

u; € C([0,00); HY(R™)), ou seja, u € C*([0,00); H(R™)).

Concluimos entao disso que, para (ug,u1) € H* x H' | a solugao de (3.4)-(3.5) satisfaz
u € C([0,00); H*(R™)) N C*([0,00); H'(R™)) N C*([0, 00); L*(R™)).

Além disso, a proposicio 2.13 implica que, se (ug,u;) € H*(R™) x L?(R"), o problema

(3.4)-(3.5) possui uma solugao fraca na classe

u € C([0, 00); L*(R™)) N ([0, 00); H' (R™)).

Unicidade

Provamos a unicidade utilizando a proposicao dada abaixo:

Proposigao 3.2. Sejam {S1(t) }i>0 € {S2(t) }i>0 semigrupos de classe Cy que possuem o
mesmo gerador infinitesimal A. Entao {S1(t) >0 = {S2(t) hi>0 -

Demonstragao: Definamos a funcao W (s) = Si(s)xSz(t — s) para z € D(A). Sabemos

da proposicao 2.13 que

W'(s) = AS1(s)xSy(t — s) + Si(s)z(—ASy(t — ))
= ASi(s)xSs(t — s) — ASi(s)xSy(t — s) =0,
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logo W (s) é uma fungao constante em s. Mas,

W(0) = 51(0)xS2(t — 0) = 51(0)x52(t) = Sa(P)z.

Sendo W (s) constante devemos ter
Si(t)x = Sy(t)xr Vr € D(A) Vi > 0.

Portanto, S;(t) = Sa(t). O

Suponhamos agora que V' = V() seja outra solugao do problema de valor inicial (3.19).
Entao devemos ter p
EV(t} = AV(t) e V(0)=U(0),
logo nossa solucao é da forma

V(t) = T(t)Uo,

sendo {T'(t)}+>0 um semigrupo gerado por A. Portanto segue da Proposicao 3.2 que
{S(t) b0 = {T'(t) }s+>0, ou seja, U = V.

Consequentemente concluimos que existe uma tnica fungao v = u(x,t) que satisfaz o
problema de valor inicial (3.4)-(3.5).

Além disso, para dados iniciais (ug,u;) € H? x H' a solugao do problema linear, estd

na classe

u € C([0,00); H*(R")) N C*([0,00); H'(R™)) N C*([0, 00); L*(R™)).

3.2 Problema semilinear abstrato

Para concluir o trabalho, nesta se¢ao mostraremos a existéncia e unicidade da solugao
local, para a equagao semilinear associada com o problema linear (3.4)-(3.5). Usaremos
para isso o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que sera apresentado abaixo juntamente

com algumas proposicoes e definigdes necessarias para tal estudo.
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Teorema 3.3 (Ponto Fixo de Banach). Seja (X,d) um espaco métrico completo e P :

X — X uma contracao, isto €,
d(P(z), P(y)) < k d(z,y), Yo,y € X,

para algum k firado tal que 0 < k < 1. Entao P tem unico ponto fixo, isto é, existe um
unico ponto u € X tal que

P(u) = u.

Demonstracao. Ver [18]. O

Proposigao 3.4 (Desigualdade de Gronwall). Sejam C' > 0 uma constante, g € L*(0,T)
ehe L>*(0,T) tais que g >0 e h > 0. Se

o(t) < C + /tg(s)h(s)ds, 0<t<T (3.21)

entao
g(t) < Celo POt g <y < T

t

Demonstragao: Consideremos a funcao ¢(t) = C + / g(s)h(s)ds, comt € [0,T]. Entao,
0

%6 = o0y,
e por (3.21),
d¢
o(Oh1) = % (1) < 6(0)h(0),
ou seja,

L)~ s(h() <0, t[0.7],

que pode ser escrita como

%(Wﬂ eI h(s)d8> — (C(lj_gtb(t) _ qb(t)h(t)) o o h(s)ds <0,

e integrando essa desigualdade de 0 até t, obtemos

/t %<¢(z€)ef0T h(s)ds)dr — ¢(t) e Jo h(s)ds _ ¢(0) <0.
0
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Logo,

e portanto,
B(t) < Ce o hedds < o= o MOy ¢ [0, 7).

U

Definicao 3.5. Seja (X,d) um espago métrico. Uma aplicagdo F' : X — X é dita

globalmente Lipschitz continua se existe uma constante positiva L tal que
d(F(v), F(u)) < Ld(v,u), Yu,v € X.

Definicao 3.6. Seja X espaco normado. Uma aplicacao F' : X — X é dita Lipschitz
continua sobre conjuntos limitados se, para cada constante positiva M, existir uma

constante positiva L); de modo que
[1F(v) = F(u)|| < Lo — ul],

para todo u,v € X tal que
Jull < M e [jo] < M.

O problema semilinear associado com (3.4)-(3.5) é:

uy — Au+u, = |uf, (t,z) e Ry xR" (3.22)
w(0) = wug, uw(0) =1y (3.23)
sendo que p satisfaz
n
1<p< 286n23,1<p<oosen:1,2.
n —
u
Da mesma maneira que na se¢ao anterior, tomando v = u; e Uy = 0 >, podemos
Uy

reescrever o problema de valor inicial na forma de uma problema semilinear abstrato

dU e
E(t) + AU =F(U) 7 (3.24)

U(0) = U,
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em que U € D(A") = H*(R") x H'(R") C H = H'(R") x L*(R"), o operador

F:H — H

U — F(U):<|u|p0+u>

paraU:<u>€H.
v

n
Mostramos agora que F' esta bem definida para o expoente p com 1 < p < —3
n JR—

. u
De fato, seja U = (

> € H, devemos mostrar que
v

lul’ +u € L*(R").
Temos que u € H'(R™), assim para provar que |ul? € L?(R"), consideremos dois casos:

Caso 1: n > 2.
Para u € H'(R™) e pelo item (i) do teorema das Imersées de Sobolev (Ver teoremas
1.87 e 1.86) sabemos que
H'(R") — LP(R") (3.25)

se2<p<

n—2m’

Assim usando a imersao (3.26), observamos que para 2 < p < pela Desigualdade

n—2m
de Poincaré (Ver teorema 1.75) vale

ol = [ ful” do = Jull% < Clluly < +oc.

Portanto, podemos concluir que |u|? € L*(R"™).
Caso 2: n=1,2:

Para este ultimo caso, observamos que, se n = 1 entao pelo item do teorema das
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Imersoes de Sobolev (Ver teorema 1.87 e 1.86) temos que
HY(R™) < L>®(R™) Vp>1, (3.26)

e se, n = 2 tem-se que
HY(R") < L1(R™) Vp > 2. (3.27)

Logo, basta proceder, de modo andlogo, como no Caso 1 e teremos |ulP € L?(R™). Assim

temos
u € HY(R™) — |ulf € L*(R™).

Portanto, concluimos, observando que trivialmente, 0 € H'(R"), que F aplica H em
H, com H = H'(R") x L*(R").

Para mostrar que o problema de valor inicial (3.24) possui uma tnica solucao local,
precisaremos de alguns resultados que apresentaremos abaixo. Consideraremos o seguinte

problema semilinear abstrato de valor inicial:

du
%(t) + Au = F(u) . (3.28)
u(0) = ug

em um espa¢o normado X, em que F' é uma aplicacao de X em X, ug € X é um valor
inicial dado dado, e, A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes. Os dois
teoremas apresentados a seguir sao estudados para mostrar a existéncia e unicidade de
solugoes para o problema (3.28). O primeiro diz que se F' é globalmente Lipschitz continua,
o problema (3.28) possui solucao (Fraca) definida para t > 0. Ja o segundo teorema garante,
caso I seja Lipschitz continua sobre conjuntos limitados, que (3.28) possui tnica solugao

em um intervalo da forma [0,7,,], com T,, > 0 convenientemente escolhido.
Teorema 3.7. Seja um X espaco de Banach, A gerador de um semigrupo de contracgoes,
F' globalmente Lipschitz continua sobre X e ug € X. Entao, existe uma unica solu¢ao

global fraca uw = u(t) de (3.28) no sentido que u € C([0,00),X) e

u(t) = S(t)ug +/0 S(t — s)F(u(s))ds, (3.29)

para todo t > 0, sendo {S(t)}i>0 0 semigrupo de contracoes gerado pelo operador A.
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Além disso, existe a dependéncia continua de u em relacao a ug, isto €,
[o(t) = u®)]| < e"[lvo — uoll
para todo t >0, com v a solugao da equagao (3.29) com valor inicial vg.

Demonstragao: Provaremos primeiro a unicidade de solugoes. Sejam u e v solugoes de
(3.29). Como F é globalmente Lipschitz e {S(t)}:>o é um semigrupo de contragao, vemos

que

[u(t) = v(@)] S/O [u(s) = v(s)[|ds.

Aplicando a desigualdade de Gronwall com C' = 0,h(t) = L e g(t) = ||u(t) — v(t)|],

concluimos que v = v.
Para provarmos a existéncia de solucoes, consideramos o espaco
E = {u € C((0.00), X)isupe™u(t)]| < oo,

com k > 0, constante, escolhida convenientemente. Pode-se provar de uma maneira trivial

que o espaco E com a norma
lull &z = sup e u(t)]],
>0

é um espaco de Banach.

Agora definimos a aplicagao ¢ : E — ([0, 00), X) dada por

o(u(t)) = S(t)ug + /Ot S(t—s)F(u(s))ds, ue Eet>0,

sendo {S(t) }+>0 semigrupo de contracao, vemos que ¢(u) € C([0,00), X), para todo u € E.

Assim, ¢ estd bem definida. Mostraremos que ¢(u) € E, para cada u € E.

De fato, {S(t)}+>0 ¢ semigrupo de contragao, consequentemente

(DI < [luoll +/0 £ (u(s))lds.

Uma vez que F' é Lipschitz continua com constante L > 0,
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[E (u(s)]| < Lllu(s)|| + 1 E(O)]],

portanto,

eks — 1

|

[@(uN] < fuoll + | F(O)]] +LIIUI|E/O e™ds = |[uol| + | F(0)[| + L

Jull-

Assim, para u € E resulta que ¢(u) € F e

) 1 1
sup e || p(w)]|[|¢(u)]|z < [Juoll + k—HF(O)H + EHUHE,
>0 e

1
pois te k< o’ vt > 0.
e
Agora vamos mostrar que ¢ é contracao sobre E se k > L. Da definigao de ¢, do fato

que {S(t)}+>0 é semigrupo de contragao e F' é Lipschitz, temos

[p(u(t)) — o(v)(B)]] < L/O [u(s) = v(s)l|ds

kt_l
k

e

< L||u—v||E/ eds = L
0

lu =l

L kt
< %Hu — ||, V> 0.

Logo, I
lo(u) = ¢(v)lle < Lllu = vlle.

Assim, escolhendo algum k& > L, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe uma
unica fungao u € E tal que ¢(u) = u. Consequentemente, u é solugdo da equagao integral
(3.29) e u € C(]0,00), X). Isto é, u é solucao fraca do problema (3.28).

Para finalizar a prova, mostraremos agora a dependéncia continua. Sejam u e v solugoes

de (3.29) associadas aos valores iniciais ug e vy respectivamente. Entao obtemos

[u(t) = v(®)]| < lluo — voll + L/O [u(s) — v(s)[|ds.

Da desigualdade de Gronwall, verificamos que
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lu(t) = v(t)] < lluo — volle™,

o que conclui a prova do teorema. Il

Teorema 3.8. Para cada ug € X, existe 0 < T < oo e uma unica solucao fraca u de
(3.28) definida em [0,T]. Isto é, u € C([0,T],X) e (3.29) é vdlida para todo t € [0,T].

Demonstracao: Seja £ = C([0,7], X) com a norma usual e 7' > 0 a ser escolhido

convenientemente. Vamos definir o conjunto
K ={u e E;|lu®)] < |uoll + 1Vt € [0,T]}.

Assim, K é um subconjunto fechado do espaco de Banach E. Agora, para u € K,

podemos facilmente concluir que ¢(u) € E sendo ¢(u) dada por

o(u(t)) = S(t)ug —i—/o S(t— s)F(u(s))ds,t €10,T)]

com {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragao gerado pelo operador A dado no problema
(3.28).

Também da defini¢ao 3.6 temos
l6(v) = d(u)||p < LT|v - ullg (3.30)

para todo u,v € K, em que L = Ly com M = ||ug|| + 1. De fato, sendo u,v € K,

segue que

lp(v) = d(u)lle = sup

0<t<T

stéWM@%ﬂWM%

/0 S(t — $)F(u(s))ds — /0 S(t — $)F(u(s))ds

0<t<T

sSw/iwm»w@m

0<t<T Jo

t
< /LMHu(S))—U(S)HdSSTLMHU—UHE-
0
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Aqui usamos o fato de F ser localmente Lipschitz com M = ||ug|| + 1. Também usamos
que

ulle = sup [lu(t)]|x.
0<t<T
Provaremos que
oK) C K

Se

T(IF O+ Lol + 1)) < 1.

Com efeito,

[@(uDI < fluoll +/0 [ (u(s))llds, t € [0, T].

Usando o fato de que se u € K, a desigualdade abaixo ¢ valida

[ (u(s)) = FO)|| < Llju(s)]| < L(JJuoll + 1),

para s € [0,T),L = Ly e M = ||lug|| + 1, obtemos

lo@@)I < fuoll + T(IFO)] + L(luoll + 1)), ¢ € 0,7
Assim, tomando T suficientemente pequeno tal que
T(IFO)] + Lijluoll + 1) < 1, (3.31)

constatamos que ¢(u) € K. Assim, com a condicao (3.31) sobre T, ¢ atua de K em K. A
condigao (3.31) sobre T" implica que T'L < 1. Entao a estimativa (3.30) diz que ¢ : K — K

é uma contracao.

Portanto, ¢ tem um tnico ponto fixo u € K. Esse u é uma solucgao local fraca do

problema (3.29).

A unicidade de u segue da defini¢ao 3.6 e da desigualdade de Gronwall (Ver proposigao
3.4), como na demonstracao do Teorema 3.7. Logo o Teorema 3.8 estd demonstrado.
O
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3.2.1 Existéncia Local e Unicidade

Mostraremos agora a existéncia e unicidade local de solugdo do problema (3.22)- (3.23).

Observacao 3.9. Seja F(s) = |s|? + s, s € R. Entao
F(s)—F(r)=|sP = |r|P+s—r.

Agora, se g(s) = |s|P, entdao ¢'(s) = p|s[P~2s. Portanto, pelo Teorema do Valor
Médio
g(s) = g(r) = plg["~*&(|s| = Ir]),
para algum & entre r e s. Assim

l9(s) = g(r)] < plel"~ (Is = rl) < p(Is] + 7P s — [ < Cy(|s[P~" + [r[P)lr — ],

com C, uma constante positiva que depende de p. Logo,

IF(s) = F(r)| < [C(ls™ + [P + 1 jr = 5]

Agora sejam

entao, pela observacao 3.2.1 temos

IE(U) = FV)lle = [lwl”+ w1 — fuof” — ol r2@n)
< H [C(|u1‘p71 + |u2‘P*1) + 1] (u1 - UQ)HLQ(Rn),

sendo C' > 0 uma constante. Assim, para U,V € B(0, R), temos
IFU) = FV)lle < O (Jual™" + |uaf"™)?|ur — us|*da
Rn

< 0/<wwW”+th*mm—uﬁm:

p—1

p—1 1

P P

/ (|u1|2(p_1) + |u2|2(p—1))”p1] [ lu; — u2|2pd9&] )
n Rn

IN
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onde aplicou-se na ultima desigualdade a desigualdade de Hoélder e ao fato de que p > 1.

Logo,

p—1

HFW%JWU%HSC‘AUMW+WﬁW4 s — vz Fap ) (3.32)

Usando (3.32) e as imersoes de Sobolev (3.26) e (3.27) resulta que:

p—1

IP@) ~ POy < Ol + Jual22] 7 o — el (3.33)
Assim, se ||Ul|g, |V ||z < R tem-se de (3.33) que
p—1
|FU) = FV)|% < C[2B%] 7 U - V3. (3.34)

Logo,
I1F(U) = F(V)llr < LgllU = V|a.

com Lp = C’%[QR%]%.

Portanto, F' é localmente Lipschitz continua sobre conjuntos limitados, com M = R.
Como H pode ser visto como um espago métrico, com a métrica induzida pela sua norma,
e na se¢ao anterior provamos que A € G(1,0), estamos nas hip6teses do Teorema 3.8.

Assim, para algum T > 0 apropriado, existe uma tnica fungao
U=U() €C([0,T),H=H"(R") x L*(R")), (3.35)

solugao fraca de (3.24) com dado inicial Uy € H.

Interpretemos (3.35). Lembrando que se pode escrever U = (u,v) segue que u e v, as
componentes de U, satisfazem
ou
V= &, = Ut

ot
Como U é solugao de (3.24) segue de (3.35) que

U= ( B ) e O([0,T); HY(R™) x L2(R™)).
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Isto mostra que

u € C([0,T); H'(R");
uit € C([0,T); L?), ou seja, u € C*([0,T); L?).

Logo, concluimos que
w € C([0,T); HY(R™) N C*[0,T); L?), (3.36)

é solugao local fraca de (3.22)-(3.23) com dados iniciais (ug,u;) € H'(R") x L*(R™).
Constatamos, assim que o problema de valor inicial (3.22)-(3.23) possui uma tnica
solucdo local fraca u = u(z,t) com u satisfazendo (3.36). Ou seja, existe unica fun¢ao u

solucao do problema de valor inicial

uy — Au+u;, = |ul’, (t,z) € Ry x R" (3.37)
u(0) = wup, w(0)=1wuy (3.38)

com dados iniciais em H'(R") x L?(R") e p um numero real que satisfaz

l<p<

nQSenZQ, el<p<oosen=1,2.

Ou seja, existe uma unica fun¢do u = u(z,t) definida, para algum 7' > 0, em [0, T") que

satisfaz (3.36) e é solugao do do problema acima.



Consideracoes

Embora seja importante a modelagem matematica dos problemas presentes nesse trabalho,
nao foi o principal foco tais deducgoes. Existe uma ampla literatura que trata desse tema,
e o leitor interessado pode consultar [2] ou [20]. Durante um bom tempo, a existéncia e
unicidade de solugoes de problemas lineares e semilineares envolvendo EDP’s era obtida
utilizando o método de Faedo-Galerkin. Com advento da Teoria de Semigrupos foi possivel
obter um novo método que possibilitou, no caso dos problemas autonomos, a diminuicao
das etapas na obtencao dos resultados desses problemas. A estratégia utilizada para obter
a existéncia e unicidade de solug¢oes envolvendo equagcoes diferencias parciais, nesse caso,
consiste em fazer uma mudanca de variaveis transformando o problema estudado em um
Problema Abstrato de Cauchy na variavel ¢, o qual envolve um operador linear ilimitado A,
pois, nesse contexto podemos aplicar a teoria de semigrupos. Essa estratégia que possibilita
a obtencao da solucao do PAC, e consequentemente, a solucao do problema mae estudado.
Vale observar que, no caso de problemas lineares, esse método nos leva a uma solugao
forte do problema (no sentido da defini¢ao 2.21), J& para os problemas semilineares, a
obtencao de solucao forte depende da nao-linearidade envolvida, mas na maioria dos casos,

encontramos apenas a solucao fraca (no sentido da defini¢ao 3.8).

No capitulo 1 fizemos a revisao da teoria de andlise funcional, que serviu de base
para o entendimento da teoria de semigrupos estudada no capitulo 2. Ao estudarmos os
Teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips somos apresentados as ferramentas chave
para caracterizagao dos geradores infinitesimais de um semigrupo de classe Cy. Como

vimos no capitulo 3, caso o operador A relacionado ao Problema Abstrato de Cauchy
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seja um gerador de um semigrupo de classe Cjy, entao a solugao do Problema Abstrato de
Cauchy é dada por U(t) = S(t)Uy de acordo com a Proposigao 2.13.

Observamos que, para os dados iniciais ug, u; € H' x L? mostramos que existe uma
tnica solugao local do problema (3.22)-(3.23). A solugao global do problema mencionado
pode ser obtida para dados inicias sobre certas condigoes, isto é, devemos ter dados inicias
limitados para ser possivel aplicar o teorema de Gronwall e assim estender a solugao local

obtida no Teorema 3.8.
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