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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo sugerir uma teoria basica para o estudo
da progressao aritmética de ordem superior. Este tipo de progressao é equivalente a uma
sequéncia polinomial, ou seja, uma progressao aritmética de ordem p é equivalente a
uma sequéncia polinomial de grau p. Para este tipo de abordagem, a forma candnica dos
polinémios se torna inadequada em face da forma racional. Serdo usadas as ferramentas
de Calculo Discreto chamadas de diferenca finita e sua inversa operacional, as quais neste
trabalho serao denominadas de derivada discreta e integral discreta, respectivamente. Sera
apresentado que a soma telescopica nada mais é do que uma integral discreta definida nos

seus limites.

Palavras-chave: Célculo Discreto, sequéncias, progressoes, somatérios, polindmios,

diferenca finita.



Abstract

The present work aims to suggest a basic theory for the study of higher order
arithmetic progression. This type of progression is equivalent to a polynomial sequence,
that is, an arithmetic progression of order p is equivalent to a polynomial sequence of
degree p. For this type of approach, the canonical form of polynomials becomes inadequate
in the face of the rational form. Discrete calculation tools called finite difference and its
operational inverse will be used, which in this work will be called discrete derivative and
discrete integral, respectively. It will be shown that the telescopic sum is nothing more

than a discrete integral defined in its limits.

Keywords: Discrete Calculus, sequences, progressions, summations, polynomials,

finite difference.
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Introducao

A progressao aritmética (PA) é ensinada no ensino médio como uma sequéncia sem
levar em conta os conceitos de diferenca finita e de polinémio. Mas a PA ordinéria é uma
funcao de primeiro grau na sua variavel independente, em suma, é uma func¢ao polinomial
de grau um, com dominio restrito aos inteiros. Considerar uma funcao polinomial como uma
progressao aritmética de ordem superior é outra maneira de estudarmos as propriedades

destas fungoes.

O presente trabalho tem como objetivo sugerir uma teoria basica para o estudo
da progressao aritmética de ordem superior. Este tipo de progressao é equivalente a uma
sequéncia polinomial, ou seja, uma progressao aritimética de ordem p é equivalente a
uma sequéncia polinomial de grau p. Para este tipo de abordagem, a forma canonica dos

polinémios se torna inadequada em face da forma racional.

Serao usadas as ferramentas de Calculo Discreto chamadas de diferenca finita e
sua inversa operacional. Neste trabalho, denominaremos de derivada discreta e integral
discreta, respectivamente. Veremos que a chamada soma telescépica nada mais é do que

uma integral discreta definida nos seus limites.

Para justificar a forma racional de uma progressao aritmética (PA) de ordem p é

necessario o conceito de base de um espaco vetorial.

No capitulo 1 temos um breve resumo da teoria basica de espago vetorial e
estabelece-se os pilares, ou base racional de uma PA de ordem p. A principal referéncia

deste capitulo ¢ [1].

Como o objeto de estudo do Calculo Discreto sao as sequéncias, um resumo sobre
as principais defini¢oes e proposi¢oes sobre estas fungoes sao fornecidas no capitulo 2,

para maiores detalhes consulte [6] e [11].

No capitulo 3 os operadores discretos sdo introduzidos, ou seja, a derivada
discreta e a integral discreta. Desde o capitulo 1, a notagao binomial combinativa
(Z) = ;(n — 1)(n — 2)...[n — (p — 1)] é interpretada como um polinémio de grau p
na varigvel n. Enfase para a integral discreta por partes. A base para o desenvolvimento

deste capitulo esta em [7].

No capitulo 4 é definido a forma racional do termo geral de uma PA de ordem
p, um meio para achar os coeficientes usando os p + 1 primeiros valores desta sequéncia.
Veremos também a soma dos n primeiros termos de uma PA de ordem p. A base para o

desenvolvimento deste capitulo estd em [2], [3] e [7].

E no capitulo 5 consta uma interessante aplicagao dos conceitos abordados.



SUMARIO 10

Veremos o processo para achar o limite

i p(n)
n=1 Ar
onde p(n) é um polindémio de grau g > 1 e |A| > 1. As principais referéncias sao [2], [3] e

[7]-
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1 Espaco Vetorial

Neste capitulo, apresenta-se um resumo dos principais conceitos e elementos
da Algebra Linear. Ao final, considera-se uma nova base para o espago vetorial
dos polinémios de grau < p, mais maleavel para o estudo das progressoes

polinomiais de diversas ordens. A principal referéncia é [1].

Definicao 1.1. Seja V' um conjunto nao vazio com as seguintes operagoes. Adigao e
multiplica¢do por escalar. Dados u,v € V, a operagao adi¢ao associa cada par (u,v) a
soma u+v € V. E dados @« € R et € V, a operagao multiplicagao por escalar associa
cada par («a,t) ao resultado a.t € V. Nestas condigoes, V' é um espago vetorial sobre
R se estas operagoes sao regradas por oito propriedades, quatro relativos a adi¢do (A) e

quatro relativos a multiplicagao por escalar (M), como se segue.
Dados u,v,w € V e 1,a, 8 € R, temos que
Al. w4+ v = v + u (comutativa)
A2, u+ (v +w) = (u+v) + w (associativa)
A3. Jo € V, tal que u+ o = u (elemento neutro)
A4. I(—u) € V tal que u + (—u) = o (elemento oposto)
M1. a(pu) = (af)u
M2. (a+ p)u = au+ fu
M3. a(u+v) =au+ av
M4 1u=u

Definicao 1.2. Vetor ¢ um elemento do espago vetorial.

Com as propriedades das operagoes, prova-se as seguintes propriedades do espago

vetorial.
Dados o,u, (—u),v € Ve 0,1,, 5 € R, temos que

P1. O elemento neutro o é tinico em V.

Prova. Suponha que exista pelo menos um segundo elemento neutro o' em V' tal

que o # 0. Logo, o=0+0d =0d+0=10.

P2. O elemento oposto (—u) de u é tnico em V.
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Prova. Se existisse um segundo elemento oposto (—u)" # (—u) em V teriamos
u+ (—u) = o, portanto, (—u) = (—u) + 0 = (—u) + (u+ (—u)) = ((—u) +u) + (—u) =
0+ (—u) = (—u).

P3.ao=o0

Prova. Conforme as propriedades A3 e M3 de espago vetorial temos que ao =
a(0) + 0 = o + avo. Somamos agora o vetor —(ao) a ambos os membros da igualdade da
igualdade para obter 0 = —(a0) + €0 = —@o+ ao+ ao = 0+ ao = o

P4. 0u=o0

Prova. Semelhante & anterior.

P5.cu=0a=0o0uu=o0

PTl.u—v=u+(-v)e (a—B)u=au—fu
P8. a(u —v) = au— av
As demonstragoes das propriedades de P5 a P8 podem ser consultadas em [1].

Exemplo 1.3. O espago vetorial R™ sobre R.

O R™ é o conjunto composto por n-uplas ordenadas (aq, as, ..., a,) com a; € R e

1=1,2,...,n. Cada elemento deste conjunto normalmente é chamado de ponto do R".

Sejam = = (x1, 3, ...2,) € y = (Y1, Yo, ...Yn) dois pontos do R" e a € R. A soma

x + 1y e o produto ax estao bem definidos em R"™ e sdo expressos por

r4+y= (v +y,r2+y2 + ...+ 2, +y,) €R",
ar = (axy, ary, ..., ax,) € R™.
Como estas operagoes possuem todas as propriedades da definicao de espago vetorial,
R™ é um espaco vetorial e os pontos do R™ também sao chamados de vetores do R™.

O elemento neutro do espago vetorial R" é o = (0,0, ...0) e dado u = (uy, ug, ...us) €

R™ seu elemento oposto é —u = (—uy, —us, ..., —u,) € R".

Observacao 1.4. Em particular, quando n = 1 temos que R é um espagco vetorial sobre

ele mesmo.

Exemplo 1.5. O conjunto das matrizes M,,x,(R) de entradas reais e com as operagoes

usuais de adicao e multiplicagao por escalar a € R é um espago vetorial sobre R.
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Exemplo 1.6. O conjunto P,(R) dos polindmios com coeficientes reais e de grau < p é

um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.7. O conjunto dos vetores da Geometria Analitica, ou seja, o conjunto dos
segmentos orientados caracterizados por modulo, direcao e sentido, ¢ um espago vetorial
sobre R.

Exemplo 1.8. O conjunto C dos ntimeros complexos é um espaco vetorial sobre R

equivalente ao espaco vetorial R?.

Defini¢ao 1.9. Subespaco vetorial. Seja IV um espaco vetorial sobre R. Um subespaco

vetorial de V' é um subconjunto S C V, tal que
I[-0€S;
II-Vu,ve S, u+tves;
[I-VaeR, euesS, aues.

Apenas verificados estes trés itens, se pode comprovar que S é um espaco vetorial
sobre R.

Em qualquer espacgo vetorial V' existem dois subespagos vetoriais triviais ou improé-

prios de V' que sao o préprio V' e o conjunto unitario {o}.

O principal exemplo de subespaco vetorial S contido em um espaco vetorial V' é o

conjunto das combinacgoes lineares de elementos de um subconjunto A C V.

Exemplo 1.10. Seja V' um espago vetorial sobre R e A = {vy, vy, ..., v, } um subconjunto
de V. O conjunto das combinagoes lineares com coeficientes reais aq, s, ...a, que podemos

fazer com os elementos de A é indicado como

[A] = {aqv1 + aguy + ... + QU g, o, ..., € R}
Vamos provar que, de fato, [A] é um subespago vetorial de V' conforme a defini¢ao
1.9.
I - Como o= 0vy + Ovy + ... + Ov,,, entdo o € [A].

II - Sejam wi,we € [A] tais que w; = vy + vy + ... + auu, e
wy = f1v1 + Pova+ ...+ Bruy. Veja que wy +we = (o + B1)vi + (o + B2)va+ ...+ (ay + Bn) vy

também pertence a [A].

Il - Sejam v € R e w = au; + agvy + ... + apv, em [A]. Segue que
yw = (yar)vr + (Yaz)va + ... + (Yay,)v, também pertence a [A].
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Definicao 1.11. Espacgo vetorial finitamente gerado. Sabemos que um subespago
vetorial também é um espago vetorial em R. Quando um espaco vetorial V' é a combinacao
linear de um nuimero finito de elementos de um subconjunto S deste espaco, dizemos que

V foi finitamente gerado por S e indicamos V' = [S].

Definicao 1.12. Dependéncia linear. Seja V' um espaco vetorial sobre R e L =
{uy,ug, ...,u,} C V. Dizemos que L é linearmente independente (L.I) se, e somente se, a
igualdade

QiU + Uy + ... + aplly, = 0

com os a; em R, s6 é possivel com a; = ay = ... = a,, = 0. Em caso contrario, dizemos

que L é linearmente dependente.

Definigcao 1.13. Base de um espaco vetorial finitamente gerado. Seja V' um espaco
vetorial finitamente gerado. Uma base de V' é um subconjunto finito B de V onde se

verifica:
[-[B]=V,
IT - B é linearmente independente.

Proposicao 1.14. Todo espaco vetorial finitamente gerado admite uma base.

Demonstracgao: [1].

Teorema 1.15. Invariancia. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial finitamente

gerado tém o mesmo numero de vetores.

Demonstracgao: [1].

Definigao 1.16. Dimensao. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Dimensao de
V e indica-se por dim V' é o niimero de vetores de uma qualquer de suas bases. No caso,

dizemos que V tem dimensao finita.

Exemplo 1.17. Seja (x4, x9, ..., x,) um vetor do R"™. Designando o vetor (0,0, ...,1,..0)

por e;, onde o componente 1 se encontra na ¢-ésima posicao, com ¢ = 1, 2, ...n, temos que

(1,2, ..., Ty) = 11 + Toey + ... + Tpey

Logo, (z1,x9,...,x,) é uma combinacado linear dos elementos do conjunto
E = {ej,eq,...,e,} e como abrange todo o R™, este conjunto L.I é uma base do es-
paco vetorial R™. E é conhecido como base canonica de R™ em face das infinitas bases que
este espago tem. Por exemplo, como F' = {(1,2,3),(—1,0,1),(7,7,7)} é L.I. e também

gera todo o R3, temos que o conjunto F é outra base de R3.
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Exemplo 1.18. Qualquer polinémio de grau < p é da forma

p(t) = ag + alt + Cl2t2 + ...+ CLptp
coma; € R, 2=1,2,...p e para todo t € R.

Pelo principio da identidade dos polinémios, p(t) é idéntico ao polinémio nulo se,
e somente se, ag = a1 = ... = a, = 0 (consulte [4]). Isso é garantia que o conjunto com
p+ 1 elementos T = {1,¢,t ....t*} é L.I. e como a combinagao linear de seus elementos
generaliza todos os polinomios de grau < p, temos que, conforme a definicao 1.13, T" é

uma base para o espaco vetorial dos polindmios reais P,(R).

Definicao 1.19. Dados dois polinémios pi(t) = ag + ait + ast? + ... + apt? e
pa(t) = by + byt + bat® + ... + b,t? chama-se soma de p; (t) com py(t) o polindmio

(p1+p2)(t) = (ag + bo) + (a1 + by)t + (ag + ba)t* + ... + (a, + by)tP.

Observagao 1.20. O grau de um polindémio p(t), ou seja, a maior poténcia do ultimo

termo nao nulo, serd representado por o(p(t)). Por exemplo, o grau de p(t) = 2 — 2t + 3t°
¢ a(p(t)) =5.

Teorema 1.21. Se pi(t) e po(t) sdo polindmios nao nulos, entao o grau de p,(t) + pa(t) €

menor ou iqual ao maior dos nimeros o(p;i(t)) e o(p1(t)), ou seja,
a(pr(t) + pa(t)) < maz{o(pi(t)),o(p2(t))}-

Demonstracao: [4], pagina 66.

1

Observacgdo 1.22. Seja i € {0,1,2,...} et € R. A expressdo _—l(t —1)...(t — i) resulta em
i!

um polinémio de grau ¢ em t. Usaremos a notagao (tzl) para este polinomio significando

(tf1> =1lparat=0e

)

t—1 1 .
< ) (t =1t =2)-.(t 1)

1

para ¢ > 1.

Veja que se i > 1, (t_l.l) = 0 parat € {1,2,...,i} e (tzl) # 0 para t que nao
pertenga a {1,2,...,i}.

Teorema 1.23. O conjunto

{3 (5]

€ uma base para o espago vetorial P,(R).
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Demonstragao: Conforme a definicao 1.13, devemos ter

I. [R] = P,(R). Cada um dos p+ 1 elementos de R ¢ um polinémio de grau distinto
dos demais elementos e, com isto, [R] gera o espago vetorial dos polinomios de dimensao
p+ 1.

II. T é LI. Seja P(t) = 0 o polindémio identicamente nulo. Temos que provar que a

P(t):a()(tBl) +a1<t11> +a2<t;1> +...+ap<t;1> =

sO ¢ possivel, se e somente se, ap = a1 = s = ... = o, = 0, para todo t € R. Para isto,

igualdade

perceba que a igualdade anterior implica em

AT (A D e A W -1y (t—1
[67)) 0 (0%} 1 Qg 9 Op_1 p— 1 = —0y p .

Suponha oy, # 0 e pelo menos um «o; # 0, com 0 <7 < p — 1. Ora, pelo teorema 1.21 o
primeiro membro da igualdade tem grau < i < p e o segundo membro tem grau p. Absurdo.

Logo, a; = 0, para 0 <7 < p.
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2 Sequéncias

Neste capitulo apresenta-se a teoria basica sobre sequéncias, em particular,
sobre progressoes. Os tipos e as principais sequéncias sao revistas, assim
como suas propriedades. As operagoes com sequéncias, como soma algébrica,
multiplicagao, divisao, assim como o conceito de limite com essas mesmas
operagoes sao fundamentais para a teoria posterior. As principais referéncias
sao [11] e [3].

Definicao 2.1. Uma sequéncia é uma funcao f: D C N — R, onde D é um subconjunto
infinito de N.

Definicao 2.2. Uma progressao é uma sequéncia f : D C N - R com D = N =
{1,2,3,...}.

Salvo o contrario, todas as sequéncias deste trabalho serao progressoes.

O valor f(n) chama-se o n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia e é indicado
também por z,. Adotaremos esta ultima notacao para o n-ésimo termo e a notagao

(xn) = (21, 2, ...) para indicar a sequéncia de mesmo termo geral.

Exemplo 2.3. A sequéncia de termo geral z,, = k, ou sequéncia constante, com k£ € R

possui todos os termos com um mesmo valor real. Indicamos (x,,) = (k, k, ...).

Exemplo 2.4. A sequéncia cujo termo geral é x,, = n é chamada de sequéncia identi-

dade. Ela associa cada indice n ao valor do préprio indice. Indicamos (z,) = (1,2, ...,n, ...).

Exemplo 2.5. A sequéncia definida por é z,, = (—1)" ou sequéncia alternada é aquela

tal que z,, = 1, se n for par e x,, = —1, se n for impar, ou seja, z, = (—1,1,—1,1,...).

1 A
Exemplo 2.6. A sequéncia de termo geral z,, = — é conhecida como sequéncia inversa,
n

111 1
(Tn) = (5,2, =5 ey = onr)-
1°2°3 n
Exemplo 2.7. A sequéncia z,, = (a,a?, ...,a",...), com a € R é uma das mais importantes.

Também conhecida como progressao geométrica, ela é a base para estudos mais

avancados de sequéncias numéricas de ordem exponencial.

Exemplo 2.8. A sequéncia constante dada por x,, = 1, a sequéncia identidade dada por

T, =N e a sequéncia inversa dada por x,, = — sdo casos particulares da sequéncia mais
n

1
geral definida por x, = n", com r € R. Com,r =3 our = 3 temos z, = (13,2333 ..)

ou z, = (\/T, V2,43, ...), respectivamente.
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As sequéncias anteriormente listadas, junto com as sequéncias z,, = n!, x,, = log(n)
(qualquer base), =, = sen(n), z, = cos(n), x,, = tg(n) e outras basicas formam sequéncias
mais gerais por combinagao linear ou nao linear, soma de fungoes, produto de fungoes ou

composi¢ao de fungoes. Por exemplo,

3TL

A
‘ n? — sen(n)

com n? # sen(n).

Também, pode-se definir uma sequéncia por duas ou mais sentengas, como no caso

da sequéncia definida por

n!, se l <n < 10;

Ty =
In(n!), n>10.

Exemplo 2.9. A composicao da sequéncia exponencial com a sequéncia constante unitaria

somada com a sequéncia inversa nos fornece a sequéncia de termo geral

1 n
Ty = (1 + >
n
que é bem conhecida na matematica financeira e nas ciéncias, de modo geral.

Definigao 2.10. Seja (x,) uma sequéncia e L um nimero real. Define-se:

I-

lim z,, = L
nsoo " ’

se, e somente se, para todo € > 0 existe ny € N tal que n > ng implica em |z, — L| < e.
Neste caso, diz-se que (z,,) é uma sequéncia convergente com limite L. Usamos também
a notacao x, — L ou limx, = L. Uma sequéncia que nao é convergente é chamada de

divergente.

II -

lim z,, = +o0,
n—oo

se, e somente se, para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ngy implica x,, > €.
111 -
lim z,, = —o0,

n—0o0

se, e somente se, para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ny implica z,, < —e.

Exemplo 2.11. A sequéncia constante z,, = a é convergente.

De fato, todos os seus termos sao iguais a a, é facil provar que lim z, = a.
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Exemplo 2.12. A sequéncia definida por x,, = — é convergente e seu limite é zero, isto
n

porque para todo € > 0 sempre existe ng € N tal que — < e. Dai, para todo n > ng temos
g
1 1
que |z, — 0| =—- < — <e.
n Un

Exemplo 2.13. A sequéncia alternada de termo geral z,, = (—1)" é divergente. Suponha
que esta sequéncia nao seja divergente e que L € R seja seu limite. Tome 0 < € < 1 e veja

que no intervalo (L — ¢, L 4 €) ou nao contém 1 ou ndo contém —1 ou ambos.

Exemplo 2.14. Seja (x,) definida recursivamente por x,.1 = &, + T,_1, com 7 = 1,
ro = 1 e x3 = 2. Seus primeiros termos constam entre parénteses no segundo membro
de (z,) =(1,1,2,3,5,8,13,21, ...). Esta é a sequéncia de Fibonacci, cujo nome é uma
homenagem ao matematico italiano Leonardo Fibonacci (1170 — 1250). Como () é
definida com x,, igual a soma de dois termos anteriores que sempre sao positivos, segue
que o valor de cada termo cresce indefinidamente. Logo, lim z, = 4+00. A sequéncia é

divergente.

Teorema 2.15. O limite de uma sequéncia € unico, caso exista.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia e suponha x, — Ly e x, — Lo, com L; # Ls.
Portanto, |L; — Lo| > 0 e existem naturais n; e ny tais que
|L1 — Lo
2 )
| L1 — Lo

n>n2:>|xn—L2|<?.

n>ny = |z, — L] <

Assim, para n > maz{n;,ny} temos que

|Ly — Lo| = |L1 — xp + ©y — Lo| < |Ly — x| + |2 — Lo| < |Ly — Lo|

e chegamos em uma desigualdade absurda. Logo, L1 = Ls.

Teorema 2.16. Sejam (x,) e (y,) sequéncias com x, — a € R ey, — b € R, respectiva-
mente. Entao,
(a) lim(x, £ y,) =a=+b;
(b) lim(zy.yn) = a.b;
(c) Sey, #0 eb#0, temos que limzn = %;
(d) Para todo x, >0, temos que a > 0;

(e) Se x, < z, <y, para todo n e se a =b, seque que limz, = a.
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Demonstracao. Como uma sequéncia é uma funcao f : N — R, a demonstracao é analoga
as feitas para as propriedades aritméticas dos limites de fungdes abordados no Célculo 1.

1 n
Exemplo 2.17. Calcular lim(x,,+v,), com z, = 3 +8evy, = en. Veja que limx,, = 8 e

lim g, = 1. Logo, pelo teorema 2.16 (a), temos que

lim(z, +y,) = limz, +limy, =8+ 1=09.

Exemplo 2.18. Calcular lim x,,, com
nd —n2

T T 422 +n— 1111

T

5 —n? w, =73+ 2n*+n — 1111 e z,, = y,/w,, ndo podemos

Observe que, com ¥y, =n
utilizar o teorema 2.16 (c), pois os limites das sequéncias (y,) e (w,) nao existem tendo
em vista que os valores dos termos de ambas crescem indefinidamente. Entao precisamos
utilizar um artificio algébrico para calcular o limite de (z,). Primeiramente, observe que

com n # 0 para todo n, temos que

n3 —n? n3( —%) 1—%
xn: = = .
TP +2n2+n—1111 p¥(7-24 L L)y 724 1
. 1
Logo, limz,, = -

Defini¢ao 2.19. Chama-se sequéncia crescente a sequéncia (z,) tal que z,, < x,,; para
todo n € N.

Definigao 2.20. Chama-se sequéncia decrescente a sequéncia (z,) tal que z, > z,4 para
todo n € N.

Definigao 2.21. Chama-se sequéncia monétona a sequéncia (z,) que é crescente ou
decrescente.

Exemplo 2.22. Sejam os reais p, q,r,t > 0. Vamos analisar a sequéncia de termo geral
_pn+gq
Corn+t

Tp . Observe que

pin+1l)+q pn+qg pt —qr
rin4+1)+t mm+t  (rn+t)(rn+r+t)

Tpy1 — Tp =

Assim, fica claro que, como (rn +t)(rn+r +t) > 0 para todo n, temos que (x,) é
monotona crescente, se pt — qr > 0, (z,,) é mondétona decrescente, se pt — qr < 0 e (x,)

nao ¢ monotona, se pt — qr = 0.

Exemplo 2.23. A sequéncia definida por z, = €™ é mondtona crescente enquanto a

sequéncias dada por y, = 1/e" é monétona decrescente.

Exemplo 2.24. A sequéncia de termo geral z,, = cos(n) nao é monétona. De fato, pois
considerando o ciclo trigonométrico, x,, é positivo no primeiro e quarto quadrantes e x,, é

negativo no segundo e terceiro quadrantes.
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Definicao 2.25. Uma sequéncia (x,,) é dita limitada se existe K > 0 tal que |z,| < K
para todo n € N.

Teorema 2.26. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente com z,, — a. Tome € = 1. Logo

existe ng € N tal que para n > ng temos
|z, —a|<e=1=-1l<z,—a<l=a—-1<z,<a+1.

Ao considerar p o maior e ¢ o menor dos elementos do conjunto assim formado X =
{z1,29,...,2p,,a — 1,a + 1}, percebemos que ¢ < x, < p para todo n. Portanto, a sequén-

cia (z,) é limitada.

Defini¢do 2.27. Uma subsequéncia (z,,) de uma sequéncia (z,,) é a restrigdo desta
fungao a um subconjunto N’ = {ny, ns,...,ng, ...} de N. Para subsequéncia, usamos a
notagao

(xnk) - (xnuxng, coey Ty, )

e para o termo geral da subsequéncia usamos z, .

Exemplo 2.28. Seja z,, = 2". E subsequéncia de (x,,) a sequéncia definida por z,, = ok

ou por x,, = 2k,

Exemplo 2.29. Na sequéncia alternada (z,) = (a,b,a,b,a,...) é nitido a existéncia de
duas subsequéncias cujos termos gerais sao z,, = a € y,,, = b. No primeiro caso, temos

ng = 2k — 1 e, no segundo caso, my = 2k, com k € {1,2,3,...}.

Teorema 2.30. Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente é convergente e converge

para o mesmo valor.

Demonstracao. Sejam z, — L e (z,,) uma subsequéncia de (z,). Dado € > 0, existe
no € N tal que |z, — L| < ¢, para todo n > ny. Tome ny, > ngy e temos que |z, — L| <,

para todo ny > ng, > ng. Logo, x,, — L.

Corolario 2.31. Se limx,, = a, entdo, para todo k € N, limz, , = a.

Demostragao. De fato, pois (x,1x) é uma subsequéncia de (z,,).

Exemplo 2.32. Seja a sequéncia (z,,), com z,, — L. Sabendo que z,,41 = 1 — x,,, vamos

calcular o valor de L. Pelo teorema 2.30, se x,, — L, entao também x,, .1 — L. Dai, temos
1
Lzlimxn+1:lim(1—xn):1—limxn:1—L:>L:1—L:>L:§.

Observacao 2.33. A sequéncia do exemplo 2.29 é divergente, pois nela constam duas

subsequéncias, onde uma converge para a enquanto a outra converge para b.
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Exemplo 2.34. Considere a sequéncia definida por z,, = cos(mn). Para n impar temos
que x, = —1 e para n par, x,, = 0. Sdo duas subsequéncias de (cos(mn)), que convergem

para valores distintos. Logo, x,, é divergente.

Exemplo 2.35. A sequéncia (y,) cujo termo genérico é dado por

onde (z,,) é outra sequéncia, é a soma parcial dos termos desta tltima sequéncia. Uma
condigdo necessaria para que (y,) seja convergente é que se tenha limz,, — 0. Isto é

verificado da seguinte forma. Suponha y,, — S. Como z,, = ¥,, — Y1, temos
limz, = lim(y, — yp—1) = limy, — limy, ; =5 — 5 =0.
Proposicao 2.36. Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia
convergente.
Demonstragao. Ver [6].
Defini¢ao 2.37. (x,), é uma sequéncia de Cauchy quando para todo ¢ > 0, existe
no € N tal que para m,n > ng = |z, — z,| < €.
Teorema 2.38. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstragio. Seja (z,), uma sequéncia com x, — L. Assim, dado € > 0, existe ng € N

tal que
m>ng = |T, — L| <e€/2

en>ng=l|r,— L] <e/2.
Segue que

m,m > ng = Ty — Tp| < |xm — L]+ |z, — L| < €/2+¢/2 =¢.
Proposicao 2.39. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Considere (z,), uma sequéncia de Cauchy. Tome € = 1 e temos ng € N

tal que

m,n > ng = |T, — o, < 1.
Agora, para n > ng temos |T,,+1 — a,| < 1, ou seja,
n>ng= a, € (Tngr1 — 1, Tpgy1 + 1).

Ao considerar p o maior e ¢ o menor dos elementos do conjunto assim formado
X = {x1, 29, ..., Tpgr1 — 1, Tpo11 + 1}, percebemos que ¢ < z,, < p para todo n. Por-

tanto, a sequéncia (x,), que é de Cauchy é limitada.
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Proposicao 2.40. Se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergindo

para L, entdao a propria sequéncia converge para L.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy com uma subsequéncia de limite L.

Dado € > 0, existe ng € N tal que
m,m > ng = |Tm — Ty < €/2.

Por outro lado, existem ny > ng tal que |a,, — L| < €/2.

Logo,

n>ng=|r, — L| <|v, — 2|+ |20, — L| <€/2+€/2=c¢.

Teorema 2.41. Toda sequéncia de Cauchy (de nimeros reais) é convergente.

Demonstragao. Seja (x,), uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Pela proposigao
2.39, (z,), ¢é limitada. Pela proposicao 2.36, (z,), possui uma subsequéncia convergente.

Logo, pela proposi¢ao 2.40, (z,), converge.
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3 Operadores discretos

Sao definidos derivada discreta e integral discreta, as bases do Calculo Discreto.
Estes conceitos sao mais conhecidos por diferenca finita e sua inversa, respecti-
vamente. Existe uma relacdo entre integral discreta com limites e somatério
que nada mais é do que uma versao sofisticada do conceito de soma telescépica
[11]. Com a ferramenta de integral discreta definida, veremos que somatérios
tao distintos, seja de natureza polinomial, exponencial ou trigonométrica, sao

todos somas telescopicas. As principais referéncias sao [7], [10], [11], [3].

Definigao 3.1. Derivada discreta, aplicada em uma sequéncia (x,), é uma segunda

sequéncia (z("), com termo geral () = .1 — x,,.

Defini¢do 3.2. Derivada discreta de segunda ordem, aplicada em uma sequéncia (z()), é

uma segunda sequéncia (z(?)), com termo geral 22 = z{!)| — (1.

Definigao 3.3. Definido (2%) = (,,), com 2% = x,, e com i = 1,2, ..., derivada discreta de
i—1)

—~

i-ésima ordem, aplicada em uma sequéncia (z(~1), é uma segunda sequéncia (z{)), com

3

termo geral z(!) = $S;11) )

Defini¢do 3.4. Seja (X,) e (z,) tais que X!V = x,. A sequéncia (X,,) é chamada de

integral discreta de (z,). Notagao:

Definigao 3.5. Seja (z,) uma sequéncia. A sequéncia (.S,) cujo termo genérico é
S, = Z:Ek =21+ To+ ..+ 2,
k=1

é chamada de sequéncia das somas parciais da sequéncia (x,) e S,, de soma dos n primeiros

termos de (z,,).

Proposicao 3.6. As sequéncias (S,), (z,) e (z{V) = (X,,) estdo relacionadas conforme

a sequinte igualdade:

Sn=> wx= [‘7"%—1)}?“ =X =X - Xy
=1
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Demonstragao. z,, = Xﬁbl) = X1 — X,, logo

Sy =Ty + Tyl + Tpeo + ...+ T3+ 20 + 21
= (Xp1— X))+ (X=X 1)+ (X1 — Xp2) + oo+ ( Xy — X3) + (X3 — Xo) + (X — Xy).
Como todos os termos do segundo membro desta igualdade se cancelam, com excec¢ao do

primeiro e do ultimo, temos que .S, = Z T = Xp41 — X1
k=1

Exemplo 3.7. A sequéncia definida por z,, = ag" ™!, com a # 0 e ¢ # 1 é conhecida como

progressao geométrica. Veja que

T, =aq" ' = ag"! g1 = aq” — ag"”!
" q-1 g¢-1 q¢-1
aqn—l ) . ]
Portanto, com X, = pm— temos X" = X, — X, = a¢"" = z,, ou seja,
n—1
oD =X, = 4 T Logo,
n n—17n+1 n n
oS = [xg_l)}nﬂ _ laq ] _ a4 a(q" — 1)'
P ! q—1], q—1 q—1 q—1
Proposicdo 3.8. Sejam (z,),(yn),(Xn),(Ya) sequéncias tais que X\ = x,,

Y =y, e seja A€ R. As sequintes propriedades se verificam:
(a) Se z,, = A, entdo zlV) = 0.

A derivada da sequéncia constante é zero.

(b) Se x, = n, entio z(V) = 1.

A derivada discreta da sequéncia identidade € a unidade.

(c) Se x, = A.y,, entdo zt) = A.[yV].

n

A derivada discreta da sequéncia definida por uma constante vezes uma sequnda sequéncia

¢ a constante vezes a derivada discreta da sequnda sequéncia.

(d) Se z, = T, + yn, entio 2V = 21 4 4,

n

A derivada discreta de uma soma de sequéncias € a soma das derivadas discretas das

sequéncias.

(e) ;' = X,, + D, para todo D € R.

Uma sequéncia tem infinitas integrais discretas diferindo-as por uma constante real D que
chamaremos de constante de integracao discreta. Chamaremos (X,) de sequéncia

primitiva de (z,,).
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(f) Se x, = Ay, entio x(7Y = A.[y(~Y)].

n

A integral discreta da sequéncia definida por uma constante vezes uma sequnda Sequéncia

¢ a constante vezes a integral discreta da sequnda sequéncia.

(9) Se zp = T + Yy, entdo 20D =z 4y,

A integral discreta de uwma soma de sequéncias € a soma das integrais discretas das

sequéncias.
Demonstragao. Sugestao: [10].
Para a proposicao seguinte, usaremos a seguinte notacao.

Observagao 3.9.

p) P

(1) = St = Dl = -
comn€Nepe{0,1,2,..}.

Observagao 3.10. Veja que ( ) = n. Para futuros resultados, é importante convencionar
0.

(8) =1, de forma que ( )( )

Proposigao 3.11. Seja (v,) definida por x, = (7), entdo
(@) 2 = (,1):

(b) a7t = (p+1)’

(¢) Su=(311).

1
Demonstracao. (a) Seja z,, = (;) e N = —|n(n —1)(n—=2)..[n — (p — 2)]. Portanto,
b:

1
)
p p

= (4 Dl = Dl = (p = 2)] = Sl = Dol = (p = 2] = (= 1)

=(n+1).N —=N.[n— (p - 1)
= N((n+1)=[n—(p—1)])

;;'n(n —1)(n—2)..[n— (p—2)]
- (p_l (=D = 2).fn — (0= 1) = 1)

L)
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(b) Seja y, = (pil). Por (a), temos que y(!) = (;) =2, Logo 2"V =y, = (pL).

(¢)Conforme a proposigao 3.6,

n+1

Sn = Z T = [1:;71)}1 = Ap+1 — Xl-
k=1
Logo, com z,, = (Z) e usando (b), temos
n n+1
S:Zk: n :n+1_ 1 :n+1 0= n+1
e\ p+1)], p+1 p+1 p+1 p+1)

Veremos adiante um método para calcular a derivada discreta e a integral discreta
da sequéncia de termo genérico x,, = nP usando uma combinacao linear de sequéncias
dadas por y, = (’Z), com 0 <7 < p. O seguinte lema nos ajudara a provar uma proposicao

util para tal finalidade.

Lema 3.12. Sejamn € N, p € {0,1,2,...}. Entdo

Demonstracao.

Proposicdo 3.13. Sejamn € N, pe {0,1,2,..} ¢ (") = *-(n—1)(n — 2)..[n — (p — 1)].

Entao
) =) ool

~ . N -1 . -1 .
Demonstragao. Seja a sequéncia (z,,), com z,, = (”p ) Assim, xgl) = (2_1), ou seja,

1
Tptl — Tpn = ng)

=()-0)-62)
)=o) ()
=)= ()

=
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Logo, pelo lema 3.12; temos

) =) e, )

Exemplo 3.14. Calcular a derivada discreta, a integral discreta e a soma dos n primeiros

termos da sequéncia dada por z,, = n?.

Primeiro observamos que n = (Y) Segue que n? = n.n = n(?) e pelo teorema

n
2

]+ (-

anteriormente demonstrado, n? = 1(’;) + 2.( ) Por sua vez,

Logo, pelas proposicoes 3.8 e 3.11,

= (0) +o(1) +o(s)
ot = () +o(3) +o(()
s (3o ) ()

Exemplo 3.15. Analisemos agora a técnica para achar a soma dos n primeiro termos da
sequéncia, cujo termo geral é z,, = sen(an + b), com a,b € Re a # 0.

Aqui podemos considerar n em qualquer unidade angular. Com y,, = g(n), uti-

(£1)

(1) — (f(n))*V para indicar a derivada discreta e a integral

lizaremos a notacdo vy
discreta de uma sequéncia. Por exemplo, com g, = " — n?, temos y) = (e” —n?)V) e

7(1—1) — (en _ n2)(—1).

Considere a sequéncia auxiliar dada por vy, = cos(an +t), com a,t € R e a # 0.

Portanto, a derivada discreta de vy, ¢

y\V = cosla(n + 1) 4+ t] — cos(an + t).

p—q

q:an+a/2—|—te
p_

Comp=a(n+1)+teqg=an-+t, 0btemosp+ = a/2 e usando

P+q

5 q) que pode ser consultada em [2],

a identidade cos(p) — cos(q) = —2sen( )sen(
temos que

Yy = —2sen(an + a/2 + t)sen(a/2).
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Em seguida, fazendo
a/24+t=b=t=>b—a/2,

chegamos a
(cos(an + b — a/2))Y = —2sen(an + b)sen(a/2)

—1
= (sen(an + b))V =

= Wcos(cm +b—a/2).

Logo, a soma S,, dos n primeiros termos da sequéncia de termo geral x,, = sen(an+Db)

¢é processada como se segue.

S = ((sentan + )V = | g rostan +0-af2)| =
—1
= 2sen(a2) {cosla(n +1) +b—a/2] — cos(a +b—a/2)]}.

Comp =an+1)+b—-a/2=an/2+a/2+beqg=a+b—a/2=a/2+D,

¢ _ an/2 + a2+ b e p;q = an/2 e usando novamente a identidade

P q)sen(p;_q) temos que

obtemos P

cos(p) — cos(q) = —2sen(

sen(an/2)sen(an/2 + a/2 4+ b)

Sn = sen(a/2)

(3.1)

Exemplo 3.16. Com a sequéncia de termo geral z,, = cos(an + b), com a,b € R

e a # 0, trabalhamos da mesma forma que a sequéncia anterior para calcular x(~!

e Sp,. Para isso, se utiliza a sequéncia auxiliar (y,) = (sen(an + t)), e a identidade
sen(p) — sen(q) = 2cos(p il q)sen(p ; q), a qual pode ser consultada em [2], para chegar
nos seguintes resultados.
Primeiramente,
- 1
(COS(CLH + b))( b = msen(an + b— CL/2)

sen(an/2)cos(an/2 + a/2 + b)
sen(a/2)

S = (3.2)

Os resultados vistos para x, = sen(an +b) e y, = cos(an + b) produzem somatoérios

interessantes como se segue.

Utilizando (3.1) com a =1 e b = 0, temos

kil sen(k) = sen(n/ilf85§)+ 1)/2]. (3.3)
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Na equagao (3.2), fazendo a = 1 e b = 0, temos

kz: cos(k) = Sen(n/i)ejzo(i[ﬁg)—i_ 1)/2]' .

Utilizando (3.1) com a =2 e b = 0, temos

Zi: sen(2k) sen(nizzr(zl(;z + 1)' 55)

Considerando (3.2) com a =2 e b = 0, temos

sen(n)cos(n + 1)

2k) = 3.6
’;COS( ) sen(D) (3.6)
Utilizando (3.1) com a = 2 e b = —1, temos
n 2
> sen(2k —1) = sen (n) (3.7)
= sen(1)
Considerando (3.2) com a =2 e b= —1, temos
" sen(2n)
2k—1) = . 3.8
;COS( ) 2sen(1) (3:8)

Finalmente, dividindo (3.7) por (3.8) e lembrando que sen(2n) = 2sen(n)cos(n), obtemos

sen(1) + sen(3) + sen(5) + ... + sen(2n — 1)
cos(1) 4+ cos(3) + cos(5) + ... + cos(2n — 1)

=tg(n).

Exemplo 3.17. Seja x, = a”, com a # 0 e a # 1 . Esta é a definicdo da sequéncia

exponencial cuja derivada discreta ¢ dada por z() = a"*' — a”, ou seja, (V) = (a — 1)a™.

Portanto, uma sequéncia que nao se altera com a derivada discreta é aquela dada
por z, = 2", pois z{!) = (2 — 1)2" = 2",

an
Seja agora, a sequéncia definida por, y, = pamET com a # 0 e a # 1. Como
a JE—

n

av \M 1 1
yll) = <a — 1) = m(a”)(l) = ﬁ.(a —1)a™ = a" = x,, segue que zV = 1

Portanto, com z, = a”, temos

n n+1

at a a(a™ —1)

1 a—1 a-—1 a—1

5o = (@) ) = |-
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Proposicao 3.18. Integracdo discreta por partes. Sejam as sequéncias (f(n)), e
(g(n)), de termos genéricos f(n) e g(n), respectivamente. Se Af = f(n) e Ag = g(n)V,
entao

(f(n)Ag)TY = f(n)g(n) — (g(n)Af) Y — (AfAg)Y.
Demonstragao. Considere a sequéncia (h(n)),, tal que h(n) = f(n)g(n). Assim,

2(n)W = (f(n)g(n))M = f(n+ )g(n+1) = f(n)g(n)
Af=f(n+1)—f(n)= f(n+1) = f(n) +Af,
Ag=g(n+1)—gn)=gn+1)=g(n)+ Ag,

temos que
(f(m)g(n) = (f(n) + Af)(g(n) + Ag) — f(n)g(n) = f(n)Ag + g(n)Af + AfAg

= f(M)Ag = (f(n)g(n))" = g(n)Af = AfAg
= (f(n)Ag)™Y = f(n)g(n) — (g(n)AF)Y — (AfAg)Y
Corolério 3.19. Seja (f(n)), uma sequéncia qualquer e (Ag(n)), uma sequéncia de termo
genérico (Ag(n)) =b" = Ag, comb e R, b#0 eb+# 1. Entao,

b" b

o D pny(=1)
= (f) Y,

(F(n)p™) D = f(n).

Demonstracio. E aplicacio direta do teorema anterior. Em

(f(M)Ag)Y = f(n)g(n) — (9(n)AF)Y — (Af(n)Ag)Y,

bTL

faga Ag = b" = g(n) = ;=5, ou seja,

n 0 (-1)
(f(n)p") =Y = f(n) ' < b f(n)(1)> — B f ) ED =

b—1 \b—1
_ ) L ) @)D g )0y =
B b—1 b—1 B
= )y~ L))

b—1 b—1
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Exemplo 3.20. Calcular
> k2",
k=1
Seja x, = n2". Assim, S, = 37_, k2% e, conforme a proposicio 3.6, temos

S,, = [x(’l)}nﬂ .

n 1

Vamos calcular x,(l_l) por integracao discreta por partes utilizando o corolario 3.19. No

resultado o ;
ny(=1) _ n (ONCEY
(FB) D = fln) 2 = 2 (67 F () ),
substitua f(n) =n = f(n)) =1 e b = 2. Desta forma,
2" 2
2m) (=1 = — (2" =2"(n - 2).
(n2) ) =t (@)D = 20— 2)
Logo
n n+1 n+1
S =Y k2 = [2CV]" = (2] = - 2 = 2 (- 1-2) — 2(1 - 2)
k=1

Z k28 =27 (n — 1) + 2.

Proposi¢do 3.21. Seja h(n) uma sequéncia e h(n)Y) a derivada discreta de j-ésima
ordem de h(n). Seja b € R, comb# 0 eb# 1. Entdo

a h(n)@pnti a+1
(Y = 31 G o (1) T ) 8) .

Demonstracao. Serd por inducao sobre a. Veja que o teorema é verdadeiro para o = 0,

pois, conforme o corolario 3.19, temos

b b
ny(—1) _ _ D) pny(=1)
(R = h(n). = 1 () ).

Suponha que o teorema seja valido para algum a > 0. Provaremos que o mesmo ¢ valido

para o + 1.

De fato, ainda pelo corolario 3.19, temos
SUARN
b—1 b—1

e fazendo esta substituicao na expressao do somatorio, temos que

(h(n) D" = h(n)*, (h(n)( ™)) Y,

G pnti potl pn b

) = 3P G 1 [ = Y

b—1 b—1 b1

J=0

h(n (j)anrj N N bn+a+1 N ba+2 N o
- Z(_l)ym_i_(_l) “h(n) +1m_<_1) Hm(h(m( +2)p )( 1 —

a+1 Ah(n)(j)b"ﬂ‘ pot2

= Z(—l)]m + (—1)a+2m(h(”)(a+2)bn)(_”~
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Exemplo 3.22. Dado a sequéncia (y,,), com y, = n® 4+ 8n? —n + 3, y{) = 3n% 4+ 19n + 8,

y?) =6n + 22 e y!¥) = 6, calcular a integral discreta da sequéncia definida por z,, = y,5".

Como yﬁl) = 6, segue que y(z) = 0 para todo ¢ > 3. Portanto, é somente necessario

aplicar a proposi¢ao 3.21 para o = 3, ou seja

n _1\37_ () n)(— )

53
43
Assim, lembrando que 3% = y,, temos

onde o termo (—1)= (y»5")(=1 se anula devido a y¥ = 0.

-~ (— 5n 5n+1 5n+2 5n+3
(yn5 )( D= ynz - yw(al) 42 + y'EL) 43 yn o 44 -
5 N 51 ) n+1 n+2 5n+3
= (n"+8n —n+3)z—(3n +19n + 8) e + (6n + 22) Ve —6T,

ou seja,
5"
(™) Y = 28(32n + 1361 — 492n + 501).
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4 Progressao Aritmética de ordem p

A progressao artimética de ordem p é definida simplesmente como uma sequén-
cia polinomial de grau p. Mas aqui a representacao do termo genérico desta
sequéncia, no lugar de se utilizar a base candnica do espago vetorial dos po-
lindmios de grau < p, ¢ utilizada uma base alternativa, onde cada componente
¢ um polindmio binomial, mais maleavel em face dos operadores discretos.
Saber achar de modo direto as coordenadas ou razoes desta nova representacao
assume vital importancia quando se quer uma mudanca de base ou quando
se quer a soma dos n primeiros termos da PA de ordem p, utilizando integral

discreta. As principais referéncias sao [7] e [3].

Definigao 4.1. Dado a; € R, com i € {0,1,2,...,p}, chama-se progressiao aritmé-

tica(PA) de ordem p uma sequéncia (p,) tal que p, = p(n), com
p(n) = ap +an+ ... + a,n’,

com a, # 0, ou seja, o termo genérico de uma PA um polinémio p(n) de p-ésimo grau em

n.

Exemplo 4.2. Progressao aritmética de ordem p = 0 é a sequéncia constante dada por

p(n) = ag. Neste caso p(n)M) = 0.
Exemplo 4.3. Progressao aritmética de ordem p = 1 é a sequéncia dada por
p(n) = ag + ain,

com a; # 0.

No caso p = 1, a derivada discreta de (p,) é dada por
p(n) =pn+1) = p(n) =ag+ar(n+1) —ag—ain = a

e como p(1)©@ = p(1) = ap + a; e p(n)M) = a,, para todo n, em particular p(1)V) = ay,

temos que p(n) pode ser também expresso por

p(n) = ao + a1 +ai(n — 1) = p(1) +p(1)V(n — 1)

= o) =)+ (" 1),

Esta tltima forma de expressar p(n) é interessante, pois evidencia o primeiro termo de
(pn), ou seja, p(1) = p(1)(® e a derivada discreta de primeira ondem de (p,) para n = 1.

Além disso, sabemos que o conjunto

{10 () ()
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é uma base para o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a p, conforme
foi visto no teorema 1.23. Chamaremos R de base racional destes polindmios. Desta forma,

existem reais Ag,A4,...,A, tais que, se p(n) é um polindémio de grau p, entdo

n—1 n—1 n—1

Adotaremos esta ultima expressao para definir uma sequéncia polinomial de grau p e a
chamaremos de forma racional da lei de definicao desta sequéncia. A vantagem de utilizar

: , NG 1 a
a forma racional é que, como (”l ) = (?—1) os teoremas que envolvem sequéncias com

polinémios podem ser provados com relativa facilidade, sem necessidade de se utilizar
o binémio de Newton. Além disso, como veremos adiante, os coeficientes Ay, Ay,...,A,

assumem valores especiais.

Proposicao 4.4. A derivada discreta de uma PA de ordem p é uma PA de ordem p — 1.

Demonstracao. Dado A, # 0, seja uma PA cujo termo genérico ¢é

p(n) =A0+A1<”Il> +A2<n;1>m+Ap<n]—)1>

e de acordo com as proposicoes 3.8 e 3.11 temos

1) ) 1)
-1 -1 -1
p(n)M —A(()l)+A1<n . ) —|—A2<n2 ) ...+Ap<np )

-1 -1 -1
=>p(n)(1):A1+A2<n1 >+A3<n2 >+,,,+Ap<z )

Logo, como A, # 0, temos que p(n)) define uma PA de ordem p — 1.

Corolario 4.5. Se p, = p(n) define uma PA de ordem p, entio p(n)® =0, para i > p.

Demonstragio. p(n) tem ordem p — 1, p(n)® tem ordem p — 2,....p(n)® tem ordem

p — 1, logo p(n)® tem ordem p — p = 0, ou seja, p(n)® define um polindémio constante.
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Proposicao 4.6. A integral discreta de uma PA de ordem p é uma PA de ordem p + 1.

Demonstracao. Dado A, # 0, seja uma PA cujo termo genérico ¢é

n—1 n—1 n—1 n—1
e conforme as proposigoes 3.8 e 3.11 segue que
(=1 (=1) (=1) (1)
_ n—1 n—1 n—1 n—1
—1 n—1 n—1 n—1
@ = 44" A A L+ A .
= p(n) 0< 1 >+ 1( 5 >—|— 2| 4 +..+ A bl

Logo, como A, # 0, temos que p(n)~Y define uma PA de ordem p + 1.

Proposicao 4.7. Seja (p,) uma PA de ordem p de termo genérico

n—1 n—1 n—1

Entio A; = p(1)®, com 0 <i < p.

1
Demonstragao. Como (”;1) i (n—1)(n — 2)...(n — k), segue que, para n = 1, temos

que (";1) =0, logo p(1) = p(1)° = Ag. Além disso, conforme a proposicio 4.4 , temos que

n—1 n—1 n—1
p(n)(l):A1+A2< 1 >+A3< 9 >++Ap<p—1>

= p(l)(l) =A

—1 —1 —1
p(n)(z) = Ay + A; <n ) Az (n ) +..+4, (n )

1 2 -2
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A partir de agora, vamos expressar o termo genérico de uma PA de ordem p com

os coeficientes substituidos como se segue:

p(n) = p(1) +p(1)™ (n R 1) +p(1)® (n 9 1) + .+ p(1)® (” ; 1) .

Proposicao 4.8. Sejam p(1), p(2),....,p(i + 1), com 0 <i < p, osi+ 1 primeiros termos
de uma PA de ordem p. Entdo

P = St k)

k=0
Demonstragao. A demonstracao sera feita por indugao sobre i. Veja que a proposi¢ao é

verdadeira para ¢ = 0, pois

0

Z(—l)op(o -0+1) (8) =p(l1).1=p(1) = p(l)(O)

k=0

Seja g(n) = p(n 4+ 1) um polindémio de mesmo grau que p(n). Por hipdtese de

inducao, temos que

p)0 =30t~ k1)),

k=0

o) = S 1fgti -+ 1))

k=0

=)0 = -1 -k +2) )

k=0

Segue que, pela definicao de derivada discreta de ordem 7 + 1, temos
p(n) Y = p(n +1)% — p(n)

= p(1)*D = p(2)@ — p(1)®
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= p(i +2) (é) 1 i(_nkp(z —k+2) (;) — Zi(—l)kp(i —k+1) (;) — (—1)'p(1) <Z>

k=1 k=0 Z

Facamos agora as seguintes substituigoes: (é) = (’tl) =1le (z) = CE) = 1. Além

disto, vamos ajustar o limite do segundo somatoério de forma que k seja equivalente a k — 1.
. 1 ‘
p(1)+D = p(i 4 2) (H >+Z z—k—|—2)<k>

< (—1)1p <z—k+2><,€11>—<—1>"p<1><zi>

k—1=0

:>p(1)(i+l) — (i 42 <Z+1> +zi: z—k+2)<k>

FS (Rl — b +2) (k ! 1) D) ( N D

k=1

= p(1)i Y =

p(i+2)<i_gl>+

g—l)'fp(i e ()4 (1))

H(=1)EHp(1) (Z i 1)-

1+1

Veja que se temos uma sequéncia (x;) tal que x; = (k), entao x( ) = (k 1), ou seja,
1

o) =y — 1 = (ZZI) - (IQ - (kil)’ de forma que (lﬁ:) + (kril) - (Z+1> Logo,

)

= p(1)*) =

p(i—|—2)<i_gl>+
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Exemplo 4.9. Colocar na forma racional o termo genérico da PA de ordem 4 dado por
p(n) =n*+5n3 — 10n + 7.

Temos 0 < 7 < 4, assim precisamos dos p+ 1 = 5 primeiros termos da sequéncia que
sao P(1) =3, P(2) =43, P(3) =193, P(4) = 543 e P(5) = 1207. De primeira sabemos
que p(1)° = p(1) = 3. Para os outros valores de p(1)® aplicamos a férmula

b9 =S -vfati = k1))
k=0 k
conforme a seguir:

P = S0tz - 1)

k=0

(193).1 — (43).2 + (3).1 = 110,

k:0

)(i’)

— (543).1 — (193).3 + (43).3 — (3).1 = 90,

— (1207).1 — (543).4 + (193).6 — (43).4 + (3).1 = 24.

Portanto, p(n) = n* + 5n® — 10n + 7 na forma racional é

p(n) = 3+40<”Il> +90<”;1> + 110("?) +24<";1>.



40

Proposicao 4.10. Se p(n) é o termo genérico de uma PA de ordem p, entdo a soma S,

dos n primeiros termos de p(n) €

S, = p(1) @ +p(1)® @ + o+ p(1)® (p_’”: 1).

Demonstragao. Seja (p,) uma progressao aritmética de ordem p. Pelas proposicoes 3.6,

3.8 e 3.11 temos que

pto = o)+ (") a1

p

n—1 (1) n—1 (1) n—1 (1)
== bo(" )] o ()]s b ()

= S, = p(1)© +p(1)® (Z) 4o+ p(1)® (p Z 1).

Exemplo 4.11. Calcular a formula da soma dos n primeiros termos da PA de termo geral
p(n) = n.
Como p(1)@ =p(1) =1 e p()® =p(2) —p(1) =Te

= (" ) e (" = (0T (M),

trata-se uma uma PA de ordem p = 1. Logo,

5, = (1) i (2) L

Exemplo 4.12. Calcular a soma dos 75 primeiros termos da PA de ordem p = 5 dada
por p(n) = 3n® + 2n* — T3 +n? — 10n — 17.

Primeiramente, temos que calcular os p + 1 = 6 coeficientes da forma racional que
sao p(1)©@ p(1)® p(1)@ .. p(1)P). E, para isto, vamos precisar dos primeiros p + 1 = 6
valores de (p(n)), ou seja, p(1) = —28, p(2) = 39, p(3) = 664, p(4) = 3095, p(5) = 9708 ¢
p(6) = 24367. Segue que
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p(1)® =37 (=1)Fp(4 — k) (2) = (3095).1 — (664).3 + (39).3 — (—28).1 = 1248,
p(1)® =3 (=1)Fp(5— k) (:) = (9708).1 — (3095).4 + (664).6 — (39).4 + (—28).1 = 1128,

p(1)® = i(—l)kp(G—k) (2) = 1.(24367)—5(9708)+10(3095)—10(664)+5(39)—1(—28) = 360,

n n n n n n
Sp = —28<1> +67<2> —|—558<3> + 1248<4> + 1128<5> —|—360<6>

= S5 = —28 <7l5> +67 (725) +558 <735> +1248 <745> +1128 <755> +360 <765> = 93512774295.
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5 Um Somatério Infinito Especial

No presente capitulo, veremos uma belissima aplicacao de integral discreta

[e.@]
. s . pin) . .
definida. Prova-se que o somatorio infinito E /(1”) ¢ uma combinacao linear
n=1

dos coeficientes p(1)©, p(1)M ... p(1)) da forma racional de um polinémio de

grau < g. A principal referéncia deste capitulo é [7].

(e e}

. Lo . pn
Temos agora ferramentas suficientes para calcular o somatorio infinito Z (n)

An
n=1
onde p(n) é um polinémio de grau g > 1 ou PA de ordem g > 1 e A™ define o termo
genérico de uma sequéncia exponencial simples de base real |A| > 1. Para isto, utilizaremos
o calculo discreto por partes, especificamente a proposicao 3.21. Na solu¢ao do referido

somatorio, claramente surgirdo os coeficientes de p(n) da forma racional.

Definigao 5.1. Dado o niimero real b com b # 0 e b # 1 e p(n) um polinémio de grau

g > 1, sequéncia mista simples é a sequéncia (x,), cujo termo genérico é
z, = p(n)b".

Nos interessa o caso em que |b| < 1, ou seja, b = 1/A, com A real e |A] > 1.

Considere z,, desta forma e temos

_p(n)
n An .
Sabemos que
. p(n)
a8 =0
mas o que podemos dizer do somatorio
n=1 An

A proposic¢ao 3.21 nos auxiliard na resposta. A mesma diz que se h(n) é o termo
genérico de uma sequéncia qualquer, h(n)") é a derivada discreta de j-ésima ordem de
h(n) e dado b € R, com b # 0 e b # 1, entdo

a .h(n)(j)bn+j potl
h H (-1 _ — 1) A —1 a+1 h(aJrl)bn (-1)
(o) = S (PG + (0 G )
Isto, é claro, ¢ a integral discreta de x,, = h(n)b" dada em funcio de h(n)© h(n)M ... h(n)E@+D,

Aqui temos um resultado imediato se h(n) = p(n) for um polinémio de grau g > 1 e o

limite superior do somatoério é o = g. Vamos estabelecer este resultado como um corolario

neste capitulo.
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Corolario 5.2. Se p(n) é um polinémio de grau g, entao

9 p(n)@pnti
(p(n)o") ) = Z(—DJM.

J=0

Demonstracao. De fato pois, conforme a proposicao 3.21 temos

o p(n)@)prti g+1
(p(n)") ) = §<—1>ﬂm T <—1>g“<bf1)g+l<p<n><g“>b"><“

mas como p(n) é um polinémio de grau g > 1 e p¥(n) = 0,¥j > g. Segue que

bg-‘rl

()™ G

(p(n) @t =D =0, vn,

p(n)
o

oo
Procederemos agora ao calculo de Z

n=1

Seja o somatorio
Z=> p(n)"
n=1

com |[b| <1 e p(n) é um polindémio de grau g. Deste somatorio, considere a soma parcial

Mas, conforme a proposicao 3.6, também temos

n+1
1 .

S = [(p)p)]

Segue que, pelo corolario 5.2, obtemos

B R Gl
& e |
Logo,
Z= Jin 5, -
. qnt+l
g () pnti
s ) _
o nh—{glo 32:%]( 1) (b—1)7+! 1 -
. ;p(n + )Wttt ;p(1) Dyt
= JE&;)(‘U bo1 JEEO;)H) oD
Como |b| < 1, temos
g i) pnj+1 g ) pn+j+1 g
: p(n+ 1)Dprts - pln+1)Yb :
ng%];)( ) (b — 1)]+1 ‘:O( ) nEEO (b N 1)J+1 ];)( ) 0=0

J
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Portanto,
g ) pi+1 g () pi+1 g g+l
. (1) PV TERVING N

Z=—1lm ) (=1 =) (=1 =) (=1)7 p(l)(]) — )

Por fim, com A > 1 facamos b lii——i Logo

or fim, com cam = o 11 go,

g ()
_ VL qyi+l p(1)
7= 3 e

()

o 9
2=yt i :E —1<J+1

onde p(1)¥), com 0 < j < g, sdo os coeficientes de p(n) da forma racional. Vejam que, se

A = 2, temos o seguinte resultado

Exemplo 5.3. Calcular

Temos p(n) = n, de grau g = 1. Vejam que

p(n):n:1+1.(n—1):1.<n81>+1.<n11>.

Portanto, os coeficientes da forma racional de p(n) sdo p(1)® =1 e p(1)» = 1. Logo,

= Zg:p(l)(”

n
n=1 §=0

S Y LS )Y = p()® + () = 141 =2

Exemplo 5.4. Calcular

oond

27.
=1
Desta vez, p(n) = n3, de grau g = 3. Segue que, com 0 <i<g=3,0sg+1=3+1=4
coeficientes da forma racional de p(n) podem ser calculados diretamente pela férmula a

seguir, conforme a proposi¢ao 4.8. Deste modo,

p(1) = S (1)l — k4 1) (,{)

k=0

Assim, utilizando os ¢ +1 = 3 + 1 = 4 primeiros termos de p(n) = n?, ou seja,

p(1)=13=1,p(2) =23 =8, p(3) = 3% = 27 e p(4) = n* = 64, temos
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Logo,
o g
n=1 2 j=0
00 3
=3 5 =2 PP = p(1) + 4 (1) =147 +1246 =26
n=1 7=0
Exemplo 5.5. Calcular
i n? — 5n + 6

=1

3

Temos p(n) = n?> —5n + 6, de grau ¢ = 2 e A = 5. Tendo em vista que

p(1) =2, p(2) =0, p(3) = 0 e utilizando a proposi¢ao 4.8, temos

Logo,

— p(n) (Y
2 pAn =2 (Ap— DG+

© 02 _5na6 2 p(1)0) 1)(© 1H® n®» 2 2
ézuzzp(l p(i +p() +p() = —

42 43 4 16

2

i

13

@.
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