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Informacoes

Caro(a) aluno(a):
Ao longo deste guia vocé encontrard alguns “Icones” que o ajudardo a identificar as atividades. Fique atento(a) ao

significado de cada um deles. Isso facilitard a sua leitura e seus estudos.
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Esperamos realizar uma 6tima parceria! Bons estudos!
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Antes de Comecar...

Antes de Comecar...

Este texto teve origem em algumas notas de aulas da disciplina Geometria Nao Euclidiana que era ministrada
regularmente no curso de Matermatica da UFU. Posteriormente, essas notas de aulas foram complementadas e aper-
feigoadas em uma dissertacao de Mestrado Profissional em Matemadtica, referenciada em [1], de Inédio Arcari. Essas
notas de aulas e dissertagao, por sua vez, foram baseadas nas diversas fontes, citadas nas Referéncias Bibliogrdficas,
nas quais pretendemos dar uma visao bastante completa para um primeiro estudo sobre Geometria Hiperbolica Plana.
Cabe destacar dentre as diversas referéncias, o excelente livro de Jodo Lucas M. Barbosa, referenciado em [3], que foi
nossa principal inspiracao para a confeccao dessas notas.

Neste texto vamos abordar basicamente trés assuntos:
(1) O desenvolvimento histérico das Geometrias Nao Euclidianas por meio do Problema das Paralelas.
(2) Uma introdu¢cdo aos principais resultados da Geometria Hiperbdlica Plana.
(3) A Trigonometria Hiperbdlica.

Assim como na Geometria Euclidiana Plana, construgbes geométricas hiperbdlicas “com régua e compasso” sao
possiveis de serem feitas com o auxilio de softwares de geometria dindmica, como o GeoGebra (referéncia [12]). Tais
construgoes geométricas, feitas em modelos euclidianos para a Geometria Hiperbolica Plana, sao exercicios muito
interessantes mas nao sao o foco dessas notas. Também nao é foco desse texto um estudo de Geometria Eliptica Plana,
que é uma outra geometria nao euclidiana. Entretanto, é interessante citar e comparar, ao longo do texto, alguns
aspectos dessa geometria em confronto com a Geometria Hiperbdlica Plana. Estudos mais aprofundados de Geometria
Eliptica Plana podem ser encontrados na referéncia [13].

Alertamos que um curso de Geometria Euclidiana Plana com enfoque axiomatico é pré-requisito para a leitura
dessas notas. Vamos admitir que o leitor possui familiaridade com os sistemas axiomaticos de Hilbert e Birkhoff, que
s@o adotados de forma parcial (e adaptada) pelos principais autores de textos de Geometria Euclidiana Plana. Alids,
uma recomendacao ao leitor entusiasta e estudioso da Geometria: procure os enunciados originais dos axiomas nos
sistemas de Euclides, Hilbert, Birkhoff e Tarsky (que sdo os principais). Trata-se de uma leitura muito instrutiva.

Por fim, recomendamos fortemente que o leitor procure estudar com detalhes o desenvolvimento histérico do
chamado “Problema das Paralelas” (incluso no item (1) acima), que levou ao descobrimento das Geometrias Nao
Euclidianas. Trata-se de um dos mais belos episdédios da Matematica e que teve origem na contestacao do “5°
Postulado de Euclides”. O leitor se supreendera com o trabalho de varios matemaéticos importantes que ao longo de
mais de 2000 anos se envolveram com esse problema.

Detalhamento do conteido dessas notas:

(1) O desenvolvimento historico das Geometrias Nao Euclidianas por meio do Problema das Paralelas.
Um pouco da histéria da Geometria, de Euclides e de Os Elementos
A construcgao axiomatica e fundamentos da Geometria Euclidiana Plana
As Proposicgoes 1.16, 1.27, 1.28 e 1.29 de Os Elementos e o Quinto Postulado de Euclides
As principais proposigoes equivalentes ao Quinto Postulado de Euclides
Tentativas histéricas de demonstracao do Quinto Postulado de Euclides
Os precursores das Geometrias Nao Euclidianas e seus trabalhos
Os quadrilateros de Saccheri e de Lambert
Algumas demonstragoes de teoremas concebidas por Legendre
A descoberta de uma Geometria Nao Euclidiana:
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
Johann Bolyai (1802 - 1860)
Nikolai Ivanovich Lobachewsky (1793 - 1856)
A questao da consisténcia nas Geometrias Nao Euclidianas e os modelos geométricos:

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 11



Antes de Comecar...

Na Geometria Hiperbdlica Plana:

O Modelo Euclidiano do Disco Unitario de Poincaré

O Modelo Euclidiano do Semiplano Superior de Poincaré

O Modelo Euclidiano do Disco de Klein

O Modelo Euclidiano Parcial da Pseudo-esfera de Beltrami
Na Geometria Eliptica Plana:

O Plano Projetivo

O Modelo Euclidiano Duplo da Esfera

O Modelo Euclidiano do Disco Fechado de Klein

Observagao: Sobre a consisténcia das geometrias nao euclidianas Hiperbdlica ou Eliptica planas, neste texto ela ndo é demons-
trada de forma completa. O objetivo do item é, além de explicar a questdo da consisténcia das geometrias nao euclidianas, a
apresentacao dos modelos, a constatagao de que os axiomas dessas geometrias estao satisfeitos nos respectivos modelos e, prin-
cipalmente, incentivar o uso de um software de geometria dinamica para a Geometria Hiperbdlica Plana e explorar a riqueza
visual desse conteido.

(2) Uma introducdo aos principais resultados da Geometria Hiperbdlica Plana.
O Postulado de Lobachewsky
Propriedades elementares das paralelas:
Paralelismo na Geometria Hiperbdlica - paralelas e hiperparalelas
Triangulos generalizados:
Pontos ideais
Critérios de congruéncia
(@) Angulo de Paralelismo e a Fungao Angulo de Parelelismo
Propriedades de quadrilateros especiais:
O Quadrilatero de Saccheri
O Quadrilatero de Lambert
A soma dos angulos de um tridngulo e o critério de congruéncia “AAA”
A variacdo da distancia entre duas retas:
Retas concorrentes
Retas paralelas
Retas hiperparelelas
A construgio geométrica de uma paralela.
Horocirculos e curvas equidistantes
Defeito de poligonos hiperbdlicos: areas

(3) A Trigonometria Hiperbdlica
Arcos concéntricos de horocirculos
Sistema de coordenadas
Relacoes trigonométricas em triangulos hiperbdlicos retangulos
Relagoes trigonométricas em triangulos hiperbdlicos quaisquer
Expressoes para a Fungao Angulo de Paralelismo de Bolyai-Lobachewsky
O Teorema de Pitagoras Hiperbdlico
A Lei dos Senos
A Lei dos Cossenos 1
A Lei dos Cossenos 2
Comparacao entre as trigonometrias Euclidiana e Hiperbdlica

. B o
.aéﬁ%if‘*ﬁ"
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Capitulo 1. Algumas Notas Histéricas

Capitulo 1

Algumas Notas Historicas

O estudo sistematico de geometrias nao euclidianas em espacos homogéneos, ou seja, espagos que apresentam a
mesma curvatura gaussiana(') em todos os seus pontos, teve origem a partir do final do século XVIII e comego do
século XIX quando Gauss estudou o “Problema das Paralelas”, que consistia em tentar provar que o 5° Postulado(?)
de Euclides era independente dos demais. Ironicamente, podemos dizer que o préprio Euclides, ao adotar seu Quinto
Postulado em sua obra “Os Elementos” lancou a semente das geometrias nao euclidianas, uma vez que o questio-
namento de tal postulado levou ao desenvolvimento da teoria que serviu de base para a fundamentagao da primeira
geometria nao euclidiana, a chamada Geometria Hiperbolica.

Neste capitulo introduzimos uma breve biografia dos principais mateméaticos responsaveis pelo desenvolvimento da
teoria que envolve as chamadas geometrias nao euclidianas.

As biografias abaixo podem ser encontradas com mais detalhes no site MacTutor de Histéria da Matemdtica(®).

Fuclides, de Alexandria.

Euclides foi o matemaético grego responsavel pela compilagao de praticamente toda a matematica desenvolvida até
sua época em uma monumental obra de 13 volumes chamada “Os Elementos”.

Seu mérito nao se restringe apenas a compilagao, como também & introducao do método légico-dedutivo no de-
senvolvimento de uma teoria, isto é, do método axiomaético, tao conhecido da matematica dos dias atuais. Na obra
de Euclides temos dez axiomas(?), sendo cinco “nogdes comuns”, que Euclides acreditava serem verdades aceitas sem
contestagoes em qualquer ciéncia, e cinco “postulados” que pretendiam ser proposigoes especificas da geometria e que
também deveriam ser aceitas sem contestagoes. A partir desses axiomas, Euclides deduziu 465 proposicoes, dentre as
quais figuram também resultados de geometria espacial e teoria dos niimeros (do ponto de vista geométrico). Os livros
didéticos de geometria, confeccionados ao longo do tempo, possuem, até hoje, “Os Elementos” de Euclides como base.
Trata-se da segunda obra mais editada no mundo (a primeira é a Biblia).

Sabe-se que Euclides nasceu por volta do ano 325 aC e faleceu por volta do ano 265 aC Sabe-se também que ele
viveu boa parte de sua vida na cidade de Alexandria, no Egito, onde trabalhou na famosa biblioteca de Alexandria,
fundada por Alexandre, o Grande.

& FEuclides

1De um modo bastante intuitivo e informal, a curvatura gaussiana de uma superficie regular S em um ponto P € S é uma taza de
variagdo que mede “o quanto S afasta-se, em uma vizinhanga de P, de seu plano tangente em P”. Para a defini¢gdo formal de curvatura
gaussiana indicamos as referéncias [6] e [24].

2P5 - Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma angulos interiores de um mesmo lado com soma menor que a de dois
angulos retos, entdo as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irdo se encontrar do lado cuja soma dos angulos é menor do que a de
dois angulos retos.

3Referéncia [19].

4Proposicdes admitidas sem demonstragdes.

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 13



Capitulo 1. Algumas Notas Histoéricas

Claudius Ptolomeu.

Claudius Ptolomeu foi um dos mateméticos que contestaram o 5° Postulado de Euclides, propondo uma demons-
tragado do mesmo a partir dos quatro primeiros. A demonstracao proposta por Ptolomeu fazia uso, implicitamente, da
vigésima nona proposigao(®) do primeiro volume de “Os Elementos”, que depende do 5° Postulado, isto é, ele usou
uma proposi¢ao equivalente ao proprio 5° Postulado, fazendo portanto, um ciclo vicioso do ponto de vista logico.

Claudius Ptolomeu nasceu no ano 85 no Egito e faleceu no ano 165 em Alexandria, também no Egito. Foi um
eminente matematico e astréonomo que escreveu uma importante obra, intitulada “Almagesto”, que introduziu a
trigonometria como ferramenta no estudo de astronomia.

< Ptolomeu

Proclus =

Proclus Diadochus.

Proclus foi um estudioso das obras cléssicas gregas e muito do que se sabe da histéria e da filosofia da Grécia
Antiga sobreviveu em seus escritos. Ele escreveu um trabalho sobre a obra de Euclides chamado “Comentdrios sobre
FEuclides” onde, assim como Ptolomeu, também critica o 5° Postulado de Euclides, propondo uma demonstragao do
mesmo, a partir dos quatro outros postulados. Essa demonstragao é baseada na aceitagao do fato de que retas paralelas
sao equidistantes, fato este que é equivalente ao préprio 5° Postulado de Euclides.

Proclus nasceu no ano 411 em Constantinopla (atualmente Istambul, na Turquia) e faleceu no ano 485 em Atenas,
na Grécia.

Nasir al-Din al-Tusi (Nasiredin).

Assim como Ptolomeu, Nasiredin também estudou astronomia e tentou provar o 5° Postulado de Euclides. Para
tanto, ele utilizou uma proposigao-axioma, que foi tomada sem demonstracao devido ao seu carater de auto-evidéncia(®).
No entanto, essa proposi¢ao assumida é um equivalente do 5° Postulado de Euclides. Assim como Ptolomeu, Nasiredin
acabou realizando um raciocinio ciclico em suas dedugoes.

Nasiredin era drabe e nasceu no ano 1201 em Tus na Pérsia (atualmente Ira) e faleceu no ano 1274 em Kadhimain,
Persia (préximo a Bagdd, atualmente Iraque).

& Nasiredin

Wallis =

John Wallis.

John Wallis foi um eminente matematico inglés que escreveu algumas obras sobre secgoes coOnicas, dlgebra e
aritmética. Uma delas, a saber, “Arithmetica Infinitorum” (Aritmética Infinita) foi utilizada por Isaac Newton em
seus estudos. Em suas pesquisas, Wallis também tentou demonstrar o 5° Postulado de Euclides a partir dos quatro
primeiros. Para tanto, ele fez uso da existéncia de tridngulos semelhantes e nao congruentes, fato este que é equivalente
ao proprio 5° Postulado.

54Se uma reta corta outras duas retas paralelas, entdo os dngulos correspondentes sdo congruentes.”

6“Sejam T e s duas retas; A € T e B o pé da perpendicular baixada de A em s. Suponha ainda que AB n#o é perpendicular a r. Entdo, os
segmentos perpendiculares a s baixados de r no lado do angulo agudo entre AB e r sao menores do que AB e os do lado oposto sao maiores
do que AB.”

14 Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 1. Algumas Notas Histdricas

Wallis nasceu em 23 de novembro de 1616 em Ashford na Inglaterra e faleceu em 28 de outubro de 1703 em Oxford,
também na Inglaterra.

Giovanni Girolamo Saccheri.

Saccheri foi um padre jesuita e estudioso de teologia, filosofia, retérica e matematica que viveu nas cidades de
Milao, Turim e Pédvia. Sua obra mais famosa é “Fuclides Ab Omni Naevo Vindicatus” (Euclides Livre de Todas
as Mdculas) que é considerada uma das primeiras obras de geometria ndo euclidiana (embora Saccheri ndo tenha
concebido esta obra com este intuito). Em sua obra ele tenta, assim como seus antecessores, provar o 5° Postulado
de Euclides a partir dos quatro anteriores. A novidade é que, pela primeira vez, o método de redugao ao absurdo
em demonstragoes foi utilizado no “Problema das Paralelas”. Com isto, Saccheri supos a negacao do 5° Postulado e
tentou chegar a uma contradigao fazendo uso de um quadrildtero com dois dngulos retos na base e dois lados verticais
congruentes. Como ele sabia que a existéncia de retangulos e o 5° Postulado sao equivalentes, a negacao assumida
conduziu a dois casos, a saber: o caso em que os angulos congruentes do topo sao obtusos e o caso em que sao agudos.
Esse quadrildtero mais tarde passou a se chamar “Quadrildtero de Saccheri”. O caso em que os angulos do topo de
seu quadrildtero sao obtusos conduz a uma contradicao com o Segundo Postulado de Euclides. O caso em que os
angulos sao agudos nao conduz a uma contradicao. No entanto, apds ter desenvolvido varios resultados, que hoje sao
conhecidos teoremas de Geometria Hiperbdlica, Saccheri forcou uma contradicao admitindo ser impossivel a existéncia
de duas retas paralelas assintdticas, ou seja, retas que sao paralelas, mas que vao se aproximando a medida que sao
percorridas em um determinado sentido. Essas retas podem ser utilizadas para a construcao dos chamados triangulos
generalizados da Geometria Hiperbdlica.

Saccheri nasceu em 5 de setembro de 1667 em Sao Remo na Italia e faleceu em 25 de outubro de 1733 em Milao,
também na Italia.

EUCLIDES

AB OMNI NEVO VINDICATUS:
SIVE

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima ipls univerfe Geometriz Pringipia.
AUCTORE & Capa da obra
HIERONYMO SACCHERIO de Saccheri
SOCIETATIS JESU
In Ticinenfi Univerfitate Mathefeos ProfefTore.

OPUSCULUM Lambert =

EX."* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Auctore Dicatum.

MEDIOLANI, MDCCXXXIIL

Ex Trpographia Fauli Aocoaii bloatani.  Suprriorun primi

Johann Heinrich Lambert.

Assim como Saccheri, Lambert também tentou provar o 5° Postulado de Euclides por reducao ao absurdo, em
seu trabalho “Theorie der Parallellinien” de 1766, via a introdugao de um quadrildtero que possui trés angulos retos,
conhecido hoje como “Quadrildtero de Lambert”. Como consequéncia, ele deduziu uma série de resultados que hoje
sao conhecidos como teoremas de Geometria Hiperbdlica. Talvez seu mais importante resultado nesse trabalho tenha
sido a dedugao de que a soma dos angulos internos de um tridngulo é inversamente proporcional a sua area, em
uma geometria onde ndo vale o 5° Postulado. Apesar de suas contribui¢ées no campo da geometria, Lambert é mais
conhecido no mundo matematico pela prova rigorosa que fez da irracionalidade do nimero 7.

Lambert nasceu em 26 de agosto de 1728 em Miilhausen na Franca e faleceu em 25 de setembro de 1777 em Berlim
na Alemanha.

Adrien Marie Legendre.

Legendre escreveu um tratado de geometria intitulado “Eléments de Géométrie” em 1794, que serviu de texto
bésico no ensino de geometria durante muitas décadas na Europa. Foi nesse trabalho que Legendre voltou-se para a
questao do “Problema das Paralelas” e, assim como seus antecessores, tentou demonstrar o 5° Postulado a partir dos
quatro primeiros. Em uma de suas demonstragoes ele admitiu que a partir de um ponto no inteiror de um angulo nao
degenerado, cuja medida nao é superior a 60°, é possivel tragar uma reta que intersecta os dois lados desse angulo.
Embora pareca evidente, essa proposigao é equivalente ao préprio 5° Postulado de Euclides e, desta forma, do ponto
de vista l6gico-dedutivo, assumi-la significa assumir o 5° Postulado. Embora Legendre nao tenha feito progressos no
“Problema das Paralelas”, seu trabalho no campo da geometria foi magistral do ponto de vista didatico e da clareza
de raciocinio com que demonstrou diversos teoremas da Geometria Euclidiana(”).

Legendre nasceu em 18 de setembro de 1752 em Paris na Franca e faleceu em 10 de janeiro de 1833 no mesmo
local.

"Dois desses teoremas serdo usados diversas vezes nesse trabalho.

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 15
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& Legendre

Gauss =

Johann Carl Friedrich Gauss.

Gauss tomou conhecimento logo cedo, por volta dos quinze anos de idade, do “Problema das Paralelas” e, assim
como seus antecessores, de inicio tentou demonstrar o 5° Postulado a partir dos quatro primeiros. No entanto, logo
convenceu-se de que tal demonstragao nao era possivel. Embora nao haja registros, é possivel que Gauss tenha lido
os trabalhos de Saccheri, Lambert e Legendre sobre o “Problema das Paralelas” e tomado conhecimento dos vérios
teoremas de geometrias nao euclidianas constantes desses trabalhos. Embora nao tenha publicado nada sobre esse
assunto sabe-se, por meio de numerosas correspondéncias que Gauss mantinha com diversos mateméticos da época, que
ele desenvolveu uma série de resultados de Geometria Hiperbdlica e, certamente, foi o primeiro matemaético a reconhecer
a existéncia de uma geometria consistente diferente da Euclidiana. Talvez a nao publicacao de tais resultados tenha
sido motivada pelo receio da nao aceitacao de uma geometria diferente da classica e da contestacao da filosofia de
Kant, adotada pela igreja, que coloca o universo como euclidiano.

O termo “nao euclidiana” é de Gauss. Em 1824, em carta a F. A. Taurinus, declara que “se supusermos que a
soma das medidas dos dngulos internos de um triangulo é menor do que 180° (o que equivale a considerar uma das
negagoes do 5° Postulado), é possivel desenvolver uma longa série de resultados nao contraditérios que constituem
uma geometria nao euclidiana”.

Gauss foi um dos maiores matematicos que ja existiram e possui contribuicoes em diversas areas dessa ciéncia.
Nasceu em 30 de abril de 1777 em Brunswick na Alemanha e faleceu em 23 de fevereiro de 1855 in Gottingen, também
na Alemanha.

Jdanos Bolyai.

O hungaro Jénos Bolyai é filho de um amigo de Gauss, chamado Farkas Bolyai (1775 - 1856), que tentou demonstrar
0 5° Postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros. Talvez por influéncia de seu pai Janos tenha tentado logo
cedo resolver o “Problema das Paralelas”. Assim como Gauss, o jovem Janos logo convenceu-se da impossibilidade de
tal demonstracao e passou a admitir e a desenvolver diversos resultados de Geometria Hiperbdlica. Jéanos publicou,
em latim, o fruto de seu trabalho sob o titulo “Ciéncia do Espaco Absoluto” (*), em 1832, como um apéndice de um
livro didético escrito por seu pai, intitulado “Tentamen”.

Um fato curioso na histéria de Janos se deu quando seu pai Farkas enviou uma cépia do “Tentamen” para que
seu amigo Gauss avaliasse o brilhante trabalho de seu filho. No entanto, ao contrario do esperado elogio do eminente
matematico, Farkas recebeu uma carta de Gauss onde o mesmo diz que elogiar o trabalho de Janos seria o mesmo que
elogiar a si préprio, uma vez que a maioria dos resultados descobertos por Jéanos ja haviam sido descoberto por ele
mesmo anos antes. Entretanto, Gauss escreveu que estava feliz e surpreso, pelo fato de esses resultados de Geometria
Hiperbdlica terem sido descobertos de modo independente pelo prodigioso filho de um ilustre amigo. Naturalmente, a
carta de Gauss provocou profundo descontentamento em Janos, que passou a cultivar profunda aversao ao “Principe
dos Matematicos”.

Jénos nasceu em 15 de dezembro de 1802 em Kolozsvéir no Império Hingaro (hoje é uma cidade da Roménia) e
faleceu em 27 de janeiro de 1860 in Marosvasdrhely no Império Hingaro (hoje, também Roménia).

8Uma tradugio para o inglés do trabalho “Ciéncia do Espago Absoluto” de Jédnos Bolyai pode ser encontrada no final da referéncia [4].
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& Bolyai

Lobachewsky =

Nikolar Ivanovich Lobachewsky.

Assim como seus antecessores, Lobachewsky tentou demonstrar o 5° Postulado de Euclides a partir dos quatro
primeiros e logo se convenceu da impossibilidade desse feito. A partir de entdo, passou a reconhecer a existéncia
e a desenvolver, de forma independente, resultados de uma nova geometria, a Hiperbdlica, diferente da Euclidiana,
denominada por ele de “pangeometria” ou “geometria imagindria”. FEm 1826 chegou a proferir palestra sobre a
existéncia de geometrias nao euclidianas na Universidade de Kazan onde foi professor e reitor. Em 1829, Lobachewsky
publicou um trabalho, em russo, sobre suas descobertas mas quase que completamente ignorado pela comunidade
cientifica russa e completamente ignorado no restante do mundo. Entretanto, cronologicamente, trata-se da primeira
publicagao de uma geometria cujo autor admite ser nao euclidiana. Posteriormente, em busca do reconhecimento
de seu trabalho, Lobachewsky publicou uma versao em alemao em 1840, intitulada “Pesquisas Geométricas Sobre a
Teoria das Paralelas” (?), chegando as maos de Gauss, que ficou mais uma vez surpreso com o fato de Lobachewsky ter
descoberto os mesmos resultados de forma independente. Além disso, Gauss também se superpreendeu com a forma
como os teoremas da Geometria Hiperbdlica foram demonstrados por Lobachewsky, de modo totalmente diferente
dos seus, chegando a afirmar em correspondéncia para um amigo astréonomo de nome Schumacher que o livro de
Lobachewsky continha uma exposi¢ao admiravel de toda a teoria de Geometria Hiperbolica. Em 1866, dez anos apds
sua morte, uma versao em francés de seu trabalho foi publicada.

Lobachewsky nasceu em 1 de dezembro de 1792 em Nizhny na Riussia e faleceu em 24 de fevereiro de 1856 em
Kazan, também na Russia.

Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Riemann generalizou as geometrias nao euclidianas por meio do conceito de curvatura e fundamentou a chamada
Geometria Eliptica, que pode ser obtida, do ponto de vista axiomédtico, da negacao do 5° Postulado de Euclides que
conduz a nao existéncia de retas paralelas e a substituicdo do Segundo Postulado de Euclides por postulados que
permitem que uma reta tenha comprimento finito (Axiomas de Separacao). Com isso, a geometria sobre uma esfera,
que sob certas restrigoes serve de modelo para a Geometria Eliptica, desvinculou-se como parte da geometria euclidiana
espacial e passou a ter vida propria.

O trabalho de Riemann sobre geometria estd muito além da simples generalizacao das trés geometrias de espago
homogéneo (curvatura gaussiana constante('’)). Ele introduziu as hoje chamadas Geometrias Riemannianas que
podem, inclusive, ndo serem homogéneas e que foram, posteriormente, utilizadas na Teoria da Relatividade de Albert
Einstein em 1906.

Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 em Breselenz na Alemanha e faleceu em 20 de julho de 1866 em Selasca
na Italia, vitima de tuberculose.

9Uma traducdo para o inglés do trabalho “Pesquisas Geométricas Sobre a Teoria das Paralelas”, de Lobachewsky, pode ser encontrada
no final da referéncia [4].

10A definigio rigorosa de curvatura gaussiana de uma superficie requer a introdugio de definigdes e resultados de Geometria Diferencial
e pode ser encontrada na referéncia [24].

Geometricamente, a curvatura gaussiana em um ponto de uma superficie suave indica, de um certo modo, o quanto essa superficie
afasta-se de seu plano tangente em uma vizinhanca desse ponto.

Uma superficie que possui curvatura gaussiana constante em qualquer um de seus pontos possui a propriedade de ser homogénea, ou seja,
intrisecamente nao ha pontos “especiais”, qualquer um de seus pontos possuem as mesmas propriedades e sdo indistinguiveis. Exemplos de
superficies com curvatura gaussiana constante e positiva sdo as esferas euclidianas e, com curvatura gaussiana nula, é o plano euclidiano.
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& Riemann

Beltrami =

FEugenio Beltrami.

Embora a grande maioria dos teoremas de Geometria Hiperbdlica ja estivesse estabelecida na segunda metade do
século XIX, o problema da consisténcia de tal geometria ainda nao havia sido resolvido. Havia a preocupacao sobre
a garantia da impossibilidade de se encontrar, no futuro, durante o desenvolvimento da Geometria Hiperbdlica, uma
contradigao logica na teoria, ou seja, um resultado verdadeiro cuja negagdo também pudesse ser provada verdadeira. O
problema foi resolvido mediante a introducao de modelos euclidianos para a Geometria Hiperbdlica, isto é, superficies
nas quais as retas sao definidas de modo que os axiomas da Geometria Hiperbdlica passam a ser interpretados e aceitos
como verdadeiros. Desta forma, uma contradicao na Geometria Hiperbdlica seria automaticamente transferida para a
Geometria Euclidiana, que é considerada consistente.

Beltrami foi o primeiro a introduzir um tal modelo parcial para a Geometria Hiperbdlica, em 1868, em um artigo
intitulado “Fssay on an Interpretation of Non-euclidean Geometry”. Tal modelo faz uso da pseudoesfera, superficie
de revolucao da curva denominada tratriz em torno de sua assintota.

Beltrami nasceu em 16 de novembro de 1835 em Cremona no Império Austriaco (atualmente, Itdlia) e faleceu em
18 de fevereiro de 1900 em Roma, na Italia.

Felixz Christian Klein.

O modelo de Beltrami da pseudoesfera para a Geometria Hiperbdlica nao era totalmente adequado devido ao fato
de ser parcial, ou seja, representava apenas parte do plano hiperbdlico, impedindo que as retas hiperbdlicas fossem
convenientemente estendidas ao infinito, como reza o Segundo Postulado de Euclides. Deste modo, a busca por modelos
completos para a Geometria Hiperbdlica passou a ser um preocupagdo dentre os gedmetras no final do século XIX.

Felix Klein foi um eminente gedmetra que publicou em 1871 dois artigos sobre geometrias nao euclidianas, onde
introduziu um modelo completo('!) para a Geometria Hiperbélica (Modelo do Disco de Klein) e dois modelos para a
Geometria Eliptica (Modelo do Disco Fechado e Modelo Duplo da Esfera). Talvez o trabalho mais conhecido de Klein
seja o estudo das propriedades do espago que sao invariantes por um dado grupo de transformagoes, trabalho este
conhecido como “Erlanger Programm”, de 1872, e que influenciou profundamente o desenvolvimento da geometria no
século XX. Por fim, cabe ressaltar que os termos “hiperbélica” e “eliptica” para as duas geometrias nao euclidianas
homogéneas foram introduzidos por Klein.

Klein nasceu em 25 de abril de 1849 em Diisseldorf na Prissia (hoje, Alemanha) e faleceu em 22 de junho de 1925
em Gottingen na Alemanha.

< Klein

Poincaré =

11 0Os modelos completos para a Geometria Hiperbélica imersos no Espaco Euclidiano ndo possuem métrica induzida da Geometria
Euclidiana (geometricamente, uma superficie possui métrica induzida da métrica do espago no qual ela estd inserida quando o comprimento
de qualquer curva dessa superficie é computado como sendo o comprimento dessa curva quando vista sozinha no espago. Por exemplo,
se uma esfera de raio T possui métrica induzida da métrica usual do espago euclidiano, entdGo um arco de circunferéncia ligando pontos
antipodas da esfera terd comprimento mr). No caso da Geometria Hiperbdlica, a nogdo de medida é diferente da euclidiana e faz com que as
retas hiperbdlicas, ao contrario do modelo da pseudoesfera, nao sejam geodésicas euclidianas sobre a superficie do modelo. (as geodésicas

euclidianas sao as curvas de menor comprimento euclidiano, sobre uma superficie, que unem dois pontos dados dessa mesma superficie)
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Jules Henri Poincaré.

Poincaré é um dos maiores matematicos de todos os tempos e é considerado o ultimo universalista em matematica,
ou seja, uma pessoa que detinha conhecimento profundo de todas as areas da matematica. Possui contribuicoes
significativas em diversas areas da matemadtica e, dentre elas, a geometria. No final do século XIX, apés estudo de
trabalhos de Lazarus Fuchs, Poincaré introduziu dois modelos euclidianos para a Geometria Hiperbdlica enquanto
pesquisava grupos de transformagoes automorfas do plano no plano que sdo razoes de transformacoes afins de uma
varidvel complexa. Tais grupos sdo conhecidos atualmente como grupos fuchsianos. Os modelos completos introduzidos
por Poincaré sao amplamente utilizados no estudo e no ensino de Geometria Hiperbodlica e sao conhecidos como Modelo
do Semiplano Superior e Modelo do Disco de Poincaré.

Poincaré nasceu em 29 de abril de 1854 em Nancy na Franca e faleceu em 17 de julho de 1912 em Paris, também
na Franca.

David Hilbert.

No final do século XIX “Os Elementos” de Euclides nao estavam resistindo ao rigor que a légica exigia para
os fundamentos da geometria. Muitas proposi¢oes de geometria euclidiana plana faziam uso de resultados que nao
haviam sido demonstrados anteriormente e que nao constavam do rol de axiomas('?), ou seja, era necessdria uma
reformulacao dos axiomas de Euclides. Uma proposta, ainda no século XIX, bem aceita pela comunidade matematica
foi a do matemético e légico alemao David Hilbert(?), publicada em seu célebre trabalho “Grundlagen der Geometrie”
(Fundamentos de Geometria), de 1899. Neste trabalho Hilbert coloca a Geometria Euclidiana, tanto plana quanto
espacial, sobre bases sélidas por meio da substituicao dos cinco Postulados de Euclides por cinco grupos de axiomas,
os quais chamou de Axiomas de Incidéncia (7 axiomas), Axiomas de Ordem (4 axiomas), Axiomas de Congruéncia (6
axiomas), Axiomas de Continuidade (2 axiomas) e o Axioma das Paralelas.

Na obra original de Hilbert ha 21 axiomas, mas o 21° axioma é, na verdade, consequéncia dos demais axiomas.

Além de propor um novo sistema de axiomas, ao contrario de Euclides, Hilbert considerou que ponto, reta, plano
e espacgo sdo conceitos primitivos (ou nogdes primitivas), objetos ndo passiveis de serem definidos. Junto aos
conceitos primitivos, Hilbert também considerou trés relagdes primitivas (igualmente néo passiveis de definigao) que
sao as relagoes “estar em”, “estar entre” e “ser congruente a”.

Com o trabalho de Hilbert, encerra-se talvez o mais longo problema em aberto na Matematica, o “Problema das
Paralelas” que, ironicamente, foi introduzido pelo préprio Euclides e resistiu por cerca de 2200 anos!

Hilbert nasceu em 23 de janeiro de 1862 em Konigsberg na Prissia (atualmente, uma regiao desconectada da
Rissia ao lado da Alemanha) e faleceu em 14 de fevereiro de 1943 em Gottingen na Alemanha.

< Hilbert

Birkhoff =

George David Birkhoff.

Birkhoff foi um matematico americano que também propds um sistema axiomédtico para a Geometria Euclidiana.
Seu trabalho, intitulado “A set of postulates for plane geometry, based on scale and protractor” foi publicado no
conceituado periédico Annals of Mathematics, em 1932, e consiste de um sistema com apenas 4 axiomas. Tal concisao
s6 foi possivel devido a associagao que Birkhoff faz de seus axiomas com a estrutura de corpo ordenado completo dos
nimeros reais. A construcao axiomatica do conjunto dos niimeros reais j4 era algo muito bem estabelecido no campo
da Anélise a sua época.

Essa concisao que os axiomas de Birkhoff trouxe para a geometria foi extremamente bem-vinda do ponto de vista
didatico, uma vez que a manipulagao das propriedades dos nimeros reais é, geralmente, bem compreendida pelos

12Um sistema axiomético para uma teoria deve ter necessariamente duas caracteristicas: ser coerente e ser suficiente. Coerente significa
que nao se pode provar uma proposicao e sua negagio a partir do sistema de axiomas adotado. Suficiente significa que deve ser possivel
decidir sobre a veracidade ou ndo de uma proposicao da teoria a partir de seu sistema de axiomas. Ainda hd um aspecto desejével (mas
nao obrigatdrio) em um sistema axiomdtico: que um axioma nao seja consequéncia dos demais, ou seja, que ele seja 0 mais enxuto possivel.

13H4 outros sistemas axiométicos, até mais concisos que o de Hilbert, para a Geometria Euclidiana, como, por exemplo, o de Alfred
Tarski e o de George Birkhoff. Entretanto, o sistema de Hilbert parece ter a virtude de ser mais sincronizado com “Os Elementos”.
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estudantes. Atualmente, a grande maioria dos textos didaticos de geometria selecionam “seus axiomas” a partir de
uma mistura dos axiomas de Hilbert e de Birkhoff, com pequenas alteracoes em seus enunciados.

Birkhoff nasceu em 21 de marco de 1884 em Overisel nos Estados Unidos e faleceu em 12 de novembro de 1944 em
Cambridge, também nos Estados Unidos.
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Capitulo 2

Axiomas da Geometria Plana

Neste capitulo introduzimos os Postulados de Euclides, os Axiomas de Hilbert e os Axiomas de Birkhoff
para a Geometria Euclidiana Plana, que sao proposicoes aceitas sem demonstragoes e formam a base para a deducgao
de todas as demais proposigoes dessa geometria. Os Axiomas de Hilbert englobam a geometria plana e a espacial,
enquanto que os demais apenas a plana.

E conveniente ressaltar que os textos modernos de Geometria Euclidiana misturam os sistemas axiométicos desses
trés matematicos, fazendo juncgoes, divisoes ou reformulagoes em prol da didatica.

Sob o rigor da l6gica na axiomética de Hilbert e Birkhoff, ponto, reta, plano (e espago) sdo conceitos ou nogoes
primitivas, ou seja, nao se definem, pois qualquer tentativa de definicdo desses entes geométricos recai na utilizacao de
outros conceitos que nao foram definidos previamente. Nao obstante, Euclides definiu esses conceitos primitivos em
sua obra “Os Elementos”.

Encerramos esse capitulo apresentando os axiomas especificos das chamadas Geometria Hiperbdlica e Geometria
Eliptica, que sao as duas geometrias nao euclidianas homogéneas.

2.1 Axiomatica de Euclides
Euclides estabeleceu 10 axiomas divididos em 5 Nocdes Comuns e 5 Postulados.

Nogoes Comuns de Euclides

Fuclides acreditava que as nogoes comuns eram aceitas em “todas as ciéncias”. Sao elas:

N1 - Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sdo iguais entre si.
N2 - Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.
N3 - Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

N4 - Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais.

N5 - O todo é maior do que qualquer de suas partes.

Essas nogoes comuns de Euclides nao sao mais consideradas na Geometria moderna, pois elas requerem uma série
de explicagoes a respeito das palavras com que elas foram escritas. Por exemplo, em N5 a palavra “maior” precisa
ser melhor explicada, pois se consideramos que maior se refere a cardinalidade de conjuntos, temos N C Z e ambos
possuem a mesma cardinalidade (sdo enumeréveis). Logo, em termos de cardinalidade, ndo podemos dizer que Z é
maior do que N.

Postulados de Euclides

Os postulados sdo axiomas especificos da geometria plana. Nos enunciados abaixo, o que estd entre parénteses
nao constam em “Os Elementos”. Entretanto, o uso dos dois primeiros postulados feito por Euclides pressupoe as
informagoes dadas nos parénteses. Sao eles:

4 R
P1 - Pode-se tragar uma (1nica) reta (segmento) por quaisquer dois pontos.

P2 - Pode-se continuar (de modo dnico) uma reta (segmento) infinitamente.
P3 - Pode-se tracar uma circunferéncia com quaisquer centro e raio.

P4 - Todos os angulos retos sao iguais.
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P5 - Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma angulos interiores de um mesmo lado com soma
menor que a de dois angulos retos, entao as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irao se encontrar do lado
cuja soma dos angulos é menor do que a de dois angulos retos.

O postulado P4 estd relacionado com a homogeneidade do plano. Ja o postulado P5 destoa completamente dos
quatro primeiros pelo seu enorme enunciado e carater ndo 6bvio. A impressdo que se tem é de que se trata de uma
proposicao que possa ser demonstrada a partir dos demais postulados. Eis, portanto, a origem do chamado “Problema
das Paralelas”.

2.2 Axiomatica de Hilbert

Hilbert criou, a partir dos 5 Postulados de Euclides, 5 grupos de axiomas. Sao eles:

e Axiomas de Incidéncia;

e Axiomas de Ordem;

e Axiomas de Congruéncia;
e Axiomas de Continuidade;
e Axioma das Paralelas.

Os axiomas de Hilbert contemplam tanto a geometria plana quanto a espacial.

4 2
1 - Axiomas de Incidéncia (nocao de “estar em”)

1i - Dois pontos distintos determinam uma reta.

1lii - A reta que passa por dois pontos distintos é tinica(').

1iii - Trés pontos nao colineares determinam um plano.

liv - O plano que passa por trés pontos nao colineares é tinico(?).

1v - Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esté contida nesse plano.

1vi - A intersecc¢do de dois planos distintos que tém um ponto em comum possui necessariamente outro ponto em
comum(?).

1vii - Em uma reta existem pelo menos dois pontos. Em um plano existem pelo menos trés pontos nao colineares(*).

No espaco existem pelo menos quatro pontos nao coplanares(”).
J

2 - Axiomas de Ordem (nocao de “estar entre”)

2i - Se o0 ponto B esta entre os pontos distintos A e C, entao B também estd entre C e A, e sao trés pontos distintos
colineares.

2ii - Se A e C sao dois pontos distintos de uma reta, entao existe pelo menos um ponto B entre A e C e existe pelo
menos um ponto D tal que C estd entre A e D(°).

2iii - De quaisquer trés pontos distintos de uma reta, sempre ha um, e somente um, que esté entre os outros dois.

2iv - (Azioma de Pasch) Sejam A, B e C trés pontos nao colineares e T uma reta no plano determinado por A, B

1A juncdo dos axiomas 1i e 1ii é “Dois pontos distintos determinam wma tnica reta”.
2A juncdo dos axiomas 1iii e 1iv é “Trés pontos ndo colineares determinam um tnico plano”.

3 A combinagdo direta dos axiomas 1i, 1ii e 1vi permite que escrevamos “A interseccdo de dois planos distintos que tém um ponto em
comum € uma reta” no lugar do préprio axioma 1vi.

44Em um plano existem pelo menos trés pontos ndo colineares” permite que concluamos que existe pelo menos um ponto fora de uma
reta.

54No espaco existem pelo menos quatro pontos ndo coplanares” permite que concluamos que existe pelo menos um ponto fora de um
plano.
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e C que nao passa por nenhum desses pontos mas que intersecta o segmento AC, entao 1 intersecta o segmento BC
ou o segmento AB.

A T

- J

e R
3 - Axiomas de Congruéncia (nogao de “igualdade” entre segmentos e angulos)

3i - Se A e B sao dois pontos distintos e A’ é a origem da semirreta s, entao existe um tnico ponto B’ distinto de A’
em s tal que o segmento AB é congruente ao segmento A’B’. Além disso, todo segmento é congruente a si mesmo.

3ii - Se o segmento AB é congruente ao segmento CD e ao segmento EF, entao o segmento CD é congruente ao
segmento EF. (transitividade)

3iii - Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas B em comum. Além disso, seja, A’B’ e B’C’ segmentos
em uma reta ' com apenas B’ em comum. Se o segmento AB for congruente ao segmento A’B’ e o segmento BC
for congruente ao segmento B’C’, entao o segmento AC é congruente ao segmento A’C’.

3iv - Sejam um semiplano o e um angulo A. Tomemos uma semirreta s com origem em B contida na reta que
determina o semiplano o. Entao, existe apenas um angulo B com lado em s contido no semiplano ¢ e congruente
ao angulo A. Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.

3v - Se o angulo Aé congruente ao angulo B e ao angulo 6, entao o angulo B¢ congruente ao angulo C. (transiti-
vidade)

3vi - Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB é congruente a EF, AC é congruente a EG e Aé congruente a E,

entdao ABC é congruente a EFG. (caso LAL “lado, dngulo, lado” de congruéncia)
- J

4 7
4 - Axiomas de Continuidade (para medi¢ao de segmentos e dngulos)

4i - (Azioma de Arquimedes) Sejam AB e CD dois segmentos. Entdo, existe um nimero finito e distinto de
pontos Aq, Az, A3z, ..., Ay na reta que passa por A e B tal que os segmentos AA1,A1A, A2A3,...,An_1A, sa0
congruentes a CD e o ponto B esta entre A e A,,.

4ii - (Azioma de Dedekind) Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma reta r estd na uniao dos conjuntos
nao vazios C; e C,. Suponha ainda que nenhum ponto de C; estd entre dois pontos de C; e vice-versa. Entao,
existe um tnico ponto O de C; ou C; entre quaisquer P; € C; e P, € C2 com O diferente de Py ou P;.

5 - Axioma das Paralelas

No plano, por um ponto nao pertencente a uma reta dada, pode ser tragada uma wunica reta que nao intersecta
a reta dada.
(formulagdo equivalente ao 5° Postulado de Fuclides de John Playfair (1748-1819), fisico e matemdtico escocés)

P

2.3 Axiomatica de Birkhoff

Conforme ja comentado no Capitulo 1 anterior, o sistema axiomatico de Birkhoff é bastante enxuto. Sao quatro
axiomas apenas. Entretanto, a associagao da reta geométrica com o corpo ordenado dos nidmeros reais (ou seja, a reta
real) traz consigo um grande desenvolvimento j4 estabelecido na Anélise.

Axioma 1. (medida de segmento). Os pontos de uma reta r podem ser colocados em correspondéncia biunivoca
com o conjunto dos numeros reais R de tal modo que se A,B € r estao associados a a,b € R, respectivamente,
entao a distancia entre A e B é dada por |a — b|.

Axioma 2. Dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

60s axiomas 1vii e 2ii garantem a existéncia de infinitos pontos sobre uma reta, um plano ou no espaco.
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Axioma 3. (medida de angulo). As semirretas de um plano com origem O comum podem ser_c)oloci%as em
correspondéncia biunivoca com o conjunto dos numeros reais R moédulo 27t de tal modo que se OA e OB estao
associados a a e b € R, respectivamente, entao a medida do angulo AOB é dada por a —b (mod 27). Além disso,
se o ponto B variar continuamente sobre uma reta r que nao passa por O, entao a medida do angulo AOB também
varia continuamente.

Axioma 4. (similaridade ou semelhanga) Dados dois tridngulos ABC e A’B’C’ e k > 0 tal que d (A’, B’) = kd (A, B),
d(A’,C') = kd (A, C) e B/A/C’ = +BAC, entfio d (B, C') = kd (B, C), C'B'A’ = +CBA ¢ A’C’'B’ = +ACB.

2.4 Axiomas Especificos das Geometrias Hiperbdlica e Eliptica

Os axiomas da Geometria Euclidiana Plana valem para a chamada Geometria Hiperbolica Plana, exceto aqueles
que sdo equivalentes ao Axioma das Paralelas, ou mais especificamente:

e Exceto o 5° Postulado, na axiomatica de Euclides;

e Exceto o Azioma das Paralelas, na axiomatica de Hilbert;

e Exceto o Azioma de Similaridade (Axioma 4) na axiomatica de Birkhoff.

Considerando o Axioma das Paralelas na formulagao de Playfair:

L “No plano, por um ponto nao pertencente a uma reta dada, pode ser tracada uma wnica reta que nao intersecta}
a reta dada.”

héa duas negacoes possiveis para ele:

N
(1) “No plano, por um ponto nao pertencente a uma reta dada, podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas

que nao intersectam a reta dada.”
e

(2) “No plano, por um ponto nao pertencente a uma reta dada, ndo existe reta que passe pelo ponto e que nao
intersecte a reta dada.”

A negacédo (1) é chamada de Azioma de Lobachewsky.

Os axiomas da Geometria Euclidiana com o Axioma de Lobachewsky no lugar do Axioma das Paralelas constituem
a base da Geometria Hiperbdlica, que serd estudada com mais profundidade nos préximos capitulos.

Uma pergunta natural neste momento é: Como representar com fidelidade no plano duas retas concorrentes para-
lelas a uma terceira? Naturalmente, isso nao serd possivel se estivermos imaginando a reta hiperbélica com sendo a
reta euclidiana, que sempre é pensada como sendo uma “linha esticada”. Para resolvermos esse problema e, também, o
chamado problema da consisténcia da Geometria Hiperbdlica, precisamos introduzir os chamados Modelos Fuclidianos
para a Geometria Hiperbdlica. Esse assunto serd estudado no Capitulo 4 adiante.

Na chamada Geometria Eliptica o Axioma das Paralelas é substituido pela negacdo (2) acima. Desta forma, nao
existe paralelismo em tal geometria nao euclidiana e, como consequéncia, as retas elipticas devem ter comprimentos
finitos. Sendo assim, outras substitui¢oes devem ser feitas para que nao haja contradigdo com o Segundo Postulado
de Euclides ou com os Axiomas de Ordem de Hilbert. E necessaria a substituicao desses axiomas por um conjunto
de axiomas chamados de Azxiomas de Separacao, que passamos a descrever abaixo. Antes, porém, duas definigoes sao
necessarias.

- N
Dizemos que dois pontos A e B separam os pontos C e D sobre uma curva fechada quando nao for possivel ir

de C a D percorrendo a curva sem atravessar os pontos A ou B. Designamos a relagao “A e B separam C e D”
pelo simbolo (A, B|C, D).

Dadas duas retas distintas v e s e um ponto P nao pertencente a elas, definimos a aplicagao perspectiva com
centro em P como sendo a transformagdo @ : v — s tal que se A € 1, entdo A, P e A’ = @ (A) sdo colineares (figura
abaizo).
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Os Axiomas de Separagao sao os seguintes:

S1 - Se (A, B|C,D), entao os pontos A, B, C, e D sao colineares e distintos.
S2 - Se (A, B|C,D), entao (C,DI|A,B) e (B, A|C,D). (comutatividade)
S3 - Se (A, B|C, D), entdo nao vale (A, C|B,D).

A C A B A C

D B D C B D

S5 - Se os pontos A, B e C sdo colineares e distintos, entdo existe um ponto D tal que (A, B|C, D).

e D sobre a reta r, e se A’, B’, C' e D’ sdao imagens de A, B, C, D por ¢, entao (A’,B’|C’,D’).

S4 - Se os pontos A, B, C e D séo colineares e distintos, entdo ou (A, B|C,D) ou (A, C|B,D) ou (A, D|B, C).

S6 - Por quaisquer cinco pontos colineares e distintos A, B, C, D, e E, se (A, B|D, E), entdo (A, B|C,D) ou (A, B|C, E).

ST - Aplicagbes perspectivas @ : 7 — s, sendo T e s retas, preservam separacao, isto é, se (A,B|C,D), com A, B, C

J

Novamente é natural a pergunta sobre a representacao fiel da negacéo (2) do Axioma das Paralelas no plano. E

novamente a resposta sdo os Modelos Euclidianos, que apresentamos no Capitulo 4 adiante.

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana

25



Capitulo 2. Axiomas da Geometria Plana

26 Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 3. O 5° Postulado de Euclides e o “Problema das Paralelas”

Capitulo 3

O 59 Postulado de Euclides e o

“Problema das Paralelas”

Este capitulo é totalmente dedicado ao estudo do 5° Postulado de Euclides. Por parecer um postulado que pudesse
ser demonstrado a partir dos demais, muitos estudiosos e matematicos tentaram demonstra-lo ao longo dos séculos.
Tal problema ficou conhecido como o “Problema das Paralelas”. Se lembrarmos que “Os Elementos” foi escrito por
volta de 300 aC e o surgimento da primeira geometria nao euclidiana foi por volta da terceira década do século XIX,
percebemos que o “Problema das Paralelas” persistiu por mais de dois milénios!

Antes, porém, é conveniente recordar (ou estabelecer) as seguintes notagoes, que j& foram adotadas no Capitulo 2
anterior e serao, também, adotadas ao longo de todo o texto.

4 A
Pontos: letras latinas maiusculas (A, B, C,...).

Segmento com extremos A e B: “segmento AB” ou, simplesmente, AB.

Comprimento do segmento AB (ou medida do segmento AB): denotamos simplesmente por “AB”, sem a barra
superior. Também utilizamos letras latinas minisculas para designar comprimentos (a,b,c,...). Alguns textos
também trazem a notagao |AB|.

Observacao importante 1: quando nao houver perigo de confusao, denotamos “AB” tanto para o segmento AB
(que é um conjunto de pontos), quanto para o comprimento do segmento AB (que é um nimero real). Congruéncia
entre dois segmentos serd denotada pelo simbolo =. Manipulacoes de natureza algébrica com segmentos, como por
exemplo AB < CD + EF, referem-se aos comprimentos dos respectivos segmentos.

Semirreta com origem A contendo B: “semirreta AB” ou, simplesmente, /ﬁ (quando ndo houver perigo de
confusdo com vetores). Alguns textos também utillizam a notagdo Sap.

Retas: letras latinas mindsculas (1, s, t,...). Também utilizamos a notacao A(? para designar a reta que contém os
pontos distintos A e B.

Angulos recordemos que um Gngulo é a reuniao de duas semirretas com mesma origem. Cada semirreta é chamada

de lado do angulo e a origem comum é chamada de vértice do angulo. Quando ﬁ e /ﬁ sao lados de um angulo de
vértice A, denotamos tal angulo por BAC ou CAB ou ainda A quando nao houver perigo de confusao (com outro
angulo de mesmo vértice).

Medida de angulo (geralmente em radianos): denotamos por letras gregas minusculas (e, f3,v,9,...).

Observagao importante 2: manipulagoes de natureza algébrica com angulos, com por exemplo BAC < EDF+HGI
ou A < D + G, referem-se as medidas dos respectivos angulos. Congruéncia entre dois angulos serd denotada pelo
\simbolo =.

3.1 Algumas Proposicoes Importantes para o estudo do “Problema das
Paralelas”

Nesta secao vamos enunciar e demonstrar algumas proposigoes de Geometria Euclidiana Plana que sao fundamentais
para o estabelecimento dos chamados equivalentes do 5° Postulado de Euclides que apresentamos na Secao 3.2 adiante.
Por conseguinte, essas proposicoes sdo fundamentais para uma compreensdo mais aprofundada do “Problema das
Paralelas” e o consequente surgimento da primeira geometria nao euclidiana.
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Nosso estudo preliminar do 5° Postulado de Euclides, no que diz respeito ao desenvolvimento das geometrias nao
euclidianas que apresentamos adiante, sera feito primeiramente com o auxilio de quatro proposigoes constantes de “Os
Elementos”. S&o as proposigdes 16, 27, 28 e 29 do primeiro livro desta obra.

<
Proposicdo 3.1 (Proposicdo 1.16 - Livro 1 de “Os Elementos”: Teorema do Angulo Externo) Em qualquer
tridngulo, se um dos lados for continuado, o angulo externo formado é sempre maior do que qualquer um dos angulos

internos que n3o lhe sejam adjacentes.
J

- ~
Demonstracao da Proposicao 3.1.

Seja ABC um triangulo. Prolonguemos o segmento BC até um ponto D de tal modo que C esteja entre B e D.
Seja E o ponto médio de AC e tomemos F # B no prolongamento de BE de tal modo que BE = EF, conforme a
figura abaixo.

D

B

Os triangulos ABE e CFE sao congruentes (caso LAL). Logo, BAC = FCA < DCA.
Raciocinio andlogo segue-se para demonstrar que CBA < DCA. |

- N
Observagao. Veremos adiante que uma grande classe de tridngulos esféricos (cujos lados estdo sobre circulos

maximos da esfera) podem ser considerados “triangulos elipticos”, pois a esfera é um modelo duplo para a chamada
“Geometria Eliptica”, que é uma geometria nao euclidiana. Nesta geometria, os axiomas de ordem de Hilbert e o
axioma das paralelas nao valem.

O Teorema do Angulo Externo nao ¢é valido para triangulos esféricos. Por exemplo, veja que na figura abaixo,

Y = 5 rad é medida de angulo externo, § = 5 rad e o sao medidas de angulos internos nao adjacentes (ao angulo

de medida y) e temos Yy = B. E ainda podemos ter & > vy no caso de A ser obtuso.

A demonstracao acima falha logo no comego para essa geometria, pois a falta de axiomas de ordem nos impede

que “prolonguemos o segmento BC até um ponto D de tal modo que C esteja entre B e D”.
N J

Para as proximas proposicoes, recordemos as seguintes definigoes.

Sejam 1, s e t retas distintas de tal modo que t intersecta T e s em pontos A e B distintos. Em tal disposigao de
retas dizemos que t é reta transversal a v e a s. Em torno de A e B temos oito angulos que, por facilidade (e abuso!)
de notacao iremos indicar por T, z ... ,g conforme a figura abaixo.
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Temos a seguinte nomenclatura:

Angulos Designagao ‘ ’ Angulos Designagao ‘ ’ Angulos Designagao
l ¢ E l ¢ § Colaterais externos l ¢ Z Alternos externos
E ¢ é Correspondentes E ¢ Z E ¢ §
sel 3¢6 | Colaterais int 3ed | An int
7e3 b olaterais internos baibe ernos internos
4e5 4eb6

As proposicoes 272, 28* e 29* de Euclides dizem respeito & paralelismo. Nas duas primeiras, o paralelismo é
concluido como tese das proposicoes, enquanto na uiltima, o paralelismo é hipétese. Vamos a elas:

N
Proposicdo 3.2 (Proposi¢do 1.27 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta duas outras formando angulos

correspondentes congruentes, entdo as duas retas sao paralelas.
J

p
Demonstracao da Proposicao 3.2.

Suponhamos que as retas T e s ndo sejam paralelas (estamos negando a tese - demonstragao por absurdo).
Logo, r e s encontram-se em um ponto P e temos um tridngulo APB, conforme figura abaixo.

C
Bl

Ala P

/ .

O angulo PBC ¢ externo ao triangulo PAB e possui a mesma medida « do angulo interno P;\\B, pois, por hipétese,
esses dois angulos sao correspondentes congruentes.

Temos assim uma contradigio com o Teorema do Angulo Externo (Proposigio 3.1).

Essa contradigao surgiu da suposicao de que 1 e s nao sejam paralelas. Logo, 1 e s sao paralelas, como queriamos.[]

. J/

- N

Proposicao 3.3 (Proposicao 1.28 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta duas outras retas e s formando
angulos colaterais internos de medidas « e 3 tais que & + 3 é medida de um angulo raso, entdo as retas v e s sdo
paralelas.

p
Demonstracao da Proposicao 3.3.

Considere o angulo de medida vy suplementar ao angulo de medida 3 conforme a figura abaixo.

L
KB

/

Os angulos de medidas « e 3 sao colaterais internos e, por hipétese, & + 3 é medida de um angulo raso. Como
B +v é, também, medida de um angulo raso, temos o =y, ou seja, os angulos correspondentes sao congruentes.
Pela Proposicao 3.2 temos 1 e s paralelas, como queriamos. (]

J

A 292 proposigao do primeiro livro de “Os Elementos” de Euclides é a primeira proposi¢ao na qual Euclides usa o
seu 5° Postulado. Vamos enuncié-la e apresentar a demonstracao de Euclides. E interessante notar que o 5° Postulado
parece ter sido feito “sob medida” para essa demonstragao.

Proposicao 3.4 (Proposicao 1.29 - Livro 1 de “Os Elementos”: primeira proposicdo de Euclides que faz uso do 5°
Postulado) Quando uma reta corta outras duas retas paralelas, entdo os angulos correspondentes sdo congruentes.
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P
Demonstra¢cao da Proposi¢cao 3./.

Considere a nomenclatura da figura da demonstracao da Proposigao 3.3 acima. Por hipdtese, r é paralela a s e
devemos mostrar que o =y.
Como vy + 3 é medida de um angulo raso, temos

x=v & a+ 3 é medida de um angulo raso.

Logo, devemos mostrar que o + 3 é medida de um angulo raso.

Suponhamos que &« + 3 ndo seja medida de um angulo raso (negagio de um equivalente da tese). Sem perda
de generalidade, suponhamos que « + 3 é menor do que a medida de um angulo raso. Logo, pelo 5° Postulado de
Euclides, 1 e s se encontram, ou seja, ndao sao paralelas. Contradicao com a hipdtese assumida.

Logo, o« + 3 é medida de um angulo raso e, portanto, &« =y, como queriamos. (Il
N J

p
Observagoes.
(1) A contrapositiva do 5° Postulado é a 29* proposicdo de FEuclides (Proposicao 3.4).

De fato, considerando a nomenclatura da figura da demonstragao da Proposicao 3.3 acima e que um angulo raso
mede 7T rad:

° 5° Postulado: o+ B # 1w = 1)Xs.
e Contrapositiva do 5° Postulado: r1/s= a+p =
. 292 proposigao de Euclides: 1/s = o« =vy.

Mas, como jé vimos, x =y & x+ p =7

Além disso, do fato de a contrapositiva de uma proposigao ser equivalente & prépria proposi¢ao, concluimos que
0 5° Postulado de Fuclides é equivalente a sua 29* proposigao. Como a hipétese da 29* proposigao envolve retas
paralelas, foi natural chamar o problema de tentar-se demonstrar o 5° Postulado a partir dos demais de “Problema
das Paralelas”.

(2) A reciproca do 5° Postulado € a contrapositiva da 27* proposi¢do de Euclides (Proposicao 3.2).

De fato, com a mesma nomenclatura acima;:

° Reciproca do 5° Postulado:  1Xs = o+ 3 # 7.
) 272 proposicao de Euclides: a+ B =m1=1/s
e Contrapositiva da 27* proposicao de Euclides: 1Xs = o+ 3 # 7.

Deste modo, concluimos que a reciproca do 5° Postulado de Euclides é verdadeira e é equivalente & sua 27
proposicao.
-

Proposicao 3.5 Se a soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo é 7t rad, entdo a medida de um
angulo externo de qualquer triangulo ¢ igual a soma das medidas dos angulos internos que n3o lhe sdo adjacentes.

- ~
Demonstracao da Proposicao 3.5.

Seja ABC um triangulo cuja soma das medidas dos angulos internos seja 7 rad e consideremos a nomenclatura
apresentada na figura abaixo.

Logo, x+B+yvy=me p+8=m ouseja, x++v=p+6.
Concluimos, portanto, que & + vy =, como querfamos. O

Proposicao 3.6 Se a soma das medidas dos angulos internos de qualquer tridngulo é 7t rad, v € uma reta, P um ponto
fora de r e € > 0, entdo pode-se tracar uma reta s por P que forma dngulo com r cuja medida é menor do que ¢.

J
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P

<eg

<

S

- ~
Demonstracao da Proposicao 3.6.

Sejam P, r e ¢ > 0 conforme a hipdtese. Seja A1 o pé da perpendicular baixada por P em 7.
Seja Ay € 1 tal que PA1A; seja um triangulo retangulo isésceles.

P
29

L% T
A, A,

Como estamos assumindo que qualquer triangulo possui soma das medidas dos angulos internos igual a 7t rad,
temos a Proposicao 3.5 verdadeira. Logo,

O(]+(X1=%=>O(1=%.

N

Seja Az € 1 tal que PA;A3 seja um tridngulo isésceles.

P

Novamente pela Proposicao 3.5,
ot =0 =0 =5 =0 =7;5.

Procedendo de modo andlogo com A4, As,...,An,Ani1 € 1, chegamos ao tridngulo isésceles PA, A, 11 tal que

A, A, A, An |

Tomando n € N tal que 575+ < ¢, a reta s que passa por P e Ay forma angulo com T cuja medida é menor

do que ¢ > 0, como queriamos. O
- J

Proposicao 3.7 Sejam ABC um tridngulo e r reta que passa por A e por um ponto interior ao tridngulo ABC. Ent3o,
a reta 7 intersecta o lado BC do tridngulo.

p
Demonstracao da Proposicao 3.7.

Observemos que r nao pode intersectar AB ou AC em outro ponto distinto de A pois, caso contrario, r deveria
conter AB ou AC (dois pontos distintos determinam uma tnica reta) e, portanto, r néo teria um ponto I no interior
do triangulo ABC.

Sejam s a reta suporte de AB e D € s de tal modo que A esteja entre B e D (figura abaixo).
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Chamando de o a medida do angulo IAB e de « a medida do angulo interno A do triangulo ABC, da hipétese
segue que 0 < «, 0 que significa que a reta T ndo possui pontos interiores ao triangulo DAC e, portanto, T nao
intersecta DC.

A reta r intersecta o triangulo DBC no ponto A € BD. Pelo Axioma de Pasch, r deve intersectar BC ou DC.

Concluimos assim, que 7 intersecta BC, como queriamos. O
N\ J

A proposigio abaixo é cldssica nos textos de Geometria Euclidiana Plana e nio transcrevemos sua demonstragao
aqui. O leitor interessado poderd encontra-la, por exemplo, na referéncia [2] nas pdginas 93 e 94.
Antes porém, recordemos a definicao de semelhanga entre triangulos.

s N
O tridngulo ABC € semelhante ao triangulo A’B'C’ quando existir uma correspondéncia biunivoca entre 0s

vértices, digamos

A— A’

B«+«— B’

Ce— ('
\talqueKE/A\’;ﬁzé\’;éza6%2382%~ )

p
Proposicdo 3.8 Se o 5°. Postulado de Euclides é assumido como verdadeiro e os tridngulos ABC e EFG sdo tais que
A =FE e B=F, entdo os tridngulos ABC e EFG sdo semelhantes.

As préximas cinco proposicoes podem ser facilmente provadas se considerarmos o 5° Postulado. Entretanto, as
demonstragoes aqui apresentadas sao devidas a Legendre e nao fazem uso do 5° Postulado de Euclides.

<
Proposicao 3.9 Dado um tridngulo ABC, existe um tridngulo A’B’C’ satisfazendo:
(1) A soma das medidas dos angulos internos de A’B’C’ é igual a soma das medidas dos angulos internos de ABC;
(2) O tridngulo A’B’C’ possui um angulo menor do que ou igual a metade do menor angulo do tridngulo ABC.
J

p
Demonstracao da Proposicao 3.9.

Dado o triangulo ABC, suponhamos que o angulo Aéo (ou um) menor dos trés angulos.
< E
D

A B

Seja D o ponto médio do segmento BC. Sobre a semirreta de origem A passando por D, marquemos o ponto
E # A tal que AD = DE. Os triangulos ADC e EDB sao, consequentemente, congruentes pelo caso LAL. Logo, a
soma dos angulos do triangulo ABE ¢é igual & soma dos angulos do tridngulo ABC, provando assim o item (1), se
considerarmos ABE = A’B'C’. R R R

Agora, vemos que a soma dos angulos BAD e DEB é igual a0 angulo A do triangulo ABC. Portanto, o novo

triangulo ABE possui um angulo de medida 6 satisfazendo 6 < %, verificando-se assim o item (2). (Il
- J

Devido ao uso da préxima proposicao em diversas situacoes e, para referéncia futura, vamos chama-la de “1¢
b) b)
proposicao de Legendre”. FEnfatizamos que o resultado ja era, naturalmente, conhecido da Geometria Euclidiana

Plana, entretanto, o mérito de Legendre esta justamente na demonstragao isenta do 5° Postulado.
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Proposicdo 3.10 (1? proposicdo de Legendre) A soma dos dngulos internos de um tridngulo é sempre menor do que

ou igual a um angulo raso.
A

p
Demonstracao da Proposicao 3.10.

Assumamos a Proposicao 3.9, que ndo depende do 5° Postulado.

Suponhamos a existéncia de um tridngulo cuja soma das medidas dos angulos seja 7+ « rad. Seja, entdo, 0y a
medida do (ou de um) menor dngulo deste tridngulo. Aplicando a Proposigio 3.9 obtemos um novo tridngulo, com
mesma soma dos angulos e cujo menor angulo, de medida 07, satisfaz 07 < 97".

Aplicando novamente a Proposigao 3.9 a este tridngulo, conclui-se a existéncia de um novo tridngulo, com mesma
soma dos angulos e menor angulo, de medida 0;, satisfazendo 0, < 94—0.

Aplicando a Proposigao 3.9 n vezes, chegamos a um triangulo cuja soma das medidas dos angulos ainda é m+ «
rad e cujo menor angulo, de medida 0,,, satisfaz 6, < g—ﬂ.

Escolhendo-se n suficientemente grande, temos 0,, < «. Mas, neste caso, a medida da soma dos outros dois
angulos seria maior do que 7t rad, o que contradiz o Teorema do Angulo Externo (Proposicao 3.1). Logo, o tridngulo

ABC nao pode ter soma das medidas dos angulos igual a 7w+ « rad, como queriamos. O
N\ J

Proposicao 3.11 Se a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo é igual a 7t rad, o mesmo é verdade para

todos os triangulos obtidos deste, tracando-se um segmento ligando um de seus vértices ao lado oposto.
J/

- ~
Demonstracao da Proposicao 3.11.

Dado um tridangulo ABC, consideremos um ponto qualquer D do lado AB e tracemos CD.

VAR

D

Se a soma das medidas dos angulos do tridngulo ABC ¢ 7t rad, entao, a soma das medidas dos angulos dos
triangulos ADC e DBC ¢ A+ ACB+ B +m = 2. Pela 1? proposicao de Legendre (Proposi¢ao 3.10), nenhum
destes dois triangulos tem soma das medidas dos angulos internos superior a 7. Logo, cada um deles tem soma das

medidas dos angulos internos exatamente igual a 7t rad. O
N\ J

<
Proposicao 3.12 Se existe um tridngulo cuja soma das medidas dos angulos internos é igual a 7t rad, entdo pode-se

construir um triangulo retangulo isésceles com soma das medidas dos angulos internos igual a 7t rad e catetos maiores

do que qualquer segmento dado.
-

p
Demonstracao da Proposicao 3.12.

Seja ABC o triangulo cuja soma das medidas dos angulos internos é 7t. Suponhamos que este triangulo nao
seja um tridngulo retangulo isésceles. Baixemos a altura do (ou de um) vértice com maior dngulo ao lado oposto.
Suponhamos que seja CD esta altura (figura abaixo). Obtemos assim dois triangulos retangulos, cada um com soma
das medidas dos angulos igual a 7t rad, devido & Proposigao 3.11.

C
E

A D B

Se nenhum destes dois triangulos for isésceles, escolhamos um deles, por exemplo, o triangulo ADC com angulo
reto em D. Verificamos qual dos catetos AD ou DC tem maior comprimento. Supondo que seja DC, tracemos um
segmento ligando o vértice A a um ponto E do segmento DC, tal que DA = DE.

Da Proposicao 3.11, obtemos que o triangulo retangulo isésceles ADE tem soma das medidas dos angulos internos
igual a 7t rad.

Naturalmente, se ABC ja for triangulo retangulo isésceles, nao precisamos do procedimento descrito acima.
Também nao precisamos do procedimento para a obtencao do ponto E se ADC ou CDB for triangulo retangulo
isésceles. De qualquer forma, a partir do tridngulo ABC, chegamos a existéncia de um tridngulo retangulo isésceles.
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Dois desses triangulos retangulos isésceles, com soma de medidas dos angulos igual a 71, podem ser justapostos
ao longo das hipotenusas, produzindo um quadrado. Quadrados podem ser empilhados, uns sobre os outros, de
modo a produzir quadrados de lados arbitrariamente grandes. A diagonal de um deles o divide em dois triangulos
retangulos isdsceles cuja soma das medidas dos angulos é 7t rad, concluindo assim a demonstragao. O

Com a mesma justificativa que utilizamos para chamar a Proposicao 3.10 de “1* proposi¢ao de Legendre”, vamos

chamar a préxima proposicao de “2% proposicdo de Legendre”.

Proposicao 3.13 (22 proposicao de Legendre) Se existe um tridngulo cuja soma dos angulos internos é igual a 7t rad,
entdo a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual a 7t rad.

p
Demonstracao da Proposicao 3.13.

Seja ABC um triangulo qualquer. Suponhamos que C seja o (ou um) maior dngulo e tracemos a altura CD do
triangulo ABC relativa ao vértice C. Consideremos o triangulo retangulo DBC.

Da hip6tese e da Proposigao 3.12 temos a existéncia de um triangulo retangulo isdésceles EFG, cuja soma das
medidas dos angulos internos seja 7t rad, e de tal modo que seus catetos sejam maiores do que os catetos do triangulo
DBC. Suponhamos que o angulo reto esteja no vértice E.

Sejam B’ em EF e C' em EG de tal modo que EB’ = DB e EC’ = DC. Logo, pelo caso de congruéncia LAL temos
DBC = EB'C".

G
C c’
A D B E B F

Pela Proposicao 3.11 temos que os triangulos EB’G e B’FG possuem somas das medidas dos angulos internos
igual a 7t rad.

Novamente pela Proposigao 3.11 temos que os tridngulos EB’C’ e C'B’G possuem somas das medidas dos angulos
internos igual a 7t rad.

Da congruéncia de EB’C’ com DBC segue que a soma das medidas dos angulos internos de DBC é 7t rad.

De modo totalmente andlogo ao que fizemos até aqui, também concluimos que a soma das medidas dos angulos
internos dg\ triangulo ACD ¢é 7t rad.

Sendo D o angulo reto nos tridngulos ADC e DBC concluimos que a soma das medidas dos angulos internos do
triangulo ABC é 7t rad, como queriamos. O

.

3.2 Equivalentes ao 5° Postulado de Euclides

Existem varias proposicoes que sao equivalentes ao 5° Postulado de Euclides e, portanto, sao todas falsas em uma
geometria onde este postulado (e somente ele) for falso. Identificar os principais equivalentes é bastante salutar para
os estudos que apresentaremos nos proximos capitulos.

Nesta secao vamos demonstrar 4 dessas equivaléncias e enunciar outras 26, que sao deixadas como parte de uma
lista de exercicios propostos e resolvidos que apresentamos no final deste capitulo.

Como as demonstracoes de equivaléncia envolvem um “se e somente se”, o 5° Postulado estara ora como hipétese,
ora como tese. Quando ele estiver como tese, devemos ter o cuidado de utilizar nesta parte da demonstracdo apenas
resultados matemadticos cujas provas podem ser feitas sem o uso do 5° Postulado (ou de um equivalente a ele) como,
por exemplo, a 1* e a 2% proposicoes de Legendre (Proposigoes 3.10 e 3.13), a 27* e a 28 proposigoes de Euclides
(Proposigoes 3.2 e 3.3) e o Teorema do Angulo Externo (Proposigao 3.1). Neste sentido, é sempre bom lembrar que
resultados matemédticos como construgoes de perpendiculares e casos de congruéncia de triangulos nao dependem do
5° Postulado. Vamos recorda-los:

Construgao de perpendicular (2 casos):
e Dada uma reta r e um ponto P ¢ 1, existe e é tinica a reta s perpendicular a T passando por P.
e Dada uma reta r e um ponto P € 1, existe e é tinica a reta s perpendicular a r passando por P.

Casos de congruéncia de tridngulos (5 casos):
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e Caso LAL - lado, dngulo (entre os lados), lado; (este caso é um dos axiomas de Hilbert)

e Caso LLL - lado, lado, lado;

e Caso ALA - adngulo, lado (entre os dngulos), dngulo;

e Caso LAA, - lado, dngulo, angulo oposto (ao lado);

e Caso “cateto-hipotenusa” (caso especial de congruéncia envolvendo exclusivamente tridngulos retangulos).

Para o leitor interessado nas demonstragoes dos resultados acima, sugerimos a referéncia [2].

Como ja vimos, o 5° Postulado proposto por Euclides pode ser assim enunciado:

Postulado P5 - “Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma angulos interiores de um mesmo lado com
soma menor que a de dois angulos retos, entdo as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irdo se encontrar do lado
cuja soma dos angulos é menor do que a de dois angulos retos.”

Demonstramos, a seguir, a equivaléncia entre quatro proposicoes, designadas por P5.1, P5.2, P5.3 e P5.4, com
0 5° Postulado de Euclides.

-
Proposicdo P5.1 - (Axioma de Playfair(!)) “Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tnica reta paralela

a reta dada”.

- N
Demonstracao da equivaléncia entre P5 e P5.1.

P5 = P5.1) Seja P um ponto e r uma reta tal que P & r.
Tracemos uma perpendicular s a r passando por P e tracemos uma perpendicular m a s passando por P, conforme
figura abaixo.

Pela Proposicao 3.3 temos m paralela a r e isso prova a existéncia da paralela m sem usar o P5.
Quanto & unicidade, suponhamos que existe n paralela a r passando por P e n # m, conforme figura abaixo.

S
\P m
n

Logo, o« + 3 nao é medida de um angulo raso.

Sem perda de generalidade, suponhamos que & + 3 é menor do que a medida de um &angulo raso. Pelo 5°
Postulado de Euclides, n e r se encontram. Uma contradicao com a hipétese de que n e r sao paralelas.

Dai concluimos que n e m nao podem ser distintas, ou seja, m € Unica.

P5.1 = P5) Sejam as retas r e s cortadas por uma reta t de tal modo que as medidas dos angulos colaterais
internos possuam soma menor do que a de um angulo raso. Seja {P} =t N's, conforme figura abaixo.

Devemos mostrar que 1 e s se encontram.
Consideremos uma reta m passando por P de tal modo que os angulos colaterais internos somem um angulo
raso, ou seja, & + 7y na figura abaixo é a medida de uma angulo raso.

1John Playfair, 1748-1819.
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— o/
B ?
o

/ a+y=T7 !

Pela Proposicao 3.3 temos m paralela a .
Suponhamos que s seja paralela a r (negacdo da tese).
Por P5.1 temos a unicidade das paralelas, ou seja,

m=s=y=f=aty=a+p

que é uma contradicao com a hipétese de & + 3 ser menor do que a medida de um angulo raso.
Concluimos, entao, que s nao é paralela a r, como queriamos.

Assim, P5 & P5.1. O

[Proposicﬁo P5.2 - "A soma dos dngulos internos de um tridngulo é igual a um angulo raso”.

Mostremos que P5.2 & P5.1. Como P5.1 & P5 temos P5.2 & P5.

p
Demonstracao da equivaléncia entre P5.2 e P5.1.

P5.1 = P5.2) Consideremos um triangulo ABC e a reta r contendo AB. Tracemos a reta s por C, paralela a r (a
existéncia de s independe de P5).

//
T//s C

A B

Tomemos as retas m e n contendo AC e BC, conforme figura abaixo.

n c m T//s
DA s
Y
o B N
YA B\

Pela Proposigao 3.4 (que depende de P5 e, portanto, depende de P5.1) temos x = e e 3 =5. Comoy+d+¢é
medida de angulo raso, temos que o« + 3 + vy é medida de angulo raso, como queriamos.

P5.2 = P5.1) Seja v uma reta e P um ponto fora de r. Devemos mostrar que existe uma tnica reta s paralela a v
passando por P.
Sejam A o pé da perpendicular baixada por P em 1 e s a reta perpendicular a PA passando por P.

Observagao. As construgoes das perpendiculares acima nao dependem de P5 & P5.1.

Pela Proposicao 3.3 temos que r é paralela a s.

Seja 0 < & < F. Seja m a reta que passa por P e forma angulo de medida & com s.

Sendo ¢ arbitrario, nosso objetivo é mostrar que m N1 # & e, portanto, s é a tnica paralela a .

Pela Proposigao 3.6, podemos tragar a reta n por P de tal modo que n intersecta r em um ponto Q formando
angulo de medida y com r tal que y < €. Seja 3 a medida do angulo QPA.

n—< A
BTN g...............v - Sl el RE. Tteeell
.-l - -
[ |

Seja a = § —e.
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De P5.2 aplicado ao triangulo PAQ temos B +v + 5 =7, ou seja, B +7v = 5.

Como v < ¢ temos § +¢ > 7, ou seja, B > 5 —e.

Logo, B > «.

Deste modo, a reta m “entra” no triangulo PAQ pelo vértice P, ou seja, m possui um ponto no interior do
triangulo PAQ.

Pela Proposicao 3.7 temos que m intersecta AQ e, portanto, m intersecta r, ou seja, m nao é paralela a .

Como ¢ > 0 é arbitrario, temos que s é a Unica reta paralela a r passando por P, como queriamos. O

J

&

[Proposigéo P5.3 - “Existe um par de tridngulos semelhantes e ndo congruentes.” j

Mostraremos que P5 = P5.3 e que P5.3 = P5.2. Como P5.2 & P35, teremos P5.3 = P5 e, portanto, P5 &
P5.3.

~
Demonstracao das implicacoes P5 = P5.3 e P5.3 = P5.2.

P5 = P5.3) Precisamos construir um par de tridngulos semelhantes e ndo congruentes.
Sejam m, 1, s retas duas a duas paralelas e n, t retas transversais tais que nNtNm = {A}.

t n m//r/ls
A/ m

o

VAN
/D B~

Pela Proposicao 3.4 (que depende de P5) temos B = & e v = ¢ (figura acima). Consequentemente, pela
Proposigao 3.8, o triangulo ABC é semelhante ao tridangulo ADE mas, naturalmente, nao congruentes.

—~ o~

P5.3 = P5.2) Sejam ABC e DEF tridngulos semelhantes e nao congruentes, com A = D; B = EeC=F
Suponhamos que AC < DF.

F

C /\
/b\ y
Y
a B
A B
pL L N

Sejam G € DF e H € EF tais que FG = CA e FH = CB.

F
: /\'\
Y
/?\’\GS =
AGBB//G p\\\
a p
D

Pelo caso de congruéncia LAL, temos GHF = ABC, logo, 8 = « e ¢ = 3 (figura acima). Assim, ax+0+p+f =21
(pois 0+ 0 + ¢+ p = 2m).

Dividindo o quadrildtero DEHG em dois triangulos, pela 1* proposi¢ao de Legendre (Proposi¢do 3.10) e o« +
0+ p+ P = 2m, temos que cada triangulo possui soma das medidas dos angulos internos igual a 7t rad. Pela 22
proposicao de Legendre (Proposi¢ao 3.13) temos que todo tridngulo possui soma das medidas dos dngulos internos
igual a 7t rad, ou seja, vale P5.2. O

E

& J

[Proposigéo P5.4 - “Existe um par de retas equidistantes.” j

Iremos mostrar que P5 = P5.4 e que P5.4 = P5.2. Como P5.2 & P5, teremos P5.4 = P5.
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P
Demonstracao das implicacoes P5 = P5.4 e P5.4 = P5.2.

P5 = P5.4) Sejam t e s retas paralelas. Sejam A;B € r e tomemos as perpendiculares m,n a s passando por A e
B, respectivamente. Chamemos de C e D as intersecgdes de m e n com s, respectivamente.

m n

s CPP HD

ARLO BB
,

m n

s Cf gD

B/

Também pela Proposicao 3.4, temos o = p’ (figura acima) e, pelo caso de congruéncia LAA, (lado, dngulo,
angulo oposto), temos ABD = DCA. Portanto, AC = BD.
Como A e B sao arbitrarios, temos que 1 e s sao equidistantes.

P5.4 = P5.2) Sejam T e s equidistantes.
Tomemos A e B em 1 e baixemos perpendiculares com pés C e D em s. Tomemos E € CD e baixemos uma
perpendicular com pé F em r, conforme figura abaixo.

C E D
S [T ' '
aysﬁ
o 4 B

T A F B

Como CA = EF, temos a congruéncia CAE = FEA (caso “cateto-hipotenusa” de congruéncia de tridngulos
retangulos - e que nao depende de P5). Logo, o = « (figura acima).

Analogamente, EDB = BFE e, portanto, = p’.

Assim, de o’ +v+ 06+ B/ =m, temos ax+v+ 0+ B =, ou seja, o tridngulo ABE possui soma das medidas dos
angulos internos igual a 7t rad.

Pela 2® proposigao de Legendre (Proposigao 3.13), temos que todos os tridangulos possuem soma das medidas

dos angulos internos igual a 7, ou seja, vale P5.2. (I
N J

3.3 Outras Proposicoes Equivalentes ao 5° Postulado de Euclides

Nesta secao apresentamos diversas proposicoes que, assim como as quatro proposigoes da se¢ao anterior, sao
equivalentes ao 5° Postulado de Euclides. As demonstracoes sdo sugeridas como exercicios.

Recordemos que em uma geometria nao euclidiana onde nao vale o 5° Postulado de Euclides (somente ele), também
nao valem os equivalentes abaixo.

P5.5. Se a reta r é paralela a reta s e a reta s é paralela a reta t, entdo a reta r é paralela a reta t.
(transitividade do paralelismo)

P5.6. Considere a figura abaixo.

Se x+ p =v+ & =mrad, entao m =n.

P5.7. A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é sempre a mesma.
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P5.8. Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando por estes trés pontos.
P5.9. Se trés dos angulos de um quadrilatero sao retos, entao o quarto angulo também é reto.
P5.10. Uma reta que corta uma de duas paralelas, corta também a outra.

P5.11. Uma reta perpendicular a uma de duas paralelas é, também, perpendicular a outra.

P5.12. Retas paralelas sao equidistantes.
(Veremos adiante que Proclus usou este equivalente em sua “demonstragao” de P5)

P5.13. Existem retangulos.
(retangulo: quadrildatero com quatro dngulos retos)

P5.14. Considere a figura abaixo.

A D
/a [3
B& Lc

Se AB = CD, entao o = 3 = 5 rad.
P5.15. Um angulo inscrito em um semicirculo é sempre reto.

P5.16. Lados opostos de um paralelogramo sao congruentes.
(paralelogramo: quadrildtero com lados opostos paralelos)

P5.17. Considere a figura abaixo.
/1 .
j” B
Y Lo
s

7

Se 1 é paralela a s, entdo ax+ 3 =y + 9.
(Veremos adiante que Ptolomeu usou este equivalente em sua “demonstracdo” de P5)

P5.18. Sejam m e n duas retas, A € me B € n tais que AB L n e forma um angulo agudo com m. Entao, as
perpendiculares baixadas de m a reta n, do lado do dngulo agudo sao menores do que AB e as que ficam do outro
lado sao maiores do que AB. Veja a figura abaixo.

C
A E

1]

D B F
(Veremos adiante que Nasiredin usou este equivalente em sua “demonstracao” de P5)

P5.19. Dado um triangulo, é possivel construir outro semelhante com lados arbitrariamente grandes.
(Veremos adiante que Wallis usou este equivalente em sua “demonstragdo” de P5)

P5.20. Por um ponto dentro de um angulo menor que dois retos pode-se tragar uma reta que intesecta os dois lados
desse angulo.
(Veremos adiante que Legendre usou este equivalente em sua “demonstra¢ao” de P5)

P5.21. Em qualquer tridangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
(Teorema de Pitdgoras)

P5.22. Existem duas retas e um nimero « > 0 com a propriedade de que a distancia de qualquer ponto da primeira
a segunda é menor do que «.

P5.23. Quaisquer duas retas que nao se encontram tém uma perpendicular em comum.
P5.24. As mediatrizes dos lados de um tridngulo sdo concorrentes em um mesmo ponto.

P5.25. Existem quadrados.
(quadrado: retdngulo com os quatro lados congruentes)

P5.26. Dois triangulos retangulos sao semelhantes se um angulo agudo de um for igual a um angulo agudo do outro.
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P5.27. As alturas de um triangulo sao concorrentes em um mesmo ponto.

P5.28. Um quadriladtero pode ser inscrito em um circulo se, e somente se, possui um par de angulos opostos suple-
mentares.

P5.29. Se uma reta, paralela a um dos lados de um triangulo, corta os outros dois lados, entao ela os divide na mesma
razao.

P5.30. O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e tem metade
de seu comprimento.

3.4 Precursores das Geometrias Nao Euclidianas: tentando resolver o
“Problema das Paralelas”

Vaérios matematicos tentaram demonstrar o 5° Postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros postulados.

Nesta segao vamos apresentar em ordem cronolégica o raciocinio desenvolvido por sete desses matematicos. Conforme
ja vimos, no primeiro capitulo hd uma pequena introdugao histérica para cada um deles.

(1) Ptolomeu

O raciocinio de Ptolomeu(?) foi o seguinte.
Sejam 1 e s retas paralelas e t transversal, Sejam «, (3, v e & conforme figura abaixo.

/t

Vi
Y /o
/ S

Como T é paralela a s, temos & + B =7y + 8(°).

Logo, se o+ 3 > 7 rad, entdo y + & > 7 rad. Contradicao, pois o+ 3 +vy + & = 27 rad.

Se x+ B < 7 rad, entdo y + 6 < 7 rad. Contradi¢do, pois «+ 3 +vy + & = 27 rad.

Assim, o + 3 = 7 rad e, supostamente, provamos a Proposi¢do 29 do primeiro livro de “Os FElementos” de
Euclides.

Mas

(r é paralelaa s = a4+ 3 =7m) < (ax+ B # 7™ = r ndo é paralela a s),

Proposigao 29 de “Os Elementos” P5

o que prova P5.
-

(2) Proclus

O raciocinio de Proclus(*) foi o seguinte.
Primeiramente, ele demonstrou a seguinte proposicao pensando nao ter usado o P5.

~ =4
“Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo corta a outra”(°).

Demonstragio (de Proclus).
De fato, sejam v reta paralela a reta s e t reta concorrente com v em P.
Seja Q € t na regido entre v e s, conforme a figura abaizo e A o pé da perpendicular baizada de Q a 7.

A medida que Q €t “se afasta” de P, a distancia de Q a A aumenta, tornando-se maior do que qualquer valor
pré-fivado(®), inclusive, tornando-se maior do que a distancia entre v e s("), ou seja, tN's # D e, portanto, t corta
s. Isso prova a proposi¢cao acima.

Agora, sejam 1 e s cortadas por t de tal modo que a soma das medidas dos angulos colaterais internos de um
lado de t seja menor do que 7 rad. Seja m passando por P formando angulo vy com s de tal modo que x+p+vy ==

2Referéncia [3].

3Aqui Ptolomeu estd usando, implicitamente, (e certamente sem perceber) a Proposicio 29 do primeiro livro de “Os Elementos” de
Euclides (Proposicéo 3.4 deste texto), que depende do 5° Postulado. Veja, também, o Exercicio 3.19.
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rad, conforme a figura abaixo.

Pela Proposicao 28 do primeiro livro de “Os Elementos” (Proposigao 3.3 deste texto) temos m paralela a .
Como s corta m em P, pela proposi¢do acima provada, temos que s N1 # &, ou seja, vale P5.

(3) Nasiredin
O raciocinio de Nasiredin(®) foi o seguinte.

Considere o seguinte “axioma” (”):

“Sejam v e s duas retas, A € v e B o pé da perpendicular baizada de A em s. Suponha ainda que AB nao é
perpendicular a r. Entdo, os segmentos perpendiculares a s bairados de v no lado do angulo agudo entre AB e r
sao menores que AB e os do lado oposto sao maiores que AB.”

Observagao. O axioma acima é assumido no caso de ABDC formar quadrildtero convexo conforme a figura abaixo.
E
A
C

a T
a<n/2=CD < AB < EF

F B D
Considere o quadrilatero ABDC da figura acima e suponhamos que AB = CD.
Assumindo o “axioma”, se & < J rad, entao AB > CD, uma contradi¢ao. Analogamente, se « > 5 rad, entao

AB < CD, também uma contradicdo. Logo, & = 5 rad.

De modo anélogo, C na figura acima deveria ser reto.
Assim, ABDC é um retangulo (possui quatro angulos retos) e, portanto, ABD = DCA (caso “cateto-hipotenusa’
de conguéncia). Assim, existem triAngulos cuja soma das medidas dos angulos internos é 7 rad('’), de onde

concluimos P5.

(4) Wallis
O raciocinio de Wallis foi o seguinte.
Considere o “axioma” (!):
“Dado um triangulo, € possivel contruir outro semelhante a esse com lados arbitrariamente grandes.”

Considere a construgao da figura abaixo, onde o+ 3 < 7t rad.
m

Mostremos que 1 intersecta s.

4Referéncia [3].
5Na verdade, essa proposicio é equivalente de P5. Veja, também, o Exercicio 3.12.

c

6Essa proposicio nio depende de P5 (serd demonstrada quando estudarmos especificamente a Geometria Hiperbélica - Proposigao 5.25)
e foi simplesmente admitida por Proclus.

"Retas paralelas serem equidistantes é um equivalente de P5. Veja, também, o Exercicio 3.14.
8Referéncia [3].
9Que é, na verdade, equivalente ao P5. Veja, também, o Exercicio 3.20.

10Nasiredin precisaria demonstrar que a existéncia de um tridngulo, cuja soma das medidas dos angulos internos é 7 rad, acarreta que
todos os tridngulos possuem essa mesma propriedade (esta é 2% proposigdo de Legendre - Proposigdo 3.13 deste texto).
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Observemos que & < vy, visto que y + 3 = 7 rad. Logo, se deslocarmos a reta T ao longo de m mantendo o
angulo « rigido, podemos colocé-la passando por P inteiramente acima do angulo 3.
Nesse movimento, passamos por um ponto entre P e S formando um triangulo PQR, como na figura abaixo.

Pelo “axioma”, podemos construir um triangulo PST semelhante a PQR com lados correspondentes PQ e PS.
Logo, T € rN's, o que prova P5.

Vs

primeira geometria nao euclidiana.
-~

(5) Saccheri

Foi o primeiro a tentar provar o 5° Postulado substituindo-o por uma afirmagéo contraditéria (demonstragéo
por redugao ao absurdo).
Para tanto, considerou um quadrildtero construido conforme a figura abaixo & esquerda.

Da figura acima a direita, temos « = 3. N

De fato, ADC = BCD (caso de congruéncia LAL). Portanto, ACD = BDC e possuem medida y na figura
acima. Consequentemente, ADB = BCA ¢ possuem medida & = § —vy. Logo, ABC = BAD (novamente, caso de
congruéncia LAL), ou seja, o = f3.

Considerando que a existéncia de um retangulo (oc =p= %) é um equivalente de P5('?), Saccheri esperava
que se considerasse x = 3 > 5 ou « = B < 5 (negacdo da existéncia de um retangulo e, portanto, negacao
de P5), poderia-se chegar a alguma contradicdo com algum dos quatro primeiros postulados provando assim que
P1,P2,P3, P4 = P5.

No 1° caso: se @ = > F, Saccheri concluiu que uma reta nao seria infinita (teria comprimento finito),

contradizendo P2.
No 2° caso: se « = 3 < Z, Saccheri nao conseguiu chegar a uma contradigao com com algum dos quatro

primeiros postulados. No entanto, deduziu uma série de resultados que mais tarde se tornariam teoremas da

J

(6) Lambert

Lambert fez um trabalho semelhante ao de Saccheri, considerando o quadrildtero com trés angulos retos da
figura abaixo.

Ele procedeu de maneira analoga a Saccheri com relagao ao angulo de medida {3, considerando as situagoes em
que B > 5 e em que § < 7.

Também nao chegou a contradigao quando supos < 5. No entanto, chegou a um dos principais teoremas da
chamada Geometria Hiperbdlica:

“A drea de um triangulo hiperbdlico é proporcional a diferenca entre 7 e a soma das medidas em radianos de seus
angulos internos, ou seja,

Area(ABC) = k(mt— (x+ B +7)); k>0 constante,

sendo o, B ey as medidas em radianos dos angulos internos do triangulo ABC.”

11 Que é, na verdade, equivalente ao P5. Veja, também, o Exercicio 3.21.

12Veja o Exercicio 3.15.

4
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(7) Legendre

A tentativa de provar P5 de Legendre também foi por reducdo ao absurdo. Para tanto, ele considerou a
Proposigao 3.10 (que estamos chamando de 1% proposigao de Legendre) cuja demonstracido nao depende de P5:

“A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é sempre menor do que ou igual a 7t rad”.

Como P5 & P5.2, negar P5 significa admitir a existéncia de um triangulo cuja soma dos angulos internos é
menor do que 7t rad (maior do que 7 rad nao ocorre devido & proposi¢ao acima).

Seja ABC tridngulo com soma das medidas dos dngulos internos igual a T—a rad, sendo 0 < o < 7 (demonstragao
por absurdo). Suponha que A é um menor angulo de ABC('?).

_Sobre o lado BC construa um triangulo BCD congruente a ABC de modo que D= //-\\; ABC =DCB ¢ ACB =
DBC.

A

Por D trace uma reta que intersecte o angulo BAC em E e F, como na figura acima('?).
Pela Proposigao 3.10, temos que a soma dos angulos de AEF é menor do que ou igual a m — 2« rad.
De fato, seguindo a nomenclatura da figura:

e+d+g<m 1)
h+d+f<m )
bt+d+e=mn (3)
d+b+c=m—« (4)
gra+h=n (5)
Assim, somando (3) e (5):
b+d+c+g+ad+h=2n (6)
Substituindo (4) em (6) temos:
d+g+h=n+« (7)
Somando (1), (2) e (5) temos:
at+e+f+2(g+h+d) <3n (8)

Substituindo (7) em (8) temos:
G+e+f+2(m+a)<3m=>d+e+f<n—2a

Repetindo o raciocinio acima partindo do triangulo AEF, damos inicio & construgao de uma sequéncia de
triangulos cuja soma dos angulos internos forma a sequéncia real

(7t — 2" ) nen-
Para n > log, (Z) temos:
n s 2loea(F) oogn s r=o>n—-2"a<0,

o que é impossivel pois T— 2"« é limitante superior da soma de medidas positivas de angulos internos de triangulo
e, portanto, trata-se de um ntimero real positivo. Portanto, uma contradigao.
Desta forma, Legendre concluiu que d + b + ¢ = 7 e, portanto, vale P5.2.

J

13Considerando o angulo A como sendo um menor angulo, entdo este dngulo deverd ser, necessariamente, menor do que % rad (% de
um angulo reto).

14 A existéncia de uma reta que intersecta os lados de A e passe por D, é equivalente ao P5:
“Dado um angulo nao raso e um ponto no seu interiror, € possivel passar uma reta pelo ponto que intersecta os dois lados do angulo”.
Veja, também, o Exercicio 3.22.
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Secao de Exercicicios Propostos:

O 5° Postulado de Euclides e o “Problema das Paralelas”

Os exercicios indicados com (x) apresentam um nivel de dificuldade um pouco maior quando comparados com os
demais exercicios.

Nos exercicios envolvendo demonstragoes de equivaléncias com o P5, certifique-se de que, quando for utilizar uma
proposi¢ao X equivalente do P5 como hipdtese na resolucao de um exercicio, a equivaléncia X & P5 deve ter sido
demonstrada previamente. Cuidado com raciocinios ciclicos como: usar a equivaléncia Y & P5 para demonstrar
Z & P5 e usar Z & P5 para demonstrar Y & P5. Isto nao é valido do ponto de vista 1égico.

Exercicio 3.1 Demonstre a existéncia de paralelas sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides:
“Por wm ponto fora de wma reta sempre passa uma reta que ndao intersecta a reta dada, ou seja, se P & r, entdo 3s
tal que P € s es//r”.

Observacao: A existéncia de s nao depende de P5 mas a unicidade de s depende de P5.

Exercicio 3.2 Demonstre sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides que:
“Duas retas sao paralelas se possuem uma perpendicular em comum”.

Exercicio 3.3 Demonstre sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides que:
“Fxistem triangulos congruentes”.

Exercicio 3.4 Demonstre sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides que:
“No mdazimo um angulo em um triangulo pode ser obtuso”.

Exercicio 3.5 Demonstre sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides que:
“Existem triangulos equildteros”.

Exercicio 3.6 Demonstre sem utilizar, direta ou indiretamente, o 5° Postulado de Euclides que:
“Fxiste um quadrildtero com trés angulos retos”.

Exercicio 3.7 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a transitividade do paralelismo:
P5.5. “Se a reta v € paralela a reta s e a reta s € paralela a reta t, entdo a reta v € paralela a reta t”.

Exercicio 3.8 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposicao:
P5.6. “Considere a figura abaixo.

Se a+p =v+0=mnrad, entdio m=n".

Exercicio 3.9 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposicao:
P5.7. “A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo € sempre a mesma”.

Exercicio 3.10 (x) Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposi¢ao:
P5.8. “Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando por estes trés pontos”.

Exercicio 3.11 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.9. “Se trés dos angulos de um quadrildtero sao retos, entdo o quarto angulo também € reto”.

Exercicio 3.12 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.10. “Uma reta que intersecta uma de duas paralelas, intersecta também a outra”.

Exercicio 3.13 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.11. “Uma reta perpendicular a uma de duas paralelas é, também, perpendicular a outra™.

44 Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 3. O 5° Postulado de Euclides e o “Problema das Paralelas”

Exercicio 3.14 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.12. “Retas paralelas sao equidistantes”.
(Vimos que Proclus usou este equivalente em sua “demonstra¢ao” de P5)

Exercicio 3.15 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.13. “Ezistem retangulos”.
(retangulo: quadrildatero com quatro dngulos retos)

Exercicio 3.16 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.14. “Considere a figura abaizo.

A D

Se AB = CD, entao x =3 = 5 rad”.

Exercicio 3.17 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.15. “Um angulo inscrito em um semicirculo é sempre reto”.

Exercicio 3.18 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.16. “Lados opostos de um paralelogramo sao congruentes”.
(paralelogramo: quadrildtero com lados opostos paralelos)

Exercicio 3.19 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:

P5.17. “Considere a figura abaizo.
A
Y La
s

7

Se r € paralela a s, entdo x+p =vy+6".
(Vimos que Ptolomeu usou este equivalente em sua “demonstracio” de P5)

Exercicio 3.20 (x) Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.18. “Sejam m e n duas retas, A € me B € n tais que AB L n e AB forma um dngulo agudo com m. Sejam
C,Eem e D,Fen tais que CD L n e EF L n com EF do lado do angulo agudo e CD do lado oposto. Suponhamos
ainda que FECD forme um quadrildtero convexo. Entdo, CD > AB > EF”.

C A .
o

n

D B F
(Vimos que Nasiredin usou este equivalente em sua “demonstra¢io” de P5)

Exercicio 3.21 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.19. “Dado um triangulo, é possivel construir outro semelhante com lados arbitrariamente grandes”.
(Vimos que John Wallis usou este equivalente em sua “demonstracao” de P5)

Exercicio 3.22 (x) Prove a equivaléncia entre o P5 - 5°. Postulado de Euclides - e a proposi¢ao:

P5.20. “Por um ponto dentro de um angulo menor que dois retos pode-se tracar uma reta que intesecta os dois lados
desse angulo”.

(Vimos que Legendre usou este equivalente em sua “demonstragio” de P5)

Exercicio 3.23 () Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e o Teorema de Pitdgoras:
P5.21. “Em qualquer triangulo retangulo o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos”.

Exercicio 3.24 (x) Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.22. “Ezistem duas retas e um numero o« > 0 com a propriedade de que a distancia de qualquer ponto da primeira
a sequnda € menor do que «”.
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Exercicio 3.25 () Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.23. “Quaisquer duas retas que nao se encontram tém uma perpendicular em comum”.

Exercicio 3.26 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.24. “As mediatrizes dos lados de um triangulo sdo concorrentes em um mesmo ponto”.

Exercicio 3.27 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.25. “Erxistem quadrados™.
(quadrado: retdngulo com os quatro lados congruentes)

Exercicio 3.28 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.26. “Se em dois triangulos retangulos um angulo agudo de um for congruente a um angulo agudo do outro, entao
esses triangulos sao semelhantes”.

Exercicio 3.29 (x) Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.27. “As alturas de um triangulo sdo concorrentes”.

Exercicio 3.30 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposicao:
P5.28. “Um quadrildtero pode ser inscrito em um circulo se, e somente se, possui um par de angulos opostos suple-
mentares”.

Exercicio 3.31 Prove a equivaléncia entre o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.29. “Se uma reta, paralela a um dos lados de um triangulo, corta os outros dois lados, entdo ela os divide na
mesma razao”.

Exercicio 3.32 Prove as equivaléncia entre a proposi¢ao abaixo e o P5 - 5° Postulado de Euclides - e a proposigao:
P5.30. “O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um triangulo € paralelo ao terceiro lado e tem metade
de seu comprimento”.

Exercicio 3.33 Acompanhe o raciocinio:

“Demonstracao” do Axioma de Playfair:

“Seja uma reta ﬁ e um ponto C exterior a essa reta. E necessdrio demonstrar que pelo ponto C pode-se tragar uma
unica paralela a reta AB. Apliquemos um procedimento bem conhecido e que nao depende do Quinto Postulado: pelo
ponto C tracamos a perpendicular CD a reta AB (veja a figura) e, também pelo ponto C, tragamos a perpendicular
C(? a reta C(—D> Em virtude do bem conhecido Teorema do /ingulo Externo (que ndo depende do 5° Postulado), C(? é
paralela a A(.B} Mas por um ponto s6 se pode tracar uma unica perpendicular a uma reta, e por um ponto pertencente
a uma reta s6 se pode tracar wma unica perpendicular a essa reta (essas duas proposicées nio dependem do Quinto

Postulado!). Entao a reta @ assim obtida € tunica”.

-
A D B

Observe que nos argumentos acima, nao se usou o 5° Postulado de Euclides ou qualquer um de seus equivalentes.
Onde estd o ERRO nessa “demonstragao”? Justifique.

Exercicio 3.34 Acompanhe o raciocinio:
Sabemos que as duas “Proposigdes de Legendre” nao dependem do 5° Postulado de Euclides:
(1) A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é menor ou igual a 180°.
(2) Se existir um triangulo cuja soma dos angulos internos é 180°, entao todos os triangulos terdo essa mesma soma.

Faremos uma “demonstracao” de que existe um triangulo cuja soma dos angulos internos é igual a 180° “sem
usar o 5° Postulado de Euclides ou qualquer um de seus equivalentes”:

“Ja que a soma dos dngulos internos de qualquer triangulo é menor ou igual a 180° (item (1) acima), consideremos
um triangulo ABC que possua a maior soma de dngulos internos possivel (se tiver mais de um, escolha um deles).
Chamemos essa soma de angulos internos de ABC de «. Dividamos esse triangulo em dois outros, conforme a figura
abaixo:
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Temos:

T+2+4+6=«
T+243<«
445+46< «

Desta forma, T+§+§+Z+§+g < 20 Mas §—|—§: 180°. Assim, T+§+Z+g+ 180° < 2«, ou seja, ox+ 180° < 2«
o que implica o« > 180°. Mas « < 180° (item (1) acima). Logo, & = 180°, ou seja, o tridngulo ABC possui soma
dos dangulos internos igual a 180°. Pelo item (2) acima, temos que todos os triangulos possuem soma de dngulos
internos igual a 180°. No entanto, essa ultima afimacdo é um equivalente do 5° Postulado de Fuclides. Conclusdo:

demonstramos o 5° Postulado de Euclides sem usar qualquer um de seus equivalentes.”

Existe um ERRO de raciocinio nessa “demonstragao”. Encontre-o justificando sua resposta.

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana
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Capitulo 4

Modelos Euclidianos para as

Geometrias Hiperbdlica e Eliptica

Este capitulo foi baseado, principalmente, na referéncia [13].

Embora um estudo mais detalhado da chamada Geometria Hiperbdlica Plana seja objeto dos Capitulos 5 e 6 seguin-
tes, cremos que a introducgao prévia de alguns modelos, ou seja, ambientes nos quais é possivel visualizar construgoes
geométricas envolvendo essa geometria, seja bastante 1til. As construgoes geométricas advindas de demonstragoes de
teoremas que serao provados posteriormente poderao ser, em nossa opiniao, melhor compreendidas nos modelos.

Nosso foco principal é a Geometria Hiperbdlica Plana mas, neste capitulo, também vamos introduzir, de forma mais
simplificada, alguns modelos para a chamada Geometria Eliptica Plana. Como citamos o sistema axioméatico que rege
essa geometria no Capitulo 2 e alguns comentérios histdricos no Capitulo 1, acreditamos que é bastante interessante o
leitor conhecer os ambientes nos quais esses axiomas sao realizados além, é claro, de comparar as principais diferengas
“visuais” entre todos os modelos apresentados (sejam hiperbélicos ou elipticos).

Além disso, existem alguns programas computacionais envolvendo geometria dindmica como, por exemplo, o Ge-
oGebra, o NonEuclid e o Cabri-Géométre (referéncias [12], [20] e [5], respectivamente), nos quais podemos trabalhar
com alguns dos modelos que citamos, o que faz com que a compreensao acerca de tais teoremas seja consideravelmente
melhorada.

O chamado Modelo do Disco de Poincaré, para a Geometria Hiperbdlica Plana, serda apresentado com um pouco
mais de detalhes. Os demais modelos serdo apresentados de forma resumida.

4.1 O Conceito de Modelo para uma Geometria

Na referéncia [2] o prof. Jodo Lucas M. Barbosa estabelece um interessante paralelo entre conceitos primitivos,
axiomas, teoremas e um jogo de damas. Embora seja algo que cause um certo incomodo em um primeiro estudo,
nao ¢é possivel definirmos tudo em uma teoria axiomatica. Se quiséssemos definir rigorosamente reta, por exemplo,
farfamos uso de termos que, por sua vez, precisariam ser definidos. Na defini¢do desses termos, novos termos surgiriam
e estes, por sua vez, precisariam também ser definidos. Cairfamos, fatalmente, em uma cadeia infinita de definiges
ou, entdo, em um ciclo vicioso (*). Os conceitos primitivos sio como as pedras de um jogo de damas. Ninguém as
define rigorosamente, até porque uma pedra no jogo de damas pode ter formatos variados, além de ser totalmente
inttil para o jogo tal tentativa de definigao. O que importa sao as regras do jogo e nao como a pedra é representada.
Essas regras sao os axiomas. A partir delas deve-se deduzir o que se pode fazer (os teoremas!) e o que nao se pode
fazer durante o jogo.

Outro aspecto importante que devemos ressaltar é o modelo que utilizamos para representar os conceitos primitivos
da geometria. Obviamente, estamos extremamente familiarizados em representar uma reta como uma “linha esticada”
e um plano como uma “superficie esticada”. Mas uma reta nao precisa ter necessariamente esse formato. De fato, em
estudos mais avangados podemos provar que qualquer superficie que possa ser “planificada sem distorgoes” (?) serve
como modelo de “plano” para a Geometria Euclidiana. Naturalmente, o formato das “retas” em tais superficies pode
ser extremamente variado. O que faz os modelos usuais de pontos, retas e planos da Geometria Euclidiana serem tao
utilizados é a sua conveniéncia em relacao as observacgoes fisicas que fazemos ao nosso redor.

1Por exemplo, Euclides “definiu” reta como sendo comprimento sem largura. Mas o que sdo os termos comprimento e largura? Euclides
também “definiu” ponto como sendo aquilo que ndo tem partes. Possivelmente ele foi influenciado pelo conceito (erréneo) de dtomo de sua
época, segundo o qual acreditavam ser a porcao indivisivel da matéria. Mas, e o que significa ndo ter partes?

2Superficies isométricas ao plano usual. Como exemplos cldssicos de superficies que podem ser planificadas isometricamente no plano
usual temos os cilindros e os cones de revolugao. Notemos que as referidas planificagdes de cilindros e cones nao cobrem todo o plano usual.
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Nesse sentido, o estudo de geometrias nao euclidianas pode ser muito interessante. Existem muitos modelos
diferentes para tais geometrias e seu estudo liberta nossa mente do vicio de achar que tudo ao nosso redor se adequa
necessariamente aos modelos usuais da Geometria Euclidiana.

Vamos a defini¢ao formal de modelo para uma geometria:

Um modelo para uwm sistema azxiomdtico de uma geometria € um conjunto no qual podemos representar 0s
conceitos primitivos, e interpretar as relagoes primitivas, em relacdo aos quais os ariomas passam a Ser afirmacoes
aceitas ou provadas como verdadeiras. (*)

Exemplo 4.1 (Modelo para a Geometria Euclidiana Plana) Toda a teoria de um texto de Geometria Euclidiana
Plana esta desenvolvida sobre um conjunto chamado plano (que é um conceito primitivo). Os elementos desse conjunto
sao0 os pontos (também conceito primitivo). Qualquer subconjunto de pontos do plano é chamado de figura. Um tipo
de figura importante do plano é composto por retas (outro conceito primitivo).

Conforme jé discutido acima, podemos adotar como modelo de plano uma “superficie esticada” nao limitada em
todas as direcoes. Estamos extremamente familiarizados com este tipo de modelo de plano, uma vez que uma folha
de papel sobre uma mesa fornece o “material concreto” para esbocarmos figuras em pelo menos uma parte limitada
do plano.

Um modelo de reta pode ser adotado como sendo uma “linha esticada” nao limitada em ambos os sentidos no
plano. Do ponto de vista concreto também estamos absolutamente familiarizados com esse modelo, pois parte de tal
linha pode ser tracada sobre uma folha de papel com o auxilio de uma régua.

Por fim, um modelo de ponto pode ser adotado como sendo uma “particula” no plano. Também do ponto de vista
concreto temos muita familiaridade com pontos, uma vez que eles podem ser produzidos sobre uma folha de papel
com o auxilio da ponta de um lapis ou caneta.

O plano euclidiano é um modelo para os sistemas axioméaticos de Euclides, Hilbert e Birkhoff, pois nele é possivel
representar fielmente ponto, reta e plano, bem como interpretar as nogoes de “estar entre”, “estar em” e “congruéncia”,
de tal modo que todos os axiomas passam a ser afirmacoes aceitas como verdadeiras.

Vamos usar a existéncia de um modelo para o sistema axiomético para a Geometria Euclidiana e apresentar modelos
para as chamadas Geometria Hiperbdlica (*) e Geometria Eliptica Planas, que sio geometrias nas quais niao vale o 5°.
Postulado de Euclides e, portanto, nao vale qualquer um de seus equivalentes.

Esquematicamente podemos dispor os Axiomas de Hilbert, bem como a negacao do Axioma das Paralelas, conforme
quadro a seguir (°):

' N\
] Axioma das Paralelas ‘

Ne. paralelas =1 = | Geometria Euclidiana |

Axiomas de:
] Incidéncia, Ordem, Congruéncia e Continuidade |

N°. paralelas > 1 = | Geometria Hiperbélica |

Negacao do Axioma das Paralelas ‘

Ne. paralelas =0 = [ Geometria Eliptica

N N N

Axiomas de:
] Incidéncia, Separacao, Congruéncia e Continuidade ‘

3Nesta definicdo, os axiomas devem ser provados se estivermos na seguinte situacio:
Quando o conjunto que representa um modelo para a Geometria X for subconjunto de um modelo da Geometria Y, entdo os axiomas da
Geometria X devem ser provados como teoremas da Geometria Y.

4Veremos no Capitulo 5 adiante o estudo detalhado da Geometria Hiperbélica Plana.

5Quadro extraido do artigo “Costa, S. I. R. & SANTOS, S. A. “Geometrias Nao-Euclidianas”. Ciéncia Hoje. Vol. 11, N°. 65, agosto
de 1990, pp. 14-23.” (Referéncia [7])
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4.2 O Modelo do Disco de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica Plana

Fixemos um disco euclidiano aberto D de raio r (%), ou seja, sem o seu circulo de bordo. Portanto, estamos
considerando apenas a regiao interior ao disco. Usando os axiomas e teoremas da Geometria Euclidiana podemos
provar que:

(i) Se os pontos A, B e O nao sao colineares, sendo O o centro de D, entao existe um tnico circulo euclidiano ¢ que
passa pelos pontos A e B e intersecta o bordo de D ortogonalmente (7), conforme ilustrado na figura abaixo & esquerda.

(ii) Se os pontos A, B e O sdo colineares, entdo existe uma unica reta euclidiana r passando por eles. Essa reta é
ortogonal ao bordo de D, conforme figura acima a direita.

Observagao. Pode-se provar que a interseccao nao vazia, em D, de dois arcos de circulos distintos ortogonais ao
bordo de D, ocorre em um unico ponto. Analogamente, a interseccao nao vazia, em D, entre um arco de circulo
ortogonal ao bordo de D e um diametro (°) de D, ou entre dois didgmetros de D, também ocorre em wm inico ponto.

(1) Os Conceitos Primitivos

Facamos as seguintes representagoes em D:

Pontos: Os pontos hiperbdlicos sao os “pontos euclidianos” de D.

Retas: As retas hiperbdlicas sao intersecgoes de D com seus diametros, ou intersecgoes de D com circulos ortogonais
ao seu bordo.

Plano: O plano hiperbdlico é o disco euclidiano aberto D. Isto significa que o bordo de D nao faz parte do plano

hiperbdlico.
N J

Com as representacoes dadas acima, juntamente com a observacao prévia, concluimos que a intersec¢ao nao vazia
de duas retas hiperbdlicas distintas ocorre em apenas um Unico ponto, permitindo verificar dois dos Axiomas de
Incidéncia de Hilbert, que diz que dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

(2) As Relag¢oes Primitivas

A relagdo primitiva “estar em”: a nogdo de um ponto estar em uma reta (no sentido hiperbélico) coincide com
a nocao de “estar em” no sentido euclidiano.

A relag@o primitiva “estar entre”: a nocao de um ponto estar entre outros dois pontos (no sentido hiperbdélico)
coincide com a nog¢ao de “estar entre” no sentido euclidiano.

Com essas interpretagoes, um segmento hiperbélico AB é composto por todos os pontos da reta hiperbdlica jﬁ
que estao entre A e B. Os pontos A e B s@o os extremos do segmento AB.

Um ponto O em uma reta hiperbdlica a separa em dois subconjuntos disjuntos, cada qual, junto com o ponto O,
é chamado de semirreta hiperbdlica. O ponto O é chamado de origem de cada uma das semirretas.

Medindo Comprimentos:

Devido aos Axiomas de Ordem de Hilbert, uma reta deve ter comprimento infinito. Isto significa que distancia
euclidiana (ou métrica euclidiana) ndo pode ser utilizada em D, pois um arco de circulo, ou um didametro, possuem
comprimentos euclidianos finitos. Deste modo, precisamos mudar a métrica em D, de tal modo que retas ou semirretas
hiperbdlicas possam ter comprimentos infinitos.

6Embora possamos construir modelos para a Geometria Hiperbdlica Plana em discos de quaisquer raios, sempre que conveniente, vamos
adotar o raio unitario (r = 1) para facilitar as férmulas que serao trabalhadas adiante.

Isso significa que as retas tangentes ao circulo que é bordo de D e ao circulo ¢, nos pontos de interseccao desses dois circulos, sao
) )
perpendiculares.

8 Assim como a palavra raio, a palavra didmetro, possui duas acepgoes: (i) um segmento AB com extremos em um circulo e ponto médio
bl b}
em seu centro ou; (ii) o comprimento do segmento AB. Neste tltimo caso o diametro é 2r, sendo T o raio do circulo.
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Consideremos um segmento hiperbdlico AB (veja figura abaixo a esquerda) e sejam A’ e B’ os pontos de D que sao
as “extremidades” da reta hiperbdlica que contém AB. Definimos a distdncia hiperbdlica dp (A, B) do ponto A ao
ponto B no disco D, ou o comprimento hiperbdlico do segmento (hiperbélico) AB no disco D, como sendo a aplicagio
dp : D x D — R dada por

dp (A,B) =1n (45:54) |

sendo AB’, BA’, AA’ e BB’ comprimentos dos segmentos euclidianos AB’, BA’, AA’ e BB’, respectivamente. O
logaritmando acima é chamado de razdo cruzada e observemos que ele é sempre maior do que ou igual a 1 (a
igualdade ocorre quando A = B), fazendo com que dp (A, B) > 0.

7 s' tangente a s em A

- T' tangente at em A

E possfvel mostrar que a aplicagdo dp cumpre a defini¢do de distancia ou métrica em D ().

Observacao.

Notemos que, com a definicao de distancia em D, a reta, ou semirreta, hiperbdlica tem comprimento infinito,
pois & medida que A tende a A’ ou B tende a B’, dp (A,B) tende a infinito. No contexto geral, o segmento
hiperbolico ligando dois pontos A e B é a curva em D de menor comprimento hiperbdlico ligando estes pontos.
Prova-se que as retas hiperbdlicas tais como as definimos acima fornecem segmentos hiperbdlicos que cumprem essa
condicao de minimalidade de comprimento.

Em estudos mais aprofundados, as retas de um determinado modelo geométrico sao chamadas de “retas
geodésicas”, ou simplesmente de “geodésicas”, e os segmentos sdo chamados de “segmentos geodésicos”. A pa-
lavra “geodésica” remete aos circulos de raio mdxrimo sobre a superficie terrestre que, com a métrica euclidiana
induzida do espago (euclidiano), cumprem a condi¢do de minimalidade que citamos acima.

E muito importante ressaltar que a métrica estd intimamente relacionada com o formado da geodésica. Geral-
mente, a partir de uma métrica dada em uma determinada superficie, € possivel deduzir o formato das curvas que
fardo o papel das geodésicas. O contrdrio geralmente € mais dificil, ou seja: dado o formato da geodésica, as vezes

€ possivel deduzir uma expressao para a métrica (tal como fizemos acimal).
N J

Medindo /ingulos:

Ao contrario do comprimento hiperbélico em D, que difere do comprimento euclidiano, a medida de angulo hi-
perbdlico em D coincide com a medida de angulo euclidiano. Isso significa que, se em D, duas retas hiperbdlicas r
e s s@o concorrentes em A, os quatro angulos que elas formam possuem medidas que coincidem com as medidas dos
angulos formados pelas duas retas euclidianas 1’ e s’ tangentes a r ¢ s em A. Na figura acima & direita, « é a medida
(em graus ou radianos) do dngulo formado pelas retas hiperbdlicas r e s. Este &ngulo coincide com a medida do d4ngulo
formado pelas tangentes " e s’ (V).

A relagao primitiva “congruéncia”: a nogao de congruéncia com as medidas de segmentos e angulos dadas acima
(no sentido hiperbdlico) coincide com a nogao de “congruéncia” no sentido euclidiano.

9Em Matemaética, distdncia ou métrica em um conjunto S é uma funcdo d : S x S — R, indicada por d (X, Y), que associa dois elementos
X e Y de S a um nimero real d = d (X,Y), cumprindo as seguintes condigoes:

1) dX,Y)=20ed(X,Y) =0 X=Y;

(ii) d(X,Y) = d (Y, X) (simetria);

(iii) d (X,Y) > d(X,Z) + d(Z,Y), VZ € S (desigualdade triangular).

10Um dngulo hiperbdlico é definido exatamente como o dngulo euclidiano, ou seja é uma figura formada por duas semirretas hiperbélicas
de mesma origem. Entretanto, o angulo hiperbdlico em D possui aspecto geométrico diferente do angulo euclidiano, pois em D, o angulo
hiperbdlico é formado por arcos de circulos euclidianos ortogonais ao seu bordo. O que ocorre em D é que as medidas dos angulos
(hiperbdlicos e euclidianos-tangentes) coincidem.
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(3) O Modelo

O disco euclidiano aberto D, com as representacoes dos conceitos primitivos e interpretacoes das relagoes pri-
mitivas expostas acima, € chamado de Modelo Euclidiano do Disco de Poincaré para a Geometria Hiperbolica

Plana (*1).

Temos, portanto, um modelo para o sistema axiomatico da Geometria Hiperbdlica Plana, onde o Axioma das
Paralelas é trocado pelo Axioma de Lobachewsky: “Por um ponto mao pertencente a uma reta dada, podem ser
tracadas pelo menos duas retas distintas que nao intersectam a reta dada”.

Como curiosidade, abaixo seguem algumas imagens de ladrilhamentos do plano hiperbdlico por pentagonos,
hexagonos e heptagonos regulares no modelo de Disco de Poincaré D. No Capitulo 5 justificaremos essas construcoes
geométricas.

4.3 O Modelo do Semiplano de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica
Plana

Fixemos um semiplano euclidiano aberto S, ou seja, sem sua reta m de bordo. Usando os axiomas e teoremas da
Geometria Euclidiana podemos provar que:

(i) Se os pontos A e B em S sdo tais que a reta s que passa por A e B ndo é ortogonal a m, entdo existe um tinico
circulo euclidiano ¢ com centro em m que passa pelos pontos A e B. O circulo ¢ é ortogonal a reta m, que é bordo de

S.

(ii) Se os pontos A, B em S sdo tais que a reta s que passa por A e B é ortogonal a m, entdo a reta s é inica. Veja a
figura abaixo a esquerda.

B' =
S S
B A
A "
N —— GEE sl
A A B’

1 Na verdade, precisarfamos ainda provar que todos os Axiomas de Hilbert (exceto o das paralelas) tornam-se verdadeiros em D com as
representacoes e interpretagoes acima.

Mais especificamente:

(i) considerando D como parte do plano euclidiano;

(ii) utilizando os Axiomas de Hilbert para o plano euclidiano e;

(iii) considerando as representagdes e interpretagdes feitas no texto;

deveriamos provar, como teoremas euclidianos, que os Axiomas de Hilbert sdo validos em D.

Por ser este um trabalho longo, néo faremos essas demonstragdes aqui. O leitor interessado poderd encontré-las na referéncia [3].
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Observagao. Pode-se provar que a intersec¢ao nao vazia, em S, de dois semicirculos distintos ortogonais ao bordo
de S ocorre em um unico ponto. Analogamente, a intersec¢do ndao vazia, em S, entre um semicirculo e uma semirreta
ortogonais ao bordo de S, também ocorrem em um unico ponto.

(1) Os Conceitos Primitivos

Facamos as seguintes representagoes em S:

Pontos: Os pontos hiperbdlicos sao os “pontos euclidianos” de S.

Retas: As retas hiperbolicas sdo intersecgoes de S com retas ortogonais ao bordo de S; ou intersecgoes de S com
circulos com centro no bordo de S.

Plano: O plano hiperbdlico é o semiplano euclidiano aberto S. Portanto, a reta m do bordo de S nao faz parte do

plano hiperbdlico.
N J

Assim como no Modelo do Disco de Poincaré, com as interpretagoes dadas acima, juntamente com a observagao
prévia, concluimos que a intersec¢ao nao vazia de duas retas hiperbdlicas distintas ocorre em apenas um unico ponto,
permitindo verificar dois dos Axiomas de Incidéncia de Hilbert, que diz que dois pontos distintos determinam uma
Gnica reta.

(2) As Relac¢oes Primitivas

A relagdo primitiva “estar em”: a nogdo de um ponto estar em uma reta (no sentido hiperbdlico) coincide com
a nogao de “estar em” no sentido euclidiano.

A relagdo primitiva “estar entre”: a nogado de um ponto estar entre outros dois pontos (no sentido hiperbdlico)
coincide com a nogao de “estar entre” no sentido euclidiano.

Também como no Modelo do Disco de Poincaré, com essas interpretagoes, um segmento hiperbolico AB em S é
composto por todos os pontos da reta hiperbdlica A(.B) que estao entre A e B. Os pontos A e B sao os extremos do
segmento AB.

Um ponto O em uma reta hiperbdlica a separa em dois subconjuntos disjuntos, cada qual, junto com o ponto O,
é chamado de semirreta hiperbolica. O ponto O é chamado de origem de cada uma das semirretas.

Medindo Comprimentos:

Novamente, como no Modelo do Disco de Poincaré, devido aos Axiomas de Ordem de Hilbert, uma reta deve ter
comprimento infinito. Isto significa que a distancia euclidiana nao pode ser utilizada em S, pois um semicirculo possui
comprimento euclidiano finito. Deste modo, precisamos mudar a métrica em S, de tal modo que retas ou semirretas
hiperbdlicas possam ter comprimentos infinitos.

Consideremos um segmento hiperbdlico AB (veja figura acima no centro) e sejam A’ e B’ os pontos de S que séo
as “extremidades” da reta hiperbdlica que contém AB (se AB estiver em uma semirreta euclidiana vertical, tomemos
B’ = 00). Definimos a distdncia hiperbdlica ds (A,B) do ponto A ao ponto B no semiplano S, ou o comprimento
hiperbdlico do segmento (hiperbdlico) AB no semiplano S, como sendo a aplicagdo ds : S x S — R dada por

! ’
ds (A,B) =In (%) , se A e B estiverem em um semicirculo euclidiano

!
ds (A,B) =1In (2%) , se A e B estiverem em uma semirreta euclidiana

sendo AB’, BA’, AA’ e BB’ comprimentos dos segmentos euclidianos AB’, BA’, AA’ e BB/, respectivamente.

Na segunda expressao B’ estd “no infinito”. Neste caso, os comprimentos euclidianos de AB’ e BB’ sao infinitos
e, devido a continuidade da aplicagao distancia, podemos utilizar limites e obter essa segunda expressao a partir da
primeira. Vejamos como fazer isso:

ds (A,B) = lim (In(4B:BA7)) = 1im (m (%)) = lim (In (ABBA | BELEATY)

B’'—o0 B’'— o0 B’'— o0
- AB.BA' | BA/ - AB.BA’ | BA’ BA’
= lim (ln (AA’ BB T AA/>> =In (ma (AA’ BB’ T AA’)) =In (O+ AA/>
—00 ° —00 N
= BA’
=In (AA,) .

Com isso, notamos que, na verdade, a métrica hiperbdlica ds no semiplano S é exatamente a mesma do Disco de
Poincaré D.
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Por fim, é possivel mostrar que ds cumpre a definigao de distancia, ou métrica, em S, e a observagao que fizemos
na secao acima sobre as geodésicas e condigoes de minimalidade, no caso do disco D, se transferem de forma idéntica
para o semiplano S.

Medindo /fngulos:

Aqui, mais uma vez, temos as mesmas consideragoes que fizemos para o Disco de Poincaré D. Ao contrario da
distancia hiperbdlica em S, que difere da distancia euclidiana, a medida de angulo hiperbolico em S coincide com a
medida de angulo euclidiano. Isso significa que, se em S, duas retas hiperbdlicas r e s sao concorrentes em A, entao
os quatro angulos que elas formam possuem medidas que coincidem com as medidas dos angulos formados pelas duas
retas euclidianas 1’ ¢ s’ tangentes a T ¢ s em A.

A relagao primitiva “congruéncia”: a nogao de congruéncia com as medidas de segmentos e angulos dadas acima
(no sentido hiperbdlico) coincide com a nogéo de “congruéncia” no sentido euclidiano.

(3) O Modelo

O semiplano euclidiano aberto S, com as representacoes dos conceitos primitivos e interpretacoes das relagoes
primitivas expostas acima, é chamado de Modelo FEuclidiano do Semiplano de Poincaré para a Geometria Hi-
perbdlica Plana.

Temos, portanto, mais um modelo para o sistema axiomatico da Geometria Hiperbdlica Plana, onde o Axioma
das Paralelas é trocado pelo Axioma de Lobachewsky. A figura acima, a direita, ilustra esse axioma no Semiplano de
Poincaré S.

Transferéncia isométrica do Modelo do Semiplano para o Disco de Poincaré

Conforme podemos observar, os modelos do Semiplano e do Disco de Poincaré apresentam algumas semelhangas.
E natural perguntar se podemos estabelecer uma transformacao entre os modelos de tal modo que retas hiperbdlicas
de um modelo sejam levadas nas retas hiperbélicas do outro e, ainda mais, se é possivel estabelecer uma isometria (%)
entre os modelos.

A existéncia de uma isometria entre modelos de uma mesma geometria permite transferir resultados matematicos
que dependam de comprimentos, areas e angulos de um modelo para o outro. Quando estamos pretendendo deduzir
férmulas trigonométricas isso é bastante ttil. Além disso, a verificacdo dos axiomas da geometria em um determinado
modelo “sai de graga” quando temos uma isometria entre um modelo (no qual j4 verificamos os axiomas) em outro
(no qual precisamos verificar os axiomas).

A resposta para a existéncia de uma isometria entre os modelos do Semiplano e do Disco de Poincaré para a
Geometria Hiperbdlica Plana é positiva, e vamos em busca dela.

Para tanto, fixemos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no espago euclidiano.

Consideremos o modelo do semiplano como sendo

S={(xy,0) e R*:y >0} Cc R* x {0},
o modelo do disco (que vamos tomar com raio euclidiano 1) como sendo
D = {(x,y,0) e R®:x* +y% < 1} c R? x {0}

e a esfera de raio % e centro em C (O, 0, %) como sendo

E= {(x,y,z) eR:x2+y2+(Z—%)2 :%} c R3.

(1) Tomemos a inversa da projecao estereografica ! : R? x {0} — E —{N}, sendo N (0,0, 1), dada por

2 2
—1 — x y x4y
" (%y,0) = (x2+y2+l>x2+y2+1’x2+yz+1>

que mapeia o Semiplano de Poincaré no hemisfério “esquerdo” da esfera E, conforme a figura (**) abaixo.

128ejam (S71,d1) e (S2,d>) dois espacos métricos, ou seja, conjuntos nos quais estdo definidas métricas. Uma isometria entre S; e Sy
é uma aplicacdo bijetiva que preserva distancias, ou seja, @ : S1 — Sy tal que dj (A,B) = dz (¢ (A), @ (B)). Como consequéncia, dreas e
angulos também sdo preservados pela isometria @.

3Extrafda da referéncia [15].
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(2) Rotacionemos a esfera E de tal modo que 7t (S) seja transportado para o hemisfério sul de E pela aplicacio
p:R3 — R3 dada por

p(x,y,z) = (X)Z_%)%_y)

(3) Apliquemos a projecdo estereografica 7 : E — {N} — R? x {0} dada por

n(x,Y,z) = (ﬁ) fli?)o)

que mapeia o hemisfério sul da esfera E no Disco de Poincaré D, conforme figura (1*) abaixo.

(4) A aplicacio @ =mopom ' :S — D que mapeia S em D é dada por:

2,21
¢ (xy,0) = (X2+(2yx+1)2’ XEJISJH]“O)

Em cursos mais avancados, € possivel provar que @ é, de fato, uma isometria entre os modelos S do Semiplano e
D do Disco de Poincaré (7).

4.4 Modelo de Klein para a Geometria Hiperbdlica Plana

Fixemos um disco euclidiano aberto K de raio r, ou seja, sem o seu circulo de bordo. Portanto, estamos considerando
apenas a regiao interior ao disco.

Usando os axiomas e teoremas da Geometria Euclidiana podemos provar que dados dois pontos A e B em K, entao
existe uma tnica corda euclidiana s (°) que passa pelos pontos A e B.

Observacao. Pode-se provar que a intersec¢ao nao vazia, em K, de duas cordas distintas ocorre em um unico ponto.
(1) Os Conceitos Primitivos

Facamos as seguintes representagoes em K:

“pontos euclidianos” de K.

Pontos: Os pontos hiperbdlicos sao os
Retas: As retas hiperbdlicas sao interseccoes de K com suas cordas.

Plano: O plano hiperbdlico é o disco euclidiano aberto K. Portanto, o circulo do bordo de K nao faz parte do plano
hiperbdlico.

Assim como nos modelos de Poincaré, com as interpretagoes dadas acima, juntamente com a observagao prévia,
concluimos que a interseccao nao vazia de duas retas hiperbdlicas distintas ocorre em apenas um tnico ponto, permi-
tindo verificar dois dos Axiomas de Incidéncia de Hilbert, que diz que dois pontos distintos determinam uma tnica
reta.

MExtraida da referéncia [15].
L5Naturalmente, @ ' : D — S é uma isometria entre D e S.

16Uma corda em um circulo ou disco é um segmento de reta euclidiana ligando dois pontos do circulo ou do bordo do disco.
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(2) As Relag¢oes Primitivas

A relagao primitiva “estar em”: a nogdo de um ponto estar em uma reta (no sentido hiperbdlico) coincide com
a nogao de “estar em” no sentido euclidiano.

A relagdo primitiva “estar entre”: a nogdo de um ponto estar entre outros dois pontos (no sentido hiperbdlico)
coincide com a nogao de “estar entre” no sentido euclidiano.

Também como nos modelos de Poincaré, com essas interpretacoes, um segmento hiperbdlico AB em K é composto

por todos os pontos da reta hiperbdlica A(.B} que estao entre A e B. Os pontos A e B sao os extremos do segmento
AB.

Um ponto O em uma reta hiperbdlica a separa em dois subconjuntos disjuntos, cada qual, junto com o ponto O,
é chamado de semirreta hiperbolica. O ponto O é chamado de origem de cada uma das semirretas.

Medindo Comprimentos:

Novamente, como nos modelos de Poincaré, devido aos Axiomas de Ordem de Hilbert, uma reta deve ter compri-
mento infinito. Isto significa que a distancia euclidiana nao pode ser utilizada em K, pois uma corda possui comprimento
euclidiano finito. Deste modo, precisamos mudar a métrica em K, de tal modo que retas ou semirretas hiperbélicas
possam ter comprimentos infinitos.

Consideremos um segmento hiperbdlico AB e sejam A’ e B’ os pontos de K que sido as “extremidades” da reta
hiperbdlica que contém AB. Definimos a distancia hiperbdlica dx (A,B) do ponto A ao ponto B no disco K, ou o
comprimento hiperbolico do segmento (hiperbélico) AB no disco K, como sendo a aplicagdo dk : K x K — R dada por

dk (A,B) =In (/AZE47) |

sendo AB’, BA’, AA’ e BB’ comprimentos dos segmentos euclidianos AB’, BA’, AA’ e BB/, respectivamente.
Notamos que a métrica hiperbdlica dx no disco K é, a menos da raiz quadrada que aparece no logaritmando,
analoga a do Disco de Poincaré D.
Por fim, é possivel mostrar que dx cumpre a defini¢ao de distancia, ou métrica, em K, e a observacao que fizemos
na secao do Disco de Poincaré sobre as geodésicas e condigoes de minimalidade, no caso do disco D, se transferem de
forma idéntica para o disco K.

Medindo /ingulos:

Aqui reside uma diferenga importante do Disco de Klein K em relacdo ao Disco de Poincaré D: a medida de angulo
hiperbdlico em K difere da medida de angulo euclidiano. Nao entraremos em detalhes sobre a forma se fazer os cdlculos
das medidas dos angulos em K, uma vez que este calculo depende do local onde esta situado o vértice do angulo.
Entretanto, para o leitor interessado podemos recomendar a referéncia [23].

A relacdo primitiva “congruéncia”: a nocao de congruéncia com as medidas de segmentos e angulos dada e
citada acima (no sentido hiperbdlico) coincide com a nogao de “congruéncia”’ no sentido euclidiano.

(3) O Modelo

O disco euclidiano aberto K, com as representacoes dos conceitos primitivos e interpretacoes das relagoes primi-
tivas expostas acima, € chamado de Modelo Euclidiano do Disco de Klein para a Geometria Hiperbdlica Plana.

Temos, portanto, mais um modelo para o sistema axioméatico da Geometria Hiperbolica Plana, onde o Axioma das
Paralelas é trocado pelo Axioma de Lobachewsky. A figura abaixo ilustra esse axioma no Disco de Klein.

Transferéncia isométrica do Modelo do Disco de Poincaré para o Modelo do Disco de Klein

De modo andlogo ao que fizemos com o Semiplano e o Disco de Poincaré. Podemos estabelecer uma isometria
entre os Discos de Klein e de Poincaré. Entretanto, vamos considerar o Disco de Poincaré com raio euclidiano 2, para
facilitar nossas féormulas.
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Para tanto, fixemos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no espaco euclidiano.
Consideremos o modelo do Disco de Poincaré como sendo D = {(x,y,O) ER3: x4y < 4} C R? x {0}, o modelo
do Disco de Klein como sendo K = {(x,y,O) ER3:x?+y? < 1} C R? x {0} e a esfera de raio 1 e centro em C (0,0, 1)

como sendo E = {(x,y,z) ER:x2+y2+ (z— 1)2 = 1} C R3.

Roteiro:

(i) Tomamos o Disco de Klein K e esfera E. Logo, o pdlo sul da esfera tangencia o centro do disco.

(ii) Tomamos o Disco de Poincaré D com o mesmo centro de K. O disco D tem o dobro do raio do disco K.

(iii) Tomamos a inversa da projecio estereografica ' : R? x {0} — E —{N}, sendo N (0,0,2), e mapeamos o Disco
de Poincaré D no hemisfério sul da esfera E, dada por

7_[71 (X,y,O) _ 4y 2x2+2y? ) )

4x
(x2+yz+4’ x2+y24+4) x2+y2+4

(iv) Projetamos o hemisfério sul de E ortogonalmente em R? x {0} no Disco de Klein, ou seja, consideremos p : R3 —
R2 x {0}

P (x,y,z) = (x,y,O) .

1

(v) A aplicagdo @ =pom ' : D — K que mapeia D em K é dada por:

¢ (%y,0) = (x2+ét_4xz+4’ x2+41};2+4’0) :

A figura abaixo ilustra as duas transformagoes que compoem .

E interessante notar que 7' (m), sendo m uma reta hiperbélica no Disco de Poincaré, ¢ uma semicircunferéncia
em E situada em um plano vertical ortogonal ao Disco de Klein.

Por fim, abaixo seguem algumas imagens de ladrilhamentos por heptdgonos (& esquerda) e pentdgonos (& direita)
regulares no modelo de Disco de Klein.

4.5 Modelo da Pseudo-esfera de Beltrami para a (Geometria Hiperbdlica
Plana

A pseudo-esfera é a superficie obtida pela rotacdo de uma curva denominada tratriz em torno de um eixo. Esta
curva pode ser concebida mecanicamente do seguinte modo: fixemos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
no plano e consideremos um segmento AB, de comprimento unitario, perpendicular ao eixo cartesiano x na origem.
Podemos tomar A (0,0) e B (0,1), por exemplo, conforme a figura abaixo. A medida que o extremo A do segmento
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¢ tracionado deslocando-se pelo eixo x no sentido positivo, o extremo B, “livre” (17), descreve uma curva no plano
cartesiano. Essa curva é uma tratriz, cuja parametrizagao o : }0, %[ — R? pode ser dada por:

a(t) = (—sen (t)—1In (%) , COS (t))

A pseudo-esfera nao é um modelo plenamente adequado para a Geometria Hiperbolica Plana, pois nao é completa,
isto é, apresenta uma fronteira que impede o prolongamento das retas hiperbdlicas (figura abaixo).

/2 B

tratriz :
pseudo-esfera

A —=— A=A x
t—0" t—>m/2”

Assim, uma pseudo-esfera representa apenas parte de um plano hiperbdlico, portanto, trata-se de um modelo
parcial.

A vantagem deste modelo parcial é que, considerando as retas hiperbdlicas como sendo geodésicas euclidianas da
superficie, a métrica hiperbdlica coincide com a métria euclidiana induzida do espago. Desta forma, a distancia entre
dois pontos é o comprimento da curva de menor comprimento euclidiano sobre a pseudo-esfera que liga esses pontos.

Na figura abaixo temos uma ideia do Axioma de Lobachewsky no modelo da Pseudo-esfera.

>

Conforme comentamos, o formato das retas hiperbdlicas no modelo da Pseudo-esfera é dificil de descrever. Entre-
tanto, é possivel estabelecer uma isometria entre a Pseudo-esfera e parte do Disco de Poincaré. Vamos apresentar as
ideias para a construgao dessa isometria.

Consideremos uma regiao do Disco de Poincaré constituida por um disco euclidiano menor, tangente internamente
ao Disco de Poincaré no ponto Q (figura abaixo a esquerda). Tal disco é chamado de horocirculo e serd objeto de
estudos no Capitulo 5.

horocirculo

.. setor de horocirculo

pseudo-esfera

Consideremos as retas hiperbdlicas paralelas s e t tendo QO como ponto no bordo do Disco de Poincaré. A regiao
entre as retas s e t e dentro do horocirculo é chamada de setor de horocirculo.

E possivel definir uma transformagao @ do setor de horocirculo na pseudo-esfera de tal maneira que as retas s e t sao
identificadas, ou seja, possuem a mesma imagem s’ = t’ por ¢@. Na verdade, ¢ pode ser tomada como homeomorfismo
(*%) do interior do setor de horocirculo sobre sua imagem. O efeito geométrico da transformacio @ pode ser visto na
figura acima a direita.

17Matematicamente, “livre” significa que a reta que contém o segmento AB é tangente & curva que o ponto B descreve no plano.
18 Aplicagdo continua com inversa continua.
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Em estudos mais avancados é possivel encontrar expressoes analiticas da transformagao ¢ de modo que ela seja
uma isometria.

As imagens de partes de retas hiperbdlicas m e n concorrentes no ponto P que estdo no interior do horocirculo séo
partes de retas hiperbdlicas na pseudo-esfera. Nas figuras acima podemos observar essa transformagao.

4.6 Modelo de Klein para a Geometria Eliptica Plana

No Modelo de Klein para a Geometria Eliptica Plana, o plano eliptico é considerado como sendo um disco euclidiano
fechado, ou seja, o circulo que forma seu bordo faz parte do plano eliptico. As retas elipticas sao consideradas como
sendo arcos de circunferéncias (ou didmetros) unindo pontos diametralmente opostos no bordo do disco. Ao contririo
do que ocorre nos modelos da Geometria Hiperbolica Plana, os pontos do bordo pertencem ao plano eliptico, no
entanto, pontos diametralmente opostos sdo vistos como sendo um tnico ponto. A titulo de ilustracao, na figura
abaixo & esquerda, 1, s, t e m sdo retas elipticas concorrentes e; A e A’ constituem um tnico ponto (que é exatamente
0 ponto em comum as retas T, s, t e m).

Al

E possivel provar, utilizando Geometria Euclidiana, que dados dois pontos, existe uma tnica reta eliptica que os
contém.

Consideragoes:

(i) Assim, como no Modelo do Disco de Poincaré, no Modelo de Klein para a Geometria Eliptica Plana, a métrica nao
¢ euclidiana.

(ii) Na Geometria Eliptica retas possuem comprimento limitado (ndo vale o Segundo Postulado de Euclides ou os
Axiomas de Ordem de Hilbert).

(iii) Também como no Modelo do Disco de Poincaré, a medida de dngulo no Modelo de Klein para a Geometria
Eliptica Plana coincide com a medida de angulo euclidiana. Em particular, na figura acima a direita temos que as
retas elipticas T e t sdo perpendiculares e a soma das medidas dos angulos internos do triangulo eliptico ABC é maior
do que 7 radianos.

(iv) Quaisquer duas retas elipticas distintas sdo concorrentes, ou seja nao vale o 5°. Postulado de Euclides.

4.7 Modelo Duplo da Esfera para a (Geometria Eliptica Plana

Por muito tempo a geometria da esfera foi considerada como sendo um caso particular da Geometria Euclidiana
Espacial. Porém, devido ao advento da descoberta da Geometria Hiperbdlica, a esfera ganhou vida prépria passando
a ser, sob certas condi¢oes que descrevemos abaixo, ambiente de uma geometria independente do espago no qual estéd
imersa.

O Modelo do Disco de Klein para a Geometria Eliptica Plana inspira considerar uma esfera como modelo para essa
geometria. No entanto, alguns cuidados devem ser tomados: as retas elipticas sao circulos maximos da esfera com os
pontos diametralmente opostos identificados. Desta forma, ndo temos contradi¢ao com o axioma de incidéncia que diz
que dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

Esse procedimento é equivalente a considerar uma semiesfera como modelo e tomarmos os pontos diametralmente
opostos da fronteira identificados, como na figura abaixo.

A=A’
N =N’

“equador”

Desta forma, a esfera pode ser considerada como um “modelo duplo” para a Geometria Eliptica Plana.
Uma esfera com os pontos diametralmente opostos identificados recebe o nome de Plano Projetivo.
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Comparado com o Modelo do Disco de Klein para a Geometria Eliptica Plana, a principal vantagem do Modelo
Duplo da Esfera reside no fato de a métrica eliptica coincidir com a métrica euclidiana induzida do espago sobre
a esfera, ou seja, a maneira de se medir comprimentos é euclidiana. Além disso, a medicdo de angulo também é
euclidiana!

Podemos criar uma isometria entre o Modelo Duplo da Esfera e o Modelo do Disco de Klein para a Geometria
Eliptica Plana. Vamos exemplificar com uma esfera de raio 12 e um disco de raio euclidiano 1.

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no espago euclidiano.

Tomemos a esfera

ST

de centro C (0,0, J) e raio 3.
Tomemos

D ={(xy,0):x* +y* < 1}

como sendo do Disco de Klein de raio euclidiano 1.
Vamos considerar o hemisfério sul de E com os pontos diametralmente opostos do equador identificados.
Utilizando a projecio estereografica 7 : E — {N} — R? x {0}, dada por

ﬂ(X,y,Z)Z( = O>7

T1—2z)1-2)

mapeamos o hemisfério sul da esfera no Disco de Klein, conforme observamos na figura abaixo.

5

Os pontos antipodas do equador estao identificados. Logo, os pontos antipodas do disco também estao identificados.

Em cursos mais avangados prova-se que a projecao estereografica acima é uma isometria entre o Modelo Duplo da

Esfera de raio % no Modelo do Disco de Klein de raio euclidiano 1 para a Geometria Eliptica Plana.
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Capitulo 5

Geometria Hiperbdlica Plana

Tomando-se os quatro primeiros grupos de axiomas de Hilbert, a saber:
(i) Axiomas de Incidéncia;
(ii) Axiomas de Ordem;
(iii) Axiomas de Congruéncia;
(iv) Axiomas de Continuidade;
juntamente com a negacao do 5°. Postulado de Euclides conhecida como Postulado de Lobachewsky:

“Por um ponto nao pertencente a uma reta dada, podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas que mao
intersectam a reta dada”

temos o sistema axiomaético que origina a chamada Geometria Hiperbdlica Plana.

A figura abaixo ilustra o Postulado de Lobachewsky no Modelo do Disco de Poincaré. (')

A semelhanca da Geometria Euclidiana, temos que ponto, reta e plano na Geometria Hiperbdlica sao conceitos
primitivos, portanto, nao definidos.

5.1 Paralelismo

e I\
Proposicao 5.1 Sejam r uma reta e P um ponto n3o pertencente a r. Ent3o, existem infinitas retas que passam por P

e nao intersectam 7.
A\

J

- ~
Demonstracao.

Pelo Postulado de Lobachewsky, existem s e s’ passando por P tais que sNr=s"Nr=g.

Deste modo, s e s’ determinam no plano hiperbdlico quatro setores angulares (%), rotulados de 1 a 4, conforme
a figura abaixo a esquerda.

Seja Q o pé da perpendicular baixada de P a r. Consideremos os angulos de vértice comum P, orientados a
partir de PQ, de medidas « e 8, que o segmento PQ forma com as retas s e s’, respectivamente, em um mesmo
lado de PQ. Sendo s e s’ distintas, « # B e, sem perda de generalidade, suponhamos que & < . A figura abaixo
ao centro mostra um exemplo de tal construgao. Sejam y € R, tal que & <y < 3, e R ponto no interior de um
dos setores angulares pares tais que o angulo QPR tenha medida vy e esteja_contido no setor angular formado pelo
angulo de medida 3. A figura abaixo ao centro também ilustra o &ngulo QPR.

Seja s” reta passando por P e R. Logo, s’ é distinta de s e s’ e estd contida nos setores angulares opostos pelo
vértice P que ndo contém a reta r (setores 2 e 4 da figura abaixo & esquerda).

Temos s” N1 = &. De fato, se s” N1 ={A}, terfamos um triangulo PQA e duas possibilidades:

(1) a reta s “entra” no triangulo PQA por P, conforme a figura abaixo & direita. Pela Proposigao 3.7, terfamos

1Procuraremos, sempre que possivel, fazer as construcdes geométricas e ilustracdes vinculadas 3 Geometria Hiperbélica utilizando o
Modelo do Disco de Poincaré.
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s N QA # @, gerando uma contradicao, ou;

(2) a reta s’ “entra” em PQA por P. Novamente, pela Proposi¢ao 3.7, teriamos s’ N QA # &, gerando, também,
uma contradigao.

Conclusao: s”" Nr = @.

Como hé infinitos v € R tais que & <y < 3, h4 infinitos pontos R que podem ser escolhidos, conforme descrito

acima, que originam infinitas retas s’ que passam por P e nao intersectam . O
-

Proposicao 5.2 Sejam v uma reta e P um ponto n3o pertencente a r. Consideremos:

Cq: conjunto das retas que passam por P e n3o intersectam r;

Cy: conjunto das retas que passam por P e intesectam 7.

Ent3o, existem exatamente duas retas distintas s e s’ de C; que determinam no plano hiperbdlico dois pares S7 e S; de
setores angulares opostos pelo vértice P de tal modo que C; =S7 e Cy C Ss.

Com o intuito de ilustrar os conjuntos C; e C2, bem como os setores angulares S; e S, temos a figura abaixo.
Nela, os setores angulares opostos pelo vértice P, rotulados pelos nimeros 2 e 4, correspondem ao conjunto C;. O
interior dos setores angulares opostos pelo vértice P, rotulados pelos nimeros 1 e 3, e acrescido pelo préprio ponto P,
correspondem ao conjunto C,.

Observemos que C; e C> nao possuem a mesma natureza. De fato, C; = S; é um par de setores angulares opostos
pelo vértice e, portanto, é um conjunto fechado no plano hiperbdlico, tendo por fronteira os dngulos opostos pelo
vértice P formados pelas retas s e s’. J4 C; C S, é a reuniao do interior de um par de setores angulares opostos
pelo vértice acrescido do ponto P. Portanto, C2 néo é um conjunto fechado (e nem aberto) no plano hiperbdlico. Sua
fronteira, que também é constituida pelos angulos opostos pelo vértice P formados pelas retas s e s’, nao est4 contida
em Cy.

Por fim, observemos que a decomposicao do plano hiperbdlico em C; e C; nédo é disjunta, pois C1 N Cy = {P}.

p
Demonstracao da Proposicao 5.2.

Baixemos a perpendicular do ponto P a reta r e designemos por Q o pé desta perpendicular. Em seguida
tracemos a reta m passando por P e perpendicular ao segmento PQ, a qual sabemos que nao intersecta a reta r
(Proposigao 3.2). Escolhamos dois pontos E e F, sobre m, de modo que P esteja entre E e F. Consideremos o
triangulo EFQ. Como o ponto P pertence ao lado EF, todas as retas que passam por P, com exce¢ao de m, sao
retas que “entram” no tridngulo EFQ, e que, consequentemente, cortam também o segmento EQ ou o segmento
QF (Axioma de Pasch). Vamos nos restringir, inicialmente, as retas que cortam o segmento EQ. Observemos que,
neste segmento, cada ponto representa uma das retas que passa por P nas condiges descritas acima (figura abaixo
a esquerda).

Estes pontos de EQ podem ser separados em duas classes:

(i) Pontos que representam retas que nao intersectam r, que constituem um conjunto que chamaremos de N;

(ii) Pontos que representam retas que intersectam 1, que constituem um conjunto que chamaremos de M.

2Um setor angular é a reunido de um angulo ndo raso com seu interior.
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E claro que NN M =@, que E€ N e que Q € M.

Além disto, se A € M, entdao QA C M. Para ver que isto ocorre, seja A’ o ponto de 1 que estéd sobre a reta que
passa por P e A (figura acima a esquerda). Seja C € QA. Logo, a reta que passa por P e C “entra” no triangulo
PA’Q pelo vértice P e, pela Proposigao 3.7, essa reta deve cortar o lado A’Q desse tridngulo, ou seja, a reta que
passa por P e por C deve intersectar .

Da mesma forma, se B € A/, entao, EB C V.

Segue-se, entdo, do Axioma de Dedekind (que vale para os nimeros reais, para os pontos de uma reta ou para
os pontos de um segmento), que existe exatamente um ponto S em EQ que separa os conjuntos M e N'. A questao
que se coloca imediatamente é se este ponto S de separacio pertence ao conjunto M ou ao conjunto A. Suponha
que S pertenga ao conjunto M, ou seja, a reta que passa por P e S intersecta r em um ponto S’. Tomemos qualquer
ponto S” € r tal que S’ esteja entre S” e Q (figura acima & direita). E claro que a reta que passa por P e por S”
intersecta EQ em um ponto T que fica fora do segmento QS, o que é absurdo. Logo, S € NV.

O mesmo raciocinio pode agora ser repetido com o segmento QF, obtendo-se outro ponto de separagao daquele
lado. Estes dois pontos correspondem a retas que separam todas as retas que passam pelo ponto P em duas

categorias: as que intersectam r; e as que nao intersectam r. Além disto, estas duas retas nao intersectam r. ([l
N J

Devido a infinidade de retas que passam por P e nao intersectam r, iremos alterar a definicao de retas paralelas
proveniente da Geometria FEuclidiana.

Sejam T uma reta e P um ponto nao pertencente a T. As retas s e §' da Proposicao 5.2, chamamos de retas
paralelas a v por P, enquanto que as demais retas que passam por P e nao intersectam r chamamos de retas
hiperparalelas a v por P.

Proposicao 5.3 Sejam r uma reta e P um ponto n3o pertencente a r. Ent3o, as duas retas paralelas a r pelo ponto P
determinam angulos congruentes com o segmento perpendicular a reta r baixado de P. Além disso, os angulos congruentes

mencionados sdo agudos.
J

P
Demonstracao.

Seja Q o pé da perpendicular baixada de P a r. Sejam o1 e &y as medidas dos angulos formados pelas paralelas
ses’ arpor Pcom PQ, conforme a figura abaixo & esquerda.

Suponhamos que o7 < ).

Tomemos o angulo de medida «; contido no setor angular determinado pelo angulo de medida o, tendo PQ
contido em um de seus lados, conforme a figura acima ao centro.

Devido a Proposicéo 5.2, 3R € r tal que a medida de RPQ seja o (figura acima ao centro).

Seja S € 1 tal que Q € RS e RQ = QS. Logo, Q/ﬁS tem medida menor do que o e, também, igual a oy, pelo
caso LAL nos triangulos PQR e PQS. Contradicao!

Assim, o1 = «o.
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Como s # s, seja B # 0 a medida dos angulos opostos pelo vértice P que essas retas determinam, conforme a
figura acima a direita.
Logo,
dou+2B=n=o =38 = o <7,

como queriamos.. O
- J

Consideremos P um ponto nao pertencente a uma reta r dada e as retas s e s’, passando por P e paralelas a r. A
uma das retas paralelas, s ou s, chamamos de reta paralela a r por P no sentido positivo. A outra chamamos
de reta paralela a v por P no sentido negativo.

Deste modo, uma reta paralela a uma reta dada por um ponto em um determinado sentido é tunica.

Seja Q o pé do segmento perpendicular a v baixado de P. Os angulos agudos enunciados na Proposicao 5.3 (%) sao
chamados de dngulo de paralelismo entre s e v em P e de dngulo de paralelismo entre s’ e v em P. (figura
abaixo).

Como existem exatamente duas retas s e s’ paralelas a v por P, existem exatamente dois angulos de paralelismo
o e & em P, sendo o determinado por s e o determinado por s’. Desta forma, podemos associar cada angulo de
paralelismo a um sentido de paralelismo e vice-versa.

Estamos tratando de retas paralelas s e s’ sempre a partir de uma reta r e um ponto P fora dela. Uma questao
natural neste momento é a seguinte: se tomarmos um ponto P em s, distinto de P, o que podemos dizer das retas s e
5’ paralelas a 1 por P? Serd que uma delas coincide com s? A préxima proposicio responde essa dltima pergunta e,
além disso, ela serd tutil para simplificar algumas das defini¢bes envolvendo paralelismo.

Proposicao 5.4 Seja s reta paralela a v por P em um determinado sentido. Ent3o, a reta s é paralela a r nesse mesmo

sentido por qualquer um de seus pontos.
J

- N
Demonstracgao.

Seja s paralela a v por P em um determinado sentido. Tomemos um ponto qualquer Q € s.
Seja A o pé da perpendicular baixada de P a r.

1° caso: (figura abaixo) Suponhamos que Q € s estd na semirreta com origem em P que forma um dos lados do
angulo de paralelismo entre s e 7 em P. Seja B € r tal que QB é perpendicular a 7.

Seja & o angulo suplementar de B@P.

Para mostrar que s é paralela a v por Q no mesmo sentido do paralelismo de s a r por P, basta mostrar que
qualquer t entrando no interior do angulo « por Q intersecta .

Seja C € t no interior de «.

Logo, devido a Proposicao 5.2, a reta que passa por P e por C intersecta r em um ponto D.

Assim, t entra no interior do triangulo PAD pelo lado PD. Pelo Axioma de Pasch, t intersecta AD ou PA.

A reta t nao intersecta PA pois, caso contrario, t nao estaria entrando no interior do angulo «.

Logo, t intersecta AD, ou seja, t intersecta r. Desta forma, s é paralela a v por Q no mesmo sentido do
paralelismo de s a r por P.

3Um desses angulos é formado por uma das semirretas de s com origem em P, enquanto que a outra semirreta tem origem em P e passa
por Q. O outro angulo de paralelismo é formado pela mesma semirreta com origem em P passando por Q e por uma das semirretas de s’
com origem em P.
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N9

2° caso: (figura abaixo) Suponhamos que Q € s néo estd na semirreta com origem em P que forma um dos lados
do angulo de paralelis/r\no entre s e T em P. Seja B € r tal que QB ¢é perpendicular a .

Seja « o angulo BQP.

Para mostrar que s ¢é paralela a v por Q no mesmo sentido do paralelismo de s a r por P, basta mostrar que
qualquer t entrando no interior do angulo o por Q corta 7.

Seja C € t no interior do dngulo &. Tomemos D € t de tal modo que Q esteja entre C e D. Consideremos o
triangulo QDP.

Temos que a reta que passa por Q e B entra no interior do triangulo QDP pelo vértice Q e, pela Proposicao 3.7,
esta reta deve intersectar DP em um ponto E.

Nesta construgao, temos a reta que passa por DP entrando no interior do angulo de paralelismo de vértice P.
Logo, esta reta deve intersectar r em um ponto F. Com isso, temos um triangulo retdngulo EBF no qual a reta t
entra no interior desse triangulo pelo lado EB. Logo, pelo Axioma de Pasch, t deve intersectar DF ou BF. A reta
t nao intersecta DF, pois, caso contrario, t seria a reta que passa por D e F, ndo passando por Q, o que é uma
contradigao.

Logo, t intersecta BF, ou seja, t intersecta r, como queriamos. ([l

A proposicao acima permite-nos livrar do ponto P em algumas das defini¢ées envolvendo paralelismo que temos até
agora, ou seja: dizemos que a reta s € paralela a reta v em um determinado sentido quando s for paralela a v neste
mesmo sentido por qualquer um de seus pontos. Também ¢é usual omitir a expressdo “em um determinado sentido”,
ficando implicito que quando se diz “s € paralela a 7 significa que s é paralela a r em um dois dois possiveis sentidos.

A propriedade simétrica envolvendo paralelismo é valida, conforme proposigao abaixo.

[Proposigéo 5.5 Se s é paralela a 7, entdo 1 é paralela a s. j

p
Demonstracao.

Primeira passo: construgoes preliminares.

Faremos diversas construgoes geométricas que serao esbocadas na figura abaixo.

Consideremos a reta s paralela & reta r. Sejam A,B € s e C,D € r pontos distintos. Seja P um ponto do
segmento AB e tracemos o segmento PQ perpendicular a r e o segmento QR perpendicular a s. Suponhamos que a
disposicao dos pontos A, P e B sobre a reta s seja tal que B esteja em um dos lados do angulo de paralelismo entre
serem P.
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Como o angulo de paralelismo QﬁB é agudo (Proposicao 5.3), o ponto R ficard sobre um dos lados desse dngulo
de paralelismo pois, do contrario, o triangulo PQR teria dois angulos nao agudos, o que contradiz o Teorema do
Angulo Externo. N

Suponhamos que a disposi¢ao dos pontos C, Q e D sobre a reta r seja tal que RQD seja agudo.

Segundo passo: a reta 1 é paralela a reta s pelo ponto Q.

Para demonstrar isto, temos de provar que toda reta que passa pelo ponto Q intersectando o interior do angulo
R@D intersecta a reta s. Consideremos uma de tais retas e seja E um de seus pontos dentro daquele angulo.
Tracemos o segmento PF perpendicular a esta reta QE. Assim, o ponto F pertence & semirreta QE de origem Q
passando por E. Na semirreta PQ, marquemos um ponto G, de modo que PG = PF. O ponto G € PQ, ja que PF é
a distancia de P a reta QE que passa por Q e E, que por sua vez é menor do que a distancia de P a Q, uma vez que
Qe (@, ou seja, PF =d (P,(@p
GPI congruente ao angulo FPB.

Como s é paralela a 1 e a reta que passa por P e I intersecta o interior do angulo de paralelismo QﬁB7 temos,
pelas Proposicoes 5.2 e 5.3, que esta reta intersecta r em um ponto ]J.

) < PQ. Tracemos a perpendicular GH ao segmento PQ e construamos um angulo

Como a semirreta G_l—{ corta o lado PQ do tridngulo PQJ, mas nao corta o lado QJ (sendo terfamos contradigdo
com o Teorema do Angulo Externo), entdo esta semirreta deve cortar PJ em algum ponto K (Axioma de Pasch).
Em PB marquemos um ponto L tal que PL = PK e tracemos FL. Observemos que os triangulos PGK e PFL sao
congruentes (caso LAL: PG = PF, GPI = FPL = FPB e PK = PL). Consequentemente, PFL = PGK é angulo reto.

Logo os pontos Q, F, E e L sao colineares. Portanto a semirreta Qg corta a reta s, como queriamos.

Terceiro passo: a reta r é paralela a reta s.
Utilizando a Proposicao 5.4 concluimos que r é paralela a s por qualquer um de seus pontos, concluindo a

demonstracao. O
N J

Finalmente, vale a propriedade da transitividade na nogao de paralelismo em um determinado sentido, conforme
proposicao abaixo.

[Proposicéo 5.6 Se as retas s e t sdo paralelas a reta r em um determinado sentido, ent3o as retas s e t sdo paralelas. ]

4 A
Demonstragao.

Sejam as retas 1, s e t conforme as hipdteses apresentadas.

1° caso: T estd entre s e t. (figura abaixo a esquerda) (*)

Sejam A,B € s e C € t de tal modo que AC L t e a semirreta A_B> seja lado do angulo de paralelismo entre s e T
em A.

Seja E ponto no interior do angulo CAB e entre s e T. E facil verificar que E estd, também, no interior do angulo
de paralelismo entre s e 1 em A (dngulo FAB da figura abaixo & esquerda). Como s é paralela a r por A, pela
Proposigao 5.3, a semirreta /-ﬁ intersecta r em um ponto G.

E f4cil mostrar que a semirreta /ﬁ intersecta o interior do 4ngulo de paralelismo entre r e t em G (dngulo HGI

da figura abaixo & esquerda). Logo, pela Proposicao 5.3, a semirreta AE intersecta a reta t. Por fim, utilizando a
Proposigao 5.4 temos a prova do resultado neste caso.

2° caso: t estd entre r e s. (figura abaixo & direita)

Tomemos um ponto P € s. Consideremos a reta m passando por P, paralela a t, no mesmo sentido do paralelismo
das demais retas.

De acordo com o primeiro caso provado, m ¢é paralela a r. Logo, m e s sao paralelas a r por P em um mesmo
sentido. Pela Proposicao 5.2 temos s = m. Isto e a Proposicao 5.4 conclui o resultado nesse caso. ]
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5.2 Pontos Ideais

. . — T~ .
Dizemos que duas semirretas s;1 = OA e s} = O’A’ sdo paralelas em um mesmo sentido quando suas
—
retas suportes s e s’ sdo paralelas e, além disso, qualquer semirreta s{ = OA” contida no interior do setor angular
— —
determinado pelo angulo AOO’ intersecta s} (ou, equivalentemente, qualquer semirreta s}’ = O’A” contida no interior

do setor angular determinado pelo 4ngulo A’ 0’0 intersecta $1).

Assim como nas retas, é comum omitir a expressao “em um mesmo sentido” no caso de semirretas paralelas.

Indiquemos o plano hiperbélico por H e consideremos o conjunto S de todas as semirretas de H.

Embora o conceito de paralelismo entre retas introduzido na segdo anterior nao admita que duas retas paralelas
possam ser iguais (pois ai terfamos apenas uma reta e nao duas), vamos convencionar, por enquanto, que uma reta
possa ser paralela a ela mesma para podermos introduzir uma relagao de equivaléncia ~ em S envolvendo tal conceito.

Sejam s1,s2 € S. Definimos:
$1 ~ 82 & s1//82.

Considerando a convencao de que uma reta ou semirreta pode ser paralela a ela mesma e as duas iltimas proposicoes
acima, temos que a relagao ~ é uma relagao de equivaléncia em S.

As classes de equivaléncia da relagdo ~ definida acima no conjunto S das semirretas do plano hiperbdlico H séo
chamadas de pontos ideais ou pontos no infinito ou pontos é6megas de H. Veja a figura abaixo.

.?Q

Geralmente uma classe de equivaléncia acima ¢ indicada pela letra Q.

E bastante 1til pensar em um ponto ideal Q como um ponto do bordo do Modelo do Disco de Poincaré para a
Geometria Hiperbdlica e considera-lo como o “ponto de convergéncia” de todas as semirretas da classe que o define.

Sejam r uma reta e A € r. Logo, A define duas semirretas em r que podem ser representantes de duas classes de
equivaléncia acima definidas. Qualquer outro ponto B € r definird as mesmas classes que A define. Assim, podemos
dizer que uma reta r determina dois pontos ideais, um para cada sentido de paralelismo em r. Indicando tais pontos

4A reta T divide o plano hiperbédlico em dois semiplanos S; e Sz, sendo t a fronteira de cada um desses semiplanos. Dizer que T estd
entre s e t significa que s C S7 et C S,. Como consequéncia, qualquer segmento ligando um ponto de s a um ponto de t deve intersectar .
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ideais por Q_ e O, podemos imagina-los com os mesmos papéis dos pontos —oo e 400 associados a reta dos niimeros
reais. Neste sentido, tendo a nogao de reta orientada com sentido positivo e negativo em mente, é conveniente pensar
em (O como sendo um ponto que vem “antes” de todos os pontos de r e (O, como sendo um ponto que vem “depois”
de todos de .

Por fim, é conveniente observar que pontos ideais néo sdo pontos do plano hiperbdlico (assim como +oco0 néo é
ponto da reta real). Para distingui-los é comum chamar os pontos do plano hiperbélico de pontos ordindrios.

5.3 Tridngulos Generalizados

Sejam:
(i) A, B pontos ordinérios e Q) ponto ideal do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas semirretas AQ,
BQ e o segmento AB é chamada de tridngulo generalizado (ou tridngulo com um vértice ideal, ou tridngulo
6mega) ABQ (figura abaixo a esquerda).

A b

o

(ii) A ponto ordindrio e Q1, Q) pontos ideais do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas semirretas
AQ1,AQ; e a reta Q70 é chamada de tridngulo generalizado (ou tridgngulo com dois vértices ideais, ou
tridngulo émega) AQ1Q, (figura acima ao centro).

(iii) Qq,Q5, Q3 pontos ideais do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas retas Q1Q5, Q103 e Q,Q3 é
chamada de tridngulo generalizado (ou tridgngulo com vértices ideais, ou tridngulo émega) Q10Q,Q3 (figura
acima a direita).

As vezes, tridngulos generalizados sdo chamados simplesmente de tridngulos ideais (sem especificar a quantidade
de vértices ideais).

Dadas as semirretas PQ e Q€), consideremos suas retas suportes Q'O e O"Q. A figura geométrica formada por
Q'Q e Q"Q é chamada de dngulo ideal Q'QQ" e sua medida é definida como sendo nula. Tal angulo pode ser
também indicado por PaQ.

Desta forma, um triangulo generalizado possuird pelo menos um angulo interno ideal, cuja medida é nula.

Seja S1 o semiplano originado por Q’'Q e que contenha Q”Q. Seja S; o semiplano originado por Q”Q e que
contenha Q’Q. Ao conjunto (S1NSz) — (Q'QUQ"Q), ou seja, intersecao dos semiplanos S; e Sy excetuando-se as
retas que os originam, é chamado de interior do dngulo ideal Q' Q.

A intersecgao dos interiores dos angulos internos de um triangulo generalizado chamamos de interior do triangulo
generalizado.

Observagao. Poligonos convexos generalizados podem ser definidos de modo andlogo.
Propriedades de Triangulos Generalizados

Dizemos que uma reta entra em um triangulo generalizado quando a interseccao desta reta com o interior do
triangulo generalizado for nao vazia.

Seja ABQ um triangulo generalizado. Dizemos que uma reta r passa por um dos vértices de ABQ quando A € r
ou B € r ou Q é um dos pontos ideais de r. Analogamente, este conceito estende-se para tridngulos generalizados
A.O.]Qz ou Q].O.Z_O_g.

<
Proposicao 5.7 Se uma reta r entra em um tridngulo generalizado ABQ passando por um de seus vértices, entdo r

intersecta o lado do tridngulo generalizado oposto a esse vértice.

4 A
Demonstracao da Proposicao 5.7.
(i) Seja r entrando em ABQ por A.

Seja Q o pé da perpendicular baixada de A até a reta ﬁ e « a medida do angulo QKQ.
Temos dois casos:

(i—1) Se a medida de BAQ ¢ menor do que ou igual a «, entdo, pela Proposicao 5.2, temos r N BQ # & (figura
abaixo & esquerda).

70 Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 5. Geometria Hiperbdlica Plana

(i—2) Se a medida de BAQ for maior do que &, temos trés situagoes (figura acima ao centro):
(i—2.1) Se r entra em AQQ, entdo, pela Proposi¢ao 5.2, temos r N BQ # .

(i—2.2) Se r entra em ABQ, entdo pela Proposigao 3.7, r N BQ # &.

(i—2.3) Se r contém Q, entdo rNBQ ={Q} # &.

(

ii) Seja T entrando em ABQ por Q.
Consideremos um ponto P € r no interior de ABQ), conforme a figura acima a direita.
Logo, AP intersecta BQ em um ponto C.
Logo, 7 entra no triangulo ABC. Pelo Axioma de Pasch, v corta AB ou BC. A reta r no corta BC pois,

caso contrario, r e BQ seriam paralelas a AQ em um mesmo sentido com um ponto em comum, ou seja 1 = BQ.
Contradigao!
Logo, TN AB # @. O
- J
<

Proposicao 5.8 Se uma reta v entra em um tridngulo generalizado ABQ intersectando um de seus lados mas ndo
passando por nenhum de seus vértices, entdo 1 intersecta um dos outros dois lados do tridngulo generalizado.

- N
Demonstracao.

(i) Se r entra em ABQ por AQ, entdo consideremos {C} =N AQ, conforme a figura abaixo a esquerda.

Temos dois casos:
(i—1) Se r entra em BCQ, pela proposigdo acima, r N BQ # &.
(i—2) Se r entra em ABC, pela Proposicao 3.7, TN AB # &.
Observacao: T nao contém BC pois, caso contrario, B € r que é contra a hipdtese.

(ii) Se r entra em ABQ por AB, entdo consideremos {C} = r N AB, conforme a figura acima & direita.
Temos, novamente, dois casos:

(ii—1) Se r entra em ACQ, pela proposi¢ao acima, rNAQ # &.

(ii — 2) Se r entra em BCQ), pela proposicao acima, r N BQ # &.

Por fim, a reta r ndo contém CQ pois, caso contrério, T passaria por (, o que é contrario a hipotese. O
N J

Observagao: as duas proposigoes acima podem ser facilmente estendidas para os outros dois tipos de triangulos
generalizados. Além disso, elas sdo os “Aziomas de Pasch” para triangulos generalizados ABQ.

Seja ABQ triangulo generalizado. Os dngulos externos de ABQ sao os angulos suplementares de BAQ e ABQ
construidos sobre as retas suportes de AB, AQ e BQ (figura abaixo & esquerda).
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Seja AQ1Q); triangulo generalizado. Os dngulos externos de AQ1Q; sao os angulos suplementares de Qﬂ?\Qz
construidos sobre as retas suportes de AQ; e AQ; (figura acima a direita).
Triangulos generalizados (210,03 nao possuem angulos externos.

p
Proposicdo 5.9 (Teorema do Angulo Externo para Tridangulos Generalizados) Um angulo externo de um tridangulo

generalizado é sempre maior do que o dngulo interno que n3o lhe seja adjacente.
J

- N
Demonstracao.

Um angulo externo de um tridngulo generalizado é sempre nao nulo. Logo, é maior que o angulo nulo dos
vértices ideais. Resta mostrar que um angulo externo em B é maior do que o angulo em A em ABQ.

Consideremos a semirreta BD conforme a figura abaixo.

-
Temos trés possibilidades para BD:

— —— =
(i) BD “entra” no triangulo ABQ pelo vértice B (primeira das figuras acima). Logo, pela Proposi¢ao 5.7, BDNAQ =
{C}. Temos, portanto, um tridngulo ABC com angulo externo « e angulo interno nao adjacente «. Contradigdo com
o Teorema do Angulo Externo. Portanto, essa possibilidade nao ocorre.

(ii) ﬁ coincide com o lado ﬁ do tridngulo ABQ (segunda das figuras acima). Neste caso, sejam M o ponto
médio de AB, N o pé da perpendicular baixada de M a (BTi el e A(_d tal que LA = BN. Ha trés possibidades para
L:

(1) se N coincidir com B, entdo L coincide com A e « é reto. Terfamos, portanto, um angulo de paralelismo
reto, o que é uma contradi¢do com a Proposicao 5.3.

(2) se N estiver entre B e Q, tomamos L tal que A esteja entre L e Q (terceira das figuras acima).

(3) se N for tal que B esteja entre N e Q, tomamos L entre A e Q.

Os casos (2) e (3) s@o andlogos e, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, terfamos BNM = ALM. Logo,
L, M e N seriam colineares e ML seria perpendicular a A<—f>). Novamente contradicdo com a Proposicao 5.3, pois
assim, teriamos um angulo de paralelismo reto.

Concluimos que a possibilidade (ii) nao ocorre.

=
(iii) BD divide um angulo externo do tridngulo ABQ (quarta das figuras acima). Logo, a medida de um angulo

externo de ABQ em B é maior do que a medida de &, como queriamos. (I
N J

Congruéncia em Tridngulos Generalizados

Dizemos que dois triangulos generalizados ABQ e A’B'Q’ sio congruentes quando AB = A’B’, A = AleB=8.
Indicamos por ABQ = A’B’()’.

Dizemos que dois tridngulos generalizados AQ1Q, e A’Q} Q) sdo congruentes quando A = A’. Indicamos por
A0, = A0 05,

Definimos que todos os triangulos generalizados Q10,03 sao congruentes entre si.

Proposicdo 5.10 (Caso “lado-angulo” - LA - de congruéncia para tridngulos generalizados) Sejam ABQ e A’B’Q’
tridngulos generalizados. Se AB = A’B’ e A = A/, entdo ABQ = A’B’(Q).

s ~ N
Demonstracao.

Devemos mostrar que B = B'.
Suponhamos que B > B/ = p’.
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Seja C no interior de ABQ tal que ABC = A'B'Q’ = B’, conforme a figura acima. Logo, a semirreta 1%
intersecta o lado AQ do triangulo ABQ em um ponto D. Assim,

ABD = A'B'Q’ =p’. (%)

Seja D’ € A’Q’ tal que AD = A'D’.
Logo, ABD = A’B’'D’, pelo caso de congruéncia de triangulos LAL. Assim, de (*) temos

ABD = A'BQ =,

N - —~ —~
o que é uma contradicdo, pois a semirreta B’D’ divide o angulo A’B’Q’ e, portanto, A’'B’'D’ < A’B’(}’.

Logo, B = B/, como queriamos. O
N J

Proposicdo 5.11 (Caso “angulo-angulo” - AA - de congruéncia para tridngulos generalizados) Sejam ABQ e
A’B’(Q)’ triangulos generalizados. Se A = A’ e B = B/, entio ABQ = A’B’Q)’.

J

- ~
Demonstracao.

Devemos mostrar que AB = A’B’.
Suponhamos que AB > A’B’.
Seja C € AB tal que AC = A’B/, conforme a figura abaixo.

~

Logo, pelo caso de congruéncia LA para triangulos generalizados, temos ACQ = A’B’Q’. Logo, C=B= B, ou
seja, ~ ~
ACQ = CBQ,

o que é uma contradicao com o Teorema do Angulo Externo para Triangulos Generalizados, pois ACQ ¢ angulo
externo do triangulo generalizado CBQ.

Assim, AB = A’B’, como queriamos. |
N J

Dizemos que o triangulo generalizado ABQ é isdsceles de base AB quando A =B. ®)

Proposicdo 5.12 (Caso “triangulos isésceles” de congruéncia para tridngulos generalizados) Todos os tridngulos
generalizados is6sceles com bases de mesma medida s3o congruentes entre si, ou seja, se ABQ e A’B’Q)’ s3o tais que
AB=A'B’, A=Be A’ =B/, entio ABQ = A’'B’'Q)’.

Observe que essa definigao difere da definicdo de triangulo isdsceles ordinario (dois lados de mesmo comprimento ois, neste caso
) )
éngulos Congruenles na base é Consequéncia da deﬁnigéo.
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P
Demonstracao.

E suficiente mostrar que B=B = B’ e usar o caso de congruéncia LA para triangulos generalizados.

Suponhamos que B > B/ = p’.

Seja C no interior do tridngulo ABQ de tal modo que CBA = B’ = 3/, conforme a figura abaixo.

Pela Proposigao 5.7, a semirreta lﬁ intersecta o lado AQ do triangulo generalizado ABQ em um ponto que
chamamos de D.

Seja D’ € B’Q)’ tal que B’'D’ = BD. Pelo caso de congruéncia de triAngulos LAL, temos ABD = A’B'D’ e, em
particular, BPA’D’ = BAD = «.

Logo,

B'A’'D’ < BPA’Q' = BAD < B'/A’Q' = BAQ < B'A’/Q' = A < A".
Assim,
B>B eA<A'—= A+B <B+A/

contradicao, pois B=AeA= ﬁ, o que implica em A+B =B+ A

Assim, B = B/, como queriamos. (]
- J

54 O Angulo de Paralelismo

Consideremos o angulo de paralelismo entre as retas s e v no ponto P € s, definido na primeira secao, onde
estudamos o paralelismo na Geometria Hiperbdlica.

Notemos que a nogao de angulo de paralelismo estd associada a um triangulo retangulo generalizado PQQ e que
seu angulo interno P é exatamente o dngulo de paralelismo entre s e r em P € s, conforme a figura abaixo.

Sendo assim, chamemos o angulo P de angulo de paralelismo do triangulo retangulo generalizado PQQ
relativo a altura PQ. R
Como 1, s e Q estdo fixos, notemos que o angulo de paralelismo P depende apenas da altura PQ do tridngulo
retangulo generalizado PQQ. Logo, podemos definir uma funcao, chamada de fun¢ao dngulo de paralelismo, do
seguinte modo:
®: Ry, — R
a — «
tal que a ¢ a medida da altura PQ do tridngulo retangulo generalizado PQQ e o ¢ a medida, em radianos, de seu
angulo interno agudo P.

[Proposigéo 5.13 A funcdo angulo de paralelismo é estritamente decrescente e, portanto, injetiva. j

Demonstracao.

Sejam a; > az. Devemos mostrar que © (a;) < © (az).
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De fato, observemos a figura abaixo.

Pelo Teorema do /ingulo Externo para o triAngulo generalizado PP’Q, temos oz > o1 pois & é angulo externo

de PP’Q e o é angulo interno nao adjacente. Logo, © (a1) < © (a3), como querfamos. O
N\ J

Proposicao 5.14 A fungdo angulo de paralelismo é sobrejetiva se restringirmos seu contra-dominio ao intervalo aberto
10, 7t/2[ C R.

~
Demonstracao.

Construamos um angulo BAC agudo de medida, em radianos, « € ]0,7t/2][.

Afirmamos que existem retas perpendiculares & semirreta AC que nao intersectam a semirreta A?

De fato, suponhamos que qualquer reta perpendicular a semirreta AC intersecte a semirreta AB.

Tomemos C; em AC e B intersecgao da reta perpendicular a semirreta A_C), passando por Cq, com a semirreta

A? (figura abaixo & esquerda). A soma das medidas dos dngulos internos do tridngulo retangulo AB;C; é menor
do que 7 radianos (decorréncia de equivalente do Postulado de Lobachewsky), digamos 7w — ¢. Tomemos o ponto Cy

em A—C) tal que AC, = 2.AC;, e consideremos o ponto B, onde a reta perpendicular & semirreta /ﬁ, passando por

C,, intersecta a semirreta AB (figura abaixo a esquerda).

Os triangulos retangulos AB1C; e C2B1Cq s@o congruentes pelo caso LAL. Além disso, o triangulo B1B2C;
possui soma das medidas dos angulos internos menor do que 7 radianos. Chamando a medida do angulo AB;C; de
3 e a medida do angulo AB,C; de vy, temos:

o+ B =5 —¢&; (do triangulo AB;Cy)
o+ B =75 —¢; (do triangulo C2B;Cy)
(% — cx) + (mt—2B) +v < m; (do tridngulo B1B,Cy)

e, portanto,

(x4+B)+(x+B)+((5—x)+(m—2B)+y)<(F—¢)+(F—¢)+n=
oc+37”+y<27t—25:>
x4+ T4y <m—2e,

0 que permite concluir que a soma das medidas dos angulos internos do triangulo AB,C, é menor do que T — 2¢.
Continuando a construgao geométrica dos tridangulos retangulos iniciada acima, chegamos a triangulos AB,, Cy,

com soma das medidas dos angulos internos menor do que 7w —ne. Tomando n suficientemente grande, obtem-se

um triangulo cuja soma das medidas dos angulos internos é negativa, o que é um absurdo.
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Logo, existe pelo menos uma reta perpendicular & semirreta /-ﬁ que nao intersecta a semirreta /ﬁ .

Assim, existem retas perpendiculares a AC que intersectam a semirreta AB e que nao intersectam a semirreta
/ﬁ; e elas estao separadas (*). Logo, pelo Azioma de Dedekind, existe exatamente uma reta n, perpendicualar
semirreta, R , separando estas duas classes de retas.

Mostremos que n é paralela a A_B> .

Seja D o ponto onde n intersecta /ﬁ (figura acima & direita). Considere uma semirreta qualquer lﬁ que divida
o angulo ADE. A_ﬁ)rmamos que DF intersecta AB. De fa‘&> F pertence a uma das retas perpendiculares m a A
que intersectam AB. Sejam {G} = m N }ﬁ e {H} = m N AB. Temos a semirreta ﬁ entrando no triangulo AGH
pelo lado GH. Como ﬁ nao intersecta /ﬁ em outro ponto distinto de D, pelo Azioma de Pash, ITF intersecta o
lado AH do triangulo AGH e, portanto, intersecta A—B}

=~ — —
Mas, se qualquer semirreta que divide o angulo ADE intersecta AB, entao DT é paralela a AB. Portanto, o
comprimento a do segmento AD tem o« como angulo de paralelismo. O

J

Com os dois resultados acima temos uma bijecao entre R, e ]0,7t/2[ pela Funcdo Angulo de Paralelismo. Portanto,
se « € R, é a medida de um angulo de paralelismo P em um triangulo retangulo generalizado PQQ, entao o depende
apenas de um unico a = PQ. Desta forma, podemos simplificar a nomenclatura (com um certo abuso de linguagem)
e dizer que “« € angulo de paralelismo de a”.

LProposigéo 5.15 A funcdo angulo de paralelismo é continua. j

- ~
Demonstracao.

Seja ap € R,. Mostremos que © é continua em ag. Facamos © (ag) = «g. Assim, devemos mostrar que:
Dado ¢ > 0, existe d > 0 tal que |[a —ap| <& =10 (a) — O (ap)| = |x — xg| < &, (1)

sendo O (a) = «.
Tomemos ¢ > 0. Seja &’ > xg; & € 10,7/2[; tal que &’ —xp < €. Como O é sobrejetiva, temos a existéncia de a’
tal que © (a’) = of. Além disso, como @ é decrescente, temos também a’ < ag. Fagamos ag — a’ = &' > 0. Assim:

d<a<a = o >a>x,

sendo O (a) = «, ou seja,
la—apl < la' —ap| =8 = & — axo| < |/ — &xp| < e.

De modo anélogo, seja o < xg; o € 10,7/2[; tal que oo — &’ < £. Como O é sobrejetiva, temos a existéncia
de a” tal que © (a”) = «”’. Além disso, como © ¢é decrescente, temos também a” > ap. Fagamos a” —ag = 8" > 0.
Assim:
aw<a<ad =o0y>a>",

sendo O (a) = «, ou seja,
la—agl < la” —apl =8" = | — agl < o — xp| < €.

Tomando & = min{d’, 5"} temos (1) satisfeita.
Como ag ¢é arbitrédrio, temos © continua. O

Extensao da Funcao Angulo de Paralelismo

Podemos estender o dominio da func¢ao angulo de paralelismo © ao conjunto dos ntimeros reais R do modo seguinte.
Definamos a funcdo 0 tal que, para a > 0: 6 (a) =0 (a), 0(0) =m/2 e 6(—a) = m— O (a). Assim, a chamada
funcao dngulo de paralelismo estendida 6 é dada por:

0: R — R
«, se x >0
X — /2, se x =0

T— o, se x <0

sendo « a medida do angulo de paralelismo Pdo triangulo retangulo generalizado PQQ) relativo a altura PQ de medida
a = |x|, conforme a figura abaixo.
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Observemos que o fato de © ser continua implica em 0 ser continua em R — {0}.

Também somos induzidos, pela representacao geométrica de 0 dada acima, a considerar que lim 0 (x) = 5. Como
x—0+

00— T 6(x)— ln (o () T 6 () T
Jp 00 = g 00 = g o0t =r I 09 =2 =4,

somos levados a crer que lin}) 0 (x) =T =0(0), ou seja, que 0 seja continua em 0 e, portanto, continua em R.
xX—

SIE|

No proximo capitulo iremos deduzir uma expressao analitica para 8 onde poderemos constatar que 0 é continua,
decrescente e bijetora quando restringimos o contradominio ao intervalo aberto ]0, 7t[ C R.

5.5 Poligonos

Nesta segao apresentamos alguns resultados concernentes a poligonos hiperbélicos, mais especificamente, apresen-
tamos resultados sobre soma de angulos de poligonos, um novo caso de congruéncia de triangulos e um estudo de dois
tipos especiais de quadrilateros.

Para tanto, vamos considerar poligonos “ordinarios” e poligonos “generalizados”, conforme a seguinte definicao:

Um poligono hiperbdlico € dito ordindrio quando todos os seus vértices sao pontos ordinarios do plano hiperbdlico.

Observacao: a definicao de “poligono” na Geometria Hiperbdlica Plana é a mesma da Geometria Euclidiana Plana.

Um poligono hiperbdlico é dito generalizado ou ideal quando possui pelo menos um de seus vértices como sendo
um ponto ideal. Desta forma, tridngulos generalizados sao casos particulares de poligonos hiperbdlicos generalizados.
Além disso, poligonos hiperbdlicos generalizados possuem pelo menos dois lados como sendo semirretas (ou retas),
portanto, pelo menos dois lados com comprimentos infinitos.

Soma de Medidas de Angulos Internos

[Proposigéo 5.16 A soma dos angulos internos de um triangulo ordindrio é menor do que dois retos. ]

- ~
Demonstracgao.

Considerando-se os Aziomas de Hilbert excetuando-se o Azioma das Paralelas de Euclides (Azioma de Playfair),
vimos que é possivel provar as duas Proposicoes de Legendre.

Suponhamos que exista um tridangulo ordinéario cuja soma de angulos internos seja igual a dois retos.

Pela Segunda Proposi¢ao de Legendre concluimos que todos os tridngulos ordinarios possuirao soma de angulos
internos igual a dois retos, que é precisamente o equivalente P5.2 ao Azioma das Paralelas de Euclides ja provado.
Assim, chegamos a uma contradi¢ao com o fato de que tal axioma nao vale na Geometria Hiperbdlica.

Conclusao: todo triangulo ordinario possui soma de angulos internos menor do que dois retos. O
N J

Corolario 5.1 A soma dos angulos internos de um poligono convexo ordindrio de n lados possui medida menor do que
(n—2)m.

4 A
Demonstracao.

A partir de um dos vértices de um poligono convexo de n lados podemos tragar as diagonais (°), dividindo assim
o poligono em n — 2 tridngulos Ty, Tz, ..., Th—2 (resultado da Geometria Euclidiana), conforme a figura abaixo.
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Vimos que triangulos ordinarios tém soma dos angulos internos menor que dois angulos retos,
S11yS15y++ ST, < T Logo, a soma dos angulos de todos os (n—2) triangulos é dada pela soma

Sty +S1, ++-+S7,,, <m+m+---+ 7= (n—2)7m como queriamos. O
G

O resultado acima também é valido para poligonos ndao convexos, pois sempre é possivel decompor um poligono
qualquer de n lados em n — 2 tridngulos.

[Proposigéo 5.17 A soma dos angulos internos de um triangulo generalizado é menor do que dois retos. ]

s N
Demonstracao.

Podemos dividir em trés casos:

1° caso: triangulo generalizado ABQ. L

Sem perda de generalidade, suponhamos A > B. Baixemos a altura relativa ao vértice A, e chamemos de C
o pé da altura sobre o lado BQ, obtendo assim dois tridngulos retangulos. Consideremos o triangulo retangulo
ordindrio ABC e o triangulo retangulo generalizado ACQ, conforme a figura abaixo a esquerda. Consideremos,
ainda, o« = o + .

Temos o’ + < 5 radianos (proposigao), «” < 5 radianos (o angulo de paralelismo é agudo - Proposigao 5.3)

e Q é nulo por definigdo. Logo, & + &' + < 7 e como & + & = «, concluimos que & + B < 7t.

2° caso: tridngulo generalizado AQ;Q; (figura acima a direita).
L ) - . — == —
Por definicao os angulos em Q7 e 3, sao nulos. Como as semirretas AQ; e AQ, sao paralelas ao lado 01Q;
a esquerda e a direita, respectivamente. Basta-nos baixar a perpendicular de Q1 Q, pelo ponto A para podemos
fazer uso do angulo de paralelismo. Sabendo que os angulos de paralelismo sao agudos, podemos concluir que & < 7
radianos.

3° caso: triangulo generalizado 010,Q3. E imediato que a soma dos angulos do tridngulo é menor que 7t radianos

pois, por defini¢ao, os trés angulos sao nulos, o que resulta em soma nula. O
N J

Corolario 5.2 A soma dos angulos internos de um poligono convexo generalizado de . lados possui medida menor do

que (n—2) .
J

N
Demonstracao.

Um poligono convexo generalizado pode ser dividido em triangulos ordinarios ou generalizados, conforme a figura
abaixo. A partir de um dos vértices seja ele ordinario ou ideal, de um poligono convexo de n lados podemos tragar

6Diagonais em poligonos convexos ordinérios sdo segmentos que ligam dois vértices ndo adjacentes, e em poligonos convexos generalizados
podem ser retas ou semirretas que atingem os vértices ideais.
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as diagonais dividindo assim o poligono em n — 2 triangulos Ty, To,..., Th_2. Temos que os triangulos tem soma
dos angulos internos menor que dois angulos retos, St,,St1,,...,57,,_,, <7 Logo, a soma dos angulos de todos os
(n —2) triangulos é dada pela soma St, + S, +...+ ST, <nm+n+.m1=Mn-2)m

n—2)

Se um poligono tem todos os seus vértices ideais tera soma dos angulos internos nula. d
\ J

A semelhanga do caso ordindrio, o resultado acima também é véalido para poligonos generalizados ndo convexos.
O Caso de Congruéncia de Triangulos Ordinarios AAA

Vimos que na Geometria Hiperbdlica nao ha o conceito de semelhanga, pois tal conceito é equivalente ao Quinto
Postulado de Euclides. Sendo assim, o que podemos dizer de dois tridngulos hiperbdlicos ordinarios que possuem
angulos internos congruentes? A resposta é dada pela préxima proposicao.

Proposicdo 5.18 (Caso de Congruéncia AAA da Geometria Hiperbdlica) Se ABC e A’B’C’ sdo tridngulos ordindrios
taisque A=A/, B=B' e C= (/, entio ABC=A'B'C".

J

p
Demonstracao.

Sejam ABC e A’B’C’ tais triangulos.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que AB > A’B’. Sejam D € AB, E € /ﬁ tais que AD = A'B’ ¢
AE = A’C/, conforme figura abaixo.

A R o A
B& L BN Vo /B
c o BN

A

F

D c
& E/

1° caso) AE < AC (figura acima a esquerda).
Pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL temos ADE = A’B’C’. Portanto, ADE = A’B/C’ e AED = A’C'B".
Logo, o quadrilatero BDEC possui soma de angulos internos igual a 27 radianos, o que é uma contradigao.
Portanto, este caso nao ocorre.

2° caso) C =E (figura acima ao centro).

Pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL temos ADE = A’B’C’. Logo, ADE = A'B'C' = AﬁC, ou seja, o
triangulo BDE apresenta um angulo externo congruente a um angulo interno nao adjacente a este, o que é uma
contradigao com o Teorema do Angulo Ezterno. Portanto, este caso nao ocorre.

3° caso) AE > AC. (figura acima & direita).

Pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL temos ADE = A’B’C’. Assim, os triangulos BDF e FCE possuem
um angulo externo congruente a um angulo interno nao adjacente a este, o que é uma contradi¢ao com o Teorema
do Angulo Ezxterno. Portanto, este caso nao ocorre.

Desta forma, AB = A’B’ e, pelo caso de congruéncia de triangulos ALA, temos ABC = A’B'C’. O
. J

Como os cinco casos de congruéncia da Geometria Euclidiana Plana também sao validos na Geometria Hiperbdlica
(pois nao dependem do Quinto Postulado de Euclides), temos um total de seis casos de congruéncia para tridngulos
ordindrios, além dos ja vistos trés casos de congruéncia dos tridangulos generalizados.
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Em sintese temos:

’ \ Caso \ Sigla \ Triangulo ‘
(1) lado, angulo, lado LAL ordindrio ABC qualquer
(2) lado, lado, lado LLL ordindrio ABC qualquer
(3) angulo, lado, angulo ALA ordindrio ABC qualquer
(4) | lado, angulo, angulo oposto (ao lado) | LAA, ordinario ABC qualquer
(5) cateto, hipotenusa — ordindrio ABC retangulo
(6) angulo, angulo, angulo AAA ordinario ABC qualquer
(7 lado, angulo LA | generalizado ABQ qualquer
(8) angulo, angulo AA | generalizado ABQ qualquer
(9) isésceles generalizado — generalizado ABQ isdsceles

Lembremos que o caso LAL é estabelecido como um dos axiomas de congruéncia de Hilbert. Os demais casos, sao
proposicoes demonstradas.

Quadrilateros Especiais

Um quadrilatero convexo ABCD é dito Quadrildtero de Saccheri de base AB, topo DC e laterais AD e BC
quando os lados laterais sao congruentes e perpendiculares ao lado base, ou seja, AD = BC, AD 1L ABe BC L AB

(figura abaixo).
‘D
\ B

A

Proposicao 5.19 O segmento ligando os pontos médios da base e do topo de um Quadrildtero de Saccheri ABCD é
perpendicular a esses lados. Além disso, os angulos do topo CeD sio congruentes e agudos.

- ~
Demonstracao.

Sejam M e N pontos médios do topo e da base (figura abaixo).

Pelo caso de congruéncia de triangulos LAL:

ADN = BCN — DN = NC.

Pelo caso de congruéncia de triangulos LLL:
DNM = CNM = NM L DC.

Como N N N =
AND = BNC e DNM = CNM = NM L AB.

Além disso,
ADN =BCN e NDM =NCM = D = C,

Quanto aos angulos do topo serem agudos, pela Primeira Proposi¢cao de Legendre, a soma das medidas dos
angulos internos do tridangulo ABD, ou BDC, é menor do que, ou igual a, 7t radianos.

Se um desses triangulos possuisse soma das medidas dos angulos internos igual a 7 radianos, pela Segunda
Proposicao de Legendre, terfamos que todos os triangulos possuiriam soma das medidas dos angulos internos igual a
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7 radianos, o que implicaria no 5° Postulado de Euclides, que é contrario ao Postulado de Lobachewsky. Logo, ABD
e BDC possuem, cada um, soma das medidas dos angulos internos menor do que 7 radianos. Assim, D 4+ C < 7t e,
portanto, D < Z, como querfamos. (I

[Proposigéo 5.20 A base e o topo de um Quadrilatero de Saccheri fazem parte de retas hiperparalelas. ]

Demonstracao.

Aproveitemos a figura da demonstracao da proposi¢ao acima. Se b_é fosse paralela ou concorrente com }ﬁ,
entao NMC seria menor do que, ou igual a, um angulo de paralelismo, portanto, agudo, o que contradiz a proposicao
acima. O

Dizemos que dois Quadrildteros de Saccheri ABCD e A’B’C’'D’ com bases AB e A’B’ e lados AD, BC L AB e
A'D’, B'C’ L A’B’, respectivamente, sdo congruentes quando AB = A’'B’ ¢ AD = A'D’.

Um quadrilétero é dito Quadrildtero de Lambert quando possuir trés angulos internos retos.

Observando a Proposicao 5.19, concluimos que todo Quadrildtero de Saccheri pode ser decomposto em dois Qua-
drildteros de Lambert por meio da perpendicular comum & base e o topo do Quadrildtero de Sacchersi.

[Proposigéo 5.21 O angulo interno ndo conhecido de um Quadrildtero de Lambert é agudo. ]

- ~
Demonstracgao.

Podemos decompor um quadrilatero qualquer em dois triangulos. Pela Primeira Proposi¢do de Legendre, a soma
das medidas dos angulos internos de cada um dos triangulos é menor do que, ou igual a, 7 radianos.

Se um desses triangulos possuisse soma das medidas dos angulos internos igual a 7 radianos, pela Segunda
Proposi¢cao de Legendre, terifamos que todos os tridngulos possuiriam soma das medidas dos angulos internos igual
a 7 radianos, o que implicaria no 5° Postulado de Fuclides, que é contrario ao Postulado de Lobachewsky. Logo,
os dois triangulos da decomposicao do Quadrildtero de Lambert possuem, cada um, soma das medidas dos angulos
internos menor do que 7 radianos. Assim, o angulo desconhecido do quadrilatero deve ser agudo.

Outra forma de demonstrar essa proposicao é construir, a partir do Quadrildtero de Lambert, um Quadrildtero

de Saccheri e usar a proposicao 5.19. (Il
-

p
Proposicdo 5.22 Seja ABCD um quadrildtero convexo com base AB e laterais AD e BC perpendiculares a base, ou

seja, A =B = 7. Entdo,
C <D &= AD < BC.

A\

p
Demonstracao.

(=) C<D=>AD < BC (figura abaixo & esquerda).
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—~

(i) Se AD = CB, entdao ABCD seria de Saccheri. Logo, teriamos teriamos C= D, uma contradigao.
(ii) Se AD > BC (figura acima ao centro), seja C' € AD tal que AC’ = BC. Logo, « = § ¢, pelo Teorema do Angulo
Externo, o« > 3. Assim, N

§>p=06+y>p=C>D,

uma contradicao com a hipotese.
Concluimos, portanto, que AD < BC, como queriamos.

(&) AD < BC = C < D. )
Seja D’ € BC tal que AD = BD’ (figura acima a direita). Temos o« = 3 e, pelo Teorema do Angulo Externo,

temos L
B>y=—=a>y=a+d>y=D>C,

como queriamos. O
S

Uma Aplicacao Importante do Quadrilatero de Lambert:
Construcao Geométrica de Uma Reta Paralela a Uma Reta Dada

Um problema classico na Geometria Hiperbdlica é:

Dada uma reta v e um ponto P fora dela, construir as duas retas paralelas s e s’ a reta v passando pelo ponto P
dado usando apenas “régua hiperbolica” sem escala e “compasso hiperbolico”.

No modelo do Disco de Poincaré, isso equivale a nao utilizar na construcao qualquer ponto do bordo do disco.
O roteiro da construgao é dado pela proposicao abaixo. Nao faremos a demonstracao dessa proposicao neste texto
devido ao seu grande numero de pré-requisitos e extensao. Entretanto, para aqueles que desejarem estudarem-na,
recomendamos a referéncia [3] paginas de 94 até 102.

Proposicao 5.23 Sejam r uma retae P & 1.

Tracemos o segmento PE perpendicular a r com E € . .

Tracemos um segmento PC perpendicular a PE de modo seja possivel tragar a reta CD perpendicular a PC com D € r.
Tracemos o circulo de centro P e raio a = ED. Esse circulo determina dois pontos A, A’ € CD.

x OB o of — AP e
Entdo, as retas s = AP e s’ = A’P sdo paralelas a r passando por P.

A figura abaixo ajuda a compreender o procedimento descrito na proposi¢ao acima e ilustra a reta s.

A Proposigao 5.23 acima também suscita algumas observagoes adicionais:

(1) Ha duas posigoes relativas para o quadrilatero de Lambert PEDC, a depender de qual lado da reta ﬁ em que se
constréi o segmento PC. Ambos os quadrildteros possiveis de serem construidos sao congruentes e as retas s e s’ sao
as mesmas (prove isto!).

=
(2) A existéncia da reta CD depende do comprimento de PC. Se PC for muito grande, pode ser que a reta perpendicular
a PC em C nao intersecte .

=
(3) Os pontos A e A’ de interseccao do circulo de centro P e raio a = ED com a reta CD sempre existem, pois no
quadrilatero de Lambert PEDC sempre temos PC < ED.
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5.6 Variacao da Distancia entre Duas Retas

[Proposigﬁo 5.24 Duas retas hiperparalelas possuem uma, e somente uma, reta perpendicular em comum. j

Demonstracao da Proposicao 5.2/.

Existéncia:

A idéia da prova da existéncia da reta perpendicular comum a duas retas hiperparalelas r e s é a construcao de
um Quadrildtero de Saccheri tendo base na reta r e topo na reta s, ou seja, a ideia é “encaixar” um Quadrilatero
de Saccheri entre as retas r e s. Feito isso, a Proposigao 5.19 garante que existird a reta procurada, bastando para
isso tomar a reta que passa pelos pontos médios da base e do topo do quadrilatero.

Sejam r e s retas hiperparalelas. Consideremos A e B pontos distintos de s. Tracemos os segmentos AC e BD
perpendiculares a 7.

Se AC = BD, entao o quadrildtero ACDB é de Saccheri. Logo, pela Proposicao 5.19, temos que r e s possuem
uma reta perpendicular comum.

Se o segmento A C nao for congruente ao segmento BD, podemos supor, sem perda de generalidade, que AC > BD.
Seja Q7 um dos pontos ideais da reta s de tal modo que B esteja na semirreta AQ;. Tomemos E € AC tal que
EC = BD, consideremos a semirreta 1?)12 de tal modo que CEQZ = D§Q1 e, além disso, que os triangulos
generalizados ECQ, e BDQ; estejam no mesmo semiplano determinado pela reta que passa por A e C, conforme
a figura abaixo a esquerda.

Afirmacgao: a semirreta IT)Z intersecta a reta s. R

De fato, consideremos Q03 um dos pontos ideais da reta r de tal modo que D esteja na semirreta CQj3.

Primeiramente, observemos que os tridngulos generalizados ECQ, e BDQ; sao congruentes pelo caso “lado,
angulo”. Consequentemente, Q16Q3 =0, 6Q3. Além disso, esses angulos sdo agudos.

Pelo Teorema do Angulo Externo para Tridngulos Generalizados, o angulo Q1ﬁQ3 (que é angulo externo do
triangulo generalizado CDQ 1) deve ser maior do que o angulo Q CD (que é angulo interno nao adjacente no mesmo
tridngulo). Desta forma, a semirreta CTL divide o angulo Q, 6()3.

Sendo o angulo Q26Q3 agudo e maior do que o angulo Q4 6(137 podemos garantir que a semirreta @12 divide
o angulo A6Q1. Pelo “Axioma de Pasch” para tridngulos generalizados, a semirreta C();, intersecta o lado AQ;
do triangulo generalizado ACQ; em um ponto F.

Por fim, pelo “Axioma de Pasch” aplicado no triangulo AEF, temos que a semirreta EQ, deve intersectar o lado
AF em um ponto G, provando nossa afirmacao.

Seja H € 1 de tal modo que o segmento GH seja perpendicular a reta r, conforme a figura acima ao centro.

Seja I € s de tal modo que EG = BI e I estd na semirreta BQ;.

Seja ] € v de tal modo que o segmento IJ seja perpendicular a reta .

Com isto, temos dois quadrildteros, ECHG e BDJI, que sdo congruentes (para ver isso facilmente, basta dividi-los
em tridngulos). Desta forma, GH = IJ.

Temos assim, o Quadrilatero de Saccheri GHJI com base na reta T e topo na reta s, conforme a figura acima
a direita. Pela Proposicao 5.19 temos que a reta t que passa pelos pontos médios K do topo GI e L da base HJ é
perpendicular as retas r e s, como queriamos.

Unicidade:
Se existissem duas retas perpendiculares as retas r e s, teriamos um quadrilatero com quatro angulos retos, o
que, como vimos, é impossivel. Isto conclui a demonstragao. O
- J
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Observagoes.

(i) Duas retas concorrentes ndo possuem uma reta perpendicular em comum. Caso contrério, terfamos um triangulo
ordindrio com dois angulos internos retos ou um angulo raso com medida diferente de 7 radianos.

(ii) Duas retas paralelas ndo possuem uma reta perpendicular em comum. Caso contrario, terfamos um tridngulo
generalizado com dois angulos internos retos.

A distdncia de um ponto P a uma reta r é o comprimento do segmento PQ sendo Q o pé da perpendicular baixada
de P a r. Indiquemos a distancia de P a r por d (P, 7).

<
Proposicao 5.25 Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O. Seja P € m. A distancia de P a n cresce quando P

se afasta de O, tornando-se arbitrariamente grande, e decresce quando P se aproxima de O tornando-se arbitrariamente
pequena.

- ~
Demonstracao.

Este resultado é evidente quando as retas m e n sao perpendiculares. Sendo assim, consideremos m e n retas
concorrentes e & o angulo agudo entre elas, conforme a figura abaixo.

Considere Py, P, € m tais que Py € OP; e Q1,Q2 € n tais que P1Q7 L ne P,Q, L n.
Temos B > v, pois Yy < § radianos (veja o triangulo retangulo OQ2P2) e B > J radianos pelo Teorema do

Angulo Externo no triangulo OQqP;y.
Logo, por proposigao ja demonstrada,

P1Q1 <P2Q2 = d(Py,n) <d(P2,n).

Isto mostra que:
cresce quando P se afasta de O
decresce quando P se aproxima de O

a(Pm) {

Resta mostrar a segunda parte.

Seja k > 0. Pela fun¢ao dngulo de paralelismo, existe h > 0 tal que 0 (h) = .

Seja M € n tal que OM = h. Tomemos m’ perpendicular a n por M.

Logo, m’//m (pois 6 (h) = «).

Seja R € m’ tal que MR = k. Seja P € m tal que PR L m’ (P existe pelo “Azioma de Pasch” para tridngulos
generalizados). Seja Q € n tal que PQ L n. Temos que MRPQ é um Quadrildtero de Lambert e, portanto,

MR < PQ=k<d(P,n),

ou seja, d (P,n) pode tornar-se arbitrariamente grande.

Por fim, observemos que no triangulo retangulo OPQ o lado OP é sempre maior do que PQ, que representa a
distancia de P & reta n (lembre-se de que em um tridngulo, o maior lado é oposto ao maior angulo, e esse é um
resultado que nao depende do Quinto Postulado de Euclides). Temos assim, OP > PQ = d (P,n). Isto significa que

quando P se aproxima de O, entao a distancia de P a reta n torna-se arbitrariamente pequena. O
. J

Proposicao 5.26 Sejam m e n retas paralelas com ponto ideal QO em comum. Seja P € m. A distdncia de P an
decresce quando P se move no sentido de Q, tornando-se arbitrariamente pequena. A distdncia de P a n cresce quendo
P se move no sentido oposto de Q) tornando-se arbitrariamente grande.

J
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e N
Demonstracgao.

Sejam m e n duas retas paralelas e P, P’ € m tais que P’ € PQ. Sejam Q,Q’ € n tais que PQ L ne P’Q’ L n,
conforme a figura abaixo & esquerda.

Temos « < 5 radianos (devido a fungdo angulo de paralelismo) e 3 > 7 radianos (devido ao Teorema do Angulo
Ezterno para triangulos generalizados). Logo, a < 3 e, devido a proposic¢do ji demonstrada,

PQ >P'Q = d(P,n)>d(P,n),

ou seja,
decresce quando P se move no sentido de Q
cresce quando P se move no sentido oposto

a(Pn) {

Quanto a segunda parte, seja k > 0 arbitrario. Mostremos que existem pontos em m a distancia k da reta n.
Seja P e me Q € n tais que PQ L n.

Se d (P,n) > k, tomemos em PQ um ponto R tal que d (R,n) = k.

Tomemos a reta m’ paralela & reta 1, passando por R no sentido oposto ao do paralelismo entre as retas m e n.

A reta m’ entra no tridngulo generalizado PQQ pelo lado PQ e, sendo distinta de n, ela deve intersectar a reta
m (“Azioma de Pasch” para tridngulos generalizados). Seja A tal ponto de interseccao.

Tomemos na semirreta AQ C m um ponto C tal que AR = AC e baixemos a perpendicular, sendo D € n tal

que CD L n.
E facil mostrar, utilizando congruéncia de triangulos que RQ = CD, ou seja, d (C,n) = k, como querfamos.

Se d (P,n) < k, o raciocinio é andlogo, apenas que invés de tomarmos R entre P e Q, tomamos R tal que P esteja

entre Re Q e d (R,n) =k. A figura acima & direita ilustra esse caso. O
. J

Proposicao 5.27 Sejam m e n retas hiperparalelas e MN o segmento perpendicular comum a men com M € m e
n € N. Seja P € m. A distancia de P a n decresce quando P se aproxima de M, tornando-se igual a MN quando
P = M. A distancia de P a n cresce quando P se afasta de M tornando-se arbitrariamente grande.

Demonstracao.

Consideremos a figura abaixo.

O quadrilatero MP1 Q1N é de Lambert, assim como MP,Q,N. Logo,

ny<3=p>7.
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Assim, por proposi¢ao ji demonstrada, temos
P1Q1 < P2Q2 = d(Py,n) < d(P2,mn).

Logo,
cresce quando P se afasta de M
decresce quando P se aproxima de M

a(Pmn) {

Quanto a segunda parte, seja a semirreta 1_\1—5_ paralela a m.

Tomemos P € MQ e Q € n tal que PQ L n. Seja R a interseccao de PQ com a semirreta Wz

Vimos na proposigéo anterior que d (R,n) aumenta arbitrariamente quando R se afasta de N.

Como R € PQ concluimos também que d (P,n) aumenta arbitrariamente quando P se afasta de M.

Também vimos que d (R,n) tende a zero quando R se aproxima de N, sendo zero quando R = N. Logo, d (P,n)

tende a d (M, n) quando P se aproxima de M, sendo MN quando P = M. |
- J

5.7 Horocirculos e Curvas Equidistantes

Na Geometria Hiperbdlica existem dois tipos de curvas (inexistentes na Geometria Euclidiana) que desempenham
papel importante para o desenvolvimento de conteiidos mais avancados no campo das geometrias nao euclidianas.
Trata-se do horocirculo e da curva equidistante, que estudaremos nessa secdo. Antes porém, precisamos desenvolver
alguns conceitos e proposicoes que servirao de base para nosso estudo.

[Proposigéo 5.28 Dadas duas retas paralelas, existe um ponto ordindrio equidistante dessas duas retas. j

- ~
Demonstracao da Proposicao 5.28.

Sejam r//s; P €1, Q € s e t reta que passa por P e Q.
Sejam m e n bissetrizes dos angulos formados por r e t e, por s e t, conforme a figura abaixo.

Temos que MAP = MCP e MCQ = MBQ. Logo, MA = MC = MB, ou seja, M ¢é equidistante de r e s. a

= J

Proposicao 5.29 Sejam 1 e s retas paralelas com o ponto ideal QO em comum. Seja M um ponto ordindrio equidistante
de r e s. Entdo, a reta MQ ¢é equidistante de r e s.

p
Demonstracao da Proposicao 5.29.

Seja N € W) arbitrario e consideremos as construgoes da figura abaixo, sendo A, A’, B e B’ os pés das
perpendiculares baixadas de M e N as retas r e s. Nosso objetivo é mostrar que NA’ = d (N,r) é igual a NB' =
d(N,s).

Por congruéncia de triangulos:

Caso LA de congruéncia de triangulos generalizados: AMQ = BMQ = AZZ\ZQ = B:I\ZQ.

Caso LAL de congruéncia de triAngulos: AMN = BMN = AN = BN e NAA’ = NBB'.

Caso LAA, de congruéncia de tridngulos: AA’'N = BB'N = NA’ = NB’.

Como N € MQ é arbitrario, temos o resultado desejado. O
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A reta iVLO_ da proposigao acima é chamada de reta bissectora das retas paralelas r e s.

Sejam T e s retas distintas e P € 1, Q € s. Dizemos que P e Q s@o pontos correspondentes quando o segmento
PQ forma com 1 e s angulos congruentes em um mesmo lado de PQ (figura abaixo). Também podemos dizer que P
corresponde a Q.

Proposicao 5.30 Sejam 1 e s retas paralelas e P € r. Entdo, existe um dnico ponto Q € s tal que P e Q sdo pontos

correspondentes.
-

- ~
Demonstracao da Proposicao 5.30.

Seja b a reta bissectora de 1 e s, conforme a figura abaixo a esquerda.

Seja M € b o pé da perpendicular baixada de P a b.

Sejam A € r e B € s pés das perpendiculares baixadas de M a r e s, respectivamente.

Seja Q € s tal que PA = QB.

Assim, PAM = QBM (caso de congruéncia LAL) e, portanto, PM = QM.

Desta forma, PMQ = QMQ (caso de congruéncia LA), de onde concluimos que P, M e Q s@o colineares.

Deste modo, é facil ver que QﬁQ = PQ\Q, ou seja, P e Q sao correspondentes.

Quanto a unicidade: Suponha que existam Q1 e Q, € s correspondentes a P € r, conforme a figura acima a
direita.

Temos 3 > « pelo Teorema do Angulo Externo aplicado ao triangulo PQ1Q; e f < « por construgao no ponto
P. Contradigao.

Logo, Q é tnico. ]

N
Proposicao 5.31 Sejam 1, s e t retas paralelas distintas em um mesmo sentidoe P € v, Q € s e R € t. Se P corresponde

a Q e Q corresponde a R, entdo P, Q e R sdo pontos nio colineares.

J

4 A
Demonstra¢ao da Proposi¢cao 5.31.

Consideremos as hipéteses de acordo com a figura abaixo.
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Como a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo generalizado é menor que 7t radianos, concluimos
que x < 5 e < 7.

Logo, «+ 3 < 7 e, portanto, P, Q e R nao sao colineares. O
J/

<
Proposicao 5.32 Sejam 1, s e t retas paralelas distintas em um mesmo sentidoe P € 7, Q € s e R € t. Se P corresponde

a Q e Q corresponde a R, entdo P corresponde a R.

- N
Demonstracao da Proposicao 5.32.

Considere a figura abaixo.

Pela proposicao acima, P, Q e R formam triangulo. Sejam A e B pontos médios de PQ e QR, respectivamente.
Logo, AQ e BQ sdo mediatrizes de PQ e QR (congruéncia de tridngulos generalizados - caso LA). Desta forma, o
triangulo PQR nao é inscritivel em um circulo.

Observemos que no tridngulo PQR valem as rela¢oes PR > QP e PR > QR, pois R/QP > QﬁR e R/QP > PﬁQ (em
um tridngulo o maior lado é oposto ao maior 4ngulo e vice-versa - esse resultado é vdlido na Geometria Hiperbdlica).
Desta forma, se C é ponto médio de PR, entao C estd na regiao do plano hiperbédlico delimitada por /Tz e (BT))_ *
(_)Deste modo, a mediatriz de PR deverd ser CQ pois, caso contrario, haveria intersecgao entre CQ e AQ, ou entre
CQe (B‘d Portanto, haveria um circuncentro ordinario para o tridngulo PQR. Contradigao, pois AQ e BQ sao
paralelas.

Assim, PCQ e RCQ sdo tridngulos retangulos generalizados congruentes (caso LA). Logo, RPQ = PﬁQ, ou seja,

P e R sao correspondentes. O
. J

Observagoes.

(1) As Proposicoes 5.28, 5.29, 5.31 e 5.32 podem ser adaptadas para retas concorrentes. As Proposicoes 5.28, 5.29, e
5.30 podem ser adaptadas (com o auxilio da Proposigdo 5.24) para retas hiperparalelas.

(i1) A Proposicao 5.30 é falsa para o caso de retas concorrentes porque, neste caso, um ponto distinto do ponto de
intersecgao em uma das retas possui exatamente dois pontos correspondentes na outra reta.

(iii) A Proposicao 5.31 é falsa para retas hiperparalelas. De fato, se T e s s@o retas hiperparalelas e PR é o segmento
perpendicular a ambas, entao a reta t perpendicular a PR passando pelo ponto médio Q de PR é reta hiperparalela a
T eas. Assim, T, s e t sdo hiperparalelas, P e Q s@o pontos correspondentes, Q e R sdo pontos correspondentes e P,
Q e R sao pontos colineares. A figura abaixo ilustra essa situagao.
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(iv) A Proposigao 5.32 é falsa para trés retas hiperparalelas duas a duas de um modo geral. Entretanto, se as trés
hiperparalelas possuirem uma tnica perpendicular comum (como na figura acima), entdao o resultado é verdadeiro.

A tabela abaixo sintetiza as observagoes acima:

’ H Concorrentes \ Paralelas \ Hiperparalelas ‘

Prop. 5.28 (existéncia de ponto equidistante) sim sim sim
Prop. 5.29 (existéncia de reta equidistante) sim sim sim
Prop. 5.30 (unicidade de ponto correspondente) nao sim sim
Prop. 5.31 (3 pontos correspondentes nao colineares) sim sim nao
Prop. 5.32 (transitividade de pontos correspondentes) sim sim nao

Sejam o feixe (conjunto) de todas as retas paralelas em um mesmo sentido com um ponto ideal Q em comum
e P um ponto ordindrio em uma reta desse feixe. Ao lugar geométrico de todos os pontos correspondentes a P nas
demais retas do feixe chamamos de horocirculo (ou horociclo) de centro Q e raio PQ, conforme a figura abaixo
a esquerda).

Observemos que um horocirculo fica determinado por um ponto ideal Q (centro) e um ponto ordindrio P.

Um modo intuitivo de conceber um horocirculo é penséd-lo como “limite de circulos”. Se tomarmos um circulo com
centro em A € PQ e raio AP e fizermos A “tender” a (), entao o circulo de centro A e raio AP “tende” ao horocirculo
de centro Q e raio PQ (figura acima & direita).

Observacgao: No modelo do Disco de Poincaré é possivel provar que um horocirculo possui o formato de um circulo
euclidiano tangente ao bordo do modelo.

Sejam H e H’ dois horocirculos de centros Q e Q' respectivamente. Dizemos que H e H' sdo congruentes quando
para quaisquer A, B € H, existem A’, B’ € H' tais que ABQ = A’B’Q’ (figura abaixo).

[Proposicéo 5.33 Quaisquer dois horocirculos sdo congruentes. ]

p
Demonstracao.

Sejam A,B € He A’ € H, conforme a figura abaixo.
Seja o circulo de centro A’ e raio AB. Logo, este circulo intersecta H' em dois pontos B’,B” € H'.
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Pela caso de congruéncia de tridngulos generalizados isésceles, temos ABQ = A'B’Q’ (ou A’B”Q’), como
queriamos. 0

Dados um horocirculo H de centro Q e uma reta r que nao tenha Q como ponto ideal, dizemos que r é tangente
a H quando r N H for um conjunto constituido por apenas um ponto.

Proposicao 5.34 Uma reta é tangente a um horocirculo se, e somente se, for perpendicular a um de seus raios em sua

extremidade.
J

N
Demonstracao.

—
=) Seja {P} = HN r. Suponhamos que o angulo entre PQ e r seja agudo medindo «.

Considerando-se a fungao angulo de paralelismo 0, seja h > 0 tal que 0 (h) = o < 7 radianos.

Seja Q e rtal que PQ=he QﬁQ = «. Seja R € r tal que PQ = QR e Q esteja entre P e R, conforme ilustrado
na figura acima.

Logo, PQQ e RQQ sao tridngulos retingulos generalizados congruentes, ou seja, PQQ = RQQ (caso LA de
congruéncia de triangulos generalizados).

Assim, PRQ = RﬁQ, ou seja, P e R sao correspondentes. Logo, R € H, contradizendo a hipdtese. Conclusao:
o = 5 radianos.

—
&) Se PQ L v e r cortar H em um outro ponto S, teremos que P e S serdo correspondentes e PSQ serd um
triangulo generalizado com dois angulos retos. Contradigéo!

Logo, HNr = {P} e, portanto, r é tangente a H. a

J

Seja r uma reta. Consideremos o conjunto P de todas as retas perpendiculares a r. Seja P um ponto pertencente
a uma dessas retas e P € r. O lugar geométrico C de todos os pontos correspondentes de P nas demais retas de P é

chamado de curva equidistante de r. A distancia de P a v é chamada de distdncia de C a v, conforme a figura
abaixo.

Observagoes:
(i) C nao é uma reta hiperbdlica.
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(ii) Se P,P’ € C e Q,Q’ sdo os pés das perpendiculares baixadas de P,P’ a 1, entao PQQ'P’ é um Quadrildtero de
Saccheri.

Sejam C; e C, curvas equidistantes das retas r e s, respectivamente, conforme a figura abaixo. Dizemos que C;
¢é congruente a C; quando, dados A,B € Cq, existem A’,B’ € C; tais que ACDB = A’C'D’B’, sendo C,D os pés
das perpendiculares baixadas de A,B a r e C',D’ os pés das perpendiculares baixadas de A’,B’ a s. (ou seja, os
Quadrildteros de Saccheri ACDB e A’C’'D’B’ séo congruentes).

Proposicao 5.35 Duas curvas equidistantes C; e C, de 1 e s, respectivamente, tais que a distdncia de C; a r é a mesma
que a distancia de C, a s sdo congruentes.

- N
Demonstracao.

Sejam A,B € C; e C,D € r tais que AC L r, BD L r, conforme a figura abaixo.
Sejam A’ € C; e C' € s tais que A’C’ L s. Seja a circunferéncia de centro C’ e raio CD. Esta circunferéncia

intersecta s em dois pontos D’ e D”.
Tomemos B’ € C, correspondente de A’ na reta perpendicular a s por D’.
D,,’ -

Por congruéncia de tridngulos, é facil mostrar que o« = 3 e, portanto, que o quadrildtero de Saccheri ABCD =

A’B’C'D’, ou seja Cq1 e C, sao curvas equidistantes congruentes. O
N J

Sejam A e B pontos ordinarios em um circulo, horocirculo ou curva equidistante. Chamamos o segmento AB de
corda do circulo, horocirculo ou curva equidistante e a parte de comprimento finito compreendida entre A e B de arco
de circulo, horocirculo ou curva equidistante, conforme figura abaixo.

Fo arco

\. horocirculo

arco B _-curva equidistante

Sejam AB e A’B’ arcos de circulos ¢1 e ¢z de centros O e O, respectivamente. Dizemos que AB e A’B’ sao
congruentes quando ABO = A’B’O’ (figura abaixo & esquerda).

Sejam AB e A’B’ arcos de horocirculos H e H' de centros Q e Q’, respectivamente. Dizemos que AB e A’B’ sao
congruentes quando ABQ = A’B’Q)’ (figura abaixo ao centro).
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Sejam AB e A’B’ arcos de curvas equidistantes C; ¢ C2 a t e s, respectivamente. Dizemos que AB ¢ A’B’
sao congruentes quando os Quadrildteros de Saccheri ABCD = A’B’C'D’, sendo CD e C'D’ suas bases em 1 ¢ s,
respectivamente (figura abaixo & direita).

Proposicao 5.36 (i) Cordas congruentes em circulos de mesmo raio subentendem arcos congruentes.

(i1) Cordas congruentes em horocirculos subentendem arcos congruentes.

(iii) Cordas congruentes em curvas equidistantes C; e C; a mesma distancia de 1 e s, respectivamente, subentendem
arcos congruentes.

- N
Demonstracao.
No primeiro caso, o caso de congruéncia de triangulos LLL resolve.
No segundo caso, o caso de congruéncia para tridangulos isésceles generalizados resolve.
No terceiro caso, considere a figura abaixo a esquerda.

Devemos mostrar que ABCD = A’B’C’D’. Para isso, de acordo com a definicdo de congruéncia entre Qua-
drildteros de Saccheri, basta mostrar a igualdade CD = C’'D’, uma vez que CB = C’'B’. Para tanto, sejam « e 3 as
medidas dos angulos do topo dos Quadrilateros de Saccheri ABCD e A’B’C'D’, respectivamente.

Construamos sobre uma reta t os Quadrildteros de Saccheri ABCD e A’B’C'D’ de tal forma que eles sejam
adjacentes com o lado BC = A’D’ em comum e as bases CD e C'D’ sobre a reta t (figura acima & direita). De
AD = C'B’ temos um Quadrildtero de Saccheri AB’C’'D com angulos do topo medindo y. Por hipdtese, as cordas
AB e A’B’ sdo congruentes, o que implica no tridngulo AA’B’ ser isésceles e, portanto, f —y = « —y, ou seja,
o =f.

Desta forma, BC estd sobre a bissetriz do angulo A do triangulo isésceles AA’B’ e, portanto, BC est4 sobre a
altura relativa ao vértice A’ desse tridngulo. Assim, BC est4 sobre a reta que é perpendicular ao topo e a base do
Quadrildtero de Saccheri AB’C’D. Mas esta reta divide a base C'D ao meio, ou seja, CD = C'D’, como querfamos.
([l

. J

5.8 Areas

Na Geometria Fuclidiana Plana é comum definirmos a unidade de drea como sendo a por¢ao do plano delimitada
por um quadrado de lado unitario. Naturalmente, nao podemos adotar a mesma definicao na Geometria Hiperbdlica
Plana, pelo simples fato de nao haver quadrados em tal geometria. Por outro lado, podemos pensar em adotar outra
figura geométrica no lugar do quadrado para servir de unidade de area, como um determinado triangulo, por exemplo.
Eo que faremos nesta secao, entretanto, nao iremos fixar um triangulo para servir de unidade de drea, mas sim, seremos
conduzidos naturalmente a considerar uma determinada familia de triangulos de drea unitaria. A figura geométrica
triangulo é uma escolha natural neste caso, pois dado um poligono qualquer, sempre é possivel trianguld-lo em uma
quantidade finita de tridngulos, mesmo que os poligonos nao sejam convexos. Vejamos como desenvolver essas ideias.

Desejamos fazer o estudo do conceito de area de um tridangulo hiperbdlico e, de modo mais geral, o conceito de
area de uma “regiao” no plano hiperbdlico.
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O conceito de area é universal, tanto na Geometria Euclidiana quanto nas demais geometrias. Definindo T
como sendo o conjunto de todos os triangulos ordindrios ou generalizados do plano hiperbdlico, a fun¢ao drea de
triangulo, A : T — R, é definida como sendo uma funcdo que associa a cada tridangulo 7 € T um ntmero real
A (7) > 0 cumprindo as duas seguintes propriedades:

(1) Se T7 e T séo triangulos congruentes, entdo 77 e 72 possuem a mesma area, ou seja,

A(T) =A(T2).

(2) Se T7 e T, séo triangulos tais que 77 U T, também seja um tridngulo e tais que a intersec¢ao de seus interiores
seja vazia, entao

A(MUT) =A(T)+A(T2).

Na Geometria Hiperbdlica, é curioso saber que hd uma outra funcao que cumpre as duas propriedades da “fungao
area de triangulo” acima, na situagao em que a reuniao de dois tridngulos também seja um triangulo. Trata-se da
“funcao defeito de triangulo”, que passamos a definir.

A diferenca entre 7t e a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo ordinario ou generalizado, medida
em radianos, é chamada de defeito do triangulo. Sendo assim podemos definir a fun¢do defeito de triangulo, 6 :
T — R* que associa a cada tridngulo 7 € T um numero real 8 (7) > 0 que é o defeito do triAngulo 7.

A propriedade (1) acima é obviamente cumprida por &, pois triangulos congruentes possuem mesmas medidas de
angulos internos.

Quanto a propriedade (2), devemos ter 73 U T2 como sendo um tridngulo (ordindrio ou generalizado). Assim,

tomemos um triangulo ABC e D € AB, como na figura abaixo. O que podemos dizer da relagao entre o defeito de
ABC =77 U7T; e os defeitos de ACD =77 e BCD = 737

Temos:

mM—(ax+e+A)]+m—(P+06+0)]=2n—(x+P+A+0+¢+05)
=2n—(x+PB+v+m)
=n—(x+p+7v)

Deste modo, concluimos que o defeito de ABC é a soma dos defeitos de ACD e BCD, ou seja, 6 (T3 UT2) =0 (T1) +
8 (T2).

Observagoes:

A propriedade (2) pode ser estendida para uma decomposicdo qualquer de um tridngulo 7 em uma quantidade
finita de triangulos menores 7;; 1 = 1,...,n; e, assim, o defeito do tridngulo 7 serd a soma dos defeitos dos tridngulos
Ti.

A defini¢do de defeito pode ser generalizada para poligonos (ordindrios ou generalizados). Chamamos de defeito
do poligono de n lados a diferenga entre (n — 2) 7t e a soma das medidas dos angulos internos desse poligono. Nao é
dificil verificar a propriedade (2) para o caso de poligonos.

O fato de as fungbes “drea de tridngulo” e “defeito de tridngulo” cumprirem as mesmas propriedades ndo é mera
coincidéncia, e é natural esperar que haja uma férmula que as relacione. E o faremos a seguir.

Dado um triangulo ordinario ABC qualquer, tomemos os pontos médios M e N dos lados AB e AC. Seja r a
reta que passa por M e N. Desta forma, B e C estao de um mesmo lado de r e podemos tracar perpendiculares a
passando por B e C e construir um quadrilatero BCDE, sendo D e E os pés das perpendiculares que passam por C e
B, respectivamente. A figura abaixo ilustra as trés situagoes possiveis para tal construcao.
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Nao é dificil provar, utilizando o caso de congruéncia de triangulos LAAy, que BCDE é um Quadrildtero de Saccheri
em qualquer situagao.

<
Proposicao 5.37 Sejam ABC um tridngulo e BCDE um Quadrildtero de Saccheri com base DE tal que M, ponto médio

de AB, e N, ponto médio de AC, pertencem a reta ﬁ Entdo, ABC e BCDE possuem a mesma area.

J
s N
Demonstragao:
Considere a figura acima.
No primeiro e terceiro casos, AHN = CDN e AHM = BEM pelo caso de congruéncia de triangulos LAAy. Logo,
a area do tridngulo ABC é igual a area do Quadrilatero de Saccheri BCDE.
No segundo caso, temos AHN = CDN apenas e a conclusao é mesma. O
N J

p
Proposicao 5.38 Dados dois triangulos (ordindrios ou generalizados), se eles possuem o mesmo defeito, entdo eles

possueém a mesma area.

p
Demonstracao.

Faremos a demonstragao apenas para triangulos ordinarios.
Dividiremos a demonstragao em dois casos e utilizaremos a situacdo da figura acima, ilustracdo da esquerda (as
outras duas situagoes seguem de modo andlogo).

(1) Os tridngulos ABC e A’B’C’ possuem um dos lados congruentes, digamos BC = B/C’.
Consideremos a figura abaixo a esquerda, sendo:

M: ponto médio de AB;

N: ponto médio de AC;

M’: ponto médio de A’B’;

N’: ponto médio de A’C’.

Conforme observado & pouco, na figura acima, temos 6 + ¢ = o e ' + ¢/ = o/. Mas, por hipétese,
x+B+y=o+p +7v.

Assim,
S+e+B+y=0+e+p +Y.

Mas B+0=v+eep +8 =v + ¢ devido ao fato dos quadrildteros BCDE e B'C'D’E’ serem de Saccheri.
Logo,
20v+e) =2+ )=v+e=y +¢.

Deste modo:
d+PB=y+e=0+p =7 +¢.

A congruéncia entre os quatro angulos do topo dos dois quadrilateros de Saccheri BCDE e B’C’D’E’, junto a
hipétese BC = B/C’, permite concluir que CD = C'D’ (e BE = B’E’). A prova disso é por absurdo: basta supor que
CD > C'D’ ou CD < C'D’, entéao seria possivel construir um quadrildtero com quatro dngulos retos, o que nao é
possivel na Geometria Hiperbdlica.

Dividindo os quadrildteros de Saccheri BCDE e B'’C'D’E’ em quatro triangulos cada, e usando os casos de
congruéncias de tridngulos, concluimos facilmente que BCDE = B'C’'D’E’.

Temos assim, a igualdade das dreas dos tridngulos ABC e A’B'C’.
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(2) Os triangulos ABC e A’B’C’ nao possuem lados congruentes.

Suponhamos, sem perda de generalidade que AC < A’C’.

Consideremos a circunferéncia de centro em C e raio %. Esta circunferéncia intersecta MN (figura acima &
direita) nos pontos F e F”.

Consideremos ainda M como sendo o ponto médio de AB e N como sendo o ponto médio de AC.

Seja A” tal que F é ponto médio de A”C.

Facilmente vé-se que G é ponto médio de A”B.

Assim, podemos concluir que A”BC e ABC possuem mesma &rea.

No entanto, A”BC e A’B’C’ sao tridngulos com mesmo defeito (pois ABC e A”BC possuem mesmo defeito) e
com A”C = A’C’. Logo, pelo Caso (1) acima, temos A”BC e A’B’C’ com a mesma &rea.

Concluimos, portanto, que ABC e A’B’C’ possuem mesma drea, como querfamos. O
- J

Na verdade, a reciproca da proposicao acima é verdadeira, ou seja, se dois tridangulos (ordinarios ou generalizados)

possuem a mesma area, entdo possuem o mesmo defeito. Mais do que isso, provaremos que a fung¢ao drea de triangulo

e a funcdo defeito de triangulo s@o proporcionais, ou seja, /;((;r]) = ¢, sendo ¢ constante positiva fixa, para qualquer

tridngulo 7 (um tratamento pormenorizado desses conceitos e resultados pode ser conferido em [18]).

Essa proporcionalidade nos dda uma informagao extremamente preciosa: devido a fungao defeito de triangulo
generalizado ser limitada (no intervalo ]0,7]), entdo a fungio drea de tridngulo é, também, limitada (no intervalo
10, c7t]). Desta forma, tridngulos generalizados com trés vértices ideiais sdo os tridngulos que possuem a maior drea
possivel (pois s@o os tridngulos com o maior defeito possivel).

Antes de demonstrarmos essa proporgao, precisamos de um lema.

[Lema A func¢do defeito de tridngulo 6 : T — R, é continua. j

P
Proposicao 5.39 Se ABC e DEF s3o tridngulos (ordinarios ou generalizados), entdo

A(ABC) _ A(DEF)

S(ABC) 5(DET) -

~ - N
Demonstracao.

Faremos a situacao em que os triangulos sao ordindrios.
(1°. caso) Se 6 (ABC) = 6 (DEF), entao pelo teorema acima, A (ABC) = A (DEF) e o resultado segue.

(2°. caso) Sem perda de generalidade, suponhamos 6 (ABC) < 6 (DEF).
Ge S(ABC) _ p

€ SMDEDH ~ q
podemos escolher pontos Po, Py, ..., Pq sobre o lado DE (com Py = D, Pq = E e P; entre Pi_; e Pi;q para

i=1,...,q9—1) de tal modo que

€ Q, entao p e q sa@o inteiros positivos tais que p < q. Como a fungdo defeito é continua,

8 (PiPi1F) = 48 (DEF)

parai=0,...,q— 1. Isso significa, pelo teorema anterior, que todos os triangulos P;Pi1F possuem a mesma drea
(pois todos esses tridngulos possuem o mesmo defeito).
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Além disso, pela propriedade (2) para a funcio defeito, temos

8 (ABC) = 28 (DEF) =p (18 (DEF)) = §(PoP1F) + 8 (P1P2F) + -+ + 8 (P, 1PyF) =5 (PoP,F) =

p termos
A (ABC) = A (PoP,F); (pois ABC e PoP,F possuem o mesmo defeito) =
A (ABC) = %A (DEF); (pois DEF estd decomposto em q triangulos de mesma drea) =
A(ABC) _ p
A(DEF) — q’

que nos permite concluir que

S(ABC) _ p _ A(ABC) _, A(ABC)
5(DEF) — q A(DEF) 5

Se 2((%]%%) =1 ¢ Q, entdo dividamos DE em n partes do mesmo modo como fizemos acima, tomando triangulos

PiPi,1F tais que & (PiPis1F) = %6 (DEF). Desta forma, existe m inteiro de modo que ™ <1 < mT“, sendo m<n
(pois estamos supondo & (ABC) < 6 (DEF), ou seja, v < 1).

Assim,
5(PoPmF) _ m _ A(PoPmF).
S§(DEF) — n =~ A(DEF) >
8(PoPm+41F) _ m+4+1 _ A(PoPmi1F)
5(DEF)  — n —  A(DEF)

Mas 6 (PoPmF) < 6 (ABC) < & (PoPm11F) e, devido & continuidade da fungéo defeito, temos que & medida que
n — oo, entdao T — mTH e ambos estes niimeros se aproximam de T, o que significa & (PoPF) — 8 (PoPmy1F) e
ambos estes nimeros se aproximam de 6 (ABC) e, portanto, A (PoPF) — A (PoPm1F) e ambos estes niimeros se
aproximam de A (ABC). Assim, das igualdades acima, fazendo n — oo, temos

5(ABC)
5(DEF)

> >

(A BC) _ A(DEF)
5

I BC) A(A _
=T = A(DEF) ~ 3(ABC) —

como queriamos. O
N J

Corolario 5.3 Se ABC ¢ tridngulo (ordindrio ou generalizado), ent&o
A (ABC) = c8 (ABC),

sendo ¢ constante positiva.

p
Demonstracao.

Na proposigao acima, basta fixarmos o triangulo DEF. Assim, ?((SEE)) = ¢ > 0 e temos o resultado desejado. [J

G J

Perguntas que surgem naturalmente aqui sao as seguintes:

A constante de proporcionalidade ¢ pode ser arbitrada?

A constante de proporcionalidade ¢ possui alguma interpretacao geométrica?

Para responder as perguntas acima, apelamos para o famoso Teorema de Gauss-Bonnet, que tem por um de seus
corolérios, que a integral da curvatura gaussiana do plano hiperbdlico sobre um triangulo 7 é igual a diferenca entre
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a soma das medidas dos angulos internos do triangulo e 7, isto é:

(x+Pp+v)—mt= ”decr,

sendo «, ey medidas dos dngulos internos do triangulo 7, k curvatura constante e negativa do plano hiperbdlico e do
elemento de area hiperbdlica, isto é, do = vVEG — F2dxdy, sendo E, F e G coeficientes da Primeira Forma Quadrética
relativa a uma parametrizagao local do plano hiperbdlico que contém 7. Deste modo,

AT) = || 1a0= (s B+v) =) = = (n— (o B +)) = —15(T).

Assim, a constante de proporcionalidade ¢ acima é tal que ¢ = _]E e esta, portanto, relacionada com a curvatura
do plano hiperbdlico. Podemos arbitrar ¢? Sim, pois podemos arbitrar a curvatura. Tomando a curvatura gaussiana
k igual a —1 (que corresponde a tomarmos o modelo do Disco de Poincaré com raio euclidiano igual a 1), temos que a
area de um tridngulo hiperbdlico 7 serd exatamente o seu defeito. Desta forma, qualquer tridngulo cujo defeito seja 1
pode ser tomado como unidade de area hiperbdlica. Observemos que existe uma familia com infinitos triangulos nao
congruentes que podem ser considerados como “triangulos unitarios” na Geometria Hiperbdlica. Esses tridngulos nao
tem obrigagdo de serem equildteros (alids, existe apenas um tnico tridngulo equildtero com defeito 1) e, inclusive, hd
triangulos generalizados com defeito 1.

Sintetizamos esse resultado na proposigao abaixo.

Proposicao 5.40 Sejam k = —1 a curvatura gaussiana do plano hiperbdlico, 7 tridngulo hiperbdlico, A (7)) sua area e
5 (7T) seu defeito. Ent3o:

AT)=0(T)=n—(x+RB+7v)|

Podemos generalizar o resultado acima para poligonos P:

A(P)=05(P).

Mas, e a area de uma “regiao nao poligonal” no plano hiperbdlico? Como definimos sua area? Vejamos:

Sejam R conjunto de pontos no plano hiperbdlico e A (R) niimero real tal que:

Dados 1,12 € R quaisquer com 11 < A (R) < 132, existem poligonos P; C R C P, cujas areas A (P1) e A (P2)
satisfazem 11 < A (P1) <A(R) <A (P2) <13

O numero real A (R) é definido como o drea de R.

Conjuntos R do plano hiperbdlico que possuem areas nao nulas, definidas conforme acima, sdo chamados de
regioes.

Em palavras mais simples, a drea de uma regido R é o ntimero real A (R) cujas aproximacoes por falta sdo areas
de poligonos contidos na regiao e cujas aproximagoes por excesso sao as areas de poligonos que contém a regiao.

Em cursos mais avangados (de Andlise Real ou Teoria da Medida) é possivel mostrar que existem conjuntos, mesmo
limitados, de pontos no plano que nao possuem a area estabelecida conforme a definicdo que demos acima. Além disso,
é possivel mostrar que a drea de um conjunto de pontos no plano hiperbdlico (quando existe) é tnica.

Com a definigao acima, podemos calcular a drea de um circulo hiperbdlico, por exemplo. Isso sera feito no préximo
capitulo.

Para encerrar, uma observagao importante: em geometria hiperbdlica, nao é correto dizer que determinada regiao
possui area igual a x “unidades de comprimento ao quadrado” pois, como vimos, a unidade de area hiperbdlica nao
provém de quadrado e nao faz uso de medidas de comprimento. E melhor utilizar a expressao x “unidades de area”.
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Exercicio 5.1 Prove que, se as semirretas que contém os segmentos BC e AC, sendo BC N AC = {C}, sdo ambas

Secao de Exercicios Propostos: Geometria Hiperbolica Plana

paralelas a uma reta n, entao a bissetriz do angulo ACB 6 perpendicular a reta mn.

Exercicio 5.2 Mostre que se uma reta t corta duas retas r e s formando angulos colaterais internos cuja soma das
medidas é 7t rad, entao r e s sao retas hiperparalelas.

—
Exercicio 5.3 Dadas duas retas paralelas AQ, ﬁ’) e quatro pontos A’, B/, C’ e D’, se ocorrer que AB = A’B’,
A'B’C' = ABQ e B’A’D’ = BAQ, entao as retas que contém A’D’ e B’C’ sao paralelas.

Exercicio 5.4 Quando os angulos ordindrios do triangulo ABQ sdo iguais, dizemos que o tridngulo generalizado é
isésceles. Prove que, em tais triangulos, se M é o ponto médio de AB, entao a reta MQ é perpendicular a AB.
Inversamente, mostre que, se M é o ponto médio de um segmento AB e MQ é perpendicular a AB, entao ABQ ¢é
isosceles.

Exercicio 5.5 Dados os triangulos generalizados ABQ e A’B’Q)’, nos quais A’ B/'Q' = ABQ e AB > A’B/ , mostre que
B'A’Q’ > BAQ.

Dica: tome um ponto A”em AB tal que A”B = A’B’. Pelo caso de congruéncia LA de tridngulos generalizados,
A”BQ = A’B'Q)’. Pelo Teorema do Angulo Externo para tridngulos generalizados (triangulo A”AQ) concluimos o
que queremos.

Exercicio 5.6 Mostre que se uma reta “entra” em um triangulo generalizado AQQ; por um de seus vértices, entao
essa reta intersecta o lado oposto a esse vértice.

Dica: quando a reta v “entra” por A, tome um ponto P € Q1Q; e ligue com A. Utilize proposi¢cao andloga ao
enunciado para triangulos generalizados com apenas um vértice ideal (feita na teoria). Quando reta v “entra” pelo
vértice ideal Qq, entdo v//AQq ev//Q1Q;. Tome um ponto P € v dentro do triangulo e ligue com A com Q;. Logo,
T “entra” em APQ; por P.

Exercicio 5.7 Mostre que se uma reta intersecta um dos lados de um tridangulo generalizado AQQ; e nao passa por
nenhum de seus vértices, entao essa reta intersecta um dos outros dois lados.

Dica: seja P o ponto de interseccdo da reta com um dos lados. Se P € AQq, considere os triangulos PAQ> e PQ1Q);.
Se P € 01Q,, considere os triangulos PAQ; e PAQ,.

Exercicio 5.8 Mostre que se uma reta “entra” em um triangulo generalizado 310,03 por um de seus vértices, entao
essa reta intersecta o lado oposto a esse vértice.

Dica: seja P um ponto da reta no interior do triangulo. Se a reta “entra” pelo vértice Oy, ela € paralela as retas
01075 e O1Q3 e considere o triangulo PQ,Q3. A reta “entra” nesse triangulo pelo vértice P.

Exercicio 5.9 Mostre que se uma reta intersecta um dos lados de um triangulo generalizado Q10,03 e nao passa
por nenhum de seus vértices, entao essa reta intersecta um dos outros dois lados.

Dica: seja P o ponto de intersec¢ao da reta com um dos lados. Se P € Q1Q;, considere os triangulos PQOQ1Q3 e
PQ,Q3.

Exercicio 5.10 Seja ABCD um quadrilitero tal que A = B sdo retos. Mostre que, se os outros dois angulos sao
congruentes, entao ABCD é Quadrilatero de Saccheri.

Dica: por absurdo. Se AD < BC, tome C' € BC tal que AD = BC’ e temos um Quadrildtero de Saccheri ABC'D
(portanto, ADC’ = B@D) e um trigngulo C'CD. Pelo Teorema do Angulo Externo temos BCD < BC'D. Jd no
vértice D temos ADC’ < ADC e, portanto, BCD < ADC. Contradicao.

Exercicio 5.11 Prove que, em um quadriladtero de Lambert, os lados adjacentes ao angulo agudo sao maiores do que
os respectivos lados opostos. Com esse resultado, responda e justifique:

O que é maior: a base ou o topo de um quadrilatero de Saccheri?

Dica: por absurdo. Seja ABCD de Lambert com A, B e C retos. Se AD = BC, entdo ABCD seria de Saccheri e C
gfgvem’a ser agudo. Se AD < BC, entao tome C' em BC tal que BC' = AD e ABC'D seria de Saccheri e, portanto,

C’ seria agudo e externo ao tridngulo retangulo C'CD, o que contradiz o Teorema do Angulo FEaxterno.
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Exercicio 5.12 Prove que o segmento ligando os pontos médios de dois lados de um triangulo hiperbdlico ordinario
é menor do que a metade do terceiro lado.

Exercicio 5.13 (bom) Sejam ABC um tridngulo hiperbdlico ordindrio e T reta que passa pelos pontos médios de
AB e AC. Considere D,E € r tais que BD L r e CE L r. Prove que BCED é um Quadrilatero de Saccheri. Como
consequéncia, prove que a reta perpendicular a BC passando pelo seu ponto médio é perpendicular a 7.

Exercicio 5.14 (bom) Sejam ABC um tridngulo hiperbélico ordinério e r reta que passa pelos pontos médios de AB
e AC. Suponha que existam D, E € r tais que DB L BC e EC L BC. Prove que DECB é um Quadrilatero de Saccheri.

Exercicio 5.15 (bom) Prove que a reta ligando os pontos médios dos lados congruentes de um Quadrildtero de
Saccheri é perpendicular a reta ligando os pontos médios dos outros dois lados, e que, ela divide ao meio as diagonais
do quadrilatero.

Exercicio 5.16 (bom) Prove que as bissetrizes dos angulos de um tridngulo hiperbélico ordindrio sdo concorrentes
em um unico ponto no interior do triangulo.

Exercicio 5.17 (bom) Mostre que o comprimento de uma circunferéncia é maior do que seis vezes o seu raio. (0bs.:
ndo € para utilizar a férmula de comprimento de circunferéncia hiperbdlica)

Exercicio 5.18 Mostre que “Sejam 1 e s sdo retas concorrentes em O. Se P # O estd em T, entdo em s existem
exatamente dois pontos distintos que lhe sao correspondentes”.

Exercicio 5.19 Mostre que “Dado um ponto em uma de duas retas hiperparalelas, existe sobre a outra um e somente
um ponto que lhe € correspondente”.

Exercicio 5.20 Mostre que “Se trés pontos P, Q e R estdo em trés retas concorrentes em um ponto O e, se P # O
corresponde a Q e Q corresponde a R, entao os trés pontos nao sao colineares”.

Exercicio 5.21 E verdade que “Se trés pontos P, Q e R estio em trés retas duas a duas hiperparalelas e, se P
corresponde a Q e Q corresponde a R, entao os trés pontos nao sao colineares”? Justifique.

Exercicio 5.22 Mostre que “Se trés pontos P, Q e R estao em trés retas concorrentes em um ponto O e, se P # O
corresponde a Q e Q corresponde a R, entdao P corresponde a R”.

Exercicio 5.23 Mostre que “Sejam trés pontos P, Q e R em trés retas v, s e t duas a duas hiperparalelas. Se v, s e
t possuem uma perpendicular em comum e, se P corresponde a Q e Q corresponde a R, entdo P corresponde a R”.
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Trabalho Proposto 1 - Disco de Poincaré no GeoGebra:

Equivalentes do P5 nao valem na Geometria Hiperbolica

Utilizando o software de geometria dindmica GeoGebra com o menu de Geometria Hiperbdlica Plana, dé contra-
exemplos no Disco de Poincaré, utilizando construgoes geométricas, para os seguintes equivalentes do 5° Postulado de
Euclides (incluindo o préprio):

(1) P5 - Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma angulos interiores de um mesmo lado com soma
menor que a de dois dngulos retos, entdo as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irdo se encontrar do lado cuja
soma dos angulos é menor do que a de dois angulos retos.

(2) Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tnica reta paralela & reta dada.

(3) A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a um angulo raso.

(4) Se a reta v é paralela a reta s e a reta s é paralela a reta t, entdo a reta v é paralela a reta t.
(5)

5) Considere a figura abaixo:

Se o+ =v+ 0 =mrad, entdo m =mn.
(6) A soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo é sempre a mesma
(7) Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando por estes trés pontos.
(8) Se trés dos angulos de um quadrilatero séo retos, entdo o quarto angulo também é reto.

(9) Uma reta que corta uma de duas paralelas, corta também a outra.

(10) Uma reta perpendicular a uma de duas paralelas é, também, perpendicular a outra.

(11) Retas paralelas sao equidistantes.

(

12) Considere a figura abaixo:

Se AB = CD, entdo o = 3 = 5 rad.
(13) Um angulo inscrito em um semicirculo é sempre reto.
(14) Lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes.

(15) Considere a figura abaixo:
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Se r é paralela a s, entao oc+ 3 =y + 6.

(16) Sejam m e n duas retas, A € me B € n tais que AB L n e forma um angulo agudo com m. Entao, as
perpendiculares baixadas de m a reta n, do lado do angulo agudo sdo menores do que AB e as que ficam do outro
lado s@o maiores do que AB. Veja a figura abaixo.

C A
o

E

D B F
(17) Por um ponto dentro de um angulo menor que dois retos pode-se tragar uma reta que intesecta os dois lados
desse angulo.
18) Em qualquer tridngulo retangulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
19) As mediatrizes dos lados de um triangulo s@o concorrentes em um mesmo ponto.

)
)
20) Dois triangulos retangulos sdo semelhantes se um angulo agudo de um for igual a um angulo agudo do outro.
21) As alturas de um tridngulo sdo concorrentes em um mesmo ponto.

)

22) Um quadrilatero pode ser inscrito em um circulo se, e somente se, possui um par de angulos opostos suplementares.

(
(
(
(
(
(

23) Se uma reta, paralela a um dos lados de um triangulo, corta os outros dois lados, entéo ela os divide na mesma
razao.

(24) O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e tem metade de
seu comprimento.

- N
Recomendacgoes para confeccao e envio deste trabalho:

e Este trabalho computacional devera ser digitado em um editor de textos e as imagens com as construgoes nas
telas do GeoGebra deverao ser inseridas nesse texto (isto pode ser feito por meio de “print screen” da tela).

e Os enunciados dos equivalentes e a descrigao da construgao geométrica na figura que fornece o contra-exemplo
deverao constar no texto.

e Organize o trabalho de modo que cada construgdo geométrica (com enunciado, descrigdo e figura) ocupe apenas
uma péagina. (uma pdgina por construgao)

e Acrescente uma capa como primeira pagina com as informagoes pertinentes ao trabalho, ndo esquecendo, obvia-
mente, a identificacdo do autor.

e Se vocé seguir as recomendagoes acima, seu trabalho terd exatamente 25 paginas.

e Um arquivo pdf deverd ser gerado e enviado ao professor. Nao imprima o trabalho em papel. O envio é

exclusivamente eletronico. Os arquivos gghb do GeoGebra nao precisam ser enviados.
N J

Para auxiliar, na proxima pagina, segue um exemplo completo da primeira construcao geométrica que devera ser
feita.
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(1) P5 - Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma dngulos interiores de um mesmo lado com
soma menor que a de dois angulos retos, entao as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irdo se encontrar do
lado cuja soma dos angulos é menor do que a de dois angulos retos.

Na Geometria Hiperbdlica esta proposi¢ao nao é verdadeira, pois tal geometria é construida baseada em um axioma
contraditorio com P5. Uma construcao geométrica hiperbélica no Disco de Poincaré utilizando o software GeoGebra
com o menu de Geometria Hiperbdlica Plana permite um contra-exemplo para P5.

Descricdo da construgao geométrica: (FIGURA 1)

a) Tracemos retas hiperbdlicas ﬁ e ﬁ)) de tal modo que elas sejam paralelas, ou seja, nao se intersectam.

b) Posicionemos os pontos B e D de tal modo que fiqguem de um mesmo lado da reta transversal hiperbdlica A(? .
¢) Mecamos os angulos CAB e DCA.

d) Movimentemos os pontos B e D de tal modo que a soma das medidas dos angulos CAB ¢ DCA seja menor do

(
(
(
(

que a medida de um angulo raso. As retas hiperbdlicas AB e CD devem permanecer paralelas nesses movimentos.
N J

No caso da FIGURA 1, a soma das medidas dos angulos mencionada no item (d) é 128,27°, que é menor do que
180°.
Com isso, a hipétese de P5 esta cumprida, mas a tese nao.

. MenuModeloGeometriaHiperbolica.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. o B Disco De = -
k .Av "./‘/,"J'r‘; b, ®v ®:_ é\ x ABC\) .LE:_ ‘%.v C> @ | Poincaré - i
> Janelade Algebra = X » Janela de Visualizagéo X
® coxP+y*=1
® A=(-0.22022)
® B=(042013)
® d=192
® C=(-0.34,-0.36)
® D=(045,-0.28)
® e=18
® f=184
® textol="“50.19""
® h=1.28
® g=133
® texto2=“T8.08""
® p=111
® k=122
Entrada:

FIGURrA 1
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Trabalho Proposto 2 - Disco de Poincaré no GeoGebra:

Quazis proposicoes da Geometria FEuclidiana valem na

Geometria Hiperbolica?

A seguir temos diversas definigdes utilizadas nas Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica Planas, além de 63 teoremas
da Geometria Euclidiana, dos quais 26 nao séo vélidos na Geometria Hiperbdlica (e estdo devidamente identificados
no enunciado de cada teorema). Vocé deve fornecer contra-exemplos, por meio de construgoes geométricas, para os
teoremas que nao sao validos na Geometria Hiperbdlica utilizando o software de geometria dindmica GeoGebra (com
o menu de Geometria Hiperbélica Plana).

H&, também, 6 propostas de construgoes geométricas hiperbdlicas especiais ao final da lista de teoremas que devem
ser acrescentadas ao trabalho.

Uma sugestao edificante para enriquecimento de seus estudos: se quiser, vocé pode verificar por si sé quais dos 63
teoremas enunciados abaixo nao sao validos na Geometria Hiperbdlica. Para isso, vocé deve analisar a demonstracao
de cada um deles e identificar quais delas efetivamente utilizam um equivalente do 5°. Postulado de Euclides. O livro
Geometria Euclidiana Plana, de Jodo Lucas M. Barbosa (referéncia [2]), pode ser bastante ttil para verificar quais
sao os teoremas que dependem do 5°. Postulado.

Retas e Angulos

Como no caso Euclidiano, dngulos hiperbdlicos sao figuras formadas pela reunido de duas semirretas hiperbo’licas\
que possuem a mesma origem. As duas semirretas sio chamadas de lados do angulo e a origem comum das
semirretas de vértice. Dois angulos sao chamados dngulos opostos pelo vértice quando possuem o mesmo
vértice e seus lados formam duas retas hiperbolicas. Quando os angulos BAD e CAD tém em comum o lado /ﬁ),

e as semirretas AB e AC sdo opostas, chamamos BAD e CAD de angulos suplementares. Um angulo BAD ¢
denominado angulo reto quando possui um suplemento congruente a ele.

Teorema 5.1 Angulos opostos pelo vértice sao congruentes.

Teorema 5.2 Por qualquer ponto de uma reta passa uma unica reta perpendicular a esta reta.

Duas retas 1 e m sao perpendiculares quando elas se intersectam em um ponto A e existe uma semirreta Ag contida

em L e uma semirreta AC contida em m de modo que o angulo BAC € reto. Duas retasl e m no plano sao paralelas
(ou hiperparalelas’) quando ndo se intersectam.

Teorema 5.3 Se duas retas que se intersectam formam um angulo reto, entao elas formam quatro angulos retos.

Teorema 5.4 (nao vale na GH) Se l e m sdo retas que ndo se intersectam e uma reta v intersecta 1, entdo v também
intersecta m.

Teorema 5.5 (ndo vale na GH) Se 1 e m sdo duas retas que ndo se intersectam e uma reta v intersecta 1 e €
perpendicular a m, entdo v também € perpendicular a 1.

Teorema 5.6 (nao vale na GH) Se 1l e m sdo duas retas que nao se intersectam, v é uma reta perpendicular a'l e s
é uma reta perpendicular a m, entdo r = s ou T nao intersecta s.

Teorema 5.7 Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar apenas uma perpendicular a reta passando pelo ponto.

Triangulos

7Como vimos neste capitulo, na Geometria Hiperbélica temos o conceito de retas paralelas e de retas hiperparalelas. Em ambos os
casos, tratam-se de retas que ndo se intersectam.

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 103



Capitulo 5. Geometria Hiperbdlica Plana

4 R
Sejam A, B e C trés pontos nao colineares. A figura formada pela reunido dos trés segmentos de retas AB, AC e BC

¢ chamada de tridngulo e representada por ABC. Os pontos A, B e C sao chamados de vértices e os segmentos
AB, AC e BC sao os lados. Cada triangulo ABC determina trés angulos, a saber: BAC, ABC e ACB. FEstes
sao chamados angulos do triangulo ABC. Dois triangulos sao congruentes quando existe uma correspondéncia
entre eles tal que os trés pares de lados correspondentes sao congruentes, e os trés pares de angulos correspondentes
também sao congruentes.

Teorema 5.8 Critério LLL de congruéncia.
Teorema 5.9 Critério ALA de congruéncia.
Teorema 5.10 Critério LAAy de congruéncia.

Teorema 5.11 (axioma) Critério LAL de congruéncia.

Um triangulo que tem dois lados congruentes é chamado triagngulo isdsceles, o terceiro lado é chamado de base.
Os dois angulos adjacentes a base sao chamados angulos da base e o angulo oposto a base € chamado éngulo do
vértice. Um triangulo cujos trés lados sao congruentes € chamado triangulo equildtero e um triangulo no qual
dois lados quaisquer nao sao congruentes € chamado triangulo escaleno. Quando os trés angulos de um triangulo
sao congruentes dizemos que ele é equiangulo.

Teorema 5.12 Os angulos da base de um triangulo isosceles sao congruentes.

Teorema 5.13 Se dois angulos de um triangulo sao congruentes, entdo os lados opostos a estes angulos sao congru-
entes.

Teorema 5.14 Em um triangulo isdsceles a mediana relativa a base € também altura e bissetriz.

Teorema 5.15 Se dois lados de um triangulo nao sdo congruentes, entdo os angulos opostos a eles nao sao congruentes
e 0o maior angulo se opde ao maior lado.

Teorema 5.16 Se dois angulos de um triangulo ndo sao congruentes, entao os lados opostos a estes angulos nao sao
congruentes e o maior lado se opoe do maior angulo.

Teorema 5.17 (Teorema da Dobradica) Se dois lados de um tridngulo sdo congruentes, respectivamente a dois lados
de um segundo triangulo e se o angulo determinado por eles no primeiro triangulo € maior que o angulo correspondente
no sequndo, entdo o terceiro lado do primeiro triangulo € maior que o terceiro lado do sequndo.

Teorema 5.18 (Reciproco do Teorema da Dobradica) Se dois lados de um triangulo sao congruentes, respectivamente,
a dois lados de um sequndo triangulo e se o terceiro lado do primeiro triangulo € maior que o terceiro lado do sequndo,
entdao o angulo determinado pelos dois lados no primeiro triangulo € maior que o angulo determinado pelos lados
correspondentes no sequndo.

Teorema 5.19 (Teorema do Angu/o Externo) Todo dngulo externo de um tridngulo mede mais do que qualquer dngulo
interno a ele nao adjacente.

Teorema 5.20 A soma das medidas de quaisquer dois dngulos internos de um triangulo € sempre menor do que T
rad.

Teorema 5.21 (axioma) Em um triangulo a soma das medidas de dois lados quaisquer € sempre maior do que a
medida do terceiro lado.

Teorema 5.22 Dados trés numeros reais positivos a, b e ¢ tais que [b—c| < a < b+ ¢, entdo € sempre possivel
construir um triangulo com lados medindo a, b e c.

Teorema 5.23 (ndo vale na GH) O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um tridngulo € paralelo ao
terceiro lado e tem metade de seu comprimento.

Teorema 5.24 (ndo vale na GH) Se uma reta, paralela a reta suporte de um dos lados de um triangulo, intersecta o0s
outros dois lados, entdo ela os divide na mesma razao.
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4 R
Quando D_é um ponto no interior do angulo BAC ¢ BAD = DAC dizemos que a semirreta A—D> € a bissetriz do
angulo BAC. Um segmento de reta ¢ uma bissetriz de um triangulo quando estd contido em uma semirreta
que € bissetriz de um angulo do triangulo e suas extremidades sao, uma o vértice deste angulo e a outra, um ponto
do lado oposto. Uma mediana de um triagngulo é um segmento cujas extremidades sao um vértice do triangulo e
o ponto médio do lado oposto a este vértice. Uma altura de um triangulo é um segmento perpendicular, por um
vértice do triangulo, a reta que contém o lado oposto. Os extremos da altura devem estar sobre o vértice e a reta

que contém o lado oposto.
_ J

Teorema 5.25 (nao vale na GH) As retas suportes das alturas dos lados de um tridngulo intersectam-se em um
mesmo ponto ordindrio.

Teorema 5.26 As bissetrizes de um triangulo intersectam-se em um mesmo ponto.
Teorema 5.27 Em qualquer triagngulo existe um ponto equidistante de seus lados.

Teorema 5.28 (ndo vale na GH) Em um tridngulo, o produto da medida da altura pela medida da base é o mesmo
qualquer se seja o lado escolhido como base.

Teorema 5.29 A altura de um triangulo isdsceles relativa a sua base bissecta o dngulo oposto a base.

Pergunta: Na Geometria Euclidiana, a correspondéncia LLA e a correspondéncia AAA nao sao suficientes para
provar que os pares de tridngulos correspondentes sao congruentes. Essas correspondéncias sao suficientes para provar
que triangulos correspondentes sao congruentes na Geometria Hiperbdlica? Justifique.

(Respostas: LLA ndo, AAA sim)

Um triangulo retangulo é um triangulo que tem um angulo reto. O lado oposto ao angulo reto é chamado de
hipotenusa e os outros dois lados de catetos.

Teorema 5.30 FEuxiste um triangulo retangulo, ou seja, € possivel construir um triangulo retangulo.

Teorema 5.31 (ndo vale na GH) (Teorema de Pitdgoras) Em qualquer tridngulo retingulo, o quadrado do compri-
mento da hipotenusa € igual ¢ soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Teorema 5.32 (nao vale na GH) (Reciproco do Teorema de Pitdgoras) Um triangulo possui lados medindo a, b e c.
Se a? =b? + c?, entdo o tridngulo € retingulo e a hipotenusa € o lado de medida a.

Teorema 5.33 (Caso de congruéncia exclusivo de triangulos retangulos) Se dois tridngulos retangulos possuem hipo-
tenusas e um dos catetos congruentes, entdo os triangulos sao congruentes.

Teorema 5.34 (ndo vale na GH) Em um tridngulo retingulo o comprimento h da altura relativa ao vértice do dngulo
reto € a média geométrica dos comprimentos M e n das proje¢oes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa, ou seja,

h =/mn.

Quadrilateros, Retangulos e Quadrados

e N
Considere quatro pontos A, B, C, e D no mesmo plano tais que trés quaisquer destes pontos sao nao colineares e o0s

segmentos AB, BC, CD e DA s¢ se intersectam em seus extremos. A reuniao desses quatros segmentos € chamada
de quadrildtero. Os quatro segmentos sao chamados lados, os pontos A, B, C e D sao os vértices e os angulos
DKB, AﬁC, BCD e CDA sio chamados angulos do quadrildtero. Um retangulo é um quadrildtero com o0s
quatro angulos retos. Um quadrado € um retangulo com os quatro lados congruentes. Um quadrildtero regular

€ um quadrildatero no qual todos os angulos sao congruentes e todos os lados também.
N J

Teorema 5.35 (ndo vale na GH) E possivel construir retangulos, e, consequentemente, quadrados.
Teorema 5.36 E possivel construir um quadrildtero regqular.
Teorema 5.37 (ndo vale na GH) Todo quadrildtero regular é um quadrado.

Teorema 5.38 (ndo vale na GH) Os dois segmentos de retas passando pelos pontos médios dos lados opostos de um
quadrildtero regular dividem o quadrildtero regular em quatro quadrildteros regulares menores.

Teorema 5.39 As diagonais de um quadrildtero reqular se intersectam em seus pontos médios.
Teorema 5.40 As diagonais de um quadrildtero regular sao perpendiculares.

Teorema 5.41 (ndo vale na GH) A mediana em relagdo & hipotenusa de um tridngulo retangulo tem por comprimento
a metade do comprimento da hipotenusa.
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Um paralelogramo é um quadrildtero no qual ambos os pares de lados opostos estiao sobre retas paralelas (ou
hiperparalelas).

Teorema 5.42 E possivel construir um paralelogramo.

Teorema 5.43 (nao vale na GH) Os lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes.

Teorema 5.44 (ndo vale na GH) Os dngulos opostos de um paralelogramo sdo congruentes.

Teorema 5.45 (nao vale na GH) As diagonais de um paralelogramo se intersectam em seus pontos médios.
Teorema 5.46 Se os lados opostos de um quadrildtero sdo congruentes, entao este quadrildtero € um paralelogramo.

Circulos

Sejam O um ponto do plano e v um nimero real positivo. O circulo de centro O e raio v é o conjunto de todos
0s pontos P do plano tal que o segmento OP tem comprimento r. O segmento OP €, também, chamado de raio do
circulo. Quando A e B sao pontos de um circulo, o segmento AB € chamado de corda do circulo. Em particular,
quando A, B e O sdo colineares essa corda é chamada de diametro do circulo. Uma reta € tangente a um circulo
quando possui apenas um unico ponto em comum com o circulo.

Teorema 5.47 Seja ¢ uma corda que nao € diametro de um circulo. Um raio é perpendicular a c se, e somente se,
a divide em dois segmentos congruentes.

Teorema 5.48 Se uma reta € tangente a um circulo, entdo ela é perpendicular ao raio que liga o centro ao ponto de
tangéncia.

Teorema 5.49 Se uma reta € perpendicular a um raio em sua extremidade, entdo a reta € tangente ao circulo.

Teorema 5.50 Em um mesmo circulo, ou em circulos de mesmo raio, cordas congruentes determinam angulos cen-
trais congruentes e reciprocamente.

Teorema 5.51 (nao vale na GH) Todo dngulo inscrito em um circulo tem medida igual a metade da medida do arco
correspondente.

Teorema 5.52 (nao vale na GH) Todos os dngulos inscritos em um circulo que subentendem wm mesmo arco tém a
mesma medida. Em particular, todos os angulos que subentendem um semicirculo sao retos.

Teorema 5.53 (nao vale na GH) Sejam AB e CD cordas distintas de wm mesmo circulo que se intersectam em um
ponto P. Entao, AP.PB = CP.PD.

Teorema 5.54 (ndo vale na GH) Se dois lados de um dngulo de vértices P sdo tangentes a um circulo nos pontos A
e B, entdo a medida do angulo P € igual a 7t rad menos a medida do arco menor determinado por A e B.

Teorema 5.55 Se dois lados de um angulo de vértices P sao tangentes a um circulo nos pontos A e B, entao PA = PB.
Teorema 5.56 (nao vale na GH) Todo tridngulo estd inscrito em um circulo.

Teorema 5.57 (ndo vale na GH) As mediatrizes dos lados de um tridngulo encontram-se em um mesmo ponto.

medida do circulo

Teorema 5.58 (nao vale na GH) A relagao -+ =
diametro do circulo

€ sempre constante e igual a Tt.

Observagao: De maneira andloga ao que ocorre na Geometria de Euclidiana, na Geometria Hiperbdlica, a medida de
um circulo pode ser determinada por meio do limite do perimetro de uma sequéncia de poligonos regulares inscritos ao
circulo. Como o ntimero de lados dos poligonos regulares aumenta, os perimetros dos poligonos se tornam aproximagoes
da medida do circulo.

Teorema 5.59 (ndo vale na GH) Um quadrildtero pode se inscrito em um circulo se, e somente se, possui um par de
angulos opostos suplementares.

Teorema 5.60 Todo triangulo possuit um circulo inscrito.

Poligonos
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4 R
Um poligono é uma figura fechada formada pela reuniao de trés ou mais segmentos de reta que se intersectam

somente em suas extremidades e, se dois destes segmentos tém uma extremidade em comum, entdo eles nao estao
contidos em uma mesma reta. As extremidades dos segmentos sao os vértices do poligono e os segmentos, os
lados. Um poligono é convexo quando estd sempre contido em um dos semiplanos determinados pelas retas que
contém os seus lados. Dois lados com um vértice em comum de um poligono convexo determinam um angulo que
€ chamado de angulo do poligono. Um poligono convexo € regular quando possui angulos congruentes e lados

congruentes.
. J

Pergunta: Como construir um triangulo regular e um quadrilatero regular no GeoGebra?

Teorema 5.61 (ndo vale na GH) Qualquer poligono regular estd contido no interior de wm triangulo com lados
suficientemente grandes.

Observagao: Esta é uma declaracao tao ébvia que nunca se vé essa afirmagao feita como um teorema. Na Geometria
Hiperbdlica, ela nao é uma declaracao ébvia!

Teorema 5.62 Qualquer poligono regular pode ser inscrito em um circulo.
Teorema 5.63 Qualquer poligono regular pode ser circunscrito a um circulo.
Construcdoes Geométricas Especiais

Construcgao 1. Dada uma reta e um ponto fora dela, construa rigorosamente as duas retas paralelas a ela passando
pelo ponto. Descreva o procedimento utilizado na construgao.

Observagdo: Nao € para usar o botdo “retas paralelas” (que jd dd a resposta final) do menu de Geometria Hiperbdlica
Plana do GeoGebra.

Construgao 2. Construa rigorosamente a perpendicular comum a duas retas hiperparalelas arbitrarias. Descreva o
procedimento utilizado na construgao.

Observagdo: Nao é para usar o botao “reta perpendicular a hiperparalelas” (que jd dd a resposta final) do menu de
Geometria Hiperbdlica Plana do GeoGebra.

Construgao 3. Construa uma linha poligonal (com cerca de 20 vértices) que se aproxime do formato de uma curva
equidistante ¢ a uma reta r dada, & distancia. Faga d (c,) = 1. Descreva o procedimento utilizado na construgao.
Observagdo: Ndo € para usar o botao “curva equidistante” (que jd dd a resposta final) do menu de Geometria Hi-
perbdlica Plana do GeoGebra.

Construgao 4. Construa um feixe de horocirculos concéntricos (com pelo menos 6 horocirculos) de tal modo que se
A1Q é um raio de um dos horocirculos que intersecta todos os outros horocirculos nos pontos Ay, Az, Ag4,..., entao
A1A; =A2A3 =A3A,=---=1.

Construgao 5. Construa uma linha poligonal (com cerca de 20 vértices) que se aproxime de uma “pardbola hi-
perbdlica” (a definigdo geométrica de pardbola é a mesma tanto na Geometria Euclidiana quanto na Hiperbdlica).

Construgao 6. Posicione os dois eixos coordenados Ox e Oy do sistema de coordenadas hiperbdlicas com origem no
centro O no disco de Poincaré, Ox na “horizontal” e Oy na “vertical”. Aproxime a curva de equacio y = x? (essa
equacdo no sistema de coordenadas hiperbdlicas) por uma linha poligonal (com cerca de 20 vértices). Essa curva é
uma “pardbola hiperbdlica”? (compare com a Construggo 5 acima)

Observagao: Nao € para usar o botdo “grdficos de funcoes” (que jd dd a resposta final) do menu de Geometria
Hiperbdlica Plana do GeoGebra.

Recomendacgoes para confeccao e envio deste trabalho:

e Este trabalho computacional devera ser digitado em um editor de textos e as imagens com as construgoes nas
telas do GeoGebra deverao ser inseridas nesse texto (isto pode ser feito por meio de “print screen” da tela).

e Os enunciados dos teoremas que nao valem na Geometria Hiperbdlica e a descrigao da construgdo geométrica na
figura que fornece o contra-exemplo deverao constar no texto.

e Organize o trabalho de modo que cada construgdo geométrica (com enunciado, descrigdo e figura) ocupe apenas
uma péagina. (uma pagina por construgao)

e Acrescente uma capa como primeira pagina com as informagoes pertinentes ao trabalho, nao esquecendo, obvia-
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mente, a identificacao do autor.
e Se vocé seguir as recomendagoes acima, seu trabalho terd exatamente 33 paginas.

e Um arquivo pdf deverd ser gerado e enviado ao professor. N&o imprima o trabalho em papel. O envio é
exclusivamente eletronico. Os arquivos ggb do GeoGebra nao precisam ser enviados.

A execucgao do Trabalho 2 é analoga ao do Trabalho 1. Para auxiliar, veja o exemplo completo apresentado para
o Trabalho 1 na secao anterior.

108 Introducdo a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 6. Trigonometria Hiperbdlica

Capitulo 6

Trigonometria Hiperbdlica

As ilustragoes das proximas subsegoes foram inspiradas nas construgoes geométricas realizadas no Modelo do Disco
de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica Plana. As mesmas podem ser reproduzidas com o auxilio de um software
de geometria dindmica hiperbdlica, como o GeoGebra, NonEuclid ou Cabri-Géométre (referéncias [12], [20] e [5],
respectivamente).

6.1 Arcos Correspondentes de Horocirculos Concéntricos

[Proposigéo 6.1 Segmentos de raios de um horocirculo, delimitados entre horocirculos concéntricos, sdo congruentes. ]

s N

Seja AB arco do horocirculo H de centro Q. Um arco A’B’ de um horocirculo H', concéntrico a H, tal que
A’ € AQ e B’ € BQ (como na figura acima), é chamado de arco correspondente a AB. Para simplificar, €
costume chamar AB e A’B’ de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos ou, simplesmente, arcos
correspondentes, quando o contexto nao deixar duvidas. E importante observar que, quando falamos de arcos

correspondentes, estamos considerando um horocirculo “externo” H que serve como ponto de partida para a criacao
dos arcos correspondentes, sendo que os horocirculos H' sao “internos” a H.

= —~

A Proposicio 6.1 acima permite definir a dist@ncia entre AB e A’B’ de forma inequz’voca como sendo o

compmmento de qualquer segmento PP’ de raio PQ de horocirculo de H que liga um ponto P de AB a um ponto P’

de A'B’ Dizemos também que os arcos AB e A’B' de horocirculos concéntricos sao equidistantes.
N J

De acordo com Proposicao 6.1, na figura acima, a esquerda, temos AA’ = PP/ = BB’ e fagamos d = PP’. Observemos
que se fixarmos 0 arco AB do horocirculo H e chamarmos seu comprimento de sg, parece ser razoavel que o comprimento
s’ de um arco /-\’B de horocurculo concentrlco H’ e extremos A’ e B’ nos raios AQ e BQ dependa apenas de sp e

da distancia d do arco A’ B’ ao arco AB ou seja, na figura acima, a direita, se s’ é o comprimento de A’B’, entao
s’ = s’ (sp,d). Veremos adiante, na Proposm;ao 6.4, que essa observagao é, de fato, veridica e, mais do que isso, que razao
20 depende apenas de d, nao importando o tamanho dos arcos correspondentes e nem da regiao do plano hiperbélico
na qual eles se encontram. Por fim, aqui ja surge uma pergunta natural: existe uma equacao explicita envolvendo sg,
d e s’? Mais adiante, na Proposi¢ao 6.5, também justificaremos uma equagao bastante simples envolvendo esses trés
parametros.

Demonstracao (da Proposigao 6.1).

Sejam os horocirculos concéntricos H e H’, com centro em Q, e os pontos A, B € H. Identifiquemos os pontos
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A’ e B/, respectivamente, como interseccao dos raios AQ e BQ de H com H’, conforme a figura abaixo:

Seja M ponto médio de AB e, sendo A=B=ano triangulo generalizado ABQ), pelo caso de congruéncia “lado,
angulo” para tridngulos generalizados (aplicado aos triangulos AMQ e BMQ) temos MQ L AB.
Temos também AMM’ = BMM’ (caso LAL) e, portanto, AA’M’ = BB’M’ (caso LAAy).

Conclusao: AA’ = BB’, como queriamos. |
J

Proposicao 6.2 Se M divide ao meio um arco AB do horocirculo H, entdo o raio MQ divide ao meio quaisquer arcos

correspondentes a AB em horocirculos concéntricos a H.

s - N
Demonstracao.

Sejam (veja figura abaixo):
e H e H’ horocirculos concéntricos com centro em Q;
e A e B pontos distintos de H;
e A’ ¢ B’ pontos tais que {A’} = AQNH e {B'}=BOQNH
e M ponto médio do arco de horocirculo AB de H;

e M’ ponto tal que {M’} = A’B'N MQ, sendo A’B’ arco de horocirculo de H’ correspondente a }CB;
e C e C’ pontos tais que {C} = ABNMQ e {C'} = A'B' n MQ.

Como AM = MB temos AMQ = BMQ (definigao de arcos congruentes em horocirculos).
Como AMC = BMC (caso LAL) temos AC =BC e AB L MQ. Logo, ACC' = BCC’ (caso LAL).
Assim, AA’C' = BB/C’ (caso LAL), o que implica A’C'Q = B'C’'Q.
Conclusao: . .
A'M'C' =B'M'C’ (caso LAL) = AAM'Q=B'M'Q= A'M' = B'M/,

o que conclui a demonstragao. (Il
J

~

G

Corolario 6.1 Consideremos AB arco do horocirculo H. Ent3o, os pontos médios de todos os demais arcos A’B’

correspondentes a AB em horocirculos H’ concéntricos a H constituem um raio de H.

O corolario acima é consequéncia 6bvia da proposicao, pois todo ponto do raio em questao pode ser visto como
intersec¢ao do raio com um arco correspondente de horocirculo.

Corolario 6.2 Sejam Pg,...,P,, pontos de H que dividem PyP,, € H em n partes iguais. Sejam H’ horocirculo

—~

concéntrico com H e Py, ..., P, € H’ tais que PiP; e P{P; sdo correspondentes. Entdo, Py, ..., P, dividem PyP; C H’
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Lem N partes iguais. J
= ~N
Demonstracao.
Basta aplicar a proposicao acima a PoP2; P1P3; P2Py; P3Ps; ... Pru_2Pn.

A figura acima ilustra o procedimento. |
AN

-
Proposicao 6.3 Sejam H e H’ horocirculos concéntricos e A, B, C € H. Ent3o, os pontos A’, B/, C’ € H’ determinados
pelos raios que passam por A, B e C s3o tais que

4 A
Demonstracao.

Sem perda de generalidade, suponhamos B € AAC.

1° caso: Os arcos AB e AC sdo comensurdveis, ou seja,

AB Q.
AC

Logo, existe uma unidade de medida comum aos dois arcos. Suponhamos que AP, com P € AB, possua o

comprimento dessa unidade. Logo, AB = mAP e AC = nAP com m,n € N.
Consideremos o raio PQ. Ele determina P’ € H'.

Pelo corolério acima temos A'B’ = mA’P’ e A’C’ = nA’P’. Logo,

B _ A'B’

AC  A'C

[z

—~ —~

2° caso: Os arcos AB e AC nao sao comensurdveis. _ _ _
Neste caso, dividamos AB em m € N partes congruentes e seja P € AB tal que AB = mAP. Desta forma,
também temos a existéncia de n € N tal que

—~ —~ —~

nAP < AC < (n+1)AP )

e, como B € AC, temos

— —

AB < AC 5 mAP < AC 5 mAP < (n+ AP S m<n+1= 1 <1
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Além disso, de myn € Ne m <n+1 temos m < n e, portanto, 7+ < 1.
Pelo corolério acima, A’'B’ = mA'P’ e
nA'P < A'C’ < (n+1)A'P. (2)
Logo, de (1) e (2) temos
n AT x ¢ ntl At AR s n+1 iy m AB m m A’A' m
m m AB ATB' m m AB ATB' m m
n+1 n AC AC n n+1 = AC ArC! n n+1
AB _ A'B/ m 1 om
0S| e ™ vo| < ey < wrre (Pois <)
—~ : )
Fazendo AP — 0, temos n — +o0. Logo, =5 — 0, ou seja,
Kb a|_ g AB _ Ay
AC  A'C AC  AC
o que conclui a demonstragao. O

S

~

Proposicao 6.4 A razio entre as medidas dos arcos correspondentes AB e A’B’ de horocirculos concéntricos depende

somente da distancia d entre eles, ou seja, 2B = f(d).

A’B’

—~

Como consequéncia, se temos uma sequéncia de arcos correspondentes (Aan> de horocirculos concéntricos,
neN

como na figura abaixo, entao

A1B1 _ ApBy _ A3Bs _
A2B>2 A3B3 A4By4

Observemos que o analogo dessa proposicao para “arcos correspondentes de circulos euclidianos concéntricos” é
falsa. Além disso, depois de deduzirmos a férmula do comprimento de circulo hiperbdlico, veremos que essa proposicao
também é falsa para “arcos correspondentes de circulos hiperbdlicos concéntricos”.

O préximo passo serd descobrir, se possivel, uma expressao analitica para o f(d) da proposi¢do acima. Este é o
resultado que abre a préxima segao.

6.2 Comprimentos de Arcos Correspondentes e Distancias

Proposicao 6.5 Se sy e sy sdo comprimentos de dois arcos correspondentes em horocirculos concéntricos com sy < S,

sendo x a distancia entre eles, entdo
So
Sx

:eX
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Nao reproduziremos a demonstracao dessa proposi¢do nestas notas. O leitor interessado poderd encontré-la na
referéncia [3].

Uma observagao que surge da Proposicao 6.5 acima reside no fato de que podemos “construir” a unidade de
comprimento hiperbdlica de forma natural, ou seja, de modo que nao venha a ser algo convencionado, como ocorre com
as unidades de comprimento na geometria euclidiana. Toda vez que tomamos arcos correspondentes de horocirculos
concéntricos cuja razao entre seus comprimentos seja e, estamos definindo a unidade de comprimento hiperbdlico, que
é a distancia entre esses arcos. Notemos que essa ideia de construir unidade de medida por meio de quociente é analoga
a definigao de radiano na Geometria Euclidiana Plana (alids uma das poucas medidas da Geometria Euclidiana que
surge de maneira natural e ndo é convencionada).

Entretanto, quando lembramos da férmula da drea de Gauss para um tridngulo A (ordindrio ou generalizado) com
angulos internos medindo «, 3 e y radianos:

Area(A) = k(m— («x + B +v)); k > 0 constante,

podemos ficar desconfiados da proposicao acima. Mas, por mais incrivel que parega, a equacao apresentada na
proposigao nao depende de k e, por conseguinte, ndo depende do raio euclidiano do Disco de Poincaré (quando usamos
esse modelo para fazer as construgdes geométricas). Alids, podemos utilizar a métrica do Disco de Poincaré apresentada
no capitulo 4 para fazer as construcoes geométricas envolvidas nesta discussao e “explicitar” a unidade de comprimento
hiperbdlica.

Em resumo, quando AB e A’B’ sdo arcos correspondentes de horocirculos concéntricos, temos:

d(AB,A’B') =1 & AB _ |
A’'B’

A unidade de medida hiperbdlica também pode ser obtida sob a forma de um arco de horocirculo construido de
modo muito simples, conforme estabelece a Proposicdo 6.8 abaixo. Antes porém, necessitamos das duas proximas
proposigoes, que apresentam as propriedades da construcao geométrica simples de que precisamos.

Proposicao 6.6 Sejam m = Q;0Q; e n = Q30 retas perpendiculares em A e H horocirculo com centro em Q;
passando por A. Seja r = Q7Q3. Ent3o, T intersecta H em ponto B e a reta t perpendicular a r por B é paralela a m.

Na demonstracao abaixo héa cinco ilustracées. A tdltima delas é a construcao geométrica associada a esta proposicao.

- N
Demonstracao.

Sejam m, n, A, H e r conforme enunciado.

Sendo r uma das retas com ponto ideal 7, pela definicao de horocirculo, deve haver um ponto B de H corres-
pondente a A em 1. Tomemos t reta perpendicular a v em B (figura abaixo a esquerda).

A reta t possui apenas o ponto B em comum com H, pois, caso contrério, se existisse B’ € HNt com B’ # B,
devido a definicao de horocirculo, terfamos o tridngulo generalizado BB’Q; com dois angulos retos, o que nao é
possivel. Com isto, concluimos que H esta totalmente contido em um dos semiplanos determinados por t.

Pelo fato da reta r ser perpendicular a t, ela possui pontos em ambos os semiplanos determinados por t. Neste
caso, diremos que Q7 estd em um desses semiplanos e Q3 estd no outro. Sendo Q3 ponto ideal de n e t, e sendo
A € 1 no mesmo semiplano no qual estd Q7, temos que n deve intersectar t (Axiomas de Continuidade). Chamemos
essa interseccao de E.
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Observemos que EB = EA. De fato, devido a definigao de horocirculo, o triangulo generalizado ABQ; ¢ is6sceles
(figura acima a direita). Logo, os dngulos EBA e EAB s@o congruentes, ou seja, o triangulo EAB é isésceles com
base AB.

A reta t é paralela a reta m. De fato, se nao fosse, haveria duas possibilidades:

(1) a reta t intersecta m em um ponto F (figura abaixo & esquerda). Logo, podemos tomar G € n de tal modo que
E esteja entre A e G e EG = EF. Logo, pelo caso de congruéncia LAL, EAF = EBG, implicando que GBE é reto.
Devido a unicidade da perpendicular a reta t por B, deveriamos ter que G € r, uma contradigao, pois r e n sao
paralelas.

(2) a reta t é hiperparalela com m (figura abaixo ao centro). Seja Q ponto ideal de t de tal modo que E esteja
na semirreta BQ. Logo, pelo caso de congruéncia LA de tridangulos generalizados, EBQ3; = EAQ, implicando que
EAQ é reto. Mais uma vez, devido a unicidade da perpendicular & reta n por A, deveriamos ter que QQ seja ponto
ideal de m, fazendo com que m e t sejam paralelas, contradizendo a hipdtese assumida.

Logo, a reta t e a reta m devem ser paralelas, conforme figura acima a direita. ([l

A proposicao abaixo é uma espécie de a reciproca da proposicao anterior, no sentido de que as quatro retas citadas
definem um horocirculo.

Proposicao 6.7 Sejam m = Q10; e n = Q304 retas perpendiculares em A, r = Q1Q3 e t reta perpendicular a r em
B com ponto ideal ;. Entdo, existe um horocirculo com centro em () passando por A e por B.

A figura acima a direita também ilustra a construgado geométrica associada a esta proposicao.

Demonstracgao.

Primeiramente, devido ao fato de n dividir o plano em dois semiplanos de tal modo que t possui pontos em ambos,
os Axiomas de Continuidade garantem a existéncia da intersec¢do de t com n, que chamaremos de E.

O tridangulo EAB ¢ isosceles com base AB, o que garante que o tridngulo generalizado ABQ) ¢ isésceles, ou seja, A
e B sao pontos correspondentes, logo, pertencem a um mesmo horocirculo de centro Q. O
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A construcao geométrica da figura acima a direita ird desempenhar um papel importante na obtengao de férmulas
trigonométricas. Entretanto, cabe ressaltar o resultado bastante curioso que citamos acima, cuja demonstracao faz
uso da Geometria Diferencial.

(Proposigﬁo 6.8 Nas condicbes das proposicdes acima, o comprimento do arco de horocirculo AB é unitério. }

Mais uma vez, temos a unidade de comprimento na Geometria Hiperbdlica sendo concretizada com o auxilio do
conceito de horocirculo.

Estamos em condicoes de estabelecer algumas relagoes bastante importantes.
Consideremos a figura abaixo, que deriva da figura acima a direita, sendo C um ponto de AQ3 e D a interseccao
de CQ7 com o horocirculo H.

C
u
D
y
oY s
A

Observemos que construimos uma figura ACD muito interessante (cuidado: nao é um tridngulo) que é objeto da
préxima proposigao.

Proposicao 6.9 Nas condi¢bes estabelecidas na figura acima, sendo s o comprimento do arco de horocirculo AD,
AC =y e CD = u, entao:

l—s=e Y4

T+s=e¥™

Nao reproduziremos a demonstracao dessa proposicao nestas notas. O leitor interessado poderd encontré-la na
referéncia [3].

Com o objetivo de simplificar as expressoes que surgirao doravante, definamos

senh (y) = = | |cosh(y) = €= | |tgh(y) = ii’;ﬁfg; ., |sech(y) = COSA(‘J) , | cosech (y) = Senﬂl(y) A

sendo que na fungdo cossecante hiperbdlica devemos ter y # 0.
Veremos adiante que a nomenclatura adotada acima, inspirada nas fungoes trigonométricas euclidianas, serd con-
veniente quando do estabelecimento de férmulas trigonométricas hiperbdlicas.

Proposicao 6.10 Nas condices da proposicdo acima valem as seguintes férmulas: A
e" = cosh (y) e s =tgh (y) |
- 2
Demonstracao.
Somando as duas equagoes da Proposicao 6.9 temos
2=c¢e Ye "+teVe "= 2e " =eVt+e Y= et = % = e = cosh (y) .
Subtraindo a segunda equacdo da primeira na Proposicao 6.9 temos
2s=(eYe M —e Ve ) >s=1 (ey;ffy) =s=2L (%) =s=tsenh(y)=s= Zigﬁgi = s =tgh(y),
\o que conclui a demonstragao. D/

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 115



Capitulo 6. Trigonometria Hiperbdlica

Consideremos a figura abaixo, sendo D € AB, DE perpendicular a m = Q7Q,, s o comprimento do arco AD e
DE = a.

Q

)
0]
2 S a
a,
Proposicdo 6.11 Nas condicGes da figura acima vale
s = senh (a) |

| R

Demonstracao.

Tomemos por E um horocirculo H' de centro em Q7. Seja {F} = DQ; N H’, conforme a figura abaixo.

Seja s’ o comprimento do arco de horocirculo EF.

Temos que AD e EF sao arcos correspondentes em horocirculos concéntricos. Logo, 37 = e?. Também temos
s’ =tgh (a). Logo,
s =e’tgh(a).
Como e = cosh (a), temos
s = cosh (a) tgh (a) = s =senh (a),
o que conclui a demonstragao. O
- J

6.3 Um Sistema de Coordenadas Hiperbdlicas

Assim como na reta euclidiana, podemos associar os nimeros reais a pontos de uma reta hiperbdlica.

Para tanto, basta fixarmos dois pontos O e A a distancia hiperbdlica 1 na reta e associarmos os numeros 0 e
1, respectivamente. Com isto, estabelecemos a unidade de medida sobre a reta que, por meio de seus multiplos
e submultiplos, permite a localizagao dos nimeros racionais sobre a mesma. Os ntmeros racionais positivos estao
associados a pontos da semirreta com origem em O que passa por A, enquanto que os nimeros racionais negativos
estao associados a pontos da semirreta com origem em O que nao passa por A. A figura abaixo esclarece o procedimento
acima.
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0

_3
2 0,5+

-3 -2 - 0 1 2 3

Existem pontos da reta que nao estao associados a nimeros racionais. Tais pontos estao associados aos nimeros
irracionais e essa associacao é feita respeitando-se a ordem dos nimeros reais e levando-se em conta os pontos ja
associados aos niimeros racionais.

A reta hiperbdlica associada ao conjunto dos numeros reais, conforme descrevemos acima, chamamos de reta
hiperbolica orientada de origem O, ou entao reta hiperbolica real, ou ainda, simplificadamente, de eixo
hiperbolico.

Consideremos dois eixos hiperbélicos perpendiculares em O. Chamemos esses eixos de eixos coordenados hi-
perbdlicos e os indiquemos por Oy e Oy. Seja P um ponto do plano hiperbélico. Associemos a P dois niimeros reais
x e y do seguinte modo:

(i) [x| é a distancia hiperbélica até O da projecdo ortogonal P de P no eixo Oy, sendo que:
x > 0, quando P situa-se na semirreta de orientagao positiva do eixo Ox.
x < 0, quando P situa-se na semirreta de orientacao negativa do eixo Oy.

(i) jy| é a distancia de P a P, sendo que:

y > 0, quando P estiver no semiplano, determinado pelo eixo Oy, que contém a semirreta de orientagao positiva
do eixo Oy.

Yy < 0, quando P estiver no semiplano, determinado pelo eixo Oy, que contém a semirreta de orientacao negativa
do eixo Oy.

Chamamos x e y de coordenadas hiperbdlicas de P, sendo x a abscissa ¢ y a ordenada de P e escrevemos
P (x,y). A figura abaixo ilustra esse procedimento.

2° quadrante .~ + Y . 1° quadrante
: o a>0
’ P(a,b')-._l b>0
_ Q o |a] LU
el [ P X
[d] ‘
c<0
d<0 =Q(c,d) .
3% quadrante T = g0 quadrante

Observemos que, deste modo, existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano hiperbdlico e os pares
ordenados de numeros reais.

Nas condigoes estabelecidas acima dizemos que os eixos coordenados hiperbdlicos estabelecem um sistema de
coordenadas hiperbdlicas no plano hiperbdlico.

Observagoes:

(1) Nao podemos definir y como sendo a distancia até O da projecdo ortogonal P de P no eixo Oy. (Isto é, definir
coordenadas como no Sistema de Coordenadas Cartesianas Ortogonais do plano euclidiano). Caso contréario, nao
haveria uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares ordenados de niimeros reais. Por exemplo,
se a € R* étal que 6(a) = § (6: funcao angulo de paralelismo), entao nao existiria um ponto ordindrio de coordenadas
(a,a) (figura abaixo & esquerda).

P(X#}J)
lyl
X P x

)
el

O

o
=
o

Por outro lado, se partirmos do ponto P, sempre existiria P e P e, portanto, existiriam as coordenadas x e y, como no
sistema cartesiano do plano euclidiano (figura acima a direita).
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(2) Nas condicoes como definimos o sistema de coordenadasina Geometria Hiperbdlica, um ponto P(x,y) é tanue
(0,P) < |y, como na figura acima & direita. De fato, OPPP é um Quadrildtero de Lambert e, portanto, d(O,P) <
(P, P) = lyl.

De posse de um sistema de coordenadas no plano hiperbdlico, é natural o estudo de equacdes de curvas nesse
sistema. As proximas proposicoes estabelecem equacoes de determinados horocirculos e retas que utilizaremos para
deduzir importantes relagoes na proxima secao.

d
d

Proposicao 6.12 Fixemos o sistema de coordenadas hiperbdlicas. A equacdo do par de horocirculos tangentes que
passam por P (a,0) e possuem centros nos pontos ideais do eixo O, é dada por

el*=al = cosh (y) |

otx  cosh(y) - e ex—a = cosh(y)

ey

Q, elad=coshy)

Para a préxima proposicao, definimos a astroide hiperbdlica generalizada como sendo a figura composta por
quatro retas hiperbdlicas nao concorrentes duas a duas que ligam quatro vértices ideias distintos.

Proposicao 6.13 Fixemos o sistema de coordenadas hiperbdlicas. A equacdo da astroide hiperbdlica generalizada de
diagonais perpendiculares em P (a,0) e quatro vértices ideais, sendo dois deles pontos ideais do eixo O, é dada por

eP =l tgh (jyl) = 1|

e®Xtgh(y)=1 -

e _ eXAtgh(y) =1

.UT
OJ

Q. edltgh(ly)) =1

et tgh(y)=1  —eAtgh(y) =1

Demonstracao das Proposicoes 6.12 e 6.13.

(i) Para a Proposicao 6.12 faremos apenas a deducao da equacao do horocirculo com centro em Q no caso P (0,0).
Os demais casos sao deixados para o leitor.

Seja H o horocirculo com centro em Q, passando por P (0,0) e seja P (x,y) € H. Consideremos a figura abaixo
a esquerda.

118 Introducdo a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 6. Trigonometria Hiperbdlica

Temos OP = PA = x. Logo, e* = cosh (y) é a equacdo de H no sistema de coordenadas hiperbdlicas.

(ii) Para a Proposicdo 6.13 faremos apenas a deducéo da equacéo da reta com ponto ideal Q, acima do eixo Oy e
no caso P (0,0), ou seja, a reta paralela aos eixos coordenados no primeiro quadrante. Os demais casos sao deixados
para o leitor.

Seja 1T a reta paralela aos eixos coordenados no primeiro quadrante e seja P (x,y) € r. Consideremos a figura
acima a direita.

Seja H horocirculo de centro QO passando pela origem O. Vimos que AO =1.
Seja A’ € H tal que A’P = 1. (H’ é horocirculo com centro em Q, passando por P).
Seja s o comprimento do arco B’P. Temos s = tanh (y).

Os arcos AO e B'P sdo correspondentes. Logo, 1 = se*, o que implica em e* tgh (y) = 1 como sendo a equacio
de 1 no sistema de coordenadas hiperbdlicas. (Il

J

6.4 Numeros Complementares

Dois niimeros positivos z e z’ sao chamados complementares quando os angulos de paralelismo a eles associados
sao complementares, ou seja,

0(z) +0(z') = 7,
sendo 0 a Funcdo Angulo de Paralelismo.

Numeros complementares estao associados a quadrildteros de Lambert generalizados.

Proposicﬁo 6.14 Se z e z' s3o nlimeros complementares, entdo valem as seguintes relacdes:

e” tgh (%
( )S(Ilh( ) =c¢ ()st(h( ",
(3) cosh (z) = cotgh (2/).

\/

Demonstracao.

(1) Consideremos a figura abaixo, na qual OP = z; PP é perpendicular ao eixo coordenado Oy e PP = QP.

Temos PPQ, = PQQ (caso LA de tridangulos generalizados) Logo Q\ é reto.

Temos 0 (z) = x e 0 (QP) B. Como x+ B = Z, segue que z/ = QP é complementar de z.
Mas, pela Proposicao 6.13, a equacao da reta r e e*tgh(y)=1.

No ponto P € r temos x =z ey = PP = 27/ Logo, e* tgh (%) =1.
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Nota: para as demonstracoes dos itens (2) e (3) necessitamos das relagoes
cosh? (x) —senh? (x) =1
senh (x) = 2senh (%) cosh (3)
cosh (x) = senh? (3) + cosh? (3)

que sao facilmente deduzidas a partir das defini¢cées das respectivas fungoes envolvidas.

(2) Temos
_ ’ ’ cosh? 27, —senh? 27/ ]
2senh (z) = e* — e * = cotgh (%) — tgh (%) = SCH}E(%,))COSh(%g) ) = senh (z) = ] = cosech (z') .
(3) Temos
- ’ ’ coshz(%/)Jrsenh2 27,) COSh(Z/) ’
2eosh ) =+ ¢ =corgh (3) + 1 (5) = T LD o) < ) — o,
o que conclui a demonstragao. O

&

6.5 A Versao Hiperbdlica do Teorema de Pitagoras

Seja um triangulo retangulo ABC como na figura abaixo.

.

¢ a

Chamaremos tal tridangulo de tridngulo retangulo com partes a, b, c, A, \.

Dado um triangulo retangulo, é possivel construir, ou associar, outros quatro tridngulos retangulos bastante es-
peciais utilizando o conceito de nimeros complementares. Vamos utilizar dois desses triangulos no desenvolvimento
de uma férmula andloga ao Teorema de Pitagoras para a Geometria Hiperbdlica. Esses triangulos aparecem de modo
natural na demonstracao da proposicao que nos permite construir geometricamente uma reta paralela a uma reta dada
(Proposigao 5.23 do Capitulo 5).

Proposicao 6.15 Dado um tridngulo retdngulo com partes a, b, ¢, A, |, existem os tridngulos retangulos:

(i) com partes m/, b, 1, v, &, sendo @ (m') = W comp+p' =75;0(c)=v,0(a) =axeb(a) =« coma+o =75;
(ii) com partes I, ¢/, b’, «, u, sendo @ (I') =N comA+N =7%,0(c') =y comy+vy'=5,0(b) =B e0(b)=p’
com B+ p' =73,

0 € a Funcdo Angu/o de Paralelismo e, como constatado nas condicées acima, m’, ', ¢/ e b’ sdo niimeros complementares
de m, 1, c e b, respectivamente.

J

A demonstracdo da proposi¢ao acima é longa e pode ser encontrada na referéncia [3], Segao 6.9.

A partir dos cinco nimeros a, b, ¢, A, u das partes de um tridngulo retdngulo, podemos construir outros quinze
numeros por meio da funcao angulo de parlelismo e dos nimeros complementares, que estao apresentados na tabela
abaixo. E destes vinte nimeros que estraimos quatro quintulas, duas das quais estao citadas nos itens (i) e (ii) da
Proposicao 6.15, que formam partes de triangulos retangulos.
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—/

of a oa=20(a) :7r/2—cx a=0""(x) o
—

b b] | p=0) | pr=n2—p | b =0 (8 b

——

¢ || & c | Yol | ¥ =m2-y | _=07"(Y)|=| v
=

14 (=" | A || N=m/2-2 L=y !

o m=0"(n) 3 W=m/2—pn| | m=6"(y) m’

A figura abaixo apresenta os triangulos retangulos de partes m’, b, 1, vy, « e partes U, ¢/, b’, &, nu da Proposicao
6.15.

Proposicao 6.16 Em um tridngulo retangulo com partes a, b, ¢, A, i valem as relagcdes

(1) senh (¢) = senh (a) cosh (1);

(2) cosh (1) = senh (c) senh (a’);

(3) cosh (c) = senh (1) senh (m);

(4) cosh (a’) = senh (1) senh (b’);

nas quais a’ e b’ s3o nilimeros complementares de a e b, respectivamente, 1 e m sdo tais que 6(1) = A e O(m) = v,
sendo 0 a Funcgao Angulo de Paralelismo.

-
Demonstracao.

(1) Consideremos a figura abaixo.

S

Temos s; = senh (a); L = e™ =cosh (l—c); s3 +s3 =tgh (1) e s = tgh (1 —¢). Logo,

%)
w

senh (a) =s7 =cosh (1—c¢)s3 =cosh (1—c) ((s2 +s3) —s2) =cosh (1 —c¢) (tgh (1) —tgh (1L —¢))

— cosh (1 _ C) tgh (U — senh (1 - C) _ senh(l)cosh(l—cco)sg?glh(l—c) cosh(1) _ senhc(ols;l((l{)—c)) _ Z(;r;i%%) =

senh (¢) = senh (a) cosh (1) .

(2) Temos senh (¢) = senh (a) cosh (1) e, do Item (2) da Proposicao 6.14 senh (a) = cosech (a’). Logo,

senh (¢) = —A— cosh (1) = cosh (1) = senh (c) senh (a’) .

senh(a’)
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(3) Ao triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A, 1 estd associado o tridngulo retangulo com partes m’, b, 1, y,
(Proposigao 6.15, Item (i)). A férmula andloga ao Item (2) para este novo tridngulo retdngulo, é

cosh (¢) = senh (1) senh (m) .

(4) Ao triangulo retdngulo com partes a, b, ¢, A, p estd associado (também) o triangulo retdngulo com partes U,
¢/, b, o, n (Proposigdo 6.15, Ttem (ii)). A férmula andloga ao Item (2) para este novo tridngulo retangulo, é

cosh (a’) = senh (b’) senh (1),

como queriamos. O
N J

Proposicao 6.17 (Teorema de Pitagoras Hiperbdlico) Em um tridngulo retdngulo com hipotenusa medindo c e catetos
medindo a e b vale

cosh (¢) = cosh (a) cosh (b)

- — N
Demonstracgao.
Considere um triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A, i e os nidmeros 1, m tais que (1) = A e 6(m) = g,
sendo 0 a funcdo angulo de paralelismo.
Pelo Item (3) da Proposicao 6.16 temos
cosh (¢) = senh (1) senh (m)
.o~ cosh(a') cosh(b')
e, pelo Item (4) da mesma proposigao, temos senh (1) = onh(o7) © senh (m) = sonh(a’) - Logo,
cosh(a’) cosh(b’
cosh (¢) = W = cotgh (a’) cotgh (b').
Mas, pelo Item (3) da Proposicao 6.14, temos cotgh (a’) = cosh (a) e cotgh (b’) = cosh (b). Logo,
cosh (¢) = cosh (a) cosh (b),
o que conclui a demonstragao. O
. J

Exemplo 6.1 Seja um triangulo retangulo hiperbdlico com catetos medindo 3 e 4. A hipotenusa mede aproximada-
mente 6,30966. De fato, temos cosh (¢) = cosh (3) cosh (4) = 274,93 o que fornece ¢ = 6,30966.

Observemos que a hipotenusa ¢ “maior” no caso hiperbdlico do que no caso euclidiano.

Observemos também que se restringirmos o dominio da fungao cosseno hiperbélico a R (que é o que nos interessa),
podemos inverter a funcdo f (x) = cosh (x). Acima, de cosh (¢) = 274,93, temos ¢ = cosh™' (274, 93) = 6, 30966.

6.6 As Versoes Hiperbdlicas da Lei dos Senos e da Lei dos Cossenos

Consideremos o triangulo ABC da figura abaixo.

B
© a
A b C
e a funcao angulo de paralelismo 0.
Proposicao 6.18 Baseados na figura acima, tem-se
senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sech(l) ~ sech(m) ~ sech(n)’
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sendo O(1) =A; O(m) =pe B(n) = v.

p
Demonstracao.

Supondo, sem perda de generalidade, que b > a e b > ¢, seja h a altura relativa ao vértice B, como na figura
abaixo.

Pelo Item (1) da Proposi¢ao 6.16 temos

senh (c) = senh (h) cosh (1)
senh (a) = senh (h) cosh (n)

Logo,
senh(a) _ cosh(n) _ sech(l) senh(a) _ senh(c)
senh(c) ~ cosh(l) ~ sech(n) = sech(l) ~ sech(n)-’
De modo anélogo,
senh(b) _ senh(c)
sech(m) ~ sech(n)’
o que conclui a demonstragao. O
- J

Proposicao 6.19 Seja ABC tridngulo com lados medindo a, b e c e angulos internos opostos medindo A, 1 e v,
respectivamente (veja figura acima). Ent3o:

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (¢) tanh (1),

sendo O(1) = A.

e N
Demonstracao.
Consideremos a figura acima, supondo que [ seja um maior angulo do triangulo.
Pelo Teorema de Pitdagoras Hiperbolico:
cosh (a) = cosh (h) cosh(b — d)
cosh (¢) = cosh (h) cosh (d)
Logo,
cosh (a) = zz:}l:((z)) cosh(b—d) = 22:1}]1((?1)] (cosh (b) cosh (d) — senh (b) senh (d))
= cosh (b) cosh (c) — cosh (c) senh (b) tgh (d) .
Mas,
tgh (d) = tgh (c) tgh (1) . (6.1)
De fato: (W)
cosh(h' cosh(h) cosh(c)
t h(l) __ senh(1) (L) senh(d’) (ﬂ) senh(h) Senh(d) (E) cosh(g.) Senh(d) _ tgh(d)
g ~ cosh(l) T senh(c) senh(c) - senh (C)  tgh(c) "
senh(h) senh(h)

(i): Item (4) (numerador) e Item (1) (denominador) da Proposicao 6.16.
(ii): Itens (2) e (3) da Proposicao 6.14.
(iii): Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico.
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Desta forma,

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — cosh (c) senh (b) SBE) toh (1)

cosh(c)

= cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (c) tgh (1),

o que conclui a demonstragao. |
N J

Com os resultados acima, estamos em condigoes de estabelecer uma expressao analitica para a ja apresentada
funcao angulo de paralelismo.

N
Proposicao 6.20 Seja
06: R — 10, 7t
a — 0(a)=«
a funcdo angulo de paralelismo. Ent3o,
0 (a) = arccos (tgh (a)),
ou seja,
cos () = tgh (a)
4 A
Demonstracao.

Sendo 0 a func¢do dngulo de paralelismo, vimos que trata-se de uma bijecao continua.
Levando-se em conta que

tgh: R — ]-1,1[ e cos: 10, — ]-1,1[
x +— tgh(x) X —  cos (x)

sao bijegoes continuas, podemos definir a fungao continua

f: ]o,nl — 10, 7t
X +—— arccos (tgh (9*1 (cx))) ’

ou seja,
tgh (a) = cos (f («)) .

Nosso objetivo €, portanto, mostrar que f € a funcdo identidade.

Primeiramente, vamos restringir « ao intervalo ]0, %], o que equivale considerar, devido a definicao da func¢do
angulo de paralelismo, a = 0.

Consideremos & = o1 + &» com 7 € &y no intervalo ]0, Z [ Sejam aj e ay, tais que 0 (a1) = o1 e 0 (az) = g,
e h < min{ay, az}. Logo, é possivel construir dois triangulos retangulos ADB e ADC (veja a figura abaixo).

Pela Proposicao 6.19 temos

cosh (g + 1) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (c) tgh (a) .
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Isolando tgh (a) e substituindo em cos (f («)) = tgh (a) temos

__ cosh(b) cosh(c)—cosh(q+T)
cos (f (OC)) - senh(b) senh(c) =

h h h h
cos (f (o)) = cotigh (b) cotigh (¢) — Eb(aieostirl _ senbla)snhir) 6.2

(i) Manipulando o termo cotgh (b) cotgh (c).
Utilizando a férmula 6.1 nos dois tridngulos retangulos ADB e ADC (figura acima) temos
tgh (h) = tgh (b) tgh (a1) = tgh (b) cos (f («1))
tgh (h) = tgh (c) tgh (az) = tgh (c) cos (f (ex2))
o que nos fornece
cotgh (b) cotgh (¢) = cotgh? (h) cos (f (7)) cos (f (a2)) - (6.3)

cosh(q) cosh(r)

(ii) Manipulando o termo m.

Temos, utilizando o Teorema de Pitagoras Hiperbdlico e a férmula 6.1,

senh(h)
cosh(q) _ cosh(q) cosh(h) _ cosh(b) _ cosh(h) _ tgh(h) _ tgh(ar) _ cos(f(a1))
senh(b) senh(b) cosh(h) senh(b) cosh(h) senh(b) h h) tgh(b) senh(h) senh(h) senh(h) °
cosh(b) sen (
Analogamente
cosh(r) _ cos(f(a2))
senh(c) = senh(h) °*
Logo,
h h 2
SoSMCOsIIL = cosech? () cos (f () cos ( (). (6.4)
senh(q) senh(r)

(iii) Manipulando o0 termo senh(g]m'

Tomando o quadrado dos dois membros de tgh (a) = cos(f(a)) temos % = 1 —sen? (f(«)), o que
significa sech (a) = sen (f («)). Do Item (1) da Proposicao 6.16 temos

2 h 3 h
:22h%g% = scnh??)lct()‘sql)l(aﬂ = sech (Cl] ) = sen (f ((X1 )) .
Analogamente
nh
snith = sen (f (o))

Logo,

senh(q)senh(r) _ f f 6.5

sonh(b)sennic) = sen (f (x1)) sen (f (2)) . (6.5)

Substituindo 6.3, 6.4 e 6.5 em 6.2 temos

cos (f («)) = (cotghz (h) — cosech? (h)) cos (f (7)) cos (f (02)) — sen (f (7)) sen (f (x2))
= cos (f (a1)) cos (f (2)) —sen (f (1)) sen (f ()

ou seja

cos (f (o1 + &2)) = cos (f (oe1) +f(x2)) = f o1 + x2) = f (o) +f(x2) .

(1) Sejam n € Ne x € |0, 7 ]. Logo,

Y 2n

f(nx) =nf(x).
(2) Sejam T = -+ € Q, com n e m inteiros positivos, e x € ]0, %} Logo,

mf (2x) =f (mx) =f(nx) =nf(x) = f(rx) = rf (x).

. . o . . - — - .
(3) Sejam s e x reais positivos tais que x e sx pertencem ao intervalo }0, j]. Seja (13) jen sequéncia de nidmeros
racionais convergindo para s de tal modo que Tj% € ]O, %} Como f é continua, temos

sf(x) = ( lim 75)f(x) = lim 7f(x) = lim f(rjx) =f(sx) = f(sx) =sf(x).

j—-+oo j—-+o0 i—+oo
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Observemos que
tgh (0) = cos (f(8(0))) = 0 =cos (f(5)) = f(5) = 5.

Logo, fazendo o = s5 € ]O, %] temos
fla) =F(s3) =sf(5) =sF =«,
ou seja, f(«) = a vale no intervalo |0, 5.
Para « € | 5,7 temos, devido a defini¢do da Fungdo Angulo de Paralelismo, a < 0. Logo,

cos (f(a)) =cos (f(0(a))) =tgh(a) = —tgh(—a) = —cos (f(0(—a)))
=—cos(0(—a)) =cos(m—0(—a)) =cos (0 (a)) =cos («),

ou seja, f(«) = ot vale também no intervalo |, 7|, o que conclui a demonstragao. O
\§ J

Observagao:

Considerando relagoes trigonométricas euclidianas e hiperbdlicas bésicas, podemos considerar outras equagoes que
relacionam o e a, a partir de cos («) = tgh (a) (deduzida na Proposi¢ao 6.20 acima), proveniente da fun¢do dngulo de
paralelismo o« = 0 (a). Sao elas:

e sen (o) = sech (a); (para deduzir essa relacio considere sen? () + cos? (x) =1 e sech? (a) + tgh2 (a)=1)

e tg () = cosech (a);

e cotg () = senh (a);

e sec () = cotgh (a)

e cosec () = cosh (a);

Proposicdo 6.21 (Primeira Lei dos Cossenos) Em um tridngulo hiperbélico ordindrio com lados medindo a, b, c e
angulo interno de medida A oposto ao lado de medida a, vale

’ cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (c¢) cos (A)

A

- - ~
Demonstracgao.
O resultado é consequéncia imediata das Proposigoes 6.19 e 6.20. O
N J
<

Proposicdo 6.22 (Lei dos Senos) Em um tridngulo hiperbdlico ordindrio com angulos internos de medidas A, u, v
opostos aos lados de medidas a, b, ¢, respectivamente, vale

senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sen(A) — sen(p) ~  sen(v)
)
- - 2
Demonstracao.
.~ . senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
Da Proposicao 6.18 temos soch(l) = sech(m) — sech(n)"

Da observacao que fizemos apés a demonstragao da Proposicao 6.20 temos sen (A) = sech (1); sen (i) = sech (m)
e sen(v) =sech(n),sendo 0(l) =w; 6 (m)=ped(n)=v.

Portanto,
senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sen(A) ~  sen(un) ~ sen(v)’

como queriamos. O
. J

Corolario 6.3 Se 0 é a fun¢do angulo de paralelismo estendida, ent3o:
0 (a) = 2arctg (e @),
isto é,
tg(3)=e*
sendo 0 (a) = «.
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Demonstracao.
Temos
e® =senh (a) + cosh (a) .
Da observacao que fizemos apds a demonstracao da Proposicad 6.20 temos:

{ senh (a) = cotg («)

cosh (a) = cosec ()

Substituindo:
= senh (a) + cosh (a) = cotg (&) + cosec () = ]:ci)(scfc‘)x)
o 1+cosz(%) —sen ( ) - COSZ(%)+COS2(3() - cos(%) o «
- ZSen(%)cos(%) - Zsen(%)cos(%) - sen(%) = cotg (j) ’
Logo,

o que conclui a demonstracao.
-

N

Exemplo 6.2 A area de um tridngulo retangulo com catetos medindo 3 e 4 na Geometria Hiperbdlica é aproximada-

mente 1,43488196 unidades de area.
De fato:

Precisamos encontrar os angulos internos na figura abaixo.

Pelo Teorema de Pitdgoras Hiperbolico:

cosh (¢) = cosh (3) cosh (4) = ¢ = 6,30966.
Pela Lei dos Senos Hiperbdlica:

s = Senf;ijfg)%é) = sen (B) = 0,036438166 = B = 0,036446234 rad (ou p = 2,088°).

Analogamente:

sonhld) > se“h“»(i?‘j’“) = sen («) = 0,099262 = « = 0,0994257 rad (ou & = 5,6966°).
sen 7

Assim:

Area(ABC) = 1 — (5 +0,036446234 +0,0994257) = 1,43488196 unidades de érea.
Observagao: Se o triangulo fosse euclidiano: 3 = 36,87°; o = 53,13° e Area(ABC) =6.

Exemplo 6.3 Um triangulo possui lados medindo 1 e 2 e o angulo entre eles é de 30°, conforme a figura abaixo

Logo, a medida do terceiro lado é 1,380472 unidades de comprimento e os demais dngulos medem 18,3887° e 103, 2°
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De fato, pela Primeira Lei dos Cossenos Hiperbdlica:
cosh (a) = cosh (1) cosh (2) — senh (1) senh (2) cos (30°) = 2,1141193 = a = 1,380472.

Pela Lei dos Senos Hiperbdlica:

senh(a) Senh L = sen (B) = 0,31546 = B = 0,320944 rad = 18,3887°

sen(30°) sen (
sabie ;‘;“nh = sen («) = 0,97357 = o = 1,8012rad = 103, 2°.

(Obs.: o angulo de medida o é obtuso, pois cosh (2) > cosh (1) cosh (a)).

Exemplo 6.4 O comprimento de uma circunferéncia hiperbdlica de raio v é ¢ = 27tsenh (r).

De fato, consideremos um poligono hiperbdlico regular com n lados inscrito em um circulo hiperbdlico de raio r.

Logo, este poligono pode ser decomposto em 2n tridangulos retangulos com hipotenusa medindo r, catetos medindo a

e b e angulos internos medindo 5, T e «, sendo o angulo de medida « oposto ao cateto de medida a. Observemos

que o comprimento da circunferéncia serd melhor aproximado quanto maior for o niimero de lados do poligono regular
inscrito, ou seja,
¢ = lim 2nb.

n—oo

Pela Lei dos Senos Hiperbdlica,

senlE(TP)) - sen}(l(“r) = b =senh™ (Senh (T’) sen (%)) :
sen( & sen{ 3
Logo,
senh ™! (senh (1) sen (%))
7 .
n

c=2 lim

n—oo

Embora n seja uma variavel real discreta, para efeito de computo do limite acima, vamos substituir n pela varidvel
real continua x para podermos aplicar a Regra de L’Hospital. Logo,

senh(T) cos(%) (7)‘%)

senh~! (sen n( % x
cosh(senh— se 1h(r)se (=) = 27senh (1) lim 1COS (X) = Zresenh (1)
-z x—00 cosh (Senh* (senh (1) sen (%))>

c=2 lim
X—00

Exemplo 6.5 A drea de um circulo hiperbélico de raio v é A = 47tsenh? (%)

De fato, consideremos um poligono hiperbdlico regular com n lados inscrito em um circulo hiperbdlico de raio r.
Logo, este poligono pode ser decomposto em 2n tridangulos retangulos com hipotenusa medindo r, catetos medindo a
e b e angulos internos medindo 7, = e «, sendo o angulo de medida « oposto ao cateto de medida a. Observemos que
a area do circulo serd melhor aproximada quanto maior for o nimero de lados do poligono regular inscrito, ou seja,

— 1 7T A —
A= lim 2n(n—(3+Z+«)) =2 Jim n(F—Z-«.

n—oo —00 n

Pela Lei dos Senos Hiperbdlica,

senh(b) _ senh(T) _ senh(a)
sen(%) sen(%) sen (o) =
senh (a) = senh (1) sen () e senh (b) = senh (1) sen (%) .

Pelo Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico,

cosh (a) cosh (b) =

(1 +senh2 ) (1 + senh? (b)) =
(

1

cosh (1)

cosh? (1)

1+ senh? (r) sen? (oc)) (1 + senh? (7) sen? (%)) =

(

(
cosh? (1)
2
(

cosh? (r) = 1 + senh? (1) sen? () + Senhz( ) sen? (E) + senh* (1) sen? (o) sen” (Z) =
senh? (1) = senh? (7) (Senz (%) + sen? (1 +senh® (1) sen® (%)» -
cos (%) (x) (1 + senh? (1) sen (%))

cos (%)

X = arcsen

\/1 + senh? (r) sen? (%)
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Desta forma,

T - T _ arcsen cos(&)
2 n ( \/1 +senh? (1) sen? ( %)

n

A =2 lim

n—oo

Embora n seja uma variavel real discreta, para efeito de computo do limite acima, vamos substituir n pela variavel
real continua x para podermos aplicar a Regra de L’Hospital ao limite acima. Logo,

2 senh? (r) sen( Z) cos( %) (7)‘%)

o (m\( m onn2 sen2 () —cos( T
sen(;[)( an) 1+senh? (1) sen (7:) (,o:.(;[ 2\/]+senhz(r)sen2(%)
. 1+senh? (1) senz(%)
5 1 cos2 ()
A =2 lim 1 -
X—00 Xz
2 ) cos?2 (T
sen % \/H—aemh2 sen (%) et (r)sen(x)“‘“ (x)
T-rsenh2 (1) sen? ( Z)
A=-2rlim |1— rnent? (1) sen? () =
X—300 1+4senh? (r )senz( ) cosz(%)
1+senh? (v )senz( X)

\/s.cn2 ( )+scnhZ (1) sen? ( %)
\/1 +senh? (1) sen2 ( Z)
sen(%)(1+senhz( ) sen? (7)+senhz( )cosz(%)) sen(%)(]Jrsenhz(‘r))
1+senh2(r)sen2(ﬂ) 1+senh? (v )senz(%)

sen(%)(lJrsenhz (t) sen? (%))+senh2 (r) sen(%) cos? (%)
A — 2 lim 1_ \/1 +senh? (1) senz(%)(1+senh2 (1) sen? (%)) N

A =—2m lim =2 lim [ 1— =
e \/sen ( ) (1 + senh? (r )) x—00 sen( )cosh (1)

A= *27‘[)}1_}11010 (1 1+sen}f§?r)(£in2(§)) =—In (1 — cosh (T)) =—2n (1 B COSh2 (%) - senhz (%)) =

A = 47senh? (3)-

6.7 Uma Segunda Lei dos Cossenos

Proposicdo 6.23 (Segunda Lei dos Cossenos) Seja um tridangulo ABC tal que BC = a, AC =b, AB =, A=A
B=pne C=v. Ento:

cos(A) cos(p)+cos(v)

cosh (C) - sen(A) sen ()

p
Demonstracao.

Facamos A = cosh (a); B = cosh (b) e C = cosh (c).
Temos cosh? (a) —senh? (a) = 1 = senh? (a) = cosh? (a) — 1.
Para a > 0 = senh (a) > 0. Logo:
senh (a) = VA% —1.
Analogamente:
senh (b) =vBZ—1 e senh(c)=+vCZ—1.

Pela Primeira Lei dos Cossenos Hiperbdlica,

_ 2 2 AB—C
C=AB—VAZ—-1yB2—1Tcos(v) = cos(v) = T AT

Analogamente:
cos(\) = e ¢ sl = A
Assim:

2 2 2 1)_a2Rp2 2
2 _ 2 _ AB—C _ (A*=1)(B*-1)-A’B?+2ABC-C* _ 1 2ABC_A2_B2_C?
sen” (v) =1 —cos (V)_1_(\/7A2—h/782—1) = (AZ—T)(B2—1) = T (AZ-T)(BZ-T)
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Fagamos
D =1+2ABC—-A%? -B%?-C%
Logo:
_ VD
sen (V) = ==y
Analogamente,
_ vD _ VD
sen (A) = =% e © sen (p) = AT 1 J/CI 1"
Assim:
BC—A AC—B + AB—C A
cos(A) cos(i)tcos(v)  VBZ—1v/C2—1 VAZ—1/C2—1 ' VAZ—_1v/B2—1 _ (BC—A)(AC—B)+(AB—C)(C*—1)
sen(M)sen(n) /D /D - D
VB2—1/C2—1 vVAZ—-1/C2—1
_ ABC?—-B?C—A?C+AB+ABC?—C3_AB+C _ C1+2ABC7A27827C2 —cb_¢
= D = D —+D T -
Isto é: (6 cos( i) )
__ cos(A) cos(pu)+cos(v
cosh (C) - sen(A) sen(p) ’
o que conclui a demonstragao. O

J

Exemplo 6.6 Vejamos como calcular as medidas a, b e ¢ dos lados de um triangulo hiperbdlico que possui angulos
internos medindo 60°, 30° e 45°, conforme a figura abaixo.

Aplicando a 2?. Lei dos Cossenos Hiperbdlica trés vezes temos:

cosh (a) = S=B307) conliS" Leos(60”) ~ 3 146264 = [0 = 1,8130936
cosh (b) = =l60) cos1o ) Leos307) ~ 1991563 =5 | b = 1,3120735
cosh (c) = <260 cosl30 N Leos157) = 7632993 = [ = 1,6230837

Exemplo 6.7 Vejamos como calcular o raio do circulo inscrito em um triangulo equilatero hiperbdlico de lados
medindo 1 (figura abaixo).

E f4cil ver que, na figura acima, o« = 2. Pela Lei dos Senos Hiperbdlica:

senh(%) __senh(1)
sen(%) - sen(%)

B =0,9187978 rad = 52,643°

sen 1
= sen (§) = % =0,44340944 = B = 0,4593989 rad =

Assim, novamente pela Lei dos Senos Hiperbdlica:

senh(r) senh(%)
i = ey = [r=0,2637354]

Exemplo 6.8 Vejamos como colocar a altura h, relativa ao vértice A, de um triangulo hiperbdlico ABC, em funcao
das medidas a, b, e ¢ dos lados desse triangulo.
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Chamando de H o pé da perpendicular tracada de A a reta que passa por B e C, ha trés casos possiveis:
(i) H estd em BC (figura acima);
(ii) H coincide com B ou com C;
(iii) H est4 fora de BC.

Caso (i):
Pelo Teorema de Pitdgoras Hiperbolico e pela Relagao Fundamental Hiperbolica:

cosh (c) = cosh (h) cosh (a — d) = cosh (h) (cosh (d) cosh (a) — senh (d) senh (a))
cosh (b) = cosh (h) cosh (d )
cosh? (d) — senh? (d) = 1
Logo:
cosh (¢) = cosh (h) <EZZEE3 cosh (a) —\/—1+ (EZ:EEm)zsenh (a)) =

cosh (¢) = cosh (b) cosh (a) — y/cosh? (b) — cosh? (h) senh (a) =
. R . . . . 2
cosh(c)—cosh(b) cosh(a) _ _\/Coshz (b) _ COShZ (h) = COShZ (b) _ COShZ (h) _ (Cosh((:)—co::h(b)) cosh(a]) =

senh(a) senh(a

—COShZ (h) — coshz(c)flcosh(b)cosilér(ll}izciaz})l(c)qLcoshz(a)coshz(b) o COShZ (b) =

_ COShz (h) _ cosh? (c)—2 cosh(b) cosh(a) cosh(;);lczo(sh)2 (a) cosh? (b)—senh? (a) cosh? (b) =
2 _ cosh?(c)—2cosh(b) cosh(a) cosh(c)+cosh?( 2 2 cosh(b) cosh(a) cosh(c)—cosh? (b)—cosh? (c)
—cosh” (h) = sonbZ(a) L = cosh? (h) = senhZ(a) =

cosh (h) _ \/2 cosh(a) cosh(b) cszsr‘.llr}ll((z);coshz (b)—cosh?(c) = |h= COSh71 ( \/2 cosh(a) cosh(b) cs(;il;((ca);coshz (b)—cosh?(c) ) .

Caso (ii):
Supondo que H = C temos h = b e o triangulo ABC é retangulo em C. Neste caso, o Teorema de Pitagoras
Hiperbdlico fornece:

_ —1 [ cosh(c)
h = cosh <co:h(a))'

Se H =B temos h = c e o triangulo ABC é retangulo em B. Portanto,

_ —1 [ cosh(b)
h = cosh <Cosh(aj).

Uma pergunta natural neste ponto é se a férmula encontrada no Caso (i) serve para o Caso (ii), e a resposta é
sim. Na verdade, as férmulas acima sdo casos particulares da férmula do Caso (i) quando h = b ou quando h = c.
Vejamos a dedugao quando h = b (o caso h = ¢ se processa extamente do mesmo modo, devido & simetria da férmula
em relacdo a b ou c):

hZCOShil (\/Zcosh(a)COSh(b)COSh(C)]—COShZ( )—cosh? ):>h_COSh 1 (\/ZCosh(a)cosh(b)cosh(c)—coshz(b]—coshz(c)) =

senh(a senh? (a)

_ —1 2 cosh(a) cosh(b) cosh(c)—cosh? (b)—cosh? (c)
h = cosh <\/ coshZ ()1 ) =

_ —1 2 cosh?® (a) cosh(b) cosh(c)—cosh? (a) cosh? (b)—cosh? (a) cosh?(c¢) | TPH
h = cosh (\/ coshz(a)(coshz(a)fﬂ =

h:COSh—l (\/Zcoshz(a)coshz(c)fcoshz(c)fcoshz( )cosh >:>h—CObh (\/coshz(a)coshz(c)fcoshz(c)) =

coshz(a)(coshz(a)fﬂ coshz[a)(coshz(a)fl)

- 1 (coshz(a) 1)cosh o 1 cosh? - cosh(c)
h = cosh <\/cosh2(a)(cosh2( = )> = h =cosh™ ( cosh”(a >éh cosh™ (Cosh(a)).
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Caso (iii): neste caso, d é a distancia de C a H ou a distancia de B a H, a depender de que lado estd H em relagao
ao segmento BC. Faremos o caso em que C estd entre B e H. O outro caso é andlogo e sera deixado ao leitor.
Pelo Teorema de Pitdgoras Hiperbolico e pela Relacao Fundamental Hiperbolica:

cosh (h) cosh (d + a) = cosh (h) (cosh (d) cosh (a) + senh (d) senh (a))
cosh (h) cosh (d)

cosh (¢c) =
)=
d) — senhz(d) 1

(c
cosh (b
cosh? (

Logo:

. 2
cosh (¢) = cosh (h) (Eg:ﬁggg cosh (a) + 4/ —1+ (EZ:E(E;) senh (a)) =

cosh( ) = cosh (b) cosh (a) + \/CObhz (b) — cosh? (h) senh (a) =
s . . . 2
cosh(c)—cosh(b cosh \/ OSh COShz (h) = COSh (b) _ COShZ (h) _ (coah(c)—cosh(b)) cosh(a)) =

senh(a senh(a

—COShZ ( ) cosh? Zcosh(b)cosilércll}ichzk)x(cprcoshz[a)coshz(b) o COShZ (b) =

_ COShz (h) _ cosh? (¢)—2 cosh(b) cosh(a) cosh(Sce);lczo(s(};)2 (a) cosh? (b)—senh? (a) cosh? (b) =
2 o cosh? (c)—2 cosh(b) cosh(a) cosh(c)+cosh? (b) 2 o 2 cosh(b) cosh(a) cosh(c)—cosh? (b)—cosh? (c)
—cosh” (h) = senhZ(a) = cosh (h) - senh? (a) =

o \/Zcosh(a)cosh(b)cosh(c)fcoshz(b)fcoshz(c) = |h= COSh71 (\/2cosh(a)cosh(b]cosh(c)fcoshz(b]fcoshz(c))
= ) = i

cosh (h) senh(a senh(a)

6.8 Comparacao Entre as Trigonometrias Hiperbdlica e Euclidiana

Estamos tomando como unidade de medida a distancia entre dois arcos correspondentes de horocirculos concéntricos
cujo quociente de seus comprimentos € igual a e. Na figura abaixo a esquerda, isto significa 2—‘1’ =e.

Temos, pela Proposigao 6.5, que se x ¢ a distancia entre os arcos AB e CD de horocirculos concéntricos, entao AB

= CDe*. Tomemos x = % com k > 0.

Podemos considerar % (figura acima & direita) como sendo unidade de medida. Logo, para k grande, a unidade de

—~

medida é pequena e os arcos AB e CD possuem quase o mesmo comprimento.
Com esta unidade de medida %, consideremos triangulos com lados de comprimentos a, b e ¢ (figura abaixo).

. B
B ,
kAo ek M\

As férmulas trigonométricas ficam do seguinte modo:

(1) Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico:
cosh (%) = cosh (%) cosh (%) ;

(2) Lei dos Senos Hiperbdlica:
senh(%) - senh(%) - senh(%).

sen(A) ~  sen(n) ~  sen(v) ?
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(8) Primeira Lei dos Cossenos Hiperbdlica:
cosh (%) = cosh (%) cosh (%) — senh (%) senh (%) cos (V) ;

(4) Segunda Lei dos Cossenos Hiperbdlica:

_ cos(A) cos(p)+cos(v)
cosh (%) - sen(A) sen(p) .

Note que, fazendo k grande, nossos triangulos sao “pequenos”.

o0

(n)
Do desenvolvimento da fungéo f(x) = senh (x) em série de poténcias, T (x f X" (x —x0)" (Férmula de
n=0
Taylor), em torno de xo = 0, temos:

x® (n) 3 5 &

senh (x) = 3 ST OM —x 4 40 4= Y e =
n=0 n=0

hx—oo 1 x2n+1_x x3 x>
senh (%) = Z Zn+1)! (%) =xtaetse oo

3
\ |

O raio de convergéncia desta série de poténcias é infinito. De fato, pelo teste da razdo:

1 (5)2(n+1)+1 1 (§)2n+3
. . . !
lim | %t | — Jim (Z(TH—])?—]) 1; — — lim (2n—10—3). l; —
noeo T noee (2n+1) (%) =00 | i (%)
_1; _ : 1 _
= lim T ETD (%) = (%) A sy =0 <,
ou seja, a série é convergente para qualquer x € R.
O (n)
Analogamente, do desenvolvimento da fungao g (x) = cosh (x) em série de poténcias, g (x) = >_ 9?(,) (x —x0)™,
n=0 '
em torno de xo = 0, temos:
S} h(™) (o 2 4 x
cosh (x) = 3 ROt =14 5 454 = 3 g™ s
n=0 n=0
cosh (%) = 5 ()™ =14 gy + ot
k) T Ttk = 21k T ana
ne

O raio de convergéncia desta série de poténcias também ¢ infinito. De fato, pelo teste da razao:

1 (5)2(n+1) 1 (5)2n+2
o ana | g | 2o (K o | Tk
B T ) 5 N R e i
i (k) zmr (1)
T 1 2 2 .. 1 o
= Iim e ()7 = ()7 i ey =0 < 1,

ou seja, a série é convergente para qualquer x € R.

Deste modo, para valores muito grandes de k em relacao a |x| (que designremos por k > [x|) podemos considerar:

senh(%)%% e cosh(%)51+% | para k> [x].

Assim, podemos fazer a substituicdo das fungoes cosh e senh pelas aproximagdes polinomiais acima:

(1) Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico:

cosh(%):cosh(%)cosh(%):>1+%%<1+LZZ) (1+%)#1+%%1+%+%+‘5&2 =

2k
~ 2 2 | a’b?
Za“+b S

o
N

Para k muito grande, ou seja, k > a, b, c temos
c?=a?+b?
que é, aproximadamente, o Teorema de Pitdgoras Fuclidiano.

(2) Lei dos Senos Hiperbdlica:
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senh(%) - senh(%) - senh(%) = £ ~ % ~ I3 N a ~ b ~ c
sen(A) sen(p) sen(v) sen(A) ~ sen(n) ~ sen(v) sen(A) ~ sen(n) ~ sen(v)

que é, aproximadamente, a Lei dos Senos Euclidiana.

(3) Primeira Lei dos Cossenos Hiperbdlica:
sh %) — senh (%) senh (%) cos (v) =
a’b? _ ab cos (v) =

cosh (%) = cosh (%) co
2 2 2 2 2
T+ = (14 52) T+ ) —fReos(M =1+ fz + fr + S —
c? = a? +b% —2abcos (v) + azzkbzz.

Para k muito grande, ou seja, k > a, b, ¢ temos
‘ c? = a? +b% —2abcos (V)

que é, aproximadamente, a Lei dos Cossenos Euclidiana.

(4) Segunda Lei dos Cossenos Hiperbdlica:
cos(A) cos(p)+cos(Vv) 2~ cos(A) cos(p)+cos(v)
sen(A) sen(p) =1+ za? - sen(A) sen () '

cosh (%) =

Para k muito grande, ou seja, k > a, b, c temos
R (A)sen (1) = cos (A) cos (1) 4 cos (v) = —cos (v) Zcos (A + ) =

1 cos(A) cos(p)+cos
sen(A) sen(p)
cos(m—v)Zcos A+ =>nt—vEAFu=>|T=A+putv|

que é, aproximadamente, um equivalente ao Quinto Postulado de Euclides (P5.2).

2

Conclusao: Para unidades de medida muito pequenas, os triangulos hiperbdlicos sao “quase” euclidianos, ou entao, o

plano hiperbdlico é “localmente euclidiano”.

134 Introducdo a Geometria Hiperbdlica Plana



Capitulo 6. Trigonometria Hiperbdlica

Exercicio 6.1 Considere a seguinte tabela:

Secao de Exercicios Propostos: Trigonometria Hiperbdlica

Trigonometria Hiperbdlica
cosh? (x) — senh? (x) =1
1 —tgh? (x) = sech? (x)
senh (x +y) = senh (x) cosh (y) & cosh (x) senh (y)

cosh (x +y) = cosh (x) cosh (y) & senh (x) senh (y)

tgh(x)+tgh(y)

teh (x £ Y) = T tan(y)

Senhz (%) _ cosh(zx)—l

cosh? (3) = cosh(x)+1

_ senh(x) _ cosh(x)—1
tgh (%) ~ cosh(x)+1 = senh(x)

senh (x) = 2senh (%) cosh (%)

cosh (x) = cosh? (%) + senh” (%)

Trigonometria Euclidiana
cos? (x) +sen? (x) =1
1 +tg? (x) = sec? (x)
sen (x £ y) = sen (x) cos (y) = cos (x) sen (y)
cos (x £y) = cos (x) cos (y) F sen (x) sen (y)

tg (x £y) = tg(x)ttg(y)

T¥tg(x) te(y)
sen’ (3) = 1=
cos? (3) = Hegldl
te? (%) = Tre=

tg (3) = Pl = el

sen (x) = 2sen (%) cos (%)

cos (x) = cos? (3) —sen (3)

senh (x) & senh (y) = 2senh (%9) cosh (33¥) sen (x) £ sen (y) = 2sen (%9) cos (X3Y)

cosh (x) 4 cosh (y) = 2 cosh (’%H) cosh ( - ) cos (x) + cos (y) = 2sen (%ﬂ) cos (X—EH)

e

cosh (x) — cosh (y) = 2senh (’%H) senh ( - ) cos (x) —cos (y) = —2sen (%‘i) sen (X—EH)

X_eo X x -x ~ . 7 . . .
Sendo senh (x) = £=*— e cosh (x) = &f—, mostre que as relagdes trigonométricas da primeira coluna da tabela
sao verdadeiras.

Exercicio 6.2 Sejam T uma reta com pontos ideais Q e Q' ¢ H um horocirculo com centro em Q passando por C € .
Sejam A € H tal que AQ 1. AQ’ e B € AC sendo B # A.

(i) Considere a reta s L BQ em B. Mostre que rN's # &. (faca uma figura com os dados do exercicio)

—~ —~

(ii) Considere E € r tal que BE L r. Sendo a, s e S os comprimentos de BE, BC e AC, respectivamente, mostre que
s = Ssenh (a).

Exercicio 6.3 (i) Por que nao é possivel definir um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no plano hiperbdlico
exatamente como se define no plano euclidiano? Dé um exemplo de par ordenado de niimeros reais que nao poderia
ser representado como um ponto do plano hiperbdlico, caso o sistema de coordenadas definido no plano hiperbdlico
seja cartesiano ortogonal.

(ii) Fixemos o sistema de coordenadas hiperbélicas (veja a teoria). Seja P um ponto do plano hiperbdlico e Py e Py
as projecoes ortogonais de P nos eixos Ox e Oy, respectivamente. Mostre que d (P,Pyx) > d (O, Py).

Introducao a Geometria Hiperbdlica Plana 135



Capitulo 6. Trigonometria Hiperbdlica

Exercicio 6.4 Fixemos o sistema de coordenadas hiperbdlicas (veja a teoria) no Disco de Poincaré.
(i) Mostre que a equagdo de uma curva equidistante de Oy é y = k, sendo [k| a distancia da curva ao eixo Ox.

(ii) Mostre que a equagdo de uma reta v perpendicular ao eixo O, é x =k, sendo |k| a distancia do ponto Py ao ponto
O, sendo Py projecao ortogonal de P € r qualquer no eixo Oy.

Exercicio 6.5 Fixemos o sistema de coordenadas hiperbélicas (veja a teoria) no Disco de Poincaré. Chamemos os
pontos ideais do eixo Oy de QO e Q_.

X—a

(i) Mostre que o horocirculo de centro de centro Q que passa por P (a,0) possui equacio e = cosh (y).

(ii) Mostre que o horocirculo de centro de centro QQ_ que passa por P (a,0) possui equagdo e** = cosh (y).
Y

Exercicio 6.6 Fixemos o sistema de coordenadas hiperbdlicas (veja a teoria) no Disco de Poincaré. Chamemos os
pontos ideais do eixo Oy de Qy; e Q, . Tomemos uma reta r perpendicular ao eixo Oy passando por P (a,0)
e chamemos os pontos ideais desta reta v de Q. e Q._, sendo Q,, representado no bordo superior do Disco de
Poincaré.

i) Mostre que a reta que possui pontos ideais Q4+ e Q. tem equagao e *tgh (y) = 1.

ii) Mostre que a reta que possui pontos ideais Q,_ e Q.. tem equagdo e* *tgh (y) = 1.

(
(
(iii) Mostre que a reta que possui pontos ideais Oy e Q,_ tem equagdo —e®* *tgh (y) = 1.
(

iv) Mostre que a reta que possui pontos ideais Qy e Q. tem equagdo —e*~ *tgh (y) = 1.

Exercicio 6.7 Considere a féormula A (7) = —%5 (T), da drea de um tridngulo hiperbdlico 7, com k = —1, ou seja,
A(T)=205(T), sendo & (7) o defeito do triangulo T.

Considere um triangulo com lados medindo 2, 3 e 4 unidades de comprimento hiperbdlico. Calcule o comprimento
das trés alturas, a medida dos trés angulos internos, o raio da circunferéncia inscrita e a area do triangulo.

Exercicio 6.8 Considere a férmula A (7) = 7%6 (7)), da drea de um tridngulo hiperbdlico 7, com k = —1, ou seja,
A(T)=08(T), sendo 6 (T) o defeito do triangulo T .

E possivel construir um quadrilatero regular com angulos internos medindo 45°7 Justifique.

No caso afirmativo:

Quanto é o comprimento dos lados desse quadrilatero?

Quanto € o raio do circulo inscrito nesse quadrilatero?

Quanto é o raio do circulo circunscrito a esse quadrilatero?

Quanto é a area desse quadrildtero?

Exercicio 6.9 Considere a férmula A (T) = 7%6 (7)), da drea de um triangulo hiperbdlico 7, com k = —1, ou seja,
A(T)=08(T), sendo & (T) o defeito do triangulo 7.

No Disco de Poincaré abaixo os comprimentos dos arcos de horocirculos FJ, EC e EA sao, respectivamente, 0,4;
0,7 e 1,0. Além disso, o angulo BAQ mede 45°.

(i) Pede-se o comprimento dos segmentos CJ, AH, EF, FI, IJ, CD, AB, FG e GH.
(ii) Pede-se a medida, em graus, dos angulos DEQ, FIQ e FGQ.
(iii) Pede-se a drea dos triangulos CDQ, ABQ, IFQ e GFQ.

Exercicio 6.10 Considere a férmula A (7)) = —%6 (T), da area de um tridngulo hiperbélico T, com k = —1, ou seja,
A(T)=0(T), sendo & (T) o defeito do triangulo 7.
No Disco de Poincaré abaixo, considere EO = 1.
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Entao, A (ABQ) > 2.A (CDQ), A(ABQ) < 2.A(CDQ) ou A (ABQ) =2.A(CDQ) ? (justifique)

Resolugao:

Na figura consideremos as retas perpendiculares horizontal e vertical como sendo os eizos coordenados no sistema
de coordenadas hiperbolicas.

Chamemos de Hq e Ha os dois horocirculos, v e s as duas retas paralelas aos eizos coordenados e, & ey as
medidas dos angulos BAQ e DCQ, conforme abaizo:

Recordemos as equagoes de horocirculos e retas dadas nas Proposicoes 6.12 e 6.13.

Sendo O (0,0) no sistema de coordenadas (ou seja, a = 0 nas proposigoes), a equagdo do horocirculo Hy é
e* = cosh (y); a equacdo da reta v é eXtgh(y) =1 e a equagdo da reta s é e *tgh(y) =1.

Sendo EO = 1, temos E(—1,0) no sistema de coordenadas (ou seja, a = —1 nas proposi¢ées) e, portanto, a
equagdo do horocirculo Hy € X1 = cosh (y).

Para o cdlculo das dreas dos triangulos em questao, precisamos das medidas x ey em radianos.

Mas, sendo ABQ e CDQ triangulos retangulos generalizados, & e y sao medidas de angulos de paralelismo
associados as alturas AB e CD, respectivamente. Logo, se encontrarmos essas alturas, podemos utilizar a funcao
angulo de paralelismo para encontrar as medidas dos angulos. Para encontrar as alturas, basta que conhecamos as
coordenadas hiperbolicas de A e C, ou seja, as ordenadas de A e C representam as alturas AB e CD. Como A € o
unico ponto de interseccao de v e Hy, para encontrarmos as coordenadas de A basta resolver o sistema de equagoes
de v e Hy. Como C ¢é um dos pontos de intersec¢ao de s e Hy, temos que encontrar as solugoes do sistema de
equacoes de s e Ha e analisar qual das solucoes corresponde ao ponto C.

Vamos ao ponto A:

{ e* = cosh (

) ‘ g _ — senh~' (1) =
¢* tgh (y) = 1 = cosh (y)tgh(y) =1=senh(y) =1=y =senh " (1) =0,88137.

Logo, a ordenada de A € 0,88137 e, portanto, AB = 0,88137.
A funcao angulo de paralelismo fornece

cos () = tgh (AB) = o = arccos (tgh (0,88137)) = o« = 0,78540 rad .

Obs.: oo = 7 rad (ou seja, o« = 45°).
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Vamos ao ponto C:

{ et = cosh (y) { e*e = cosh (y)
e *tgh(y) =1 tgh (y) = e*

esenh (y) =1 + senh? (y) = senh? (y) —esenh (y) + 1 =0 = senh (y) = e£ve—4 Vzez"‘ =
yo =senh ' (£=X=1) 20,4257 e yy =senh ' (£R=E) = 1,5621.

= etgh (y) = cosh (y) = esenh (y) = cosh? (y) =

Para descobrirmos qual dos dois valores de y € realmente a ordenada de C (embora pareca ser o), precisamos
calcular as respectivas abscissas. A menor delas corresponde ao ponto C. Utilizemos a equacdo tgh (y) = e*:

xo = In (tgh (yo)) N xo = In (tgh (0,4257)) xo = —0,912
x7 = In (tgh (y1)) x1 = In (tgh (1,5621)) x1 = —0,088

De fato, sendo xo < x1 temos que yo = 0,4257 é a ordenada do ponto C (y1 € a ordenada do ponto F da figura
acima).

Logo, CD = 0,4257.

A funcgao angulo de paralelismo fornece

cos (y) = tgh (CD) = v = arccos (tgh (0,4257)) = v = 1,1574 rad.
Obs.: vy = 66,31°.
Finalmente as dreas:

A(ABQ)=m— (a+5+0)=n—(F+ 5 +0) =0,78540
2A(CDQ)=2(n—(y+%+40)) =2 (n—(1,1574+ 5 +0)) =0, 82679

Logo, A (ABQ) < 2.A (CDQ).

Exercicio 6.11 Considere a férmula A (7) = —%6 (7)), da area de um tridngulo hiperbdlico 7, com k = —1, ou seja,
A(T)=05(T), sendo & (7T) o defeito do triangulo T .

No Disco de Poincaré abaixo, considere OH = 1. Calcule a drea do triangulo ABQ e o raio CH do circulo de centro
C inscrito ao triangulo ABQ.

N
Na figura consideremos as retas perpendiculares horizontal e vertical como sendo 0s eizos coordenados no sistema

de coordenadas hiperbolicas.
Chamemos de H o horocirculo de centro Q que passa pela origem O e chamemos AP = h.
Sendo OP =1, entao as coordenadas de A sdo dadas por A (1,h).
Mas A € H e a equacao de H no sistema de coordenadas hiperbdlicas é e = cosh (y) (Proposi¢io 6.12 com
a=0). Logo,
e! =cosh(h) = h=cosh™' (e) = 1,6575.

Chamemos de « a medida do angulo PAQ (que € congruente ao angulo P§Q), de 3 a medida do angulo ACP ¢
de v o raio do circulo, ou seja, CP =1, conforme a figura abaizo.
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B

Sendo C o incentro do triangulo, entao AC estd sobre a bissetriz do angulo PAQ. Logo, a medida de PAC ¢ =

Sendo ABQ triangulo retangulo generalizado, entao x € a medida do angulo de paralelismo relativa a altura
AP = h. Logo, pela func¢ao angulo de paralelismo temos

cos («) = tgh (h) = « = arccos (tgh (1,6575)) = 0,37671 rad .
Para o cdlculo da drea do triangulo ABQ precisamos apenas de «:

A (ABQ) = — (a+ a+0) = m— (0,37671 + 0,37671 + 0) = 2, 3882.

Quanto ao raio v do circulo:
Pela Sequnda Lei dos Cossenos aplicada ao triangulo APC:

cosh (h) = COS(SZE(C;S)(;BI;S(B) =el = % = 3 = arccos (e sen (g‘%)) =B =1,0368 rad.

Novamente, pela Segunda Lei dos Cossenos aplicada ao triangulo APC:

. cos(%) Cos(ﬁ)+cos(%)
cosh (T) o scn(%) sen(f)

COS( 0,32671 )

:> = COSh_-I <m) :> T = O, 52533

&

J
Exercicio 6.12 Considere a férmula A (7) = _]E& (T), da area de um tridngulo hiperbdlico 7, com k = —1, ou seja,

A(T)=205(T), sendo & (7) o defeito do triangulo T.
No Disco de Poincaré abaixo, considere OB = 1. Calcule a area do quadrildtero generalizado ABCQ.

A

Dicas:

- Para calcular AO utilize a equagao do horocirculo;

- Para calcular AB wutilize o Teorema de Pitagoras Hiperbdlico;

- Para calcular os dangulos internos de ABO utilize a Lei dos Senos (duas vezes);

- Para calcular o angulo de paralelismo de AOQ wutilize a expressao da fungao angulo de paralelismo.
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Um Resumo de Algumas

Formulas Trigonométricas Hiperbdlicas

N
Teorema de Pitagoras Hiperbdlico: Se ABC é um tridngulo retangulo ordinario hiperbdlico sendo ¢ a medida
da hipotenusa, a e b medidas dos catetos, entao:

‘ cosh (¢) = cosh (a) cosh (b) ‘

N
Leis Trigonométricas: Se ABC é um triangulo ordindrio hiperbélico com lados medindo a, b, ¢ e angulos internos

o, B,y sendo “« oposto ao lado a”, “f oposto ao lado b” e “y oposto ao lado ¢”, entao:

e Lei dos Senos:

senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sen(o) ~ sen(B) ~ sen(y) |

e Primeira Lei dos Cossenos:

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (¢) cos ()
cosh (b) = cosh (a) cosh (c) — senh (a) senh (¢) cos (B)
cosh (¢) = cosh (a) cosh (b) — senh (a) senh (b) cos (y)

e Segunda Lei dos Cossenos:

cosh (a) = COS(S%LC(OS(’;;)J(;O)S(“)

sen(oa) sen(vy)

B)
cosh (b) _ cos( o) cos)( v)+cos(B)
(

__ cos(x) cos(B)+cos(v)
COSh (C) - sen((x) sen(ﬁ)

<
Horocirculos:
Na figura abaixo H e H’ sao horocirculos de centro Q e raios CQ e C’'Q, respectivamente:
Temos AC =1. Se BC =s e B'C’ = ¢/, entao:
e" = cosh (y) ; s = tgh (y) ; s = senh (a) : s’ = seX
. J
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S

Vs

G

/COmprimento e area de circulo hiperbdlico de raio r: )
e Comprimento:
¢ = 2msenh (1) |.
o Area:
A = 4msenh? (%) )
J/
R
Funcao Angulo de Paralelismo Estendida:
cos (o) = tgh (x) ou
sen (o) = sech (x) ou
0 R — tg (o) = cosech (x) ou
N cotg (a) = senh (x) ou
sec (o) = cotgh (x) ou
cosec (o) = cosh (x) ou
tg(5)=e"
J/
R

Vs

Equacgoes no Sistema de Coordenadas Hiperbdlicas:

e Equacdo do par de horocirculos que passa por P (a,0) e centros nos pontos ideais do eixo Oy:

e“*=cosh(y)

el*=al = cosh (y) |

. e %=cosh(y)

»o

Q. el—al = cosh(y)

e Equacao da astroide generalizada de diagonais perpendiculares em P (a,0) e quatro vértices ideais, sendo dois

deles pontos ideais do eixo Oy:

et Xgh(y)=1

e~ tgh (ly) =1

—e%*tgh(y) - 1

-Uj

oJ

.Q, el altgh(y) =1

_éX*atgh(y) .
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