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NEUMANN, V. G. L. .Sobre elementos distinguidos em corpos finitos. 2022. 122p. Tese, Universidade Federal
de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Nesta tese mostramos alguns resultados sobre elementos primitivos, elementos normais e suas gene-
ralizagdes. A tese comeca estudando a existéncia de elementos primitivos normais cuja imagem por
uma funcio racional seja primitiva. O segundo resultado se inspira em trabalhos de Cohen que estuda
elementos primitivos consecutivos. Na tese tratamos de progressdes aritméticas, com razao dada, nas
quais todos os elementos sdo primitivos e um deles também € normal. A seguir procuramos férmulas
explicitas para o nimero de elementos k-normais em extensdes de corpos finitos. Em particular, en-
contramos uma férmula que depende do nimero de solugdes de certas equagdes diofantinas. J4 para
k = 0,1,2,3 encontramos férmulas combinatdrias faceis de calcular. Também estudamos a existén-
cia de elementos primitivos 2-normais e finalmente estudamos elementos r-primitivos k-normais de
forma geral e aplicamos os resultados para o caso particular em que o corpo é de caracteristica 11,
r=3ek=23.

Palavras-chave: corpos finitos, elementos primitivos, elementos normais, elementos r-primitivos,

elementos k-normais.



NEUMANN, V. G. L. About distinguished elements in finite fields. 2022. 122p. Thesis, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this thesis, we show some results about primitive normal elements and their generalizations. The
thesis begins by studying the existence of primitive normal elements whose image by a rational func-
tion is primitive. The second result draws on a work of Cohen which studies consecutive primitive
elements. In the thesis, we deal with arithmetic progressions, with a given common difference, such
that all elements are primitive and one of them is normal. Next, we look for explicit formulas for
the number of k-normal elements in extensions of finite fields. In particular, we find a formula that
depends on the number of solutions of certain Diophantine equations. For k = 0,1,2,3 we find
combinatorial formulas that are easy to compute. We also study the existence of 2-normal primitive
elements and finally we study r-primitive k-normal elements in general, and apply these results to the
particular case where the field has characteristic 11, r = 3 and k = 3.

Keywords: finite fields, primitive elements, normal elements, r-primitive elements, k-normal ele-

ments.



Sumario

Introducao

1  Preliminares

1.1 NotacOes bASIicas . . . . . . . . . o e e e e e
1.2 Corpos FInitos . . . . . . . . . e e e e e
1.2.1 Ordem multiplicativa e elementos primitivos . . . . . . . . . . . . ... ...
1.2.2 ElementoS NOIMAIS . . . . . . v v v v v v et e e e e e e e e e e e e e e e
1.2.3 Estruturade Fy[x]-modulo . . . . ... ... o oo
1.3 CaraCteres . . . . . . .o e e e e e e e e e e e e
1.4 Elementos s-livres . . . . . . . o oL e e
1.5 Elementos g-livres . . . . . . . . . L e e e e e e e
1.6 Desigualdades Gteis . . . . . . . . . . . . i e e e e e e e e e

2 Pares de elementos primitivos e normais sobre corpos finitos

2.1 Preliminares . . .. ... ..
2.2 Resultados principais . . . .
2.3 Exemplos numéricos . . . . .

3 Progressoes aritméticas em corpos finitos

3.1 Resultados gerais. . . . . . . . . . L e e e
32 Resultados assintOticos . . . . . . . . . L L e e e e e e
33 Ocasom =3 . . . . . e

3.3.1 ProvadoTeorema 3.1(i1) . . . . . . . . . 0 i i i e e e e

3.3.2 Prova do Teorema 3.2
3.3.3 Prova do Corolario 3.3

34 Casom =2 . . . . .
3.4.1 ProvadoTeorema3.1(i) paragimpar . . . . . . . . . . . . o v i vt
342 ProvadoTeorema3.1(i)paragpar . . . . . . . . . v v v v vttt

3.4.3 Prova do Teorema 3.4

10
13
15
17
20

23
23
23
32

41
42
48
50
52
57
57
58
58
58
59

@ UFU-FAMAT



344 ProvadoCorolario 3.5 . . . . . . ..
3.5 Algoritmos da Capitulo3 . . . . . . . . L

3.5.1 Algoritmo para testar todos 0S Crivos possiveis . . . . . . . . . . o v i e

3.5.2 Algoritmo para encontrar ternas de elementos primitivos sendo um dos elementos normal

3.6 Possiveis excegdes do Teorema 3.1(ii)comn =2 . . . . . . . . ... oo

4  Numero de elementos k-normais
4.1 Preliminares . . . . . . . . . e e e e e
4.2 Numero de elementos K-normais . . . . . . . . . . ... e e e e e e e

4.3 Nimero de elementos k-normais para pequenos valoresdek . . . . . . ... ... .. ... .. ..

5 Elementos primitivos 2-normais
5.1 Resultados gerais. . . . . . . . . . . . . e e e e e
52 Casosn>=8eqg<19. . . . e
5.3 Casos 71 =5,6,7 . . . .
5.4 Casom =4 . . . . e
5.5 Algoritmos do Capftulo 5 . . . . . . . . . e
5.5.1 Algoritmo para testar todos 0s Crivos possiveis . . . . . . . . . . . . ...
5.5.2  Algoritmo para encontrar um elemento primitivo 2-normalem Fs . . . . ... .. ... ..
5.5.3 Algoritmo para encontrar um elemento primitivo 2-normalem Fg+ . . . . . ... ... ...

5.6 Tabelas dos casos reManESCENES . . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e e e e e

6  Elementos r-primitivos k-normais
6.1 Algumas somas de Caracteres . . . . . . . . vt i e e e e e e e e e e e e e e e e
6.2  Existéncia de elementos r-primitivos k-normais . . . . . . . ... ..o L.
6.3 Exemplo numérico em caracteristica 11 . . . . . . . . ... L oL oL o

6.4  Algoritmo para verificar a existéncia de elementos r-primitivos k-normais . . . . . . . ... .. ..

7  Trabalhos futuros
7.1 Numeros F -praticos . . . . . . . . . .. .
7.2 Elementos r-primitivos K-NOTMAIS . . . . . . . . v v v et e e e e e e e e e e

7.3 Elementos r-primitivos k-normais em extensdes satisfazendo 2k >n. . . . . . . ... .. ... ..

Referéncias Bibliograficas

64
64
66
69

74
75
78
80
85
87
88
88
90
91

93
93
94
100
103

105
105
105
106

107

@ UFU-FAMAT



Lista de Tabelas

2.1
22

3.1
32
33
34
35
3.6
3.7
3.8

4.1
4.2
43
4.4
45
4.6

5.1
52

53
54
55
5.6
5.7

6.1

Valores de ¢, com n e t dados, para os quais (g, n) € B(3,2). . . . . . . .o e

Valores de n, com ¢ e f dados, para os quais (g, n) € B(3,2). . . . . . . ...

Processo do crivo paratoda poténciade primo g. . . . . . . . .. oL Lo oL
Processodocrivoparag > 37. . . . . ..
Possiveis excegdes para o Teorema 3.1(11). . . . . . . . . . . o oL e e
Excecdes para a existéncia de progressoes aritméticas de elementos primitivos com um deles normal. . .
Excecgdes para a existéncia de progressoes aritméticas de elementos primitivos. . . . . . . .. ... ..

Possiveis excegdes para o Teorema 3.1(i) com g impar. . . . . . . . . . .. .. ...

Nuamero de elementos normais em Fyn sobre Fyparag=2. . . . .. ... ... ... ... ......
Numero de elementos normais em F» sobre Fyparag=3. . . .. ... ... .. ... ... ... ..
Numero de elementos normais em Fy» sobre Fyparag=4. . . . .. ... ... ... . ... ... ..
Nuamero de elementos k-normais de Fy» sobre F, com0 <k <3eq = 52
Numero de elementos k-normais de [F,» sobre F, com0 <k <3eqg = 3.

Numero de elementos k-normais de Fy» sobre F, com0 <k <3eqg = 24

Valores de n que dependem de ¢ tais que (5.4) € satisfeitacom¢t=6. . . .. ... .. ... .......
Valores de ¢ e n tais que ¢ < 19, n ndo estd na Tabela 5.1, mde(g(g — 1)(g + 1),n) # 1 e g272 <

W(@" = DWo(xX" = 1). . oo e
As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais parag € {2,3}. . . . . . ... ... ...
As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais para g € {4,5,7,8}. . . . . . ... oL
As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais para g € {9,11,13,16,17,19}. . . . . . . . .. ..
@ € Fys € um elemento primitivo 2-normal sobre F, satisfazendo g(e) =0. . . . . . ... ... ... ..

@ € F 4 € um elemento primitivo 2-normal satisfazendo g(@) =0. . . . . ... ... ... ... .. ..

Valores de g e n para os quais existe um elemento 3-primitivo 3-normal em Fy» sobre F,. . . . . . . ..

57

78

@ UFU-FAMAT



Lista de Tabelas

7.1 Numero de elementos r-primitivos k-normais parag=3en=06. . . . . . . . . . .. ... ... ... . 106

@ UFU-FAMAT iv



Introducao

A teoria dos Corpos Finitos é um ramo da matematica que veio a tona nos Gltimos cinquenta anos por causa de
suas diversas aplicacdes em varios segmentos da ciéncia, entre eles podemos citar a andlise combinatdria, a teoria
dos cédigos, o estudo matemadtico de circuitos comutativos, entre outros. Muitas figuras proeminentes na histéria
da matematica compuseram esforcos no desenvolvimento desta teoria, entre elas figuram Pierre de Fermat (1601-
1665), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Andrien-Marie Legendre (1752-1833)
por exemplo. Além disso, segundo R. Lidl e H. Niederreiter (ver [27]), a teoria dos corpos finitos comegou com 0s
trabalhos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Evariste Galois (1811-1832), mas s veio a se tornar interessante
para os matemaéticos de dreas aplicadas nas tltimas décadas, quando a matematica discreta passou a ser tratada como

uma teoria séria.

Essencialmente nesta tese estudam-se elementos primitivos em corpos finitos, elementos normais em extensdes
de corpos finitos, as generalizagdes de ambos tipos de elementos e outras caracteristicas. Esse tipo de elementos é
foco de pesquisa na atualidade. Especificamente esta tese apresenta as contribuicdes originais dos seguintes artigos

cientificos.

[6] On the existence of pairs of primitive and normal elements over finite fields (com Cicero Carvalho, Jodo
Paulo Guardieiro e Guilherme Tizziotti), Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New Series 53(3)

(2022).

[25] On arithmetic progressions in finite fields (com Abilio Lemos e Savio Ribas), preprint (2022).

[3] Number of k-normal elements over a finite field (com Josimar Aguirre), preprint (2022).

[2] Existence of primitive 2-normal elements in finite fields (com Josimar Aguirre), Finite Fields and Their

Applications 73 (2021).

[1] About r-primitive and k-normal elements in finite fields (com Cicero Carvalho e Josimar Aguirre), Designs,

Codes and Cryptography (2022 - aceito).
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Revisao da literatura

Em 1987, Lenstra e Schoof provaram em [26] o teorema da base primitiva normal que afirma que em toda exten-
sdo de corpos finitos existe uma base normal composta por elementos primitivos. Em 2003, Cohen e Huczynska (ver
[10]) demonstraram o mesmo resultado sem o uso do computador e, além de usar somas de caracteres, introduziram o
método do crivo para refinar os resultados. Em 2010, os mesmos autores provaram em [11] o teorema da base primi-
tiva normal forte que afirma que em toda extensdo de corpos (com poucas excecodes) existe um elemento a primitivo
normal tal que @~!' é também primitivo normal. Na mesma linha de raciocinio, em 2014, Kapetanakis (ver [20] e

[21]) provou que para toda poténcia de primo ¢ e todo inteiro positivo n, com poucas excecdes, € para quase toda

ax+b

fungéo da forma f(x) = &5

coma,b,c,d € Fy, existe a € Fn tal que a e f(a) sdo primitivos e normais sobre F,.
Em 2017 Anju e Sharma (ver [37]), seguindo as ideias de [10] e assumindo g de caracteristica 2, provaram que dados
polindmios f(x), g(x) € Fy[x], sendo f(x) de grau mdximo 2 e g(x) de grau maximo 1, existe um elemento a € Fy,
primitivo e normal sobre F,, tal que f(a)/g(a) € também primitivo, exceto para poucas combinagoes de g = 2€, n,
f(x) e g(x). Recentemente, Hazarika, Basnet ¢ Cohen (ver [16]) estudaram este problema trabalhando em corpos de
caracteristica 3, considerando polindmios de grau maximo 2, no lugar de trabalhar com fung¢des racionais. Hazarika,
Basnet e Kapetanakis ([17]) também consideraram o problema de encontrar pares de elementos primitivos normais
(a, f(@)), ambos em F,n, sendo Fy» de caracteristica 2 ¢ f € o quociente de um polindmio de grau médximo 2 por outro
polindmio de grau maximo 1. Inspirados pelos resultados acima, trabalhamos problemas similares em corpos finitos
de qualquer caracteristica, para quocientes de funcdes de qualquer grau (ver [5] e [6]). Nessa tese apresentamos 0s
resultados obtidos em [6]. H4, na literatura, diversos trabalhos que tratam do mesmo problema com algumas variantes

(ver [12], [36], [35]).

Um problema similar consiste no estudo de elementos primitivos consecutivos. Nesse caso, € necessirio que
a quantidade de elementos consecutivos seja menor ou igual a caracteristica do corpo finito. Em 1968 Vegh [41]
respondeu a uma pergunta do seu antigo orientador A. Brauer sobre a existéncia de elementos primitivos consecutivos
em F,, com p nimero primo. Ele provou que se p > 3 e ¢(p — 1)/(p — 1) > 1/3, entdo existem elementos primitivos
a,a + 1 € F,. Trés anos mais tarde (ver [40]) ele provou, entre outros resultados, que se p = 1 (mod 4), entdo basta
ter o(p — 1)/(p — 1) > 1/4 para garantir a existéncia de elementos primitivos consecutivos em FF,,. Esses resultados
foram melhorados e ampliados para poténcias de primos por Cohen (ver [7, 8, 9]) em 1985. Ele provou que se g > 7,
entdo F, contém dois elementos primitivos consecutivos. Mais tarde, em 2015, Cohen et al. (ver [13, Theorem 1])
provaram que se g > 169 € impar, entdo sempre hd 3 elementos primitivos consecutivos em ;. Além disso, os valores
de g < 169 para os quais essa afirmacao é falsa sdo g = 3,5, 7,9, 13, 25, 29, 61, 81, 121 e 169. Nesse mesmo artigo,
o problema de 4 elementos primitivos consecutivos também foi tratado e, foi conjecturado que todo corpo com mais
de 2401 elementos contém 4 elementos primitivos consecutivos. Esse resultado foi recentemente provado por Jarso
e Trudgian (ver [19]). Na presente tese, tratamos os resultados de [25], no qual discutimos a existéncia de m termos
em progressdo aritmética em Fy», todos eles primitivos e pelo menos um deles sendo normal sobre FF,. Obtemos

resultados assintdticos (para m > 4) e também resultados concretos (param = 2 e m = 3).

@ UFU-FAMAT 2



Em 2013 (ver [18]) surgiu a defini¢do de elemento k-normal, uma generalizacdo da definicao de elemento normal
e nesse artigo sao estudadas vdrias de suas propriedades. Entre outras coisas, no final desse trabalho sdo propostos
vdrios problemas em aberto. Alguns resultados da tese tratam justamente desses problemas. Por exemplo, em [18]
os autores apresentam uma férmula para o nimero de elementos k-normais [18, Theorem 3.5], usando um resultado
devido a Ore (ver [29]). Essa férmula depende da fatoragdo de x" — 1 em fatores irredutiveis sobre F,. Como a férmula
obtida ndo € muito facil de ser trabalhada numericamente, Huczynska et al. propuseram o seguinte problema (ver [18,
Problem 6.1]): Para que valores de g, n e k € possivel encontrar férmulas explicitas manipuldveis (em funcio de g e

n) para o nimero de elementos k-normais em Fy» sobre F,?

Inspirados pelo problema proposto, Saygi et al. (ver [34]) obtém algumas férmulas explicitas para certos valores
particulares de g e n. Esses resultados dependem da fatorag@o explicita dos polindémios ciclotomicos e da solugdo de
algumas equagdes Diofantinas lineares. Nessa tese apresentamos os resultados de [3], no qual sdo obtidas férmulas
para o nimero de elementos k-normais para todas as extensdes Fy» sobre F,. A seguir obtemos férmulas explicitas
para o nimero de elementos k-normais para k = 0, 1,2, 3 e finalmente mostramos alguns resultados numéricos para

verificar a eficacia das féormulas.

Outro dos problemas formulados por Huczynska et al. (ver [18, Problem 6.3]) foi: Determine os pares (1, k) para
0s quais existem elementos primitivos k-normais em F,« sobre F,. Em [18] os autores trabalharam o caso k = 1 ¢
obtiveram resultados parciais. Em 2018, Reis e Thompson (ver [33]) completaram o caso k = 1 e provaram o teorema
do elemento primitivo 1-normal que estabelece que existem elementos primitivos 1-normais em Fg» sobre F, para
toda poténcia de primo ¢ e todo n > 3 e quando n = 2 ndo existem tais elementos. Seguindo essa linha, em 2019, Reis
(ver [32]) obteve condicdes de suficiéncia para a existéncia de elementos primitivos k-normais e provou que para todo
e > 0 e todo g suficientemente grande, existem elementos primitivos k-normais para k € [0, (% — &)n], sempre que
elementos k-normais existam em Fg . Em [2] estudamos o caso k = 2 e provamos o teorema do elemento primitivo

2-normal.

Uma generalizagdo natural do problema sobre a existéncia de elementos primitivos k-normais seria estudar a
existéncia de elementos r-primitivos k-normais. E esse justamente outro dos problemas propostos por Huczynska et
al. (ver [18, Problem 6.4]): Determinar a existéncia de elementos k-normais a € Fy» sobre F, de ordem elevado, sendo
que “ordem elevado” quer dizer ord(w) = N, com N um divisor positivo grande de ¢” — 1. Em [1] estudamos esse
problema, em particular provamos resultados assintéticos para valores arbitrarios de r e k, e resolvemos o problema

da existéncia de elementos 3-primitivos 3-normais em caracteristica 11.

Organizacao da tese

No capitulo 1, sdo abordados os conceitos, notagdes e resultados que serdo utilizados ao longo dos capitulos
seguintes. Comegamos com as notacdes que serdo utilizadas para algumas func¢des aritméticas e seguimos com

alguns resultados importantes da teoria de corpos finitos. Estudamos também caracteres e finalmente ¢ abordado um
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Lista de Tabelas

apanhado de limitantes necessdarios para os capitulos posteriores.

No capitulo 2, mostramos os resultados de [6] que tratam sobre a existéncia de pares de elementos
(@, fi(@)/ fa(@)), ambos em F,:, tais que « é primitivo normal e fi(@)/f>(a) é primitivo com fi, fo € Fy[x] po-
lindbmios de graus m; e my (inteiros positivos quaisquer), respectivamente, satisfazendo propriedades especificas (ver

Corolario 2.4). Tratamos também especificamente o caso em que m; = 3 e mp = 2.

No Capitulo 3, mostramos os resultados obtidos em [25]. Discutimos a existéncia de m termos em progressiao
aritmética em FF», todos eles primitivos e pelo menos um deles sendo normal sobre [F,. Obtemos resultados assin-
téticos para m > 4 e resultados concretos para m < 3. Em particular, para m = 2 e m = 3 apresentamos uma lista

completa das exce¢des quando a razao da progressao aritmética € um elemento de F.

No Capitulo 4, mostramos os resultados obtidos em [3]. Nesse capitulo obtemos férmulas para o nimero de
elementos k-normais para todas as extensoes Fy» sobre F,. Esses resultados dependem da solug@o de algumas equacdes
Diofantinas lineares, mas nao usamos a fatoracdo dos polindmios ciclotdmicos como em [34]. A seguir obtemos
férmulas explicitas para o nimero de elementos k-normais para k = 0,1,2,3. No decorrer do capitulo mostramos

alguns resultados numéricos para verificar a eficicia das férmulas.

No Capitulo 5, tratamos os resultados de [2], no qual resolvemos completamente o caso k = 2 e provamos que
para toda poténcia de primo ¢ existem elementos primitivos 2-normais em F,» sobre F, se, e somente se, n > Se

mde(q® —g,n) #loun=4eg=1 (mod 4).

No Capitulo 6, apresentamos os resultados de [1], no qual é estudada a existéncia de elementos r-primitivos
k-normais. Em particular, provamos resultados assint6ticos para valores arbitrarios de r e k. Finalizamos o capitulo

resolvendo o problema da existéncia de elementos 3-primitivos 3-normais em caracteristica 11.
No Capitulo 7, indicamos possiveis trabalhos futuros.

Vale ressaltar que todos os resultados numéricos da tese foram obtidos usando SageMath [38].
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos algumas definicdes, notagdes e resultados basicos que serdo utilizados ao longo da
tese. Comegamos com as defini¢cdes e notagdes de algumas funcdes aritméticas que serdo utilizadas posteriormente.
O capitulo continua com resultados bdsicos de teoria de Corpos Finitos. A seguir, continuamos com o estudo de
caracteres, elementos s-livres, para s um divisor positivo de ¢ — 1 e elementos g-livres, para um polindmio monico
g divisor de x"* — 1. Finalizamos o capitulo mostrando algumas desigualdades que serdo necessdrias nos capitulos
posteriores. A maioria dos resultados que se encontram em [27] serdo apresentados sem provas, para outros resultados

serd apresentada uma referéncia para a demonstragao e alguns resultados serdo apresentados com provas.

Para maiores detalhes sobre a teoria dos Corpos Finitos recomendamos a leitura de [27], [28] e [15].

1.1 Notacoes basicas

Vamos denotar por Z o conjunto de ndimeros inteiros e por Z; o conjunto de inteiros positivos. Dado um inteiro

positivo m, denotamos por Z,, o conjunto de inteiros médulo 7 e por Z;, o conjunto de inteiros invertiveis médulo .

Definicao 1.1. Uma funcdo a valores reais ou complexos definida nos inteiros positivos é chamada de funcdo arit-
mética. Uma funcdo aritmética [ é multiplicativa se, para todo par de inteiros positivos a, b primos entre si, tem-se
f(ab) = f(a)f (D).

Definicao 1.2. Denotamos por mdc(a,b) o mdximo divisor comum dos inteiros positivos a,b e denotamos por

mmc(a, b) o minimo miiltiplo comum dos inteiros positivos a, b.

Definicao 1.3. Define-se a fun¢do de Mébius y = Z,. — Z por

1 sem =1,
p(m) = 0  seexistea > 1tal que a* | m,

(=X se m é o produto de k primos distintos.
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Dado um conjunto finito A, denotamos por |A| o nimero de elementos do conjunto A.
Definicao 1.4. Define-se a funcdo ¢ de Euler ¢ : Z, — Z por ¢(m) = |Z},|.

Definicao 1.5. A funcdo w : Z, — Z conta o niimero de divisores primos de um inteiro positivo e a funcdo

W : Z, — Z conta o niimero de divisores livres de quadrados de um inteiro positivo dado. Isto é,

sem=1,
w(m) =
k sem= p‘ll1 p‘zl2 e pzk é a fatoragdo de m como produto de primos distintos
e
1 sem=1,
W(m) =

2% sem = p{'py*--- pi* é a fatoragdo de m como produto de primos distinios.

Da Defini¢do 1.5 vemos que para todo inteiro positivo m temos W(m) = 2¢0".

Definicao 1.6. Dado um inteiro positivo m, denotamos por rad(m) o maior divisor positivo livre de quadrados de m.

Em outras palavras, rad(m) é o produto dos fatores primos de m.

Outra func¢do importante € a fun¢io que conta o nimero de primos menores ou iguais a um nimero dado.

Definicio 1.7. Se x for um niimero real positivo, n(x) denota a quantidade de niimeros primos menores ou iguais a Xx.

No decorrer da tese precisaremos também das fungdes piso e teto.

Definicao 1.8. Para um niimero real x, o teto de x é o menor inteiro [ x| que satisfaz x < [x] e o piso de x é o maior

inteiro | x] que satisfaz | x] < x.

1.2 Corpos Finitos

Dado um niimero primo p, o conjunto de inteiros médulo p € um corpo. Denotamos este corpo por FF,,. Dado
qualquer polindmio irredutivel f(x) de grau s com coeficientes em F,, o quociente F,[x]/(f(x)) € um corpo com
q := p’ elementos. Existe, a menos isomorfismo, um dnico corpo de ordem g. O corpo finito com g elementos é
denotado por F, e a caracteristica desse corpo € p. Denotamos por Fq o fecho algébrico de F, e, para todo inteiro
positivo n, consideramos sempre IF, C Fn C E. Denotamos por [, o grupo multiplicativo de elementos néo nulos de

F,.

Ao longo da tese, 0 nimero primo p nem sempre denota a caracteristica de F,. Toda vez que um primo p for

introduzido, as suas propriedades ficardo claras no texto.
Defini¢ao 1.9. Para a extensdo Fyn de Fy, 0 morfismo de Frobenius o : Fjn — Fyn é definido por oy (a) = af.

Teorema 1.10. O grupo de Galois da extensdo F sobre F, é um grupo ciclico de ordem n gerado por o
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Defini¢ao 1.11. Dado um elemento a € Fyn, os conjugados de a sobre F, sdo os elementos a'g)(a/) = o, para

i=0,...,n—1.
Definicao 1.12. Sejam m um divisor de n e a € F.

n_y
(i) Tryngm(@) = Z " éo trago de a sobre Fyn.
i=0

n_
m 1 n_

.. im g -1 L
(ii) Ngnjgn(@) = 1_[ " = @™ é a norma de a sobre Fyn.
i=0
Denotamos por Tryn a fungdo trago sobre F, e Ny» a fungdo norma sobre F,, quando p é a caracteristica de Fy.
Como F,[x] € um dominio euclidiano, assim como Z, podemos definir fun¢des em FF,[x] de forma similar como

foi feito em Z.

Definic¢do 1.13. Dados os polinomios f, g € Fy[x] (ndo ambos nulos), denotamos por mdc(f, g) o polinomio monico
em Fy[x] de maior grau que divide f e g. Se ambos polindmios ndo sdo nulos, denotamos por mmc(f, g) o polinémio
monico em Fy[x] de menor grau que é miiltiplo de f e g. Dado o polinomio f € Fy[x]\{0}, denotamos por grau(f) o

grau de f.
Defini¢ao 1.14. Define-se a fungdo de Mébius para polindomios g : Fy[x]\{0} — Z por
1 se f € F,\{0},

Hg(f) = 0 se existe h € Fy[x] de grau maior ou igual a 1 tal que h? | £,

(=D*  se f é o produto de k polinémios irredutiveis ndo associados entre eles.
Da prépria defini¢do temos que a fun¢do de Mdbius para polindmios € multiplicativa, isto €, se f, g € F,[x]\{0}
sdo polindmios primos entre si, entao u,(fg) = py(fug(g).

Definicdo 1.15. Define-se a fun¢do de Euler para polindmios ¢, : Fy[x|\F, — Z por

¢4 = |(E,Lx1/) ).

sendo que (f) denota o ideal gerado por f em F,[x] e (Fq[x] /( f))* é o conjunto de elementos invertiveis no anel

quociente Fy[x]/(f).
Do teorema chinés dos restos, ¢, € multiplicativa. Na Sec@o 1.5 precisaremos do seguinte resultado.
Lema 1.16. Seja g € Fy[x] um polinémio ndo constante. Entdo
1_[ ( qgrau(r) ) qgrau(g)
) _ 1)~ :
ge  NEMT 1) dg(8)

r é monico
e irredutivel
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Demonstragdo. Seja g = Ar{'ry’---r;* a fatoragdo de g em polindmios monicos irredutiveis distintos r1,...,r, na
qual ay, ..., a sdo inteiros positivos e A € IF; Para cadai € {1,...,k}, o anel F,[x]/ (rl.“i) possui g%gu(i) elementos,
dos quais ¢‘%~1er2u() g0 midltiplos de ;. Logo ¢q(rl‘." ) = gla—Deraut)gerautri) _ 1) ¢

k qgrau(r, k a,grau(r,) qgrau(g)
l_l (qgrau(n) - ]) - l_l( ¢q(ra, ) - ¢q(8) :

i=1 i=

Defini¢do 1.17. Define-se a fun¢do N : Fy[x]\{0} — Z, por N(g) = qgra“(g).

A partir da defini¢do anterior, o Lema 1.16 pode ser reescrito como

M (N(r)) NG
He ¢q(’") d’q(g) ‘

r é monico
e irredutivel

Defini¢ao 1.18. A fungdo w, : Fy[x]\{0} — Z conta o niimero de divisores monicos irredutiveis de um polinomio
ndo nulo e a fungdo W, : Fy[x]\{0} — Z conta o niimero de divisores monicos livres de quadrados de um polinomio

ndo nulo dado.
Da Definigdo 1.18, temos w,(f) = 0, se f € F, e wy(f) =k, se f(x) = Ap1(x)* p2(x)*? - - - pr(x)? € a fatoragdo
de f como produto de fatores monicos irredutiveis distintos, com 1 € F, e Wy(f) = 2w,

Também se f,g € F,[x]\{0} sdo primos entre si, entdo w,(fg) = wy(f) + wy(g). Em outras palavras, W, €

multiplicativa.

Defini¢do 1.19. Dado um polinémio ndo nulo f € Fy[x], denotamos por rad,(f) o maior divisor ménico livre de

quadrados de f. Em outras palavras, rad,(f) € o produto dos fatores monicos irredutiveis distintos de f.

Provemos agora um resultado interessante sobre polindmios que serd utilizado no estudo de elementos k-normais.
Lema 1.20. Sejam f,g,h € Fy[x] polindmios ndo nulos tais que mdc(g,h) = 1. Entdo existe § € Fy[x] tal que

mde(f, h + 8g) = 1.

Demonstragcdo. Se f for constante, o resultado € obvio. Se f ndo for contante, sejam r1,...,r; € F,[x] polindmios

monicos irredutiveis tais que rad,(f) = ry - - - r;. Defina

sendo que o produto percorre os elementos i € {1, ..., s} tais que r; ¥ h. Paratodoi € {1,...,s},ser;| h,entdo r; ¥ gg

e, portanto, ; { h+ ggeser; ¥ h,entdo r; ¥ h + gg. Isso prova mde(f,h + gg) = 1. O
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1.2.1 Ordem multiplicativa e elementos primitivos

Teorema 1.21. Para todo corpo finito By, o grupo multiplicativo F, é ciclico.
Definicio 1.22. Um gerador do grupo ciclico F, é chamado de elemento primitivo de F,.

Definicao 1.23. Seja a € FZ. A ordem multiplicativa de «, denotada por ord(a), é o menor inteiro positivo d tal que

o =1.
Teorema 1.24. Sejam « € FZ e d = ord(a). Entdo @ € Fyn se, e somente se, d divide q" — 1. Além disso, se d é um

divisor de q" — 1, entdo existem ¢(d) elementos 5 € Fyn tais que ord(B) = d.

Do teorema anterior segue que existem exatamente ¢(g — 1) elementos primitivos em F,,.

q-1

, oo L .. - N
Lema 1.25. Se a é um elemento primitivo de F, e t é um inteiro positivo, entdo ord(a') = a1

Defini¢ao 1.26. Seja r um inteiro positivo tal que r | (g — 1). Um elemento a € F, é chamado de r-primitivo se

ord(a) = @.

Do Lema 1.25 e da Definicao 1.26, temos que existem tp(@) elementos r-primitivos em Fg.

1.2.2 Elementos normais

Além da estrutura multiplicativa de IF;", o corpo [F,» possui outra estrutura algébrica importante. Podemos ver FF
como um espago vetorial sobre F,. Em particular, dado um elemento « € FF,», podemos considerar o espago vetorial

gerado por « e os seus conjugados.

Definicdo 1.27. Um elemento a € Fypn é normal sobre Fy se a e os seus conjugados geram Fy como Fy-espago

. . nel.
vetorial. Neste caso, o conjunto {a,a4,...,a? '} é uma base normal de Fy sobre F,.

Observe que se a € Fy» € normal, entdo os seus conjugados também sdo elementos normais.
Teorema 1.28 (Teorema da base normal). Para toda extensdo Fyn sobre F, existe uma base normal de Fyn sobre F.

Lema 1.29. Sejam f € F,[x] um polinomio irredutivel e a uma raiz de f em alguma extensdo de F,. Para um

polindmio h € Fy[x] temos h(a) = 0 se, e somente se, f divide h.
Lema 1.30. Seja f € F,[x] um polinémio irredutivel de grau m. Entdo f divide x4 — x se, e somente se, m divide n.

Teorema 1.31. Se f é um polinémio irredutivel em Fy[x] de grau n, entdo f tem uma raiz « € Fy. Além disso, todas

-, ~ . ~ . n—1
as raizes de f sdo simples e sdo dadas pelos n elementos conjugados a,a4,...,a?  de F.

Corolario 1.32. Seja f um polindémio irredutivel em F, de grau n. O corpo de raizes de f sobre F, é Fyn.
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Definiciao 1.33. Dizemos que um corpo K é perfeito se todo polindmio irredutivel em K[x] é separdvel. Um polinomio

é separdvel se suas raizes em um fecho algébrico de K sdo distintas.

Corolario 1.34. O corpo F, é um corpo perfeito.

Teorema 1.35. Os conjugados de « € F, (em relagdo a qualquer subcorpo de Fy) tém todos a mesma ordem no grupo
%k

Fy.

Corolario 1.36. Se « é primitivo em F,, entdo todos os conjugados de a, em relagdo a qualquer subcorpo de F,, sdo

primitivos.
. =y
Teorema 1.37. Para a € Fyp, o conjunto {a,a4,...,a? '} é uma base normal de Fy sobre F, se, e somente se, os
A . _ _ n-2 n—1 ~ . .
polinomios X" —1eax" ' +a9x" % +---+ a7 x+a9 sdo primos entre si.
Motivados por esse resultado, Huczynska er al. (ver [18]) definem elementos k-normais.
n—1 ; .
Defini¢ao 1.38. Seja a € Fyn e denote g,(x) o polindmio }, af Xl e Fyn. Se mdc(gq(x), x" — 1) tem grau k sobre
i=0
Fyn, entdo dizemos que « é k-normal em Fyn sobre F,.
Aproveitamos também para enunciar o teorema da base primitiva normal demonstrada em [26] e [10].

Teorema 1.39. Para toda extensdo Fy sobre Fy, existe uma base normal de Fyn sobre F, composta por elementos

primitivos.

1.2.3 Estrutura de F,[x]-médulo

Em [27, Chapter 3, Section 4] é dada a no¢do de g-polindmio ou polindmio linearizado. Essa definicdo € utilizada

para estudar F,» como F,[x]-médulo (ver, por exemplo, [15]).
Definicao 1.40. Um polinomio da forma

m

L(x) = Z aix?

i=0
com coeficientes em uma extensdo Fyn de Fy é chamado de g-polindmio, ou polindmio linearizado, sobre F .
Proposicao 1.41. Todo g-polinomio L(x) sobre Fyn induz um operador linear a +— L(a@) de Fy» visto como espago
vetorial sobre Fy , isto ¢, dados a,3 € Fyn e a € F, tem-se

La+pB)=La)+LB) e L(aa)=al(a).

Teorema 1.42. Sejam L(x) um g-polinémio sobre Fyn e Fys uma extensdo de Fyn que contém todas as raizes de L(x).
Entdo todas as raizes de L(x) tém a mesma multiplicidade, que é 1 ou uma poténcia de q, e essas raizes formam um

subespago Fy-linear de Fs.
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O produto usual de dois g-polindmios ndo € necessariamente um g-polindmio, mas a composi¢do de dois g-

polindmios continua sendo um g-polindmio.

Definicao 1.43. Sejam Li(x), Ly(x) dois g-polindmios sobre F . Define-se a multiplicagdo simbdlica de Li(x) e Ly(x)
como sendo

Li(x) ® La(x) = L1(La(x)).
Definicao 1.44. Os polinémios
fx) = Z ax e F(x)= Z a/l-xqi
i=0 i=0

sobre Fyn sdo chamados de g-associados. Mais especificamente, f(x) é o g-associado de F(x) e F(x) é o g-associado

linearizado de f(x).

Notacdo 1.45. O polinémio g-associado linearizado de f serd denotado por Ly.

Lema 1.46. Para todos f,g € Fyn[x] tem-se Ly,g = Ly + Lge Lyg = Ly ® L.

Corolario 1.47. Para todos f,g € Fp[x], Ly divide simbolicamente Lq se, e somente se, f divide g.
Teorema 1.48. O espago vetorial Fyn é um Fy|x]-modulo, com a agdo dada por

F,x]XFp —> Fp

(f, @) —  foa:=Lia).

Demonstragdo. Segue da Proposi¢do 1.41, do Lema 1.46, de Li(a) = @ e do fato que F;» € um grupo abeliano. O

Dado um elemento @ € Fy», o conjunto I, = {f € Fy[x] | f o @ = 0} de anuladores de @ € um ideal de F,[x].

Como F,[x] é um dominio principal, temos /, = (f), para algum f € F,[x].
Defini¢ao 1.49. O polinémio monico de F,[x] que gera 1, é chamado de F,-ordem de a e é denotado por Ord(a).
Observacao 1.50. Como a? —a =0, para todo a € Fyn, temos x" — 1 € 1, e, portanto, Ord(a) divide x" — 1.

Pelo Teorema 1.28, existe um elemento a € Fy» tal que todo elemento de F,» se escreve de forma tinica como

f o a, para algum f € F,[x] de grau menor ou igual a n — 1. Além disso, como (x" — 1)o@ = a? —a = 0, temos

Ord(a) = x" — 1. Em particular, isso quer dizer que Fy» € um F,[x]-médulo ciclico.

Proposicao 1.51. Seja f € Fy[x] um divisor monico de x" — 1. Existem ¢,(f) elementos de F,-ordem f em Fy.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.28, existe um elemento « € F,» normal sobre FF,. Por defini¢do, isso implica que

todo elemento de Fy» se escreve de forma tinica como g o @, para algum g € F,[x] de grau menor ou igual an — 1.
Sejam 8 = g o @, sendo g € F,[x] de grau menor ou igual an — 1, e g = mdc(g, x" — 1). Como

xt=1
— Oﬁ:
8

o((x"=Doa)=0,

0o)109
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n ~
-l e 8 G50
g

temos Ord(B) divide xng‘ L Reciprocamente, se 1 o 8 = 0, entdo x” — 1 divide gh. Dividindo por g, como

primos entre si, temos % divide 4. Isso implica Ord(B) =

n__ P A .
& Z L Observe que g; = % ¢ um polindmio de grau menor

ouigual an — 1 — grau(g). Em particular, Ord(B) = f equivale a
X" -1 x'-1 fe

f=—— < mdc(g,x" - 1) = — mdc(
g X" -1

=1

fg _ x-1_g& _

xX-1" g x-1"

sendo g1 de grau menor do que grau(f).

Dessa forma, o niimero de elementos de F,-ordem f € igual ao niimero de polindmios em F,[x] de grau menor

do que grau(f) e primos com f. O

Na prova da Proposi¢do 1.51 foi provado o seguinte resultado.

X'—1

Corolario 1.52. Sejam a € F» um elemento normal sobre F, e g € Fy[x]. Entdo Ord(g o a) = G-

Lema 1.53. Sejam 1,5, € Fyn elementos de Fy-ordem fi e f>, respectivamente. Se fi e f> sdo primos entre si, entdo

B1 + B2 é de Fy-ordem f f>.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.28, existe um elemento normal @ € Fy e, da demonstracdo da Proposicdo 1.51,

existem g1, g2 € Fy[x] tais que mdc(g;, f;) = 1, grau(g;) < grau(f;) e B; = (xnf—lflgi) oa,parai€ {1,2}. Dai

Xt -1
fifa

Bi+p2= ( (f281 +f1g2)) oa.

Seja h € Fy[x] um elemento irredutivel. Se & divide fi ou f>, entdo & ndo divide f>g1 + f182, jd que fi e f> sdo primos

entre si. Isso implica mdc(fi f2, f2g1 + f1g2) = 1, e pela prova da Proposi¢do 1.51, 81 + 3> € de F-ordem f f>. O

Outro resultado importante trata do nimero de raizes do polindmio Ly, para f € F,[x]. O nucleo da aplica¢do
linear definida por Ly serd denotado por ker(Lg) e a imagem de Ly por im(Ls). A dimensdo de um F,-subespago

vetorial V' de Fy» serd denotada por dim, V.
Lema 1.54. Sejam f,g € F,[x] tais que fg = x" — 1. Entdo dimgker(Ly) = grau(f), dim,im(Ly) = n — grau(f),

ker(Ly) = im(Lg) e im(Ly) = ker(Ly).

Demonstragdo. Pelo Lema 1.46, temos Ly o Le(a) = Ly o Lg(@) = Lyn—1(a) = 0, para todo « € Fy». Logo, im(Ly) C
ker(L,) e im(L,) C ker(Ly). Por outro lado, como L; tem grau g&rauh), ker(Ly) tem dimensdo menor ou igual a
grau(f). De forma similar, im(Ly) tem dimensdo menor ou igual a grau(g) = n — grau(f), pois im(Ly) C ker(L,). O

resultado segue de n = dim, im(Ly) + dim, ker(Ly). o

Finalizamos a se¢do com dois resultados sobre elementos k-normais. O primeiro deles é [18, Theorem 3.2].

Teorema 1.55. Seja a € Fyn. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
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(i) a é k-normal sobre F,;
(ii) o conjunto {a,a4,..., a? ™! } é uma base de um Fy[x]-submddulo de Fyn de dimensdo n — k sobre Fy;

(iii) grau(Ord(@)) =n — k.

Em [32], Reis exibiu um método para construir elementos k-normais: sejam 8 € Fy um elemento normal e
f € Fylx] um divisor de x" — 1 de grau k. Entdo a = L¢() é k-normal (ver [32, Lemma 3.1]). Na realidade, essa € a
Unica forma de construir elementos k-normais. O seguinte resultado ¢ uma variante de [32, Lemma 3.1] que inclui a

ultima afirmacao.

Lema 1.56. Seja k < n um inteiro ndo negativo. Um elemento a € Fyn é k-normal sobre F, se, e somente se, existem

B € Fyn normal sobre Fy e f € Fy[x] divisor monico de x" — 1 de grau k tais que a = f o 3.

Demonstra¢do. Suponha primeiro @ k-normal. Pelo Teorema 1.55(iii), g = Ord(a) é de grau n — k. Dessa forma,

f= x"g—1 ¢ monico de grau k. Pelo Teorema 1.28, existe um elemento y € F,» normal sobre F,. Por defini¢do, isso

implica que existe i € Fy[x] tal que @ = h oy. Como
O=goa=(gh)oy

ey é de F -ordem x" — 1, temos x" — 1 | gh. Dividindo essa divisibilidade por g, obtemos f | 4. Seja entdo he Fylx]
tal que i = Af. Se t = mdc(h, g), entdo
h
besrofior) o

jaque gf = x" — 1. Como Ord(a) = g, segue ¢ = 1. Pelo Lema 1.20, existe g € F,[x] tal que mde(x" — 1, h+3g)=1.

Pelo Coroldrio 1.52, 8 = (h + 3g) o v é um elemento normal. Dessa forma,
foB=(fh+fgg)oy=hoy=a
Finalmente, se f € F,[x] € um divisor mdnico de x" — 1 ¢ 8 € Fy» € um elemento normal sobre F,, pelo Corolério

1.52, @ = f o3 € de F, -ordem ﬂ, isto €, a é k-normal. O

1.3 Caracteres

Definicao 1.57. Seja G um grupo abeliano finito. Um caracter y de G é um homomorfismo de grupos de G em C*.

O caracter ¢ definido por yo(g) = 1, para todo g € G, é chamado de caracter trivial. Todos os outros caracteres
sdo chamados caracteres ndo triviais. Para todo caracter y de G e todo elemento g € G, temos y(g)" = x(g") =
x(g) = 1, sendo 1 a unidade de G e n = |G|. Assim, a imagem de y estd contida no conjunto de raizes n-ésimas

da unidade. Para um caracter y, a funcdo y : G — C* definida por g — y(g) € também um caracter de G, no qual
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x(g) denota o conjugado complexo de y(g). O conjunto dos caracteres de G, denotado G, éum grupo abeliano com a

operacao de multiplicacdo de caracteres definida por (y 1¥2)(g) := x1(g)x2(g)-

Teorema 1.58. Se y é um caracter ndo trivial do grupo abeliano finito G, entdo

D x@=0.

geG

Se g € G com g + 1¢, entdo

Zx(g) =0.

xeG

Teorema 1.59. O niimero de caracteres de um grupo abeliano finito G ¢é igual a |G|.
Um corpo finito F, tem duas estruturas de grupo abeliano. Por um lado temos o grupo aditivo F, e por outro lado
o grupo multiplicativo F;. Cada um desses grupos tem seu respectivo grupo de caracteres.

Defini¢ao 1.60. Um caracter n : F, —> C* do grupo multiplicativo F; no grupo multiplicativo C* é chamado de

caracter multiplicativo de F,. O grupo de caracteres multiplicativos de F, é denotado ﬁ;

Teorema 1.61. Seja & € Fy um elemento primitivo. Para cada j € {0,1,...,q =2}, a fun¢do n; : F, — C* definida

por
T]j(a'k) = 2mijk/(g=1) para todo k € {0,1,...,9 -2},

¢ uma caracter multiplicativo de F,. Todo caracter multiplicativo de F, é obtido dessa forma.

Do Teorema 1.61, ﬁ; tem uma estrutura de grupo ciclico com a operagdo de multiplicacdo de caracteres, assim
como Fj tem uma estrutura de grupo ciclico. Dessa forma, podemos também definir a ordem multiplicativa de um

caracter multiplicativo.
Definicao 1.62. Sejan € ﬁ; A ordem de n, denotada por ord(), é o menor inteiro positivo d tal que n = no, sendo
no o caracter multiplicativo trivial.

Veja que do Teorema 1.61 conclui-se que se r é um divisor primo de ¢ — 1, entdo existem exatamente r — 1
caracteres multiplicativos de ordem r.
Teorema 1.63. Se d é um divisor de q — 1, entdo existem ¢(d) elementos n € TF?q tais que ord(n) = d.
Defini¢ao 1.64. Um caracter  : F;, — C* do grupo aditivo F, no grupo multiplicativo C* é chamado de caracter
aditivo de F,. O grupo de caracteres aditivos de F, é denotado Fq.

A estrutura de grupo abeliano de Fq é dada por (Y1 + Yn)(@) := ¥i(@)yo (@), para todos ¥y, Y € TF'?q ea €,

Se p € a caracteristica de F, a fun¢do yq : F, — C* definida por

xo(@) = 2™ @/P - para todo @ € F,,
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€ um caracter aditivo, chamado de caracter aditivo candnico.

Teorema 1.65. Para 8 € Fy, a fungdo g definida por yg(a) := xo(Ba), para todo a € Fy, é um caracter aditivo de

IF,. Todo caracter aditivo de F, é obtido dessa forma.

Dada a importancia de [15, Theorem 13.4.1], reproduzimos aqui o seu enunciado.

Teorema 1.66. Seja M um grupo abeliano finito (com notacdo aditiva) que também é um A-médulo, para algum

dominio principal A. O grupo de caracteres M de M tem uma estrutura de A-médulo dada por
(ayp)(m) := Y(am), para todos ¥ € Mm EMeacA.

Além disso, M e M sdo isomorfos como A-modulos sempre que M seja um A-modulo ciclico com ideal anulador

(b) # {0} para algum b € A.

De acordo com o teorema acima, assim como [F,» tem uma estrutura de F,[x]-md6dulo, o grupo de caracteres

aditivos ﬁqn também tem uma estrutura de F,[x]-médulo. Dado ¢ € Fqn e f € Fy[x], define-se f o ¢ por

a+— foy(a) :=y(foa), paratodoa € Fp.

Assim como foi definida a ordem de um caracter multiplicativo, no caso aditivo definimos a F,-ordem de um

caracter aditivo.

Definicao 1.67. Seja ¢ € Fqn um caracter aditivo. Definimos a Fy-ordem de , que denotamos por Ord(y), como

sendo o polinémio monico de menor grau que satisfaz f o y(a) = 1, para todo a € Fy.

Observe que como ﬁqn € um F,[x]-mddulo, a F -ordem de um caracter aditivo existe e como (x" — 1) o Y(a) =

w(a/’fn —a) = y(0) = 1, para todo @ € Fy, temos que a F,-ordem de ¢ € um divisor de x" — 1.

O caracter aditivo trivial serd denotado por ¢r. Dessa forma, a IF;-ordem de um caracter aditivo € o polindmio
monico g € F,[x] de menor grau que satisfaz g o = .

Do Teorema 1.66, temos Fyn € Fqn isomorfos como F,[x]-mddulos. Logo, Fqn herda todas as propriedades de Fy
como F,[x]-mddulo. Dessa forma, os caracteres aditivos satisfazem as propriedades a seguir.
Lema 1.68. Seja f € Fy[x] um divisor ménico de x" — 1. Existem ¢,(f) caracteres aditivos de Fy-ordem f em ﬁqn.

Lema 1.69. Sejam 1,4, € ﬁqn elementos de Fy-ordem f e f, respectivamente. Se f| e f> sdo primos entre si, entdo

Y1 + Y € de Fy-ordem f f>.
1.4 Elementos s-livres

Defini¢ao 1.70. Seja s um divisor positivo de g — 1. Um elemento @ € F, é chamado s-livre se para todo inteiro

positivo d # 1 de s ndo existe € F satisfazendo B =a.
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Lema 1.71. Dado s um divisor positivo de q — 1, um elemento « € F; é s-livre se, e somente se, para todo divisor

primo r de s o elemento « é r-livre.

Demonstragdo. Se a nao € s-livre, entdo existem g € F; e um divisor positivo d # 1 de s tais que @ = B¢. Como
d # 1, d possui um divisor primo r e podemos escrever @ = (84/")", logo @ nio é r-livre. Reciprocamente, se existe um

divisor primo r de s tal que @ ndo € r-livre, entdo existe 8 € F, tal que @ = ', 0 que implica que @ ndo € s-livre. O

O critério de Vinogradov é um critério que utiliza soma de caracteres para determinar se um elemento dado é
primitivo. De acordo com o pardgrafo que se encontra antes de [15, Proposition 10.2.4], o critério de Vinogradov
pode ser encontrado em [24, pp. 178-180]. Uma variante desse critério é a férmula de Vinogradov que pode ser
encontrada em [27, Exercise 5.14] e uma demonstracdo da mesma em [15, Proposition 10.2.5]. Em [15, Theorem
13.4.4] encontramos uma férmula mais geral para A-médulos ciclicos quando A € um dominio principal. Quando

vemos FZ como Z-mddulo, obtemos a equacdo [15, (13.9)].

Proposicio 1.72. Sejam s um divisor de q — 1 e ps a fungdo caracteristica dos elementos s-livres de F,. Entdo, para

todo a € }F,”;,

u(d)
ps(@) =6(s) ) — n(a), (1.1)
d|s "D(d) or(%)::d

sendo 6(s) := @ e a soma Z percorre o conjunto dos caracteres multiplicativos n de I de ordem d.
ord(n)=d
Demonstragdo. Como u(d) = 0, se d ndo € livre de quadrados, podemos restringir a soma nos divisores de s, na
soma dos divisores livres de quadrado de s. Usando que a fungdo de Mobius e a func¢do de Euler sdo multiplicativas,
podemos escrever
u(d) u(r)
Z[@ Z 77(0’)]= ]_[ [1+ﬁ Z n)|,
d|s ¢ ord(n)=d rls 4 ord(n)=r

r € primo

jaquesed =riry---ry, entdo u(d) = p(ru(r2) - - - p(r), (d) = @(r)e(r2) - - (re) e

>, n(a)=[ > m(oz)]( > m(m]---[ > m(a)J.

ord(n)=d ord(m1)=ri ord(m2)=r» ord(m)=ri

Como, para um primo r, temos u(r) = —1 e ¢(r) = r — 1, segue

u(d) 1

SNED S pa|= ] [1-— Y n@.

d|s ["D(d) ord(n)=dn a] s [ r—1 Ord(ﬂ):r]7 a}
r é primo

Se @ ndo for s-livre, pelo Lema 1.71, existe um divisor primo r de s tal que a ndo é r-livre. Nesse caso, existe um
elemento 8 € Fy tal que & = B". Assim, se 17 for de ordem r, entdo n(e) = 1"(8) = 1. Como existem r — 1 caracteres

de ordem r, temos

1
- — D @) =0.

ord(n)=r
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Isso prova que se a ndo é s-livre, entdo

9()2” > @ =0,

dls ord(n) d

Suponha agora a s-livre. Nesse caso, se 8 € Fj, € primitivo, entdo & = B* para algum inteiro positivo k, e, pelo Lema

1.71, k deve ser primo com s. Pelo Teorema 1.61, para todo caracter multiplicativo n existe j € {0, 1,...,q—2} tal que
nB) = g2l g=1)

Se n € de ordem r para algum primo r que divide s, entdo j # 0 e " (5) = 1. Em particular, isso significa que g — 1

é um divisor de rj e, portanto, j € {f- @ |1 <t<r-1} Sejaj, = ";rl e defina & = eifik/a=1) = 2rik/r  Aggim
& =1e, como k é primo com s, temos & # 1, pois r ndo divide k. Isso implica
-1 g
D n(a)—Zg——l &= —1+1_§=—1.
ord(m)=r =0
Dai
1 r s
1 2wl 12
rls [ r—1 ord(n)=r rls r—1 (,D(S)
r € primo r é primo
e, portanto,
u(d
)W Z n(@) = 1.
dls ord(n) d
O

Observagéio 1.73. Por defini¢do, um elemento a € F; que ndo ¢é primitivo ndo pode ser (q — 1)-livre e vice-versa.

Logo, um elemento « € F € primitivo se, e somente se, a € (q — 1)-livre.

1.5 Elementos g-livres

Definicdo 1.74. Seja g um divisor monico de x" — 1 em Fy[x]. Um elemento a € Fyn é chamado g-livre se, para todo

divisor monico h # 1 de g em Fy[x], ndo existe € Fn satisfazendo ho 8 = a.

Lema 1.75. Dado g um divisor ménico de x" — 1 em Fy[x], um elemento a € Fyn € g-livre se, e somente se, para todo

fator monico irredutivel r de g o elemento « é r-livre.

Demonstragdo. Se a ndo € g-livre, entdo existem 8 € F,» € um divisor monico i # 1 de g em F,[x] tais que @ = hop.
Como h # 1, h possui um divisor monico irredutivel » e podemos escrever @ = r o ((h/r) o 8). Logo, a ndo € r-livre.
Reciprocamente, se existe um divisor monico irredutivel r de g em F,[x] tal que o ndo € r-livre, entdo existe 8 € Fyn

tal que @ = r o 8, 0 que implica que @ ndo é g-livre. O
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Como ja foi visto antes, [15, Theorem 13.4.4] é uma generalizacdo da férmula de Vinogradov. Esse resultado

aplicado no F,[x]-médulo Fy: se encontra na equagdo [15, (13.10)]. Mostremos antes o seguinte resultado.

Lema 1.76. Seja r € F[x] um polinémio monico irredutivel que divide x" — 1. Entdo, para todo a € Fy,

-1 se « € r-livre,
PIRIGE

Ord@)=r g ") _ 1 caso contrdrio,

sendo que a soma Z percorre o conjunto dos caracteres aditivos  de Fyn de Fy-ordem r.
Ord(y)=r
Demonstragdo. Se a nio for r-livre, existe um elemento 8 € Fy» tal que @ = ro 8. Assim, se i for um caracter aditivo

de Fy-ordem r, entdo /(@) = (r o ¢)(B) = 1. Portanto,
Z lﬁ(a’) — qgrau(r) _ 1’

jd que existem ¢,(r) = g&(") — 1 caracteres de [F,-ordem r.

Suponha agora a r-livre. Observe que o conjunto de caracteres aditivos de F,-ordem r juntamente com o caracter
trivial formam um grupo, ja que esse conjunto pode ser descrito como V, = { € Fqn | Ord(y)|r}. Dados 1,4 € V,
tem-se o (Y1 —Y2)(y) = (ro ) (Y)((ro ¢2)(y))‘1 = 1, para todo y € F». Logo, V, € um subgrupo de ﬁqn. Como a é
r-livre, temos que existem um elemento normal 5 € F» € g € Fy[x] primo com r tais que @ = g o 8. Seja y; € TF?qn de
[F,-ordem r. Nesse caso, temos ¢/ (r o ) = 1. Suponha ¢ (@) = 1, isto €, ¢1(g o 8) = 1. Como g e r sdo primos entre
si, existem f1, f> € Fy[x] tais que fig + for = 1. Logo () = 1. Como 8 € um elemento normal, temos que ¥ seria

o caracter trivial, mas y; € de F,-ordem r. Assim, (@) # 1 ¢

Vi@ D w@ = ) W+ = ) v,

eV, eV, yev,

jaque y; + V, =V, Issoimplica

ozzw(a)zu Z w(a).

Yev, Ord(y)=r

Isso prova a igualdade

Z w(a) = —1.

Ord(y)=r

O

Proposicao 1.77. Sejam g um divisor moénico de x" — 1 em Fy[x] e kg a fungdo caracteristica dos elementos g-livres

de Fyn. Entdo, para todo a € Fyn,

pg(h)
Ke(@) = Oy(g) » —— ¥(a), (1.2)
# q%ﬁwm%ﬁ

$q(8)

o> @ soma Z percorre os fatores monicos h de g e a soma E percorre o conjunto dos

hlg Ord(@)=h

sendo O4(g) :=
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caracteres aditivos Y de Fyn de Fy-ordem h.

Demonstragdo. Como uy(h) = 0, se h ndo € livre de quadrados, podemos restringir a soma nos divisores monicos de

g na soma dos divisores monicos livres de quadrado de g. Dessa forma,

ug(h)
W(a) =
h%:cbq(h) Or(;w:h ¢ ll_gl ( )

r € monico
e irredutivel

D, e )]

Ord(y)=r

jaquese h = riry -1y, entdo py(h) = pg(r)pg(r2) - - - pg(re), ¢g(h) = ¢g(r)dy(r2) - - - p4(ri) €, pelo Lema 1.69,

> w<a>=[ > wa)][ > m(@]---( > wk<a>].

Ord(y)=h Ord(y1)=ry Ord(W,)=r, Ord(yy)=r¢

Como para um polindmio mdnico irredutivel r temos uy(r) = —1 € ¢ (r) = g _ 1, segue

Z[ﬂq(z) > w<a>]= [ {1 qgrau<r) =D w(a)J

hlg $q(h) Ord(y)=h rlg Ord(gb) r
r € mOnico
e irredutivel

Se a nao for g-livre, pelo Lema 1.75, existe um divisor monico irredutivel r de g tal que @ néo é r-livre. Neste caso,

pelo Lema 1.76,
1
T e | Z Y(@) =0.

Isso prova que se @ ndo é g-livre, entdo

h
%(g)ZZZEh; > wa)=0

hlg Ord(y)=h

Suponha agora a g-livre. Nesse caso a € r-livre, para todo divisor mdnico irredutivel de g, e, pelos Lemas 1.16 e 1.76,

temos
qgrau(r) _ qgrau(g)
1—[ 1- grau(r) Z l//(a,)] l_l ( grau(r) _ 1|~ b,(2)
rlg 4 L ori@)=r ng 4 a
r é mOnico r € mOnico
e irredutivel e irredutivel
Conclui-se
Hq(h)
CHEIDY D v =1
hlg $q(h) Ord(y)=h

O

Observacio 1.78. Por defini¢do, um elemento a € Fyn que ndo é normal ndo pode ser (x" — 1)-livre e vice-versa.

Logo, um elemento a € Fyn é normal se, e somente se, a é (x" — 1)-livre.
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1.6 Desigualdades uteis

Nessa secdo apresentamos algumas cotas superiores que serdo utilizadas ao longo da tese.

O préoximo resultado € uma combinacio de [14, Theorem 5.5] e um caso especial de [14, Theorem 5.6].

Lema 1.79. Sejam v(x), u(x) € Fyn(x) fungdes racionais. Escreva v(x) = H];.:l 5j(x)", com s j(x) € Fyn[x] polindmios
irredutiveis, dois a dois ndo associados, e nj sdo inteiros ndo nulos. Sejam Dy = 21;':1 grau(s;), D, = max(grau(u),0),
D3 o grau do denominador de u(x) e D4 a soma dos graus dos polindmios irredutiveis que dividem o denominador de
u, mas ndo associados a sj(x) (j = 1,...,k). Sejam n e , respectivamente, um caracter multiplicativo e um caracter
aditivo ndo trivial de F .

a) Se v(x) ndo é da forma r(x)°" 4 em Fq(x), entdo

| > @) =0 -1k,
(lqun
v(a)#0,v(@)#co

b) Se u(x) ndo é da forma r(x)? - r(x) em Fq(x), entdo

| > n@)@)| < Dy + Dy + Dy + Dy -1 gt.
a€Fn

v(@)#0,v(a)#oo,
u(a)#oo

Observe que se 7 for o caracter multiplicativo trivial, entdo v(x) = v(x)°). Logo, para aplicar o Lema 1.79(a) é

necessdrio que 77 ndo seja o caracter multiplicativo trivial.

No Capitulo 5 precisaremos de [23, Theorem 1].

Lema 1.80. Sejam n > 2, n um caracter multiplicativo ndo trivial de F;n e a um elemento de Fy tal que Fpn = Fyla].

Entdo

|Zn(t—a/)|$(n—1)\/§.

tel,

No lema anterior, como n > 2, temos ¢ — « # 0, para todo ¢ € F,. Isso significa que ndo precisamos definir a

imagem de 0 do caracter multiplicativo 7.

O seguinte lema € uma variante de [10, Lemma 3.3] e [22, Lemma 4.1].

. L o . o ~ 1
Lema 1.81. Sejam u um inteiro positivo e t um niimero real positivo. Entdo W(u) < A, - ut, sendo

2
A= l_l s’
p<2! pr
p € primo
pwplu

o produto percorre os primos p que satisfazem p < 2' que dividem u e, para todo primo p, o expoente «,, é definido
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como sendo o maior inteiro positivo tal que p® | u.

Demonstracdo. Sejau = p? e plrf a fatoragdo de u como produto de fatores primos. Observe que se 2’ < p;, para

algum i € {1,...,k}, entdo —== < 1. Assim,

1’[);’{

< =
S —
ri P
gt pr VP
p € primo
PP lu

Ay

W(u):ﬁ 2 2

B

Veja que a constante A, depende também de u, mas em geral, se u € um inteiro positivo qualquer, ndo hd nenhuma

informacdo sobre os possiveis fatores primos de u. Nesse caso, a constante A; usada serd
2
AI = 1—[ t_
VP

p<2
p € primo

Em alguns capitulos héd informac¢des adicionais sobre a fatoracdo de u. Nesses casos serd indicada a constante A;

utilizada.

Em outros capitulos utilizaremos o seguinte resultado inspirado de [26, Lemma 2.6].

Proposicao 1.82. Sejam r um inteiro positivo, pi, ..., p, a lista dos primeiros r niimeros primos e P» = p1--- py

o produto desses primos. Para todo inteiro positivo u > P,, temos W(u) < u', com t um niimero real positivo que

rlog2
log P,*

satisfaz t >
Demonstragdo. Seja u > P, um inteiro positivo. Se w(u) < r, entdo
W) = 2" < 2" < PL < .

Se w(u) > r, escreva u = ujup, de forma que os fatores primos de #; sejam os menores r nimeros primos que dividem
u e up seja um inteiro positivo tal que mdc(u;,up) = 1. Entdo W(u;) < utl, jaque u; > P, e w(uy) = r. Observe
que, para todo fator primo p de up, 2 < p', ja que 2" < P < p™. Como up possui w(u) — r fatores primos, temos

W(up) = 290077 < by Assim, W(u) = W(u)W(up) < ulul = u'. -

Assim como encontramos uma cota superior para W(u), precisamos encontrar uma para W,(x" — 1). Reproduzi-

mos aqui a demonstracdo que pode ser encontrada em [2, Lemma 3.7] e [25, Lemma 4.3].

Lema 1.83. Sejam q a poténcia de um primo e n um inteiro positivo. O niimero de fatores monicos irredutiveis de
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x" — 1 sobre F; é no mdximo % + b, no qual o par (a, b) pode ser escolhido dentre os seguintes pares:

qg-1 > +3q-4
1 2, —— —_—
o [po5) )

4q3+3q2+5q—9 53q4+8q3+15q2+22q—48
’ 12 S 60 ‘

Demonstragdo. Sejam s,, 0 nimero de polindmios monicos irredutiveis em Fy[x] de grau maximo ¢ que dividem

x"—1eT,;asoma dos graus desses polindmios. Observe que o niimero de fatores irredutiveis de x" — 1 em F,[x] de

. . . . -T, .
grau maior ou igual a 7 + 1 é, no maximo, = —. Desta forma, se W,(x" — 1) = 2/, entdo

n— Tl’l,l‘ _ n + (t+ l)sn,t - Tn,t
r+1 e r+1 '

J<

Como cada termo na soma 7, ¢ no maximo ¢, temos (¢t + 1)s,; — T, maximo quando s, € maximo. Dessa forma, o
lado direito da expressdo acima € maximo quando s, ; € maximo. Como o nimero de polindmios monicos irredutiveis
de grau i que dividem x" — 1 €, no maximo, igual ao nimero de elementos de F,i que néo se encontram em Fj,
todo divisor préprio j de i, dividido por i, temos que, para t = 0, podemos escolhera = 1 e b = 0. Para ¢ = 1, o valor

para

(. ) . -1 . )
mdximo de s,; € g — 1 e, neste caso, T, = g—1(ousejaa =2eb = qT). Para ¢t = 2, o valor maximo de s, é

2 2. X 2.3,
q—l+¥:quze,nestecaso,T,,,,:q—1+q2—q:q2—l(ouse]aa=3eb=%).Paratzi%,ovalor
2 3 3 2
- 5 =9 , -9 _ 2¢°+3q"+q-6 — 2 3 — 312 :
méaximode s, € g— 1+ 5 ++57 = =—¢c——e,nestecaso, Iy,, =qg—1+q"—q+q’ —q=q  +q~—q—1(ouseja

_ 3¢*+443 43¢ +2q-12
- 12

_ 3¢* 4843 +1547+22q—48
S5eb= %0 )

313¢%+5¢-9 . L. , 2_ 3_ 42
a=4eb=1"2"1") Finalmente, parat = 4, 0 valor maximo de s,,;é g— 1+ L1+ 4 + 14

e,neste caso, Ty, =q—1+¢*—q+¢ —q+q¢*-¢*=q*+¢* —q—1 (ousejaa =

O

Outra desigualdade que pode ser util € dada em [26, Equation (2.10)].

Lema 1.84. Sejam g a poténcia de um primo e n um inteiro positivo. Entdo

wy(x" = 1) < %(n + mdc(n, g — 1)).
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CAPITULO 2

Pares de elementos primitivos e normais sobre

corpos finitos

Dados inteiros positivos m € my, definimos um conjunto 1'y(m;,my) (ver Defini¢do 2.1) com certas fungdes
racionais fi(x)/ f>(x) tais que grau(f;(x)) < m;, parai € {1,2}. A seguir, determinamos condi¢des que asseguram, para
cada fi(x)/ f2(x) € Yyn(my, my), a existéncia de um elemento primitivo « € F,» normal sobre F, tal que fi(a)/f2(a) €

também primitivo (ver Corolério 2.4).

2.1 Preliminares

Ao longo do capitulo, p é um nimero primo, k, n, my, m» sdo inteiros positivos e ¢ = p*. Comegamos definindo

um conjunto com um papel importante no que se seguira.

Defini¢ao 2.1. Define-se Y ,(my, my) como o conjunto de fungdes racionais % € Fy(x) tais que:

i) grau(fi) <my, grau(fz) < my;
i) mde(fi, f2) = 1;

iii) existem um inteiro positivo a e um polinomio moénico irredutivel g € Fy[x] \ {x} tais que mdc(a,q - 1) = 1, g*

divide fi f> e g**! ndo divide fi f>.

2.2 Resultados principais

Queremos determinar condi¢des em ¢ e n tais que, para todo f € Y u(my,my), exista @ € Fyn primitivo normal

sobre IF, tal que f(@) € F;» seja também um elemento primitivo. Para tal, precisamos da seguinte definigao.
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Defini¢ao 2.2. Sejam e e e; divisores de q" — 1 e g um divisor monico de x" — 1. Dado f € Y ;:(my,my), denotamos

por Ny(ey, ez, g) o niimero de elementos a € Fyn tais que a € ey-livre, f(a) é ex-livre e a é g-livre.

Pela Observagdo 1.73, um elemento a € FZ" ¢ primitivo se, e somente se, a € (¢"" — 1)-livre e, pela Observagao
1.78, um elemento « € Fy» € normal se, e somente se, € (x" —1)-livre. E por isso que queremos determinar condigdes
que possam garantir Ny(¢" — 1,4" — 1,x" — 1) > 0, para todo f € Ty(my, my). O proximo resultado trata de um caso
um pouco mais geral. Antes de comegar, observe que, todo elemento em F, € normal sobre F, € se a € F(’;z ndo é
normal sobre F,, entdo % =aile IF,. Isso implica @’ =1 e, portanto, @ ndo € primitivo. Logo, quandon = 1
oun = 2, todo elemento primitivo em Fy» € normal sobre F,. Assim, podemos ignorar o requerimento do elemento
procurado ser normal pois, neste caso, o problema j4 foi resolvido em [5] e [12]. Dessa forma, daqui em diante no

presente capitulo, vamos assumir n > 3.

Teorema 2.3. Sejam e e e; divisores de q" — 1, g € Fy[x] um fator de x" — 1 e f € Tyn(my,my). Entdo

p(e)p(e2)pq(8)
e1e2N(g)
(my +my + 1)g> (W(en)W(ea)Wy(g) - 1)

Ny(er,er,8) > (q" = (my +my +1)—

e, desta forma, se q”/2 > (my +my + 1)W(e)W(e2)W,(g), entdo Ny(ey, ez, g) > 0.

Demonstracdo. Sejam f = ? € Tyn(my,mp) €
2
Spi={a eFy | fila) =0 or fa(@) = 0} U{O}.

Da defini¢do de Ny(ey, ez, g), da Proposi¢do 1.72 e da Proposi¢do 1.77, temos

D Pa(@pe(f@)ky(@) @1

(IEFqn \Sf

Olen(e)O(8)

diler,dalez
hlg

Ny(er,e2,8)

@(d)e(d2)py(h) d(nzl;:dl Xy m2, 9),

ord(172)=d>
Ord(y)=h

sendo

X = > m@mnfew@).

(ZEFqn \Sf

Para encontrar uma cota inferior de Ny(ey, e2, g), precisamos limitar [y f(m, m2,¥)|. Para tal vamos considerar

cinco casos.

(i) Consideramos primeiro o caso no qual 771, 772 € ¢ sdo os caracteres triviais, assim

Xrm. ) = [F \ S¢| = ¢" = (my + my + 1),
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(i) Agora lidamos com o caso em que 771 € 17 sdo os caracteres multiplicativos triviais, enquanto ¢ nio € o caracter

aditivo trivial. Pelo Teorema 1.58, temos Z Y(a) = 0. Assim,

a EFqn

W ommapl=| Y w@)|=|= > w@)| <mi+m+1.

(ZEIFqn \Sf (IESf

(iii) Agora tratamos o caso em que 771 ndo € o caracter trivial, enquanto 77, e ¢ sdo os caracteres triviais. Como

Z ni(a) = 0 (ver Teorema 1.58), temos

ozeIFj‘In

Yom@- > m@|=| Y m@)

acF, a€Fn\S s €S [\{0)

I/?f(rlla n2, lr//)|

(my +my) < (my +my)q>.

IA

Antes de continuar tratando os casos, vamos assumir que no mdximo um dos caracteres € trivial € vamos rees-

crever a expressao y ((11, 12, ¥).

Sejam 1) e 1, caracteres multiplicativos de ordens d; e d;, respectivamente, com d; | e; e d; | e, € seja iy um
caracter aditivo de F,-ordem h. Pelo Teorema 1.61, sabe-se que existe um caracter 7, de ordem ¢" — 1, que gera o
grupo de caracteres multiplicativos. Para i € {1, 2} existe um inteiro n; € {0, 1,...,q — 2} tal que n;(a) = n(a’), para

todo a € an, e observe que n; = 0 se, e somente se, 17; € o caracter trivial. Por isso,

DT 0@ fi@)" @) ")

(XEIFqn \Sf

> n@)(),

@€Fn\S ¢

/\?f(nl’ n2, '7[’)

sendo v(x) = X f1(x)™ fo(x)7"2.

(iv) Agora vamos assumir que ¥ seja o caracter aditivo trivial e 17, ndo seja o caracter multiplicativo trivial, assim
ny # 0, e ndo assumimos nada quanto a r7;. Para limitar y f(m , M2, ¥), vamos usar o Lema 1.79(a) e come¢amos

mostrando que, de fato, podemos usd-lo. Assim, vamos supor o contrdrio, isto é, que existam vi(x), va(x) €

_ n_1
Fy[x] tais que mdc(vy,v2) = 1 e v(x) = (28 )q . Assim,

A2 = AR (07

Como % € Ty (my, my), existem um polindmio monico irredutivel #(x) € Fy:[x], t(x) # x, e um inteiro positivo

a satisfazendo mdc (a, ¢" — 1) = 1 tais que #(x)? seja a maior poténcia de #(x) que aparece na fatoragcdo de fi(x)
ou f>(x). Vamos supor que #(x)* apareca na fatoragao de f>(x) e seja 7(x) um fator monico irredutivel de #(x) em

Fq[x]. Claramente, 7(x) € de grau 1, 7(x) # x e, como F,» é um corpo perfeito, 7(x) aparece com multiplicidade
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um na fatoracdo de #(x) em Fq[x]. Como fi(x) e f2(x) sdo coprimos em FF,[x], também sdo coprimos em

Fq[x]. Logo, 7(x)?> é a maior poténcia de 7(x) que aparece na fatoracio de v,(x)? ~!. Podemos assim concluir

q" —1|any e, de mdc(a,g" — 1) = 1, obtemos ¢" — 1 | np, o que é uma contradi¢do. Assim, #(x)* deve aparecer

na fatoracdo de fi(x) e, repetindo o raciocinio acima, obtemos ¢" — 1 | np, o que é uma contradicdo. Portanto,
vi(x)

n_q _
se np # 0, entdo v(x) ndo é da forma (W)q em [F,(x).

Seja T, o conjunto dos elementos B € Fy» tais que v(8) = 0 ou v(B) ndo esteja definido. Se0 € T, entdo T, = S ¢

e, do Lema 1.79(a), obtemos

] =| Y @) =| > nv@)| < (my +mo)gd.

a/EFqn \Sf (YEIFqn \T,
Se 0 ¢ T, entdo

ol =| > aw@)|=| > n@)-neo)|.

(IE]Fqn \S s aEFqn \T,

Logo, I,\7f(771, 12, 1//)| <(my+mp— l)q% + 1 e, portanto, em todos 0s casos obtemos |,\7f(171, m, )| < (my +m2)q%.

(v) Finalmente, consideremos que i ndo seja o caracter trivial e 171 ou 775 ndo seja o caracter trivial. Em particular,

d, # 1 oud, # 1. Obviamente, x ndo é da forma r(x)?" — r(x) em Fq(x). Logo, podemos usar o Lema 1.79(b).

Como no caso anterior, seja T, o conjunto dos elementos 8 € F» tais que v(8) = 0 ou v(8) ndo estd definido. Se

0€eT,,entdo T\, = S s e, do Lema 1.79(b), temos

o) =| > nwe@)w@)| < (i +my + gd.

a EIFqn \T,

Se 0 ¢ T, entdo

)| =] Y ne@)w@) - nvO)(@)] < (mi +my)gt +1

dqun \TV

e, em todos os casos, obtemos Ij/f(m, n2,¥)| < (my +my + l)q%.

Uma vez que todos os casos foram analisados, usamos as desigualdades obtidas para limitar N¢(ey, e2, g). Sejam

1o o caracter multiplicativo trivial e ¥y o caracter aditivo trivial. Escreva
Ny(er,e2,8) = 0(e1)0(€2)Oy(g)(S1+S2+S8S3+84+S5),
sendo

S1= X (0,10, ¥0),

Hq(h) s
Sy = E — X r(mo, no, ¥),
e %) oiGhn
+
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_ \ M)
@(d1)

Z /\71'(771,770’ l//O),

dle ord(n1)=d;

di#1

dy)u(d
Z e )tcz) Z X £ (1,12, ¥0)

diler,dlex (d1)p(dn) ord(n1)=d;
dr#1 ord(172)=d>»

p(dr)p(da )y (h) i
VRV REVYETEN X (1,12, 9).
d”@%‘m @(d1)p(d2)py(h) Ord(%:dl f

di#1 or dr#1 ord(12)=d>
1#hlg Ord(y)=h

Ss =

Da anélise realizada acima e usando que ha ¢(d;) caracteres multiplicativos de ordem d, ¢(d;) caracteres multiplica-

tivos de ordem d» e ¢,(h) caracteres aditivos de F,-ordem &, obtemos

S2+S3+Sa+Ssl < (m+m+Dgi( D ju@)llu@da)liug(h)

dile1,dalez,hlg
(d1,d2,h)#(1,1,1)

(my +my + 1)g? (W(e)W(e2)Wy(g) — 1).

Por conseguinte, concluimos

Ny(er,ea,g) > 0(e1)0(e2)04(2) (¢" — (my + may + 1)— 22)
(my +my + g (W(en)W(e)Wy(g) - 1)).
Assim, se
q" = (my+m+ Dg2(Wie)W(e)W,(g))
> (my +my+ 1)+ (my +ma + Dg2(W(en)W(e)Wy(g) — 1),
entao Nf(el, e, 8) > 0. O

Corolario 2.4. Se q% > (my+my+1)W(q" - 1)2Wq(x” — 1) entdo, para todo f € Y jn(my,my), existe a € Fyn primitivo

normal sobre Fy, tal que f(a) € Fyn é também primitivo.

O resultado seguinte apresenta uma desigualdade semelhante a outras que apareceram em trabalhos anteriores

sobre elementos primitivos ou normais (ver, por exemplo, [10]).

Lema 2.5. Sejam € um divisor de q" — 1 e {p1, ..., pr} 0 conjunto de todos os primos que dividem q" — 1, mas que ndo

dividem €. Sejam também g € Fy[x] um divisor de x" — 1 e {Py,..., Pg} C Fy[x] o conjunto de todos os polinomios
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ménicos irredutiveis que dividem x" — 1, mas que ndo dividem g em IF,[x]. Entdo

r r
Ni(q"-1,4"-1,x"=1) > ZNf(p,-f,f,g) + ZNf(f,pif,g)
i=1 i=1

S
+2Nf({f, t,Pig) — (2r+s—1)Ny(t, 1, 9). 2.3)

i=1
Demonstragdo. O lado esquerdo de (2.3) conta cada a € Fy» tal que a € primitivo normal e f(«) € primitivo. Observe
que se a € primitivo normal, entdo a é ¢-livre, g-livre, p;{-livre, para todo i € {1,...,r}, e P;g-livre, para todo
ie{l,...,s}. Além disso, se f(a) € primitivo, entdo f(a) ¢ ¢-livre e p;{-livre, paratodo i € {1,...,r}. Isso mostra que

se a € primitivo normal e f(@) € primitivo, entdo @ é contado uma (2r + s — (2r + s — 1) = 1) vez no lado direito de

(2.3). Para qualquer outro « € F, temos que a ou f(a) ndo é p;{-livre, para algumi € {1, ..., 7}, ou @ ndo € P;g-livre,
paraalgumi € {1,..., s} e, portanto, @ ou f(@) ndo serdo contados pelo menos uma vez em pelo menos uma das trés
somas do lado direito de (2.3). O

O proximo resultado serd muito util para os cdlculos da préxima segao.

Lema 2.6. Sejam € um divisor de g" — 1 e {p1, ..., p;} 0 conjunto de primos que dividem q" — 1, mas que ndo dividem
t. Sejam também g € Fy[x] um divisor de X" — 1 e {Py, ..., Py} C Fy[x] o conjunto de todos os polinomios ménicos

irredutiveis que dividem x" — 1, mas que ndo dividem g. Suponha

‘1—2Zp, ZW >0

e seja A = %Ts_l +2. Se q% > (my+my + l)W(f)ZWq(g)A entdo, para cada f € Ty (my, my), existe a € Fyn primitivo

normal sobre F, tal que f(a) € Fyn também é primitivo.

Demonstracdo. Do Lema 2.5, temos

r r
Niq" = 1,q" = 1,x" = 1) = > Nypit.6,9) + ) Ny(t, pit, @) 24)
i=1 i=1

N
+ Y Np(E 6, Pig) = 2r + s = DNf(L, €, 9).
=1

(pi) 1 . ¢q(Pj) 1 )
le——,paratodoze{l, .1 e Qu(P)) = 1 =1 grT(Pj),paratodOJe{l,...,s},

Como 0(p;) = _
b Di i N(P)) q
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podemos reescrever o lado direito de desigualdade acima e obtemos

,
Ne(¢" - 1,4" = 1,xX" = 1) > Z(Nf(pif, £,8) = 0(pNys(L,1,8))

i=1

+ D ((Nf(E pil, 8) = 0(pON (L, £, @)+
i=1

Z(Nf(& £, Pjg) = Oy(P)Ny (L, L, 8)) + ONy(, L, 8).
j=1

De 6(¢p;) = 6(p;))6(€) e (2.1), temos

p(d)p(da)pg(h) N
Ni(pit, £, 8) = 0(p1)0(0)*O,(g) Z m Z X (i, m, ),
dpitdse P EVPEVPE) o i,
hlg ord(np)=d,
Ord(y)=h
paratodo i € {1,...,r}. Por outro lado, para todo i € {1,...,r} separamos o conjunto dos d;’s que dividem p;{ em

dois conjuntos: o primeiro contém aqueles que ndo tém p; como fator, enquanto o segundo contém aqueles que sdao

multiplos de p;. Isso separa a primeira soma em duas somas. Assim,

(d)p(da)ptq(h) N
Ni(pit.6,g) = 6(p)O(£)*® b e 12,
r(pit, €, 8) (P)O(£)"O4(8) d1|;dz|f S@)d)by ) Ord(%:dle(m m,¥)

hlg ord(m2)=d
Ord(iy)=h

p(dy)pa(dy g (h) )
Ay DA Ord(nzl;:dl X2 4)

hlg ord(12)=d,
Ord(y)=h

+ 0(p)O6)*O,(g)
pildi

e, da expressdo para N¢(¢, £, g) (ver (2.1)), obtemos

N¢(pit, t, 8)—-0(p)Ns(L, €, g)

u(dpu(dr)ug(h) .
= 0(p)O(L) Oy (g) Z m Z X (1,12, 9).
pildy,dripit.asle PPEIPEN) e,
hlg ord(2)=d,
Ord(y)=h

De (iv) e (v) na prova do Teorema 2.3 e de

(@Dl d)lig (W) = W(I)*W,(g),
pild ,d;llllpif,dzlf
g

concluimos

IN/(pit. €, 8) — B(pIN£(L, €, 8)| < (my + my + DO(PNO)*Oy(8)q W(E) Wiy(g). (2.5)

@ UFU-FAMAT 29



Pares de elementos primitivos e normais sobre corpos finitos Resultados principais

De forma similar, obtemos

[Nf (L, pit, &) — O(P)INf(L, L, g)| < (my + my + DOA(PHO) O 4(8)q W(E)* Wy(g),

paratodoi € {1,...,r}.

De novo, de (2.1) e usando ©,4(P;g) = ©,4(P;)0,(g), obtemos

(dDp(d)pq () i
N{(E,6, Pig) = 0(020,(P))O e P ).
1(6.L.Pjg) = 6(LYO(P;) q<g>d]%]2|[¢( FATEATNTY Ord(%:d]xf(m m2.0)

hiPjg ord(n2)=d>
Ord(y)=h

(2.6)

Separando o conjunto dos /’s que dividem P;g em dois conjuntos, a saber, o primeiro contém aqueles que ndo

tém P; como fator, enquanto que o segundo contém aqueles que sdo multiplos de P;, temos

u(dp(da)pg(h) N
Np(L.L.Pjg) = 8(0)’Oy(P)Oy(g) — X 1.m2.)
d”;dz " e(d)e(da)gq(h) d(flzl): o
hlg ord(172)=d,
Ord(y)=h
p(d)p(da)g(h) -
+ 00704 (P))O,(g) — X n1,m. ).
Pjlh,h|P;g ord(172)=d>
Oord(y)=h
Da expressao para N (¢, ¢, g) (ver (2.1)), obtemos
Ny(€,l, Pig)—Oy(PjNy(t, L, 8)
pd)p(da)pg(h) N
= 0()°04(P))O4(g) — (1,72, ).
e dlfzd: o PdDRD)B () Ord(nzl)zdl s
Pjlh,h|P;g ord(m2)=d>
Ord(y)=h

De (ii) e (v) na prova do Teorema 2.3 e de

D @)l ()] = WEPW,(g),

d|€,d>|C
leh,hleg
concluimos
[N, €, Pig) — ©y(P)N(E, €, 8)| < (m1 +ma + 1O Oy (PO, (g)g2 W(EY W,(g). 2.7
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Assim, substituindo os resultados de (2.5), (2.6) e (2.7) em (2.4), temos
Ni(q"-1,4"=1,X"= 1)

0(P) +
i=1 j=1

> SNf (€, €, 8) — (my +my + 10O, ()q> W(E)* Wy(g) [2 0, (P p]

=O0Ny(t, 1, 8)

x S oo |
— (my +my + DO ,()q> W W,(9)(2r + 5 -2 Z — =

- Pt 3 d

= ON¢(L, €, 8) — ((my + my + DO)>O,(8)g> W()> W, ())(5(A — 1)).
De (2.2), obtemos

NiCLg) > 00O (8)(¢" — (my +ma+ 1) = (my +my + gt (WO Wy(g) - 1))

> 0(0)*0,()(g" — (my +ma + 1)g2 W()*W,y(g)),

pois (my + my + l)q% —(my+mp+1)>0.

Da hipétese, temos ¢ > 0, portanto,
Ni(q" = 1,¢" = 1, 2" = 1) > $0(0* O (g)(q" — (m1 + my + 1)g2 W(0)>W,(2)A).

Desta forma, se ¢" > (m; + my + l)q%W(f)qu(g)A, entdo Ny(¢" - 1,4" - 1,x" = 1) > 0. O

Defini¢do 2.7. Dados inteiros positivos my e my, seja B(my,my) o conjunto dos pares (q,n) € Z2, com q a poténcia

de um primo, tais que para cada [ € ' ;n(my,my) existe um elemento primitivo a € Fyn normal sobre F,; com f(a)

primitivo em Fgn.

Note que, se n; < my e ny < my, entdo B(my,my) C B(ny, ny), pois Tyn(ny,ny) C Tyn(my, my). Terminamos a
presente se¢do provando que existe s6 um niimero finito de pares (g,n) € Z2 tais que g é a poténcia de um primo e

(q.n) & B(m1,my).

Proposiciio 2.8. Existe somente um niimero finito de pares (q,n) € Z2 tais que q é a poténcia de um primo e (q,n) ¢

B(my, my).

Demonstragdo. Claramente, todo elemento « € F, € normal sobre F, e ¢ bem conhecido que se @ € F,> € primitivo,
entdo @ também € normal sobre F,. Assim, paran = 1 oun = 2 temos (g, n) € B(m,my) se, e somente se, para todo
f € Yyu(my,my), existe um elemento primitivo @ € F» tal que f(a) também € primitivo. De [12, Thm. 3.1], sabemos
que uma condicdo de suficiéncia para a existéncia de um tal elemento é ¢"/> > (m; + my)W(q" — 1)*>. Usando o Lema
1.81 e escolhendo um nimero real t > 4 podemos verificar que se g > ((m; + mz)At)O-%)", entdo (q,n) € B(my,my).

Em particular, existe somente um nimero finito de pares (g, n) ¢ B(m,m;), quandon =1 oun = 2.
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Vamos supor agora n > 3. Pelo Corolario 2.4, como W,(x" — 1) < 2" e usando o Lema 1.81, para algum niimero

n 2n . . .
realt > 4,se g2 > (my +my + 1) -At2 -qt -2" entdo (gq,n) € B(my, my). Em particular, dado um inteiro n > 3, se

2
g2 (2" (my +my + 1)- A7) (2.8)

entdo (q,n) € B(my,my). Isso quer dizer que, para um ndmero inteiro n > 3 dado, existe um ntimero finito de

poténcias de primos g tais que (g, n) ¢ B(my, my).

A desigualdade g3 > (my +my + 1) - A2 - ¢ - 2" é equivalente a

In((my +my + 1) - A?)
(51 Ing-1In2

t

2.9

4Ing

. ~ Lo ~ 2 .
hg=2in2 Veja que a fun¢do do lado direito € uma funcdo decrescente de g > 273 Isso quer dizer que se

para t >
escolhemos ¢ > 29, entdo o lado direito de (2.9) € uma funcio decrescente de g > 5. Assim, se N é um inteiro positivo
tal que (2.9) é valida para g = 5, para algum ¢ > 29, entdo (g, n) € B(m;, m;) para todas as poténcias de primos g > 5

e todo inteiro positivo n > N.

De [26, Lemma 2.11], paran > 16

n+5

2% seq=2,
Wy(x" = 1) < 25 e qg=3,
252 seq=4.

Para esses valores de ¢ podemos mudar a desigualdade (2.9) por

A2
i (et AD oy 3) para algum 1> 8 se g = 2,
] 1)A%)+%In2
n> “(("zlt;:’;zl; 3)_ ltl):ZS . para algum ¢ > 7 se g = 3, (2.10)
2t 3
A2
3L (—ln((mlﬁ':iﬂ)A’) + 1) para algum ¢ > 6 se g = 4.

Das desigualdades (2.9) e (2.10), obtemos que existe um inteiro positivo M tal que se n > M, entdo (g, n) € B(m, my),
para toda poténcia de primo ¢. Para os inteiros positivos n < M temos, pelo que foi feito antes, que existe um nimero

finito de poténcias de primos tais que (g, n) ¢ B(my, my). O

2.3 Exemplos numéricos

Nessa secdo vamos determinar 5(3, 2), exceto talvez para um nimero finito de pares (g, n), que iremos listar.

Proposicio 2.9. Sejam q a poténcia de um primo e n > 3 um inteiro positivo. Temos (q,n) € B(3,2) para g > 3.74-10°

en=3,paraq>391-10"en=4,paraqg>25-100en=35, eparaqg>23en>6.
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2t

Demonstragdo. Da desigualdade (2.8), se g > (2 - {6 ‘A%)F4 ¢ valida, para algum ndmero real ¢t > 4, entdo (g, n) €
$(3,2). Usando essa desigualdade, construimos a Tabela 2.1, em que cada linha mostra valores de #, n e M(n, t) para

0s quais obtemos (g, n) € B(3,2), sempre que g > M(n, t).

t n M(n,t)
6.3 |3 3.74 - 10°
6.3 | 4 3.91-10’
645 2.5-10°
6516,7,8,9 394155
6.7 | 10,11,...,157 | 9239

9 | n>158 23

TaBeLA 2.1: Valores de g, com n e ¢ dados, para os quais (g, n) € B(3,2).

Vamos refinar a cota inferior de g, quando n > 6. Comegamos testando a desigualdade ¢ > 6W(€)2Wq(g)A, que
aparece no Lema 2.6, tomando poténcias de primos ¢ no intervalo 9239 < g < 394155, com ¢ = mdc(¢"—-1,2-3-5-7),
g=1lene{6,7,8,9}. Neste caso obtemos (g, n) € B(3,2) para todos esses valores de g e n. A seguir, combinamos a
condigdo do Corolério 2.4 com a cota no Lema 1.81, para obter a desigualdade ¢ > 6At2q27" W,(x" = 1) que € vilida
para as poténcias de primos 23 < g < 9239 e 65 < n < 157, quando tomamos ¢ = 7. Assim, obtemos (¢g,n) € 8(3,2)
para esses valores de g e n. Tomando ¢ = 8, a desigualdade € vélida para as poténcias de primos 23 < g < 9239 e n no
intervalo 6 < n < 65, exceto para 7713 pares (g, n). Para testar se estes pares pertencem a B(3, 2), usamos novamente

o Lema 2.6, tomando £ = mde(q" —1,2-3-5-7) e g = 1, e obtemos uma resposta afirmativa, exceto para os pares

(32,31),(27,26),(27,52),(25,24), (25, 48), (49, 48), (23, 22),
(23,44),(31,30),(37,36), (41,40), (43,42), (47,46), (53, 52).

Para verificar se esses pares pertencem a $(3,2) usamos uma vez mais a condi¢do do Lema 2.6, novamente com
¢ =mdc(q" - 1,2-3-5-7), mas desta vez tomamos g como sendo o produto de todos os fatores lineares de x" — 1, e

obtemos que todos esses pares pertencem a $B(3, 2). O

O préximo resultado serd ttil no estudo do caso n = 3.

Lema 2.10. Seja g a poténcia de um primo. Se p # 3 é um niimero primo tal que p | ¢* + q+ 1, entdop { g— 1 e

p =1 (mod 6).

Demonstracdo. De mde(qg—1,4> +g+1) = mde(g—1,3) € {1, 3} e do fato que p # 3 é um divisor primo de ¢> + g+ 1,
obtemos pf g—1. Como p | g>°~1eqg # 1 (mod p), temos ¢ um elemento de ordem multiplicativa 3 em F,,, portanto,

3| p—1. Por outro lado, qualquer que seja o inteiro ¢, g*> + ¢ + 1 é impar, logo p # 2. Isso implica p = 1 (mod 6). O
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Proposicao 2.11. Seja g a poténcia de um primo. Entdo (q,3) € B(3,2), exceto eventualmente para

q€1{2,4,8,16,3,9,27,81,5,25,7,49,11,121, 13, 17,

19,23,29,31,37,43,61,67,71,79,151,211,331}.

Demonstra¢do. Do Lema 2.9, (¢q,3) € B(3,2), parag > 3.74 - 10°. Assim, podemos assumir g < 3.74 - 10°. Seja

@ +qg+1 =3“°'ﬁp?"
i=1
a decomposicdo de g> + g + 1 em fatores primos. Do Lema 2.10, p; t g — 1 e p; = 1 (mod 6) parai € {1,...,r}.
Para todo nimero natural k, sejam S, e ,, respectivamente, a soma dos inversos e o produto dos primeiros » nimeros
primos da forma 6 + 1. Entdo P, < q2 +g+1<1.3988-: 109 e, como Py; <2107 e 2- 10! < Py,, devemos ter
r < 11. Para verificar se (g, 3) € B(3,2), usamos a condi¢do q% > 6W(¢)? W,(g)A que aparece no Lema 2.6, tomando

{=¢g—1eg=1.Vamos supor g > 10*. Entio

521—25,—§>1—2311—i>0.153
q 104

eA=2+ % <2+ 2'3{'533‘1 < 159. Usando a cota do Lema 1.81, obtemos que a condi¢do acima € satisfeita se

3 2 2
q? 2 6-A2-q7 - W,(1)- 159,

o
ou, de forma equivalente, se g > (954-A,2)3"4, para algum nimero real ¢t > 4/3. Tomando ¢ = 3.7, obtemos
(q,3) € B(3,2) para g > 22282. Para verificar se (g,3) € B(3,2) para as 2563 poténcias de primos menores que
22282, verifica-se a condi¢cdo do Lema 2.6 tomando ¢ = mdc(g® — 1,2-3-5) e g = 1. Obtemos (¢, 3) € B(3,2), para

todas as poténcias de primos g < 22282, exceto possivelmente para

q€1{2,4,8,16,3,9,27,81,5,25,7,49,11,121,13,17, 19,

23,29,31,37,41,43,61,67,71,79,151, 181,211, 331}.

Também obtemos (41, 3), (181, 3) € B(3,2), verificando que a condi¢do do Lema 2.6 € satisfeita com os dados

{=2,g=1(paraopar(41,3))ef=2-3,g =1 (parao par (181, 3)). O

Proposicao 2.12. Seja g a poténcia de um primo. Entdo (q,4) € B(3,2), exceto possivelmente para

q€1{2,4,8,16,3,9,27,5,25,7,11, 13,

17,19,23,29,31,37,41,43,47, 83}.
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Demonstragdo. Do Lema 2.9, temos (g,4) € B(3,2) para ¢ > 3.91 - 107. Assim, vamos assumir g < 3.91 - 10”. Seja

,
gt —1=2%.30 .50 .79 14 ]3% . npf"
i=1
a decomposi¢do de q4 — 1 em fatores primos, sendo p; > 13 parai € {1,...,r}. Sejam S, e P,, respectivamente, a
soma dos inversos e o produto dos primeiros 7 nimeros primos maiores que 13. Temos P, < ¢* — 1 < 2.34-10% e,
de P13 < 7.92-10%° ¢ 7.67 - 103! < P19, obtemos r < 18. Vamos supor g > 10°. Queremos aplicar o Lema 2.6, com

¢{=mde(g* -1,2-3-5-7-11-13) e g = 1. Temos
4 4
6>21-28,—->1-2813- — > 0.099
q 103

e A =2+ 28l <9y 2Bl 396 Como W(0) < 20 e Wy(1) = 1, entdo, se ¢ > 3120 > (6 - (2°) - 396)%,
q% > 6W(€)2Wq(g)A. Assim, do Lema 2.6, obtemos (g,4) € B(3,2), para g > 3120. H4 480 poténcias de primos
menores que 3120 e, pelo Lema 2.6 com £ = mdc(q4 -1,2-3-5)e g =1, obtemos (¢,4) € B(3,2), para toda poténcia

de primo ¢, exceto talvez para

q€1{2,4,8,16,32,3,9,27,5,25,7,49,11,13,17,

19,23,29,31,37,41,43,47,53,61,67,73, 83}.

Para esse valores usamos novamente o Lema 2.6, tomando £ = mdc(q4 -1,2-3)e g =1, e obtemos (¢,4) € B(3,2),

para g € {32,49,53,61,67,73}. O

Proposicao 2.13. Seja g a poténcia de um primo. Entdo (q,5) € B(3,2), exceto possivelmente para q €

{2,3,4,5,7,9,11, 16}.

Demonstra¢do. Do Lema 2.9, temos (gq,5) € B(3,2), parag > 2.5 - 10°. Assim, assumimos g<25- 10°. Existem
183404 poténcias de primos menores que 2.5 - 10° e, para estas poténcias de primos, usamos o Lema 2.6 tomando
¢ =mdc(g’ —1,2-3-5)e g = 1. Obtemos (g, 5) € B(3,2), para todas as poténcias de primos g, exceto possivelmente
paraq € {2,3,4,5,7,9,11,16,31}. Também obtemos (31,5) € B(3,2), pelo Lema 2.6, tomando agora £ = 2 -3 e
g=1 O

Agora vamos tratar os casos em que 2 < g < 19. No que se segue, iremos limitar W(u) com 4 = ¢" — 1, sendo

q a poténcia de um primo p. Como p { ¢" — 1, podemos usar outra variante da constante A; no Lema 1.81, isto &,

definimos
~ 2
iy,= ] = Q2.11)
%)<21 “/@
0#p
@ € primo

Proposicao 2.14. Para g =2 e n > 3, temos (2,n) € B(3,2), para todo n € {13,17,19,21,22,23} e todo n > 25.
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Demonstracdo. Para verificar se (2,n) € 8(3,2), comecamos procedendo como no segundo pardgrafo da prova da

Proposi¢do 2.8, com a diferenga que, no lugar de usar A;, usamos o nimero A, ; definido acima. Temos

i 2
t2 = =
’ U
p<2! \/@

PE2
¢ € primo

Dessa forma, temos W(2" — 1) < A,,z - 2% e obtemos que se

n>

m2 1

4 (In6-A) 5
r—8 ’

para algum ¢ > 8 (ver (2.10)), entdo (2,n) € B(3,2). Tomando ¢ = 9.8, obtemos (2,n) € B(3,2), paran > 1237. A
seguir, obtemos que a desigualdade 2% > 6 'Aiz 2% Wa(x" — 1) é vélida, para 156 < n < 1236, quando tomamos
t = 8.1. Assim, do Coroldrio 2.4, também temos (2,n) € B(3,2), para esses valores de n. Agora verifica-se a
desigualdade 27 > 6-W2" - 1)? - Wa(x" — 1) do Corolério 2.4 e obtemos que isso € vdlido para n > 17, exceto
para n € {18,20,21,22,24,28,30,36,45}. Para essas excecdes e para os inteiros x tais que 3 < n < 16 usamos o
Lema 2.6 com £ = mdc(2" — 1,3 - 5) e g como sendo o produto dos fatores monicos irredutiveis de x* — 1 de grau k

com 2% < 2 - n (isto é feito para aumentar as chances de ¢ ser positivo). Nesse caso, obtemos (2,n) € B(3,2), para

n € {13,21,22,28,30, 36, 45}. O

Proposicao 2.15. Para g =3 en > 3, temos (3,n) € B(3,2), para todo n € {11,13,14,15} e todo n > 17.

Demonstracdo. Como antes, procedemos como no segundo paragrafo da prova da Proposicdo 2.8 e como 3 4 3" — 1,
no lugar de A, usamos At’3, de tal forma que W(3" — 1) < A;g .37 é vélido para t > 0. Da desigualdade (2.10), para o
caso ¢ = 3 e tomando 7 = 8.8, obtemos (3, n) € B(3,2), para os inteiros n > 373. Para 122 < n < 372, a desigualdade
32 > 6- Ai3 37 W5(x" — 1) é valida, se tomamos ¢ = 8. Portanto, do Corolario 2.4, obtemos (3,n) € B(3,2),
para n nesse intervalo. Para 3 < n < 121, verificamos que a desigualdade 32 > 6-W3" = 1)*- W3(x" — 1) ndo é
vélida para n € {18,20,22,24}. Logo, pelo Corolario 2.4, obtemos (3,n) € B(3,2), para 17 < n < 121, exceto para
n € {18,20,22,24}. Para3 < n < 16 e n € {18,20,22,24}, verifica-se a desigualdade que aparece no Lema 2.6,
tomando ¢ = gcd(3" — 1,2 - 5) e g como sendo o produto dos fatores monicos lineares de x” — 1. Nesse caso obtemos

(3,n) € B(3,2), paran € {11,13,14,15, 18, 20, 22, 24}. O

Proposicao 2.16. Para g =4 e n > 3, temos (4,n) € B(3,2), paran = 11 e todo n > 13.

Demonstragdo. Mais uma vez vamos proceder como na prova da Proposi¢do 2.8, tomando A, no lugar de A;. Da
desigualdade (2.10), para o caso g = 4 e tomando ¢t = 8, obtemos (4,n) € B(3,2) paran > 163. A desigualdade
43 > 6- A,zl . 427” - Wa(x* — 1) com ¢t = 7 é vdlida, para (4,n) € B(3,2) tal que 86 < n < 162. A desigualdade
47 > 6- W@ — 1)% - Wa(x" — 1) se verifica para 3 < n < 85, exceto se n € {14,15,18,21,30}. Do Corolario 2.4,

resulta (4,n) € B(3,2), para esses valores de n. Finalmente, a condicao 43 > 6W(6)? W4(g)A do Lema 2.6 se verifica
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paran € {11,14,15, 18,21, 30}, tomando ¢ = gcd(4* —1,3-5-7) e g sendo o produto de fatores lineares de x* —1. O

Proposicao 2.17. Para g =5 en > 3, temos (5,n) € B(3,2), para todon > 13 e paran € {7,9,10, 11}.

Demonstracdo. De [26, Lemma 2.11], temos W5(x" — 1) < 23%6 ¢ do Lema 1.81, temos Wia"-1) < At,S .57, com
um ndmero real ¢+ > 0. Do Teorema 2.3, resulta que se 53 > 6W(5" = 1)2Ws(x" — 1), entdo (5,n) € B(3,2). Dessa
forma, (5,n) € B(3,2), se n satisfaz

n ~ 2n n
58264557 - 250,
para algum ndmero real ¢ > 0. O dltima desigualdade é equivalente a

In(6-A75)+6In2
nz )
(55— 11n2

t

2.12)

quando (%)lnS - %ln2 > 0, que é vélida, por exemplo, se r > 5.62. Para t = 7.8, obtemos (2.12) satisfeito para
n > 127. A seguir, verificamos a condi¢do 5% > 6W(5" — 1)>Ws(x" — 1) do Corolério 2.4, para 3 < n < 126 e obtemos
5,n) € B(3,2), paratodon > 25 e paran € {11,13,15,17,19,20,21,22,23}. Novamente verificamos a condi¢do
q% >6-W()? - Ws(g)-AdoLema 2.6, com{ = mdc(q" — 1,2 - 3) e g sendo o produto de fatores lineares de x" — 1, e
obtemos (5,n) € B(3,2), paran € {7,9, 14,16, 18,24}. A mesma desigualdade comn = 10, £ =2 -3 e g = 1 mostra

que (5,10) € B(3,2). O

Proposicao 2.18. Sejam q €{7,8,9,11,13,16,17,19} e n > 3. Temos (q,n) € B(3,2), exceto possivelmente para

(7,3),(7,4),(7,5),(7,6),(7,8),(7,12),(8,3),(8,4),(8,7),(9,3),(9,4),
9,5),09,6),(9,8),(11,3),(11,4),(11,5),(11,6), (13, 3),(13,4), (13, 6),
(16, 3),(16,4),(16,5),(17,3),(17,4),(19, 3),(19,4), (19, 6).

Demonstragdo. Seja s o nimero de fatores irredutiveis monicos de x" — 1 € Fy[x]. Dessa forma, W,(x" — 1) = 2% e,

de [26, Inequality (2.10)], conseguimos limitar s por
1
s < E(n+mdc(n,q— 1)).

Suponha n > 19. Entdo mdc(n,q — 1) < n/2 e, portanto, Wy(x" — 1) < 2%, Seja p a caracteristica de F;. Do Lema

1.81edep4tqg"—1,temos W(g" - 1) < At,p (q" - 1)% e, do Coroléario 2.4, temos se

q%26.At,p.qT'24’

~2 2n 3n

para algum nimero real ¢ > 0, entdo (g, n) € B(3,2). A desigualdade acima equivale a

In(6- A7)

T (5HIng-3m2’
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sempre que (%‘)lnq - %an > 0. Na Tabela 2.2, mostramos os valores de g e intervalos de n para os quais essa

desigualdade € vélida, junto com o valor de ¢ usado para cada caso.

t q n |t ¢ n |t ¢ n |t ¢ n
104 7 n>649 |94 9 n>289 |86 13 n=>138 |81 17 n=95
98 8 n>403| 9 11 n>186 |81 16 n>100| 8 19 n>84

TaBELA 2.2: Valores de 1, com ¢ e ¢ dados, para os quais (g, n) € B(3, 2).

Para 7 < ¢ < 19, verificamos a condigdo g2 > 6Aipq27" W, (x" = 1) com A, , como em (2.11) e com ¢ = 8. Para os
pares (g, n) que ndo se encontram na Tabela 2.2 e para aqueles pares que essa condi¢@o ndo € satisfeita, verificamos a
desigualdade q% > (m +my + 1)W(€)2Wq(g)A do Lema 2.6, tomando £ = mdc(q¢" — 1,2 - 3 - 5) e g sendo o produto

de fatores lineares de x" — 1. Dessa forma, obtemos (g, n) € B(3,2), com n > 3, exceto para os seguintes pares:

(7,3),(7,4),(7,5),(7,6),(7,7),(7,8),(7,9),(7,12),
(8,3),(8,4),(8,6),(8,7),(9,3),(9,4),(9,5),(9,6),(9,8),
(11,3),(11,4),(11,5),(11,6), (11, 10),
(13,3),(13,4),(13,5),(13,6),(13,8), (13, 12),

(16, 3),(16,4),(16,5), (16, 6), (16, 45),
(17,3),(17,4),(17,6),(17,8),(19,3),(19,4), (19, 6).

Para esses pares, usamos novamente o Lema 2.6, com £ = ged(¢" —1,2-3-5)e g = 1, e obtemos (g, n) € B(3,2), para
(g.n) €{(7,7),(7,9),(8,6),(11,10),(13,5), (13, 8), (16, 6), (17, 6), (17, 8)}.

Também obtemos (13, 12),(16,45) € $B(3,2) usando o Lema 2.6 parag = 13 en = 12, tomamos { =2-3-5-7 e
g=x—-1(x+1),eparag=16en =45, tomamos £ = 3-5-7 e g como sendo o produto de fatores mdnicos lineares

de x* - 1. O

Os préximos resultados seguem a ideia dada em [5, Propositions 3.3 and 3.4]. Para tal precisaremos do que se
segue. Para uma poténcia de primo ¢ e um inteiro positivo n, denotamos por 9i(g, n) o niimero de elementos primitivos

de Fy» que sdo normais sobre F,.

Proposicao 2.19. Sejam q a poténcia de um primo e n > 3. Se N(q,n) < my +my + 1, entdo (q,n) ¢ B(my, my).

Demonstragdo. Sejam N = (g, n) e {ay,...,ay} o conjunto de todos os elementos primitivos de [F;» que sdo normais
sobre F,. Como N < m; +my + 1, podemos escolher polindmios fi(x) e f>(x) de graus m; e my, respectivamente, tais

que fi(a;)fo(a;) = 0,paratodo j=1,...,N -1, filan) fr(an) # 0 e f(x) = 223 € Ty (my, my). Dessa forma, f(a;)
1

ndo é primitivo, paratodo j = 1,...,N — 1, e, tomando 8 = Ty’ temos h(x) = Bf(x) € Tpu(my,my) e h(ay) = 1

também ndo € primitivo. Isso prova que (g, n) ¢ B(m, my). O
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Proposiciio 2.20. Sejam g = 2, n > 3 e m = max{m,, my)}. Se
M+90(q"—1)>q”+ 1,
m
entdo (q,n) € B(my, my).
Demonstragdo. Sejam f(x) = fi(x)/ f(x) € Lyn(my,mp) e

Ay = {a € Fy | a primitivo normal sobre F, e f>(a) # 0}.

Claramente |A¢| > N(g, n) —my > N(g,n) —m. Seja f: Ay — Fyn definida por & — f(a). Dado 5 € f(Af), existem
no maximo m elementos @ € Ay tais que f(a) = S, j que « deve ser uma raiz do polindmio fi(x) — Bf2(x). Assim
m(q’ n) —m m(q’ I’l) _

If(Ap)] > = 1.
m m

. . N(g,n
Como existem ¢(g" — 1) elementos primitivos em Fy:, temos que se (q.1)

-1+ ¢(@" - 1) > ¢", pelo menos um

elemento da forma f(«) € primitivo para algum a € Ay e o resultado segue. O

Lema 2.21. Temos (2,3),(2,4),(2,6),(3,3),(3,4) ¢ B(3,2) e (2,5), (2,7), (2,11), (8,3) € B(3,2).

Demonstracdo. Como Fg e Fjg possuem poucos elementos, verificamos que 91(2,3) = 3 e 9(2,4) = 4. Assim,
da Proposi¢ao 2.19, obtemos (2, 3),(2,4) ¢ B(3,2). Da mesma forma, calcula-se que %(2,5) = 15, N(2,7) = 49,
N(2,11) =957 e N(8, 3) = 378. Logo, pela Proposi¢do 2.20, obtemos (2, 5), (2,7),(2,11), (8, 3) € B(3,2).

2

Usando o computador, encontramos, para (g,n) = (2,6) e f(x) = x* + x + 1 (além de muitas outras funcdes

racionais), que para todo elemento primitivo @ € Fy», normal sobre F,, f(a) ndo € primitivo.

Para (¢,n) = (3,3) e f(x) = x> + x + 2 (além de muitas outras funcdes racionais), temos que para todo elemento

primitivo a € F,», normal sobre F,, f(a) ndo € primitivo.

3 2 . ~ . .
Para (¢,n) = (3,4), a € Fy tal que a*-a>—1=0e f(x) = % (além de muitas outras funcdes racionais),

temos que para todo elemento primitivo a € F,» normal sobre F,, f(a) ndo € primitivo. O

O préximo teorema resume todos os resultados anteriores.
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Teorema 2.22. Sejam q a poténcia de um primo e n > 3. Temos (q,n) € B(3,2), exceto possivelmente para

S
Il

e qg#+8eq<37, ouqei{d3,49,61,67,71,79,81,121,151,211,331};
e q<3Touqecidl, 43,47,83};

e q€1{3,4,5,7,9,11,16};

e q€{2,3,4,5,7,9,11,13,19};

q €1{3,4,8};

e qe€1{2,3,4,5,7,9};

e ne{910,12,14,15,16,18,20,24};

e ne{910,12,16};

e ne{9,10,12}; e (g,n) €{(5,12),(7,12)}.

S S
I Il

S
Il

S
I

N
Il

A W N O N N N AW
Q

QR R
Il

Além disso, (2,3),(2,4),(2,6),(3,3),(3,4) ¢ B(3.,2).

Como foi mencionado depois da Defini¢do 2.7, se n; < my e ny < my, entdo B(my,my) C B(ny,ny). Assim,
do Teorema 2.22, também poderiamos encontrar informagdes sobre os conjuntos 8(3, 1), 8(3,0), B(2,2), B2, 1),

B(2,0), B(1,1) e B(1,0).
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CAPITULO 3

Progressoes aritméticas em corpos finitos

Seja m > 2 um inteiro positivo. Neste capitulo, discutimos a existéncia de m termos em progressdo aritmética
no corpo Fyu, cujos termos sdo primitivos € pelo menos um deles € normal sobre F,. E claro que a caracteristica
de F, deve ser pelo menos m. Obtemos resultados assintéticos e resultados concretos quando m > 4 ou m < 3,
respectivamente. No caso particular em que m = 2 ou m = 3 e a razio da progressdo aritmética € um elemento de F,
obtemos a lista completa de excegdes. De forma mais especifica, no decorrer do capitulo iremos provar os seguintes

resultados.

Teorema 3.1. Sejam q a poténcia de um niimero primo, m,n > 2 inteiros positivos e 8 € an. Existe um elemento
a € Fyn tal que os elementos a,a + B, a + 2f,...,a + (m — 1)B sdo todos primitivos e pelo menos um deles é normal

sempre que:

(i) m = 2, exceto possivelmente para os pares (q,n) na Tabela 3.6, se q for impar, e na Tabela 3.8, se g for par.

(ii) m = 3 e g é impar, exceto possivelmente para os pares (q,n) na Tabela 3.3, se n > 1, além dos pares (q,n)

dados no Lema 3.22, se n = 6, Lema 3.23 se n = 5, Lema 3.24 se n = 4, Lema 3.25 se n = 3 e Lema 3.26 se
n=2.

(iii) m = 4, mdc(q,6) = 1 e ¢" > 3.31 - 107821,
(iv) m > 5, F, é de caracteristica maior ou igual a m e q é suficientemente grande.
A prova baseia-se em somas de caracteres e o0 método do crivo que proporcionam uma condi¢do de desigualdade
que garante a existéncia de tais progressoes aritméticas. O caso m = 3 estende os resultados de Cohen et al. (ver [13])

sobre trés elementos primitivos consecutivos, bem como o caso m = 2 que estende os resultados de Cohen (ver [7, 8,

9]) sobre dois elementos primitivos consecutivos.

Para 8 € F;, e m = 3, obtemos uma lista completa de excegoes.
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Teorema 3.2. Sejam q uma poténcia de primo impar, n > 2 e B € F,. Existe um elemento a € Fy tal que os elementos

a, @ + B, a + 23 sdo todos primitivos e um deles é normal, exceto para as triplas (q, n, 3) na Tabela 3.4.

Como consequéncia, temos o seguinte resultado sobre 3 elementos primitivos em progressao aritmética.

Corolario 3.3. Sejam q uma poténcia de primo impar, n > 2 e B € F,. Existe um elemento @ € Fy tal que os

elementos a, @ + B, @ + 28 sdo todos primitivos, exceto para as triplas (q, n, ) na Tabela 3.5.

O caso 8 = 1 do corolario acima foi provado por Cohen et al. em [13].
Para 8 € F e m = 2, também obtemos a lista completa de excegdes.

Teorema 3.4. Sejam g uma poténcia de primo, n > 2 e 3 € F,. Existe um elemento « € Fyn tal que os elementos a e

a + B sdo ambos primitivos e pelo menos um deles é normal, exceto para (q,n,) = (2,4, 1).

De modo similar ao Coroldrio 3.3, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.5. Sejam q uma poténcia de primo, n > 2 e B € Fy. Existe um elemento primitivo & € Fyn tal que a +  é

também primitivo.

O caso 8 = 1 do corolario acima foi provado por Cohen em [7, 8, 9].

O capitulo esté organizado da seguinte forma. Na Se¢do 3.1, provamos algumas condi¢des, na forma de desigual-
dades, que garantem a existéncia de progressdes aritméticas formadas por elementos primitivos tais que pelo menos
um elemento da progressio seja normal. Na Secdo 3.2, obtemos alguns resultados assintéticos, assim como a prova
do Teorema 3.1(iii),(iv). Finalmente, na Secdo 3.3 apresentamos a prova dos Teoremas 3.1(ii) e 3.2 e na Secdo 3.4

apresentamos a prova dos Teoremas 3.1(i) e 3.4.

3.1 Resultados gerais

Estamos interessados em encontrar condi¢des para a existéncia de m termos em progressdo aritmética, com uma
razdo dada, de elementos primitivos em F» tais que pelo menos um deles seja normal sobre IF,. Para tal, a seguinte

defini¢do exerce um papel importante.

Definicao 3.6. Para m > 2, seja N,, o conjunto de pares (q, n) tais que, para todo B € Pf]n existe um elemento a € Fyn
para o qual os elementos do conjunto {a + (j — DB | 1 < j < m} C Ep sdo todos primitivos e pelo menos um deles é

normal sobre F,.

Observacao 3.7. Veja que Ny, C Ny,—1. Na realidade, se os m termos da progressdo aritmética a, a+8, ...,a+(m—-1)8
sdo elementos primitivos e um deles é normal, entdo as progressdes a,a+8,...,a+(m-2)Bea+B,a+28,...,a+
(m — 1)B sdo ambas compostas de m — 1 elementos primitivos e em pelo menos uma das progressoes hd um elemento

normal.
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Defini¢ao 3.8. Sejam ey, ..., e, divisores positivos de q" — 1, g um divisor monico de x" — 1 em Fy[x] e B € P:;n.

Denotemos por N(ey, . .., ey, g) o niimero de elementos a € Fyn tais que a+ (i—1)B € e;-livre, para todo i € {1, ..., m}

eexiste je{l,...,m}tal que a + (j— 1)B é g-livre.

Defini¢ao 3.9. Com as notagées da definigdo anterior e para todo j € {1, ...,m}, denotemos por Nj(ey,...,ep,8) 0

niimero de elementos a € Fyn tais que a + (i — 1)B € e;-livre, para todoi € {1,...,m} e a + (j— 1)B é g-livre.
Denotaremos e = (eq,...,e,) € W(e) = ;’il W(e;). Assim por exemplo, quando e = ¢" — 1, temos ¢; = ¢" — 1,

paratodoi € {l,...,m}.

Observe que os conjuntos N(e, g) e Nj(e, g) dependem também de 3.

Observacao 3.10. Das Definicoes 3.8 e 3.9 temos

1 m
N(e,g) > — » Ni,2).
e 8 m; (@8

O préximo teorema € o resultado principal da secéo.

Teorema 3.11. Sejam q a poténcia de um primo, n > 2 um inteiro, ey, ..., e, € N divisores de q" — 1 e g € Fy[x] um
divisor ménico de x"* — 1. Se

g% > mW, ()W (@),

entdo N(e, g) > 0 para todo 8 € IF'“;". Em particular, se
q* = mW,(x" - hYW(g" = 1),
entdo (q,n) € Ny,.

Demonstracdo. Sejaf € F;,l. Vamos encontrar uma cota inferior para N(e, g). Das defini¢bes de p; € kg, das Defini-

¢oes 3.8 e 3.9 e da Observagdo 3.10, temos

1 m m
Negz— > | [pata+i=1p) Y k@ (- 1p).
j=1

aeFn\A | i=1

sendo A = {—(i — 1)B | 1 <i < m}. Das Proposi¢oes 1.72 e 1.77 segue

_ 1 — [l(c_l) ,uq(h) _
N(e,g) > —04(g)0(e) — S (@@, ¥), 3.1
mt ;ZZ@: hzg; o(d) ¢q(h) orf%:d,- Or(%:):h

com (&) = [T, 0(e), ud) = TT%, u(dy), ¢(d) = TI7, ¢(d), 7 = (q1,...,0m), d|& quer dizer d;|e;, para todo

ie{l,....,m}e
m

S@Y = D, |m@: - nml@+m=-1p > we+(i-1p)|.

a€Fn\A j=1
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Progressoes aritméticas em corpos finitos Resultados gerais

Agora vamos separar os possiveis valores de d e h em quatro casos.

e Parad=1eh=1,temos S (M5, ¥0) = m(q" — m), lembrando que 179 é o caracter multiplicativo trivial, Yo é o

caracter aditivo trivial e 5 = (170, . . . , o).

e Parad # 1 and h = 1, considere 1 o gerador do grupo de caracteres multiplicativos (ver Teorema 1.61). Assim,
para todo i € {1,...,m}, existe um inteiro n; € {0,1,...,4" — 2} tal que n;(a) = n(a™), para todo @ € FZ”'

Observe que (n1,...,1n,) # 0, Jjé que d # 1. Dessa forma, temos

S@uol=|m Y m@)-nmla+m-1Dp)|=m| > wF@),

a€Fn\A acFn\A

com F(a) = [17, (@ + (i — 1)B)". Observe que nio existe G € Fq(x) satisfazendo F(x) = G(x)?'" 71, j4 que existe
pelo menos um i € {1,...,m} tal que 1 < n; < ¢" — 2. Portanto, podemos aplicar o Lema 1.79(a), obtendo

IS (@, Yo)l < m(m — 1)g2.

e Parad = 1e h # 1, do Teorema 1.58, segue

1 Grge i = | i wBY] |- 3w < m.
Jj=1

acA

e Parad # 1eh # 1, segue

m

>0 ﬁ nia + (i - DB wla + (j - l)ﬁ)‘
j=1 aeFpn\A i=1
2

J=1

1S (7. ¥

IA

wG-0p ), | |mte+i-1DBv@

aeFn\A i=1

IA

> nF@w@)

a€F\A

m

’

com F(a) = [T (@ + (i = 1)B)" e (ny,...,n,) o conjunto de inteiros positivos que definimos antes. Usando o

Lema 1.79(b), com Dy < m, D, = 1 e D3 = D4 = 0, temos |S (7, )| < m?q?.

Podemos reescrever o lado direito da desigualdade (3.1) como
1 _
—04()0(@)(S1 +S2+ 83 +54),

com

d
S1=Spu0 =m@-m,  52= 2 BTN 5@
7 D ita,
(h) E s 1@ )
Mg H(d) Ky _

S3= Smg.¥)e Sa= — S@,¥).

Ihz|g} ¢q(h) Or(;w):h ’ azp; % o(d) $q(h) or;i(r%:d,- Or%:):h

h# d+1 h# <i<m
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Das consideragdes acima, usando que existem ¢(d) caracteres multiplicativos de ordem d e ¢,(h) caracteres

aditivos de F,-ordem A, obtemos

S1+S2+853+954

\%

S1=1821 =183 =S4l

m(q" —m) — m(m — 1)g2(W(e) - 1)

v

—m*(Wy(g) — 1) = m*q* (Wy(g) - HW(@) - 1)

> mq" —m*q:(Wy()W(@) — 1) + mg2(W(e) — 1) — m?

v

mq" —m*q* (W, ()W) - 1),

ja que m? < mq?. Assim, se g2 > mW,(g)W(e), entdo N(e, g) > 0. Em particular, se q: > mWy(x" = DHW(q" — 1)™,

entdo N(¢" — 1,x" — 1) > 0, paratodo 8 € FZ”' Isso implica que se essa desigualdade é valida, entdo (g,n) € Nj,. O

A técnica do crivo dos préximos dois resultados € semelhante ao do capitulo anterior e outros que apareceram

em trabalhos anteriores sobre elementos primitivos ou normais.

Lema 3.12. Sejam q a poténcia de um primo, n > 2 um inteiro e j € {1, ..., m}. Sejam e um divisor positivo de q" — 1
e{pi,...,pr} o conjunto de todos os primos que dividem q" — 1, mas que ndo dividem e. Sejam também g € F,[x] um
divisor monico de x" — 1 e {hy, ..., hs} C Fy[x] o conjunto de todos os polindomios monicos irredutiveis em Fy[x] que

dividem x" — 1, mas que ndo dividem g. Entdo

r r
N](qn_ lexn_ 1) e ZNj<pieleeZa'“aemag)+ZNj(elypi627e39~"’emyg)
i=1 i=1

+-0 4 Z Nj(et1,...,em-1,piem, g) + ZNJ(‘?’ hig)
i=1 i=1
—(mr+ s — 1N, g). (3.2)

Demonstragdo. O lado esquerdo de (3.2) conta cada @ € F,» para os quais « + (i — 1) € primitivo, para todo
ie{l,...,m}ea+(j—1)5énormal. Observe que se a é um desses elementos, entdo a + (i — 1) & e;-livre, p,e;-livre
paratodoi € {1,...,m}etodot € {1,...,r}. Além disso @ + (j — 1)B é g-livre e h;g-livre para todo i € {1,..., s}.

Assim, a € contado (mr + s) — (mr + s — 1) = 1 vez no lado direito de (3.2). Para qualquer outro a € Fy», temos que

ou a + (i — 1)B ndo é pse;-livre, para algum i € {1,...,m} e algumt € {1,...,r}, ou @ + (j — 1)B ndo € h;g-livre para
algum i € {1,..., s}. Nesse caso @ ndo é contado em pelo menos uma das primeiras m + 1 somas do lado direito de
(3.2). O

Proposicao 3.13. Sejam q a poténcia de um primo e n > 2 um inteiro. Sejam e um divisor positivo de ¢" — 1 e
{P1,....pr} o conjunto de todos os primos que dividem q" — 1, mas que ndo dividem e. Sejam também g € F,[x] um

divisor monico de x" — 1 e {hy, ..., hs} C Fy[x] o conjunto de todos os polindomios monicos irredutiveis em Fy[x] que

r 1 _ ys 1

dividem x" — 1, mas que ndo dividem g. Suponha 6 = 1 —m3_, > i=1 g OesejaAh =2+ %H. Se

q> > mW,(9)W(e)"A, entdo N(g" — 1,x" — 1) > 0.
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Demonstracdo. Seja j € {1,...,m}. Reescrevemos a desigualdade (3.2) na forma

r

Ni@ =12 =1) > > [Ni(pier, ex.....em 8) = 0(pIN;(@. )|
i=1
,
+ [Nj(el,Piez, e3,....em,g) —O0(p))Nj(e, g)]
i=1

+ e +

+ > |Niter, .. emt1, piem. ) = 0(pIN; (@, 9)]
i=1

+ Z [Nj(é, hig) — ©4(h;)N (e, g)] +6N;(2, 8)
i=1

come=e; == e,

Sejai e {1,...,r}. Das Proposi¢cdes 1.72, 1.77, da Defini¢do 3.9 e levando em consideragdo que 6 ¢ uma fungédo

multiplicativa, obtemos

_ wu(d) pg(h) _
Nj(pier,ez,....em8) = Ou(g)0(pi)o(e) — S (@, ¢¥)
! ! d%:el hZIg ¢(d) $q(h) ord(%:d,- Or(;zp):h !

dile; 1<i<m
= 0(pi))Nj(e, g)

_ wu(d) pg(h) _
+0,(2)0(p)o(e) E E — E E S (@, 4),
! ity g PD ) ES i o= '

pildi 1<i<m
dile

com

S j(m,9) = Z m(@) - (e + (m - DBW(a + (j - DP).

a E]Fqn \A

Como na prova do Teorema 3.11, reescrevemos ny(a) - - - (@ + (m — 1)B) = n(F(a)), com F(a) = [T, (a + (i -

DB, (ny,...,n,) o conjunto de inteiros positivos definidos nesse teorema e n um gerador do grupo de caracteres

multiplicativos.

Dessa forma vemos que se ¢ for o caracter aditivo trivial, do Lema 1.79(a), temos |S ;(73, )| < (m — l)q% e se

ndo for o caracter aditivo trivial, do Lema 1.79(b), temos |S ;(77, ¥)| < mq%. Assim,
INj(piet1,e2,...,em &) — O(pIN;(2, 9)| < Ou()8(p1)B@)mg> W, ()W (@).
De forma similar, paratodo ¢ € {1,...,m}, temos

INj(er,...pies....em 8 —O0(pi)Nj(e, gl < ®q(g)9(p,-)9(é)mq% W, (g)W(e).

Sejai € {1,...,s}. Mais uma vez, das Proposicdes 1.72, 1.77, da Defini¢cdo 3.9 e levando em consideracdo que
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®, € uma fun¢io multiplicativa, temos

_ u(d) pg(h) _
0Q,(h)B,(g)d(e) —_— S j(n,¥)
! ! aZ@: mzh:,-g ¢(d) $q(h) ord(n;:di Or;p):h !

1<i<m

Nj(e, hig)

®,(h;)N(e, g)

10,100,060 Y 3 HDLD 5 s

T g (D) P ) orilommd; ord =
hilh 1<i<m

Do Lema 1.79(b), temos |S (77, Yp)| < mq%. Logo,

INj(@, hig) — Oy(h)N (2, 8)| < Oy(h))O,(8)0(@)mg? Wy(g)W (@).

Combinando todas as desigualdades anteriores, obtemos

Ni(@g" = 1,x" = 1) = 6N/(2, )

r N
- 0,(2)0@W, ()W (@)mg* (m D0+ ), ®q<hf>] :
i=1 i=1
Portanto, seguindo as mesmas ideias da prova do Teorema 3.11, temos

N;(@, 8) > ©,(2)0(2)(q" — mq> W,(g)W(e))

e
Ni(@"=T,%" = 1) > O,()0(@)q* [6@3 - mW,y ()W (@))
r S
- mWy()W(@) (m D6+ ®q<h,-)]]
i=1 i=1
= 60,(2)0(@)q* (q° - mW,(W(@)A).
Substituindo W(e) = W(e)™ e levando em consideracdo a Observagdo 3.10, obtemos o resultado desejado. O
O préximo resultado, sobre o caso n = 2, € utilizado para melhorar a cota obtida no Teorema 3.11, para esse caso
particular.

Proposicao 3.14. Para toda poténcia de primo q, se @ € Fp é primitivo, entdo a é normal sobre F.

Demonstragdo. Suponha que a ndo seja normal. Assim, {a, a?} € linearmente dependente sobre F,, o que implica

% € F,. Portanto, @@’ = (@171 = 1. Jaque (g — 1)> < ¢> — 1, temos que o ndo é primtivo, contradicio.

O

Observacao 3.15. Da Proposicdo 3.14 e [13, Theorem 3], se g > (m — l)W(q2 — )" entdo (q,2) € Ny, e de [13,
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Theorem 5], se ¢ > (m—1) (%‘1 + 2) W(e)", entdo (q,2) € Ny, com e um divisor positivo q2—1 ed=1-my;, 1%_ > 0,

no qual p, ..., p, (para r > 0) sdo os primos que dividem g* — 1, mas que ndo dividem e.

Na realidade, [13, Theorem 3] e [13, Theorem 5] tratam do caso 3 = 1, mas se observamos atentamente a

demonstragdo desses teoremas, vemos que os resultados funcionam para todo 3 € .

3.2 Resultados assintoticos

Para aplicar o Teorema 3.11, de forma a obter resultados assintéticos, usaremos (além de outros resultados) casos
particulares da Proposi¢do 1.82.

Corolario 3.16. Seja u um inteiro positivo. Se u > 7.51 - 10338, entdo W) < ué. Se u > 1.39 - 10", entdo

W(u) < u®. Seu>3.31- 102821 entdo W(u) < Ui,

Demonstracdo. Se consideramos r = 149, obtemos P49 < 7.51 - 1038 ¢ % > 1132}3592. Se consideramos r = 473,

101424 . 1 47310g?2 . _ 102821 o 1 852log2
obtemos P473 < 1.39- 10 € 10 > TogPen - Se consideramos r = 852, obtemos Pgsy < 3.31- 10 € T > Toghss -
O resultado segue diretamente da Proposicao 1.82. O

Podemos agora enunciar os primeiros resultados assint6ticos para m = 2 e para m = 3.

Proposicdo 3.17. Sejam q a poténcia de um primo e n > 2 um inteiro. Se ¢" > 7.51 - 1038, entdo (q,n) € N-.

Demonstragdo. Do Lema 1.83, existem inteiros ndo negativos a, b, que dependem de ¢, tais que W,(x" — 1) < 2atb

e, com o resultado do Coroldrio 3.16, quando ¢" > 7.51 - 10°%8, temos 2W,(x" — HYW(q" - 1)*> < 2-2a*0 . g1, Assim,
n

pelo Teorema 3.11, se g2 > 2-2a*? . ¢ (que equivale a (2%) > 2%*4) entio (g, n) € N>. Seja ¢ um inteiro positivo

e suponha ¢ > ¢ = 21°22¢, Se 1 — glogc 2 > 0, obtemos

4q > ql—glogcz
i
Assim, se
4
(q")l—al‘)gﬂ > p4b+4 (3.3)

n
el - ;—‘logc2 > 0, entdo (2%) > 24+4  Observe que,parag > 17, c=17,a=1eb =0,para5 < g < 16, c = ¢,

a=2eb= %,para3§qs4,c=q,a=3eb: WTq_‘Leparaq=2,c=2,a=56b= 15—4,tem0s1—§log62>0
e (3.3). Isso prova que (¢, n) € N, para todo par satisfazendo ¢" > 7.51 - 1038, O

Proposicdo 3.18. Sejam q a poténcia de um primo e n > 2 um inteiro. Se ¢"* > 1.39 - 1014%*, entdo (¢, n) € Ns.

Demonstragdo. Do Lema 1.83, existem inteiros negativos a, b, que dependem de g, tais que W, (x" — 1) < 2a*t. Por

n

outro lado, pelo Corolério 3.16, se ¢"* > 1.39 - 101424, entdo Wy(g" — 1) < gw. Assim, 3W,(x" — 1)W(q" - 1)} <
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n 3n n n 3n .
3.2a%h . 4%, Portanto, pelo Teorema 3.11, se provarmos g2 > 3 -2a*? . 410, entdo (g,n) € N3. Essa tltima

n
is) > 35.25 Como na prova da proposigio anterior, seja ¢ um inteiro positivo e

2a

desigualdade ¢ equivalente a (

N _s
suponha g > ¢ = 2°22¢, Se 1 — 2log, 2 > 0, entdo -+ > ¢'~a1°%2 ¢, nesse caso,
o3

(qn)l—glong 2 35 . 25b (34)

log(1.39-101424)

Dear— > 954, ji que ¢" > 1.39 - 10",

implicaq% > 3.2a%h qlo Se ¢ = 7 e supondo ¢ < 31, temos n >
Assim, mdc(n, q—1)<q—13954n<30ne do Lema 1.84, 0btemosW(x”—1)<260 Dessa forma, para g > 37,
c:37,a:leb:O,para7qu16,c:7,a:ﬁeb:O,paraq:5,c:5,a:3eb:6eparaq:3,c:3,

a=4,b=5,temos 1 — glogc 2> 0e (3.4). Isso conclui a prova. O

Também podemos usar a Proposicdo 1.82 de forma a obter resultados assintéticos para m = 4, o que prova o

Teorema 3.1(iii).

Proposicdo 3.19. Sejam q a poténcia de um primo impar ndo miiltiplo de 3 e n > 2 um inteiro. Se ¢" > 3.31 - 10?821,

entdo (q,n) € N.

Demonstracdo. Como nos casos anteriores usamos o Lema 1.83, o Corolario 3.16 e o Teorema 3.11, para obter que

para determinados valores de a,b e ¢, se ¢" > 3.31-10%21, 1 - 2 Jog 2> 0

22(b+2)

(g% loe2 5 0752 (3.5)

0282

entdo (g,n) € N4. Observe primeiro que se ¢ < 157, entdio n > 310~

og 157~ > 1284, jd que ¢" > 3.31 - 102821 Assim,

9n .
1< 112586571 < 8n e, do Lema 1.84, obtemos W,(x" — 1) < 276, o que quer dizer que nesse caso

mdc(n,g — 1) < g -
podemos escolher a = % e b = 0. Como nio hd poténcias de primos entre 159 e 163, verificamos que 1 - % log.2 >0
e (3.5) sdo validos para g > 163 e (a,b,c) = (1,0,163), para 19 < g < 157 e (a,b,c) = (%,0, 19), parag = 17 e
(a,b,c) = (2,8,17), paraq € {7,9,11,13} e (a,b,c) = (3, qzﬁTq%,q), parag = S5e(a,b,c) = (4,8,5) eparag =3e

(a,b,c) = (5,2, 3). Isso conclui a prova. O

b 5 b
Para m > 4 o resultado seguinte prova o Teorema 3.1(iv).

Proposicao 3.20. Sejam g a poténcia de um primo impar e n, m inteiros positivos tais que n > 2 e m > 5. Existem
constantes c(m) e qo(m), que dependem de m , para as quais se q > c(m), q" > qo(m) e a caracteristica de F, é maior

ou igual a m, entdo (q,n) € Ny,

1
Demonstracdo. Da Proposicao 1.82, existe uma constante go(m) tal que, para todo u > go(m), temos W(u) < u2em+D

mn n mn . . n
e, neste caso, mW,(x" — DW(g" — 1" <m-2"- g% . Como g2 > m-2" - g% § equivalente a (%) > m20m+1)

do Teorema 3.11, se a dltima desigualdade se verifica, entdo (g, n) € N,. Vamos provar que se g > c(m) := 240m+1)

5 q \" 2(m+1
entio (W) > mAmth,

@ UFU-FAMAT 49



Progressoes aritméticas em corpos finitos Ocasom =3

1 rlog?2

Da Proposi¢ao 1.82, podemos escolher go(m) = P,, com r um inteiro positivo que satisfaz Som) = TogP,

e, por
conseguinte, P, > 22rm+ 1) gs0 implica que o r-ésimo primo p, satisfaz p, > 22m+1) 5 12 De [4, Theorem 4.6],
temos (2") > #};2, > r, ja que r > 8 (na verdade, como m > 5, da Proposi¢ao 3.19, temos r > 852). Dessa forma,
m?* < p, < 2". Colocando todas as informacdes juntas, obtemos

n n 1
(ﬁ) >q? > Pr2 > 2r(m+1) > mZ(m+1)’

para todo g > c(m). O

3.3 Ocasom =3

Nessa se¢do vamos tomar m = 3. Comecemos usando a técnica do crivo para abaixar a cota inferior da Proposi¢ao
3.18. Usaremos as seguintes notagdes. Para inteiros positivos k € r denotamos por P(k, r) como sendo o produto dos

r primeiros nimeros primos maiores ou iguais a k e por S(k, r) a soma dos inversos desses primos.

Proposiciio 3.21. Sejam q a poténcia de um primo impar e n > 2 um inteiro. Se " > 3.422-10* ou se ¢ > 37

q" >7.391 - 108, entdo (q,n) € Ns.

Demonstragdo. Vamos usar a notacio da Proposicdo 3.13. Suponha ¢" < 1.39 - 10'4%*, pois ja temos (g, n) € N3, para
g" > 1.39-10'*2*_ Sejam e o produto dos niimeros primos menores que 353 que dividem ¢” — 1 e r o niimero de primos
maiores ou iguais a 353 que dividem ¢" — 1. Como P(353,7) < ¢" — 1 < 1.39 - 10'#?*, temos r < 442. Se u = w(e),
entdo u < 70, ja que hd 70 nimeros primos menores que 353. Defina r(u) = max{r | P, - P(353,r) < 1.39 - 101424},

com P, o produto dos primeiros # nimeros primos. Sejam também 6(353, r(u)) = 1 — 38(353, r(u)) e A(353, r(u)) =
3r(u) -1

5353, r(w)

0 > 06(353, r(u)) > 6(353, r(0)) > 0. Assim, podemos utilizar a Proposi¢do 3.13.

Sejam d e A como na Proposicdo 3.13, com g = x" — 1. Observe que r < r(u) < r(0) = 442 ¢

Como na Proposicdo 3.18, seja ¢ um inteiro positivo e suponha g > c. Existem inteiros ndo negativos a, b, que
dependem de g, tais que W (x" — 1) < 2a*h. Assim, temos 3Wy(x" — DW(e)’A < 3-2a*P .23 . A(353, r(u)). Para
usar a Proposicao 3.13, precisamos encontrar uma cota inferior para ¢". Desta forma, vamos estudar a desigualdade

q> >3- 2a*03u . N353, r(u)).

Como g > ¢ = 21°%22¢  se

3. 23u+b . qflog(,Z . A(353, r(u)) < q%, (3.6)

entio q% > 3W,(x" - DW(e)’A. Se a > log,. 4, entdo (3.6) € equivalente a

2a
qn > (3 . 23u+b . A(353, r(u)))a—logpét )

@ UFU-FAMAT 50



Progressoes aritméticas em corpos finitos Ocasom =3

Do Lema 1.83, podemos escolher (a, b, c) € A, com
A =1{(1,0,37),(3,6,5),(4,5,3)} U {(2 —,q) |7<q< 31}.

Obtemos
2a
max{(3 - 23utb L A(353, r(u)))”""g“A | (a,b,c) € Aand 0 < u < 70} < 2.129 - 10??!

0221

e, pela Proposicdo 3.13, concluimos que se ¢" > 2.129 - 1 , entdo (g, n) € Ns.

072! e repita o processo, com e sendo o produto de nimeros primos menores que

Suponha agora ¢" < 2.129 - 1
101 que dividem ¢" — 1 e com r sendo a quantidade de nimeros primos maiores ou iguais a 101 que dividem ¢" — 1.
Nesse caso, para u = w(e), temos u < 25. Quando g < 31, a caracteristica de F, € menor que 101 e ndo divide ¢" - 1.
Isso significa que pelo menos um dos primos menores que 101 ndo é fator de e, ou seja, podemos supor u < 24. Dessa

forma

2a
max{(3 - 23*b U A(101, r(u)))"‘“’g“‘ | (@,b,c) € Aand 0 < u < 25} < 7.525 - 10%.

Da Proposicio 3.13 obtemos que se ¢" > 7.525 - 103, entiio (¢, n) € Ns.

Repita agora o processo, com e sendo o produto dos nimeros primos menores que 53 que dividem ¢” — 1 e com

r sendo a quantidade de nimeros primos maiores ou iguais a 53 que dividem ¢" — 1. Nesse caso
2a
max{(3 - 2% - A(53,7(u))) " | (a,b,c) € Aand 0 < u < 15} < 7.871 - 10°,

com0<uc<l4,sec<37.

Repetimos esse processo vdrias vezes. A cada etapa escolhemos um nimero primo p tal que e € o produto dos
nimeros primos menores que p que dividem ¢" — 1 e r € a quantidade de niimeros primos maiores ou iguais a p que
dividem ¢" — 1. Mas em todos essss casos, 0 maximo valor de (3 L 23ub A (P, r(u)))"'liﬁ é calculado por (a, b, c) € A,
com A ={(1,0,37),(1,0,31),(3,6,5),(4,5,3)} U{(2, %, q) | 7 < g <29}. A Tabela 3.1 mostra o processo para todas

as poténcias de primos impares.

qg <M p  Valor maximo
M=7871-10* 41 1.368-10%
M=1368-10Y 37 7.379-10%
M=7379-10*" 31 3.422.10%

TaBeLA 3.1: Processo do crivo para toda poténcia de primo g.

A Tabela 3.2 mostra o processo do crivo para g > 37. O

qg' <M p  Valor maximo
M =3422-10% 37 1.71-10%7
M=171-10¥ 31 7.391-10%8

TaBeLA 3.2: Processo do crivo para g > 37.
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3.3.1 Prova do Teorema 3.1(ii)

Da Proposicio 3.21, se n > 85, entdo (¢,n) € Nj para toda poténcia de primo fmpar ¢, ji que ¢"* > 3% >
3.592 - 100 > 3.422 - 10%0. Dessa forma, da Proposi¢do 3.21, verificamos a Proposi¢do 3.13, usando 1(q, n, 3), para

todos os inteiros n entre 7 e 84 e para toda poténcia de primo impar g entre 3 e

[\/”3.422 : 1040] se V3.422 - 109 < 31,
M, = [\/"7.391 - 1038] se V7391 - 1038 > 31,

31 caso contrario.

Obtemos que, para todo par (g,n) com n > 7, existem valores de g e de e tais que g2 > 3Wq(g)W(e)3A, exceto

para os pares mostrados na Tabela 3.3.

n q n q

7 3,7 10 3,5,11
8 3,5,7,9,11,13 12 3,5,7,13
9 3,7 16 3

TaBeLA 3.3: Possiveis excecdes para o Teorema 3.1(ii).

Para finalizar a demonstracdo do Teorema 3.1(ii), vamos tratar cada valor de n € {2, 3,4, 5, 6} separadamente.

Comecemos com o caso n = 6.

Lema 3.22. Sejam g a poténcia de um primo impar e n = 6. Entdo (q,6) € N3, exceto possivelmente para q €

{3,5,7,9,11,13,17,19,23,25,29,31,37,43,61}.

Demonstragdo. Da Proposicdo 3.21, temos (g, 6) € N3, para g > 3006888. Suponha agora ¢ a poténcia de um primo
fmpar satisfazendo ¢ < M = 3006888. Vamos usar a Proposi¢do 3.13 comg=lee = (¢g>—1),se 71 ¢° — 1 ou
e=17(q*-1),se7|q°—1. Seja{pi,...,ps} oconjunto de niimeros primos da Proposi¢io 3.13. Parai € {1,...,r},
temos p; | q6 —-lep;i1 qz —1. Logo3 | ¢(p;)) = pi—1lep; #2,jaque?2 | q2 — 1. Isso quer dizer que o conjunto
{p1,...,pr} estd formado por nimeros primos da forma 6 + 1. Sejam S, e P, respectivamente, a soma dos inversos
e o produto dos primeiros » nimeros primos da forma 6 j + 1 maiores ou iguais a 13. Como {py, ..., p,} € um conjunto
de primos que dividem ¢* + ¢*> + 1 e 7 ¢ {p1,..., p.}, segue P, < [T, pi < g* +¢*> +1 < 8.175 - 10%. Portanto,
r<l4eS, <0.3141. Supondo g > 10*, temos

r S
1 1 6
(5=1—3E ___E deghi21—3-8r——>0.0571
i1 Pi o4 q

eA =2+ %Ts_l < 825.118. Vejaquese g > (3-2%-A>. 825.118)7% para algum ndimero real ¢ > 2, entdo

q3 >3-(2-A;- q%)3 -825.118 > 3Wq(1)W(e)3A,jé que, do Lema 1.81, W(e) < ZW(q2 -1)<2-A;- q%. Portanto,
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da Proposi¢do 3.13,se ¢ > (3 - 23 -A,3 - 825.118) s, para algum ndmero real ¢ > 2, entdo (¢,6) € N3. Paratr =4.53 a

condi¢do acima se torna g > 13051.

Para ¢ < 13051, usando o Algoritmo 1, obtemos que existem valores de g e de e para os quais se cumpre
7 > 3Wq(g)W(e)3A para todo par (g, 6) com g a poténcia de um primo impar entre 3 e 13050, exceto para g € {3, 5,
7,9,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 43, 61}. O

Para n = 5 usamos um argumento similar ao usado no caso n = 6.

Lema 3.23. Sejam g a poténcia de um primo impar e n = 5. Entdo (q,5) € N3, exceto possivelmente para q €

{3,5,7,9,11,13,19,31}.

Demonstra¢do. Da Proposicdo 3.21, temos (g, 5) € N3, para g > 59393736. Suponha agora que g € uma poténcia de
primo impar tal que ¢ < M = 59393736. Vamos usar a Proposicdo 3.13,com g = lee = g — 1. Seja{p1,...,pr}
o conjunto de primos definidos na Proposi¢do 3.13. Parai € {1,...,r}, temos p; | ¢° — 1 e p; ¥ ¢ — 1. Logo,
S51e(p)) =pi—1ep; #2,jiaque 2| g— 1. Isso significa que o conjunto {py,..., p,} estd formado por nimeros
primos da forma 10j + 1. Sejam S, e P,, respectivamente, a soma dos inversos e o produto dos r primeiros nimeros
primos da forma 10 + 1. Como {pi,..., p,} é um conjunto de primos que dividem ¢* + ¢* + ¢> + ¢ + 1, segue

Pr<Tl_, pi<q*+¢>+q*+q+1<1.2445- 10 Portanto, r < 15 € S, < 0.2331. Supondo g > 435, obtemos

r N
1 1 5
5=1—3E —_—E deghi21—3-8r——>0.2892
— Di l-:lq q

eA=2+ 3’%;_1 < 171.433. Seq > (3 -Af’ . 171.433)5%6, para algum ndmero real ¢ > 2, entdo q% >3- (A q%)3 .
171.433 > 3Wq(1)W(e)3A, pois do Lema 1.81, temos W(e) < W(g—-1) < A, - q%. Assim, da Proposicdo 3.13, se
q>@3 -Af . 171.433)537—[6, para algum niimero real ¢ > 2, entdo (g, 5) € N3. Para t = 3.4 a desigualdade acima se torna

q > 439.

Para g < 439, usando o Algoritmo 1, existem valores de g e de e para os quais se cumpre q% > 3Wq(g)W(e)3A,

para todo par (g, 5), com g a poténcia de um primo impar entre 3 e 439, exceto parag € {3,5,7,9, 11,13, 19,31}. O

Para n = 4 obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.24. Sejam q a poténcia de um primo impar e n = 4. Entdo (q,4) € N3, exceto possivelmente para q € {3, 5,
7,9, 11,13, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 109, 113,
127,131, 137, 139, 149, 151, 157, 167, 169, 173, 181, 191, 197, 211, 229, 239, 281, 307, 419, 421, 463, 659, 727}.

Demonstracdo. DaProposicdo 3.21, temos (q,4) € N3, parag > 5214057313. Assim, suponha g < M = 5214057313.
Vamos usar a Proposi¢io 3.13comg=lee = (¢°—1),se 51 g*—~loue =5(g*>-1)se5|q*—1. Seja{py,....p,} 0
conjunto de primos da Proposic¢do 3.13. Como ja vimos antes, isso significa que o conjunto {py, ..., p,} estd composto

por primos da forma 4 + 1 maiores que 5, pois p; | ¢* — 1 e p; ¥ ¢ — 1, paratodo i € {1,...,r}. Sejam S, e P,,
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respectivamente, a soma dos inversos e o produto dos primeiros r primos da forma 4 j+ 1 maiores ou iguais a 13. Como
2
{p1,...,pr} € um conjunto de primos que dividem F+1le5¢{pt,....p) segue P, < [, pi < % <1.36-10".

Portanto, r < 11. Se g > 108, entdo

r N

1 1 4

§=1-3% — - >1-3-8,——>0.0938
Z‘ pi ,Z‘ gleeh " g

eA =2+ %Ts_l < 385.796. Observe que se g > (3 - 23 -Af - 385.796) -5, para algum ndmero real ¢t > 3, entdo

G =3-(2-A-q7)}-385.796 > 3W,(1)W(e)*A, pois do Lema 1.81, W(e) < 2W(g* — 1) < 2-A,-q7. Como 8 | ¢* — 1,

podemos substituir A; do Lema 1.81 por

~ 2 2
At = = 1_I 1—
8 S VB
9] ig odd
prime

Assim, da Proposicio 3.13, se ¢ > (3 - 23 -A? - 385.796) 7%, para algum ndmero real ¢ > 3, entdo (¢,4) € N3.

Para ¢ = 5.5 a condigdo acima se torna ¢ > 1.74 - 108,

Vamos usar novamente a Proposicdo 3.13 com as ideias da Proposicdo 3.21. Sejam e o produto dos primos

menores que 29 que dividem ¢* — 1 e r o nimero de primos maiores ou iguais a 29 que dividem ¢* — 1. Como

16 | ¢* — 1, segue P(29,r) < ‘141—;1 < 5.729 - 103!, Portanto, r < 17. Se u = w(e), entdo u < 9, ja que ha 9 nimeros

primos menores que 29. Denotemos por £, o produto dos primeiros u# nimeros primos. Defina r(#) = max{r |
8- Py P(29,r) <5.729- 1031}, ja que 8 - P, - P(29,7) < ¢* — 1. Sejam & e A como na Proposigdo 3.13 com g = 1

3 +4-1
e suponha g > 10°. Sejam também 6(29, r(u)) = 1 — 38(29, r(u)) — % e A29,r(w)) = 2 + L

6(29, r(u))
3<s<4der<r(u) <r0),temos 6 > 6(29, r(u)) = 6(29, r(0)) > 0. Assim, podemos usar a Proposi¢ado 3.13.

. Como

Como 3W,(g)W(e)’A < 323 A(29, r(u)), da Proposigdo 3.13, se ¢* > 3 - A(29, r(u)) - 2°“, entdo (g,4) € N;.
Dessa forma, obtemos

1

max{(3 - AQ29, r(w)) - 2**) | 0 < u < 9} < 300350.

Conclui-se que se g > 300350, entdo (g,4) € Ns.

Para ¢ < 300350, usando o Algoritmo 1, obtemos que existem valores de g e de e para os quais se cumpre
q* > 3Wq(g)W(e)3A, para todo par (g,4), com g a poténcia de um primo fmpar entre 3 e 300350, exceto para os

valores de ¢ no enunciado do lema. O

Para n = 3 obtemos um resultado similar.

Lema 3.25. Sejam q a poténcia de um primo impar e n = 3. Entdo (q,3) € N3, exceto possivelmente para q € {3, 5,
7,9,11,13,17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 61, 67, 71, 73,79, 81, 97, 103, 107, 109, 121, 127, 131,
139, 151, 157, 163, 169, 181, 191, 193, 211, 241, 277, 289, 331, 361, 373, 421, 463, 529, 541, 571, 631, 661, 691,
751, 841,919, 961, 991, 1171, 1381, 4951}.
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Demonstracdo. Da Proposicdo 3.21, obtemos (¢,3) € N3, para g > 9.042 - 10'2. Podemos assim supor que ¢ é a

poténcia de um primo fmpar menor que M = 9.042 - 10'2. Vamos usar a Proposicdo 3.13,comg=lee=¢q— 1, se

T71q>—1oue=7(g-1),se7|q - 1. Seja{pi,...,p,} o conjunto de nimeros primos da Proposicio 3.13. Como
ja vimos antes, isso quer dizer que o conjunto {py, ..., p,} estd composto de nimeros primos maiores que 7 da forma
6j+1,jaque p;| q3 —lep;tg—1,paratodoi€{l,...,r}. Sejam S, e P,, respectivamente, a soma dos inversos e o
produto dos primeiros r nimeros primos da forma 6 + 1 maiores ou iguais a 13. Como {py, ..., p,} € um conjunto de

ntmeros primos que dividem ¢> + g+ 1e7 ¢ {p1,..., p,}, segue P, < [T, pi < ¢*+q+1 <8.1758 - 10%. Portanto,

r < 14. Se supomos g > 10%, entio

o1 o1 3
5:1‘3Z;‘quegh,- >1-3-8, == > 00579
—_ l =1

eA =2+ % < 761.931. Observe que se ¢ > (3-23- A3 761.931)3%6, para algum ndmero real ¢ > 2, entdo

3

qi 23-(2-A-q1)*-761.931 > 3W,(1)W(e)*A, jd que, do Lema 1.81, W(e) < 2W(g—1) <2- A, - g7.

Assim, da Proposigio 3.13, se g > (3 - 23 -At3 . 761.931)%, para algum ndmero real ¢ > 2, entdo (g,3) € Ni.

Para t = 4.6 a cota acima é g > 1.5555 - 103,

Repetimos 0 mesmo processo para g < 1.5555 - 108, Supondo ¢ > 10°, obtemos r < 9, § > 0.19068 ¢ A <
154.0873. Como acima, se g > (3- 23 -At3 . 154.0873)3%6, para algum nimero real t > 2, entdo (¢, 3) € N3. Parar = 4.5
a cota obtida é g > 2.301 - 107,

Usamos novamente a Proposi¢do 3.13 com as ideias da Proposicdo 3.21. Sejam e o produto dos primos menores
que 23 que dividem ¢* — 1 e r o niimero de primos maiores ou iguais a 23 que dividem ¢> — 1. Como P(23,7) < ¢°—1 <
1.219 - 10?2, temos r < 13. Por outro lado, se u = w(e), entdo u < 8, pois existem 8 primos menores que 23. Agora
P, denotard o produto dos u primeiros nimeros primos. Defina r(u) = max{r | P, - P(23,r) < 1.219 - 1022}, Sejam 6
e A como na Proposicdo 3.13 com g = 1 e suponhamos ¢ > 10°. Sejam também 6(23, 7(u)) = 1 — 38(23, r(u)) — 13?

3r(u)+3 -1

e A3, r(u)) =2+ —————.Como2 <s<3er < r(u) < r0), temos d > 6(23, r(u)) = (23, r(0)) > 0. Dessa
0(23, r(u))

forma, podemos aplicar a Proposi¢éo 3.13.

Como 3W,(g)W(e)’A < 3 - 23 . A(23, r(u)), da Proposigdo 3.13, temos que se g> >3- 2% . A(23, r(u)), entio
(¢,3) € N3. Como

WIS

max{(3- 2% A23,7(u)))’ | 0 < u < 8} < 3.0884 - 10°,
conclui-se que se g > 3.0884 - 10°, entio (g, 3) € Ns.

Suponha agora g < 3.0884 - 10°. Sejam e o produto dos nimeros primos menores que 19 que dividem ¢° — 1 e
r 0 niimero de primos maiores ou iguais a 19 que dividem ¢ — 1. Como no caso anterior, r deve satisfazer (19, r) <

g®> —1 <2946 - 10", Seguindo o mesmo argumento do pardgrafo anterior, obtemos (g, 3) € N3 se g > 821257.

Para ¢ < 821257, usando o Algoritmo 1, obtemos que existem valores de g e de e para os quais se cumpre

g > 3Wq(g)W(e)3A para todo par (g, 3) com g a poténcia de um primo impar entre 3 e 821257, exceto para os valores

@ UFU-FAMAT 55



Progressoes aritméticas em corpos finitos Ocasom =3

de g no enunciado do lema. O

Finalmente, para n = 2, usaremos a Proposicdo 3.14 e a Observagdo 3.15 para obter o seguinte resultado com o

qual conclui-se a prova do Teorema 3.1(ii).

Lema 3.26. Sejam q a poténcia de um primo impar e n = 2. Entdo (q,2) € N3, exceto possivelmente para 1373

valores de q. Veja a Secdo 3.6 para a lista completa das excegoes.

Demonstracdo. Da Proposic¢do 3.21, temos (¢,2) € N3, para g > 2.7187 - 10'°. Suponha agora ¢ a poténcia de um
primo fmpar tal que ¢ < M = 2.7187 - 10'°. Usamos a Observagio 3.15,comg = lecome =g—1,se 51 g + 1
oue =5¢g—-1),se5|qg+1. Seja{pi,...,pr} oconjunto de niimeros primos como na Observacdo 3.15. Como ja
vimos antes, isso implica que o conjunto {py, ..., p,} estd composto de primos maiores que 5 da forma 4 + 1, ja que
pilg*—1lepitqg—1,paratodoi € {l,...,r}). Denotamos agora S, e P,, respectivamente, a soma dos inversos e o
produto dos primeiros r nimeros primos da forma 4 j + 1 maiores ou iguais a 13. Como {p1, ..., p,} € um conjunto de

primos que dividlem g+ 1e5 ¢ {p1,...,p,},segue P, < [I'_, pi < q+1<2.7187- 10'°. Portanto, » < 11. Sejam
1
§=1-3% —>1-3-5,>00938
— Di

eA=2+ 3%‘1 < 343.1514. Se g > (2* -Af -343.1514)73, para algum ndmeroreal t > 3,entdog > 2-(2-A; - q%)3 .

343.1514 > 2W(e)3A, ja que, do Lema 1.81, W(e) < 2W(g—1) <2-A, - q%. Para t = 5.5, a desigualdade acima se
torna ¢ > 5.0381 - 10'6.

Usamos novamente a Observagdo 3.15 junto com as ideias da Proposi¢@o 3.21. Sejam e o produto dos nimeros
primos menores que 29 que dividem g> — 1 (com suas respectivas poténcias) e r o nimero de primos maiores ou
iguais a 29 que dividem ¢ — 1. Veja que r satisfaz P(29,r) < ¢*> — 1 < 2.53825 - 103, supondo ¢ < 5.0381 - 10'°.
Portanto, r < 18. Se u = w(e), entdo u < 9, pois ha 9 primos menores que 29. Podemos supor também 8 | ee u > 1,
ja que 8 | ¢*> — 1. Se denotamos por P, como sendo o produto dos primeiros u nimeros primos, entdo 4P, < e.
Define-se r(u) = max{r | 4 - P, - P(29,r) < 2.53825 - 10%3}. Sejam 6 e A como na Observagdo 3.15. Sejam também
029, r(w)) = 1 — 3829, r(n)) e A9, r(n)) = 2 + % Observe que r < r(u) < r(l) e 6 > 0(29,r(n)) >
0(29, r(1)) > 0, logo podemos aplicar a Observacgdo 3.15. Como 2W(e)’A < 2-23 . A(29, r(u)), da Observacdo 3.15,
se g >2-2%. AQ29, r(u)), entdo (g,2) € N3. Obtemos

max{2 - 2% - A29, r(u)) | 1 <u <9} <7.245-10"

e conclui-se que se g > 7.245 - 10'°, entdo (¢,2) € Ns.

Suponha agora ¢ < 7.245 - 10'°. Mais uma vez, sejam e o produto dos primos menores que 19 (com suas

respectivas poténcias) que dividem ¢ — 1 e r o niimero de primos maiores ou iguais a 19 que dividem ¢> — 1. Usamos

020

0 mesmo argumento que anteriormente, lembrando que P(19, r) < (¢> —1)/8 < 6.5613-10?° e que 8 & fator de ¢> — 1,
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obtemos (g,2) € N3, para ¢ > 6.615 - 108.

Repetimos esse processo com e sendo o produto dos primos menores que 19 (com suas respectivas poténcias)

que dividem ¢*> — 1 e ¢ < 6.615 - 103. Obtemos (g,2) € N3, para ¢ > 3.0024 - 108.

Para ¢ < 3.0024 - 108, usando o Algoritmo 1, eliminando as linhas que envolvem polindmios e substituindo as
linhas 12 e 13 por A = 2 + %’1 eq > (m—1)W(e)"A, obtemos que existem valores de e para os quais se cumpre
g > (m — 1)W(e)" A para todo par (g,2) com g a poténcia de um primo impar entre 3 e 3.0024 - 108, exceto para os

1373 valores de g que aparecem na lista da Secdo 3.6. O

3.3.2 Prova do Teorema 3.2

Usamos o Algoritmo 2 para procurar elementos a € an tais que @, a + B e a + 2 sejam primitivos e um deles
seja normal para todo 8 € F; (trocando 3 por -, o tempo de execugdo desta tarefa € reduzido pela metade). SO resta
verificar a existéncia do elemento «, para os pares (g, n) mostrados na Tabela 3.3 com n > 7 e para as exce¢des dos
Lemas 3.22, 3.23, 3.24, 3.25 e 3.26 com 2 < n < 6. SO para as triplas (g, n, ) mostradas na Tabela 3.4 ndo existe

elemento « satisfazendo as condi¢des indicadas.

(g,n) Valores de 8 (g,n) Valores de

(3,2) BEF, (3,3) BeF

5,2) B € F; B é qualquer raiz

(7,2) B e {£2,+3} 9,3) dos polinémios

9,2) BeF; K+ 2x+2,x° + x+2 e Fx]
(11,2) BeF], (3,4) B €F;

(13,2) Bef{xl,+4,+5,+6} 5,4) B € F;

TaBeLA 3.4: Excecdes para a existéncia de progressdes aritméticas de elementos primitivos com um deles normal.

3.3.3 Prova do Corolario 3.3

Este resultado segue da verificacio das exce¢des do Teorema 3.2. Usamos o Algoritmo 2, removendo as linhas
15 e 17, para procurar a € Fy tal que @, @ + B e @ + 23 sejam primitivos para todo 8 € F;, (trocando 8 e —f3, 0 tempo
de execucdo desta tarefa é reduzido pela metade). As tnicas excecdes encontradas nesse caso sdo as ternas (g, 1, 8)

mostradas na Tabela 3.5.

(g,n) Valores de 8 (g, n) Valores de 8

3,2) BeF; (13,2) B ef{xl, +4,+5,+6}
5,2) B € F; B € qualquer raiz

(7,2) pBe{£2,+3} 9,3) dos polinémios

9,2) BeF, X2 +2x+2,x% + x+2 € Fsx]
(11,2) B e Fy, 3.4 B €T,

TaBeLA 3.5: Excecdes para a existéncia de progressdes aritméticas de elementos primitivos.
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34 Casom=2

Tratamos agora o caso m = 2. Pela Observagdo 3.7, temos N3 C N,. Assim, s precisamos verificar os pares
(g,n) com g impar que falham nos Teoremas 3.1(ii) e 3.2, além de verificar as poténcias de 2. Pela Proposicao 3.17,

para g par, s6 é necessario verificar as poténcias de 2 para as quais ¢" < 7.51 - 10338,

3.4.1 Prova do Teorema 3.1(i) para g impar

Verificamos a desigualdade q% > 2Wq(g)W(e)2A (ver Proposi¢do 3.13), usando o Algoritmo 1, para os 1532
pares (g,n) que sdo as possiveis exce¢des do Teorema 3.1(ii). Para esse pares, o Algoritmo 1 retorna verdadeiro,

exceto para os 155 pares mostrados na Tabela 3.6.

n q n q
12 5,3 3191,2729,2311,2029, 1871, 1861, 1849,
10 3 1709, 1429, 1331, 1301, 1289, 1259, 1231,
8 9,5,3 1091, 1021,911, 881, 859,811,769, 701,
7 3 659,631, 601,599,571, 529, 521, 509,
6 11,9,7,5,3 491,463,461,449, 439,421,419, 409,
5 11,7,5,3 389,379,373,349,337,331,311, 307,
43,41,29,23, 2 293,289,281,271,269,263,251,241,
4 19,17,13,11, 239,233,229,227,223,211, 199, 197,
9,7,5,3 191,181,179,173,169, 167,157,151,
211,121, 67, 149,139,137,131,127,125,121, 113,
3 61,43,37,31, 109,107, 103,101,97, 89, 83,81,79,73,
25,23,19, 13, 71,67,61,59,53,49,47,43,41,37,31,
11,9,7,5,3 29,27,25,23,19,17,13,11,9,7,5,3

TaBeLA 3.6: Possiveis excegdes para o Teorema 3.1(i) com ¢ impar.

3.4.2 Prova do Teorema 3.1(i) para g par

Sejam ¢ = 2 com 1 < k < 596 e n > 2 tais que ¢" < 7.51 - 10°3®. Aplicamos o primeiro dos seguintes métodos

para os pares (g, n) e o segundo método para aqueles pares que falham no primeiro método.

e Pelo Lema 1.83, para g = 2, temos W,(x" - 1) < 2%; para g = 4, temos W, (x" — 1) < 2%; para g = 8, temos
W,(x"-1) < 25+1%: para ¢ = 16, temos W,(x"-1) < 215 e, para g > 32, temos W,(x" — 1) < 2". Levando
em consideragdo ¢" — 1 impar, a constante A, que aparece no Lema 1.81 nfo considera o primo p = 2. Assim,

verificamos g2 > 2W, (X" — l)Atzqun, usando as cotas para A; e para W,(x" — 1) e aplicamos o Teorema 3.11.
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q'-1
mmc(g"—-1,e)*

e Sejam p; um nimero primo, e o produto dos primos menores que p; que dividemq¢"—1eT = Seja

s € N o maior inteiro tal que p; < pp < -+ < p, sd0 primos consecutivos satisfazendo p;p> ... ps < T. Seja

também 6 > 67 1= 1-2 37, 1%[ > 0. A seguir, verificamos se gZ > mWy(xX"=1)W(e)" Ar com Ay := 2+ 2;;1 >A

e aplicamos a Proposicdo 3.13.

Se escolhemos t = 10 e pg = 61, entdo pelo menos um desses métodos funciona, exceto para os pares mostrados

na Tabela 3.7.

q n q n q n
36, 30, 28, 24,21, 20, 8 8,7,6,5,4,3,2 128 2
2 18,16,15,14,12,11, 16 15,10,9,7,6,5, 256 5,3,2
10,9,8,7,6,5,4,3,2 4,3,2 512 2
4 18,15,14,12,10,9, 32 4,3,2 1024 2
8,7,6,5,4,3,2 64 6,4,3,2 4096 3,2

TaBeLA 3.7: Lista parcial das possiveis excec¢des para o Teorema 3.1(i) com g par.

A seguir, verificamos q% > 2Wq(g)W(e)2A (ver Proposi¢do 3.13), usando o Algoritmo 1, para os pares (g, n) da

Tabela 3.7. Dessa forma, obtemos (g, n) € N,, exceto possivelmente para os pares mostrados na Tabela 3.8.

q n q n
2 14,12,10,9,8, 8 4,2
7,6,5,4,3,2 16 3,2

4 12,9,6,5, 32 2
4,3,2 64 2

TaBeLA 3.8: Possiveis excegdes para o Teorema 3.1(i) com g par.

3.4.3 Provado Teorema 3.4

Para provar o Teorema 3.4 s6 precisamos verificar os pares (g, n) mostrados nas Tabelas 3.6 e 3.8. Removemos
a linha 13 e adaptamos as linhas 11, 14 e 15 do Algoritmo 2 para g impar e também adaptamos a linha 4 no caso em
que g € par para procurar elementos primitivos @, + 8 € IFZ,, tal que um deles seja normal. A Unica excecdo real

encontrada € (g, n,8) = (2,4, 1). Isso completa a prova do Teorema 3.4.

3.4.4 Provado Corolario 3.5

Este coroldrio segue diretamente do Teorema 3.4 e de [9, Theorem A], ja que para S = 1 lidamos com elementos

consecutivos.

@ UFU-FAMAT 59



Progressoes aritméticas em corpos finitos Algoritmos da Capitulo 3

3.5 Algoritmos da Capitulo 3

Nessa secdo apresentamos alguns algoritmos utilizados no decorrer do capitulo.

3.5.1 Algoritmo para testar todos os crivos possiveis

Dada a poténcia de um primo ¢ e inteiros positivos n e m, o Algoritmo 1 verifica a Proposi¢do 3.13, sendo

e=[lpg=1I1hC={pr....pte K={h,... hg.
peB heH

O comando len(L) retorna o comprimento da lista L.

Algoritmo 1: Verifica a Proposi¢ao 3.13 para valores dados de ¢, n e m

Entrada: A poténcia de um primo ¢ e inteiros positivos n e m
Saida: verdadeiro ou falso

1 Cond « verdadeiro

2 L « lista ordenada dos divisores primos de g — 1

3 G « lista ordenada de factores irredutiveis monicos de x" — 1

40,j<0

5 enquanto i < len(L) e Cond faca

6 B < primeiros i elementos de L

7 C « tltimos len(L) — i elementos de L
8 H « primeiros j elementos de G

9 K « ultimos len(G) — j elementos de G

1 1
10 6<—1—(m-zl—)+2—qgrau(h)]

peC hek
11 se 6 > 0 entao
m - len(C) + len(K) — 1
12 A2+ ©) (K)
13 res « [q% > m - 2mlen(B)+len(H) | A]
14 Cond < nio res
15 senao
16 ‘ res « falso
17 fim

18 jej+1
19 se j > len(G) entao

20 j<0
21 i—i+1
22 fim

23 fim

24 retorna res

3.5.2 Algoritmo para encontrar ternas de elementos primitivos sendo um dos elementos normal

O Algoritmo 2 procura um elemento @ € Fyn, para todo B € F, tal que @, @ + B e a + 23 sejam primitivos e um
deles seja normal. Para tal, considera-se um elemento primitivo a € Fyn. Se t = Z?:_ol q', entdo (a'/)? = a'/, para todo

j€{0,...,qg — 1}. Isso implica que 8 = a'/ percorre todos os elementos nio nulos de F,. Como @ = —1, basta
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procurar valores de « para cada S definido por j € {0,..., qT_l -1}

Algoritmo 2: Algoritmo para buscar ternas primitivas com um dos elementos normal para g impar

Entrada: A poténcia g de um primo e um inteiro positivo n > 2
Saida: A lista de valores 8 € F, para os quais ndo ha progressdes aritméticas de 3 termos de razdo +8 com
a propriedade desejada
1 a < elemento primitivo de Fx
2 Lista < 0
31X d
4 paraj:Oaté%—lfaga

5 | Beal
6 R «falso
7 u—1
8 enquanto u < ¢" e R ¢ falso faca
9 se mdc(u, ¢" — 1) = 1 entao
10 b« a"
1 seb+pB#0eb+26+0entao
12 m; < ordem multiplicativa de b + 3
13 my « ordem multiplicativa de b + 23
14 sem; =q"—1emy =q" - 1entado
15 se b é normal ou b + 8 é normal ou b + 2 é normal entao
16 R < verdade
17 fim
18 fim
19 fim
20 fim
21 u—u+l
22 fim
23 se R ¢ falso entao
24 ‘ anexar 8 em Lista
25 fim
26 fim

27 retorna Lista

3.6 Possiveis excecoes do Teorema 3.1(ii) com n = 2

Nesta se¢@o sdo mostrados os 1373 valores de g que ndo satisfazem a condi¢cdo g > (m — 1)W(e)"A. Portanto,

esses valores de ¢ sdo as possiveis exce¢des do Teorema 3.1(ii) com n = 2. Ver o Lema 3.26.

3,5,7,9,11, 13,17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 81, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 121, 125, 127, 131, 137, 139,
149, 151, 157, 163, 167, 169, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 289, 293, 307, 311,
313,317, 331, 337, 343, 347, 349, 353, 359, 361, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491,
499, 503, 509, 521, 523, 529, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 625, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691,
701, 709, 719, 727, 729, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 841, 853, 857, 859, 877, 881, 883, 887, 907, 911,
919, 929,937, 941, 947, 953,961, 967,971, 991, 1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1091, 1093, 1103, 1109, 1117, 1123,

1129, 1151, 1163, 1171, 1181, 1201, 1217, 1223, 1229, 1231, 1249, 1259, 1277, 1279, 1289, 1291, 1301, 1303, 1319, 1321, 1327, 1331, 1361, 1369, 1373, 1381,
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1399, 1409, 1427, 1429, 1439, 1451, 1459, 1471, 1481, 1483, 1489, 1499, 1511, 1531, 1549, 1553, 1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597, 1601, 1607, 1609, 1613,
1619, 1621, 1627, 1637, 1667, 1669, 1681, 1693, 1699, 1709, 1721, 1723, 1741, 1747, 1759, 1777, 1789, 1801, 1811, 1831, 1847, 1849, 1861, 1871, 1877, 1879,
1889, 1901, 1913, 1931, 1933, 1949, 1951, 1973, 1979, 1987, 1999, 2003, 2011, 2029, 2039, 2069, 2081, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113, 2129, 2131, 2141, 2143,
2161,2179,2197, 2209, 2213, 2221, 2239, 2243, 2267, 2269, 2281, 2287, 2297, 2309, 2311, 2339, 2341, 2351, 2371, 2381, 2389, 2393, 2399, 2411, 2437, 2441,
2459, 2521, 2531, 2539, 2549, 2551, 2579, 2591, 2609, 2617, 2621, 2659, 2671, 2687, 2689, 2699, 2711, 2719, 2729, 2731, 2741, 2749, 2789, 2791, 2801, 2809
2819, 2851, 2857, 2861, 2909, 2927, 2939, 2969, 2971, 3001, 3011, 3037, 3041, 3049, 3061, 3067, 3079, 3089, 3109, 3119, 3121, 3163, 3169, 3181, 3191, 3221,
3229, 3251, 3299, 3301, 3319, 3329, 3331, 3359, 3361, 3389, 3391, 3433, 3449, 3457, 3469, 3481, 3499, 3511, 3529, 3539, 3541, 3571, 3613, 3631, 3659, 3671,
3691, 3697, 3709, 3719, 3739, 3761, 3769, 3779, 3821, 3851, 3877, 3911, 3919, 3989, 4001, 4003, 4019, 4049, 4079, 4091, 4129, 4159, 4201, 4211, 4219, 4229
4231,4241, 4271, 4289, 4339, 4409, 4421, 4423, 4451, 4481, 4489, 4523, 4549, 4591, 4621, 4649, 4663, 4679, 4691, 4729, 4751, 4759, 4789, 4801, 4817, 4831,
4861, 4871, 4889, 4931, 4951, 4969, 4999, 5011, 5039, 5041, 5059, 5081, 5167, 5171, 5179, 5209, 5237, 5279, 5281, 5329, 5381, 5419, 5431, 5479, 5501, 5519
5521, 5531, 5591, 5641, 5659, 5669, 5711, 5741, 5839, 5849, 5851, 5879, 5881, 5939, 5981, 6007, 6029, 6089, 6091, 6131, 6203, 6221, 6229, 6241, 6269, 6271,
6299, 6301, 6329, 6359, 6379, 6421, 6449, 6469, 6481, 6491, 6551, 6553, 6571, 6581, 6599, 6679, 6689, 6691, 6709, 6719, 6733, 6761, 6791, 6841, 6859, 6869
6889, 6917, 6959, 6971, 6991, 7001, 7019, 7039, 7069, 7129, 7151, 7211, 7229, 7237, 7253, 7309, 7321, 7331, 7349, 7351, 7369, 7411, 7459, 7481, 7489, 7541,
7547, 7549, 7559, 7561, 7589, 7591, 7639, 7669, 7699, 7741, 7789, 7829, 7841, 7853, 7879, 7919, 7921, 7951, 8009, 8059, 8161, 8171, 8191, 8219, 8231, 8269
8329, 8429, 8431, 8501, 8513, 8527, 8539, 8581, 8609, 8669, 8681, 8689, 8737, 8741, 8761, 8779, 8819, 8821, 8839, 8849, 8861, 8929, 8969, 8971, 9001, 9029
9041, 9043, 9049, 9059, 9109, 9151, 9199, 9239, 9241, 9281, 9283, 9311, 9349, 9371, 9409, 9421, 9437, 9439, 9461, 9463, 9479, 9491, 9521, 9547, 9619, 9631,
9661, 9689, 9769, 9791, 9811, 9829, 9857, 9859, 9871, 9931, 9941, 10009, 10039, 10061, 10079, 10099, 10139, 10141, 10151, 10259, 10271, 10289, 10321,
10331, 10429, 10459, 10499, 10501, 10529, 10601, 10609, 10639, 10709, 10711, 10739, 10781, 10789, 10891, 10949, 10979, 11059, 11131, 11159, 11171,
11299, 11311, 11329, 11351, 11369, 11411, 11491, 11549, 11551, 11579, 11593, 11621, 11681, 11689, 11719, 11731, 11779, 11789, 11801, 11831, 11881,
11941, 11959, 11969, 11971, 12011, 12041, 12109, 12167, 12211, 12239, 12391, 12401, 12409, 12451, 12479, 12511, 12539, 12541, 12641, 12671, 12689
12739, 12769, 12781, 12791, 12809, 12919, 12959, 12979, 13001, 13049, 13109, 13159, 13259, 13331, 13339, 13397, 13399, 13411, 13421, 13441, 13469
13649, 13679, 13691, 13729, 13789, 13831, 13859, 13901, 13931, 14029, 14071, 14249, 14251, 14281, 14321, 14419, 14431, 14449, 14461, 14489, 14519
14561, 14629, 14741, 14771, 14821, 14851, 14869, 14939, 14951, 15091, 15131, 15149, 15161, 15259, 15289, 15329, 15331, 15391, 15401, 15443, 15511,
15541, 15569, 15581, 15619, 15641, 15679, 15731, 15749, 15791, 15809, 15889, 15919, 15959, 16141, 16301, 16339, 16381, 16421, 16451, 16519, 16561,
16619, 16631, 16661, 16729, 16759, 16829, 16831, 16871, 17029, 17137, 17159, 17161, 17291, 17341, 17359, 17389, 17401, 17471, 17569, 17579, 17599
17669, 17681, 17851, 17863, 17921, 18041, 18059, 18061, 18089, 18121, 18131, 18149, 18199, 18229, 18269, 18329, 18451, 18461, 18481, 18539, 18661,
18719, 18859, 18869, 18899, 19031, 19081, 19139, 19141, 19181, 19249, 19319, 19321, 19381, 19447, 19469, 19489, 19501, 19531, 19559, 19571, 19609
19739, 19759, 19889, 19949, 19991, 20021, 20089, 20129, 20149, 20161, 20201, 20231, 20369, 20399, 20411, 20747, 20749, 20789, 20879, 20929, 21011,
21139, 21169, 21319, 21391, 21419, 21559, 21589, 21713, 21757, 21839, 21841, 21911, 22079, 22133, 22259, 22441, 22469, 22541, 22571, 22639, 22679
22751, 22861, 22961, 23011, 23029, 23087, 23099, 23143, 23189, 23269, 23311, 23321, 23561, 23563, 23629, 23689, 23827, 23869, 23981, 24179, 24359
24389, 24509, 24571, 24611, 24649, 24683, 24709, 24821, 24851, 25117, 25171, 25229, 25339, 25409, 25411, 25439, 25453, 25609, 25621, 25741, 25801,
25999, 26041, 26321, 26489, 26641, 26839, 26861, 26951, 27061, 27091, 27259, 27481, 27509, 27551, 27611, 27691, 28181, 28211, 28289, 28309, 28559
28729, 28909, 29231, 29303, 29581, 29611, 29819, 30029, 30059, 30161, 30211, 30269, 30449, 30689, 30911, 30941, 31121, 31151, 31219, 31541, 31891,
32059, 32299, 32341, 32369, 32579, 32719, 32801, 32941, 32969, 33151, 33349, 33461, 33529, 33769, 33851, 34033, 34061, 34231, 34511, 34649, 34781,
35069, 35099, 35111, 35281, 35419, 35491, 35531, 35671, 35729, 35771, 35869, 36191, 36541, 36709, 36721, 36791, 36821, 36919, 37309, 37379, 37619

38011, 38039, 38149, 38219, 38501, 38569, 38611, 38851, 39439, 39521, 39929, 40039, 40151, 40459, 40699, 40949, 41341, 41411, 41539, 41651, 41999
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42181, 42461, 42701, 42979, 43499, 43889, 43891, 44269, 44549, 44771, 45121, 45319, 45541, 46171, 46229, 46411, 46619, 47059, 47431, 47501, 47741,
48049, 48179, 48299, 48619, 49279, 49477, 49531, 49741, 49939, 50051, 50231, 51169, 51239, 51479, 51869, 51871, 52051, 52249, 52361, 53129, 53299
53381, 53549, 53591, 53899, 54251, 54419, 54559, 54601, 54979, 55021, 55441, 55691, 55901, 55931, 56099, 56239, 56629, 56671, 57331, 58631, 59149
59669, 60521, 60719, 60761, 61879, 61909, 62581, 62791, 62929, 63799, 64091, 65449, 65519, 65701, 66221, 66571, 66821, 67339, 67759, 67829, 68881,
69959, 70379, 70489, 71059, 71161, 72269, 73039, 73529, 74101, 75011, 75109, 75991, 76231, 76259, 76649, 77141, 77351, 77419, 78079, 78121, 78539
78541, 78779, 80599, 80989, 81509, 81619, 81929, 82279, 83579, 83621, 84239, 84391, 84421, 84589, 84811, 85331, 85469, 85931, 88661, 88969, 89909
90089, 90271, 90481, 91631, 91909, 93059, 93479, 93941, 94249, 95369, 96461, 97579, 100129, 102101, 102409, 102829, 103291, 104651, 104831, 105071,
105379, 106261, 106721, 106861, 107339, 108109, 108289, 110629, 111229, 111341, 111539, 112111, 114269, 114311, 114479, 115361, 115499, 116089
116381, 116689, 117571, 117809, 118691, 118931, 119659, 120121, 120889, 122849, 123311, 123551, 125399, 128591, 131671, 132329, 132859, 133979
133981, 134639, 135409, 135829, 136709, 137941, 138139, 141371, 141679, 142969, 143261, 144299, 145991, 146299, 146719, 147629, 148961, 149731,
150151, 151579, 153271, 154699, 154769, 158201, 158269, 158731, 161461, 162889, 164429, 166739, 166781, 167441, 167621, 169049, 169709, 172171,
173909, 174019, 174329, 174901, 175561, 176021, 178639, 180181, 180949, 181609, 183611, 183919, 184211, 188189, 195131, 195161, 195229, 195469
196769, 197539, 197779, 199081, 200201, 201629, 202201, 203321, 204359, 204931, 206051, 206779, 207481, 208319, 211639, 213641, 214369, 216061,
216371, 217559, 224069, 225149, 225499, 231419, 234499, 236209, 239539, 242971, 244399, 244529, 245519, 251159, 259531, 262261, 266111, 268841,
269179, 276079, 286859, 298451, 298759, 303029, 303689, 304151, 307189, 314159, 315589, 316471, 318319, 325051, 326369, 328901, 336181, 336491,
339151, 340339, 347621, 361789, 366211, 366521, 372371, 374681, 410411, 415141, 435709, 483209, 609179, 614041, 620311, 647219, 650761, 690689

786829, 1044889, 1624349, 1729001, 3847271.
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CAPITULO 4

Numero de elementos k-normais

Como explicado na Introducdo, em [34] os autores obtiveram algumas férmulas explicitas para o nimero de
elementos k-normais para os casos particulares em que n € um poténcia de um primo ou da forma n = 2"r para algum
primo r. Estes resultados dependem da fatoragdo de polindmios ciclotdmicos e do nimero de solu¢des de algumas

equagoes diofantinas lineares.

Nesta tese, segue-se outra abordagem e obtém-se férmulas explicitas, que também dependem de equacdes dio-
fantinas lineares, para todas as extensoes Fy» sobre F,. Em particular, parak € {0, 1, 2, 3}, obtém-se férmulas explicitas

que ndo dependem de equagdes diofantinas.

4.1 Preliminares

Nesta secao apresentamos alguns resultados que serdo utilizados.

A partir das defini¢cdes equivalentes da nocdo de elementos k-normais (ver 1.55) e utilizando a func¢io de Euler

para polindmios, obtém-se a seguinte formula para calcular o niimero de elementos k-normais.

Teorema 4.1. [18, Theorem 3.5] O niimero de elementos k-normais de F» sobre ¥, é dado por

D, b,

hlx"—1
grau(h)=n—k

sendo que a soma percorre os divisores monicos h € Fy[x] de x" — 1 de grau n — k.

Vemos que, nessa féormula, o conhecimentos dos fatores irredutiveis de x” — 1 é muito importante. E por isso que

o préximo resultado serd essencial para calcular o nimero de elementos k-normais.

Lema 4.2. Sejam q a poténcia de um primo, n um inteiro positivo e vy o niimero de fatores monicos irredutiveis
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distintos de x" — 1 de grau d sobre F,. Temos

1 d
Vg = — de(¢" = 1,n)-ul—]. 4.1
d dzm c(¢ —1,n) u(r) .1
rld
Demonstragdo. Seja a um elemento primitivo em Fya. O nimero de elementos da forma a*, com I < 5 < g% — 1, tais
que (a*)" = 1 é mdc(¢? — 1,n). Cada um desses elementos é raiz de algum polindmio ménico irredutivel que divide
x" —1 e de grau que divide d. Como cada polindmio irredutivel de grau r tem r raizes em F,r, temos mdc(qg? - 1,n) =

>, rv,. Da férmula de inversdo de Mdobius (ver [4, Theorem 2.9]) obtemos o resultado procurado. O
rld

A partir daqui e pelo resto do capitulo, para um inteiro positivo d, v; denota o niimero de fatores mdnicos

irredutiveis distintos de x" — 1 de grau d e este valor pode ser calculado por (4.1).

Sejam p a caracteristica de F, e n = p°ng, com mdc(ng, p) = 1. Observe que x" —1 = (x™ - 1? e os polinémios

monicos irredutiveis que dividem x" — 1 e x" — 1 de grau d sobre F, s3o os mesmos.

Corolario 4.3. Sejam p a caracteristica de Fy, n = p*ng com mdc(ng, p) = 1 e d o menor inteiro positivo tal que

no | ¢ — 1. O miimero de fatores irredutiveis ménicos distintos de x" — 1 em Fylx] é

1 d
wy(x" = 1) = p Zmdc(q’ -1,n)- (,0(;)

rld

. . s d
Demonstragdo. Seja a uma raiz de X" — 1 = 0. Como x" — 1 = (¥ — 1), temos a? ~! = 1 e, portanto, @ € Fa.
Isso significa que se r € o menor inteiro positivo tal que @ € F,r, entdo r | d. Assim, se r 1 d, entdo v, = 0. Das

consideracdes acima e do Lema 4.2, temos

wy(x" - 1):Zvr: Z[%Zmdc(g“— l,n)-,u(i)].

rld rld ulr

Substituindo r por v = +, na soma, obtemos

wy(x" 1) = Z Z i -mde(g” — 1,n) - u(v) = Z mde(g” - 1.n) Z ,uiv)‘

u
uld y|d uld v4
u u

d
De [4, Theorem 2.3], temos Zvl d @ = %“) e, portanto,

mde(g" - 1,n) - @(4) 1 d
a)q(x"—l)zz 1 y) Ak A :EZmdc(q”—l,n)wp(;).
uld uld
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4.2 Numero de elementos k-normais

Vamos comecar esta se¢do encontrando uma férmula eficaz para calcular o nimero de elementos normais em uma
extensdo de corpos finitos. Vale a pena mencionar que ja existem férmulas similares na literatura (ver, por exemplo,
[28, Corollary 5.2.8] ou [29, Theorem 11]). Mesmo assim, mostramos uma férmula do nimero de elementos normais

para exibir quais serdo as ideias utilizadas na sequéncia.

Teorema 4.4. Sejam p a caracteristica do corpo F, e n = p°ng com mdc(ng, p) = 1. O niimero de elementos normais

em Fyn sobre F é

No:=q""[ [ - 1", 4.2)
rld

no qual d é o menor inteiro positivo tal que ¢ = 1 (mod ny).

Demonstragdo. Do Teorema 4.1, o niimero de elementos normais de Fy» sobre F, € ¢,(x" — 1). Como ¢ =1
(mod no), todas as raizes de x™ — 1 estdo em F a. Assim, se £ € uma raiz de x™ — 1 e r € o menor inteiro positivo
tal que & € Fyr, entdo r | d. Isso quer dizer que se v, # 0, entdo r | d. Sejam g, 1,..., gy, 0s v, fatores monicos

irredutiveis de x" — 1 de grau r. Portanto,
vy P’
e=1=([[ )
rid i=1

Como ¢,((g:)"") = (@) = (")~ = ¢ P ~V(g" - 1), temos

b =1 = [¢" Vg -1y

rld

Do Lema 4.2, temos

Y=y Dt n(S) = D Yt = Y ) = 14 = o

i i
rld rld ulr uld k|(ﬁ uld kllﬂ

Substituindo esse resultado na formula de ¢,(x" — 1) e levando em consideragdo no(p* — 1) = n — ng, obtemos

" =D =¢"" [ [t = D"

rld

A partir de (4.2), podemos facilmente calcular o nimero de elementos normais de IF;» sobre F,;. Para encontrar o

valor de d, lembre-se que d | ¢(ng). llustramos essa formula nas Tabelas 4.1, 4.2 ¢ 4.3.

Computacionalmente, vemos que a férmula é bastante eficaz, pois pode-se calcular o nimero de elementos

normais de qualquer extens@o em questdo de instantes. Por exemplo, com um processador 1,4 GHz Intel Core i5
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Dual-Core, SageMath demora 56.7ms para calcular exatamente o nimero de elementos normais da extensdo FF

sobre F, para g = 11190 ¢ 5 = 1000, que é aproximadamente 4.84 - 101041392,
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
No 1 2 3 8 15 24 49 128 189 480
n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
No | 1023 1536 4095 6272 10125 32768 65025 96768 262143 491520

TaseLA 4.1: Nimero de elementos normais em Fy. sobre F, para g = 2.

n 1 2 3 4 5 6 7 8

No 2 4 18 32 160 324 1456 2048

n 9 10 11 12 13 14 15 16
No | 13122 25600 117128 209952 913952 2119936 9447840 13107200

TaBeLA 4.2: Nimero de elementos normais em Fy» sobre F, para g = 3.

n 1 2 3 4 5 6 7
No 3 12 27 192 675 1728 11907
n 8 9 10 11 12 13 14
No | 49152 107163 691200 3139587 7077888 50307075 195084288

TaBeLA 4.3: Niimero de elementos normais em Fy» sobre F, para g = 4.

Vejamos agora como calcular o nimero de elementos k-normais, generalizando a ideia utilizada no Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Sejam p a caracteristica de F, e n = p*ng tal que mdc(ng, p) = 1. Sejam k um inteiro ndo negativo tal

que k < n e d o menor inteiro positivo tal que ¢* = 1 (mod ng). O niimero de elementos k-normais de Fyn sobre F, é

Ne= > | ]_[ g Vg - 1), 4.3)

(ar,i)eﬂd rld =1
>

sendo Ay o conjunto de sequéncias (ay;), parar|del <i<v, taisque 0 < a,; < p'e

Zriani:n—k.

rld i=1

Em particular, se n e q sdo coprimos (i.e. n = ng), entdo

Ne= > ]_[(Zr)(q’—l)“’,

(a))eAq rd V"

sendo Ag o conjunto de sequéncias (a,),q tais que Z ra,=n—keO<a, <v,.
rld

Demonstrag¢do. Do Teorema 4.1, o niimero de elementos k-normais de F» sobre F, €

)

hlx"—1
grau(h)=n—k
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Da prova do Teorema 4.4, temos

Se h € um fator monico de x* — 1 de grau n — k, entdo

Vr

Ari
n=]1] s (4.4)
rid i=1

i=

com (a,;) € Ay. Para esse polindmio, temos

g =] | ]—[ g Vg - D),

rld i=1
;>0

logo

vr

N, = Z l_[ | qr(ar.i—l)(qr_ 1.

())EAG rld i=1
01,7,'>0

No casoem que n = ng (i.e. s = 0) cada @,; € 0 ou 1. Seja Ay o conjunto de sequéncias (a,),q tais que Z ra, =n—=~k

rld
) v
e 0 < a, < v,. Para cada a, existem ( r) escolhas de (a1, ..., @;y,) com ZZ] a;,, = a,. Para cada escolha de (a,),s €
r
(ay1,...,a, ) existe um polindmio 4 da forma (4.4) e para esse polindmio temos
) Vr p p P
Vr
ri_l — r
s =[]]]a @ -v=]]@-D"
rld i:IO rld
Q>

Substituindo ¢4(h) na férmula de elementos k-normais (ver Teorema 4.1), obtemos

vy

Ni = )@—wn

(@nehq rd (a’

A férmula combinatéria obtida para encontrar o nimero de elementos k-normais permite encontrar Nj para
valores particulares de g e n de uma forma simples, que ndo depende da fatoragcdo dos polindmios ciclotdmicos, como
no Teorema 4.1. Por exemplo, em [34] os autores encontraram o valor de Ny paran = p* e g = 1 (mod p), para
p um nimero primo qualquer (ver [34, Theorem 8]). Esses resultados também poderiam ser obtidos diretamente do

teorema acima.

Em [39], os autores encontram uma cota inferior para o nimero de elementos k-normais de F,» quando existem.

Reencontramos o mesmo resultado usando (4.3).

Proposicao 4.6. [39, Theorem 4] Sejam k € {0, 1, ...,n} e Ny o niimero de elementos k-normais em Fy sobre F,. Se
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Ni > 0, i.e. se elementos k-normais existem em Fy, entdo

Demonstracdo. Temos

Z l_[ ﬁ qr(ar.i—l)(qr -1> Z 1—[ ﬁ qr(a/r,i_l)(qr -1.

()eAy rid =1 (@A rid =1
(Y,-’l'>0

Como
Vr
ZZr(a,’i— 1) = n—k—er, =n—k—gcd(qd— 1,n9) = n—k — ny,
rd =1 rd
N N
l_[(q Vro= , obtemos Ny > |Aylg"*"0 - (21 > —,?. O
"d g

4.3 Numero de elementos k-normais para pequenos valores de k

Agora mostraremos férmulas para o nimero de elementos k-normais em F» sobre F, para valores pequenos de

k (k =1,2,3) e daremos o valor exato desses nimeros para valores particulares de g e n.

Proposicao 4.7. Sejam p a caracteristica de F, e n = p*ng, com mdc(ng, p) = 1. Seja d o menor inteiro positivo tal

que ¢® = 1 (mod ng). O miimero de elementos 1-normais de Fyn sobre F, é

vigto! l_[(qr -1 sen # ng,

rld

vilg= D" @ -1 sen=no.
rld
r#l

4.5)

Demonstracdo. Suponha primeiro n # ng (assim p* > 1). O conjunto Ay, definido no Teorema 4.5, tem v; =
gcd(g — 1, n) elementos. Para todo j € {1,..., v}, existe um elemento (a,;) € Ay tal que a,; = p°, para (r,i) # (1, )

eayj = p’—1. Do Teorema 4.5, obtemos

Vl l—[ ]_l qr(p —1)(q )= vlqnfnofl l_[(qr — 1)

rld i=1 rld

Suponha agora n = ng. O conjunto A4 (definido no Teorema 4.5) s6 tem um elemento (a,),q4 € Ag definido por a, = v,,

parar # 1 e a; = vi — 1. Do Teorema 4.5, obtemos

Ni=vilg-D""[ @ -1
rld
r#l1
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. . 1%
Comparando o Teorema 4.4 com a Proposi¢ao 4.7, para n # ng, temos Ny = —lNo e, paran = ng, Ny =
q

Proposicao 4.8. Sejam p a caracteristica de F, e n = p*ng, com mdc(ng, p) = 1. Seja d o menor inteiro positivo tal

que ¢* = 1 (mod ng). O miimero de elementos 2-normais de Fyn sobre F, é

(n+ =D +w) g2 [@ =17 senznoep>2,
rld
Ny = (v e =Dan)@ 2 [ @ -1 sen#ngep' =2, (4.6)
rld
vivi=1) = w ) oy
+ (g — D" sen = ny.
(2<q—1>2 71 EJ

Demonstragdo. Suponha primeiro n # ng (assim p* > 1). Como p* ,i; rv, = n (ver prova do Teorema 4.4), podemos

dividir o conjunto Ay em trés tipos de elementos.

a) Para cada j € {1,...,v;}, existe um elemento (a,;) € Ay tal que a,; = p* for (r,i) # (1, j)e ay;j = p° -2

(sendo que consideramos dois casos: p* =2 e p* > 2).

b) Para cada {ji, jo} C {1,...,vi} com j; # j», existe um elemento (a,;) € Ay tal que a,; = p* para (r,i) ¢

{1, 70),4, jp)year, =aij, = p* —1(s6 possivel se vi > 1).

c¢) Paracada j € {1,...,v2}, existe um elemento (,;) € Ay tal que a,; = p* para (r,i) # (2, j) e azj = p* —1(s6

possivel se vy > 0).

Observe que v, > 0 é equivalente a mdc(q2 —1,n) > mdc(g—1, n), que por sua vez € equivalente a mdc(g+1, n) >

2,oumdc(g + 1,n) =2 emde(g - 1,n) | 5.

Se p* > 2, do Teorema 4.5, obtemos

vi  vi(vi—1) Vz) _
Ny = (—+—+—q""° ¢ - 1”
¢ 2 F l:ll

1 e
(Vl + EVI(VI -1+ Vz) g l_[(f]r - .

rld

Se p* =2, do Teorema 4.5, obtemos

141 vi(vi = 1) Vz) _
N, = ( + + =2 qn N (qr_l)v,
aq-1 2 ¢ l,|_d[
1
= (q? ]Vl + Evl(vl - 1) + V2) qn—n0—2 n(qr - l)vr.
rld

Suponha agora n = ng. O conjunto A, tem no méximo dois elementos. Se vi > 2, existe um elemento (a,),q4 € Ag

tal que, para r # 1, temos a, = v, e, parar = 1, temos a; = v — 2. Se v > 1, existe um elemento (a,),js € Aq tal que,
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parar # 2, temos a, = v, €, para r = 2, temos a; = v, — 1. Do Teorema 4.5, obtemos

vi(vi — 1)
N, = (¢ -1+ -
20q- 17 l_[ y
nmi =1 )
(¢"=D".
( 217 " ¢ l—dl
Observe que se v; = 1 ou v, = 0 esta férmula continua correta. O

Proposicao 4.9. Sejam p a caracteristica de Fy e n = p°ng, com mdc(no, p) = 1. Seja d o menor inteiro positivo tal

que ¢ = 1 (mod ng). O mimero de elementos 3-normais de Fyn sobre F, é

( + i = Dy +4) + v + V3) nno=3 l_[(q D" se p* >3,
rld
(qil + i = Dy +4) + v + V3) n-no=3 n(q 1) sep® =3,
N3 = e @.7)
((Ll . 2)V1(V1 -D+vivy + V3) n—np—3 l_[(q )vr sep’ =2,
rld
MeEDe=2) v N B
( og-1)° G- " )l;[(q 1) sen = ny.
14

Demonstragdo. Suponha primeiro n # ng (assim p* > 1). O conjunto A, do Teorema 4.5 estd composto por cinco

tipos de elementos.

a) Para cada j € {1,..., v}, existe um elemento (,;) € Ay tal que a,; = p°, para (r,i) # (1, j)eay; = p* -3

(devemos considerar dois casos: p* =3 e p® > 3).

b) Para cada {j, j»} € {1,...,v1} com j; # jo, existe um elemento (a,;) € Ay tal que a,; = p’, para (r,i) ¢
{1, 70,4, o)}, a1j, = p°* —2eay;, = p* — 1 (devemos considerar dois casos: p; =2 e p; > 2).

c¢) Para cada conjunto {ji, j2, j3} C {1,...,v1} de trés elementos distintos, existe um elemento (a,;) € Ay tal que

i =DHv1-2)
6

= p®, para (r,i) & {(1, j1), (1, j2),(1, j3)} e a1j, = a1j, = a1 j; = p* — 1 (existem elementos desse

tipo).

d) Para cada j; € {1,...,vi} e j» € {1,..., v}, existe um elemento (a,;) € Ay tal que a,; = p°, para (r,i) ¢

{(L,j), 2, j)} arj, =p°—leay), =p° - L.
e) Para cada j € {1,...,v3}, existe um elemento (a,,;) € Ay tal que a,; = p*, para (r,i) # 3, j)eaz; = p* - 1.

Se p* > 3, do Teorema 4.5, obtemos

-1 -1 -2
Ny = (v_; . v1(v13 ) N vi(vi )3(v1 ) . V1\3/2 + V_;)qn—no l_[(qr — 1y
q q 6q ¢ q Hd

1
= (Vl +=vi(vi = D(vi +4) +vivy + V3) n=no=3 l—[(q 1.

rld
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Se p* = 3, do Teorema 4.5, obtemos

-1 -1 -2
Vi vi(vi — 1) N vi(vi — D(v; —2) Qv v_3)qn—n0 n(qr _

N3 = ( +
g*(@-1) 7 6q° ¢ ¢ 1

1
(q? TVt + gvl(vl - D +4) +vivy + V3)q”_”°_3 l—[(q’ - 1.
rld

Se p* =2, do Teorema 4.5, obtemos

-1 -1 -2
Ny = (Vlz(Vl ) N vi(vi )3(V1 ) N V1\3/2 N V_;)qn—no l_[(qr _
q°(g - 1) 6q ¢ q Hd

-2
= ((_q + U )vl(vl - D+vivy + V3) q”_”o_3 | |(q’ - .
q-1 6 rld

Suponha n = np. O conjunto A, tem no maximo trés elementos. Se v; > 3, existe um elemento (a,),qs € Ay tal
que, para r # 1, temos a, = v, e, parar = 1, temos a; = vi — 3. Se v > 1, existe um elemento (a,)q € Aq tal que,
parar > 2,temos a, = v, e,parar = ler = 2, temosa; =v; —leay = vy — 1. Se v3 > 1, existe um elemento

(ar)na € Aq tal que, para r # 3, temos a, = v, €, para r = 3, temos az = vz — 1.

Do Teorema 4.5, obtemos

vivi = D(vi = 2) Viva V3
N3 = 1),
T eg- Tg-n@ - +q3—1)1;l(q :

Ilustramos as férmulas (4.2), (4.5), (4.6) e (4.7) nas Tabelas 4.4, 4.5 ¢ 4.6.

n |1 2 3 4 5 6 7

No | 24 576 13824 331776 9375000 191102976 5858625024
Ny | 1 48 1728 55296 375000 47775744 244109376
Np| O 1 72 3456 1500 4976640 0

N3 | 0 0 1 96 600 276480 749952

TaBeLA 4.4: Niimero de elementos k-normais de F,. sobre F, com0 <k <3eg= 52,

n 9 10 11 12

No ‘ 7343167948506 190921648153600 5353168688317736 138991482929321568
Ny | 271969183278  14686280627200  205891103396836  10295665402171968
N, | 10072932714 282428473600 0 762641881642368
N3 373071582 0 0 42912185647968

TaseLA 4.5: Nimero de elementos k-normais de F,. sobre F, com0 <k <3eq = 33.
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n | 14 15 16

Ny | 67521013088256000 437893890380859375 17293822569102704640
Ny | 4220063318016000 437893890380859375  1080863910568919040
No | 281337554534400  204350482177734375 67553994410557440
N3 32969244672000 59034583740234375 4222124650659840

TaseLA 4.6: Nimero de elementos k-normais de F» sobre F, com0 <k <3eq = 24,
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CAPITULO 5

Elementos primitivos 2-normais

Como ja indicamos na Introducdo, Huczynska et al. formularam o seguinte problema (ver [18, Problem 6.3]):
Determine os pares (n,k) para os quais existem elementos primitivos k-normais em F,» sobre F,. Como os casos
k = 0ek =1 ja foram completamente resolvidos, nés estudamos o caso k = 2 em [2]. Os resultados obtidos nesse

manuscrito sdo mostrados neste capitulo.

Na Se¢do 5.1, apresentamos condi¢Oes gerais para a existéncia de elementos primitivos k-normais em [« sobre
IF,, como também condig¢des para casos particulares. A partir da Se¢do 5.2, nos concentramos no caso k = 2. Nessa
secdo, aplicamos os resultados da se¢@o anterior estudando a existéncia de elementos primitivos 2-normais paran > 8
e para g < 19. Na Secfo 5.3, estudamos os casos n = 5,6,7. Finalmente, na Secdo 5.4, estudamos o caso n = 4.
Como para aplicar os resultados da Se¢do 5.1 € necessdrio que 5 — k > 0, desenvolvemos novos critérios para o caso

particular em que n = 4.

Os resultados obtidos podem ser resumidos no seguinte teorema.

Teorema 5.1 (Teorema do elemento primitivo 2-normal). Sejam g a poténcia de um primo e n um inteiro positivo.
Existe um elemento primitivo 2-normal em Fyn sobre F, se, e somente se, n > 5 e mde(qg® —g,n)#loun=4eq=1

(mod 4).

Na Secdo 5.5, mostramos os algoritmos usados no presente capitulo e, na Secdo 5.6, sdo apresentadas tabelas

com elementos primitivos 2-normais para casos especificos.
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5.1 Resultados gerais

Pelo Teorema 4.1, sabemos que existe um elemento k-normal em FF» se, e somente se, x" — 1 tem um divisor de

grau n — k (ou, equivalentemente, um divisor de grau k). Assim, se x" — 1 tem um divisor de grau k em F,[x] e
g = W(g" = DHW, (" - 1), 5.1)

entdo existe um elemento primitivo k-normal em Fy» (ver [32, Theorem 3.3]).

Quando k = 2, pode-se provar que a existéncia de um elemento primitivo 2-normal sé € possivel para n > 4 (ver
Teorema 1.55). Perceba que ndo podemos usar a desigualdade (5.1) quando n = 4, pois o expoente do lado direito
da desigualdade € igual a zero. Dessa forma, precisamos de uma abordagem diferente para esse caso. Discutiremos
esse caso na Secdo 5.4. Comecaremos utilizando as ideias de Huczynska er al. [18] e Reis [32] para aperfeicoar a

desigualdade (5.1).

Lema 5.2. Sejam q a poténcia de um primo e n um inteiro positivo. Existe um elemento 2-normal em Fn sobre F se,

e somente se, mdc(q® — g, n) # 1.

Demonstracdo. Como indicamos no primeiro paragrafo da secfo, existe um elemento 2-normal se, e somente se,
x" =1 possui um fator de grau 2 em FF,[x]. Isso acontece se, e somente se, x" — 1 tem duas raizes, ndo necessariamente
distintas, em F 2. As raizes sdo distintas quando mdc(n, g*> — 1) # 1 e as raizes sdo iguais quando mdc(n, g) # 1. Isto

é, mdc(n, ¢° — ¢) # 1 é uma condigfio necessaria e suficiente para a existéncia de um elemento 2-normal. O

Para provar o Teorema da base primitiva normal sem o uso do computador, os autores de [10] definiram, para
m|(q"—1)eg|(x"—1), 0onimero N(m, g) de elementos ndo nulos de F;» que sdo simultaneamente m-livres e g-livres

e precisaram provar que N(g" — 1, x" — 1) é positivo. De forma similar, introduzimos a seguinte notacao.
Defini¢ao 5.3. Sejam f, g € Fy[x] divisores monicos de x" — 1 tais que deg f = k e m um divisor positivo de q" — 1.

Denotamos por N¢(g,m) o niimero de elementos g-livres a € Fyn tais que f o a é m-livre.

Observe que se Ny(x" — 1,4" — 1) > 0 entdo, pela Observagdo 1.78, existe um elemento @ € Fy» normal sobre
IF, e, pela Observagdo 1.73, f o a € primitivo. Por outro lado, pelo Lema 1.56, f o a € k-normal. Dessa forma, nosso

objetivo consiste em encontrar condi¢des para que Ng(x" — 1,4" — 1) > 0.

Das defini¢oes de p,, € K, temos

Nigm)= > K@) pulLy(@)). (5.2)
a€Fn\ker Ly

O préximo teorema generaliza [32, Theorem 3.3] usando a Defini¢édo 5.3.
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Teorema 5.4. Sejam f,g € F,[x] divisores de x" — 1 tais que deg f = k e m um divisor positivo de q" — 1. Temos

Ny(g,m) > 6(m)Oy(g)(q" - q"/2+kW(m)Wq(g)). Em particular, se g2~ > W(m)W,(g), entdo N¢(g,m) > 0.

Demonstracdo. De (5.2) e das Proposi¢des 1.72 e 1.77, temos

d
Ny(g,m) = 0mOy(g) ZM DL nL@)y).

aeFn\ker Ly djm ¢(d)pq(h) ord(n)=d
hlg Ord(y)=h
Se denotamos S (1, ) = D n(Ly(a))y(a), a equacdo acima pode ser reescrita como
a/EIFqn\ ker Lf
Ny(g,m)
————— =S+ 51+ 52+ 93,
0(m)O4(g)

sendo So = S (10, xo) (lembre que 1o € o cardter multiplicativo trivial e yq € o carater aditivo trivial),

h d
S1= Z ﬂq(h) Sr(mo.¥), Sa2= Z Hd) Z S £, x0)

hlg g )Ord(l//) =h dim pd )ord(n):d
h#l d#1

(g (h)
(1, ¥).
%;hzlg: go(d)‘/’q( ) or% d f

dim Hle Ord(y)=h

Pelo Lema 1.54,
So= > mLi@y@= > 1=q"-¢"

Q’EFqn \ker(Lf) aqun \Ker Lf

e, pelo Teorema 1.58, temos

= 3 PG 3 ww=- 3 ST S

a€Fn\ker(Ly) hlg ¢q Ord(y)=h acker(Ly) hig d(y)=
h#1 h#1

A 1ltima igualdade implica |S || < qk(Wq(g) — 1), jad que [y(a)| < 1, existem ¢,(h) caracteres aditivos de F,-ordem h e

2 Hq(h) = Wy(g) — 1.
hlg

h#1

Precisamos agora estimar as somas S, € §3. Como Ly € de grau g~ e, pelo Lema 1.54, o polindmio Ly possui

g" raizes distintas, temos que Ly ndo tem raizes repetidas e, portanto, ndo pode ser da forma G(x)" para qualquer

G(x) € Fyp[x] e r > 1. Portanto, pelo Lemma 1.79(a), para todo divisor positivo d # 1 de ¢" — 1, temos

< (¢" - Dg? < g**.

D, L)

a€F n\ker(Ly)

IS £(7, x0)l =
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Do Lema 1.79(b), para todo divisor g # 1 de x" — 1 em FF/[x] e todo divisor positivo d # 1 de ¢" — 1, tem-se

simwl=| D @@ <@ +1- gt =gt
G/EIFqn \ker(Lf)
Combinando todas as estimativas acima, usando que existem ¢(d) caracteres multiplicativos de ordem d, ¢,(h) carac-

teres aditivos de F -ordem h, 3 u(d) = W(m) e 3 u,(h) = W,(g), obtemos a seguinte desigualdade:
dlm hlg

Ny(g,m) 2 8m)Oy(2) (So = IS 1] = 1S 2] = 1S 3))
> 0mOy(2) [¢" — 4" — & Wy(g) = 1) = > (W(m) = HW,(o)]

> 0m)®,()(q" — a* *WmWq(g))-
Portanto, se W(m)W,(g) < q%_k, entdo N¢(g, m) > 0. O

Nos proximos dois resultados apresentamos a técnica do crivo que segue as mesmas ideias que se encontram
em [10]. Como demonstramos resultados similares nos Capitulos 2 e 3, omitimos as demonstracdes neste caso. As

demonstracdes desses resultados podem ser encontradas em [2, Lemma 3.4] e [2, Proposition 3.5].

Lema 5.5. Sejam f,g € Fy[x] divisores de x" — 1 tais que deg f = k e m um divisor positivo de q" — 1. Sejam
01, ..., Qs polindmios ménicos irredutiveis e py, ..., p, numeros primos tais que rad(x" — 1) = rad,(g)0102--- Qs e

rad(q" — 1) = rad(m)p1p> - - - py. Entdo

r N
N = 1,q" = 1)= ) Ny(g.mp) + D Np(Qj,m) = (r + s = DNs(g,m). (5.3)

i=1 j=1
Proposicio 5.6. Sejam f, g € Fy[x] divisores de x" — 1 tais que deg f = k e m um divisor positivo de q" — 1. Sejam
01, ..., Qs polinémios moénicos irredutiveis e pi, ..., p, nimeros primos tais que rad(x" — 1) = rad,(g)Q10Q> - - - O

ro A )>OesejaA:%+2. Se q27* >

erad(q" — 1) = radm)p1py -+ pr. Suponha 6 = 1 - 31, - — 37 qgm+(gl

W(m)Wy(g)A, entdo Ne(x" —1,4" — 1) > 0.

Quando k > 2, podemos usar o crivo para substituir a condi¢@o de existéncia de elementos primitivos k-normais
do Teorema 5.4 por outra, na qual trocamos o fator W,(x" — 1) por um fator linear em n.
Proposicdo 5.7. Sejam n > 5 um inteiro e q a poténcia de um primo satisfazendo q > n>. Se x* — 1 tem um fator de

grauk > 2 em Fy[x] e q%_k > (n+2)W(q" — 1), entdo existe um elemento primitivo k-normal em Fgn.

Demonstragdo. Seja f € Fy[x] um fator de x" — 1 de grau k. Usamos a Proposi¢do 5.6 com g = 1 em = ¢" — 1. Sejam

01, ..., Oy polindmios monicos irredutiveis tais que rad,(x" — 1) = Q10> - - - O;. Entdo

S
I 1 n-1
G=1-3 ——>1-">1--=""">q,
Hq=0" qT
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ja que g > n? e s < n. Além disto,

-1 -1
A=2 +2§n +2=n+2.
5 n—1
n
Isto implica W(m)W,(g)A < (n +2)W(g" — 1) e, da Proposi¢do 5.6, obtemos o resultado desejado. O

5.2 Casosn>8eq<19

Na presente secdo comegamos com o estudo do caso k = 2, aplicando os resultados da secdo anterior, isto €,

estudamos os valores de g e n para 0s quais existem elementos primitivos 2-normais em F».

Proposicao 5.8. Sejam q < 19 a poténcia de um primo e n > 5 um inteiro positivo. Existe um elemento primitivo

2-normal em Fyn se, e somente se, mdc(q3 -qg,n) # 1.

Demonstragdo. Do Lema 5.2, s6 precisamos provar que se x" — 1 possui um fator de grau 2 em F,[x], entdo existe
um elemento primitivo 2-normal em Fy». Assim, suponha que exista um polindbmio f € F,[x] de grau 2 que divida
x" = 1. Do Teorema 5.4, se q%‘z > W(q" - DWy (X" — 1), entdo Np(x" — 1,4" — 1) > 0. Dos Lemas 1.81 e 1.83, segue
A qt -2t > W(g" — DHW,(x" - 1), sendo

2 .
A; = n % e p a caracteristica de .
p<2!
% € primo
P#Fp

Assim, se para algum ¢ > 0, temos g2 2 > A, - ¢t - 2a*?, entdo N¢(x" —1,4" = 1) > 0. Paraa > log 4 e
2a

P logq 7 essa desigualdade é equivalente a

2Ing +1n(A, - 2")
n= .
(3-%)ng-Lm2

54

g a b (5.4)satisfeita para q a b (54)satisfeita para
2 5 & n> 69 8 2 2 n>28
3.4 5 n> 46 9 2 4 n>217
4 3 4 n>38 11 2 5 n>26
53 6 n>35 16 2 b n>24
7 2 3 n >3l {13,17,19y 2 21 n>25

TaBeLA 5.1: Valores de n que dependem de g tais que (5.4) € satisfeita com ¢ = 6.

Como, para os valores de g e n da Tabela 5.1, a condi¢do q: 2 > W(q" - DW,(x" — 1) € satisfeita, resta s6 um

nimero finito de casos a testar para g < 19.

A Tabela 5.2 mostra os valores de ¢ e n que nio se encontram na Tabela 5.1 com ¢ < 19 e mdc(q® — ¢, n) # 1

para os quais g2 72 > W(q" — DW,(x" — 1) ndo € satisfeita. Para os pares (g, n) da Tabela 5.2, testamos a desigualdade
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q n q n

2 6,8,9,10,12,14,15,18,21 || 9 5,6,8,10

3 6,8,9,10,12,16 11 5,6,8,10,12

4 5,6,8,9,10,12,15 13 6,7,8,12

5 5,6,8,9,10,12,16 16 5,6,9,10,15

7 6,7,8,9,10,12 17 6,8

8 6,7,8,9 19 5,6,8,9,10,12

TaBeLA 5.2: Valores de ¢ e n tais que g < 19, n ndio estd na Tabela 5.1, mdc(g(g — 1)(g+ 1),n) # L e ¢> ™% < W(q" - DW,(x"-1).

qi? > W(m)W,(g)A, da Proposicédo 5.6, usando o Algoritmo 3 da Sec¢do 5.5. O Algoritmo 3 retorna falso para os
pares (q,n) € {(2,6), (2,8), (2,9), (2,10), (2,12), (3,6), (3,8), (3, 10), (3,12), (4,5), (4,6), (4,8), (4,9), (5,95), (5,6),
5,8), (5,12), (7,6), (7,8), (8,6), (8,7), (9,5), (9,6), (9,8), (11,5), (11,6), (13,6), (16,5), (16,6), (17,6), (19,5),
(19, 6)}. Para esses casos, as Tabelas 5.3, 5.4 ¢ 5.5, da Secdo 5.6, mostram de forma explicita um elemento primitivo

2-normal « € Fy tal que g(a@) = 0 e g € F,[x] € um polindmio irredutivel e p € a caracteristica de F,,. O

Usamos as mesmas ideias para tratar os casos em que n > 8.

Proposicao 5.9. Seja n > 8 um inteiro positivo. Existe um elemento primitivo 2-normal em Fy. sobre F,, para toda

poténcia de primo q satisfazendo mdc(q® — q,n) # 1.

Demonstracdo. Da Proposicao 5.8, para toda poténcia de primo g < 23 e n > 5, existe um elemento primitivo 2-
normal em FF;» sobre F, (sempre e quando mdc(q® — ¢,n) # 1). Assim, iremos nos concentrar em ¢ > 23 e vamos
supor que x" — 1 possui um fator de grau 2 em F,[x]. Em outras palavras, vamos supor mdc(g® —g,n) # 1. Do Teorema
5.4, do Lema 1.81 e considerando W,(x" — 1) < 2", existe um elemento primitivo 2-normal em [F» se a desigualdade

2 ’ e , . 2n .
q22>2"- A, -q" ésatisfeita para algum niimero real positivo ¢. Se ¢ > T Tos 4 € t> I entdo a desigualdade

qi72>2"- A, - g7 é equivalente as seguintes duas desigualdades:

In(A,) + 2 1n(q)
(5~ 1)In(@ ~1n2)

g2 Q" AT

Para um valor fixo de ¢ > 4, o lado direito da primeira desigualdade € uma fun¢do decrescente em ¢ > 16. Logo,
fixando ¢ = 7 na primeira desigualdade, para ¢ > 23 e n > 28, existe um elemento primitivo 2-normal em F,». Agora,
para 14 < n < 27, da segunda desigualdade (cujo lado direito também é uma funcio decrescente em n) e com ¢ = 6.3,
obtemos que se n > 14 e g > 144, existe um elemento primitivo 2-normal em Fyn. A seguir, verifica-se a desigualdade
g2 > W(q" - D)W, (x" — 1), para todas as poténcias de primos 23 < g < 144 ¢ 14 < n < 28. Logo, do Teorema 5.4
e das consideracOes anteriores, conclui-se que existe um elemento primitivo 2-normal em F,» para toda poténcia de

primo g e para todo n > 14.

Agora, vamos supor 8 < n < 13. Da Proposi¢do 5.7 e do Lema 1.81, existe um elemento primitivo 2-normal em

Fynse g > n?eq? 2> (n+2)A; - q'. Define-se

M,(n) = max {nz, {((n +2) -At)ﬁ}} . (5.5)
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Das desigualdades acima, se ¢ > M,(n), para algum real positivo ¢ suficientemente grande (por exemplo, para n > 8

isso significa ¢t > 4), entdo existe um elemento primitivo 2-normal em F. Para n entre 8 € 13, temos

Ms3(8) = 6426, Me(10) = 100, Me(12) = 144,
Mg(9) = 413, Me(11) = 121, Me(13) = 169.

Como o Algoritmo 3 retorna verdadeiro para todas as ternas (g, n, k) tais que 8§ < n < 13,23 < g < My(n) (com g a

poténcia de um primo) e k = 2, a proposi¢do estd provada. O

5.3 Casosn=25,6,7

Para5 < n <7, aplicando a Proposi¢do 5.7 e o Lema 1.81, obtemos que uma condi¢ao suficiente para a existéncia
de um elemento primitivo 2-normal em F,» € g > M,(n), para algum ntimero real z, com M,(n) definido por (5.5). O

problema € que M,(n) € muito grande.
Para n = 7, a condi¢do mdc(q® — ¢,7) # 1 é equivalente a g = 0, +1 (mod 7).

Proposicéo 5.10. Existe um elemento primitivo 2-normal em F 1, para toda poténcia de primo q tal que g = 0, £1

(mod 7).

Demonstra¢do. Suponha primeiro 7 | g. Nesse caso, ¢ = 7" para algum inteiro v > 1. Usemos o Teorema 5.4 em

combinagdo com o Lema 1.81. Ja que 7 1 ¢" — 1, podemos usar a constante

A = ]—[ %. (5.6)

b
Do Teorema 5.4 e levando em consideracdo Wq(x7— D) = Wy((x— D) =2,sea desigualdade q%‘z > At-q% Wq(x7— 1) =
2Atq% é verdadeira, para algum nimero real positivo ¢, entdo N f(x7 — 1,4’ = 1) > 0. Tomando ¢t = 7, obtemos
N¢(x" = 1,4 = 1) > 0, para ¢ > 104368. Lembre que na Proposicdo 5.8 jé foi provado Np(x” — 1,4" — 1) > 0,
para ¢ = 7. Logo, resta provar esse resultado para ¢ € {72,73,74,7°}. Mas para esses valores de ¢, a condicdo

q%’2 > W(q7 - I)Wq(x7 — 1) é satisfeita. Assim, o resultado segue do Teorema 5.4.

Se g = —1 (mod 7), entdo 7 t ¢’ — 1. Dessa forma, podemos continuar usando a constante A; dada em (5.6).
Como x’ — 1 tem um fator de grau 1 e 3 fatores monicos irredutiveis de grau 2 (podemos perceber isso, por exemplo,
usando o Lema 4.2), se tomamos m = g’ —l e g = 1, temos ¢ = 1—%}—;—2eA = 4%1+2. Jiqueseqg > 23e
g = -1 (mod 7), entdo g > 27. Dessa forma, A < 5.129 e, da Proposicdo 5.6, obtemos Nf(x7 -1, q7 —1) > 0, para as

poténcias de primos g que satisfazem

7_
2

~I1=

G2 > A, 5129 > A, - A,

para algum nudmero real positivo r. Tomando ¢t = 6.7, obtemos N f(x7 - 1,9" = 1) > 0, para ¢ > 617670. Existem
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8426 poténcias de primos ¢ entre 23 e 617670 tais que ¢ = —1 (mod 7). Usamos o Algoritmo 5.5 para todas essas
poténcias de primos e, em cada caso, obtemos que a desigualdade ¢2~2 > W(m)W,(g)A € vilida, para algum par de

valores de m e g. Isso prova a proposicdo para g = —1 (mod 7).

Finalmente, vamos supor g = 1 (mod 7). Nesse caso, do Lema 1.81, podemos usar a constante

2 2
A= _,,—72 ) l_l %,
p#1, p<2!
p € primo

j4 que 7% aparece na fatoragio de g’ — 1 ¢ 7 < 2, para todo ¢ > 2.81.

Pelo Lema 4.2, o polindmio x’ — 1 se fatora em sete fatores de grau 1 em Fy[x]. Definimos m = g -leg=1
de tal forma que 6 = 1 — c11 e A = g +2 =8+ ;_—27. Supondo ¢ > 337, temos A < 8.128. Assim, da Proposicao
5.6, obtemos que se q%‘z > 8.128 - A, - q% > W(q' - DW, (DA, entdo Nf(x7 — 1,4’ = 1) > 0. Tomando 7 = 6.8, a
desigualdade q%_% > 8.128 - A; é equivalente a g > 2142829, isto é, para as poténcias de primos maiores ou iguais
a 2142829, temos N¢(x’ — 1,4’ — 1) > 0. Existem 26543 poténcias de primos ¢ entre 23 € 2142829 tais que ¢ = 1
(mod 7). Usamos o Algoritmo 5.5 para todas essas poténcias de primos e, em cada caso, obtemos que a desigualdade

qi?> W(m)W,(g)A € vélida para algum par de valores de m e g. Isso prova a proposi¢do para g = 1 (mod 7). O

Veja que mde(g® — ¢,6) # 1 é satisfeito para toda poténcia de primo ¢. Assim, das consideracdes do inicio da
se¢do, temos Nf()c6 —1,4%—1) > 0, para toda poténcia de primo g > M;(6). Parat = 8.1, obtemos M,(6) < 1.62-10'3,

Logo, a partir de agora iremos supor g < 1.62 - 103,
Veja que se g é a poténcia de um primo, entdo g é da forma 2, 3" ou satisfaz ¢ = £1 (mod 6).

Proposicao 5.11. Existe um elemento primitivo 2-normal em F s sobre Fy, para toda poténcia de primo q.

Demonstragdo. Consideremos primeiro 10° < ¢ < 1.62 - 10'® e suponha ¢ = +1 (mod 6). Apliquemos a Proposicdo
5.6,comm = g*>—1eg = 1. Sejam py,..., p, os primos dessa proposi¢do. Pelo Lema 2.10, p; = 1 (mod 6), para
todoi € {l,...,r}. Sejam S, e P,, respectivamente, a soma dos inversos e o produto dos primeiros r primos da forma
6j+ 1. Entio P, < p1---pr < ¢* +¢> + 1 < 6.89 - 1072, que por sua vez implica r < 34. Do Lema 4.2, se ¢ = 1
(mod 6), entdo x° — 1 tem seis fatores monicos de grau 1 em Fy[x] e se ¢ = —1 (mod 6), entdo x% — 1 tem dois fatores
monicos de grau 1 e dois fatores monicos irredutiveis de grau 2 em F,[x]. Em todos os casos, g < % + % es<6(a
que s = 4 ou s = 6). Das consideracdes acima, obtemos 6 > 1 — S34 — g, r<34es<6. Comogqg > 10°, temos
0>04615e A=2+ % < 86.5. DoLema 1.81, temos W(g*>—1) < A, -q%, para todo nimero real positivo ¢. Assim,
seq>(A;- 86.61)5, entdo da Proposi¢do 5.6 existe um elemento primitivo 2-normal em F 6 sobre F,. Parat = 4.9,
essa desigualdade se torna g > 94870. Suponha agora g < 94870 e ¢ = +1 (mod 6). Existem 9221 poténcias de
primos ¢ entre 23 e 94870 tais que ¢ = +1 (mod 6). Usamos o Algoritmo 5.5 para todas essas poténcias de primos e,

em cada caso, obtemos que a desigualdade g2 =2 > W(m)W,(g)A € vilida, para algum par de valores de m e g, exceto

para g € {23, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 61, 67, 79}. Para essas poténcias de primos, a Tabela 5.6 mostra um
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elemento @ € F s primitivo 2-normal sobre F; tal que g() = 0, para algum polinémio irredutivel g € F,[x] com p a

caracteristica de F,,.

Se g = 2", entdo W,(x% — 1) < 8 (pois x® — 1 = (x> = 1)?) e, se ¢ = 3", entdo W,(x6 — 1) =4 x° — 1 = (& — 1)°).
Logo, do Teorema 5.4 e do Lema 1.81, verificamos a desigualdade g > 8 - A; - q? com ¢ = 8 e concluimos que existe
um elemento primitivo 2-normal em F ¢ sobre F,, parav > 58 (se ¢ = 2") e v > 37 (se ¢ = 3"). Usamos o Algoritmo
5.5 para todas as poténcias ¢ = 2", com 5 < v < 57e g = 3", com 3 < v < 36 (ja que pela Proposi¢cdo 5.8 nio
precisamos realizar essa verificacio para ¢ < 19) e, em cada caso, obtemos que a desigualdade g2 ~2 > W(im)W,(g)A

¢ valida, para algum par de valores de m e g. O

Do Lema 5.2, ndo existe elemento 2-normal em F s sobre F,, se ¢ = 2 (mod 5). Se 5 | ¢, entdo x’—1 = (x—1)°.
Do Lema 4.2, se g = 1 (mod 5), entdo x° — 1 tem cinco fatores mdnicos lineares e, se ¢ = —1 (mod 5), entdo x> — 1

tem um fator monico linear e dois fatores monicos irredutiveis de grau 2.

Lema 5.12. Seja g = 0,+1 (mod 5) a poténcia de um primo. Existe um elemento primitivo 2-normal em F s sobre

IFy, para g > 508141.

Demonstracdo. Sejam t, u nimeros reais positivos tais que ¢ + u > 11 e seja

v b ,
¢ -1=q]" gy pi-pb

a fatoragdo de ¢° — 1 como produto de niimeros primos distintos tais que 2 < g; < 2" ou 2/** < g;, parai € {1,...,v} e
2" < p; < 2" parai € {l,...,r}. Usemos a Proposi¢do 5.6,comg=1em = q‘l“ ---qv’. Dessa forma, temos
S 1 - 1
o=1-> —= > ———,
; Di ]Z:; qgraqu

sendo 1radq(x5 —1) = Q; --- Qy. Das consideracdes acima, temos s € {1,3,5} e 1 < grauQ; < 2. Agora encontremos

estimativas para ¢, A e W(m).

Sejam S;,, a soma dos inversos de todos os primos entre 2’ e 2*" e r(t,u), a quantidade desses primos. Se
Siu + % < l,entio 6 > 1 = 8;, — 2 > 0. Se escolhemos ¢ > 10° e (t,u) = (5.8,9.7), entdo S;, < 0.95566,

0 > 0.044335, r < r(t,u) = 4776 ¢ A

Q|

4776+5-1
0.044335

2+ % <2+ < 107817.50. Para estimar W(m), usemos o Lema

1.81. Seja P; o conjunto de todos os primos menores que 2’. Do Lema 1.81, temos W(m) < At,umﬁ < A,,Mq%, com

2
A= | | == <3610.54, jdque (1,1) = (5.8,9.7).

PEP: W

Da Proposigao 5.6, conclui-se que uma condig¢ao suficiente para a existéncia de um elemento primitivo 2-normal em

Fqs sobre F, € q% > Apax - A q% (com A, = 107817.50) ou, de forma equivalente,

2(t+u)

g2 2.618- 10" > (Apay - Ary) 10 .
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Vamos supor agora ¢ < 2.618 - 10*®. Aplicamos novamente a Proposicdo 5.6, mas desta vez comm = g — | e
g = 1. Observe que mde(g* + ¢°> + ¢ + g+ 1,g— 1) = 1 ou 5. De forma similar ao Lema 2.10, se um primo diferente
de 5 divide ¢* + ¢° + ¢* + ¢ + 1 e ndo divide ¢ — 1, entdo esse primo é da forma 10+ 1. Assim, os primos py, ..., p, da
Proposi¢do 5.6 satisfazem p; = 1 (mod 10), paratodoi € {1,...,r}. Sejam S, e , a soma dos inversos e o produto,
respectivamente, dos 7 primeiros niimeros primos da forma 10j + 1. Como P, < ¢* + ¢> + ¢> + g + 1 < 4.698 - 10193,
temos r < 69 ¢ S, < 0.29717. Se g > 10°, entio 6 > 1 -8, — % > 0.70278 e A = 2 + % < 105.874. Usando
o Lema 1.81, temos W(g — 1) < A, - q%, para todo nimero real positivo ¢ e, portanto, se g > (105.874 ~At)t%t2, para

algum nimero real positivo ¢ > 2, entdao q% > A q% -105.874 > W(g — 1)W,(1)A. Dessa forma, pela Proposi¢do 5.6

com ¢ = 4, existe um elemento primitivo 2-normal em F s sobre F, se g > 1.775 - 1010,

Suponha agora g < 1.775-10' e usemos novamente a Proposico 5.6, comm = g—1 e g = 1. Seguindo as mesmas
ideias do pardgrafo anterior, obtemos r < 19 ¢ S, < 0.2441801. Para ¢ > 10°, obtemos também ¢ > 0.7558149 e
A < 32.43074. Assim, da Proposi¢do 5.6 e tomando ¢ = 4.8, existe um elemento primitivo 2-normal em Fgs, para

g >3.208 - 108,

Aplicamos mais uma vez a Proposicdo 5.6, mas desta vez com m = mdc(q5 —1,2-3-5) (istoé, W(m) < 8)e g = 1.
Sejam r e s < 5 os inteiros positivos definidos na Proposicdo 5.6 e sejam S, e $, a soma dos inversos e o produto,
respectivamente, dos primeiros 7 niimeros primos maiores que 5. Em particular, temos P, < M> — 1 < 3.398 - 10*?
com M = 3.208 - 108. Isso implica r < 25ese ¢ > 10%, entio 6 > 1 - S, — (5; > 0.20155 e A < 145.885. Dessa forma,
a condicdo da Proposicdo 5.6 é q% > 1167.08 > 8 - 145.885 > W(m)W,(1)A. Logo, se g > 1.363 - 10%, entio existe

um elemento primitivo 2-normal em Fs.

Voltamos a usar a Proposicdo 5.6, com m = mdc(q® — 1,2 -3 - 5) (isto é, W(m) < 8) e g = 1. Desta vez, se

g < 1.363-10% entdo r < 19 e S, < 0.7359. Supondo ¢ > 10°, obtemos & > 0.26405, A < 89.105 e ¢ > 508141. O

Existem 21213 poténcias de primos ¢ entre 23 e 508141 tais que g = 0, +1 (mod 5). Se testamos o Algoritmo 3
em todas essas poténcias de primos, obtemos uma lista de 113 poténcias de primos para os quais ndo existem valores

de m e g satisfazendo q% > W(m)W,(g)A. Por esta razdo, tentaremos outra abordagem.
Lema 5.13. Seja g a poténcia de um primo tal que g = +1 (mod 5). Entdo ©—1=x=D2=bx+D(+((b+1)x+1),

parabquumaraizdex2+x—l=0.

Demonstracdo. Seja & # 1 umaraiz de x> — 1 em Fpedefinab=¢+ &1.Seg=1 (mod 5), entdo & € IF4, ja que os
fatores de x> — 1 sdo lineares em Fy[x]. Isso implica b € F,. Se g = —1 (mod 5), entdo existe um elemento primitivo

2
q°-1
@ € Fptalque & = a5 . Observe que
2_ 1-
q(g-1)(g+1) g+1\4 —4 g+1 q
q _ T _ i= _ i _ 1
El=a —(a/S) —(ai) =&

Isso mostra que b? = &~ + ¢ = b e, consequentemente, b € F,;. Como E+E 4+ +8+1=0,0obtemos b* + b =

E2E+E+E++D+1=1e(P@-bx+ D@ +OG+Dx+D=x*++x2+x+ 1. O
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Lema 5.14. Sejam g a poténcia de um primo tal que g = =1 (mod 5), b € F, uma raiz de X +x-1=0 aum
elemento normal de F s sobre F, e f = x*> — bx + 1. Entdo Ly(a) + a é um elemento 2-normal em F s, para todo

a € Fy, exceto para um iinico valor de a.

Demonstracdo. Escolhemos g = (x— D(x%+(b+ Dx+ 1) de tal forma que fg = r©-1le, paratodoy € Fgs, tenhamos
0 = Lfe(y) = Lg(Lg(y)). Como x — 1 € um fator de g, temos Lg(a) = 0, para todo a € F,. Em particular, se a €
um elemento normal em Fqs, entdo Le(Ly(a) + a) = Ly(Ly(@)) + Lg(a) = 0, para todo a € F,;. Logo, L¢(a) + a tem
F,-ordem h, com h um divisor de g de grau menor ou igual a 3. Do Teorema 1.55, temos L¢(«) + a k-normal, para
k =5 — grau(h) > 2. Suponha grau(h) < 2. Se x — 1 | h, entdo Ly(a) = 0 e Ly(Ls(a)) # 0, ja que a € normal. Logo,
neste caso, L,(L¢(a)+a) # 0. Isso implica que se grau(h) < 2, entdo x—1 { h e, em particular, | x2+(b+1)x+1. Note
que Ly i pype1(Lp(@)+a) = 0€equivalente a Ly 3,24 (@) + L2y py1)er1(@) = 0. Como Lyz 1 1y,41(a) = (b+3)a,

S+a’+a+1=—-(b+3)a. Seb=-3,entdo (-3)>+(-3)-1=0,0 que ¢ impossivel, pois 5 {1 g. Assim,

temos a” + a
b # —3. Portanto, hd um tnico valor de a satisfazendo Trqs /q(a/) = —(b + 3)a. Em particular, isso quer dizer que se

a#—(b+3)""Trs, (), entdo Le(e) + a é 2-normal. o

Veja que se j € F, € o tnico valor de F, para o qual Ly(a) + j ndo € 2-normal, entdo G(a) := (a — j)(Lg(a) +a) €

2-normal, para todo a € F,\{;j} e G(j) = 0. Isso quer dizer que se G(a) € primitivo, entdo G(a) é 2-normal.

Dessa forma, finalizamos o caso n = 5 com uma abordagem computacional usando a ideia do Lema 5.14.

Proposicao 5.15. Seja q a poténcia de um primo. Existe um elemento primitivo 2-normal em F s sobre F, se, e

somente se, ¢ = 0,+1 (mod 5).

Demonstragdo. Do Lema 5.12, s6 precisamos provar a existéncia de um elemento primitivo 2-normal em Fs, para

q =0,+1 (mod 5) tal que g < 508141.

Inspirados no Lema 5.14, usamos o Algoritmo 4 para encontrar um elemento primitivo 2-normal em F s sobre
Fy. Nesse algoritmo, a € um elemento primitivo de Fs, j € Fp, b € F; € uma raiz de ¥ +x-1=0eB=Lga . ()
parag = =1 (mod 5). Se 5 | g, entdo B = L(,_;2(a). Assim, parag = 0 (mod 5) ou g = =1 (mod 5), este algoritmo

retorna verdadeiro se 8 + j e primitivo 2-normal em F s, para algum j € F),, com p a caracteristica de F,,.

Para as 113 poténcias de primos ¢ tais que ¢ = 0, +1 (mod 5), g < 508141 e o Algoritmo 3 mostrou ndo existir
valores de m e g satisfazendo q% > W(m)W,(g)A, o Algoritmo 4 encontrou sempre um elemento primitivo 2-normal,

exceto para g = 64.

Para g = 64, as raizes de

g =X+ a0 P e M 2 P P

em F s sdo elementos primitivos 2-normais sobre F,. O
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54 Cason=4

Em [32, Remark 3.5] € provado que ndo existe elemento primitivo 2-normal em F_4, se ¢ = 3 (mod 4). Vamos
supor agora g uma poténcia de 2. Nesse caso, x* — 1 = (x + 1)* e o tinico fator de grau 2 de x* — 1 é (x + 1). Logo, se
B € um elemento 2-normal, entdo a F,-ordem de S deve ser x% — 1. Dessa forma, ,8‘12 = (3, ou seja, B ndo € um elemento
primitivo em F 4. Portanto, se existe um elemento primitivo 2-normal em F 4, entdo ¢ = 1 (mod 4). Nesse caso, em
IF,[x] podemos fatorar x*—1lem quatro fatores lineares, isto é, 1=+ Dx—-Dx+b)(x—b)comb € F, e

b? =—1.

Ao longo desta se¢do, vamos considerar ¢ = 1 (mod 4), b € F, tal que b* =1, fx) = (x+ D(x+b) € Fy[x]
um fator de x* — 1 de grau2ea € Pq4 um elemento normal em Fq4 sobre F,. Assim, L¢(a) é um elemento 2-normal

em F4 (ver [32, Lemma 3.1]).

Lema 5.16. Sejam u,v € F,. Se y = uLs(@) + v é primitivo em F s, entdo y é 2-normal em F 4 sobre F,.

x-1

Demonstragdo. Do Teorema 1.48, temos L_y) f(uLp(@) +v) = uLa_1(@) + Lix—p) (! —v) = 0. Como 7 é de grau

2, o conjunto {y, vy, yqz} ¢ linearmente dependente sobre F,. Suponha y e 7 linearmente dependentes. Nesse caso

¥4~ € Fj e ord(y) < (¢ — 1)* < ¢* — 1, contradig@o. Portanto, pelo Teorema 1.55, y & 2-normal. O

Definimos g(x) = x + 8 com 8 um elemento 2-normal em F 4. Pelo Lema 5.16, a melhor escolha € 8 = Ly(a)
para algum elemento normal a € F, jd que se g(a) for primitivo, entdo g(a) serd 2-normal. Se B € F,, entdo
0=Lus,(B :,qu — b+ 1B +bB=(b+1)B—-pB9). Comob>=-1leqg=1 (mod 4), temos b # —1. Isso implica

-

B € Fy, 0 que gera uma contradi¢do. Logo, 8 ¢ F .

Teorema 5.17. Sejam m um divisor positivo de g* — 1 e § = L¢(a). Denotamos por Ng(m) o niimero de elementos

a € Fy tais que g(a) = a + B é m-livre. Se ql/2 > 3W(m), entdo Ng(m) > 0.

Demonstragdo. Como 8 = L¢(a) ¢ F2, temos F s = F,(B8). Portanto, do Lema 1.80, para todo caracter multiplicativo

nao trivial 7 de F 4, temos

| > ne(@)| < 3va. (5.7)

aclFy

Da Proposicao 1.72, temos

Nam) = " pm (2(@)) = 6m)| >~ no(g@) + | % D, D @),

a€kF, a€k, dlm ord(n7)=d a€F,
d#1
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lembrando que 779 é o caracter multiplicativo trivial de FZ. De (5.7) e da igualdade acima,

N, d
‘M— ‘s D S S nie(@)| < 34G Y )] = 3(Wm) = 1)y

O(m) dlm QO(d) ord(m)=d a€kF, dlm
d#1 d#1
Portanto, 1\61),2’(2;) > g — 3(W(m) — 1) 4/q e obtemos o resultado desejado. O

A prova do seguinte resultado é similar as provas de outros resultados similares e, como na Proposicio 5.6,
omitimos a demonstrag@o.

Proposicdo 5.18. Sejam m um divisor positivo de g* — 1 e 8 0 elemento 2-normal do Teorema 5.17. Sejam py, ..., p,

niimeros primos tais que rad(g* — 1) = rad(m) - p1 - p2 -+ py. Suponha 6 = 1 — i1 [% > 0 e seja A = % + 2. Se

g% = 3W(m)A, entdo Ny(g* — 1) > 0.

Do Teorema 5.17 e da Proposi¢do 5.18, obtemos condicdes de suficiéncia para a existéncia de um elemento
a € F, tal que g(a) = a + B € um elemento primitivo em F 4. Do Lema 5.16, este elemento € também 2-normal. Dessa

forma podemos concluir o caso n = 4.

Teorema 5.19. Seja g a poténcia de um primo. Existe um elemento primitivo 2-normal em F 4 sobre By se, e somente

se, ¢ =1 (mod 4).

Demonstragdo. Procedemos como no Lema 5.12. Sejam ¢, u nimeros reais positivos tais que ¢ + u > 8 e seja

b b
g -1=q]"-q p'p

a fatoragio de ¢* — 1 como produto de niimeros primos distintos tais que 2 < g; < 2/ ou 2/** < ¢; parai € {1,...,v},
2" < p;<2™" parai € ({l,...,r} e considere m = ¢}' --- ¢;". Dessa forma, temos
r
1
o=1-) —.
iz1 Pi

Agora encontremos estimativas de 0, A e W(m).

Sejam S;;, < 1 a soma dos inversos dos nimeros primos entre 2 e 2'** e r(t,u) a quantidade desses nimeros

primos. Como no Lema 5.12, temos r < r(t,u), 6 > 1 -S;,e A <2+ % Pelo Lema 1.81, considerando 2* | q4 -1

4
e4 <t+u,temos W(im) < A, - g+, com

2 2
A[’u = t+u ’ l_l 1+ ‘

V2t L WP
p € primo

2(t+u)

Pela Proposicdo 5.18, se q% >3-Ay -q% -A, entdo Nﬁ(q4 —1) > 0. Essa condigdo é equivalente a g > (3 - A, - A)™3.

Tomando t = 5 e u = 8.5, obtemos N/g(q4 —1)>0,parag > M :=2.12-10%.
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Suponha agora ¢ < M. Vamos usar a Proposicdo 5.18, com m = ¢*> — 1. Sejam py,..., p, 0s primos que
satisfazem rad(q4 -1 = rad(q2 -1 :-p1---pr Sejai €{l,...,r}. Temos p; impar, p; | q2 +lepit q2 — 1. Isso
implica 4 | ¢(p;) = pi — 1. Seja agora S, a soma dos inversos dos primeiros r niimeros primos da forma 4 + 1 e
seja P, o produto desses r niimeros primos. Logo, de 2P, < ¢> + 1 < M? + 1, obtemos r < 33, S, < 0.60520004,
§ > 0.39479996 e A < 83.054. Como 2° | ¢> — 1 e 3 < ¢, podemos considerar

2 2

LW

Al‘ =
2<p<2!
p € primo
como sendo a constante do Lema 1.81. Portanto, pela Proposicao 5.18, se q% >3-A- q% - A > 3W(g* — 1)A, entio

Ng(g* — 1) > 0. Para ¢ = 6.8, obtemos (3 - A, - AP <7321 - 1021,

Suponha agora M := 7.321-10*' e ¢ < M. Usemos novamente a Proposi¢io 5.18 com m = mdc(g*—1,2-3-5-7).
Seja S, a soma dos inversos dos primeiros r nimeros primos, comegando por 11, e seja $, o produto desses » nimeros
primos. Observe que se 5 1 ¢* — 1, entdo ¢ é uma poténcia de 5, o que implica 3 | g* — 1. Isso implica 2*-3 | ¢* — 1 ou

M1

2*.5] g* - 1. Por hipétese, r é o niimero de fatores primos de ¢* — 1 maiores que 7. Temos r < 44, ja que P, < T

Logo, S, < 0.7821, 8 > 0.2179 e, portanto, A < 2 + A=l < 199.34. Assim, g7 > 3W(m)A, para g > 9.156 - 10”.

Repetimos o mesmo processo com M = 9.156 - 107 e m = mdc(g* — 1,2 -3 - 5). Agora S, é a soma dos inversos
. , . . , . 4_
dos primeiros r nimeros primos comecando por 7 e £, é o produto desses r niimeros primos. Temos P, < M4—81 para

r<19e A <70.155. Logo, q% >3.23.70.155 > 3W(m)A, para g > 2834914,

Repetimos esse processo uma tltima vez com M = 2834914 e m = mdc(q* — 1,2 -3 - 5). Obtemos r < 16 e
2
A < 51.253. Da Proposicao 5.18, temos N,g(q4 —-1)>0seq > 1513078 > (3 .23 -51.253) . Do Lema 5.16, para

g = 1513078 existe um elemento primitivo 2-normal em F 4.

Existem 57731 poténcias de primos g = 1 (mod 4) menores que 1513078. Usamos uma variante do Algoritmo
3 para testar a desigualdade q% > 3W(m)A, para todos os valores possiveis de m. Obtemos q% > 3W(m)A falso, para

918 valores de g.

Agora usamos o Algoritmo 6 para verificar, dentre os 918 valores de g, para quais valores de g existe um elemento
primitivo 2-normal da forma 8 + j como especificado na Subsec¢do 5.5.3. O Algoritmo 6 retorna falso para 13,17 e
125. A Tabela 5.7 mostra que, para esses casos, existe um elemento primitivo 2-normal @ € F_4 tal que g(@) = 0, para

algum polindmio irredutivel g € F,[x], com p a caracteristica do corpo F,. Isso completa a prova. O

5.5 Algoritmos do Capitulo 5

Nessa secdo apresentamos alguns algoritmos utilizados no decorrer do capitulo.
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5.5.1 Algoritmo para testar todos os crivos possiveis

Dada a poténcia de um primo g € inteiros positivos n € k satisfazendo 5 > k, o Algoritmo 3 verifica a Proposi¢ao

5.6,sendom=[] p,g=1[1hC=A{p1,....pr}e K=1{hy,..., h}.
peB heH

Algoritmo 3: Verifica a Proposi¢do 5.6 para valores dados de ¢, n e k

Entrada: A poténcia de um primo g e inteiros positivos n e k
Saida: verdadeiro ou falso

1 Cond « verdadeiro

2 L « lista ordenada dos divisores primos de ¢" — 1

3 G « lista ordenada de fatores irredutiveis monicos de x"* — 1

40,j<0

5 enquanto i < len(L) e Cond faca

6 B « primeiros i elementos de L

7 C « tltimos len(L) — i elementos de L

8 H < primeiros j elementos de G

9 K « dltimos len(G) — j elementos de G

1 1
10 (5<—1—[ZZ+ZM]

peC hekK

11 se 0 > (0 entao
N len(C) + len(K) — 1

12 A2
0

n
13 res «— [ qj—k > plen(B)+len(H) A]
14 Cond < nio res
15 senao
16 ‘ res « falso
17 fim

18 jej+1
19 se j > len(G) entao

20 j<0
21 i—i+1
22 fim

23 fim

24 retorna res

5.5.2 Algoritmo para encontrar um elemento primitivo 2-normal em F s

Dada a poténcia de um primo ¢ = 0,+1 (mod 5), considere um elemento primitivo a € FZS e b € F, raiz de
x% + x — 1 (se ¢ ndo é poténcia de 5). O Algoritmo 4 procura um elemento da forma 8 + j com j no corpo primo que
seja primitivo 2-normal em F s sobre Fy, sendo 8 = L(,_jy2(a) se ¢ € uma poténciade Se = Ly_, 4(a) se g = 1

(mod 5).
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Algoritmo 4: Verifica a existéncia de um elemento primitivo 2-normal em F s sobre F,

Entrada: A poténcia de um primo ¢
Saida: verdadeiro ou falso
1 a « elemento primitivo de F s
2 se 5 divide g entao
3 ‘ ,8<—aq2—2aq+a
seniao
b« raizde x> + x— 1
B« a® —bal +a
fim
(j, Verifica, Valor) < (0, falso,verdadeiro)
enquanto Valor faca

10 y—B+]j
11 se y é primitivo entao
12 h — i 4 x4
i=0
13 k « grau(mdc(h, x° — 1))
14 se k = 2 entao
15 Valor « falso
16 Verifica « verdadeiro
17 fim
18 fim
19 jej+1
20 se 8+ j = 5 entao
21 ‘ Valor « falso
22 fim
23 fim

24 retorna Verifica
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5.5.3 Algoritmo para encontrar um elemento primitivo 2-normal em F

Dada a poténcia de um primo ¢ = 1 (mod 4), considere um elemento primitivo a € F}. O Algoritmo 5 encontra
um elemento normal ¢ = Normal(F+,a). Note que um tal elemento sempre existe, logo a sera encontrado para
algum valor de z € {1,...,¢* — 2}. A seguir, no Algoritmo 6 define-se b € [F, que satisfaz b* = —1. Dessa forma,
H-1l=x-Dx+Dx-b)(x+b)éa fatoragdo de x*—1lem Fy[x]. Assim, para 8 = L(x+1)x+b)(@), 0 Algoritmo
6 procura um elemento da forma 8 + j com j no corpo primo que seja primitivo em F 4. Do Lema 5.16, se 8 + j for
primitivo, entdo 8 + j serd também 2-normal. A varidvel Verifica retorna verdadeiro se tal elemento existe e falso se

tal elemento ndo € encontrado dessa forma.

Algoritmo 5: Normal(F 4, a)

Entrada: Um elemento primitivo a no corpo F 4
Saida: Um elemento normal «

1z« 1

2 N « verdadeiro

3 enquanto N faca

4 a—at

3
5 g« Y adx¥i
i=0

6 k « grau(mdc(g, ¥ -1)
7 se k = 0 entao

8 | N « falso

9 fim

10 ze—z+1
11 fim

12 retorna «

Algoritmo 6: Verifica a existéncia de um elemento primitivo 2-normal em F« sobre F,

Entrada: A poténcia de um primo g
Saida: verdadeiro ou falso
1 a < elemento primitivo de F 4
2 @ « Normal(F 4, a)
3 b«raizde x> + 1
4 B—a” +(b+ 1)l +ba
5 (j, Verifica, Valor) « (0, falso,verdadeiro)
6 enquanto Valor faca
7 c—fB+]j

8 se ¢ é primitivo entao

9 Valor « falso

10 Verifica « verdadeiro
11 fim

12 je—j+1

13 se B+ j = B entao
14 | Valor  falso
15 fim

16 fim

17 retorna Verifica
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5.6 Tabelas dos casos remanescentes

(g,n) g(x) € Fy[x]

2,6) P+ +x5+x2+1

2,8) B+ +x5+x+1

(2,9) X+ +x0+ 0+ + 5+ +x+1
2,10) O+ X+ 0+ +x+1
2,12) B L I A |
(3,6) P+ + A+ +x+2

(3,8) B2 + 3202 +2x+2

3,100 xXO+ X3+ 7+ 20+ X+ + X+ 2%+ x+2
(3,12) P+ x40 23 + X+ X0+ 20 + 20 +2

TaBELA 5.3: As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais para g € {2, 3}.

) g(x) € Fylx]
4,5) OB o+ P+ +x+1

4,6) A2 T B o P+ x+ 1
4,8) AP T x  Or B+xT+ X0 + 2+ 1
4,9) A a6 2 X0 x4+ 1

(5,5) X+ 2% + x+2

(5,6) B+t +4ad+x7+2

(5,8) B+dx’ + X043+ +x+3

(5,12) x4+ x T +3x10 4+ 3% +4x7T +3x° +3x8° +3x% +4x + 3
(7,6) X0+t + 50 +4x% + 6x+3

(7,8) X3+ 30+ 60 +x + 627 +5x% +4x +5

(8,6) A xOxB  xPx B X0 2+ x+ 1
8,7) P xxd  xT T 0+ P+ 5 + 11

TABELA 5.4: As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais para g € {4, 5,7, 8}.
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(g,n) g(x) € F[x]
9,5) O x4+ 2x0 + ¥ + x4 285 +2
9,6) A2+ 8+ + 0+ 2 208 +2x 42
(9,8) x4 2x 4+ 2xB + x4 AT 4 X042 + B P+ 4% +2
(11,5) X495 +4x2+9x+3
(11,6) WO+ + P +3° + 2+ x+7
(13,6) O+ 100° + 112 + 11x +2
(16,5) A0 D B T x0T X+ P+ x4 1
16.6) e ISP ) Rl SR L IR | S . I
’ B L i |
(17,6) X+ + 15X +6x° + 2 +4x+ 14
(19,5) X +2x + X% +2x+ 16
(19, 6) O+ 1765 + 1722 + 6x+2

TABELA 5.5: As raizes de g(x) sdo elementos primitivos 2-normais para g € {9, 11, 13,16, 17, 19}.

q g(x) € IF‘p[x]

23 X +3x° +20x% + 127 + 6x+ 11

25 A2+ x4 3x10 4 X0 14X +3° +38° + 32 +4x+ 3
29 X0+ 14x* +22x3 + 6x% +2x+ 15

31 X0 +19x° + 16x% + 8x+ 3

37 X0 +350° +4x% +30x +2

41 2+ 1757 + 197 +9x% +38x + 17

43 x® 4+ 19x° +28x% +21x + 3

47 x® +35x% +36x° +36x% + 19x + 31

49 2 +6x0 452 +6x3+6x7 +3x0 + X +4x° + X2 +5x+ 3
59 X0+ 13x% +56x° + 152 + 2x + 11

61 X0 +49x° +3x% +29x + 2

67 X0 432 + 58x% + 46x3 + 22x% + 59x + 61

79 X0 4+ 19x° + 28x% + 68x + 3

TaBeLA 5.6: @ € F s € um elemento primitivo 2-normal sobre F, satisfazendo g(a) = 0.

q g(x) er[x]
13 110 +8x% +6x+ 11
17 x* 4+ 10x% +5x + 3

125 22 +3x T +4x0+ 043X + 247 +2° + A + 35 +4xX% + x + 2

TaBeLa 5.7: @ € F+ € um elemento primitivo 2-normal satisfazendo g(a) = 0.
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CAPITULO 6

Elementos r-primitivos k-normais

Sejam g a poténcia de um primo, » um inteiro positivo, r um divisor positivo de ¢" —1 e k o grau de um polind6mio
em F,[x] que divide x" — 1. Neste capitulo, vamos apresentar resultados sobre a existéncia de elementos r-primitivos
k-normais em Fy» sobre F,. Na Sec@o 6.1, come¢amos com algumas defini¢Ges e resultados sobre somas de caracteres
antes de abordar o tema do capitulo. Na Secdo 6.2, apresentamos resultados gerais sobre a existéncia de elementos
r-primitivos k-normais, assim como condi¢des para casos especificos. Na Se¢do 6.3, fornecemos alguns exemplos

numéricos sobre corpos finitos de caracteristica 11.

6.1 Algumas somas de caracteres

A construg@o de elementos k-normais dada no Lema 1.56, combinada com a seguinte defini¢do, permitem en-

contrar uma forma de contar elementos r-primitivos k-normais (ver Definicao 6.3).

Defini¢ao 6.1. Para todo « € Fy, define-se a seguinte soma de caracteres:

1
Mmi;wa.

/1 Eﬁqn

Pelo Teorema 1.58, Ip(a) = 1 se @ = 0 e Ip(a) = 0, caso contrario.
Precisaremos também do seguinte resultado sobre caracteres aditivos.

Lema 6.2. Sejam f € Fy[x] um divisor de x" — 1 de grau k e x e  caracteres aditivos de F. Entdo

S @uigop =] T XTI
BeFn 0 sex#fouy.

Além disso, para um caracter aditivo y, o conjunto {§ € ﬁqn | ¥ = f oy} tem ¢* elementos se Ord(y) | % eéo
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conjunto vazio se Ord(y) 1 %

Demonstragdo. Observe que, para todo 8 € Fyn, x(B)W(f o B! = (x — f o ¥)(B). Logo, do Teorema 1.58, a soma é

zero se, e somente se, y # f o y. Por outro lado, a soma € ¢" se y = f o .

Por defini¢do, para todo caracter aditivo y, temos Ord(y) | % se, € somente se, xnfl o y € o caracter aditivo

trivial. Do Teorema 1.66, f e % definem endomorfismos lineares de [F,», assim como eles definem endomorfismos

. . n__ , o, . .« . .
lineares de Fy». Logo, dessa dualidade e do Lema 1.54, X 7 Lo ¥ € o caracter aditivo trivial se, e somente se, existe um

x'—1

caracter aditivo y tal que y = f o . Isso prova que { € Fq»l | x = f oy} # 0 se, e somente se, Ord(y) | 7

Denotemos f,f o endomorfismo linear de ﬁqn definido por f. Da dualidade e do Lema 1.54, ker ﬁf tem ¢*
elementos, ja que ker Ly tem g* elementos. Logo, se y € im if, 0 conjunto I:}I(X) ={y € Fqn | x = f oy} tem g~

elementos, pois i}l (y) é uma classe lateral de ker ;. m|

6.2 Existéncia de elementos r-primitivos k-normais

Como nos capitulos anteriores, encontraremos condi¢des de existéncia de elementos r-primitivos k-normais

usando somas de caracteres. Para tal, a proxima definicdo possui um papel importante.

Defini¢ao 6.3. Sejam f,g € F,[x] divisores monicos de x" — 1, com grauf = k e m um divisor positivo de q" — 1.
Definimos
Nepm,g)= Y > pul@weBo@ = f o).
a€F’, BEF
q

Das defini¢des de p,, kg, I € da Defini¢do 6.3, N,.y(m, g) conta o niimero de pares (a,3) € IF;,, X Fyn tais que a
€ m-livre, B € g-livre e @” = f o 8. Em particular, se N, s(¢" — 1, x" — 1) > 0, entdo existe um par (@, ) € F(*]n X Fgn
tal que « € primitivo, B8 € normal e " = f o 8. Dos Lemas 1.25 € 1.56, @" = f o 8 € Fy» € um elemento r-primitivo

k-normal sobre F,.

Teorema 6.4. Sejam f, g € Fy[x] divisores monicos de x" — 1 com grauf = k e m um divisor positivo de q" — 1. Se
g% > rW(m)W,(g), entdo N, y(m,g) > 0 com g = mdc(g, %). Em particular, se g2~% > rW(q" — l)Wq(%), entdo

existe um elemento r-primitivo k-normal em Fyn sobre F,.

Demonstracdo. Das Definicdes 6.3 e 6.1 e das Proposicdes 1.72 ¢ 1.77, temos

0(m)B4(g) ~ u(d)gy(h)
Nr,f(m’g) = n S(U’X’¢)3
q dzln; oDy
hlg Ord(x)=h
l//E]Fqn
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sendo

S w)= ), D MaxBu@ ~fop)

aeIF;” BEFn
= > ne@wie”) D xBw(f o).
weIF‘;n BEF

Denotamos novamente 7 o caracter multiplicativo trivial e ¢ o caracter aditivo trivial. Escreva

0(m)@,(g)
N, f(m, g) = q—" (S1+82+83+84),

para S| =S (10, Yo, ¥o),

32=Zf’% > Sy, Si= ) %MZ S @n.x: o)

13 rd(y)=
dadl d#1 ou h#1

u(d)ugy(h))
Iy Yy YRR
h#1 Ord(y)=h A
Temos S| = (¢" — 1)q", ja que no(a@)yo(@”) = 1 e Yo(BWo(f o B)~' =1, paratodo a € IFZ,, e todo B € Fyn.
Do Lema 6.2, para todo caracter multiplicativo r, temos
DSty = Y Sayow) =g - Dg" Y neue’),

YR n yeker Ly ac€F,
Y#Po Y#Po

lembrando que ker I:f ={y € Fqn | fouw = o). Agora, do Lema 1.80(b) e usando que existem ¢(d) caracteres

multiplicativos de ordem d, obtemos

d 3n 3n
sal< Y, 2 S ridt =16 = it = g W),

dim ord(r]):d

Do Teorema 1.58, temos S (1, x, ¥o) = 0, se n # 1o ou y # Y. Logo, S3 = 0.

Para obter uma cota superior para S 4, vamos utilizar’g = mdc(g, xnfl ) e considerar f,}l ) ={we Fqn | x = fou}

para todo caracter aditivo y. Do Lema 6.2, temos i,}l()() =0, se Ord(y) 1 xanl . Logo,

p(dpg(h))
S, v, ¥).
dzm,:; D) %d 2, Saxw
h#l Ord(y)=h VL1 @
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Novamente pelo Lema 6.2, temos

D, Shxw) =g ) n@w”),

P *
vel; (v a€F

para todo caracter multiplicativo i de ordem d e todo caracter aditivo y cuja F,-ordem & divide g. Logo, do Lema
1.80(b),
lu(d)pqg () kA A
Sal< DT =mE s N g B = g Wy (W,(@) - 1),

dim hg P(d)gq(h) ord(y)=d
h#1 Ord(y)=h
Portanto,
MmO (. ., 32
Nojmg) > =L (" = g = (g = D ¥ W)

—r g E W) (W, (@) - 1))

> 0mO () (" - rq* *WImW, (@),

pois rq> W(m) — 1 > 0. Assim, se >~ > rW(m)W,(3), entdo N, ;(m, g) > 0.

Em particular, se q2‘k > rW(g" — DWW (== _1) entdo existe um elemento r-primitivo k-normal em Fy» sobre

. o

Observacao 6.5. Veja que o iltimo resultado comr = k = 1 e f = x — 1 generaliza resultados anteriores sobre a
existéncia de elementos primitivos 1-normais (ver [18, Corollary 5.8]). Veja também que esse resultado comr =1 ¢é

uma condig¢do mais forte que a condigdo de existéncia de elementos primitivos k-normais dada em [32, Theorem 3.3].

Observacao 6.6. Simultaneamente aos estudos realizados neste capitulo, em [30], os autores também estudam

rad(¢"—1)
rad(r)

condicdes de existéncia de elementos r-primitivos k-normais. Eles definem R e provam que se

gk > rrad(r\W(R)W,(x" — 1), entdo existem elementos r-primitivos k-normais. Eles também usam somas de

W(q"-1) rad(r)
G W > 1, temos

caracteres, mas utilizam outra abordagem. A titulo de comparacdo, como W(R) =

rrad(NWRW,(x" = 1) 2 rW(g" = DW,(x" = 1) 2 rW(g" — DWy(XL).

Novamente aplicamos a técnica do crivo que segue as mesmas ideias que se encontram em [10]. Como demons-
tramos resultados similares nos Capitulos 2 e 3, omitimos a prova de [1, Lema 3.4]. A Proposi¢ao 6.8 é uma variante

de [1, Proposition 3.5], por essa razao a prova nao serd omitida.

Lema 6.7. Seja f € Fy[x] um divisor de x" — 1 de grau k. Sejam € um divisor de q" — 1 e {p1, ..., py} o conjunto
de todos os primos que dividem q" — 1, mas que ndo dividem €. Sejam também g € Fy[x] um divisor de x" — 1 e

{P1, ..., Ps} CFylx] o conjunto de todos os divisores monicos irredutiveis de x" — 1, mas que ndo dividem g. Entdo

v N
Nof(q@" = 1,2 = 1) 2 Y Ney(pils @) + ) Np g6 Pig) = (v 4+ 5 = DN, (6, ). (6.1)
i=1 i=1
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Proposicao 6.8. Sejam ¢ um divisor positivo de q" — 1 e {p1, ..., p,} 0 conjunto de todos os primos que dividem q" — 1,

mas que ndo dividem €. Sejam f € Fy[ x] um divisor de x" =1 de grau k, {P1, ..., Py} C Fy[x] um conjunto de polinomios

monicos irredutiveis que divide q[x] um divisor de x"—1 tal que rad,(x"—1) = rad,(g)-P1 - - - Ps. Suponha

=1-37 1,7 pop qgm(,,i) > Oese]aA = 2+25=L Se g27F > rW(O)W,(mdc(g, ’C]Z'))A, entdo Ny (¢"—1,x"-1) > 0.

Demonstra¢do. Podemos reescrever a Desigualdade (6.1) da seguinte forma

Nep(g" = 1,28 = 1) = > [Ny f(pit @) = 0(pN, (£, )|
i=1

+ D [Nes (€ Pig) = Oy (PN (£, )| + ON, (€, ).

Sejai € {1,...,v}. Das Definicdes 6.3 e 6.1, das Proposi¢cdes 1.72 e 1.77 e levando em considera¢do que 6 ¢ uma

fun¢do multiplicativa, obtemos

O(p)O()O4(2) u(dpg(h)
Nr,f(pig’ g) = n S(U’X’ ‘r//)
9 ‘;if P()py(h) orc%): d weZIF:n

hlg Ord(y)=h
0(p)O()O,(g) Z u(d)pg(h) Z
S, xs¥).

apt $D9N i =d ycF
pild Ord(y)=h
hlg

O(pi)N,. (€, ) +

qi‘l

Do Lema 6.2, denotando g = mdc(g, & 1) temos

d)g(h d)pg(h
> % D, L Stxw=4"), % DD, D @), (6.2)
d\pit ¢ 9N ord(m)=d = d\pit ¢ 93 ord(n)=d wel o) *Fon

pild Ord(x)=h pild Ord(y)=h "~/

hlg hig

Do Lema 1.79(b) e utilizando que a soma em (6.2) é zero quando ¢ = ¢y, obtemos

(g (h) r
|Z ! o(d)py(h) %d Z ZF n(@w(a’)
Pz|d Ord(x)=h ‘//ELf 9] q"
hig

<rg> *WOWR).

Assim, [N, (pit, &) — 0(p)N,.£(€, &)| < O(p)OO)O()rq> *W(OW,(B).

Seja agora i € {1,...,s}. Das Definicdes 6.3 e 6.1, das Proposicdes 1.72 e 1.77 e levando em consideragcdo que

®, € uma fun¢do multiplicativa, temos

O,(P)O)O Ay (h
N, (6, Pig) = q(PDO0)O4(8) Z p(d)pg(h) Z Z S x. 0

7 ai YD) oiord ez,
h|P;g Ord(y)=h
O4(P)O)O4(8) o H(dpq(h)
= OPONy(lg) + == D TS DL ) S,
4 ac ¥ g ord(=d yeF,,
h|P;g Ord(y)=h
Pilh
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X

Como P; | "' e é primo com g, segue P;g | 2. Assim, do Lema 6.2, temos

pu(d)pg(h) p(d)pg(h) ,
> SO1.x, HDpq L) .
t,D(d)gbq( ) Z Z (. 1) = Z SD(d)(ﬁq(h) Z: Zl Z* n(@y(a’)
d|t ord(n)=d EF d|t ord(n)=d wel 7 (o) a€F*,
hPig Ord(y)= h hlPg Oord(y)=h"" 1 q

Pilh Pilh

Do Lema 1.79(b), obtemos

|Z . (Z)” @SS @)
P(d)pq(h) ord(n)=d e} -1, acFr,
hIP,g Ord(y)= nV<kr ¢
Pilh

< rg> *WOW,@).

Logo, |N,’f(€, P;g) — ©4(P)N, (¢, g)' < ®q(P,~)9(€)®q(g)rq%+kW(€)Wq(§). Combinando as desigualdades acima, ob-

temos

Nyr(@" = 1,x" = 1) > 6N, s((, 8)

1% N
— (OO, (W ()W, (@)rg"*** (Z op)+ ) &,(Pi)] :
i=1 i=1
Portanto, da prova do Teorema 6.4, temos

Ny (g = 1,x" = 1) > 60(0)04(8) (4" - rq* W)W, (@)
— (0O (W)W, @)rg> ™ (Z op)+ ) &,(P»]
i=1 i=1

= 6000, (8)(q" - rq* W)W, @)A).

Da desigualdade acima decorre o resultado desejado.

O

Corolario 6.9. Se k < n/2, (n—k)* < qe q%_k > r(n—k+2)W(q" — 1), entdo existe um elemento r-primitivo k-normal

em Fyn sobre F,,.

Demonstragdo. Seja f € Fy[x] um fator de x* — 1 de grau k. Vamos usar a Proposi¢do 6.8, com £ = ¢g" —1e g

um divisor de x" — 1 tal que mdc(g, 1) = 1 e todo fator irredutivel ménico de x* — 1 divide g ou = 7 =L Dessa
forma, o conjunto {Pq,..., P} estd composto por todos os fatores irredutiveis monicos que dividem Tl Entio,
=1-3% gy 2 1 -2 21— ;= 280> 0.pois g > (n— k) e s <n — k. Além disto,
-1 —k-1
A=2+2 <l F2=n—k+2.
) n—k—1
n—k
Isso quer dizer W(£)W,(g)A < (n -k +2)W(q" — 1) e, da Proposi¢do 6.8, obtemos o resultado desejado. O
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Definiciao 6.10. Sejam t, u niimeros reais positivos. Define-se

At,u = 1_[

p<2!
p € primo

tW'

O préximo resultado serd utilizado em casos especificos.

. . . L. , n
Lema 6.11. Suponha k < n/2 e (n — k)> < q. Sejam t,u mimeros reais positivos tais que t + u > 7 €0y =
.
1 -8, - ﬁ > 0, com S;,, a soma dos inversos dos niimeros primos entre 2' e 2'*". Sejam A, = 2 + V(t”);r& e

v(t, u) a quantidade de niimeros primos entre 2' e 2'™". Se
2At+u)
q > (rAt’”At’”)(Hu)(n—Zk)—Zn ,
entdo existe um elemento r-primitivo k-normal em Fn sobre .

Demonstragdo. Seja

v b bw
q"=1=pipy-q)' 4y

a fatoracdo de ¢" — 1 em nimeros primos tais que 2 < ¢; < 2" ou 2" < g;, para 1 < i < w, e 2’ < p; < 2" para

1 <i < v. Usamos a Proposicio 6.8, com ¢ = qll" ---qfv”’ e g € Fy[x] um divisor de x" — 1 tal que mdc(g, %) =1

e todo fator irredutivel em Fy[x] de x" — 1 divide g ou % Dessa forma, {Pq,..., P} é o conjunto de todos os
polindmios mdnicos irredutiveis em [F,[x] tais que radq(%) = Py---Py. Entio 6 = 1 -3, i -2 m >

1= Ltk a5, > 0eA =24 205l <o Mkol S A Do Lema 1.81, temos W(C) < Arul™ < Apugii.

Da Proposicao 6.8, conclui-se que uma condicao suficiente para a existéncia de elementos r-primitivos k-normais em

2 n_ n_ .
Fn sobre F, € g2 k> rA;.q# Ay ou, equivalentemente,

o
q > (rA; Apy,) 002020

A préxima proposicdo apresenta um resultado assintético sobre a existéncia de elementos r-primitivos k-normais

em Fgn.

Proposicao 6.12. Suponha k < n/2 e seja t um niimero real tal que t > 2n/(n — 2k). Se

g > min{U,(n, k, r), max{(n — k)?, Vy(n, k, )}, (6.3)
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entdo existe um elemento r-primitivo em Fyn que é k-normal sobre F,, com

__ 2
Ut(l’l, k, r) (rzn—kAt)r(nfzk)—Zn ,

V,(n. k. 1) (F(n — k + 2)A,) @55 |

Demonstra¢do. Do Lema 1.81, temos
W(g" = 1) < A"

Como o grau de % é n — k, temos W(%) < 2"* Logo, do Teorema 6.4, se

q%—k > rqn/tAlzn—k,

ou, de forma equivalente, se

21
-k (n—2k)-2
g2 (r2"*A,) "

entdo existe um elemento r-primitivo em Fy que € k-normal sobre F,. Por outro lado, se g > (n - k)* entdo, do
Coroldrio 6.9 e do Lema 1.81, se

2
g > (r(n -k + 2)A) @07
entdo existe um elemento r-primitivo em Fy» que € k-normal sobre F,. O

Para cdlculos numéricos, a Proposi¢c@o 6.12 pode ser usada para valores grandes de n. Para valores menores de

n, a Proposicdo 6.12 proporciona cotas muito grandes para g. Nesses casos, € melhor usar o Lema 6.11.

6.3 Exemplo numérico em caracteristica 11

Na Proposicao 6.13 e no Lema 6.14, apresentamos resultados gerais sobre a existéncia de elementos 3-primitivos
3-normais em FF,» sobre F,, para F, um corpo finito qualquer. J4 o Coroldrio 6.16 apresenta resultados completos
quando a caracteristica de F, € 11. A caracteristica 11 foi escolhida porque, nesse caso, os cdlculos ndo sdo muito

extensos e, de qualquer forma, o trabalho € similar em outras caracteristicas.
Proposicao 6.13. Seja n > 7 um inteiro positivo. Para todo par (q,n) na Tabela 6.1, se 3 | (¢" — 1) e X* — 1 tem um

fator de grau 3 em Fy[x], entdo existe um elemento 3-primitivo 3-normal em Fyn sobre F,.

Demonstracdo. Sejam r = 3 e k = 3. Aplicamos a Desigualdade (6.3) e obtemos os dados da Tabela 6.1 paran > 9.
Paran = 8, usamos o Lema 6.11 com¢ =6 e u = 7 e obtemos g > 7.05 - 102!, Para n = 7, usamos também o Lema

6.11 comt=8.5eu =9.5e obtemos ¢ > 8.66 - 1084,

Obtemos o resultado desejado pela Proposi¢do 6.12, paran > 9, e pelo Lema 6.11, paran =7 en = 8. O
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tou (t,u) (g,n)
t=175 g=1len=70
t=7 qg=>16en=>44
t=17 qg>107en>19
t=63 g>2llen>13
1=6.3 g=>2llen>13
t=06.6 qg>980en=12
=68 g>14459en =11
t=74 g>3.63-10en=10
t=82 g>224-108en=9

(tbu)=(6,7 ¢=>705-102"en=38
(t,u) =(8.5,9.5) ¢=866-10%en=7

TaBELA 6.1: Valores de g € n para os quais existe um elemento 3-primitivo 3-normal em F,. sobre F,.

Com o préximo lema obtemos um melhor resultado paran = 7.

Lema 6.14. Seja g a poténcia de um primo tal que 2.132 - 101 < g < 8.66 - 10'%*. Se 3 | (¢" = 1) e x” — 1 tem um

Jfator de grau 3 em [Fy[x], entdo existe um elemento 3-primitivo 3-normal em Fyn sobre F,.

Demonstracdo. Sejam g a poténcia de um primo tal que g < 8.66 - 10'%%,3 | (47 — 1) e x” — 1 tem um fator f € Fy[x]
de grau 3. Vamos usar a Proposicdo 6.8, com{ =g—-1,eg = f,se7fqoug =1se7 | g (dessaformas < 4e
mdc(g, %) = 1). Seja p um nimero primo. Se p | (¢’ — 1), mas p { (g — 1), entdo 7 | ¢(p) = p — 1. Isso quer
dizer que o conjunto {py, ..., p,} estd composto de primos da forma 14 + 1. Sejam S, e £, a soma dos inversos e
o produto, respectivamente, dos primeiros v nimeros primos da forma 14 + 1. Como {py,..., p,} € um conjunto de
primos que dividem ¢® + ¢° + ¢* + ® + ¢ + g+ 1, segue P, < ¢® + ¢ +¢* + > + > + g+ 1 < 4.22-10"'%°_ Portanto,

v <299e S, <0.19113. Supondo g > 10°, temos

"1 S| 4
5=1-Z;-quegp,- zl—SV—;]>0.80883
i=1 i=1

eA =2+ % < 1310.0623. Dessa forma, se g > (3 -1310.0623 -At)r%, para algum nimero real r > 2, entdo
qi 3 23-A,-q7 -1310.0623 >3- W(g —1)- W,(1) - A. Para 1 = 5.4, pela Proposi¢io 6.8, se ¢ > 2.132 - 10'5, entdo

existe um elemento 3-primitivo 3-normal em F; sobre F,. O

O Algoritmo 8 percorre todos os valores possiveis de € e g na Proposicdo 6.8. Para aplicar o crivo, todos os
fatores irredutiveis de x* — 1 que ndo dividem % devem dividir g. Dessa forma, para aplicar o crivo precisamos de
um fator f € F [x] de x" — 1 de grau 3 para poder analisar os valores possiveis de g. Para isso utilizamos o Lema 4.2
que indica como contar o nimero de divisores irredutiveis monicos de x"* — 1 de cada grau. Seja d um inteiro positivo.

Denotamos novamente por v4 o nimero de divisores monicos irredutiveis de x* — 1 de grau d. A escolha de f se faz

da seguinte forma.

(a) mdc(gq,n) > 3:

Neste caso, (x — 1)3 divide x” — 1 e escolhemos f = (x — 1)3.
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(b) mdc(g,n) <2evy; =mde(g—1,n) > 3:
Neste caso, podemos escolher f = (x—1)Q1 02, com Q1, O € F,[x] fatores lineares monicos de x" -1 diferentes

entre si e diferentes de x — 1.

(¢) mdc(g,n) =2evy =mde(g — 1,n) = 2:
Neste caso, podemos escolher f = (x — 1)2Q, com Q € Fy[x] um fator linear monico de x" — 1 diferente de

x—1.

(d) mde(g,n) + mdc(g — 1,n) <3e mdc(q2 —1,n) > mdc(g — 1,n):

Neste caso, x" — 1 possui um fator Q € F,[x] monico irredutivel de grau 2 e escolhemos f = (x — 1)Q.

() mdc(g,n) + mde(g — 1,n) <3, mdc(g — 1,n) = mdc(q2 -1,n)e mdc(q2 +qg+1,n)>1:
Nesse caso, x" — 1 possui um fator Q € F,[x] monico irredutivel de grau 3 e escolhemos f = Q. Veja que
mdc(qg, n) + mdc(g — 1,n) < 3 significa mdc(g,n) =2 e mde(g — 1,n) = 1 ou mdc(g,n) = 1 e mde(g — 1,n) < 2.
Como mdc(q — 1,¢4> + g + 1) = 1 ou 3 e todo fator de ¢*> + ¢ + 1 diferente de 3 é da forma 6 + 1, temos

mdc(g® + g+ 1,n) > 1 implica mdce(q® — 1,n) > 7 e, portanto, vz > 1.

(f) Caso nenhuma dessas condicdes € satisfeita, x” — 1 ndo possui fator de grau 3. Isso acontece quando 2 <

mdc(g,n) + mdc(qg — 1,n) <3 emdc(g — 1,n) = mdc(q2 -1,n) = mdc(qr3 - 1,n).

Da lista acima podemos deduzir o lema a seguir.

Lema 6.15. O polinémio x"—1 tem um fator de grau 3 em Fy[x] se, e somente se, mdc(g(g—1)(q+ D(g*+g+1),n) > 3.

Demonstracdo. Veja que nos itens (a), (b), (c), (d) e (e) acima, temos mdc(g(g — 1)(g + 1)(q2 +qg+1),n) > 3. Jano
caso (f), temos duas possibilidades. Se mdc(g — 1,n) = mdc(g® — 1,n) = mde(q® — 1,n) = 1, entdo mde(g(g — 1)(g +
1)(¢*> + g + 1),n) = mdc(g,n) < 2. Se mdc(g,n) = 1 e mde(g — 1,n) = mde(q? — 1,n) = mde(g® — 1,n) = 2, entdo

g* + g + 1 é impar e, portanto, mdc(g> + ¢ + 1,n) = 1. Neste caso, mde(g(g — 1)(g + 1)(¢> + g + 1),n) = 2. O

Corolario 6.16. Sejam n > 7 um inteiro positivo e ¢ = 11° uma poténcia de 11. Se 3 | (¢" — 1) e X* — 1 tem um fator

de grau 3 em Fy[x], entdo existe um elemento 3-primitivo 3-normal em F» sobre F,.

Demonstracdo. Suponha primeiro n > 8. Da Proposicdo 6.9 e da Proposi¢ao 6.13, sé precisamos verificar o Al-
goritmo 8 para os pares da forma (¢ = 11°,n) que ndo se encontram na Tabela 6.1 tais que 3 | (¢" — 1) e
mdc(g(qg — 1)(q + 1)(g> + g+ 1),n) > 3. Assim,parag = 11e7 <n<70,q=112e7 <n <19, q = 11°
e7 <n<12,ge {11411°,11% e7 <n < 11, ¢ € (117,113, 11°, 110 1111 11'%} e 7 < n < 10,n = 8 e
1B <g<7.0510*,en=7e113 <4 <2.132-10'3, o Algoritmo 8 retorna falso unicamente para os pares (11, 8),

(11, 10), (112,7), (112,8) e (11%,7).

Para esses pares, encontramos de forma explicita um elemento 3-primitivo 3-normal em F,» sobre F,. Na ex-
tensdo s sobre Fjy, toda raiz de x84+ 10x° + 8x° + 6x* + x> + 8x% + 3x + 2 € Fyy[x] é um elemento 3-primitivo

3-normal.
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Na extensdo Fyi0 sobre 1, toda raiz de X104+ 8x% +5x8 +4x7 +3x° + 9x* + 1 +4x% + 10x + 2 € Fyy[x] é um

elemento 3-primitivo 3-normal.

Na extensao F 7 sobre F,, com g = 112, toda raiz de x'* + 5x'3 + 3x'2 + 6x!1 + 9x10 + 102 + 4x% + 1047 + 32° +

9x° + 8x> + 8x + 2 € Fy[x] é um elemento 3-primitivo 3-normal.

Na extensdo Fqg sobre F,, com g = 112, toda raiz de x'® + 7x1 + 4x™ + x13 + 10212 + 8x10 + 7x% + 5x3 + 4x7 +

6x° + 4x° + 4x* + 9x% + 2x% 4+ 5x + 6 € Fy[x] é um elemento 3-primitivo 3-normal.

Na extensdo qu sobre F,, com g = 114, toda raiz de x28 + 4x20 + 7x% + x2* + x2 + 222 + 6x21 +9x20 + 7x1° +
7x8 + 2x17 +9x10 4 1041 + 9x1* + 9x13 + 6112 + X' + 8110 + 9x7 + 648 + 810 + 9x* + 557 + x2 + 10x + 8 € Fy;[x] é

um elemento 3-primitivo 3-normal. O

Note que, para 7 < n < 9, se g fosse a poténcia de um primo qualquer e ndo unicamente uma poténcia de 11,
precisariamos utilizar técnicas adicionais (como nos capitulos anteriores) para refinar as cotas da Proposi¢cdo 6.13 e

do Lema 6.14.

6.4 Algoritmo para verificar a existéncia de elementos r-primitivos k-normais

Dada a poténcia de um primo ¢ e inteiros positivos r e n > 7, o Algoritmo 8 verifica a Proposicao 6.8, sendo

=1 p.g= % -1 h C={p1,...,pr} e K=1{hy,...,hs}. O polindmio moénico f de grau 3 é encontrado
pEB K heH

usando o Algoritmo 7.

Algoritmo 7: Factorgrau3(g, n)
Entrada: A poténcia de um primo ¢ e um inteiro positivo n
Saida: um fator f € F,[x] de x" — 1 de grau 3

1 {g1,...,8s) < lista de fatores monicos irredutiveis de x" — 1 em F,[x] ordenada por grau
2 se mdc(q,n) > 2 entao

3| fed

4 senao se mdc(q — 1,n) > 2 entao

5 | f < 818283

6 senao se mdc(q,n) =2 e mdc(q — 1,n) = 2 entao

7| fegn

8 sendo se mdc(q*> — 1,n) > mdc(q — 1, n) entdo

9 i < mdc(qg — 1,n)

S g1gin
11 sendo se mdc(q® — 1,n) > mdc(q — 1, n) entiio

12 i < mdc(g—1,n)

13| f < gin

14 senao

15 ‘ retorna x" — 1 ndo possui fator de grau 3 em F,[x]
16 fim

17 retorna f
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Algoritmo 8: Verifica a Proposi¢éo 6.8 para valores dados de ¢, ne r com k = 3

Entrada: A poténcia de um primo ¢ e inteiros positivos n e r
Saida: verdadeiro ou falso

1 se r ndo divide x" — 1 entao

2 ‘ retorna ndo existe elemento r-primitivo

3 se mdc(g(q — 1)(g + 1)(¢> + g + 1),n) < 3 entdo

4 ‘ retorna ndo existe elemento 3-normal

5 seniao

6 f « Factorgrau3(q, n)

7 Cond « verdadeiro

8 L « lista ordenada dos divisores primos de ¢" — 1

9

G « lista de factores monicos irredutiveis de % ordenada por grau
10 ,j<0
11 enquanto i < len(L) e Cond faca
12 B « primeiros i elementos de L
13 C « ultimos len(L) — i elementos de L
14 H « primeiros j elementos de G
15 K « dltimos len(G) — j elementos de G
1 1
16 0« 1- [Z ; + W]
peC heK
17 se 0 > 0 entao
" A len(C) + len(K) — 1
19 res « [qg—k > . plen(B)+len(H) -A]
20 Cond < nao res
21 senao
22 ‘ res « falso
23 fim
24 je—j+1
25 se j > len(G) entiao
26 je<0
27 i—i+1
28 fim
29 fim

30 retorna res
31 fim
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CAPITULO 7

Trabalhos futuros

Neste capitulo apresentamos possiveis trabalhos futuros motivados pelos resultados obtidos nos capitulos anteri-

ores.

7.1 Numeros F,-praticos

Em [32], o autor introduz a nog¢do de nimeros F,-praticos.

Defini¢ao 7.1. Um inteiro positivo n é Fy-prdtico se, para todo k € {1,...,n—1}, x" — 1 é divisivel por um polinomio

de grau k em Fy[x].

Reis mostra alguns critérios sobre a existéncia de nimeros F,-praticos e define também o polindmio enumerador
de elementos k-normais. Seria interessante utilizar os resultados obtidos no Capitulo 4 para encontrar novos resultados

sobre niimeros F,-préticos e sobre o polindmio enumerador.

7.2 Elementos r-primitivos k-normais

No Capitulo 6, apresentamos critérios para a existéncia de elementos r-primitivos k-normais. No Capitulo 2,
estudou-se pares de elementos primitivos e normais. J4 no Capitulo 3, foram estudadas progressdes aritméticas de
elementos primitivos normais. Todos esses estudos sobre elementos primitivos normais podem ser feitos também com
elementos r-primitivos k-normais. Tanto é que alguns resultados nesse sentido ja podem ser encontrados na literatura,

1

como por exemplo [31], que trata sobre a existéncia de elementos r-primitivos k-normais a € Fy tais que a™ €

também r-primitivo k-normal.

Dessa forma, podemos estudar dois aspectos dos elementos r-primitivos k-normais. Por um lado, podemos

estudar a existéncia de progressoes aritméticas de elementos r-primitivos k-normais. Por outro lado, podemos estudar
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a existéncia de pares (@, f(@)) de elementos r-primitivos k-normais, sendo f uma funcao racional qualquer.

7.3 Elementos r-primitivos k-normais em extensoes satisfazendo 2k > n

No Capitulo 5, estudamos elementos primitivos k-normais e demos uma solugdo completa para a existéncia de
elementos primitivos 2-normais. Ja na Se¢ado 5.4, precisamos criar novas estratégias para estudar o caso em que n = 4
e k = 2. De forma similar, no Capitulo 6, estudamos elementos r-primitivos k-normais com a restri¢do 2k < n e
demos respostas parciais para o caso k = 3. Seria interessante estudar a existéncia de elementos primitivos k-normais
para k = 5 de forma geral. Um primeiro passo nesse sentido seria o estudo de elementos r-primitivos 3-normais para

n = 6. Mas serd possivel fazer esse estudo também para n < 2k?

A Tabela 7.1 mostra o niimero de elementos r-primitivos k-normais em I, para g = 3 e n = 6. A primeira linha
corresponde ao valor de r e a primeira coluna ao valor de k. Assim, por exemplo, existem 144 elementos primitivos
normais. O que se torna interessante € a existéncia de 24 elementos primitivos 3-normais nessa extensdo de grau 6.

Dessa forma, a Tabela 7.1 nos motiva a um estudo mais aprofundado de elementos r-primitivos k-normais.

K\r | 1 2 4 7 8 13 14 26 28 52 56 91 104 182 364 728
0 | 144 60 30 36 30 0 0 12 0 6 0 O 6 0 0 0
1 % 48 24 0 24 24 0 O O O O O 0 0 0 0
2 24 36 18 12 18 0 O O O O O O 0 0 0 0
3 24 0 O 0 o0 o0 18 0 9 0 9 0 0 0 0 0
4 0 o o o0 o o 6 0O 3 0 3 4 0 0 0 0
5 0 o o0 o0 o o o o o o0 o0 o0 0 2 1 1

TaBELA 7.1: Niimero de elementos r-primitivos k-normais parag = 3 e n = 6.
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