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SOUZA, B. A. Uma familia de codigos localmente recuperdveis contendo codigos otimos, 2022.
67 p. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Codigos localmente recuperaveis foram introduzidos por Gopalan et al. em 2012 e no mesmo
ano Prakash el al. introduziram o conceito de cédigos com localidade, que sao um tipo de
c6digos localmente recuperaveis. Neste trabalho, construimos uma nova familia de codigos
com localidade, que sao subcodigos de uma certa familia de codigos de avaliagao. Calculamos a
dimensao e também cotas para a sua distancia minima. Em alguns casos especiais, encontramos
"codigos 6timos", segundo a definicao dada por Prakash et al.

Palavras-chave: (Codigos Cartesianos Afins, Codigos Localmente Recuperaveis).



SOUZA, B. A. A family of locally recoverable codes containing optmial codes, 2022. 67 p. PhD
Thesis, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Locally recoverable codes were introduced by Gopalan et al. in 2012, and in the same year Pra-
kash et al. introduced the concept of codes with locality, which are a type of locally recoverable
codes. In this work we introduce a new family of codes with locality, which are subcodes of a
certain family of evaluation codes. We determine the dimension of these codes, and also bounds
for the minimum distance. We present the true values of the minimum distance in special cases,
and also show that elements of this family are “optimal codes”, as defined by Prakash et al.

Keywords: (Affin Cartesian Codes, Locally Recoverable Codes).
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INTRODUCAO

Como conseguir que uma mensagem transmitida chegue intacta ao seu destino final apesar de
todo o ruido que possa atrapalhar a transmissao? Como podemos assegurar que a informacao
armazenada em um suporte fisico nao sofra alteragoes apesar da deterioracao do material por
desgaste ou mau uso? As respostas estao na codificacdo para deteccao e correcao de erros e é
disto que trataremos em nosso trabalho.

A Teoria dos Codigos é um ramo da matematica de investigagao atual e em pleno desen-
volvimento, possuindo diversas ramificacoes que utilizam ferramentas da teoria dos nimeros,
teoria de grupos, combinatoéria, geometria algébrica, entre outras. Os coddigos corretores de
erros sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados. O assunto é muito
interessante pois mescla conceitos e técnicas da algebra abstrata com aplicagoes na vida real.
Por exemplo, todos n6s conhecemos os codigos de barras presentes em itens de supermercado,

como este:
7||899999 92349||

789 99999 1234 9
Pais Empresa| |Produto] D.V

Figura 1: Exemplo de um codigo de barras dos supermercados.

Associada as barras sempre estd uma sequéncia de algarismos como o da Figura 1. Esta
sequéncia é dividida em grupos de digitos que identificam certas caracteristicas da mercadoria,
como o pafs, a empresa e o produto. O algarismo isolado da direita é dito digito verificador
ou de controle. Ele serve para confirmar que o nimero do cédigo de barras esta correto
através de um calculo aritmético. O sistema internacional de numeracao de produtos chama-se
EAN-13 (European Article Number, 13 ditigos).

Representando o ntimero por

T1X2X3 — Tal5XeX7X8 — T9L10L11T12 — C,



o digito verificador é obtido através da seguinte formula:

6 6
3 x ngi + szm +c mod 10 = 0. (1)
i=1 i=1

Por exemplo, a sequéncia 789 — 11510 — 3118 — 9 identifica uma goma de mascar de uma
determinada marca. Um dos requisitos principais para verificar se um cédigo de barras é valido
¢ efetuar o calculo do digito verificador. Utilizando a formula (1), temos:

3IXx84+14+54+0+1+8)+(7T+9+1+1+3+1)+(9) = 100.

Como 100 mod 10 = 0, concluimos que 9 é de fato o digito verificador e o cédigo de barras
esta correto.

Se por imperfeicao de impressao, ou por outro motivo, o leitor 6ptico ou o caixa do super-
mercado errar a leitura do codigo de barras ou a digitagao do nimero trocando, por exemplo,
2 algarismos como em 789 — 11510 — 1318 — 97 Nesse caso, as operacoes aritméticas aplicadas
a este nimero resultariam em

3Xx(8+1+54+0+34+8)+(7T+9+1+1+1+4+1)+9=104.

Como o resultado nao é miltiplo de 10, como deveria, terd que se repetir a digitacao porque
houve um engano. Ou seja, este codigo de barras é um codigo detector de erros!

O matematico C. E. Shannon, em [27], fundou a Teoria dos Codigos na década de 40
e na mesma década, teve inicio a Teoria dos Codigos Corretores de Erros com os trabalhos
de Golay [19] e Hamming [32]. A grande descoberta da época foram os modelos de codigos
capazes de detectar e corrigir erros em um sistema de comunicagdo. Em [27], Shannon provou
que, através de uma codificacao apropriada da informacao, os erros introduzidos por um canal
ruidoso poderiam ser reduzidos a um nivel desejado, sem sacrificar a taxa de transmissao.
Desde entao pesquisadores vém buscando encontrar familias de bons co6digos e também projetar
decodificadores eficientes para os mesmos.

A classe de codigos mais utilizada na pratica é a classe dos codigos lineares, cuja definicao
¢ a seguinte: dado um corpo finito F, com ¢ elementos. Um codigo C C ", com m natural, é
um c6digo linear se for subespago vetorial de Fy".

Neste trabalho, estamos interessados em duas classes de codigos lineares, a saber:

e Os Codigos Cartesianos Afins, que apareceram pela primeira vez em um trabalho de
O. Geil e C. Thomsen (ver [18]) como um caso especial dos chamados codigos Reed-Muller
generalizados, e mais tarde apareceram de forma independente em um artigo de H. Lopez
et al. (ver [24]).

e Os Codigos Localmente Recuperaveis (LRC) que foram introduzidos por Gopalan
et al. (ver [21]) e no mesmo ano Prakash et al. (ver [25]) propuseram o conceito de codigos
com localidade (r,d), também chamados de codigos (r,d)-localmente recuperaveis que
generalizam a definicao de cédigos localmente recuperaveis com localidade 7.

Recentemente, os codigos que possuem a propriedade de serem localmente recuperaveis
tornaram-se cada vez mais importantes e tem recebido muita atencao, pois sao aplicados em
sistemas de armazenamento distribuido e em nuvem.

Motivados pela sua importancia e inspirados nos trabalhos supracitados, a contribuicao do
nosso trabalho consiste na construgao de uma nova familia de subcodigos dos cddigos cartesianos
afins que tém a propriedade de ser (r,d)-localmente recuperaveis.

O nosso trabalho estd estruturado da seguinte maneira



e No primeiro capitulo veremos conceitos e resultados basicos da teoria de codigos cor-
retores de erros, tais como: distancia minima, dimensao e comprimento de um codigo.
Apresentaremos também a cota de Singleton que é um resultado classico desta teoria e
apresentaremos alguns exemplos de cddigos lineares, a saber: os codigos de Reed-Solomon
e os codigos de Reed-Muller.

e No segundo capitulo introduziremos a teoria de bases de Grébner e a pegada de um ideal.
Para isso, recordaremos propriedades a respeito dos ideais monomiais e do algoritmo
da divisao em um anel de polindmios em véarias variaveis. Faremos a demonstracao do
teorema da base de Hilbert, definiremos as bases de Grobner e apresentamos as suas
principais propriedades. Finalizaremos este capitulo definindo a pegada de um ideal
monomial.

e Comecaremos o terceiro capitulo definindo as variedades afins e as relacionando com a
pegada de um ideal monomial. Em seguida, apresentaremos a construgao dos codigos
cartesianos afins e alguns resultados importantes sobre esses codigos.

e No quarto e dltimo capitulo estao as nossas contribuicoes. Apresentaremos o conceito de
codigos (1, d)-localmente recuperaveis e alguns resultados interessantes sobre esta classe
de codigos. Em seguida, definiremos uma familia de subcodigos dos codigos cartesianos
afins (ver Defini¢ao 3.2.3) que sdo (r,0)-localmente recuperaveis. Determinaremos a di-
mensao (ver Corolario 4.2.2 e Teorema 4.2.4) juntamente com as cotas inferior e superior
para a distancia minima (ver Teorema 4.3.1). Listaremos alguns casos onde os codigos
sao "otimos" (ver Corolario 4.3.2) e também determinaremos o valor exato da distancia
minima em alguns casos especiais do codigo (ver Teorema 4.3.1, Teorema 4.4.8 e Corolario
4.4.9). Terminaremos o capitulo com alguns exemplos numéricos e algumas comparagoes
dos nossos codigos com codigos presentes na literatura.

Bruno Andrade de Souza
Uberlandia-MG, 30 de Setembro de 2022.



CAPITULO 1
CODICOS CORRETORES DE ERROS

Nesta capitulo traremos os conceitos basicos da teoria dos codigos corretores, para que possamos
apresentar a construcao de diferentes codigos nos capitulos posteriores. Para o leitor menos
familiarizado com estes conceitos, uma sugestao é que consulte qualquer livro sobre codigos
corretores. Uma recomendagcdo é a referéncia [23] que foi utilizada para escrever este capitulo.

1.1 Cédigos Corretores

De certa maneira, podemos dizer que a construcao dos codigos corretores foi inspirada no mais
utilizado dos codigos pelos seres humanos: o idioma.

Na lingua portuguesa, o "alfabeto" A é formado por 26 letras, bem como o espa¢o em branco
considerado como letra, a cedilha e as vogais acentuadas. Uma palavra da lingua portuguesa
pode ser considerada um elemento de A%, onde 46 ¢ o comprimento da palavra mais longa da
lingua portuguesa, supostamente Pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético.

Claramente, a nossa lingua nao é composta por todas as "palavras" possiveis formadas a
partir das letras, isto é, reconhecemos algumas delas como pertencentes a lingua e outras nao.

Desse modo, os elementos basicos para a constru¢ao de um codigo sao os seguintes:

e Um conjunto finito A chamado alfabeto. Denotaremos por |A| = ¢ o niimero de elemen-
tos do alfabeto, neste caso, diz-se que o codigo é g-ario. Por exemplo, codigos em que o
alfabeto ¢ Zy = {0, 1} sdo ditos codigos binarios.

e Sequéncias finitas de simbolos do alfabeto sao chamadas de palavras e o ntmero de
letras de uma palavra é o seu comprimento. Para termos um coédigo de facil manejo,
convencionamos que todas as palavras tenham o mesmo comprimento n.

e Um cé6digo g-ario de comprimento n e um subconjunto qualquer de palavras de compri-
mento n, isto é, um coédigo C é um subconjunto C C A"

Exemplo 1.1.1. Considere Zy = {0,1} como sendo o alfabeto. O Conjunto
C = {00000,01011, 10110, 11101}

€ um codigo bindrio, de comprimento n = 5.
Considerando o alfabeto como sendo Zs = {0, 1,2}, entao o conjunto

C ={00012,11022,10110, 10121, 20202}

¢ um codigo terndrio, de comprimento n = 5.



Atualmente, sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados garantindo a sua confiabi-
lidade, utilizamos os codigos corretores de erros. Sao exemplos disso todas as comunicagoes via
satélite, o armazenamento de dados em nuvem, as comunicacoes internas de um computador,
etc. Vejamos um exemplo para ilustrar os principios dessa teoria.

Exemplo 1.1.2. Nos jogos de videogame antigos, os movimentos eram limitados. Por exemplo,
no jogo do Bomberman, o boneco se move em um tabuleiro quadriculado, de modo que, ao
darmos um dos comandos (direita, esquerda, cima ou baizo), o Bombarman se desloca do
centro de uma casa para o centro da casa indicada pelo comando. Ao criar um controle para
este jogo, podemos codificar os quatro comandos como elementos de Zy X Zo da sequinte forma:

Direita — (0,0)  Cima — (1,0)
Esquerda — (0,1) Baizo — (1,1).

O codigo do lado direito na tabela acima é dito cédigo da fonte. Suponha que esses pares
ordenados foram transmitidos e que o sinal no caminho sofra interferéncias. Imagine que a
mensagem (0,0) possa, na chegada, ser recebida como (0, 1), fazendo com que o Bomberman se
desloque para Fsquerda ao invés de ir para Direita.

E necessdrio modificar as palavras, de modo a introduzir redunddncias que permitam detectar
€ COTTIgIT erros.

Por exemplo, podemos modificar este cidigo da sequinte forma:

0,0
0,1
1,0
1L,1) —

P

Desse modo, as duas primeiras posicoes reproduzem o codigo da fonte, enquanto que as
trés restantes sao redunddncias introduzidas. O novo cddigo introduzido na recodificacao € dito
codigo de canal.

Agora, se na mensagem transmitida ocorrer um erro de digitacao, somos capazes de descobrir
o erro e corrigi-lo, o que nao era possivel anteriormente.

Por exemplo, se ao transmitirmos a palavra (1,0,1,1,0), a mensagem recebida for (1,1,1,1,0).
Comparando essa mensagem com as palavras do codigo, observamos que ela nao lhe pertence,

logo, detectamos erros. A palavra mais prézima (a que tem menor nimero de componentes
diferentes) é (1,0,1,1,0).

Vimos que, a transmissao de dados em c6digo entre um emissor e receptor nem sempre é
feita. No processo, podem ocorrer erros que mudam a mensagem enviada. Esta situacao foi
descrita por Shannon, utilizando o seguinte esquema:

novo

Fonte de sinal sinal
—> | codificagdo | — |canal | —> |decodificagdo| —> | destinatério

1

ruido

informacao

Figura 1.1: Processo de transmissao de informacao

A idéia béasica da teoria dos codigos corretores de erros é codificar a informacao inicial,
adicionando informacao redundante, de modo que, ao receber o sinal modificado pelo "ruido",
seja possivel de alguma forma recuperar a mensagem original.



Retornando ao exemplo da lingua portuguesa, suponha que recebemos uma mensagem com
a palavra profrssor. E imediato que a mensagem contém um erro, pois ndo a reconhecemos
como uma palavra do nosso alfabeto (é isto que fazem os programas editores de texto com
correcao ortografica, que comparam cada palavra escrita com as que constam no seu dicionério
interno). Mais ainda, achamos que a palavra correta deve ser a palavra professor, pois é a
palavra da lingua que mais "se aproxima'" da palavra recebida.

Por outro lado, se recebemos a palavra wato também reconhecemos que esta errada, porém,
percebemos que existem vérias possibilidades de correcao, isto é, palavras "préoximas" desta,
como por exemplo, rato, pato, gato, etc.

Consideraremos que, ao receber um elemento y, podemos detectar se ele contém erro, ou
nao, se temos um critério bem definido para decidir se y pertence, ou nao, a C.

Uma vez detectado um erro, nosso critério de correcao serd substituir o elemento y, pelo
elemento x do cédigo C que seja mais proximo de y. Para isso, serd necessirio que nao haja
ambiguidades de um tal elemento.

Estas observacoes podem ser expressas em linguagem mais rigorosa e nos levarao aos primei-
ros resultados da teoria dos codigos. Para tornar precisa a no¢ao intuitiva de proximidade entre
palavras que utilizamos anteriormente, apresentamos a seguir um modo de medir a distancia
entre palavras em A"

Defini¢ao 1.1.3. Dados dois elementos u = (uy,ug,...,u,) € v = (v1,vs,...,0,) de A",
chama-se distdncia de Hammang de u e v ao numero de coordenadas que estas diferem, isto

-

é:
d(u,v) = {i:w; # v, 1 <i<n}.

Dado um codigo C C A", chama-se distdncia minima de C o nimero
Apmin = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}.

Note que, de acordo com a sua definicao, a distancia de Hamming ¢ sempre um nimero
inteiro.

Exemplo 1.1.4. Em Z3, temos:
d(001,111)

d(000,111)
d(100,110) =

2;
3;
1.
Observacao 1.1.5. A distdncia de Hamming é uma métrica sobre A", isto é, dados u,v,w €
A", valem as sequintes propriedades:

(i) d(u,v) >0, valendo a igualdade se, e s se, u = v;

(i1) d(u,v) = d(v,u);
(111) d(u,v) < d(u,w) + d(v,w).

Podemos definir agora os conceitos de bola e esfera em A", bem como é feito em espacos
métricos.

Definicao 1.1.6. Dado um elemento x € A™ e um inteiro positivo v, chama-se bola centrada
em T e rato r, o conjunto

B(z,r) ={uve A" : d(u,z) <r}
e esfera centrada em x e raio r, o conjunto

S(x,r)={ue A" : d(u,x) =r}.



Definicao 1.1.7. Seja C um cédigo com distincia minima dy;,, defina kK = L%J , onde |t]

representa a parte inteira de um numero real t. O numero k € dito capacidade de C.

Teorema 1.1.8. Seja C um cddigo com distdncia minima dp;,. Entao C pode corrigir até
K= L—dmig‘lj erros e detectar até dyi, — 1 erros.

Demonstracao. Seja x € C e suponhamos que ele foi recebido como um outro elemento ¥y, com
t < dpin — 1 erros. Como o numero t de erros acontecidos é exatamente a distancia de Hamming
de = a y, temos que d(z,y) < dmin — 1 < dpin. Isso implica que y € C, e portanto, o erro pode
ser detectado.

Suponha ainda que o nimero ¢ de erros cometidos é menor que k. Considere a bola B(y, k).
Como d(z,y) =t < k temos que x € B(y, k). Afirmamos que z ¢ o tnico elemento de C contido
nessa bola. De fato, se existisse outro elemento ' € C em B(y, k), teriamos que

d(x,a:l) <d(z,y) + d(y,x/) < 2k < dpin,

ABSURDO! Portanto, = é o elemento de C mais proximo de y e é possivel corrigir o erro.
]

O processo que cada palavra r, recebida eventualmente com erros, associa uma palavra
corrigida ¢ no cédigo é chamado ¢ decodificagao.

Observacao 1.1.9. Em wvirtude do teorema anterior, um cddigo terd maior capacidade de
corrigir erros quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, é fundamental para a Teoria
dos Codigos, poder calcular dy;, ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.

1.2 Codigos Lineares

De agora em diante, o alfabeto A serd um corpo finito com ¢ elementos, denotado por F,.
Temos, portanto, para todo nimero natural n, um [ -espago vetorial, de dimensao n, a saber:
IFy -

Definigao 1.2.1. Seja C C Fy um cddigo. Dizemos que C é um cddigo linear se for um

subespago vetorial de IFy.

Definigao 1.2.2. Seja C C Fy um cddigo linear e k a dimensao de C como Fy- espago vetorial.
O comprimento n, a distancia minima dy;, e a dimensao k sao ditos pardmetros do codigo C.
Um cddigo com tais pardmetros € dito cddigo [n, k,d], ou [n,k,d]-cddigo.

Vejamos a importancia desses parametros. Seja B = {vy, v, ..., v} uma base de C, onde
C C Fy ¢ um codigo linear tal que k ¢ a dimensao de C como F-espago vetorial. Desse modo,
se v € C, entao existem (Gnicos) i, g, ..., A\, € F, tais que

V= AU1 + AUy + - -+ Ay

Segue que o ntiimero de palavras em C é ¢*. Assim, quanto maior for a dimensdo, maior
serd o numero de palavras de C. Temos também que, quanto maior for a distancia minima
dmin, maior serd a capacidade de detectar e corrigir erros. Assim, quanto maiores forem d,;, e
k melhor, porém, temos a seguinte relacao entre os parametros:

dmingn—k—i—l.

Tal relacao ¢ dita cota de Singleton e sua demonstracao pode ser encontrada no capitulo
10 da referéncia [23].



Portanto, o codigo ideal teria dimensao e distancia minima grandes, com comprimento curto,
mas estas condigOes nao podem ser satisfeitas ao mesmo tempo, dada a cota de Singleton.

Codigos com d,;, = n—k+1 sao chamados de c6digos de maxima distancia separavel
ou MDS (de Maximum Distance Separable).

Definigao 1.2.3. Dado v € Iy, definimos o peso de v como sendo o nimero inteiro
w(v) == |{i:x; #0}}.

Em outras palavras, temos que
w(v) = d(v,0),

onde d representa a métrica de Hamming.

Definicao 1.2.4. O peso de um cdédigo linear C ¢ o inteiro
w(C) := min{w(v) : v € C\{0}}.
Proposicao 1.2.5. Seja C C FZ um codigo linear com distdncia minima dyi,. Entao
(i) d(u,v) = w(u —v), para todo u,v € Fy.
(1) dmin = w(C).

Demonstracao. (i) De fato, para todo u,v € [y, temos

wu—v) = {i:w—v;#0,1<i<n}
= Hi:u; # v, 1 <i<n}
= d(uav)

Em (ii), para todo u,v € C, com u # v, segue-se que z = u — v € C\{0}. Logo,

dpin = min{i :u; Zv;,1 <i<n}
= min{i:w; —v; #0,1 <i<n}
= min{i: 2z #0,1 <i<n}
= min{w(z): z € C\{0}}
= w(C).

]

Observacao 1.2.6. Podemos encontrar dyi, a partir de ¢ — 1 cdlculos de distancia, em vez

2
em codigos grandes, esse método para calcular dy;, € invidvel, pois representa um alto custo
computacional. Portanto, teremos que desenvolver outros métodos para determinar (ou pelo
menos estimar) a disténcia minima de um codigo.

k
de (q ) que devemos fazer comparando palavra por palavra de um cédigo linear. Na prdtica,

Em virtude do item (i7) da Proposi¢ao 1.2.5, a distancia minima de um codigo linear C sera
chamada também de peso do cédigo C.

Definigao 1.2.7. (i) Dizemos que uma fungdio F : Fy — Fy € uma isometria linear de
[y se, ela € uma transformagao linear que preserva distdncias de Hamming, isto é,

d(F(a), F(b)) = d(a,b), para todoa,b € Fy.



(i1) Sejam C e C' dois cidigos lineares em Fy. Dizemos que C' € equivalente a C quando existe
uma isometria linear F, de Fy, tal que F(C) = C".

Defini¢ao 1.2.8. Seja 5 = {v1,vs,...,v1} uma base ordenada de C e considere a matriz G,
cujas linhas sao os vetores v; = {v;1, Via, ..., Vin}, comi=1,... k, isto é,
U1 Vi1 V12 - Vin
G p— p—
Uk Ukl Vk2 " Ukn

A matriz G é dita matriz geradora de um cédigo C associada & base [.

Considere a transformagao linear definida por

T : FSHFZ
z — x(G

Seja © = (x1,...,x), temos que
T(z) =2G = x1v1 + ... + TRy,

logo T(F’;) = C. Desse modo, podemos considerar que IF’; é o codigo da fonte, C o codigo do
canal e a transformacao T, uma codificacao.

Observe que a matriz G nao é univocamente determinada por C, pois ela depende da escolha
da base .

Inversamente, podemos construir codigos a partir de matrizes geradoras G. Para isso, basta
tomar uma matriz cujas linhas sao linearmente independentes e definir um co6digo como sendo
a imagem da transformacao linear

. k n
T : Fq—>IFq

x— 2G.
Exemplo 1.2.9. Considere Fy e seja
1 0101
G=|11010
11111

Considere a transformacao linear

T: F3— T}

z — x(G

Obtemos um codigo C em F3, imagem de T'. Por exemplo, a palavra 101 do codigo da fonte
é codificada como 01010. Suponhamos agora que seja dada a palavra 10101 do codigo, e que
gostarfamos de decodifica-la, ou seja, encontrar a palavra z de F3 da qual ela se origina por
meio da transformacao T'. Teriamos que resolver o seguinte sistema:

(1 @2 x3) G = (10101),
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ou seja,
T+ 2Tog+2x3 = 1
To+ T3 = 0
T+ T3 = 1 ,
To+ T3 = 0
T +2x3 = 1

cuja solucao é v1 =1, xo =0 e 23 = 0.

Esse sistema de equacoes foi facil de se resolver, mas, em geral, se a matriz G for mais
complexa, a resolucao do sistema de equacoes associado pode ser bem trabalhosa. No entanto,
se efetuarmos operacoes sobre as linhas de G, podemos colocar GG na forma

1
G=10
0

S = O

0
0
1

S = O

0
0
1

Observe que
:UG’:(:Ul Ty Ty To :El)

e, portanto, obtemos o valor de x tomando apenas as trés primeiras entradas do vetor a ser
decodificado. Assim, a palavra (10101) ¢ facilmente decodificada como (101).

Definigcao 1.2.10. A matriz geradora de um cédigo linear C na forma padrao serd a matriz:
G' = (Idi|A), em que Idy é a matriz identidade k X k e A, uma matriz k X (n — k).

Teorema 1.2.11. Dado um codigo C, existe um codigo equivalente C' com matriz geradora na
forma padrao.

Demonstragao. Seja G uma matriz geradora de C associada a base 5= {g1,...,¢i,---+Gj,-- -+ G }»
onde g, = (gr1,- -+ Grir---+Grjr---,Grn) Paracadar =1,... k.

Mostraremos que com uma sequéncia de operagoes do tipo (L1), (L2), (L3) e (C'1) podemos
colocar G na forma padrao, onde:

L1) Permutacgao de linhas;

(L1)

(L2) Multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo;

(L3) Adicao de um multiplo escalar de uma linha a outra;
)

(C1) Permutacao de colunas.

Primeiramente, veja que as operagoes L1, L2 e L3 nao alteram o co6digo. Com efeito,
se B ={g1,---,9ir---+Gj,---,gr} € uma base de C, entdo 81 = {g1,---,Gjs -, Gir---+ G}
Bo=A{g1,...,0,...,9c} e Bs=A{g1,.. ., Gi,---,9; + gi, ..., gr} também sdo bases do codigo
C, onde a € F,. Assim, ao realizar a operacao L, em G, obtém-se a matriz G, que a matriz
geradora do coédigo C associada a base f3,, para cada p = 1,2, 3. Logo, realizar estas operacoes
em GG nao alteram o codigo C.

Notemos agora que, ao aplicar a operagio (C'1) em G, obtemos uma matriz G’ que gera um
codigo C’ equivalente a C.

Suponha que

gun - g1 0 g1 0 Gin

gk Gk o Gk Gkn
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e que a operagdo (C'1) permuta as colunas i e j da matriz G.
Dai, obtemos a matriz

gin - G915 - g1 0 Gin

G/ — . . .
g1 o Gky o Gki 0 Gkn

Como as linhas de G sdo linearmente independentes, segue que as linhas de G’ também o

sao. Podemos entao considerar o codigo C’ gerado por esta matriz.
Vejamos que C’ é equivalente a C, para isto, consideremos a seguinte isometria linear

T:F, — Fy,
definida por

T(gm,...,gﬂ,...,g,,j,...,gm) - (grl,...,grj,...,gri7...,gm).
Assim, ' = {T'(g1),...,T(gx)} ¢ a base de T'(C) e de C'.

Portanto, 7' é uma isometria linear entre C e C’, ou seja, estes codigos sao equivalentes.

Além disso, segue que a composicao de operagoes (L1), (L2), (L3), e (C'1) continua resul-
tando em um codigo equivalente a C'.

Agora, vejamos como obter um codigo C’ equivalente a C cuja matriz geradora esta na forma
padrao.

Como as linhas de G sdo linearmente independentes, podemos supor ¢g;; # 0 via (C1).
Multiplicando a primeira linha pelo inverso de gy, teremos o primeiro elemento da matriz ignal
a 1. Dai, multiplicando por —g;; a primeira linha e somando com a ¢-ésima linha, para todo
1=2,...,k, teremos a seguinte matriz

1 b -+ bip
0 baa -+ boy
0 bra -+ bin

Certamente, ao menos um elemento da segunda linha dessa matriz é nao nulo. Por meio da
operagao (C1) este elemento pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multipli-
cando a segunda linha pelo inverso desse elemento, a matriz se transforma em

I cio 13 - cin
0 1 co3 -+ cop
0 c32 ¢33 -+ C3p
0 o k3 - Cin

Novamente, usando a operac¢ao (L3), obtemos a matriz

1 0 diz - din
0 1 dog -+ doy
0 0 dsg -+ ds,
0 0 dis -+ dgn

E assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrao
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1.3 Cobdigos de Reed-Solomon

Para motivar os proximos capitulos, apresentaremos agora os codigos de Reed-Solomon sobre
F,. Esta ¢ uma importante classe de codigos bem conhecida na literatura. Tais codigos apare-
ceram em 1960, quando foram definidos por Reed e Solomon em [31]. Vejamos como é feita a
construcao desses codigos.

Definicao 1.3.1. Sejan = q —1 e seja 5 € F, um elemento primitivo do grupo multiplicativo
F, = {8,8%,...," =1}. Parak € Z, com 1 < k < n, consideremos o espaco vetorial de

dimensao k:
Ly :={f €F,z]:grau(f) <k-1}U{0}

e a aplicagao ev : L, — Fy definida por:

ev(f) = (f(B), F(B)..... [(B")) € Fy.

Esta aplicacao ¢ claramente [F-linear. Além disso, ev é injetora. De fato,

kerev ={f € Ly : f(B)=---= f(B") =0} = {0},
pois um poliné6mio nao nulo f de grau menor que k, nao pode ter n raizes distintas.
Portanto,

Cr = {(f(B), f(B),.... f(B") : | € L}

é um [n, k]-codigo sobre F, dito codigo de Reed-Solomon.
O peso de uma palavra do codigo ¢ = ev(f) € Cy \ {0} é dado por:

w(e) = {ie{l,....n}: f(8) # 0}
= n—|{ie{l,....,n}: f(B') =0}

> n— grau(f)
> n—(k—=1)
= n—k+1.

Logo, a distancia minima d,;, do c6digo Cy satisfaz
dmmZn—k—i—l. (11)

Por outro lado, pela cota de Singleton, sabemos que

doin <71 +1—E. (1.2)
Portanto, juntando (1.1) e (1.2), obtemos

dmin:n+1—k:.

Assim, observe que os codigos de Reed-Solomon sao codigos MDS.

1.4 Cobdigos de Reed-Muller

Os codigos de Reed-Muller (Ou RM) sao uma das familias mais antigas e mais estudadas de
codigos. Estes codigos apareceram em 1954, quando foram definidos por Muller [29] e logo
apos foi dado um algoritmo de decodificagdo por Reed [30]. Tais codigos foram construidos
inicialmente sobre Fy ¢ em 1968 Kasami et al. em [20] estenderam a definigdo original para um
corpo finito F,.
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Definicao 1.4.1. Seja IF, um corpo finito com q elementos e n um inteiro positivo. Seja d € Z

tal que 1 < d <n(q—1). O Cédigo de Reed-Muller generalizado de ordem d ¢ o sequinte

subespaco de E(an) :

RM,(d,n) = {(f(x))m@pg cfeF[Xq, ..., x,] e grau(f) < d} U{0}.
Os parametros do codigo RM,(d,n) sdo:

(i) comprimento: m = q¢";

(i) dimensio: M = Y0 S (—1)f (“) (t AR 1);

J t—Jq

(iii) distancia minima: Wi = (¢ — [)¢"* em que k e [ sao respectivamente o quociente e o
resto da divisao euclidiana de d por ¢ — 1, ou seja, d =k(g—1)+1,0< 1< q— 1.

No capitulo 3, utilizando os conceitos da teoria de bases de Grobner, definiremos uma classe
de codigos que tem como subclasse os codigos de Reed-Muller generalizados.



CAPITULO 2
BASES DE GROBNER

Sob a orientacao de Wolfgang Grébner, a teoria de Bases de Grobner foi desenvolvida por
Bruno Buchberger, durante a década de 1960. O problema principal da tese de Buchberger era
determinar um método para encontrar uma base para F[X7, ..., X,]/I como F-espaco vetorial.
Veremos que um dos maiores empecilhos para se trabalhar com polinomios em F[X7, ..., X,]
¢ que o algoritmo da divisao nao se comporta como no caso de uma variavel, cuja divisao
euclidiana tem unicamente determinados o quociente e o resto. Em vérias variaveis, a ordenacao
das variaveis e da divisao tem um impacto no processo. Assim, a teoria desenvolvida busca
resolver tais problemas e obter resultados paralelos com o caso em uma varidvel. A teoria deste
capitulo foi baseada nas referéncias [8] e [16].

2.1 MonoOmios e ordens monomiais

Definicao 2.1.1. Um mondmio nas varidveis Xy, ..., X, € um produto da forma X7 ... X"
onde todos os expoentes sao inteiros nao negaltivos.

Escreveremos X = X" ... X2, em que a = (a,...,a,) € Z%;. Quando a = (0,...,0),
temos que X% = 1.

Definimos |a| := a3 + - -+ + a,, como sendo o grau total do monémio X°.

Seja I um corpo. Denotaremos por M o conjunto de todos os monémios em F[X;, ..., X,].
Defini¢ao 2.1.2. Um polinémio f € F[Xy,...,X,] € uma combinacdo linear de mondmios

com coeficientes em F. Podemos escrever um polindmio f da sequinte forma

f= ZaaXo‘, a, € F.

Definigao 2.1.3. Seja f =), a,.X* € F[Xy,...,X,].
(i) chamamos a, de coeficiente do mondomio X°;
(ii) se a, # 0, entdo a,X* € dito termo de f;
(i1i) o grau total de f, denotado por deg(f), é definido por
deg(f) = max{|a|; a, # 0}.

O grau total do polindomio nulo € indefinido.

14



15

Definicao 2.1.4. Uma relagdao de ordem total sobre um conjunto C, ndo vazio, € uma
relacdo < satisfazendo:

(i) ¢ < ¢, para todo ¢ € C.
(ii) Se cy1,¢co € C sao tais que ¢y < co € ca < ¢1 entdo ¢ = co.
(11i) Sejam ci co e c3 € C. Sec; < ¢y € ¢y < c3 entdo ¢ < cs.

(iv) ¢1 < ¢y ou cog < c1, para todo c1,co € C.

Defini¢ao 2.1.5. Uma ordem monomial >~ no conjunto M C F[Xy,...,X,]| € qualquer

relagao = em Z%,, ou equivalentemente, qualquer relagao no conjunto dos monomios X<, o €
7%, satisfazendo:

(i) = ¢ uma ordem total em ZZ;
(i) se o= em Z%y ey € ZLy, entao o+ = f+7;

(iii) = € uma boa ordem em ZZ,, isto é, todo subconjunto ndao vazio de Z%, possui elemento
mintmo em relacao a >.

A seguir, listamos algumas das ordens monomiais mais utilizadas.

Definicao 2.1.6. Ordem Lezicogrdfica (ou ordem lex): Sejam o = (ay,...,q,) € f =
(Bi,...,Bn) € Z%y. Dizemos que a =ip B se, no vetor diferenca o — 3 € Z%,, a primeira
coordenada nao nula, da esquerda para a direita, € positiva. Escrevemos X =i, XP se o = B.

Exemplo 2.1.7.
a) (1,2,0) = (0,3,4), pois a — g = (1, -1, —4).
b) (3,2,4) s (3,2,1), pois a — = (0,0, 3).
¢) As variaveis X1, ..., X,, sdo ordenadas usualmente pela ordem lex, de fato,

(1,0, ,0) >ez (0,1,0,...,0) e -+ ez (0,...,0,1).

Definicao 2.1.8. Ordem Lezxicogrdfica Graduada (ou ordem grlex): Sejam o, € ZZ,.
Dizemos que o =guer B e escrevemos X =guer XP, se o) = S0 a; > 8] = S0, Bi ou
la| = |8] e a =1ex B-

Exemplo 2.1.9. a) (1,2,3) > (3,2,0), pois |(1,2,3) =6 > 5=(3,2,0).
b) (1,2,4) = griea (1,1,5), pois [(1,2,4)] = |(1,1,5)] e (1,2,4) =10 (1,1,5).

Defini¢ao 2.1.10. Ordem Lexicogrdfica Graduada Reversa (ou ordem grevlex):
Dizemos que & = grepier B € €SCTEVEMOS T = greviex T €, || > |B| ou || = |B| e a primeira
coordenada nao nula em o — B, da direita para a esquerda, € negativa.

Exemplo 2.1.11.  a) (4,7,1) > greptes (4,2,3), pois |(4,7,1) =12 > 9 =(4,2,3)].
b) (1,5,2) > greviex (4,1,3), pois |(1,5,2)] =[(4,1,3)] =8 e (1,5,2) — (4,1,3) = (—3,4, —1).
A ordem monomial pode ser aplicada para polindmios.

Exemplo 2.1.12. Seja f = AXY?Z +42% — 5X% + 7X22? € F|X,Y, Z]. Entdo:
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e Com respeito a ordem lexicogrdfica, podemos reordenar os termos de f da sequinte forma:

f=-5X?+7X?Z* 4+ 4XY?*Z +47°.

e Com respeito a ordem lexicogrdfica graduada, temos que:

[=TX?Z* +4XY?Z —5X° + 477

e Com respeito a ordem lexicogrdfica graduada reversa, temos que:

[=4XY?Z +7X*Z* —5X° + 477

A definicao a seguir é a generalizacao esperada para polinomios em varias varidveis.

Definigao 2.1.13. Seja f = > a, X* € F[X;,..., X,] um polindmio nao nulo e = uma ordem
monomial. Definimos:

(i) O multigrau de [ ¢
multdeg(f) = m:_lx{oz € 7245 a0 # 0}

(0 mdzimo € tomado com respeito a = ).
(i) O coeficiente lider de [ ¢é

LC(f) = amultdeg(f) eF.

(iii) O monémio lider de [ ¢
LM(][‘) _ Xmultdeg(f)

(com coeficiente 1)

(iv) O termo lider de f €
LT(f) = LC(f)-LM(f).

Exemplo 2.1.14. Seja f = 4XY?Z +47% —5X3 +7X?Z% e = a ordem lex. Temos que:

multdeg( f) (3,0,0);
LC(f) = =5
LM(f) = X%
LT(f) = —-5X°

2.2 O Algoritmo da Divisao em F[X, ..., X,]

Uma ferramenta importante na teoria das bases de Grébner ¢ a divisao de um polinémio por uma
lista de polinémios ndo nulos, que é similar ao algoritmo da divisdo em F[X]. Ao dividirmos f
por uma lista fi,..., fs € F[Xy,..., X,], tomaremos a divisdo de f por fi, e o resto da divisdo
serd dividido por fy;. O processo se repete até que o restante da divisao no estégio s — 1 é
dividido por fs e obtemos r como o resto que nao é divisivel por nenhum outro polinémio da

lista f1,..., fs.
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Teorema 2.2.1. (Algoritmo da Divisdo em F|X,,...,X,]) Considere uma ordem mono-
mial = em M. Seja F' = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polinomios em F[Xy, ..., X,].
Entao, cada f € F[X,..., X,] pode ser escrito como

f=qafi+ - +aqfs+r

onde q;,r € F[Xy,...,X,] er =0 our é uma combinacdo linear de mondémios, com coeficientes
em F, tais que nenhum deles é divisivel por algum dos LT(f;), para todo i. Chamaremos r de
resto da divisao de f por F. Além disso, se q;f; # 0, entao multdeg(f) > multdeg(q; f;)

Demonstracao. Ver |16, Teorema 3, Capitulo 2, Se¢ao 3|. O]

Apresentaremos o algoritmo e em seguida alguns exemplos de como ele funciona na préatica.

Algoritmo 1: Algoritmo da Divisao em F[X;,..., X,

Entrada: fi,...,fs, f
Saida: ¢q,...,qs, 7
¢1:=0;...5¢s:=0;7:=0

p:=1
Enquanto: p # 0 faga
1:=1
divisdo sucedida = falso
Enquanto ¢ < s e divisao sucedida := falso faca
Se LT(f;) divide LT (p) entao
¢ =q;+ LT (p)/LT(f:)
p:=p— (LT(p)/LT(f:))fi
divisao sucedida := verdadeiro
Senao
1:=1+1
Se divisao sucedida = falso entao
r:=r+ LT(p)
p:=p— LT(p)
Retorne ¢,...,qs,r

Exemplo 2.2.2. Usando a ordem lexicogrifica, vamos dividir f = XY2+1 por f; = XY +1
e fo =Y + 1. Primeiro dwidimos f por fi. Temos que LT(f) = XY? e LT(f,) = XY.
Como LT(f)/LT(f1) =Y, entdo

p=f-YHh=-Y+1L

Agora, LT(f1) = XY nao divide LT (p1) = =Y, entao paramos de dividir por f, e continu-
amos diwvidindo por fo. Observe que LT(fy) =Y, logo LT(f2)/LT (p1) = —1. Assim,

b2 =p1 — (—1)f2 = 2.
Portanto,
f=XY? 41 =Y XY+ D)+ (DY +1)+2=Yf — fo +2,

ja que o resto r = 2 nao € divisivel nem por fi nem por fs.
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Exemplo 2.2.3. O resto da divisao de um polinémio por uma lista nao € unico. Por exemplo,

XY + XY+ Y? = (X+YV)(XY - D +1(Y2 -1+ X +Y + 1.

XY+ XY2 4+ V2= (X +1)(Y? - 1)+ X(XY - 1) +2X + 1.

A primeira expressao € obtida realizando a divisao de f = X?Y +XY2+Y2 por f; = XY —1
e fo =Y? —1, jd a sequnda expressdo, € obtida realizando a divisio de f por f e fi.

Exemplo 2.2.4. Podemos ter resto nao nulo dividindo f por (fi, f2), mas resto nao nulo
quando dividimos f por (fa, f1). Por exemplo, sejam f = XY?—X, fi=XY —le fo=Y?—1.
Dividindo f por fi e fo, temos:

XY? - X =Y(XY -1)+0Y*-1)+ (=X +Y).
Dividindo f por fs e f1, temos:
XY? - X =X(Y*-1)+0(XY —1)+0.
Da sequnda expressao, fica claro que f € (f1, f2), mas nao podemos concluir isso da primeira.

Em geral, a divisao em F[X1,..., X,,] d& condices suficientes para decidir se um polindémio
f estd em (f1,..., fa), se r = 0, porém, cada ordem diferente dos polinomios da lista e cada
ordem monomial diferente d4 um resto diferente, e nao ¢ claro que para alguma dessas escolhas
teremos r = 0, quando f € (fi,..., f,). Para resolver este problema utilizaremos bases de
Grobner, que serao definidas na secao 2.4.

2.3 Ideais Monomiais e o0 Lema de Dickson

Defini¢ao 2.3.1. Um ideal I C F[X4,...,X,] é um ideal monomial se, existe um subconjunto
nao vazio A C Z% tal que

[=(X:aecA) = {ZfaX“ fu €F[X1,.... X,],BC A éﬁmto}.
aEB
Exemplo 2.3.2. [ = (X* X*V* X?Y®) C F[X,Y] é um ideal monomial.

Proposigao 2.3.3. Seja I = (X : o € A) um ideal monomial de F[Xy,..., X,]. Entdo um
mondmio X° € I se, e somente se, X divide X®, para algum o € A.

Demonstracdo. Seja X? € I, entdo XP = Zle h; X%, onde a; € A e h; = 22:1 a; X,
a;; € F. Portanto, podemos escrever

XB _ (aHX”/nXOq NI altX’YltXOtl) N (ale"/leak et aktX”/ktXak) )

Como o lado esquerdo da igualdade é um mondmio, o lado direito também devera ser. Desse
modo, alguns termos da soma do lado direito irao se cancelar. Note que, cada termo da soma
do lado direito da igualdade, & divisivel por algum X%, logo, X” tem a mesma propriedade.

Reciprocamente, seja a € A tal que X? = pX©. Logo, X? € I por definicio de ideal. O

Definicao 2.3.4. Seja I um ideal em F[Xq, ..., X,], com I # 0.
(i) Denotamos por LT(I) o conjunto de termos lideres dos elementos de I. Entao

LT(I)={cX*:3 f el tal que LT(f) = cX*}.
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(1) Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT (I).

Observagao 2.3.5. Seja I = (f1,...,fs) # 0 um ideal finitamente gerado em F[Xy,..., X,].
Claramente (LT(f1),...,LT(fs)) C (LT(I)). Com efeito, seja f € (LT(f1),...,LT(fs)),
entio f =g LT(f1)+ -+ gsLT(fs), com g; € F[X1,..., X,].

Para cada i € {1,...,s}, temos que LT(f;) € LT(I) C (LT(I)). Assim, cada parcela de f
pertence a (LT(I)) e, portanto, f € (LT(I)).

Teorema 2.3.6. (Lema de Dickson) Seja I = (X* : a € A) um ideal monomial em
F[X1,...,X,]. Entao, I pode ser escrito da forma I = (X' ..., X%), em que aq,..., a5 € A.
Em particular, I possui uma base finita.

Demonstragao. Ver [16, Teorema 5, Capitulo 2, Secao 4]. ]

Observagao 2.3.7. Seja I = (f1,...,fs) # 0 um ideal finitamente gerado em F[Xy, ..., X,].
De um modo geral, nao é verdade que (LT(I)) C (LT(f1),...,LT(fs)). Por exemplo, seja
I=(X3-2XY,X?Y —2Y? + X) e considere a ordem lexicogrifica graduada.
Como X? = X(X?Y —2Y? + X) — Y(X? — 2XY), entao X?> € I. Dai, X* = LT(X?) €
LT(I) ¢ (LT(I)). Mas
>¢ (LT(X® —2XY), LT(X?Y —2Y* + X)) = (X*, X?Y),

que é um ideal monomial e X? nao é miltiplo de X3 nem de X?Y .

Proposigao 2.3.8. Seja I C F[X;,...,X,]| um ideal com I # 0. Entdo:

(i) (LT(I)) é um ideal monomial.

(11) Ezistem g1,...,g: € I tais que (LT(I)) = ((LT(¢1),..., LT (gr)) -

Demonstragao. (i) Considere o ideal monomial (LM (g) : g € 1\{0}).

Note que (LM(g) : g € I\{0}) = (LT'(g) : g € 1\{0}).

Com efeito, seja f € (LM(g) : g € I\{0}), entdo existe um subconjunto finito A C I'\{0}
tal que

F=a,LM(g) =" a,(LC(g)) ' LC(g = a,(LC(g))"'LT(g)
geA geA gEA
logo, f € (LT(g) : g € I\{0}).

Agora, seja f € (LT(g) : g € I\{0}), entdo existe um subconjunto finito B C I'\{0} tal
que

f= Z agLT(g) = Z agLC(g) LM (g),
portanto, f € (LM(g) : g € I\{0}).
Como (LT(I)) = (LT(g) : g € I\{0}) = (LM(g) : g € I\{0}) , segue que (LT(I)) é um

ideal monomial.
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(ii) Como (LT (I)) é um ideal monomial, pelo Lema de Dickson existem g, ..., g; € tais que
(LT(I)) = (LM(g1),...,LM(g:)). Note que (LM(g1),...,LM(g¢)) = (LT (g1),...,LM(g)) .
De fato, dado f € (LT(¢1),...,LT(g:)), temos

t

f = ZaiLM(gi)
i=1

— Zai(LC(gi))_lLC(gi)LM(gi)

= > a;(LC(g:) ' LT(g:) € (LT(n), ..., LT (1)) -

i=1

Por outro lado, dado f € (LT(g1),...,LT(g:)), temos

[ = ZaiLT(gi)
i=1

= > a,LC(g:)LM(g;) € (LM(gn),...,LM(g1)) .

=1

Conclusao: (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:)) -

Observacao 2.3.9. Utilizando a notacao da proposi¢cao anterior, temos que:

(LT(I)) = (LT(g1),---,LT(g:)) = (LM(n),...,LM(gy)) .

Teorema 2.3.10. (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C F[X,..., X,] € finita-
mente gerado, isto €, existem gy,...,q; € I tais que I = (g1,...,qt)-

Demonstracao. Se I = {0} nao temos nada a provar. Suponha que I # {0}.

Sabemos que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g)), para alguns g,..., g € I, pela Proposigao
2.3.8.

Mostraremos que I = (g1,...,¢;). Claramente (g1,...,qg;) C I. Seja f € I, utilizando o
algoritmo da divisao para dividir f por (¢i,...,¢9:), obtemos

f=aq + - +ag +,

onde nenhum termo de r ¢ divisivel por nenhum dos LT'(g;)’s, com i € {1,...,t}.
Comor=f—aygy — -+ — aiqg;, entao r € I. Se r £ 0, entao

LT(r) e LT(I) C (LT(I)) = (LT (g1), -, LT(g1)),

logo LT(r) é divisivel por algum LT(g;). ABSURDO! Portanto, r = 0.
Assim, podemos escrever f = aygi + -+ argr e dai, f € (g1,...,9).
Portanto, I = (g1,..., ). H



21

2.4 Bases de Grobner

A teoria de bases de Grobner apareceu pela primeira vez na tese de doutorado do matemaético
austriaco Bruno Buchberger, publicada em 1965, sob supervisao do professor Wolfgang Grobner,
que propds o seguinte problema para sua tese: dado um ideal I C F[Xy,...,X,], encontrar
uma base para F[X, ..., X,]/I como F-espaco vetorial.

Trabalhando com um anel de polindmios em uma variavel a resposta é conhecida. I ¢ gerado
por um certo polinémio de grau d (no caso I # 0) e {1+ 1, X +1I,..., X% + I} forma uma
base para F[X]/I. Agora, quando trabalhamos com um anel de mais de uma variavel a situacao
muda radicalmente.

Para solucionar o problema, a ideia foi fixar uma ordem monomial em M e determinar um
conjunto especial de geradores para o ideal I, cuja propriedade principal é que, as classes dos
mono6mios que nao sao miltiplos de nenhum dos monémios lideres dos polindémios que estao
nessa base especial, formam uma base para F[X1,..., X,,]/I como F-espaco vetorial.

Em 1976 Buchberger chamou de "bases de Grébner" essa base especial para I, em virtude
da influéncia do seu orientador para realizacao do trabalho.

Defini¢ao 2.4.1. Fize uma ordem monomial >=. Um subconjunto finito G = {qg1,...,g:} de
um ideal I de C F[X,...,X,] € dito uma base de Grébner se

(LT(g1),...,LT(q1)) = (LT(1)).
O lema a seguir nos fornece outra maneira de definir bases de Grobner para um ideal.

Lema 2.4.2. O conjunto G = {q1,...,g:} € uma base de Grobner para I, se e somente se,
para todo f € I, f # 0, temos que LM (f) é multiplo de LM (g;), para algum i € {1,... t}.

Demonstracao. Seja f € I, f # 0, entao
LM(f) € (LM(I)) = (LT(I)) =" (LT (g1), ..., LT(g:)) = (LM (1), ..., LM(gy)) -

Como (LM (g1),...,LM(g)) é um ideal monomial, segue que LM (f) é multiplo de LM (g;),
para algum ¢ € {1,...,t}. Reciprocamente, ¢ 6bvio que (LT(g1),...,LT(g:)) C (LT(I)).
Vejamos que (LT(I)) C (LT(¢1),...,LT(g:)). Como (LT(I)) = (LM(I)), basta mostrar
que (LM (I)) C (LT(q1),...,LT(g)), isto é, LT(I) C (LT(g1),...,LT(g:))-
Por hipotese, se f € I, f # 0, existe ¢ € {1,...,t} tal que LM(f) é multiplo e LM (g;).
Dai,
LT(f) € (LM(g)),..., LM(g0)) = (ET{g1), ., LT ().

Portanto, LT(I) C (LT(g1),-..,LT(g:)) como querfamos demonstrar.
[

Ao fixarmos uma ordem monomial, segue da Proposi¢ao 2.3.8 que todo ideal I C F[X7, ..., X,],
com [ # {0}, possui uma base de Grobner. E mais, qualquer base de Grébner para um ideal T
é uma base para I. A seguir, listamos algumas propriedades das bases de Grobner.

Proposicao 2.4.3. Seja G = {q1, ..., g} uma base de Gréobner para um ideal I C F[X;, ..., X,)]
e seja [ € F[Xy,...,X,]. Entao existe um unico r € F[ Xy, ..., X,] com as seguintes proprie-
dades:

(i) Nenhum termo de r é divisivel por qualquer dos termos LT (g1), ..., LT (g;).

(i) 3 g €1 tal que f=g+r.

Em particular, v € o resto a divisao de [ por G, nao importando a ordem dos elementos

de G.
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Demonstracao. Pelo algoritmo da divisdao, temos que f = a;9; + - - - + a;g9; + r, onde r satisfaz
(1). Para provarmos (ii), considere f = g +r = g +r satisfazendo (i) e (i1).
Logo,

r—r'=¢g —gel.

Se r # 1, entao

TL(r - ') € (TL(I)) = (TL(gy). ... TL(g.)).

Assim, T L(r — r') é divisivel por algum TL(g;). Logo, M L(r — ') é divisivel por T L(g;).
Por outro lado, como M L(r—r") é um monoémio de r ou r’, temos que M L(r—r") nao é divisivel
por T'L(g;). ABSURDO! Portanto, r = r'. O

Corolario 2.4.4. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grobner para um ideal I C F[Xy,..., X,)]
e seja [ € F[Xq,...,X,]. Entao f € I se, se somente se, o resto da divisao de f por G € zero.

Demonstracao. Se o resto é zero, claramente f € I. Reciprocamente, dado f € I, entao
f = f + 0 satisfaz as duas condigoes da proposicao anterior. Pela unicidade do resto, segue o

resultado.
]

Definigao 2.4.5. Sejam f,g € F[Xy,..., X,] polinomios nao nulos.

(i) Sejam multdeg(f) = a e multdeg(g) = B. Seja v = (7,...,7), onde v; = max{«;, 5;}
para cada i. Dizemos que X7 é o minimo miiltiplo comum de LM(f) e LM(g) e
denotamos por mme(LM(f), LM(g)).

(ii) O S-polinémio de f e g é a sequinte combinacao linear:

X i X7
- LT(f)”  LT(g)

Exemplo 2.4.6. Dados f = X3Y? — X?Y3 4+ X e g = 3XY +Y? em R[X,Y]| com a ordem
lezicogrdfica graduada, entdo v = (4,2).
Logo,

S(f,9) g.

mme(LM(f), LM (g)) = mme(X?Y?, X*Y) = X*Y2
Portanto, o S-polinomio de f e g é:
X1y? X4y?

SU:9) = vl ~ 33y

1 1
g:Xf—ng:—X3Y3+X2—§Y3.

2.5 O Algoritmo de Buchberger

Vimos anteriormente que todo ideal em F[ X1, ..., X,,] possui uma base de Grobner. O proximo
teorema nos apresenta um algoritmo para a construcao de uma base de Grébner para um ideal,
dado um conjunto finito de geradores.

O resto da divisao de f por uma s — upla ordenada F' = (f,..., fs) serd denotado por 7F

Teorema 2.5.1. Seja I = (f1,...,fs) # (0) um ideal de F|X;,...,X,] e considere = uma
ordem monomial. Entao uma base de Grobner de I pode ser construida em um nimero finito
de passos aplicando o sequinte algoritmo:
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Algoritmo 2: Algoritmo de Buchberger

Entrada: F = (fi,..., fs)
Saida: uma base de Grébner G = (g1,...,q;) para I, com F C G

G:=F
Repita
G =G
Para cada par {p,q}, p # q em G faca

r:=5(p,q)

Ser #0 entao G :=GU{r}
Até G =G
Retorne G

Demonstragao. Ver [16, Teorema 2, Capitulo 5, Se¢ao 7|. O
Exemplo 2.5.2. Seja Q[X,Y] com a ordem lezicogrdfica graduada e
I={f1,f) =(X?-2XY, X?Y —2Y* + X).

Entio F := (X3 - 2XY, X%V — 2Y?% + X).
Calculando o S-polinémio de fi e fa:

S(fi, fa) = Y(X?—2XY) - X(X?Y —2Y? + X) = - X?
S f) = —X*#0.

Dai, f3=—X?% e G := (f1, fo, f3) = (X2 = 2XV, X?Y —2Y% + X, —X?).
Logo,

S(fhfz) = f3

S )" = o

S(fi, fz) = X*—2XY + X(-X?) = —2XY;
S(fif)” = —2XY #0.

Entao, fi:= —2XY e G := (f1, fo, f3, [1) = (X? = 2XV, X?Y - 2Y% + X, — X2 —2XY).
Seque que:

S f)’ = S fs) =0
S(fi, f1) = 2Y(X?-2XY) = X?(-2XY) = —2XY? = Y f,.

Desse modo,

S ) =o.

Dando continuidade ao uso do algoritmo, temos que:

S(fa, f3) = XY =2V + X +Y(—X?) = 2Y? + X
S fs) = —2v24 X £0.
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Logo, f5:= —2Y?+ X e
G = (f1, fo, fas fa, f5) = (X? = 2XY, X?Y —2Y? + X, —X?, —2XY, —2V° + X).
Verificando os restos dos S-polindmios, obtemos:
S(fi,f5) = Y*(X°—-2XY)+ %X?’(—ZYQ +X) = %X“ —2XY3 = %Xfl + (Y2 — %X) i

S(f2r f3) = fsi
S(fe fr) = XV —2Y? 4+ X + %X(—QXY) _ OYPyi X~ fe

1 1 1
S(fa, f5) = Y(X?=2Y2+ X)+ §)(2(—2Y2 +X) = 5X?’ — Y3+ XY = —§Xf3 +Yfs:

S(f37f4) = Y(—X2) — lX(—2XY) —0;

2
S(fs, f5) = —Y* =X+ %XQ(—QY2 +X) = %X?’ — _%ng
S(fa, f5) = —%Y(—QXY) + %(—2}/2 +X) = %XQ — %f&

Assim,

S )¢ = S5(Fa f3)° = S(fos )6 = 5(far fo) =0

S(fs, f4)G = S(fs, f5)¢ = S(fs, f5)¢ = 0.

Portanto, G := (f1, f2, f3, f1, f5) € base de Grébner para I.

2.6 A Pegada de um Ideal

Definicao 2.6.1. Seja [ C F[X1,...,X,] um ideal. A pegada de I com respeito a uma ordem
monomial fizada em M € o sequinte conjunto:

A(l)={M € M : M nao é monomio lider de nenhum polinémio em I}.

Exemplo 2.6.2. Dado [ = (X,Y) C F[X,Y], como o monémio lider de qualquer polinémio
nao constante de F|X,Y] é divisivel por X ou Y, concluimos que G = {X,Y} é uma base de
Grébner para I e A(1) = {1}.

A pegada de um ideal I estd diretamente relacionada com uma base de Grobner para [,
ambas definidas com respeito a mesma ordem monomial em M.

Proposigao 2.6.3. Seja [ C F[X1,..., X,] um ideal e considere G = {g1,...,g:} uma base de
Grébner para I. Entdo, um monémio M € A(I) se, e sé se, M nao é mailtiplo de LM (g;),
para todo v =1,...,t.

Demonstra¢ao. Suponha que M nao é multiplo de LM (g;), para todo i = 1,...,¢ entdo pela
definicao de base de Grobner, temos que M nao é monoémio lider de nenhum polinémio de I.
Reciprocamente, suponha que M € A(I). Se LM/(g;) dividisse M teriamos que M € I,
contradizendo a hipotese de que M € A(I). Portanto, LM (g;) ndo divide M, para todo
i=1,...,t
m
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Observacao 2.6.4. Na demonstra¢io acima utilizamos a defini¢ao de A(I) em uma dire¢io
e a definicao de bases de Grobner na outra. Isso sugere que os conceitos de Pegada e bases
de Grobner sao equivalentes em algum sentido. De fato, sao equivalentes no sequinte sentido:
ao encontrarmos uma base de Gribner para um ideal I, podemos obter a pegada de I usando
apenas a proposicao acima. Por outro lado, podemos iniciar com a definicao de pegada e obter
uma base de Grobner para I como sendo um conjunto G = {g1,...,9:} C I tal que, o conjunto
dos monémios que sao multiplos de LM(g;), para algum I =1,...,t é exatamente M\ A([).
No Apéndice da referéncia [16], pode se encontrar a prova de que tal conjunto existe e satisfaz
as condicoes da definicao de pegada.

Faremos agora um exemplo que utiliza a Proposicao 2.6.3 para obter uma representagao
grafica de uma pegada. Associamos a um par ordenado (o, 3), com entradas nao negativas e
inteiras, o monoémio X*Y”.

Exemplo 2.6.5. Seja [ = (X3 - X, Y3 -V, X?Y —Y) C RIX,Y] e tomemos M com a ordem
lexicogrdfica (ondeY =i, X ). Nao é dificil verificar que { X3 —X,Y3—Y, X2Y =Y} é uma base
de Grobner para I. Temos que LM(X?—X) = X3 LM(Y?*-Y)=Y3 e LM(X?*Y-Y) = X?Y,
e aplicando a Proposi¢ao 2.6.3 temos a sequinte representacao para A(I).

A

Figura 2.1: Representacao grafica da pegada de um ideal

Os pontos (3,0), (0,3) e (2,1) correspondem aos mondmios lideres da base de Gribner.
Sendo assim, € possivel determinar a partir destes os mondémios que sao miltiplos de pelo

menos um deles. Seque que A(I) ={1,X, X% Y, XY, Y? XY?}.
Exemplo 2.6.6. Seja Q[x,y] com a ordem lexicogrdfica graduada e
I={(fi,f2) = (X®=2XY, X%V —2Y? + X).
Do Ezxemplo 2.5.2, temos que
G={X?-2XY,X?Y - 2Y? + X, - X? —2XY,-2Y? + X}

é uma base de Grébner para I. Pela proposi¢io 2.6.3, sabemos que A(I) é composto dos
mondmios que nao sao multiplos de

LM(G) = {X? X?Y, X? XY, Y?}.

Portanto A(I) = {1, X,Y}, como podemos visualizar na figura abaizo.
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Figura 2.2: Representacao grafica da pegada de um ideal

O teorema a seguir é o principal resultado da tese de Buchberger [4].

Teorema 2.6.7. Seja I C F[Xy,...,X,] um ideal.
Entao
B={M+1:MecA(l)}

é uma base para F[ Xy, ..., X,]|/I como F-espaco vetorial.
Em particular,
dim(F[Xy, ..., X,]/I) = |A(T)].

Demonstracao. Seja G = {g,...,9:} uma base de Grobner para I com respeito a mesma ordem
monomial usada para determinar A(I) e seja f € F[Xy,..., X,].
Dividindo f por uma base de Grobner para I, obtemos ¢i,...,q, e r tais que

f=qan+ - +aqg+r,

onde o resto é da forma r = 2221 a;M; em que a; € F e M; € A(I), para todoi =1,...t.

Como f+1=qqg+ - +qg+r+1eqg €1, para todo i, temos que f+ 1 =1r+ 1.
Portanto B gera F[ X1, ..., X,]/I como F-espago vetorial.

Vejamos agora que B é linearmente independente sobre .

Suponha que 22:1 bi(M; +1) =0+ 1, com b; € Fe M; € A(I), para todo i = 1,...,1.

Entao, Zizl b;M; € I e assim temos que ter b; = 0, para todo i = 1,...,[, caso contrério,
22:1 b; M; seria um elemento nao nulo de 7, cujo mondémio lider nao ¢ mondémio lider de nenhum
polindémio em I. ABSURDO! m

Sejam I C Flzy,...,x,] um ideal e {f1,..., f;} uma base para I. Denote por
A(LM(f1),...,LM(f;)) ={M € M : M nao é miltiplo de f;, para todoi=1,...,t}.

Proposicio 2.6.8. A(I) C ALM(fy),...,LM(f)) e A(I) = AXLM(f), ..., LM(f,) se, e

so se, {f1,..., fi} € uma base de Griobner para I.

Demonstracao. De fato, seja f € A(I), temos que f nao é monomio lider de nenhum polindémio
de I. Logo, f nao é divisivel por f;, para todoi =1,...,n, pois I é um ideal de F[X7,..., X,].
Assim, conclui-se que A(I) C A(LM(f1),...,LM(f:)).
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Sejam A(I) = A(LM(f1),...,LM(fi)) e f € 1. Como A(I) = A(LM(fy),...,LM(f)),
temos que f é divisivel por algum f;, logo {fi,..., fi} é uma base de Groébner para I.
Suponhamos agora que {fi,..., fi} é uma base de Grébner.
Se f e A(I)=A(LM(f1),...,LM(f:)), temos que f nao estd em I, pois {f1,..., f;} é base
de Grobner, dai f € A(]).
O



CAPITULO 3
CODIGOS CARTESIANOS AFINS

Neste capitulo faremos a construcao dos cédigo cartesianos afins e calcularemos os seus princi-
pais parametros. Este capitulo foi baseado na referéncia [9]

3.1 Variedades afins e a pegada de um ideal

Apresentaremos nesta secdao uma relacao entre a variedade afim associada a um ideal e a sua
pegada, quando A([I) for finito.

Comecamos apresentando um conceito fundamental na geometria algébrica, que relaciona
algebra e geometria.

Defini¢ao 3.1.1. Seja I C F[X,,...,X,] um ideal. A variedade afim associada a I € o
conjunto

V(I)=A{(a1,...,a,) € F": f(a1,...,a,) =0, para todo f € I}.

Observagao 3.1.2. Nao € dificil ver que: dado I C F[Xy, ..., X,| um ideal, se I = (q1,..., ),
entao (ay,...,a,) € V(I) se, e somente se, g;(ai,...,a,) =0, para todo i =1,... .

Definicao 3.1.3. Seja V uma variedade afim. O tdeal da variedade V é o conjunto de todos
0s polindmios que se anulam em V', ou seja,

I(V):={feF[Xy,...,X,]: fla,...,a,) =0, para todo (ay,...,a,) € V}.

E facil ver que esse conjunto ¢, de fato, um ideal de F[X, ..., X,].

Um famoso teorema de Hilbert afirma que se F é um corpo algebricamente fechado, entao
I(V(I)) = VI, onde VI := {f € F[Xy,...,X,] : f™ € I para algum m € N} é o ideal
chamado radical de I (ver [16], p. 183).

Uma variedade V(I) pode ter infinitos pontos (tome por exemplo I = (X —Y?) C R[X,Y])
ou um nimero finito de pontos (tome por exemplo [ = (X? — 1,Y% — 1) C R[X,Y]). Para
provar uma importante relagdo entre a variedade de I e a sua pegada, quando A([) for finito,
precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.1.4. Seja I C F[X,...,X,] um ideal e sejam Py, ..., P, os pontos distintos de V(I).

Entao existem polinomios fi,...,f. € F[Xy,...,X,] tais que f;(P) = 0;;, para todo i,j €
{1,...,7}, onde 6;; € o delta de Kronecker.

28
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Demonstracao. Dados P; = (a;1,...,a;) € F", com ¢ =1,...,r. Vamos obter f;.
Como todos os pontos sao distintos, para i € {2,...,r}, existe j; € {1,...,n} tal que
a1j, # ai;;. Considere

L Xj — aij,
T )
A1j; — Q4

logo hi(Py) =1 e h;i(P;) = 0,para todoi = 2,...,7.

Tome ;
fu=11h
i=2

Dai, temos que fi1(P;) =1e fi(P;) =0, paratodoi=2,... 7.
Com procedimento analogo, podemos obter fo, ..., f,.
m

Teorema 3.1.5. Seja I C F[Xy,...,X,]| um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entéo
V(1) é também um conjunto finito e |(V(I))| < |A(I)].

Demonstra¢ao. Sejam P, ..., P, pontos distintos de V(). Do lema anterior, sabemos que
existem fi,..., fr € F[Xq,..., X,)] tais que f;(P;) = 0;;, para todo 7,5 € {1,...,r}.

Afirmacgao: O Conjunto {f; +I,..., f, + I} é um conjunto linearmente independente em
F(Xq,...,X,]/1.

Com efeito, suponha que >\ a;(f; +1) =0+ I, onde ay,...,a, € F, entdo Y ;_, a;f; € I.
Logo, > i, a;fi(pj) = 0, isto é, a; = 0, para todo j = 1,...,r. Assim, {f+1,...,f, +1} é
linearmente independente em F[X7, ..., X, ]/I. Portanto,

V()| =r <dim(Flxy,...,x,]/1) = |A)].
[

Na verdade, pode-se provar um resultado mais refinado (ver 3], Teorema 8.32). Lembre
que um ideal I é dito ideal radical se I = v/1.

Teorema 3.1.6. Seja [ C F[Xy,...,X,,] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e seja L
uma extensao algebricamente fechada de F. Entao,

Vi(I) :={(a1,...,a,) € L": f(a1,...,a,) =0, para todo f € I}
é um congunto finito e |Vp(I)| < |A(I)|. Mais ainda, se F é um corpo perfeito e I é um ideal
radical entao |Vi(I)| = |A(L)].
3.2 (Codigos Cartesianos Afins e seus Parametros

Em 1998 Fitzgerald e Lax propuseram a seguinte construcao de codigos lineares. Sejam I, um
corpo finito com ¢ elementos, I = (g1,...,q:) C F [X1,..., X, ] e

L= (g1, s 96 X{ = Xu,o o X7 = X)),
Como

[[x-a)=x"-X

a€lFy
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(ver Lema 2.4 em [28]) segue que V(I) = V(I,). Consideremos a partir de agora a ordem
lexicografica graduada em M C F [ Xy, ..., X,]. Da Observagio 2.6.8 temos que

‘A(Iq)‘ < |A<LM(91)7 - '7LM(gt)7X:(l]7"'7X;IL)| < qn

e do Teorema 3.1.5, segue que |V ()] < |A(Ly).
Seja V(1) = {P,..., Pn} e denote por ¥ : F,[Xy,..., X,]/I; = F" o homomorfismo

Proposigao 3.2.1. O homomorfismo ¥ é um isomorfismo entre F,-espacos vetoriais.

Demonstracdo. E imediato que ¥ é uma transformacio linear, entdo basta mostrarmos que ¥
é sobrejetora e que dim(F,[Xq,..., X,]/I,) = m. Como X! — X, € I,,paratodoi =1,...,n
temos que [, é um ideal radical (ver [3]|, Prop. 8.14), e também para qualquer extensao L
algebricamente fechada de Iy, temos que Vi(I;) = Vg, (I;), assim dos Teoremas 2.6.7 e 3.1.6
temos que dim(F,[X;, ..., X,]/1,) = |A({;)] = m. Do Lema 3.1.4 sabemos que existem po-
lindmios py,...,pm € Fy[Xq,...,X,] tais que p;(P;) = 0,j, para todo 4,5 € {1,...,m}, assim
W(p; + 1,) = e;. Isso prova que ¥ é injetivo e portanto um isomorfismo.

]

O proximo conceito foi introduzido por Fitzgerald e Lax em [17].

Definigao 3.2.2. Seja L um F,-subespago vetorial de Fy[X, ..., Xy]/I,. O cédigo de vari-
edade afim associado a L, denotado por C(L), é a imagem V(L).

Em [24], Lopez et al. definiram os codigos cartesianos afins, um tipo especial de codigos de
variedades afins, cuja construcao é a seguinte.

Sejam Ay, ..., A, subconjuntos nao vazios de F, e seja X' := A; X --- x A, C Fy.

Seja fi = [[en, (Xi—c) parai=1,...,n. Se I = (f1,..., fn), claramente o conjunto de zeros
de I & X, isto é, V(I) = X. Portanto, f; ¢ um fator de X! — X; = Hcemq(Xi —c¢), para todo i =
1,...,n, entao I = I,.

Considere, para todo d € Z,d > 0, o F-subespaco vetorial de F,[X;, ..., X,]/I dado por

Li:={p+1:p=0 ou deg(p) <d},
onde deg(p) é o grau total de um polinomio p € F [X;,..., X,].
Definigao 3.2.3. O cddigo cartesiano afim Cx(d) é a imagem V(L,).

Observacao 3.2.4. Note que, quando A; = F,, para todo i = 1,...,n, obtemos os codigos de
Reed-Muller generalizados.

Seja d; = |A;| para todo i = 1,...,n, entao |V (I)| = dy.--- .d, é o comprimento de Cy(d),
para todo d > 0. Precisamos determinar a dimensao e a distancia minima para os co6digos
cartesianos afins.

Para determinarmos a dimensao de Cx(d) precisaremos dos seguintes resultados auxiliares.

Lema 3.2.5. O conjunto {f1,..., fn} € uma base de Grobner para I.

Demonstragio. Como f; = [[.. (Xi — ¢) e |4;| = d;, temos que LM(f;) = X% para todo

1=1,...,n de modo que

cEA;

A(T) Cc{X{ ... X80 < q; < dj,paratodoi=1,...,n}.
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Como |V(I)| =dy...d, <|A(I)| < dy...dy, segue que |[A(l)| =d;...d,.

Isto prova que {fi,..., f,} é uma base de Grobner para I, do contrario, pelo algoritmo
de Buchberguer, teriamos que adicionar a {f1,..., f,} um polinémio cujo mondémio lider nao
¢ multiplo de Xfi, para todo i = 1,...,n, o que implicaria |A(I)|] < d;...d,, gerando uma
contradi¢do, pois estariamos retirando um elemento de A(7) e acrescentando em {fi,..., fn},
o que causaria uma desigualdade. O]

Lema 3.2.6. O ideal de X := Ay x ---x A, é 1.

Demonstra¢ao. Do modo que X e I foram definidos, temos que I C I(X). Assim, V(I(X)) C
V(I).
Como X C V(I(X)) e V(I) =X, entao |[V(I)| > |[V(I(X))]| > |X| = |V(I)].
Pela Teorema (3.1.5) e pelo lema (3.2.5), temos que d;...d, < |

IA(D)| =dy...d,.
Como {f1,..., fn} C I C I(X), pela demonstragao do lema anterior temos que {f1,..., f,}
¢ uma base de Grobner para I(X), dai segue que I = I(X) O

Agora, queremos calcular a dimensdo de Cx(d). Como ¥ ¢ isomorfismo e Cx(d) = W(Lg)
temos que dim Cx(d) = dim(Ly).
Seja
A(D)<g:={M € A(I) : deg(M) < d}.

Proposicao 3.2.7. O conjunto {M +1: M € A(I)<q} € uma base para Lyg.

Demonstragao. Do Teorema 2.6.7 sabemos que {M + 1 : M € A(I)<4} é um conjunto linear-
mente independente que contém L. Seja f € F,[Xq, ..., X,], f # 0 com deg(f) < d.
Seja r o resto da divisao de f por {fi,..., fu}, entdo f+1 = r+1 e deg(r) < d. Dai temos que
r € A(I)<q, implicando que f + I é uma combinacgao dos elementos de {M +1: M € A(I)<4},
0 que termina a prova.
0

Lema 3.2.8. A dimensao de Cx(d) é |A(I)<q4|. Em particular dimCx(d) = d; ...d, e a dis-
tancia minima de Cx(d) € igual a 1, para todo d > >"" (d; — 1).

Demonstragao. Como dimCy(d) = dim Ly e dim Ly = |A(])<q4l, entao dim Cx(d) = |A(1)<ql-
Como {fi,..., fn} € uma base de Grobner para I, temos que

A ={X{" - Xgm:0<q; <d;—1,paratodo i =1,...,n}.
Dai, A(I)<g = A(I) onde d > """ | (d; — 1). Logo |A(I)<a| = |A(I)| = dy - - dp.
Como U(Lg) = i segue da Cota de Singleton que a distancia minima de Cx(d) ¢ igual
a l. [l
Teorema 3.2.9. A dimensao de Cx(d) para 0 < d <> (d; — 1) é dada por

mmad@:<?§d>_§:<”§f;@)+.”+

=1

ntd—dy — - —d; ntd—dy— - —d,
+(_1)k21<i1<...<ik<n< d_dil_l"'_dz' k>+”'+(_1) ( d—d1—1-~-—dn )

k
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Demonstragao. Do lema anterior, temos que dimCxy(d) = |(A(I)<q4|. Entdo, dimCx(d) é igual
ao ntamero de monoémios de A(7) da forma X" --- X% com0 < a; < d;—leay+---+a, <d.

Vamos contar as solugoes de oy + - - - + o, < d, sabendo que 0 < o; < d; — 1.

Consideremos os conjuntos:

Q={(o,...,a,) EN" 1y + -+ a, < d}

Qi ={(ag,...,an) €Q a1+ - +a, <dea«a; >d;,paratodoi=1,...,n}.

()] o)

Pelo principio da inclusao - exclusao, temos que:

dimCx(d) = |A(I)<q4| =

‘(U(Qi)>‘22(—l)k+l > (NN

=1 kil 1<7L1<i2<...<ik<n

Entao,

dim Cx(d) = |A(T)<d] = 9 + Y (~1)* > €, NN QL
k=1

Como || é o ntimero de solugoes inteiras da equagao oy + - - - + «a,, < d temos que

_(n+d)! (n+d
9= nldt — \ d )

Agora, para calcular |€2;| faremos uma mudanca de variavel. Faga o; = d; + b;, com b; > 0,
ja que «; > d;. Nesse caso, estamos contando o ntimero de solucoes inteiras da equacao

a1+...+(ai)+...+an§d
& a+ A+ (dit b))+ o, <d
S o4+ b+ +a, <d—d;.

Novamente, utilizando anélise combinatoéria temos que |€2;| =

(ntd—d;)! _ (n+d—d;
Wddt —\ d—d, )

Procedendo de maneira analoga, temos que
Q. N---NQ, | = ! k.
e I

k
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Portanto,

dim(Cx(d)) = |A(D)<d = |Q|+Z Z Qi 0 Ny

_ ("jj‘d)—i}—l)k X (niz_f;hdiii:'—;fk)

_ (n+d —~ (n+d—d,
(3B

n+d—dy —-—d,
AP Pl ( dmdy oo —d, ">+-~+

k

nfn+d—d—---—d,
+ (=) ( d—dl—l---—dn )

]

Para encontrarmos a distancia minima de Cx(d), para 0 < d < >_" ,(d; — 1), precisaremos
do seguinte resultado:

Lema 3.2.10. Sejam 0 < dy < ...<d, es <> (d; — 1) inteiro.
Seja m(ay, ..., a,) = [, (d; — @), onde 0 < oy < d; € um inteiro, para todo i =1,...,n.

Entao

n

min{m(ay,...,q,) oy + -+ a, < st = (dpy1 — 1) H d;,
i=k+2
em que k el sao unicamente definidos por s = Zle(di — 1)+, com0<I[<dpy — 1.
Se k+ 1 =mn, entao teremos que H:.L:kHdi =leses<d — 1, entaiok=0¢e¢l=s.

Demonstracao. Considere
Qs ={(ag,...,a,) EN":oy+ - +a,<scom0<aq; <d;,i €{1,...,n}}.

Para (o, ..., a,) € Q, definimos m(ay, ..., o) = (dy — a1)(ds — a3) ... (d, — ay,) > 0.
Seja M = {m(ay,...,a,) : (a1,...,q,) € Qs}. Queremos calcular min M.

Provaremos primeiro que se m(ay, ..., q,) = min M entdo aj + -+ + a, = s.

De fato, suponha por absurdo que oy + - - + o, < s. Por hipotese s < > " (d; — 1).
Como a; + -+ - + a,, < s, entao existe um j tal que a; < d; — 2

Isso implica que (aq, ..., 41,...ap) € Q.

Dai,

m(ozl,...,ozjﬂ,...,ozn) = (dl—Oé1>(d2—a2)...(dj—(Oéj—i-l))...(dn—()én)
= (i —a)(do—)...(dj —a; —1)...(dp — )

< (di —ag)(dy —ag)...(dy —an) =m(ag, ..., ap).

Assim, m(ay, ..., a,) ndo é o valor minimo.

Portanto, o minimo ocorre quando oy + - - - + «,, = s.

Por hipdtese temos que s = Zle(di —1)4+lcom0<k<n—1lel0<I<d,—1
Provaremos agora que o minimo de M é m(ay,...,a,) onde

(al,...,an): (dl—1,..,dk—17l,07...70).

Seja (B1,...,0n) € Qs tal que m(5y,...,5,) =minM e f1+---+ [, =S5



Temos dois casos:

Caso k = 0.

Nesse caso s = [. Suponha que 81 + -+ B, =lem(f1,...,5,) = min M
Se 51 <l,existe 2<i<n:f >0. Dai 1+ 8; <0ou 5 + 5; > 0.

Se 1 < [, entao existe 2 < i < n tal que 1+ 5; < [, pois B1 + -+ B, = L.
Temos que (v, ..., a,) = (81 + Bi, B2, .. .,0,...,5,) ( 00 se encontra na i-ésima entrada).
Assim,

m(on,...,on) = (d—(Bi+Bi)(d2 = f2) ... (di) ... (dn — Bn),
m(Br,....Bn) = (di—Bi)(d2—Ba)...(di = B)...(dn — Bp).
Logo,

n

m(By, .., Bn) —mlon,..an) = ((dy = Bi)(di = Bi) — (dv — (b1 + 5i)d;) H (d; — B;)

=257
n
= (Bi(di — di) + B131) H (dj — B;) = 0,
J=2,j#i

pois 3; > 0, d; —dy > 0e 315 > 0.

Como m(f, ..., ,) € minimo, entdo m(as, ..., a,) também é minimo com f; < a;.

Se dy < [, entdo repetimos 0 mesmo processo e encontramos (i, . . ., v,) tal que m(vy1, ..., v,))
também é minimo com [ < dy < 7.

Isso quer dizer que, em algum momento vamos obter a n-upla (1,0, ..., 0) tal que m(,0, ...
¢ o minimo de M. Assim, min M = (dy — l)dy ... d,.

Caso k > 0:

Suponha que exista 1 <i <k, §; < d; — 1.
Existe k +1 < j < n tal que 3; > 0, pois /1 +--- + B < Zle(di —1). Isso implica que
Beyr + -+ B > L
Vamos estudar dois casos:
i) Bi+8;<di—1
11) Bl—FﬁJ >d; — 1.

No caso i), suponha que 3; + 3, <d; — 1, i <i<k<k+1<j<n.
Assim,

(ala"'7an): (517"'a6@'+5j7"'70a"'7ﬁn)
em que a j-ésima coordenada é nula.
Dai,
m(al,...,an) = (dl_ﬁl)(dl_/@’t_ﬁj)(dj)(dn_/Bn>7

Logo,
m(Br,. s Bn) —mlan,. . an) = ((di=B)(d; = B)) = (di = Bi = B)d;) [ (=5
t=1 61,
= (=diBi+ BiBi + Bidy) [] (di = By)
t=1, b4,
= Bi(d; —di+ B) H (d — B) > 0,

t=1t#%,5
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Jéqueb]>0,d]—d12()eﬁlz()
Sendo assim, a n-upla (aq, ..., ®,) também satisfaz a condi¢ao de ser um minimo.
No caso ii), suponha que ; + 3; >d; —lcom i <i<k<k+1<j<n.

Dai, (alw"aan):(ﬁlw--)di_la"-;ﬁi_‘_ﬁj_(dl_l)a---aﬁn)-

Assim,

m(oa,...,0n) = (di—p1)...(1)...(dj = Bi+Bj)+di —1)...(dn — Bn),
m(Br,...,0n) = (v —F1)...(di—Bi)...(dj — B5)...(dn — Bn).

Com procedimento anédlogo, temos que:

m(Bry .-y Bn) —mlag,...,an) >0

e isso implica que m(ay, . . ., ;) também é minimo, ja que m(f, ..., 5,) ¢ minimo por hipotese.
Portanto, se existe 1 < i < k tal que 8; < d; — 1, entado existe (aq,...,q,) tal que
m(aq,...,a,) =min M com oy = f; para 1 <t < k,t #ie a; > f3.
Isso quer dizer que, existe (o, ...,ap) = (dy —1,...,dp — 1, aps1, . .., ) tal que
m(aq, ..., q,) = min M.
Entao m(aq, ..., o) = (dgs1 — Qgy1) - .- (dy — @) onde agyq + -+ - + vy = L.

Pelo que foi feito no caso k = 0, o valor minimo é (dxy1 — ).dyyo . . . d,, como queriamos
demonstrar.

]

Teorema 3.2.11. Seja 0 < d < > " (d; —1). Entdo a distancia minima de Cx(d) €

n

(desr =) TT @

1=k+2

onde k e | sdo unicamente definidos por d = 3" (d; — 1) +1 com 0 < | < dgiq — 1.
Como no resultado anterior, se k+1 =n teremos que [] d; =1, esed<d;—1 entao
E=0el=d.

i=k+2

Demonstragao. Seja F' € Ly e seja Jp = (F, fi1,..., fn), entdo o nimero de zeros da palavra do
codigo V(F + 1) = (F(P),...,F(P,)) ¢ igual a

VE) AP, P = [VE)OV(frs- o fo)l = VI fr, - o)l = VITR)]

Assim, temos que w(V(F + 1)) =T, d; — |V (JF)|.

Pelo teorema 3.1.5 obtemos |V (Jp)| < |A(Jr)|. Seja M = X7 ... X o monoémio lider de
F, pela observacio 2.6.8 segue que (A(J;)) € AM, X", ... X%). Ha [, d; elementos da
forma X' ... X com 0 < \; < d; — 1. Desses elementos, HZ 1(d; — ;) s@o miltiplos de M =
X .. X pois estamos contando os elementos X} .. X;l\ que satisfazem o; < \; < d; — 1.
Assim,

=1 =1

Dai, [A(Jr)| < TTiey di — TTimy(di — o). Togo, w(W(F + 1)) > [T (d; — o) e pelo lema
anterior temos que w(V(F + 1)) > (dey1 — ) 11y 10 di, pois (dps1 — 1) Hz ; ¢ 0 minimo de
m(aq, ..., qp).
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Para verificar que essa cota é atingida, tome A; = {a;1,...,a;4,} parai=1,...,n e seja
ko di—1 l
G(Xy,....X,) = (H H (X, — az‘j)) H(Xk-H — ),
i=1 j=1 j=1
entao
kodi—1 ! k
deg(G) = deg (H H (Xz — a,»j)> + deg <H(Xk+1 — ak+1j)> = Z(dl — ].) +l = d
=1 j=1 j=1 i=1
Observe que A; x --- x A, possui [[_, d; elementos, e calculemos o nimero de elementos
em A; X --- X A, que nao sao raizes de G.
Nas k primeiras entradas temos uma tnica opgao que ¢ (aiqy, ..., @i, ), na (k + 1)-ésima

coordenada temos dy.; — [ opcoes e a partir de k + 1 temos d; opgoes, para cada ¢ > k + 1,
entao G nao se anula em (dpyy — 1) []7 o di zeros em Ay x --- x Ay, assim w(V(G + 1)) =
(dy41—1) H?:kJrQ d;.

m



CAPITULO 4

UMA FAMILIA DE CODICOS
LOCALMENTE RECUPERAVEIS

A classe dos codigos localmente recuperaveis foi introduzida em 2012 por Gopalan et al. (ver
[21]). De um modo geral, as técnicas de recuperagio local nos permitem reparar dados codifi-
cados perdidos por um procedimento local, o que significa utilizar uma pequena quantidade de
dados em vez de todas as informacoes contidas em uma palavra do cédigo. A ideia era garantir
uma comunicagao confidvel ao usar sistemas de armazenamento distribuido e em nuvem. Assim,
os autores definem que um cédigo tem localidade r se uma entrada na posicao ¢ da palavra do
codigo de tamanho m, puder ser recuperada de um conjunto (que pode variar de acordo com
0 i) de no maximo r outras entradas, para todo i = 1,...,m. Isso garantiria a recuperacao
de uma palavra do c6digo mesmo na presenca de um apagamento devido, por exemplo, a uma
falha de algum ponto de conexao na rede.

No mesmo ano, Prakash et al. (ver [25]) introduziram o conceito de codigos com localidade
(r,0), também chamados de codigos (r, d)-localmente recuperaveis, que sao codigos de compri-
mento n tais que para toda posi¢do i € {1,...,m}, existe um subconjunto S; C {1,...,m}
contendo 7 e de tamanho no maximo r + ¢ — 1, tal que a i-ésima entrada da palavra do codigo
pode ser recuperada de qualquer subconjunto de r entradas com posi¢oes em S; \ {i} e pode-se
recuperar qualquer entrada, mesmo com § — 2 outros apagamentos no codigo.

Neste capitulo estdo as nossas contribuigoes e a referéncia é o nosso artigo [2].

4.1 Uma familia de c6digos localmente recuperaveis
Seja [, um corpo finito com ¢ elementos.

Definicao 4.1.1. Sejam m,r,d inteiros positivos, onde 6 > 2 er +6 — 1 < m. Dizemos que
um codigo (linear) C C F7' € (r, 0)-localmente recuperdvel se para todo i € {1,...,m} existe um
subconjunto de posi¢oes S; C {1,...,m}, contendo i e de cardinalidade no mdzimo r + 6 — 1,
tal que o codigo perfurado obtido removendo as entradas que nao estao em S; tem distancia
minima pelo menos 0.

A condicao sobre a distancia minima na definicao acima mostra que nao se pode ter duas
palavras distintas do codigo perfurado que coincidam em (pelo menos) r posi¢oes, assim, quais-
quer 7 posi¢des no conjunto S; determinam as § — 1 posicoes restantes.

A definigao de codigos com localidade (r,d) foi motivada por caracteristicas de armazena-
mento em nuvem. Os dados ficam armazenados em véarios servidores e ao montarmos uma
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n-upla para ser transmitida, os dados vém de varios servidores e as vezes, um servidor pode
falhar e nao enviar nada, ou seja, temos um apagamento. Na figura abaixo, ilustramos esta
situagao. Temos uma 13-upla e um apagamento em i = 9. Seja So = {1,2,3,4,5,6,7,9,13} o
conjunto de recuperacao. Suponha que conhecemos r = 4 entradas (asteriscos em verde), entao
é possivel recuperar 6 — 1 = 5 entradas, de acordo com as condi¢oes da definicao.

EA A A
% w4

(********D****)
L IE. R TRE N TR T R N

. O

Figura 4.1: Armazenamento em nuvem

O proximo teorema estabelece uma cota superior para a distancia minima dos codigos (r, d)-
localmente recuperaveis.

Teorema 4.1.2. A distdncia minima dy;, de um cdédigo C com localidade (r,0) satisfaz

dmmgm—kﬂ—(M—Q (6—1). (A1)

r
Demonstracao. Ver [25, Teorema 2]. O

A cota acima é chamada de cota do tipo Singlenton vinculada a Prakash et al. Um
k
codigo com localidade (r,9) em que dyy, =m —k+1— ([——‘ - 1) (6 — 1) & dito 6timo.
r

Recordaremos rapidamente como ¢é feita a construcao dos codigos cartesianos afins, utili-
zando as notagoes da referéncia [2]. Seja F, um corpo finito com ¢ elementos, seja Ky, ..., K,
uma cole¢ao de subconjuntos nao vazios de F,, e seja

X =K x - x Ky :={(a1,...,a)| o; € K; para todo i} C Fy.

Seja d; = |K;| para ¢ = 1,...,n, entdo claramente |X| = [[" d; = m, e seja X =
{ay,..., ). J& vimos que o ideal de polinomios em F,[Xy,..., X, ] que se anulam em X é
I(X) = Iy = < I ca—an). 1 (Xn—an)>-
CM1€K1 OlneKn

Dito isto, temos que o morfismo de avaliacao

VF, (X, ..., X, = "
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dado por f — (f(a),..., f(oy)) € uma transformacdo linear sobre F, onde ker ¥ = Iy.
Na verdade, U ¢ um homomorfismo sobrejetor entre I -espacos vetoriais, pois para cada ¢ €
{1,...,m} existe um polinomio tal que f;(c;) é igual a 1, se j =1, ou 0, se j # .

Seja d um inteiro nao negativo. No que segue denotaremos por F [ X7, ..., X,]<4 o F,-espago
vetorial formado por todos os polindmios de grau até d, juntos com o polindmio nulo.

Definicao 4.1.3. Seja d um inteiro nao-negativo o codigo cartesiano afim (de ordem d) Cx(d)

definido sobre os conjuntos Ky,...,K, € a imagem, via V, do conjunto dos polindomios em
F,[X1,..., Xn|<d

Em [24] os autores provaram que podemos ignorar, no produto cartesiano, conjuntos que
s6 tenham um elemento e podemos supor, sem perda de generalidade que 2 < d; < --- < d,.
A seguir, apresentaremos uma familia de cédigos que sao subcodigos dos codigos cartesianos
afins e em seguida, mostraremos que eles sao (r, §)-localmente recuperaveis.

Defini¢ao 4.1.4. Sejam d e § inteiros com d > 0 e d > 2, seja s € {1,...,n} e seja 7755’8) 0
conjunto de polinomios f € Fy[X1,..., Xy]|<a tais que degx f < ds — 6 + 1, juntamente com o
polindmio nulo. Denotamos por Dgg’s)(d) o codigo que € a imagem, via ¥, do conjunto Pc(lé’s).

Teorema 4.1.5. Sejam n > 2 um nuimero inteiro, Ky, ..., K, subconjuntos de F, com |K;| =
di, para todoi=1,...,n, e X = K; x ... x K,,. Sejam ainda s € {1,...,n} e d > 2 um inteiro
tal que dg — 6+ 1 > 1. Entao, para cada inteiro d nao-negativo, o codigo Dgg’s)(d) € localmente

recuperdvel com localidade (r,6), onde r = ds — 6 + 1.

Demonstracao. Seja f € 73[56’5), entao (f(a),..., f(an)) € Dgg’s)(d).
Seja a = (g, ...,q,) € X e seja

Sa:{<a17"'705871767058+17"'7an>’66[(3} CX;

um conjunto que tem dy; = r 4+ 0 — 1 elementos. Suponha que existam 3,,...,3, € Sa
tais que conhecemos os valores f(3,) =: ¢k, para k € {1,...,r}. Provaremos que podemos
deduzir o valor de f(3) para qualquer 3 € S,. Escreva f = Z;:é ¢: X!, onde gi,...,g,_1 880
polinémios nas variaveis Xy, ..., X 1, Xsi1,..., Xp, € seja b; := g;(Qq, ..., Qs 1, Qsi1, .., Q)
parai =0,...,r—1. Denotando por B a k-ésima coordenada de 3,, parak = 1,...,r, obtemos
que

r—1
= f(By) = Zbiﬁ,i, para k € {1,...,7}.

=0

Este sistema de equagoes pode ser reescrito como uma equacao matricial

1 61 612 e I_l bo C1

1 52 522 e 5_1 bl Co

1 Bs B3 - Byt by | =1 |,
1 T : : :

1 B B - gt by_1 Cr

que tem solugao tnica (bg, by, ..., b._1), pois a matriz quadrada r x r é uma matriz de Vander-
monde. Isso nos permite determinar f(3) qualquer que seja 8 € S,.
m
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4.2 Sobre a dimensao de D' (d)

- . . - 5, .
Nesta se¢ao, vamos determinar a dimensao de DE\, s)(d). Para isso, faremos um argumento
similar ao utilizado para provar a férmula da dimensao dos codigos cartesianos afins (Teorema
3.2.9).

Proposicao 4.2.1. Seja A(Ix)gj) = {M € A(lx)<q | degx, M < d, — 6 + 1}. Entao
. 4,8 4,8 B
dim(DY (d)) = |A(1x) ).

Demonstracao. Dado f € 73(55’8), seja g € F [ Xy, ..., X,] oseu resto na divisdo por {fi,..., fu},
entdo W(f) = ¥U(g). Pelo algoritmo da divisdo, sabemos que qualquer monémio que aparega em
g nao é multiplo de LM (f;) = Xf", paratodos =1,...,n, e sabemos também que deg g < deg f
edegy g <ds—0d+1. Assim, g € 73(5’5) e, além disso, g ¢ uma combinacao linear de mondémios
em A(Ix)id). Isto mostra que d1m(DEg’s)(d)) < |A(Ly) ).

No capitulo 3 foi definido -

U Fo Xy, .., X,/ I — F

Pelas definicdes de ¥ e U temos que W(f + Iy) = ¥(f).
Sabemos que ¥ é um isomorfismo e é claro que D™ (d) = {U(h + Ix) | h € (A (IX)(5 N1,

onde <A([X)(6 S)) ¢ um F,-espaco vetorial gerado pelos monomios em A(Ix)w ),

Como A(Ix)gds C A(Iy), sabemos pelo resultado de Buchberger (ver Teorema 2.6.7) que

as classes em F,[Xy,..., X,]/lx dos monémios em A([X)gj) sao linearmente independentes

sobre [F,, assim, concluimos que

dim(DYY(d)) = [A(1x)%)].

O
Seja .
d:=> (d—1)+d,—.
s
Corolario 4.2.2. Se d > d, entio DY (d) = DU7(d), e
dim(DYV(d)) = (ds — 6 + 1) ﬁ d.
s
Também dim(DY™ (d — 1)) = dim(DLY(d)) — 1.
Demonstracao. A partir da demonstracdo anterior, obtemos que se M € A(IX)(S%S), entao

degyx (M) <ds—d+1edegy (M) <d;, paratodoi € {1,...,n}\ {s}. Assim, se d > d temos

que A(Ix) &) = A(Tx)%5

d) que implica DY (d) = D (d). Temos também que

dim(Dy”(d)) =
=[{X{" - X" |0<a;<d;,i=1,...,ni#s, e0<a;<ds— 0+ 1}]

s,

=1
iF£S
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Observe que em A(IX)S? h& apenas um mondmio de grau d, de modo que

dim(DYV(d — 1)) = dim(DYV(d)) — 1.
O

5 . . ~ s,
Agora, para 1 < d < d, apresentaremos uma féormula para a dimensao de DS( ) (d) em termos
da dimensao de certos codigos cartesianos afins, e para isso introduziremos a seguinte notacao.

Definicao 4.2.3. Para s € {1,...,n} denotamos por Xs o produto
Xe=Ky X - XKy 1 X Kgi1 XX K,.

No proximo resultado relacionamos a dimensao de Dgg’s)(d) com as dimensoes de Cy(d) e

do codigo cartesiano afim Cy,(d).

Teorema 4.2.4. Seja s € {1,...,n} e seja d um inteiro tal que 1 < d < d.
Sel<d<r=ds—0d+1, entao dingf’s)(d) = dimCy(d), e se r < d < d, entio

6—2
dim DY (d) = dim Cy(d) — > dim Ca, (d — r — i), (4.2)
=0

onde dimg, Cx,(d —r —i) =0 sed —r —1i <0.

Demonstracao. Se 1 < d <r =ds;— 0+ 1, entdo de acordo com as defini¢oes 3.2.3 e 4.1.4 segue
(673) — S 1 7
que D57 (d) = Cx(d), entdo assumimos agora que r < d < d.

Defina os seguintes conjuntos:

Qq = {(a1,...,a,) EN"|0<q; <d;,paral <i<n,a;+---+a, <d};
Y = {(ar,...,an) € Q| a; < dy — 5}

A partir dos argumentos presentes na demostracao do teorema 3.2.9, obtemos que dim Cy(d) =

Q4] ¢ dim D" (d) = |9 Para qualquer (a1, ..., a,) € Q4 temos também que a, < dy — §

ou a5 = ds — 6 + 1 + i para algum ¢ no intervalo 0 < ¢ < § — 2 (pois a; < ds — 1).
Sea,=ds—0+14+1i=r+1i, entdo

CL1+"'—|—CLS_1+CLS+1+"'+G%Sd—T—i,
e para 0 <i < § — 2 definimos

Qgc,g—r—i = {(a17 SR an) € Qdfrfi ’ ag = O},

de modo que Q) =0seiétalqued—r—1i<0.

s,d—r—1i
Assim, temos

0—2
4,8 0
4 = 10971+ 310,

1=0

e como dimCy,(d —r —1i) = \Qg?;_r_i], para todo i € {0,...,0 — 2}, a equacao acima implica

na equacgao (4.2) como queriamos demonstrar. O
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4.3 Distancia minima e c6édigos 6timos

Nesta se¢ao, relacionamos a distancia minima de ng’s)(d) com a distancia minima do cédigo
cartesiano afim Cy(d). No que segue, denotaremos por W1 (C) a distancia minima de um
codigo C.

Seja d um inteiro no intervalo 1 < d < Y " (d; — 1), e sejam k e ¢ unicamente definidos
pord =S (di— 1)+, com 0 < £ < dpyy —1 (sed<dy —1entdo faca k =0 e £ = d, se
k + 1 = n entdo entendemos que [[;_, . ,d; = 1).

Lembre que

i=k+2

n

WO (Cx(d) = (de —0) T di (4.3)

i=k+2
(ver Teorema 3.2.11).

k
Teorema 4.3.1. Seja d = Z(alZ —1)+londe0<k<nel<l<dy —1.Entio
i=1

D (cx(d)) < WO(DEY(d))

dimg, D (d
< m — dimg, DY (d) — <|V boe, Dy (d)

r

w - 1) B—1)+1., (44)

ondem =[;_,di, 7 =ds —0+1 epara x € R, [x] é 0 menor inteiro t tal que x < [t]. Se
(i) k+2<nedys <ds, ou
(i1) ds < dgy1 €0 <ds— (dpy1 — ) <T

entio WO (DU (d)) = WO(Ca(d)).

Demonstragio. Como D) (d) C Ca(d), temos que W (Cx(d)) < WD) (d)).

Pelo teorema 4.1.5 sabemos que D( S)(d) é localmente recuperavel com localidade (r,¢),
entdo podemos aplicar o Teorema 4.1.2 e obtermos a segunda desigualdade de (4.4).

Suponha que k+2 < n e dpio < ds. Vamos considerar dois casos, s > k+2e s < k+ 2.

Suponhamos primeiro que s > k + 2. Considere um elemento a = (ay,...,q,) € X, e
considere ¢ elementos distintos Sy, ..., 3, € Kiy1.

Defina o polinémio
k ¢
H H —a) - [[(Xi1 = B). (4.5)
i=1 a€K;

=1
a;éoz1

Observe que [ € 776([6’8) de modo que U(f) € Dfé’s)(d). Denotando por w(v) o peso de uma
palavra do codigo v temos que w(¥(f)) = W (Cx(d)), e terminamos.

Suponha agora que s < k + 2, para di,o < ds devemos ter que K, = Kp,1 = Kjio.
Claramente s € {1,...,k + 1}, entao substituindo K, por Ky .o em (4.5) nos temos ainda que
f € P e w(W(f) = WO(Cx(d)).

Finalmente suponha que (i7) é satisfeita, i.e., s < k+1e0 < dy—(dpy1—F¢) < r, e para evitar
a sobreposicao com o caso anterior, também assumimos que qualquer ds; < djyo ou n =k + 1.
Agora, tome

k+1 ds—(dp+1—20)
=1l &i—- I X—8),
i=1 aeK; i=1

1#S aFta;
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onde Bi,...,B4,~(4,.,—¢ sao elementos distintos de K, e novamente temos que [ € Pc(l‘s’s),
U(f) € Dy (d) e w(B(f)) = WD (Cx(d)). m

Corolario 4.3.2. Os codigos Dg’s)(d) e Dgg’s)(cZ— 1) sdo dtimos e tém distdncia minima iguais
ad ed+ 1, respectivamente.

n n—1
Demonstra¢io. Temos que d = Z<dl —1)4+ds—d= Z(alZ —1)+d, — 0, entdo de (4.3) segue
~ F
que W (Cx(d)) = d,, — (d,, — 6) = 6.
Por outro lado, pelo corolério 4.2.2 e o fato de que r = dy — 0 + 1 obtemos que o limite
superior para W1 (DY (d)) no teorema acima ¢

dimy DO (d
m — dimg, DS (d) — ({ ime, Dy ( )W —1> 6—1)+1=

r

[Léi— s+ 0]~ |T[a-1|G-1+1=0
=1 =1 =1
i#£s i#£s

entdgo WO (DY (d)) = 5. Da mesma forma, prova-se que WO(DYY(d — 1)) = § + 1. O

Pode-se verificar que se dy = d,, e d < d entdo qualquer condi¢io (i) ou (ii) do Teorema
acima ¢ satisfeita e assim teremos WO (DY (d)) = W (Cx(d)).

Na segao seguinte, entre outros resultados, apresentamos alguns valores para W(l)(DE{f’S)(d))
quando temos WMDY (d)) > WO (Cx(d)).

Corolario 4.3.3. Sejam 6 > 2, n=2,r=2,s=2,d; <dy =90+ 1 e g uma poténcia prima
maior ou igual ds. Para 1 < d < (dy — 1) + (dy — ) = di, o cddigo Dg’s)(d) é dtimo com
distancia minima (d; — d)(0 + 1).

Demonstracao. Do corolario 4.3.2, para d = d; — 1 e d = d; o codigo Dﬁg’s)(d) é otimo.
Se d < d; — 1, entao pela Proposicao 4.2.1 temos que
(d+2)(d+1) (d)(d-1)

dimg, DY) (d) = 5 — =2+

e pelo Teorema 4.3.1 temos que
WD () = (dy — d)dy = (dy — d)(5 +1).
Do Teorema 4.1.2, a cota superior de Dgé’s)(d) é

2d +1

dydy — (2d + 1) — U D (6—1)+1=(dy — d)dy = WODL ().
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4.4 QOutros resultados sobre a distincia minima em um
caso especial

A motivacao desta secao é calcular o peso minimo da nossa familia de codigos em casos que
nao foram cobertos na secao anterior. Nesta secao, assumimos que K1, ..., K, sdo corpos tais
que Ky C Ky C --- C K, C F;. Denotamos por Aff(Fy) o grupo afim de Fy, i.e., grupo das

q’

transformacoes de F do tipo a +—— Aa+ 3, onde A € GL(n,F,) e B € F}.

Definigao 4.4.1. O grupo afim associado a X ¢ Af(X) = {o: X = X | ¢ = 9|, com Y €
AfE(Fy) e p(X) = X'}

Seja {e1,...,e,} C [Fy, a base canonica de Fy, como ey,...,e, € X temos que para cada
¢ € Aff(X) existe um tnico ¢ € Aff(F}) tal que ¢ = 9.
Lema 4.4.2. Seja i) € Aff(F}) dada por a — Ac+ B3, onde
aip o Qg by
A= : IR e B=|:],
an1 - Qpp
e seja ¢ = P|,. Entio p € Aff(X), se e somente se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
(i) para todo i,j € {1,...,n}, a; € K;, b; € Kj e se K; G K; entdo a;; = 0;
(ii) para todo i < j € {1,...,n} tal que K;_1 & K; = K; G Kji1 a submatriz quadrada
formada por entradas a,,, com 1 < u,w < j € invertivel.

Demonstragio. Seja ¢ : a — Aa + B € Aff(F}) e suponha que ¢, = ¢ € Aff(X). Para
a = 0 temos que p(0) = B8 € X, o que implica em b; € K; para todo j € {1,...,n}.
Temos também que a transformagao v : o — Acx € Aff(Fy) é tal que o = 1y, € Aff(X).
Seja {e1,...,e,} C F} a base canonica de F}. Para qualquer j € {1,...,n} temos que

ay;
’l/)o(@j) = a:2j eX
Apj

e entdo a;; € K; para todo ¢ € {1,...,n}.
Sejam i,j € {1,...,n} tais que K; G K (entdo em particular j > i) e escolha v; € K;\K;.
Para v;e; € X temos que
RERY

VYo(vse5) = %: Tlex

V5 Anj
e, em particular, v;a;; € K; o que s6 & possivel se a;; = 0.

Suponha que K, ; K, e sejam ig,...,% inteiros tais que 0 =19 < i1 < --- < 7; = n, onde
K1 ==K, paratodou=0,...,t —1e K;, G K;,_, paratodou € {1,...,t —1}.
Entao a matriz A pode ser reescrita como

By 0 0 --- 0
x By 0 --- 0
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onde para todo j =1,...,t a matriz B; ¢ de tamanho (i; —i;_1) X (i; —;_1).

Como det A = det B; -det By - - -det B, e det A # 0 temos que para todo j =1,...,t em B;
¢ invertivel com coeficientes em K; . Por outro lado, se (i) e (ii) sdo satisfeitas entao ¢ facil ver
que p € Aff(X). O

O grupo afim Aff(X’) age sobre o conjunto de polinémios F,[ X, ..., X,,] da seguinte maneira:
seja [ € Fy[Xy,..., X,], o € Af(X) e ¢ € Aff(F}) tais que ¢, = @. Definimos fo ¢ €
F,[X1,...,X,] como fop(Xy,...,X,) = f((X1,...,X,)), onde (Xq,...,X,) é escrito como
um vetor coluna.

Definicao 4.4.3. Dizemos que f, g € F,[X1,...,X,] sdo X-equivalentes se ezistir p € Aff(X)
tal que f = go .

Em [11] codigos cartesianos afins foram estudados como imagens de fungées polinomiais
avaliadas nos pontos de X e dois polinémios definem a mesma funcao se sua diferenca pertencer
a Iy. No seguinte resultado nos reescrevemos [11, Teorema 3.5] sem usar o conceito de fungao.

k
Teorema 4.4.4. Seja d = Z(dz — 1)+, 0<k<ne0<l<d—1, as palavras de
i=1
peso minimo do cidigo Cx(d) sao da forma V(f) onde f € F[X1,..., Xn|<a € tal que existe
geF,[X1,....X,], com f—g € Iy eg é X-equivalente ao polindmio

k+1 dj—(dg+1—0)
h=c [ & '=1 ] -,
i=1,i%#j t=1

onde j € {1,...,k+1} étal que dj — (dpy1—0) 20, 0 €F; e, ..., 04 (4,,,—¢) 5G40 elementos
distintos de K (se d;j — (dg+1 — ) = 0 consideramos o segundo produto como sendo igual a 1).

O resultado a seguir descreve uma propriedade de certos polindmios de grau 1 que seréd
usada na proxima proposicao.

Lema 4.4.5. Sejap=7X1+ - +mXn+n € F Xy, ..., X,], onde vy, ...,y € F, ey, #0.
Entao existem ¢ € Aff(X) e j € {1,...,n} tais que X; 0 =p se, e somente se, v; € K; para
todoie{l,....,h}, ne K, e Kj = K;.

Demonstragao. Suponha que existe p € Aff(X) tal que X; o ¢ = p para algum j € {1,...,n}
e seja ¢ € Aff(Fy) tal que p = ¢,. Se ¢ é dado por @ — Aa + B, entdo a j-ésima linha de
A tem que ser (y1,...,7,,0,...,0), entdo v; € K para todo i € {1,...,h}, da mesma forma a
J-ésima entrada do vetor B tem que ser 1, de modo que n € K. Pela forma geral de A, que foi
descrito no Lema 4.4.2 temos que K, = K;. A prova da reciproca ¢ simples e segue do Lema
4.4.2.

m

Defini¢ao 4.4.6. Uma forma linear L = »1 Xy + -+ + Xy, onde v, # 0, v; € K para todo
ie{l,....,h} e K, = K; serd chamada de forma X-linear sobre K.
Proposicao 4.4.7. Seja f € F [ Xy,...X,]| um polinémio de grau

k

d=> (di—1)+¢,

i=1

onde 0 <k <nel<l<dg—1. Suponha que nenhum mondémio em f seja multiplo de Xidi,

para todo i = 1,...,n. Se w(¥(f)) = (dgs1 — ) H d; entao existe um mondmio em [ da
i=k+2
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k1
forma Xij_(d’““_e) I_IXZ"_1 para algum 1 < j <k +1 tal que d;j > dy11 — £, onde ty, ... tr11
i=1
i#]
sao elementos distintos de {1,...,n} e K;, = K; para todo i € {1,... k+1}.

Demonstracio. De (4.3) temos que w(¥(f)) = W1 (Cx(d)), entdo pelo teorema 4.4.4 existe
je{l,...,k+ 1} e um polinémio

k+1 dj—(dk+1—4)
g=o[[((Li—a)® ' =1) [ &;—8),
=1 s=1
i#]
onde o € Fy, B, .., Ba;,—(dy,,—¢) 530 elementos distintos de K, L; ¢ uma forma X-linear sobre
K;ea; € K;paratodoi € {1,...,k+1}, as formas Ly, ..., Ly sao linearmente independentes

sobre F,, e f—g € Ix. Como deg(g) = d temos que g € F,[X1,... X, ]<ae ¥(g) = V(f) € Cx(d).

Suponha, por um momento, que existem pelo menos dois fatores no primeiro produto na
defini¢ao de g, i.e. suponha que existam u,w € {1,...,k+ 1} com u < w e u,w # j. Observe
que o avaliando o polinémio

(Lu — O‘U>du71 —1)((Lw — O‘w>dw71 —1)

nos pontos de X' obtemos o valor zero, exceto para aqueles P € X onde L,(P) = a, e L,(P) =
Qu, € nesses pontos nés obtemos 1. Para qualquer v € K, obtemos os mesmos resultados
avaliando o polinomio

(Lo — Oéu)duil = D((Lw — a — y( L — O‘u>>dw71 —1)
nos pontos de X. Assim, podemos substituir, no polinomio g, o fator (L, — )™ ! —1

pelo fator (L, — a — y(Ly — )™~ — 1 obtendo um polinémio g tal que ¥(g) = ¥(g) e a
diferenca g — g € Iy. Este raciocinio mostra que podemos realizar um processo de eliminagao

Gaussiana no conjunto {L; —«; | i = 1,...,k + 1,i # j}, comecando com a forma linear
com o maior indice e prosseguindo para a forma linear com o menor indice, e encontrando
um conjunto de k inteiros 1 < t; < --- < tj_; < tjp1 < -0 < gy < n de forma que,

ap0Os o processo de eliminacao, podemos assumir que L; = X;, + qui’w@l GiwXw para todo
ie{l,....k+1}]\{j},onde A={t;|i=1,...,5—1,57+1,...,k+1}. Observe que K;, = K;
para todo ¢ € {1,...,k+ 1} \ {j} e ainda temos

k+1 dj—(dr+1—£)
f=r]l@i=w =1 ] (L;=8) €lx

i=1 s=1

2

para algum 7 € F e y; € K; para todoi e {1,...,k+ 1} \ {j}.
Sejai € {1,....,k+1}\{j} tal que K;, C K e seja £ € K, entao os polinémios

dj—(dr41—4)
(Li—y) =1 ] @&i-58)
s=1
€
dj—(dr1—L)

(Li—w)* =1 ] (L= Be—&(Li— )

s=1
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produzem o mesmo valor quando avaliados em qualquer P € X, entao a diferenca deles esta
em [y. Como antes, apos um processo de eliminacao de Gauss-Jordan, podemos assumir que
L =X, + quj’w%A X, com t; ¢ Ae Ky, = K;. Novamente,

k+1 dj—(dp41—)
f=n]l(@i=w)*" =1 ] (L—6)€lx,

i=1 s=1

i#J

ainda se mantém, para alguns n € F, e 0, € K;, s = 1,...,d; — (dg+1 — ¢). Utilizando a
ordem lexicografica onde X; < --- < X,,, percebemos que o monémio lider do polinémio do
lado direito na diferenga acima é

k+1
— y(di—(drp1=0) di—1
M= X," | J R
=1
1#]
Ja o resto na divisiao de f — g pela base de Grébner { X" — X,... X% — X,} & zero e M
nao é multiplo de Xidi para todo 2 = 1,...,n. Portanto, concluimos que este monoémio também
deve aparecer em f. O]

Aplicamos o resultado acima para obter uma reciproca para o Teorema 4.3.1.

Teorema 4.4.8. Suponha que K, ..., K, sao corpos tais que K1 C Ky C --- C K,, C F,. Seja

d= zk:(di ~ D)4 Londe0<k<ne0<l<dy—1. Se WDV (d)) =W (Cx(d)) entio
uma?clzs sequintes condicoes deve ser vdlida:

(i) k+2<nedps<ds;

(i1) ds < dgy1 €0 < ds— (dpp1 — ) <.

Demonstra¢ao. Suponha que a condi¢ao (i) ndo é satisfeita, entdo n = k + 1 ou ds < dj42, 0
que implica, em ambos os casos, que dy < diy1. Se a condigao (i7) também nao é satisfeita,
entdo devemos ter ds — (g1 —£) < 0 our < ds — (dg1 — £). Assim, se as condicoes (7) e (i7)
nao forem satisfeitas, entdon = k+1 ou ds < dyyo € ds — (dgy1 — ) < 0 ou ds — (dgy1 — ) > 7.

Suponha que WD (d)) = W (Cx(d)) e seja f € P um polinomio de grau d tal
que

w(W(f)) =W (Cx(d)).

Pela proposicao 4.4.7 existe um monomio em f da forma

k+1

Mj — Xtdjjf(d/wkl*e) H Xg;;—l
i=1
i#]
para algum 1 < j < k+ 1 tal que d;j > dpy1 — £, onde t1,...,tx41 sdo elementos distintos de

{1,...,n} e K;, = K; para todo i € {1,...,k+ 1}.

Sen=k+1entao {t1,...,tgr1} ={1,...,k+ 1}, o que implica que s = ¢; para algum i €
{1,...,k+1}. Sedegy, M; = d,—1, entdo degy, M; > d;—d+1esedegy M; =d;—(dipy1—1)
entao nao podemos ter ds — (dgyr1 — ¢) < 0, entdo devemos ter ds — (dgr1 — £) > 7, 0 que leva a
uma contradi¢ao, pois também devemos ter degy M; <d, —d+1=r.

Agora suponha que kK + 1 < n e dy < dgio. Seja u um inteiro tal que s < u < k+2 e
dy_1 < dy = dpyo. Da definicao do conjunto {t1,...,tx1} temos, em particular, que K;, = K;
para todo i € {1,...,u—1}, entdo s = ¢; paraalgumi € {1,...,u—1} C {1,...,k+1}. Como

578)

acima, analisando o grau de M; obtemos que f ¢ 735 , que finaliza a demonstracao. O
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Assim, se as condigoes (i) e (ii) do teorema acima nao forem satisfeitas, entao do teorema
4.4.8 temos que WO(DY(d)) > WO(Cx(d)). Como DYV (d) C Cx(d) nés devemos ter
WD (d)) > W (Ca(d)) onde W (C(d)) denota o segundo peso minimo de uma palavra
do codigo em Cy(d), também chamado de proximo peso minimo de Cx(d). Os valores para
W@ (Cx(d)) foram determinados em uma série de artigos [8], [10] e [12]. Esses artigos contém,
em particular, os valores para o caso especial em que X = [y, que ja havia sido determinado por
uma combinacgao de resultados por véarios autores. O leitor pode encontrar um levantamento

historico desses resultados em [11].
k

A partir desses artigos, obtemos que, escrevendo d = Z(dl —1)+/londe 0 <k <mne
i=1
0 < ¢ < djy1 — 1, os valores para W) (Cy(d)) sdo os seguintes:

1. se n =k + 1 entao (ver [8, Teorema 2.6|)

WO (Cx(d) =d, — £ +1;

2.8 3<dy <---<d,etambém { =1 e dpy1 < djyo, ou £ > 2 entdo (ver [10, Teorema
3.10])

n

WO (Ca(d)) = (dysr — €+ V(dyia—1) [ di

i=k+3
3.4 <d;=qentdaoi e {l,...,n} el =1entdo (ver [12, Teorema 3.5

W (Ca(d)) = "™

4. Para todos os outros casos onde dyi1 = dgi2, { =1 e 3 < dy <--- <d, entdo (ver [12,
Teorema 3.5])

n

WECx(d) = (&~ 1) ] d

1=k+3

Corolario 4.4.9. Suponhan =k+1 ou 3 < dy < --- < d,, se as condi¢coes (i) e (ii) da
proposicao acima nao forem satisfeitas e dg — (dgr1 — €) = 1 entdo

d, —0+1 sen=k+1,
W(l) D(é,s) d)) = n N )
( & ( )) (dk-l—l_€+1)(dk’+2_1)Hi:k+3di S@TL>I€—|—1.
Demonstracao. Se (i) e (ii) do Teorema 4.4.8 ndo forem satisfeitas entdo como na prova acima,
obtemos que n =k + 1 ou dg < dyy9, € ds — (dpy1 — ) < 0 ou ds — (dg1 — £) > r. Essas duas
ultimas desigualdades nos substituimos pela hipotese ds — (dg 1 — £) = 7.
Seja

k+1 ds—(dg41—6)—1
g=[x =0 JI  &X—8w,
1;1 h=1

entdo deg(g) = Zf;l’#s(di —1)4+ds — (dgs1 — 0) — 1 = Zle(di —1)4+0—-1=d—1 (se
ds — (dk+1 — 0) = 1 entao tomamos o segundo produto na defini¢do de g como sendo 1 e ainda
obtemos deg(g) = d — 1). Claramente g € Pc(la’s) desde que degy_ g <.

Suponha que n = k + 1,como w(¥(g)) = dit1 — £ + 1 teremos que W(l)(Dg?’S)(d)) =
W@ (Cx(d)) (dos dados acima sobre W@ (Cx(d)).
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Agora tratamos o caso em que k+ 1 < n, entao nés temos ds < di. o, € a partir da hipotese,
também temos 3 < dy < --- < d,. Suponha que di.1 < dpyo e seja f = g. Xgi2, entdo deg(f) =
de fePP) para wW(f)) = (deps — £+ 1)(dpsn — 1) [T .5 d; temos que WD (d)) =
W (Cx(d)). No caso onde dyy 1 = dpyo para dy < dpyo e dy—(djp1—) = —(dpo—ds) =7 > 1
vemos que devemos ter £ > 2, entdo novamente temos w(¥(f)) = WP (Cx(d)), finalizando a
demonstracao. O

4.5 Exemplos e comparacoes

Nesta se¢ao, apresentamos algumas tabelas com dados numéricos obtidos a partir dos resultados
acima. Nas tabelas, usamos a seguinte notagdo: m = |X| é o comprimento de ng’s)(d),

r = dimg, DY) (d), v = WD (Cx(d)), w = WO(DY*)(d)) e denotamos por

K

N:m—m—(H—Q((s—nH

r

a cota superior para a distancia minima,que aparece no Teorema 4.3.1. Nas tabelas d percorre
o intervalo 1 < d < d. Quando w # v entdo w > W®(Cx(d)) e na Secio anterior os valores
para W@ (Cy(d)) sdo apresentados. Ainda, quando w # v e estamos nas hipoteses do Coroléario
4.4.9, entao escrevemos o valor verdadeiro de w.

Na tabela 4.1, para os d listados sempre teremos que w = v.

D& (d)
4 5 10 15 20 25 26 27 28 29 30
343 343 343 343 343 343 343 343 343 343 343
15 21 56 91 126 160 165 169 172 174 175
147 98 45 40 35 30 29 28 27 26 25
329 323 240 181 98 40 35 31 28 26 25

Ze|x|3 |~

Tabela 4.1: X = F7 X F4g

Na tabela 4.2, para alguns valores de d temos que w # v.

4,1
Dy (d)
2 3 24 25 26 27 47 48 49
3125 3125 3125 3125 3125 3125 3125 3125 3125
9 16 625 674 721 766 1246 1249 1250

1875 1250 125 100 75 50 6 ) 4
2400 >1800 125 100 96 >72 >7 5 4
3105 3089 1565 1444 1325 1214 14 5 4

Zle|lcs|x |3 |~

Tabela 4.2: X := F5 X F25 X F25

Pelo Corolario 4.3.3 obtemos c6digos 6timos cuja distancia minima é miltipla de § + 1, por
exemplo, os codigos obtidos na tabela 4.3.

Codigos 6timos estao sendo estudados ativamente (ver [6], [7], [13], [14], [15] e [22], entre
muitos outros artigos). Finalizamos esta se¢ao com comparages dos nossos codigos com codigos
que aparecem em alguns dos artigos acima.

Em [15, Corolario 1], os autores encontraram codigos 6timos com distancia minima § + 1,
0 + 2 e 26, enquanto que no Corolario 4.3.2 n6s encontramos coédigos com distancia minima
igual a § e 0 + 1 e no Corolario 4.3.3 construimos co6digos 6timos cuja distancia minima pode
ser ajustada para ser um entre varios multiplos de d + 1.
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D (d)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
130 130 130 130 130 130 130 130 130 130
3 15} 7 9 11 13 15 17 19 20
117 104 91 78 65 53 39 26 13 12
117 104 91 78 65 53 39 26 13 12

Zle|x|3 |~

Tabela 4.3: X := A; x Ay, |A1| =10, |[A3] =13 e q > 13

Em [6, Exemplo 1], os autores apresentam codigos com parametros [12,5,4]7 e (r,6) = (2, 3).
Neste caso, a distancia minima é 4 = § + 1. Pelo Corolério 4.3.3, escolhendo (dy,ds) = (3,4) e
a mesma localidade (7,9), noés obtemos o mesmo codigo 6timo que eles encontraram, além de
outros dois com parametros [12,3, 8], [12,5,4] e [12,6, 3] para todo ¢ > 4.

Finalmente, observamos que em [13], os autores apresentaram codigos ciclicos 6timos com
localidade (r,d) tais que o comprimento divide ¢ + 1, enquanto que o comprimento dos nossos
c6digos nao tem essa restricao.



CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS E PROPOSTAS
FUTURAS DE TRABALHO

Ao longo deste trabalho, estudamos os coédigos cartesianos afins propostos por Lopez et al.
em [24] e também os codigos (r,d)-localmente recuperaveis propostos por Prakash et al. em
[25]. Encontramos uma nova familia de subcodigos dos codigos cartesianos afins que sao (r, §)-
localmente recuperaveis. Calculamos os principais parametros destes c6digos e em alguns casos,
encontramos codigos 6timos.

Por dltimo, enunciamos algumas propostas para trabalhos futuros.

e Continuar trabalhando na construgao de codigos localmente recuperéveis a partir de fami-
lias de codigos presentes na literatura. Por exemplo, em [26], Carvalho e Neumann estu-
daram codigos do tipo Reed-Muller projetivos, isto é, codigos obtidos por uma avaliacao
de polindémios homogéneos com um grau fixado em pontos de uma variedade projetiva.
Como perspectiva de trabalho futuro, pode-se tentar verificar se os c6digos estudados em
[26] sdao localmente recuperaveis ou construir subcodigos dos codigos tipo Reed-Muller
projetivos que sao localmente recuperaveis.

e Verificar a potencialidade dos nossos cédigos na transmissao de imagens. Esta proposta
seria para trabalhar em conjunto com pesquisadores do departamento de Engenharia
Elétrica da Universidade Federal de Uberlandia.

ol
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