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SILVA, J. E. F. Modelos de urnas de Pdlya em processos de difusdo. 2022. 45p. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Sabemos que as urnas de Poélya aparecem inicialmente em trabalhos de Markov 1905-1907. O
objetivo deste trabalho é estudar a lei forte de grandes ntimeros para o modelo do passeio
aleatério do elefante e obter um teorema limite funcional para um processo gaussiano com
a forma explicita da matriz de covariancia limite. Para isso, relacionamos o modelo citado
anteriormente com as urnas de Polya e utizamos resultados ja existente deste tltimo.

Palavras-chave: passeio aleatoro, urnas de polya, processo de difusao, lei dos grandes niimeros,
teorema do limite central.
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SILVA, J. E. F. Pdlya urns models in diffusion processes. 2022. 45p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

We know that Pélya urns first appear in work by Markov 1905-1907. O purpose of this work is
to study the strong law of large numbers for the elephant random walk model elephant random
walk model and to obtain a functional limit theorem for a Gaussian process with the explicit
form of the limit covariance matrix. For this, we relate the model cited model with Pélya’s
urns and use already-existing results from the latter.

Keywords: random walk, Polya urns, diffusion processes, law of large numbers, central limit
theorem.
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Introducao

Estudar a proporcao de subpopulacoes em uma populagao com comportamento dindmico
desperta interesse de cientistas. Por exemplo, economistas com o problema da divisao de renda
como em [4].

Entre os intimeros modelos matematicos usados para tentar entender tais proporgoes, as
urnas de Polya ocupam uma posicao de destaque. Isso é explicado devido a sua facil formulacao,
podendo ser introduzido de maneira elementar.

Usando liguagem matemética, uma urna de Pélya pode ser descrita simplesmente por um
vetor estocéastico e uma matriz de transicao, onde as colunas da matriz determinam a forma
como serao feitas as reposicoes de bolas na urna.

De maneira mais especifica, uma urna com ¢ tipo de cores de bolas pode ser definida da
seguinte forma: primeiro, um vetor g—dimensional que determina a quantidade de bolas de

cada ap0Os n sorteios.
Xn = (Xn17Xn27 T 7an> )

onde X indica a configuracao inicial da urna. Em segundo lugar, uma matriz de reposicao
q X q, dada por
M - (Ml,MQ,"‘ ,Mq) y

onde M; = (M1, Mys,, M,,) indica o vetor de reposigao da cor do tipo 4, para i =1,2,--- ,q.

A dindmica da urna consiste em retirar uma bola, observar a sua cor, e recolocéi-la de volta
junto com mais uma quantidade de bolas definida pelo vetor de reposicao daquela cor, se a bola
retirada for da cor 7, colocamos ela de volta junto com mais M;; bolas da cor 1, M;, bolas da
cor 2, e assim sucessivamente, até adicionarmos M;, bolas da cor q.

No dltimo século, o modelo de urnas de Pdlya comegou a ser abordado por estatisticos e
matematicos de todo mundo. Alguns estudos apareceram inicialmente em trabalhos de Markov
em 1907 [16]. Logo depois, Ehrenfest em 1907 [7] propos o modelo para a mistura de gases.
Na sequéncia, Eggenberger e Polya em 1923 [6], com um modelo alternativo, popularizaram o
assunto. Em seu modelo, buscaram modelar o contagio, as epidemias e outros fendémenos de
disseminacao de uma populagao.

Casos particulares de urnas de Polya foram destacados no livro introdutério de Mahmoud|[15],
alguns desses resultados podem ser vistos na secao dessa dissertacao.

Recentemente, Janson|11] estendeu esses resultados para uma urna com matriz de reposicao
com entradas aleatérias. A ideia foi utilizar as defini¢oes, propriedades de probabilidade para
descrever o valor esperado e variancia e a utilizagao da teoria espectral para estabelecer as
convergéncias, alguns desses resultados podem ser vistos nas se¢oes e deste texto.

Por outro lado, estudar propriedades estatisticas de dindmicas populacionais através de
modelos estocasticos é um assunto que desperta interesse da comunidade cientifica ha mais de
um século. Desde a fisica com os modelos de difusdo como em [14] até a epidemiologia com
o estudo de processos de contagio [13], tais modelos se mostram extremamente versateis no
entendimento de problemas praticos.



A propriedade de memoria longa observada em alguns modelos de urnas de Poélya foi usada
para resolver problemas relacionados ao passeio do elefante e difusao de opinides, fato observado
em [8] e [9].

Entendemos por passeio aleatério um modelo que a cada passo escolhemos uma direcao a
ser seguida, um movimento aleatorio. Alguns exemplos podem ser observados no capitulo (3.

O objetivo deste trabalho é estudar a lei forte de grandes ntimeros para o passeio aleatério do
elefante e obter um teorema limite funcional para um processo gaussiano com a forma explicita
da matriz de covariancia limite.

Esse texto é organizado da seguinte maneira: No capitulo 1 apresentamos as urnas de
Polya-Eggenberger e conceitos basicos das urnas de Polya com mais de duas cores, exibimos
expressoes para o valor esperado e varidncia e analisamos o comportamento assintético. No
capitulo 2 temos resultados de convergéncias e a construcao da matriz de intensidade para o
modelo de difusao de opiniao. Finalmente, no capitulo 3 relacionamos o passeio aleatorio do
elefante com a urna de Poélya para obtencao de uma lei forte dos grandes niimeros.

José Elias Ferreira da Silva
Uberlandia-MG, 25 de agosto de 2022.



Capitulo 1

Elementos da urna de Pélya

1.1 Urnas de Poélya com duas cores

O modelo de urna de Polya consiste em um objeto contendo bolas de cores variadas. Ao
realizar sorteios sucessivos repomos aquela escolhida anteriormente e acrescentamos uma quan-
tidade de cada uma das outras cores.

Na referéncia [15], capitulo 3, o autor destaca resultados envolvendo urnas com duas cores,
enfatizamos defini¢oes e afirmagoes para aquela denominada Poélya-Eggenberger.

Suponhamos que a urna possui bolas brancas e azuis, temos que a matriz de reposicao da

urna Poélya-Eggenberger é dada por
s 0
M = ( .0 ) |

Para esta matriz, a dindmica consiste em: retirar uma bola, observar a sua cor, recoloca-la
de volta e acrescentar s bolas da cor escolhida. Observamos que a primeira coluna de M indica
que se uma bola branca for sorteada, s bolas desta cor sao inseridas na urna, da mesma forma,
a segunda coluna mostra que caso seja sorteada é uma bola azul, s bolas desta cor sao colocadas
na urna.

O teorema a seguir indica a probabilidade de uma certa quantidade de bolas brancas serem
escolhidas em um total de n retiradas.

Teorema 1.1 (Eggenberger e Polya, 1923). Seja W,, o nimero de bolas brancas retiradas da
urna de Polya-FEqggenberger apos n sorteios. Entao

- We(Wo+s)...(Wo+(k—1)s)...Bo(By+5)...(Bo+(n—Fk—1)s) (n
Py = k) = (o +8)...(10+ (n—1)s) (k) ’

onde Wy e By indicam o numero de bolas brancas e azuis inicialmente na urna. O vetor
(W, By) representa a configuragao inicial no instante 0, além disso, temos que 1o € o total de
bolas na urna antes do inicio dos sorteios.

Demonstracao. Seja uma sequéncia onde aconteceram n sorteios de bolas da urna, na qual &
delas sao brancas e n — k foram bolas azuis.

Suponha que 1 <i; < iy < ... < i, < n sdo os indices que representam o tempo de sorteio
das bolas brancas.

Para 7; indicando o total de bolas na urna apés j passos, a probabilidade de uma sequéncia
particular citada anteriormente é :



BO B0+S B0+28 Bo+(ll—2)8 WQ Bo+(ll—1)8
— X X X ... X X X

To 1 T2 . Tii—2 Ti1—1 Tiq
Bo+(i2—3)8 W0+S Bo+(i2—2)8 B0+(n—]€—1)8
. X X X X ... X .
Tii—2 Tig—1 Tiy Tn—1

Observamos que a expressao nao depende dos indices, estes podem ser escolhidos de (Z)
maneiras.

Portanto,
~ B B By +2 B 1 — 2 W B i — 1
P(W, = k) = = x L T BV ot (i )Sx 0 x o+ (h = Vs
70 1 T2 Ti1—2 Ti1—1 Tiq
By+ (ia—3)s Wy+s By+ (ia —2)s Bo—l-(n—k—l)s(n)
X ... X X X X ... X .
Ti1—2 Tip—1 Tiy Tn—1 k
Dado que
TT=To+S

To = To + 25

TanZTO—i_(n_l)a

substituindo e reorganizando a expressao anterior:

= Wo(Wo+s)...(Wo+(k—=1)s)...Bo(By+5s)...(Bo+ (n—k—1)s) (n
P(Wn = k) = To(to+8) ... (10 + (n—1)s) <I<:) '
E isso finaliza a prova.
]

Na sequéncia, o resultado exibe expressoes para o valor esperado e a variancia do ntumero
de bolas brancas apés n passos.

Corolario 1.1 (Eggenberger e Polya, 1923). Seja W,, o nimero de bolas brancas da urna de
Polya-Eqggenberger apos n sorteios. Entao,

W,
E[W,] = —2sn+ W, ,

To

B 2
VCLT’[Wn] _ WO 028 n(sn + 7'0)
75 (0 + )

Demonstracio. Seja W, o nimero de bolas brancas sorteadas da urna de Polya-Eggenberger
apos n sorteios.

Temos que W,, = sW,, + W, para W, € {0,1,2,...n}, de fato, segue de

W1 = W0+SW1
Wy = Wo-I—SWz



W, = Wy + sW,, .
Usando as propriedades do valor esperado temos:

E[W,] = sE[W,] + W, .

Por outro lado, por definicao e usando o teorema anterior temos que

EW,] = Zn:m@(v"vz

L Wo(Wo+s)...(Wo+ (k—=1)s)...Bo(Bo+5)...(Bo+ (n—k—1)s) (n
2t (70 5) - (0 + (2 — 1)s) <k) '

k=0

Reescrevendo P(W,, = k) em termos de fatorial

S
Snfk

P(Wn:k> — sk%<VSV°+1> (WO (k—l))
() (Promn),
A ) )

Escrevendo a expressao acima em outra notagao

| @@%@h

P(Wn:k): k <E> )

onde

<%>k:¥(%+1) <W°+(k—1))
<%>nk_%(%ﬂ)..(%ﬂn—k—l))
(3. -2

Usando a identidade k;( ) (k 1) chegamos a

5



To J

() (%)
I/Vonn_1 <n— 1> s i\ S (1) .
0

j=

N J/

O somatorio é 1, pois é a soma de todas as probabilidades para o niimero vezes que bola branca
é sorteada em uma amostra de n — 1 escolhas, quando a urna comeca com W+ s bolas brancas
e By bolas azuis.

Portanto

E[I77,] = o1

70
Com isso, de E[W,,] = sE[W,] + W, temos que

W
E[W,] = —2sn + W .

To
Para demonstrar a variancia o processo é semelhante, basta usar a expressao Var(VVn) =
E(W2) — [E(W,)]? e 0 segundo momento,
E(W?) =Y KP(W, =k) .
k=0

]

Na secao 1.4, analisaremos o comportamento assintotico do valor esperado e da variancia.

Estabelecemos no préximo teorema a convergéncia da proporcao de bolas brancas retiradas
da urna, em distribuicao, para uma variavel aleatoria com a distribuicao beta. Detalhamos
algumas passagens da demonstracao das referéncias, antes disso, consideremos o seguinte lema.



Lema 1.1. Dado x € [0,1], se (Y,)n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias Bin(n,u), entao
P(n~Y, <z) —0,sex<ueP(nY,<z)—1, seu<ux.

Demonstracao. Observemos que se (Y,),>1 ¢ uma sequéncia de varidveis aleatorias
Bin(n,u), entao

P (E < x) _P(Y, < |nz]) = S (Z)um _unk

n

E pela Lei Fraca dos Grandes Nimeros

Y,
n
Assim, dado € > 0 vale

(|

Yn Yn n o0
— - >e) :P<{—<u—e}u{—>u+e}) 2720
n n
O que implica que

n
YTL n—oo
(i)]P’(—<u—e);>O.

n

Yn n oo
(ii)IP’(—>u+e> 27%0.
n

Como vale para qualquer ¢, seja €; > 0 e tomemos x = u — €1, entao r < u e

IP’(—Sﬂ:):IP’(—Su—el)§P<—<u—€—1)%0.
n n n 2

Agora dado €5 > 0 tomemos = = u + €5, temos que u < = e

0
Y Yn Yn n—oo
P ce)=P(2 cuta) —1-F(Zowra) 250,

n n n

O

Teorema 1.2. [Eggenberger e Polya, 1923] Seja W, o nimero de bolas brancas retiradas da
urna de Polya-FEqggenberger apds n sorteios. Entao
W, W, B
n 4 Beta <—O, —0)
n 5 s
Demonstracao. Assuma que Wy e By sejam maiores que 0.
Do corolario 1.1 temos que:

By ( By By
P(Wnk>%<%+1>...(%+(k1)>x?(?+1)"‘(?+(nk1)) (n>

s s ; ST ) (o)

Usando a propriedade da funcao Gama observamos que

o O e )
K(K+1)...<K+(k—1)>zp—

S S



(2 (2rnn) - Sy

Assim, para x € [0, 1], a fungao de distribui¢ao acumulada das bolas brancas sorteadas é:

e (B
) e @) e

p(E) e F<%+k>l“<—0+n—k;)
. s Z n S S
B By 0 (k) r(mo
(=) (—) k=0 +n
() (%) ()
Usando a relacao da funcao Gama temos que
70
~ I (_> e n L — 4k —+n—k—1
]P(annx>— 5 Z()/us (1—wu) s u
()=
s s
Disso, segue que
Wy By

Logo, usando o teorema da convergéncia dominada como o autor em [1] e o Lema 1.1, segue
que



W I (E> 1 %71 @71 [nz| n
lim P <—n < x) = lim 5 / us (1—wu)s <k>uk(1 u)" Fdu
AT " <—0> r <—°) 0 =0
s s
r(2) W Bo | eay
= 8 / us (1—u)s lim Z( )uk(l u)"_kdu
0 0 n—o00 k
r{=)r(—)"7° k=0
s s
To B
r(y) gt B
= u s (I1—wu)s Tuca(u)du
r(=2)o(=2)7°
s s
r(®) W, B
= 5 / us (1—u)s du
=22\ (22) /o
s s
Wo By
1 z _—1(1 )?—ld
= u S —u U
o (T By
s s
B
= P(Z, <z)onde Z, ~ Beta (%, —0)
s s
Portanto, % 4 Beta (%, @)
n s s

]

Observamos que os resultados apresentados até aqui sao particulares. Em 2004, em [11], foi
desenvolvida uma teoria que generaliza esses céalculos, tal estudo sera apresentado nas proximas
secoes.

1.2 Definicoes e propriedades para urnas com duas ou mais
cores

Nesta secao exibimos os conceitos bésicos para o desenvolvimento do restante do texto e
um lema, observamos que a nossa base tedrica sao [11] e [12].

Consideremos a urna de Poélya com ¢ bolas de cores diferentes com ¢ > 2. A composigao da
urna no tempo n ¢ dada pelo vetor X,, = (X1, Xp2, -+, Xpg), onde X,,; é o ntmero de bolas
de cor 1.

A din&mica da urna consiste em: retirar uma bola, observar a sua cor, recoloca-la de volta
e junto acrescentar uma quantidade de bolas das outras cores definida pelo vetor de reposicao.

Para cada cor i temos o peso (atividade) a; > 0 e o vetor coluna de reposicdo & =

(&1, &2, -+, &iq), este geralmente ¢ aleatorio e satisfaz quase-certamente(q.c.)
§i > —1. (1.2)

9



Nas aplicacoes do capitulo 3, assumiremos que &; > 0, com isso ha reposicao da bola
sorteada.
Temos que a matriz de reposicao sera dada por M = (&,&s,- -+, &,).

Definicao 1.1. A matriz intensidade da urna de Polya € a matriz ¢ X q dada por

A= (a;B (1)) =1 - (1.3)

Observemos que quando a; = 1, A = E(M), isto é, A;; = E(&;;) e a j-coluna de A é a
mudanca esperada quando uma bola do tipo j é sorteada. Em particular, quando o vetor de
reposicao é deterministico temos que M = A.

A escolha da bola de cor i ocorre com probabilidade

a; X
;1-:1 ann' )
E ainda, se cada a; = 1, a bola é sorteada aleatoriamente uniformemente.
Logo, a urna ¢é atualizada por X, .1 = X,, +¢&;, onde §; é o vetor de reposicao que é utilizado
quando ¢é sorteada a cor i no (n+1)-ésimo sorteio.1
Assumimos que X, e o vetor aleatorio &; s@o tais que, quase certamente (q.c.), para n > 0

q
XmZOG Zazan >O7
i=1
as condig¢oes acima tornam a urna sustentavel, isto é, o processo nao para por falta de bolas a
serem removidas.

Os itens e indicam que podemos adicionar, mas nao remover bolas de outros
tipos que nao a sorteada.

Se a urna ficar vazia ou, mais geralmente, nao houver bolas com atividade restante diferentes
de zero, o processo para, ou seja, extingue.

Usaremos o processo de urna utilizando um processo de ramificacao de Markov de tempo
continuo multitipo X' (t) = (X1(t), Xa(t),- - , X,(t)). Este processo é definido usando os mesmos
valores de a; e & definidos anteriormente e o vetor inicial X' (0) = X.

Assim uma bola (particula) vive um tempo exponencialmente distribuido com média arl,
ou seja, deixa de existir com intensidade a;. E quando morre, ¢ substituido por um conjunto
de bolas com distribuigao (&; + ds;)i—; todos os tempos de vida e descendéncia composigoes
sendo independentes.

Alternativamente, quando &;; > 0 q.c., a bola vive para sempre e em tempos aleatérios de
acordo com o processo de Poisson com intensidade a;, dando origem a um novo gupo de bolas
com distribuicao dada por ;.

Seja 1y = 0eT,, n > 1, 0 n-ésimo tempo que a bola morre (se divide). O processo (X(7,))5%,
¢ igual (em distibuigao) a (X,,)%; portanto, teoremas de limites para X,, podem ser derivados
de teoremas de limites para X'(t).

Os processos X (t),t > 0e X,,, n > 0 (estes serdao considerados como vetores colunas) sao os
mesmos até uma mudanga de tempo (extensdao do pardmetro n para valores reais), mas como
X (t), cresce exponencialmente, as escalas de tempo sao diferentes.

Dizemos que a cor do tipo ¢ domina j, ¢ > j, se for possivel encontrar uma bola do tipo j
em uma urna comecando com uma tunica bola do tipo .

A relacao = é reflexiva e transitiva, entao temos as classes de equivaléncia Cy,---C,, é tal
que ¢ e j pertencem a mesma classe se e somente se ¢ > 7 e 7 > 7, além disso, > induz uma
ordem parcial entre as classes de equivaléncia.

Dizemos que tipo ¢ é dominante se ¢ > j para cada tipo j, e a classe C; é dominante se
algum ¢ € C;, é dominante.
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Observemos que se ordenarmos as classes e pegarmos os tipos nessa ordem, A se torna uma
matriz triangular em blocos, por isso o conjunto de autovalores das restrigoes de A as classes
de equivaléncias C.

Dizemos que um autovalor pertence a uma classe se é um autovalor da restricao de A a esta
classe.

A urna, ou o processo de ramificagdo, ou A é irredutivel (ou regular positiva, que é equi-
valente em tempo continuo) se houver apenas uma classe de equivaléncia. Logo, se ¢ = j para
quaisquer tipos ¢ e j ¢é equivalente a todos os tipos estarem dominados.

Iremos considerar as seguintes condigoes basicas (A1)-(A6):

(A1) &; > 0sei#je&; > —1 valem.

(A2) E(& ) < oo, para todo i, j =1,...,q.

(A3) O maior autovalor real \; de A ¢ positivo.

(A4) O maior autovalor real A\; de A & simples.

(A5) Existe um tipo dominante i com X > 0 (X(0); > 0), isto ¢, comegamos com pelo
menos uma bola dominante.

(A6) A; pertence a classe dominante.

Assumimos que as classes sao ordenadas de modo que C; seja a classe dominante.

Observemos que quando A ¢é irredutivel valem (A4), (A5) e (A6).

Dizemos que o processo se extingue essencialmente se em algum momento nao houver mais
bolas de nenhum tipo dominante.

Lema 1.2. Se A ¢ irredutivel, (A1) e (A2) valem, > E(&;) > 0 para todo i e 37 E(&;; > 0)

para algum i, entao as condigoes bdsicas (A1)-(A6) sao vdlidos e a extingao € impossivel.

Demonstracao. As condigoes implicam que o ntimero total de bolas nunca diminui, o que ga-
rante a nao extingdo. Como o processo ¢ irredutivel, valem as suposi¢oes (A4)-(A6). Final-
mente, temos (A3) pelo teorema de Perron-Frobenius. ]

1.3 Teoria espectral para matriz de intensidade

Nesta segao destacamos a teoria espectral para a matriz de intensidade observadas em [11]
e |12].

Considerando a defini¢ao , A+ al é uma matriz nao negativa se « é grande o suficiente,
pela teoria de Perron—Frobenius, A tem o maior autovalor real A\; tal que todos os outros
autovalores \ satisfazem ReA < Ay .

Sejam os autovalores de A denotados por Aq,-- -, \;, assumimos que sejam ordenados com
partes reais decrescentes, isto é, A\; > Re Ay > Rel3 >

Quando citarmos autovetor a direita, este serd da matriz A e quando escrito autovetor a
esquerda estaremos nos referindo ao autovetor da matriz transposta A’

Dado a = (ay,---,a,) o vetor coluna peso (atividade), e sejam uy, v; 0os autovetores a
esquerda e direita de A correspondente ao maior autovalor A\;. Assim, os vetores satisfazem:
u A= u, Avy = Moy

Pela suposigao bésica (A4), u; e vy sdo unicos até fatores escalares e pela Teoria de Perron-
Frobenius, aplicando para A + al para adequado «, eles podem ser escolhidos nao-negativos.

Se o processo é irredutivel, todas as entradas de u; e v; s@o estritamente positivas. Dessa
afirmagao aplicada a restrigdo da classe dominante C; junto com a suposi¢ao basica (A6) que
v1; > 0 para cada i, enquanto uqy; > 0 se ¢ € C; e uy; = 0, caso contrario.

Os produtos escalares u; - v1 e a - vy sao positivos, e podemos assumir que v; e u; Sao
normalizados tais que

a-vy=adv =va=1, (1.4)
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Up v = U = vllul =1, (1.5)

isso determina a escolha de uy e v;.

A seguir usaremos a decomposi¢ao de Jordam da matriz A.

Temos que existe uma decomposicao do espago complexo C? como soma direta €, Ey de
autoespacos generalizados FE).

Além disso, A— Al é um operador nilpotente em FE), com I a matriz identidade e \ variando
sobre o conjunto o(A), temos que existem projegoes Py que comutam com A e satisfazem

=1, (1.6)

A€o (A)

APy = P\A = AP\ + Ny | (1.7)

onde N\ = P\N) = N, P, ¢ nilpotente. Além disso, P, P, = 0 quando A # .

Seja dy o inteiro tal que Nf* # (0, mas N;\i”l = 0. Logo, na foma de Jordan de A, o maior
bloco de Jordan com A na diagonal tem tamanho dy + 1.

Como d), = 0 se e somente se Ny = 0, isso ocorre para todo A se e somente se A é
diagonalizavel. O que ocorre quando A possui um conjunto de ¢ autovetores linearmente
independentes.

Observemos que tomando as transpostas em e , que P/'\ e N;\ Sa0 as projecoes e
operadores nilpotentes para A’

Como assumimos que A\; é um autovalor simples, Ny, = 0 e d), = 0, e Py, é a projecao
unidimensional, segue que

P)\l = Ul'LLll . (18)

Sabemos que as matrizes exponenciais podem ser definidas como séries de poténcias, por
exemplo, et = > =g t?A?/j!. Temos, usando (1.7) e a propriedade comutativa,

0 4 '
P)\etA = €tAP)\ = P/\ E —(P)\A)] = P)\etP*A
— !
]:

_ P,\e)‘tP*HNA — P)\eAtP)\etN)\

dy

.
=P =N
=0 7’
e entao, por (1.6),

dr

4
tA At J
et = —e " P\Ny

2.2

Consideremos os conjuntos Ay := {\ € 0(A) : ReX < \i/2}, Ajr = {\ € 0(A4) : ReX =
M/2} e Appp = {\ € 0(A) : ReX > \1/2}. Portanto, o(A) = A; U A;p U Ajqg, assim podemos
definir Py =) Neo(A) P, a projegao na soma dos autoespagos generalizados com Re\ < \;/2.

Sejam as seguintes matrizes que serao usadas posteriormente

B; = E(¢&) (1.9)

B:=) vaE(&E) (1.10)
=1
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Y= / PresABes PleM3ds (1.11)
0

Para escrevermos expressoes explicitas para as variancias assintoticas, com s > 0, sejam

= E S_'An_lz/ etAdt, e (].].2)
n:
n=1

0
Y(s, A) = e — M\via ¢(s, A) . (1.13)

Observagao 1.1. Seja &, o vetor aleatorio obtido escolhendo & para o tipo aleatorio i, com
probabilidade a;vy; do tipo i. Temos que &, € a distribuicao assintotica das bolas adicionadas.

Entao, de temos B = E(£.£,). Como, E(&,) = S0 a;vuE(&) e usando a definigio
da matriz intensidade,

q

q
Zvlzaz fz (Z vy;a; K fl ) = (Z UliAji> = Avy = Mg (1-14)
j=1 n=1

i=1

com a matriz de covariancia de &, dada por
B =E(&&) - (E(E))(EE)) = B — Mo, .
Temos que Pyvy quando X\ # A1, podemos substituir B por B em (1.11).

Observacao 1.2. Suponhamos que a1 = 1 e Zj &ij = m para cada i e algum nimero fixo

m; em outras palavras, as atividades sao iguais e sempre adicionamos exatamente m bolas.
/

Denotemos 1 o vetor (1,1,--- 1),

= ZAjz' = ZE(&‘J‘) =m,
j=1 j=1

para cada i, entio 1A =ml,logo \y = m e 1 é um autovetor esquerdo, das normalizagoes (1.4)
e (1.5) seque que uy = a= 1. Por (1.8), Py,v = vjuyz = (1-x)vy = (3, 21)v1 para cada vetor

x = (1;)5.

Na préoxima secao escrevemos expressoes para o valor esperado e variancia para a composigao
da urna no tempo n.

1.4 Valor esperado e variancia da composicao da urna

Os conceitos e resultados explorados nesta segao, inspirados em [12], exibem expressoes para
valor esperado e variancia, além disso, sera analisado o comportamento assintético.

Assumiremos por simplicidade que o vetor X, seja deterministico.

Usaremos a notagao assintotica a, = O(b,) que significa a, /b, é limitada e a, = o(b,)
indica que a, /b, — 0. Varias propriedades podem ser conferidas em [3].

Definicao 1.2. Dizemos que a urna € balanceada se

q

J=1
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A urna ser balanceada indica que um numero constante de bolas sao inseridas na urna a
cada passo.
E ainda, podemos escrever a equacao acima como

Sejam os autovalores de A denotado por Aj, Ag, -+, A, assumimos que eles sao ordenados
com partes reais decrescentes, Re\; > Rels,---. Quando as partes reais sao iguais, em ordem

decrescente v; := vy,. Em particular, se Ay > Rely, entao v; < vy para cada autovalor A; com
R@)\j == Re)\g.
Sendo a urna balanceada, por (1.3) e (1.15) segue que

aA= (Z ai(A)ij) - <Z ai%E(fﬁ)> = (a;E(a-&))); = ba (1.16)

i=1
isto &, a' é autovetor esquerdo de A com b seu autovalor, logo b € o(A), seja b o maior autovalor,
ou seja,

A =b (1.17)

A equacgao acima é consequéncia do teorema de Perron-Frobenius e suporemos vélida nos
resultados deste capitulo, sem perda de generalidade.

Assumiremos nos teoremas que Rely < A1, com isso A\; = b é um autovalor simples, logo os
autovetores esquerdo e direito correspondentes u/1 e v1 sao Unicos ap6s a normalizacao.

Por , podemos supor que u; = a, além disso, seja v; normalizado por

U vy =a-v; =1 (1.18)
Entao a projecao Py, é dada por
Py, = viu (1.19)
Portanto, quando a urna é balanceada, para cada vetor v € RY,

Py v = vuy0 = viav = (a - v)vy . (1.20)

O autovalor dominante \; é simples, e ReAy < A1, se por exemplo, a matriz A é irredutivel.
A proposicao a seguir estabelece expressoes para média e varidncia apos o n-ésimo passo.

n—1
Proposigao 1.1. Tem-se que E(X,,) = Fy,Xo onde Fy,, = H([ + w,;lA)
k=0
e Var(X,) = ZE,nE(K‘E/)E‘:m com F,, = H (I +w;tA),0 <i<n.
i=1 i<k<n
Demonstracao. Sejam I, a cor da bola no n-ésimo sorteio,
AX, = X1 — X, (1.21)
e
Wy =a- X, (1.22)

o peso (atividade) total da urna.
Consideremos a F, o-algebra gerada por Xi,..., X,.
Por defini¢ao, temos que:
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a;j Xnj

n

P([nJrl = ]‘]:n) = (1'23>

Usando definigao de valor esperado condicional, a igualdade anterior e (1.23)) segue que

q

E(AX,[F) =Y P(In = jIF2)E()

j=1
1 q
= > a; X, E(E)
"= (1.24)
1 q
= — (Z(A)MX”J)
n ]:1 i
1
=—A-X,
W,
Defina
Yn = AXn,1 - E(AanlLanl) (125)
Temos que Y,, é uma F,-mensuravel e
E(Y,|Fno1) =0 (1.26)

De fato, usando a definicao da variavel aleatoria Y,, e as propriedades de valor esperado

E(Y,|Foo1) = E(AX,—1 —E(AXn —1|F,-1)|Fn1)
= E(AX, 1|Fn1) —EEAX, 1| Fn1)|Fn1)
= E<AXn71’fn71> - ]E(Aanllfnfl>

e}

Por (1.25)), (1.21) e (1.24) segue que

Xp1 = Xp+ Yo +w, ' AX, = (I +w, ' A) X, + Yo (1.27)

onde I é a matriz identidade.
Por recorréncia, para n > 0

n—1 n n—1
Xo= ]I +w' )Xo+ [T+ w'A)X, (1.28)
k=0 =1 k=l

De fato, usando (1.27) temos que
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X; = (I +wy'A)Xe + Y1
X2 = ([ —|—wf1A)X1 -+ }/2

X3 = (I+w2_1A)X2 —l—Y},

Xn

n—1

Com H (I +w,'A)X, =

(I +witA)[(I +wy ' A) X + V1] + Ya
1
H(I +w A X + (I +w'A)Y; + Yy
k=0
2 2
[T+ wi' )Xo+ T+ w7 Yy + (I + wy ' A)Ys + Y3
k=0 =1
2

[ +w;'4) X0+ZH (I +wytA)X,

k=0 =1 k=l
2 n n—1
[T+ w X+ > T]I +wi' )X,
k=0 =1 k=l

Lembremos que a urna é balanceada se a - AX,, = b, de ( - e - w,, é deterministico

dado por

Defina a matriz

w, = wy +nb (1.29)

Fijo= ] U+w'A)0<i<;

1<k<j

Usando a defini¢io acima em (1.28) temos que

De (1.26), E(Y)

Xo = FouXo+ ) FaYl (1.30)
=1

= 0 e de F;; e Xy nao serem varidveis aleatorias temos que

Usando (1.30) e a igualdade anterior podemos escrever

=Y F.Y
=1

Dai, podemos calcular a matriz de covariancia

Var(X,)

_E (Z Z(m,mxﬂ,nm’)

i=1 j=1

=33 E((FY)(FjaY;))

i=1 j=1

i=1 j=1

~ E(X)((Xn — E(X,)))

(1.32)
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Além disso, observamos que se i > j, da equagao (1.26), E(Y;|F;) = 0, dado que Y; & Fj-
mensuravel temos que

E(Y;Y;) = E(E(Y;|F;)Y;) =0

e para ¢ < j basta considerar a transposta, logo os termos que nao estao na diagonal principal
desaparecem em (1.32), portanto segue que:

Var(X,) = Y F.E(YY,)F,, . (1.33)
=1

]

Na sequéncia, por meio de observacoes e lemas, vamos deduzir estimativas para F; ,,, estas
serao usadas para obter média e variancia assintética.

Observacao 1.3. Por simplicacao, seja b = 1, sem perda de generalidade, pois podemos dividir
todas as atividades por b, seja a = a/b, isso define a mesma evolugdo da urna e temos que
a-& =">b/b=1 para cada i, assim a urna continua equilibrada com b=1.

E ainda, a matriz intensidade A de (1.3) ¢ dividada por b, entao os autovalores X\; sao
divididos por b, com as projecoes Py sendo as mesmas e as partes de nilpotentes dividadas por
b, em ambos os casos os indices sao deslocados e com a normalizacao dada em , Uy = a
é dividido por b, enquanto que vy € multiplicado por b. Logo, \jv1, B e A\ Y_; sao invariantes,
portanto os teoremas sequirao do caso b= 1.

Observacgao 1.4. Temos de (1.17) que \; = 1.
Observagao 1.5. Observemos que F; ; = f; j(A), onde 0 <i < j e f;;(A) € o polinomio

fii() = ] (T +wi'2)

i<k<j

Wg + 2
- H wk

i<k<j

. H k+w0+2
N k+wo

zF_(;Jero+z)/F(z‘+wo+z)
I'(j + wo)/T(i + wo)

I(j+wo+z) T(i+wo)
I'(j+wo) T(E+w+2)

Do cdlculo funcional, na teoria espectral, podemos definir f(A) nao apenas para polindémios
f(2), mas para qualquer fun¢ao que é analitica em uma vizinhanga do espectro o(A).

Além disso, se K é um conjunto compacto que contém o(A) em seu interior, entdo existe
uma constante C' (esta depende de A e K ) de modo que para cada f analitica em uma vizinhanga
de K,

1 (A)]| < Csup|f(2)]
z€EK

Lema 1.3. Para qualquer funcao inteira f(\), e qualquer \ € o(A)

U

FAYR =S MNPy

m=0



1

Demonstragao. Temos como expansao da série de Taylor que f(A+z) = >~ — m(A)2"
m!

pode ser vista como uma identidade algébrica para polindbmios em z. Assim segue que,

FAIP = FOT+ N = 3 — FM NG Py
m=0 ’

onde Ny = 0 quando m > v,.

[
Lema 1.4. i) Para todo i fizo, quando j — oo,
i) = )y o) (1.39)
7 (i +wp + 2)
uniformemente para z em qualquer conjunto compacto fizo no plano complezo.
it) Quando i,j — oo com i < j,
fig(z) =77 (1 + o(1)) (1.35)

unifomente para z em qualquer conjunto compacto fixo no plano complezo.
Demonstracao. Tanto o item i) quanto ii) seguem da igualdade

F(G+wo+2z) T+ wo)

il = T ) T e+

e da consequéncia da férmula de Stiling

[(x+ 2)

T = o)

uniformemente para z em um compacto e com T —> 00.

Temos que I'(i +wg) /I (i +wo + z) ¢ uma fungao inteira para qualquer ¢ > 0. De fato, dado
que wy > 0, a fungao I'(j + wo + 2)/I'(j + wp) tem polos, mas para z no compacto fixado, esta
funcao é analitica quando j é suficientemente grande.

O
Lema 1.5. Seja m > 0
i) Para cada i > 0 fizo, quando j — oo,
fij ' (z) = j*(log j) —r(¢+w0+z)+0(9 0g™ j) (1.36)

uniformemente para z em um conjunto compacto fizado no plano complexo.
i1) Quando i,j — oo com i < j,

fi(;w(z) = (l> <log Z) +o ((Z) (1 + log ‘Z> > (1.37)
’ i i i i
uniformemente para z em um conjunto compacto fixado no plano complezo.
Demonstragao. i) Seja g;(z) = j~*fi j(2), entao por (1.34),

9:(2) = LEHw0) (14 o1)) = 0(1) quando § —> oo (1.38)

(i+w0+z)
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uniforme em cada conjunto compacto, portanto pelas estimativas de Cauchy, para qualquer
[ >1,
gj(z) = 0(1) quando j — o0 (1.39)

uniforme em cada conjunto compacto.
Segue da Formula de Leibniz para a m-ésima derivada do produto,

(7) a9 ) (1.40)
)

Agora aplicamos (1.38)) e (1.39).

ii) De forma similar, para 1 < i < j, seja h; j(z) = (i/7)* fi;(2), logo de (1.35),

h;j(z) =1+ o(1) quando i,j — oo ,

uniforme em cada conjunto compacto, e pelas estimativas de Cauchy, para qualquer [ > 1,

h(l)

1,J

l
(2) = g7{hes(2) = 1) = o(1) quando 1.j — oo

uniforme em cada conjunto compacto. Segue da Regra de Leibniz,

m

F () = ——((3/i)hiy(2))
() gty 0o

I
Ms%‘&

=0

I
NE

(77 ) tos i )

!
Portanto, usamos (1.38) e (1.39) para concluir a demonstragao. O

Observacao 1.6. Aplicando as estimativas obtidas a F; ;, observamos que pelo Lema 4.3,

Il
o

U 1 .
FiiPy=[if(A)P =Y — [ ()N Py (1.41)

m=0

onde vy > 0 € o inteiro tal que Ny* # 0, mas N2 = 0.

Lema 1.6. Se b =1, entdo, paran >2 e A € o(A),

F(U}Q)
’U)\!F("LUO -+ )\)

Demonstracao. Das igualdades e (1.30)),

Fyn Py =n*log™ n NPy + o(nf** log™ n) .

U 1 . . 1 , § vy—1 .
Fon Py = Z mfé’n)()\)jv)\ Py = o~ éﬁj)()\)NAAPA - Z O(n*log™n) .
m=0 m=0

Com isso, aplicamos (1.36) novamente.
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Lema 1.7. Seb=1, entao, para 1l <i<je )€ o(A),
FiPy= O ((5/1) (1 +log(5/1))™) - (1.42)

E Para algum v > vy, quando i,j — 0o com i < j e X € a(A),
LN o (3 N[
F}JPA = —' - log - N,\P)\ +o0 - lOg -
vl \ i i i
-\ ReA .
o ()7 (em (1)
i i

Demonstragao. Basta usar (1.41) e (1.37) para mostrar (1.42) , e para provar (1.43) notemos

que o somatorio de (1.41) pode ser extendido para m < v como N, entdo m > v. Assim
usamos (|1.37) para cada termo m = v. O

(1.43)

Lema 1.8. Se Redy < A\ =b =1, entdo para 0 < i < j,

J+w
FijPy = fij(M) Py, = 2.+w§PA1 .

Demonstragao. Como \; é autovalor simples, entdo vy, = 0. Portanto, de (1.41)) segue que
F, ;P\, = fij(A1)Py,. E de (1.40) temos que

J +wo

(M) = fia(1) =< ) 1.44
o) = fugh) = 222 (1.44)
Logo
J +wo
F, ;P\, = fij(M)Py, = Trwg M
L]

O teorema a seguir possibilita o calculo do valor esperado assintético.

Teorema 1.3. Se a Urna de Polya € sustentdvel e balanceada e Rely < A1, entdo paran > 2,

E(X,) = (A + a- Xo)vy + O(nf2/210g" n)
=nA\v, + O(nR‘EA?/’\1 log”n+1)
=n\v; + O(Tl) .

Em particular, se Rehy < 1/2)q,

E(X,) = nA\v + o(nl/z) .

Demonstragao. Das igualdades (1.31) e (1.6),

E(X)) = >, FoaPrXo . (1.45)
A€o (A)

E para cada autovalor A # \;, do lema (1.7) segue que,

FynPAXo = O(n"*1log™ n) = O(nf**? log™n) . (1.46)
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E por (L20),

P)\lXQ = ((I . Xo)Ul = WoV71 .

Além disso, de (1.44),

n+w n+w
+ OP,\lXo: + wo

Fo Py Xo =
Wo Wo

WoV1 = (n + ’LUo)Ul . (147)

Portanto, para A\; = 1 e dos itens (1.45), (1.46) e (1.47) segue o resultado.

Lema 1.9. Para cada n, P\, Y, = 0.

Demonstracao. Do fato da urna ser balanceada temos que a - AX,, = b nao é aleatoério e,

portanto, por ,

a-Y,=a-AX,, 1 —E(a-AX, 1|Fn1)=b—-0=0.

Com isso, o resultado segue de (1.20). O

Lema 1.10. Temos que Var(Xn) = 3 50, 2 usn, 2oic1 = Limau, onde
T%,n,)\,u - P’i,np)\E(Y;Y;’/)P),\F’i/,n

Demonstragao. De (1.6) podemos reescrever definigao de Var(X,,) dada em (1.33),

Var(X,) = > > ZFMPAJE (VY )P\F,, . (1.48)

A£EXN pFEAN =1

Seja Tynpu = Fyn PE(Y;Y])PyF,,, do lema (7.1) temos que PAE(Y;Y;) = E(P, YY) = 0,

analogamente, usando a transposta ]E(YY )P)\1 = 0. Logo, T;nx, = 0, quando A = Ay ou
= A
Portanto, Var(X,) = Z/\;é/\l ZWAM > i1 = Timan

0
Na proposicao a seguir exibimos uma expressao para variancia assintotica.
Proposicao 1.2. Se \; =1, entao para n > 2,
O(n), para Rely < % ,
Var(X,) = { O(nlog®2* n), para Rely = % , (1.49)
O(n?f*2 log®”2 n), para Rely > % ,
Em particular, se \a < Ay =1, entao
Var(X,) = o(n?) . (1.50)
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Demonstragio. Segue de (A2) uma das suposicoes basicas que E(Y,,Y,) = O(1). Usando o lema
(1.7), se A e p sdao dois autovalores, entdo, para 1 < i < n,

Tinon = Fin PEYY,)(FinPy) = O((n/i) TR (1 + log(n/i)) > ) . (1.51)

Se Re\ + Rep > 1, notemos que isso implica que

Tinap = O((n/i)ferther(loghtonp) (1.52)
Enquanto que se Re\ + Rep < 1, seja a com Re\ + Rep < o < 1, de (1.51) temos que
Tor = O((nfi)?) (1.53)
Por soma sobre i obtemos de (1.52) e (1.53)
O(n),se ReA+ Repy <1

Z Tinap = 4 O(nlog™ ™t n) se Re + Rep =1, (1.54)
=1 O(nfied+Ben oo™ % n) se Rel + Rep > 1 .

O resultado (1.49) segue de (1.48) somando (1.54) sobre o ntimero finito A\, u € o(A) A e
observando que nossas estimativas sao maiores para A = u = Ag. A estimativa mais simples
(1.50) ¢ uma consequéncia imediata. ]

Na sequéncia, destacamos dois resultados de convergéncias e aplicamos em um exemplo.
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Capitulo 2

Convergéncias e matriz de intensidade

2.1 Resultados de convergéncia

Nesta secao temos resultados de convergéncia, estes podem ser consultados na referéncia
[11] e s@o importantes para a aplicagao do tltimo capitulo.

Teorema 2.1. Assumimos que as condi¢oes bdsicas (A1)-(A6) sao vdlidas e que é satisfeita a
condi¢ao essencial de nao extincao . Entao para n — oo,

Xn qe
. q_) )\17)1 .
n

onde A1 e vy sao o autovalor dado nas condigoes basicas e o autovetor associado ao i, respec-
tiwamente.

Demonstracao. Suponhamos que adicionamos uma bola do tipo ¢ + 1 sempre que uma bola
se divide, estas bolas tem a,+1 = 0 e {,;41 = 0 e portanto nunca se divide. Isso nao afeta o
processo das bolas dos tipos 1, - -+ , ¢, mas adiciona um ntmero de divisoes.
Temos que as suposigoes basicas (A1)—(A6) valem para o processo modificado também. Es-
crevemos ~ sobre os simbolos para denotar o processo modificado e véarias quantidades definida.
Escrevendo vetores e matrizes em forma de bloco, correspondendo a um produto R? x R,
vemos que, para ¢t =1,--- ,q,

(9 a-) (1)

Consequentemente, os autovalores A = A U {0}, em particular, A1 = Ap. Temos que A tem
os autovetores colunas correspondentes a

iy = (u1,0) e 0 = (v, A1) (2.1)

Finalmente, escolhemos o vetor coluna b = (0, 1), o que significa que 7,(n) é primeiro tempo
que temos n bolas do tipo q-+1, ou seja, o n-nésimo tempo 7, e assim X,, = X (m(n)). Por
(2.1), temos b- vy = A

Podemos agora aplicar o teorema 3.15 da referéncialll] a X,, = X(7(n)), e o resultado
segue da (3.10) da referéncia [11].

]

Teorema 2.2. Assumimos que as condigoes bdsicas (A1)-(A6), ReXs < 3\ e que € satisfeita
a condig¢ao essencial de nao extingao. Temos para n — oo,

(Xn — n>\1U1)

NG 4 N(0,%) ,
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onde a matriz de covariancia € dada por
> :/ W(s, A Bi(s, A) e * Ayds — Aoy,
0
com ¢(s, A) e (s, A) dadas em (1.12)) e (1.13)).

Demonstragao. Continuamos o argumento da prova do teorema anterior 3.21. Temos de (1.9)

e (1.10), parai =1,...,q,

B—E ((ﬁ) (& 1)) =E (’52? 51) - (EZ*) R i)) |

e assim, usando (1.10), (1.14) e a-v =1,

q+1 q B v
B = ;:1 01:0; B; ;:1 v1;0; B; ()\11/1 1 ) ) (2.2)

- 1.
Além disso, Rey = max(Re)y,0) < 5)\1, entao podemos aplicar o corolario 3.16 da re-

feréncia [11] a X,, = X(7(n)), obtendo uma Gaussiana Vj. Ignorando as bolas do tipo q+1,
obtemos n~/?(X,, — A\jnv,) N V,com V = (I, 0)Vj.

A matriz de covariancia de V, é dada pela equagao (3.3) da referéncia [11] , com a adic¢do
de todas as cores. Nos temos, por inducao,

~ A" 0
" - / >
A (a At 0) nzl
e assim

n=0

(-5 - (6 D)-+(() e v
)i )

_ (WS,A) _m).

Por isso

0 0

logo, de (2.2)) e de (3.13) junto com o Lema 11.4(i) de [11],

EVV) = X\ /Ooo(\I’(s, A) — M) B(U(s, A) — M\vy) e M ds
= A\ /Oo(\lf(s,A)B‘I/(s,A)/ — N0, U (s, A) ds
0
- /OOO AU (s, A)vyvy + Moy, )eM ds
= A\ /OO(\I/(S,A)B‘IJ(S,A)/ — Nvyvy)e M5 ds |
0

O que prova o resultado. O
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a B
) o)

Assim, ¢ = 2, a; = ay = 1 e o0s vetores colunas da matriz intensidade A sio & = (a, )
e & = (B,a) para inteiros o e . Logo, cada vez que uma bola € retirada , ela é reposta
Jjuntamente com « bolas do mesmo tipo e B de tipo contrdrio.

Assumimos que o > —1, B >0 e a+ B > 0 para que a urna seja sustentdvel.

Se p =0, temos a urna de Pdlya-Eggenberger , na qual falham as condi¢oes bdsicas (A4),
(A5) e (A6), entio os resultados deste capitulo nao se aplicam.

Sabemos do teorema que Xn/n converge em distribuicao para uma distribuicao Beta em
vez de wma constante, onde X,, € a propor¢io de cada uma das bolas retiradas .

Dado que X,, = an + Xo, com Xy a composi¢ao inicial da urna seque que X, /n converge
em distribuicao para uma distribuicao Beta.

Exemplo 2.1. Seja a urna de Friedman dada pela matriz de reposi¢ao M =

n 4g.c.

X
Se > 0, nossas condi¢oes bdsicas valem, logo pelo teorema (2.1) == == A\jvy.
n
Temos que os autovalores de A sao A\ = o+ e Ay = a — 3, sejam os autovetores a direta
e esqueda, respectivamente, vy = 5(1, 1), vy = 5(1, —1) jur = (1,1) euy = (1,-1)".

. 1 1 1 (a?+ 5% 2« /
Por definicao, B = §Bl + 532 =3 ( 20{; o2 —|—ﬁB2 , com B; = E(&§;).

Notemos que Mg < A\i1/2 € equivalente a o < 30 e que Ay = {\a}, Arp = 0 Ajrr = {1},

;1 —
entao Xrr = 0, além disso, Py = Py, = vouy = 3 (_11 11) , Presd = M5 py.

Portanto, da defini¢do, seque que
00 2
/ - 1 -1
Y, — P,BP 20— g (a—f)"
= e gt (G
Portanto, pelo teorema (2.2)

e () e e (4 7).

Embora tenha sido considerado o espaco complexo para o célculo dos autovalores nos capi-
tulos anteriores, estes niimeros a seguir serao reais.

Devido a sua importancia, na sequéncia exibimos a matriz de intensidade para o modelo de
difusao de opinioes opostas.

2.2 Modelo de difusao de opinioes opostas

Como motivacao para o proximo capitulo, iremos apresentar nesta secao a construcao das
matrizes intensidades para dois modelos: difusao de opinides opostas [8].

Consideremos uma populagao na qual duas opinioes opostas A e B se espalham. Suponha
que este processo de difusao comega com Ny + M, semeadores, onde Ny é o niimero inicial de
individuos que tém opinidao A e M, o nimero daqueles que tém opiniao B.

Cada individuo na populacao tem uma das trés caracteristicas intrinsecas a seguir: seguidor
de tendéncia, contra a tendéncia ou indiferente a tendéncia. Essa caracteristica intrinseca é
imputada independentemente a cada individuo e segue uma variavel aleatoria ternaria, definida
a seguir.

Defini¢ao 2.1. Para o, € (0,1) tal que 0 < a+ f < 1 o processo de tendéncia {Y, }nen €
uma i.1.d sequéncia de varidveis aleatorias terndrias (que também € independente das propor¢oes
atuais das decisoes A e B sobre a populagao) tal que, para cadan > 1,

25



a, se y = +1, sequidor de tendéncias
P(Y, =vy) =< B,sey = —1, contra a tendéncia ,
1—a—fB,sey =0, indiferente

Definigao 2.2. O modelo de difusio de tendéncia aleatoria é um processo estocdstico { X, }nen,
com valores em {0, 1} dado pelas sequintes probabilidades,

N,
P(X =1 Y.)) = Y, ———— 2.
(X1 [(Fns Yn)) =a+0 "N+ M, (2.3)

onde N,, (respectivamente M, ) é o nimero de decisées A (respectivamente o nimero de decisoes
B) tomadas até a etapa n, F, = Fn(Np, M,) € a filtragao relacionada as varidveis aleatorias
N, e M,.

Da definicao , temos que Y, € independente de F,,, para todo n > 1. Os pardmetros a
e b satisfazem 0 < a+b <1, e também a sequinte condi¢cao: se  # 0, entdao b < a.

Exemplo 2.2. A qualquer momento n, um cliente pode comprar um produto (X, = 1) por
necessidade ou por pressao social (historico de venda). No presente modelo de difusdo, consi-
deramos as probabilidades condicionais (2.3).

Seja pardmetro a € a quantidade referente a necessidade e pardmetro b a quantidade referente
a pressao social do produto, associado ao (n + 1)-ésimo cliente.

Entao, se Y, = 1, o individuo € um segquidor de tendéncias, e a pressao social aumentard
a probabilidade de o cliente comprar o produto. Se Y, = —1, o consumidor estda contra a
tendéncia, entao a pressao social diminuird a probabilidade de ele comprar o produto. Por fim,
se Y, =0, o cliente se comporta sem levar em conta a pressao social.

Para construcao da matriz de intensidade, fornecemos uma relagao explicita entre a distri-
buigao de (N,,, M, ),en € urnas com duas cores, por exemplo, branca e azul.

Consideremos os seguintes vetores colunas de substituicio & = (&11,&12)" (branca) e & =
(€21,€2)" (azul), com & € {(0,1)",(1,0)'}. Logo, uma tinica bola é recolocada a cada vez e a
matriz de substituigao aleatoria dada por M = (&1, &).

A din&dmica da urna é a seguinte: Se escolhermos vetor de substitui¢ao &; significa que vamos
repor &7 bolas brancas e &5 bolas azuis. E caso seja escolhido &, repomos a urna com &y
bolas brancas e £22 bolas azuis.

Seja a matriz de intensidade dada por:

E(&1) E(§a)
A=EM) = (E(gm) IE(§22)) '

Notemos que P(¢;; = 1) = E(¢;;), para todo 4, j. Se no tempo n obtivermos r bolas brancas,
representemos por R, = r, entdo as probabilidades de repor uma bola branca (sucesso) ou uma
bola azul (fracasso) no tempo n+ 1, condicionada a uma propor¢ao r/T,, de bolas brancas, com
T,, o namero total de bolas no tempo n, sao, respectivamente,

P(Rpsy =1+ 1R, = 1) = P(&), = 1)Ti FP(E = 1) (1 - %)

= B(6n) + (B(En) — E() 7 |

n

(2.4)
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P(Ryy1=7r|R,=71)=1—-P(Rpy1=r+ 1R, =7)

= E(&2) + (E(&1) — E(@z))%ﬂ : (25)

No caso do modelo de difusao de tendéncia aleatoéria na defini¢ao 2, observemos que, como
Y, e (N,, M,,) sdo independentes temos que a "probabilidade média"de um sucesso é dada por

ye{—1,0,+1} (2.6)
= a+ bla— f) "
=a a N L
e a "probabilidade média"de um fracasso é dada por
P(Xpo1 = 0|F,) =1 — P(Xpi1 = 1))
N, 27)
—1—a—bla—B)—n
a=bo =P 5,
Por meio das equagoes (2.4), (2.5),(2.6) e (2.7), obtemos as entradas da matriz A resolvendo
o sistema:
E(£21) = a
E =1—-a

(€21)
(§22)
E(&11) — E(&a1) = b(a — B)
E(¢12) — E(§22) = —b(a — f)
Portanto, obtemos a seguinte matriz de intensidade

A= <1EZE(2(;€)5) 1ﬁa> ‘
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Capitulo 3

Passeilo aleatorio

Neste ultimo capitulo analisamos o comportamento assintético da posigao do elefante e os
resultados apresentados com detalhes sdo de acordo com a referéncia [9]. Iniciamos com a
construcao da matriz de intensidade para o passeio aleatério unidimensional.

3.1 Passeilo aleatorio unidimensional

Além dos conceitos de [17], nesta segdo utilizamos as defini¢des e notacao de [9], com o
objetivo de construir a matriz de intensidade.

O Passeio Aleatorio do Elefante (PAE) é um passeio unidimensional S,,, n € N, na qual o
inicio em 0, no tempo 0, este é representado por Sy = 0. A variavel aleatéria .S, assume valor
no conjunto dos nimeros inteiros.

Iremos definir outra variavel aleatoria, inicialmente, X; assume o valor 1 com probabilidade
q € [0,1] ou valor -1 com probabilidade 1 — ¢q. Em outras palavras, o primeiro passo do PAE
vai para direita com probabilidade ¢, ou vai para esquerda com probabilidade 1 — q.

Em um momento posterior, n > 2, seja o niimero n' aleatério uniformemente entre os
niumeros anteriores {1,2,---  n — 1}, assim temos que

Y +X,, com probabilidade p
" —X,/, com probabilidade 1 — p

onde p € [0,1] é um parametro de memoria do modelo.

No tempo n > 1, a posi¢ao do passeio é dada por 5,, = 5,1 + X,, onde X,, assume o valores
em {—1,+1}.

Além disso, S, = X7 + Xs + -+ + X, e nesta construcao temos que as escolhas aleatorias
sao independentes.

Denotando N(n,+1) = #{i € 1,2,---n : X; = +1}, o ntmero de +1 passos dados até o
n-ésimo passo, e N(n,—1) =#{i € 1,2,---n: X; = —1} o namero de -1 passos realizados até
o n-ésimo passo, assim a posigao do elefante é dada por S,, = N(n,+1) — N(n, —1).

Portanto, a probabilidade condicional de o (n 4 1)-passo ser na diregdo +1 é dado por

P, = 1IN (n, +1), N(n, ~1)) = p™ D :
onde n = N(n,+1) + N(n,—1).

Na sequéncia faremos a conexao das Urnas de Poélya com o modelo PAE.

Seja um urna de tempo discreto com bolas de duas cores; digamos branca e azul. A com-
posi¢ao da urna no tempo n € N é dada pelo vetor U, = (U,1,Uy,2), onde U, representa o
ntmero de bolas brancas e U,5 de bolas azuis, ambos no tempo n.
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Iniciemos a composigdo da urna com o vetor coluna U; = & = (&11,&12) (podendo ser
aleatorio) tomando os valores {(1,0)(0,1)}.

Com isso, a urna evolui de acordo com a bola retirada, de forma aleatéria uniformemente
de acordo a seguinte dinamica: Para n € {2,3,4,---} sorteamos uma bola e observamos sua
cor, colocamos ela de volta e adicionamos com probabilidade p a bola de mesma cor, e com
probabilidade 1 — p a bola de cor contréaria.

Entao atualizamos U, para que esta descreva a composi¢ao da urna apés (n — 1) sorteios.

A conexdo com o modelo PAE ocorre da seguinte forma: Se (S,, n € N) é um PAE
comecgando Sy = 0 tal que S; = & — &, entao

(Sp,n €N) =4 (Uyy — Upg,n €N) .

Em outras palavras, a diferenca entre o niimero de bolas brancas e azuis na urna acima
evolui como um PAE com primeiro passo igual a & — &;.

Observamos que a dindmica da urna de Polya é a seguinte: inicia com Upy; bolas brancas e
Uys bolas azuis e sao feito sorteios sequencialmente.

Apébs cada sorteio, a bola é recolocada e outra bola da mesma cor é adicionada a urna.
Assim temos a seguinte rela¢ao, N(n,+1) = Uy, N(n,—1) = U,s e a urna Polya ¢ modificada
no sentido de que, em cada sorteio, é utilizada a mesma cor com probabilidade p e a cor oposta
com 1 — p.

Neste caso, a matriz de intensidade é dada por

A:(p 1_p).
I—p p

3.2 Passeilo aleatorio multidimensional

Nesta secao generalizamos o conceito de passeio aleatério, construimos a matriz de intensi-
dade e em seguida estabelemos convergéncias. A nossa base tedrica é [9].

Inicialmente, definimos uma variavel aleatoéria em tempo discreto (X;);>1. O n-ésimo passo
denota um movimento dado em uma direcao, dado por X,, € E o conjunto de escolhas e
|E| = K.

Neste contexto, temos que K = 2d ou K = 2d + 1 com uma das possibilidades um elefante
ficar parado, entao, denotamos o conjunto de dire¢des por

(ela —€1, ", €Eq, _ed) , 5€ Keé par ,
Eq = .
(e1,—e€1, -+ ,eq,—€q,0)se K é impar ,

onde (e;,- - ,e4) é a base canonica do espago euclidiano R?, 0 denota nao movimento.

Seja S, = >, X; a posigao d-dimensional do elefante no tempo n. O (n+1)-passo é obtido
lancando uma moeda, seja a variavel discreta Y,,, temos que:

i) Se Y,, = 1, com probabilidade 6, escolhemos uniformemente ao acaso t € {1,2,....,n},
entao X, 1 € igual a X; com probabilidade ]13, caso contrario, X, 11 segue qualquer uma das

— P

K—-1
ii) Se Y,, = 0, entao X, ;; = e; com probabilidade p ou qualquer uma das outras dire¢oes

outras dire¢oes com probabilidade uniforme

com probabilidade uniforme o1

Seja F,, a o-dlgebra gerada pela sequéncia X, Xs, -+, X,,. Observemos que F,, e Y, sao
independentes. Entao, para definir a diregao do n+1-ésimo passo, caso necessario, selecionamos
t € 1,2,--- ,n uniformemente, com isso temos as seguintes probabilidades condicionais para

rze FE,:
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p, se Xy ==
P Xy =zlYo=1,F,)=< 1—p ;

, caso contrario

K-—-1
e
D, se T = ey
P(Xpy1=2Y,=0,F,)=< 1—p . ,
, €aso contrario
K-1
Definindo N(n,z) = |{i € {1,--- ,n} : X; = x}| o namero de passos na diregao = € E, até

o tempo n, obtemos

1-K N
p—|—9( P 1—M),sex:el

_ _ K—-1 n
K—1 K—1 n ) erTa

De fato, para o caso x = ey,

P(Xn+1:$‘fn) = P n+1—61’Y =1 .F) ( n:H-Fn>

Xpy1 =e€1|Y, =0, F,) - P(Y,, =0|F,)

(e (52 (=)o
) ()
Nm) +(g) (o) (=) o] oo

I
/\/\/\A"\
2
3
)
=
\_/
/\

O caso = # ey é analogo.
A posicao do elefante pode ser obtida por meio de um processo auxiliar, que evolui como
modelo de urna com K cores. Nesse sentido, a posicao do elefante é dada por:

S :d (Ul,n - UZ,’m US,n - U4,n o >U(K—1),n - UK,n)a se K ¢é par (3 2)
" (Ulm, - U27n7 US,n - U4,n e 7U(K72),n - U(Kfl),n)7 se K ¢é impar ’
onde U, = (U1 n, Uz, -+ ,Ukn) € 0 vetor que denota o nimero de bolas de cada uma das K

cores, no tempo n.

Precisamos apresentar os vetores colunas aleatorios &;, para i € {1, ..., K'}, que representam
um nimero aleatorio de bolas para ser adicionado & urna. Esses assumem valores em {eq, ..., ex },
isto ¢, na base canonica do espaco euclidiano R¥, Os vetores denotam a cor da bola a ser
adicionada.

Portanto, usando (3.1)

1—

P& =e)=peP& =¢)= K—pl para i # 1. (3.3)
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Além disso, para j # 1, temos que

1-K
p—|—9(K_1p , se T =ep
1l—p—-0(1-K
P& =x) = 1 pKEI p),sem:ej ) (3.4)
Vst caso contrario
Portanto, obtemos a seguinte matriz de intensidade:
1—-Kp 1—-Kp
0 0
b PO PO
1-p 1—p—0(1-Kp) 1—p
A=| K-1 K—1 K-1
1—p 1—p 1—p—6(1-Kp)
K-1 K—-1 K-1
Para esta matriz, o maior autovalor ¢ A\; =1, e para j = 2,--- , K temos que
Kp—1
Ai=10 .
=o(%1)
Agora, sejam os autovetores uq,--- ,ux € vy, -+ ,Vg , & esquerda e a direita, respectiva-
mente, isto é
u;A = /\iu; ,
A’Ui = )\ﬂ)i s
e
, {1, sei=j
U;Vj = -
0, caso contrario
Com isso, temos que
ulz(lalf" 71)l s
a igualdade acima pode ser obtida da observagao (1.2).
(K = 1)p—Xa).1 1-p)
U1 = - - — L= )
1 b 2) p p (K—l)(l—)\g)
Além disso, para j = 2,3, -+, K obtemos
(1 (K — 1Ay — (K —2) 1—p) L
wi = (1 —p. - — — N —p e 1 —
] p’ Y 2 p? ) p (K—l)(l—Az) I
onde o valor diferente estd na j-ésima posicdo. Da mesma forma, v; = (1,0,---,—1,--- ,O)/ ,

com —1 ocupando a j-ésima posicao.

Nos resultados a seguir apresentamos a lei forte de grandes ntimeros para a posi¢ao média
do elefante e obtemos um teorema limite funcional para um processo gaussiano com uma matriz

de covariancia limite. Detalhamos passagens das demonstragoes dadas em [9], .

Observemos que pelo lema (A.2)) A é irredutivel, além disso pelo lema (1.2) valem as condi-
¢oes basicas (A1)-(A6) e a condi¢ao de nao existéncia. Portanto, podemos aplicar os resultados

do capitulo 5 para a matriz A.
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Teorema 3.1. Seja (S,)nen a posicao do elefante, logo temos a sequinte convergéncia quase-
certa:

!

Sp_ (1=0)(Kp—1)

li = 1,0,---,0) .
Rl g oy on AEL R
Demonstragao. Seja U, = (Up1,Ups, -+, Uyi) a composigao de bolas na urna no tempo n.
1

Como A = Lewy = (K =1)(p=2).1 =1, 11 ey =y
@)

, usando o teorema

_ g.c.
n 1Un — )\11)1 .

Segue que
Uni = Un2 ge. __(1=0)(Kp-1)
n TR T R T a1 - Kp)

Un - Un .C.
n

Un - Un .C.

Zns T Tl 8l s — v = 0
n

Portanto, da igualdade em distribui¢ao dada em (3.2)), segue que

Sy g, (1—60)(Kp—1) ,
n Roirea—kp L0

O que conclui a demonstragao. m

No proximo teorema, D0, o0) denota o espago das fungoes continuas a direita e limitadas a
esquerda (cadlag). E ainda, trata da convergéncia para um processo gaussiano e fornece uma
matriz de covariancia limite explicita.

Teorema 3.2. Seja (S, )nen, entao
K+20—-1

20K
1 tn(l —0)(Kp—1
L[5y — 110D~
N K —-1+6(1— Kp)
onde Wy € um processo Gaussiano d-dimensional continuo com Wy = (0,0,---,0), E(W;) =
(0,0,---,0) epara 0 < s<t,

i) Sep< , entao para n — 0o, em D|0, 00),

(1,0,---,0)"| S W, ,

0(kp—1) [(K+Da+B+p—1 0 ... 0
/ _ 0 26 ... 0
E(WSWt):s(é) K—-1, : ﬂ o )
0 0 ... 28
(K —-1)(1—p)
= =(K -1 1-K =K-1 1— Kp).
onde w PE 11200 -Kp) ( )p + 0( p) ep +0( p)
. K+20—-1 .
it) Se p = gk entdo para n — oo, em D[0,00)
; S[ntj—nt<K(2p_1)_1)(1,0,-‘~,O)T i>Wt7
ntlog(n) K—-1
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onde Wy é um processo Gaussiano d-dimensional continuo com Wy = (1,0,

-, 0, E(W) =
(1,0,---,0)T e para 0 < s < t,
(K+2) 0 ... 0
EWW) =ds— P (p4 852
e G | I,
0 0o ... 2

Demonstracao. i) Dado U,, = (Up1, Uy, - -+, Uyk ) a composicao de bolas na urna no tempo n.

Pelo teorema 8.2 temos a convergéncia, para determinar a matriz de covariancia limite sejam
Lr={i: N <X\/2}, logo Ly ={2,--- ,K}.

Usando o lema 5.4 da referéncia [11] temos que ¥ = ¥ e do lema 5.3-1) da referéncia |11]
segue a forma explicita:

0 0
l—-p
0 —— 0
Bl = K _ 1 . )
: , ;p
0 0 —_—
K—-1
e para j > 2, usando e (3.4) temos que
1—-Kp
0 0 e 0 e 0
o (1)
l—p
0 —_— 0 0
K -1
BJ == :
1—p Kp—-1 ’
0 0 1 +6 ( 1 ) 0
1 ;p
0 0 0
K-1
1— Kp—-1
A expressao pl +0 Kp 7 estd na localizada j-ésima linha e j-ésima coluna.
Do célculo computacional realizado pelo autor em [9]
p(K—-—1)+601—-Kp) 0 ... O
1 0 1-p . 0
B == . . P . )
(K=1)+0(1 - k) : ;
0 0 1—p
Portanto,
, 1—p p—1,sei#]j
uiBuj = 2 2 " . . )
(K =121 =2)" |p—1+ (K -1)1-X), sei=j
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1 0 —1 0
0 0 ... 0 0
VYT 1 0 L. 1 0l
0 0 ... 0 ...0

com a j-ésima coluna contendo o -1 na primeira linha e a i-ésima linha contendo o -1 na primeira
coluna.
Finalmente, obtemos

(K—1)a —a —a —a
—a b p—1 p—1
¥y =0C - p—1 b p—1{ (3.6)
—a p—1 p—1 ... b

l—p
(K —1)2(1 — X2)2(1 —2)y)

ondea= (K—1)(p—X),b=p—1)+(K-1)(1—-X ) eC =

Esta é a matriz de covariancia limite para as proporgoes U,.
Temos pelo lema 5.3-iii) da referéncialll] que

com w; := \jv; — Ai(a - vj)vy.
Por outro lado, pelo teorema 3.31 e observagao 5.7 da referéncia [11]

(n™Y2(X gn) — 2nMi01) 5 V() (3.7)

onde

B(V@V (@) = 3 ey S 0 < e <y,
7,k>2

7,k>2
= (K — 1) My 0 <o <y

e pela igualdade

S = (Uln_UQ,mUS,n_UAL,n“‘ U(K 1), UKn) SeKépar
" (Ui = Usy Uy — Us -+, Uie—aym — Uie 1)), s K & fmpar

e das propriedades

i) Cov(Uipy —Ujpn, Uiy —Ujp) = Var(U;, —U;,| = VarlU,,| +Var|U;,] —2Cov(U, ,,U;,) ,
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i) Cov(Uppn — UpnyUpn — Uin) = Cov(Ugn,Ugn) — Cov(Ugn, Uy) — Cov(Upyp, Ugpn) +
Cov(Upp,Upp) , com 0 < s < ¢, temos que a seguinte matriz de covariancia limite

b11 bia ... by

' bor bey ... b
E(WW,) = (K — 12t~ Mg /2 o ?1 ?2 ' ?d
bdl bd2 P bdd

onde bij = COU(Un,(Qi—l) - Un,(%); Un,(?j—l) - Un,(?j))a IOgO temos que

bu = Cov(Upys —Upna,Up1 — Up2)

= (K—1)a+b+2a
= (K=DIK =1/ =) +[p =1+ (K =11 = X)] +2(K = 1)(p — Ao
(K — )[(K—l)(p M)+ (1= Xa) +2(p = X)l +p -1
(K=D[E+1)(p—A)+ (1 =) +p—1,
big = - =bgz="bop =Cov(Uy3—Upna,Up3—Upna)
= b+b—-2p—1)

= 2p—1D+2(K+1)(1—=X) —2(p—1)
= 2(K+1)(1- X)),
e para ¢ # j, temos
blj = COU(Uln Us o U(Q] 1),n U(2j),n)
= COU(Uln, (25-1), n) CO’U(Uln, U i )
— Cov(Uspn, Uj-1)n) + Cov(Usy, Ugjyn)
= —ata—(1-p)+(1—-p)
ecomi,j # 1
bij = COU<U(2i—1),n - U(2i)7n7 U(Q] Hn — U2] )
= COU(U(2¢—1),m U(2j—1),n) - COU(U 2i—1),n» U(Qj),n)
— Cov(Uiyn, Ugj-1)n) + Cov(Uiyn, Uz )
= p-1)—-(-)-(-D+@FE-1)
= 0 ,
Por fim, observamos a igualdade entre as expressoes de [3.5)e
(£ -1 —p)
K —1+60(1— Kp)2(K —1+20(1— Kp))
de (1 — Kp) = —(K — 1)\,

w =

(K-1)1-p) _ (K -1)(1~-p)
K 11001 Kp)P(K — 112000 —Kp))  [(K—1) — (K — DXl [(K — 1)(1 - 2))]
- (1-p)
K =)= A2 (1 —2))
= (K-1?.C
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ii) A prova deste item ¢ similar ao anterior, basta usar teorema 3.23 e o corolario 5.3-(i) da
referéncia [11] para obter a matriz de covarincia limite.

]

Observacao 3.1. Fuzendo n — oo, aplicando o teorema para o item i) do teorema anterior

Xn
E (—> — /\11}1 ,
n

além disso, usando o caso particular do lema 1.9 temos

X,
Var (—n> -0,
n

portanto a média da propor¢ao limite converge para um ponto e isso implica que a varidncia da
PropoTrcan converge para zero.
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Apéndice A
Ferramentas: teoria espectral

Apresentamos a seguir conceitos e resultados da teoria espectral, por exemplo, o teorema
de Perron-Frobenius, além disso, defini¢oes de fungoes de variaveis complexas. Por fim, desta-
camos que nao apresentamos as demonstragoes, estas podem ser conferidas em: [2] , [5] e [10].
Comecamos definindo elementos para matrizes.

Defini¢ao A.1. Seja A € M,, (conjunto das matrizes com n linhas e n colunas), o espectro de
A, denotado por o(A), € o conjunto de todos os autovalores da matriz A.

Definicao A.2. Seja A € M, o raio espectral de A é p(A) = max{|\|: A € o0(A)}.

Definicao A.3. A € M,, € positiva se A > 0, isto €, se a;; > 0 e € nao-negativa se A > 0, ou
seja, a;; > 0.

Definicao A.4. A matriz A € M, ¢ redutivel se hd uma matriz de permutagcio P € M, tal
que

/ B C
par-(,% )

com 0,,—,, uma matriz com todas as entradas nulas, B, C e D nao necessariamente com entradas
1GqUals a Zero.
Definicao A.5. Dizemos que a matriz A € irredutivel se nao € redutivel.

A seguir o resultado que estabelece condi¢bes necesséarias para o o raio espectral ser positivo.

Teorema A.1. Seja A = [a;;] € M,, nao-negativa e ainda Z?:l a;; >0 para todot=1,---,n
ou Y i a;; >0 para todo j = 1,--- ,n, entio p(A) > 0. Em particular, p(A) >0 sen > 2 e
A € iwrredutivel e nao-negativa.

A condigao necesséria e suficiente para que a matriz seja irredutivel sao estabelecidas nos
dois proximos resultados.

Teorema A.2. Seja A = [a;;] € M, nao-negativa. Entio A € irredutivel se e somente se
(I+A)"!>0.

O teorema Perron-Frobenius a seguir indica que o autoespa¢o de uma matriz nao-negativa
e irredutivel relacionado com o raio espectral é unidimensional.

Teorema A.3 (Perron-Frobenius). Seja A € M, nao-negativa e irredutivel entdo para n > 2
a) p(A) > 0;

b) p(A) é autovalor de A algebricamente simples;
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¢) Eziste um unico vetor real x = (x1,xq, -+ ,xy,) tal que Ax = p(A)x e xy + -+ +x, =1,
este vetor € positivo;

d) Existe um tnico vetor real y = (y1, Y2, -+ ,yn) tal que y' A = p(A)y" e xyy1+- - -+ Tpyn =
1, este vetor € positivo,

Sejam X' espago complexo B de dimensao finita, 7" um operador linear em B(X'). Estuda-
remos propriedades do operador T

Com I indicando o operador identidade em X, temos que T° = I;

Além disso, se p(A) = >, a; A" polinémio com coeficientes complexos, entdao definimos
p(T) =" o T =a,T"+ -+ onT + apl;

Definimos o espectro o(7') de um operador T' com espago B de dimensao finita é o conjunto
dos niimeros complexos A tais que (Al — T') nédo é bijetora;

E ainda, o indice v(\) de um nimero complexo A é o menor inteiro nao-negativo v tal que
(M — T)vz = 0, para cada vetor x para qual (A — T)""lx = 0;

Temos que se Ay € o(T'), entao existe xo # 0 tal que (T'— X\l )zo = 0, assim Ag é o autovalor
e g € o autovetor;

Na sequéncia a proposicao garante a existéncia de autovalores para um operador.

Proposicao A.1. O espectro de um operador em um espaco de dimensao finita € um conjunto
nao vazio finito de pontos.

Definimos F(T') a classe de todas as fung¢oes de varidvel complexa A que sdo analitica em
algum conjunto aberto contendo o(7"). O conjunto aberto nao precisa ser conexo e pode variar
com a fungao em F(7T);

Temos que se f € F(T), seja p um polinomio tal que f™(\) = p™(\), m < v(A) — 1 para
cada A € o(T), definimos f(T') = p(T);

O teorema a seguir estabelce propriedades para fung¢oes em F (7).

Teorema A.4. Se f,g € F(T) e «, 5 sao nimeros complezxos, entao
W) of + fg € F(T) e (af +Bg)(T) = af(T) + Bg(T);
D) f-ge F(T) ¢ (f - 9)(T) = f(T) - o(T);
c) Se f(A) =D o\, entao f(T) =" oy, TT;
d) f(T)=0< f™"(A\) =0, A€a(T),0<m <wv(\)—1.

Do item b, segue que f(T)g(T) = g(T)f(T) para todas f,g € F(T);

Definicao A.6. Uma funcao f: G — C € analitica se f € continuamente diferencidvel em G.
f € inteira de for continuamente diferencidvel em todo C.

Definicao A.7. Dizemos que um funcao f possui uma singularidade isolada z = a se existir
R > 0 tal que f estd definida e € analitica em B(a, R) — {a}, mas nao estd definida em z = a.

Definicao A.8. Uma singularidade isolada z = a de uma funcao f € dita polo de f se

lim |f(2)| = o0 .

zZ—a
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Apéndice B
Caso particular

Calculamos a seguir, os autovalores e o autovetor associado ao maior daqueles. Além disso,
realizamos os calculos para determinar >;, da demonstracao do teorema , para o passeio
unidimensional com parada, isto é, com trés dire¢oes possiveis (K = 3) .

Sendo assim, temos que a matriz de intensidade é dada por

1-3 1-3
g | 1=p 1-p—06(1-3p) 1—p
2 2 2
1—p 1—p 1—p—06(1—3p)
2 2 2
Logo, para o calculo dos autovalores,
1-3 1-3
p—A p+0 4 p+0 2p
1-p 1-p 1-p-001-3p)
2 2 2

Usando o teorema de Laplace para o calculo do determinante segue que

det(A—A) =0 = (p_)\){(l—p—g(l—?)p) _A>2_ (¥)2}

N 2<p+9(153p>>{(1;1))2_[(1;19).(1_1’_2(1_31’)_A)]}
= 0

0l

2

det(A—= M) =0 = <P—A){(%+O‘_A)2_ (%f}

. 2<p+9<1;3p>>{(1519)2_[(1;p).(1—p—g<l—3p>_W}

= 0
= AN+ (1+20)N + (—a* —2a0)A+a* =0

Fazendo o = <p +
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-1 -1
Portanto, os autovalores sao 1 , 6 (3p2 ) ef (3p2 )

1-— —1
Calculando vy = (z,y, z) tal que (A— X\ I)v; =0, para § = 5 L Ay =0 (3])2 ) temos

0 seguinte sistema

(p—Dz+(p—A))y+(pP—A)z=0
Br+(B+X—1)y+pz=0
Pr+By+ (B+r—1)z2=0

(1 -3 2
Resolvendo chegamosay:zex:( ( ] p) + p) y. Logo,
-P
0(1 —
Ul—(( 3p)+2p,1,1) .
l—p

Portanto, multiplicando as coordenadas do vetor acima por m, segue que
— A2

v = (7111, V12, 013)

(2(17—)\2) 1—p 1—1))
21— X)) 2(1 =) 21 = Ny) )

Sejam
P 0 0
l1—p
B = |0 — 0|,
0 L=p
2
1—3p
0 0 0
~(57)
1—p 3p—1
By = 0 —0 0
’ 2 ( 2 )
l—p
0 0 —_—
2 )
(&
1—-3p
0 0 0
re0(57)
1_
Bs = 0 Tp 0
1—p 3p—1
0 0 — =40
~ oM

3p—1
Sabemos que Ay = 0 ( p2 ), substituindo nas matrizes By e Bjs, segue que

p—)\g 0 0
I—p
By = 0 T-i-)\g 0
0 0 1—p
2
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D — Ay 0 0
By—| O 1-p 0
0 0 1Tp+/\2
Logo, observamos que
3 a;; O 0
BZUUBZ-<0 a9 0)
i=1 0 0 oass
onde
= ?-Z'“%(i—ig) (P =)
_ P—X
DY
~ 2p+0(1-3p)
2+0(1 - 3p)
e
Q22 = Qs3
p— A l—p l—p l—p l—p l—p
- (52) () Gh) () (m=%a) (50)
p— X l—p l1—p
- (72) (%) + (@) e
l—p
T2 - )
_ 1-p
T 246(1—-3p)
Agora, calculando u; Bu;, para i,j € {2,3},
ul3Bu2 = u,Bus
1—p 20— 1—p 1—p
- (2(1—>\2) 2(1 — \) 2(1—)\2))
2p +6(1 — 3p) 0 0 1—p
24 6(1 - 3p) 2(1 = Xy)
0 ey 0 1;]9
2+ 0(1 - 3p) 21— o)
1—p 200 —1—p
0 0 2 01— 3p) 21— n)
[ 1=p ] [2p—2X 1—p 22 —1—p 1—p
- a=w) [2(1 —m} | [2<1—A2>} " [ 21— ) } | [2(1—&)1
[ 1—p | 1—p 1—p 22 —1—p
20— %)) [2(1 —m} | [2(1 —AQJ | l 21— ) }
—1
[ 1=p ] 1—p 2p—2>\2+2)\2—1;p/+m
B _2(1—>\2)_.[2(1—)\2)} .[/ﬂﬂ/)@) }
[ 1=p ] p—1
N _2(1—&)_'{2(1—&)]
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’
us Bus

Além disso,

Por fim,

Uy Bus
(o5 ) s )

2p + 60(1 — 3p) 0 1—p

2+ 61 = &) 1—p 2Agl—_1A3)p

! 25 0(1—3p) =

_ 0 0 2+ 9 1 - 3p 2(1— \y)
i) i) L) )l
:2;(21_—1);2]?} " [2(1:1;\2)} [ (1:>\2 1 { 2(1 = ];\2 }
i) () Gia) + (@ 5) (a5
=l (i) (i)

Lop | (W=D 1))
2(0=2)) "\ 21— \y)
il |G G|
] [ter] e
C1-p ] (p+1—2)\2 }
20— )| | 20— M)

calculando vy, onde [, k € {2, 3}, segue que

1 1 0 -1
vvg=(—-1]-(1 0 -1)={-1 0 1
0 0 0 0
1 1 -1 0
vy =( 0 ]-(1 -1 0)={0 0 0
~1 -1 1 0
1 1 -1 0
vy =(—-1]-(1 -1 0)={-1 1 0
0 0 0 0
1 1 0 -1
vz =( 0 ]-(1 0 -1)={0 0 0
~1 -1 0 1
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Portanto,

uy Bug / us Bug / Uy Bug ' us Bug
N o= — 2, + vy + +
! VIR VS Vet S VNS VAN Vs o LS VIR VAN Ve LS VIR VD W
. 1 0 -1
_ 1 1—0p p—1 10 1
1—2X [2(0= )] [200=X) 0 0 0
) I —p b1 1 (L Lo
+ 0 0 0
—2xn [20-0)) L20-2)) | ) |
i S . /1 -1 0
N 1 l—p | [(p+1-2X0)| 11 0
1—2X (20— )| | 2(1—X) 0 0 o
i oo S /1 0 -1
1—2x 20— X)) | 2(1=Ay) 1o 1
1—p 4(p — A2) —2(p — A2) —2(p — A2)
2= A2 (1= 20) | L0, — yy) p—1 p—112(1— )

45



	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Elementos da urna de Pólya
	Urnas de Pólya com duas cores
	Definições e propriedades para urnas com duas ou mais cores
	Teoria espectral para matriz de intensidade
	Valor esperado e variância da composição da urna

	Convergências e matriz de intensidade
	Resultados de convergência
	Modelo de difusão de opiniões opostas

	Passeio aleatório
	Passeio aleatório unidimensional
	Passeio aleatório multidimensional

	Ferramentas: teoria espectral
	Caso particular

