QUEZIA CRISTIANE DE OLIVEIRA MAIA CARVALHO

Atratores para sistemas dinimicos e suas relacoes

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2022



QUEZIA CRISTIANE DE OLIVEIRA MAIA CARVALHO

Atratores para sistemas dinamicos e suas relacoes

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduagdo em
Matematica da Universidade Federal de Uberlandia, como
parte dos requisitos para obten¢do do titulo de MESTRE
EM MATEMATICA.

Area de Concentracao: Matemdtica.
Linha de Pesquisa: Sistemas dinamicos.

Orientador: Prof. Dr. Rodolfo Collegari.

UBERLANDIA - MG
2022

il



Dados Internacionais de Catalogagio na Publicagao (CIP)
Sistema de Bibliotecas da UFU, MG, Brasil.

C331a
2022

Carvalho, Quézia Cristiane de Oliveira Maia, 1997-
Atratores para sistemas dindmicos e suas relagdes [recurso
eletronico] / Quézia Cristiane de Oliveira Maia Carvalho. - 2022.

Orientador: Rodolfo Collegari.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia.
Programa de Pos-Graduagdo em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

Disponivel em: http://doi.org/10.14393/ufu.di.2022.5347

Inclui bibliografia.

Inclui ilustracoes.

1. Matematica. [. Collegari, Rodolfo, 1987-, (Orient.). II.

Universidade Federal de Uberldndia. Programa de Pos-Graduacdo em
Matematica. III. Titulo.

CDU: 51

Gloria Aparecida
Bibliotecaria - CRB-6/2047



UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
% FACULDADE DE MATEMATICA
} PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
Av. Joao Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 152
Campus Santa Monica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNO: Quézia Cristiane de Oliveira Maia Carvalho.

NUMERO DE MATRICULA: 12012MAT009.

AREA DE CONCENTRACAO: Matematica.

LINHA DE PESQUISA: Sistemas dinamicos.

POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTACAO: Atratores para sistemas dindmicos e suas relagdes.
ORIENTADOR Prof. Dr. Rodolfo Collegari.

Esta dissertacdo foi aprovada, em reunido publica realizada na Sala Multiuso da Faculdade de

Matematica, Bloco 1F, Campus Santa Monica, em 29 de agosto de 2022, as 10h0Omin, pela seguinte
Banca Examinadora:

NOME ASSINATURA

Prof. Dr. Rodolfo Collegari

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Dra. Jaqueline da Costa Ferreira

UFES - Universidade Federal do Espirito Santo

Prof. Dr. Rafael Antonio Rossato

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia-MG, 29 de agosto de 2022.

v



UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

Coordenacao do Programa de Pds-Graduacdao em Matematica
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 160 - Bairro Santa Ménica, Uberlandia-MG, CEP 38400-902
Telefone: (34) 3239-4209/4154 - www.posgrad.famat.ufu.br - pgmat@famat.ufu.br

4

ATA DE DEFESA - POS-GRADUACAO

Programa de
Pés-Graduagdo | Matematica
em:

Defesa de: Disserta¢do de Mestrado Académico, 104, sigla do PPGMAT

H
Data: 29 de agosto de 2022 Hora de inicio: 10:00 ora de 11:20
encerramento:

Matricula do

. 12012MAT009
Discente:

Nome do

. Quézia Cristiane de Oliveira Maia Carvalho
Discente:

Titulo do

Atratores para sistemas dindmicos e suas relagdes
Trabalho:

Area de

- Matematica
concentracgdo:

Linha de

pesquisa: Andlise Funcional e EquacgGes Diferenciais

Projeto de
Pesquisa de
vinculacdo:

Reuniu-se na Sala 1F-119 (Sala Multiuso da Faculdade de Matematica), Campus Santa Monica, da
Universidade Federal de Uberlandia, a Banca Examinadora, designada pelo Colegiado do Programa de
Pds-graduacdao em Matematica, assim composta: Professores Doutores: Jaqueline da Costa Ferreira -
UFES; Rafael Antonio Rossato - FAMAT/UFU e Rodolfo Collegari - FAMAT/UFU, orientador da candidata.

Iniciando os trabalhos o presidente da mesa, Dr. Rodolfo Collegari, apresentou a Comissdo Examinadora e
a candidata, agradeceu a presenca do publico, e concedeu a Discente a palavra para a exposi¢cdo do seu
trabalho. A duracdo da apresentacdo da Discente e o tempo de arguicdo e resposta foram conforme as
normas do Programa.

A seguir o senhor presidente concedeu a palavra, pela ordem sucessivamente, aos(as) examinadores(as),
que passaram a arguir a candidata. Ultimada a arguicdo, que se desenvolveu dentro dos termos
regimentais, a Banca, em sessao secreta, atribuiu o resultado final, considerando a candidata:

Aprovada.

Esta defesa faz parte dos requisitos necessarios a obtencdo do titulo de Mestre.

O competente diploma sera expedido apds cumprimento dos demais requisitos, conforme as normas do
Programa, a legislacdo pertinente e a regulamentacdo interna da UFU.

Nada mais havendo a tratar foram encerrados os trabalhos. Foi lavrada a presente ata que apds lida e
achada conforme foi assinada pela Banca Examinadora.

Documento assinado eletronicamente por Jaqueline da Costa Ferreira, Usuario Externo, em



I B 29/08/2022, as 11:26, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do
JE' d Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

a5s II"HII ura
eletrénica

—
e" Documento assinado eletronicamente por Rodolfo Collegari, Professor(a) do Magistério Superior,
5 tly em 29/08/2022, as 11:28, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do

assinatura

i eletrénica Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

-
e|| Documento assinado eletronicamente por Rafael Antonio Rossato, Professor(a) do Magistério
- d Superior, em 29/08/2022, as 11:30, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62,

assinatura

i eletrénica § 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

~ A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
J-- 'E https://www.sei.ufu.br/sei/controlador_externo.php?
i acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o cédigo verificador 3850646 e

: 0 cddigo CRC FCO3B4B1.

Referéncia: Processo n? 23117.060649/2022-91 SEl n2 3850646



Dedicatoria

A minha familia, amigos e em especial ao meu esposo, pelo incentivo e suporte em todos 0s momentos.

vii



Agradecimentos

Agradeco imensamente a Universidade Federal de Uberlandia e a rede de ensino do Programa de Pds-
graduagdo em Matemadtica - UFU que muito me amparou e me permitiu passar por essa maravilhosa
experiéncia a qual me fez alcancar mais uma etapa de um grande sonho que me levara para minha
jornada final: me tornar uma doutora em Matemadtica. Apesar das dificuldades, desafios e altos e baixos
ao longo desse processo, aprendi que a perseveranga € a maior virtude que me fez chegar onde estou
hoje. Perseverancga essa que adquiri por meio daqueles que estiveram ao meu lado, como os professores,
o coordenador e principalmente meu orientador que dispds todo seu tempo, dedicacido e nao mediu
esforcos para me oferecer as melhores ferramentas para meu aprendizado e desenvolvimento deste
trabalho. Meu agradecimento especial aos professores Jaqueline da Costa Ferreira (UFES) e Rafael
Antonio Rossato (UFU) por aceitarem fazer parte da banca avaliadora dessa dissertacdo. Acima de
tudo agradeco a Deus por me suprir, me sustentar até aqui e ainda por me mostrar que seus sonhos sao

muito maiores e melhores que os meus.

viii



CARVALHO, Q.C. Sistemas dindmicos. 2022. xi + 48 p. Dissertacdo de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O presente trabalho versa sobre a teoria dos sistemas dindmicos, abordando o caso auténomo (semi-
grupo) e o caso ndo autbnomo (processo de evolugdo), com um estudo detalhado sobre seus atratores.
Apresentamos resultados que garantem a existéncia de atrator para 0s semigrupos € para os sistemas
dindmicos nao autdonomos. Neste segundo caso, estudamos os processos de evolugdo e os cociclos,
através das dindmicas pullbak e forwards. Além disso, vemos alguns resultados relacionando os

diversos tipos de atratores.

Palavras-chave: sistemas dinamicos, equacdes diferenciais, atratores.
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CARVALHO, Q.C. Dynamical systems. 2021. xi + 48 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The present work deals with the theory of dynamical systems, approaching the autonomous case
(semigroup) and the non-autonomous case (evolution process), with a detailed study of its attractors.
We present results that guarantee the existence of the attractor for the semigroups and for the non-
autonomous dynamics systems. In this second case, we study the evolution processes and the cocycles,
through pullbak and forward dynamics. In addition, we present some results relating the different
types of attractors.

Keywords: dynamical systems, differential equations, attractors.
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Introducao

Um sistema dindmico € uma familia de operadores {S(z,s): t > s}, definidos em um espago
métrico X e tomando valores nele mesmo, de modo que se o valor de uma determinada varidvel no
instante s € x, seu valor em um instante futuro 7 serd S(z, s)x. Sendo assim, conhecer o sistema dindmico

nos possibilita saber os valores de cada varidvel x em X no futuro, conhecendo-as no presente.

A familia de operadores {S(¢,s): t > s} mencionada acima deve cumprir as seguintes condi¢des

de compatibilidade para ser de fato um sistema dinamico:

1. S(z,¢) =1, paratodo t, onde I € a identidade em X e

2. S(t,7)S(t,5)x = S(t,s)x, sempre que t > T >sex € X.

Se t e s sdo tomados em Z, {S(t,s): t > s} é um sistema dindmico discreto e se t e s sdo tomados
em R, {S(z,5): t > s} é um sistema dindmico continuo. Além disso, algumas vezes um sistema

dindmico também deve cumprir a propriedade de continuidade:
3. A aplicagio {(¢,5,x) €ER*>x X: t > s} 3 (¢,5,x) = S(t,5)x € X é continua.

No geral, definimos dois tipos de sistemas dindmicos continuos: os sistemas dindmicos autono-
mos, usualmente chamados de semigrupos e os sistemas dinAmicos nao autdnomos, denominados

processos de evolucao.

Os semigrupos sdo os sistemas que satisfazem
S(t,s) = S(t —s,0) paraquaisquer ¢ >s.
Neste caso, se definirmos 7'(¢) = S(¢,0) para cada r > 0 temos:

1. T(0) =1, onde I é a identidade em X;
2. T(t)T(s) =T(t+s) para todos t,s > 0;
3. A aplicag@o [0,00) x X > (t,x) — T(t)x € X € continua.
E assim, a familia {7'(¢): + > 0} com as propriedades anteriores é chamada de semigrupo

(continuo). Além disso, pode se notar que a partir do semigrupo continuo {7'(¢): t > 0}, a familia
{S(t,s): t > s} dada por S(t,s) = T (t — s) para todos t > s, define um sistema dindmico auténomo.



Vale ressaltar que em um sistema dinamico autdénomo, a evolucado do estado x ocupado em um
instante s para o estado S(f + s,5)x ocupado em um instante ¢ + s ndo depende de s, mas depende

apenas de 7.

Os sistemas dinamicos sdo comumente associados as equagdes diferenciais, podendo ser elas
ordindrias, parciais, funcionais ou de forma geral qualquer equacao diferencial cuja solucdo satisfaca
as condi¢des que geram um sistema dindmico. Assim, para que possamos trabalhar com modelos mais
amplos, tomaremos o conjunto X como um espaco métrico ou, quando possivel, um espaco de Banach,

que pode ou nio ter dimensao infinita.

Sado exemplos de um sistema dindmico: os movimentos de um péndulo, um veiculo, um satélite,
o de crescimento de uma populagdo de microorganismos, a variagao do preco de um produto, entre
outros. E as dreas de aplicacdo sdo industrias de vdrias naturezas, medicina (por exemplo, para estudar

o comportamento de uma certa epidemia), bioengenharia, economia, etc.

De modo a facilitar nossa compreensdo, suponhamos que, em cada instante de tempo s =
0,1,2,..., os “dados mais importantes” do nosso objeto de estudos sdo escritos na forma de um vetor
x(s). Se estes valores, no instante s + 1 sdo dados como uma fung@o dos valores no instante s, entiao
0 que estudamos € um sistema. Logo, um sistema dindmico € tudo o que pode ser descrito por uma
equagdo da forma

x(s+1) = f(x(s),u(s),s,...) s=0,1,2,...

onde s representa o “tempo (instante)”, x o estado e u a entrada.

Apresentando uma situacdo para exemplificar, digamos que um motor elétrico, como o esque-
matizado abaixo, tenha uma certa tensdo aplicada v, que passe por ele uma corrente elétrica i e que a
velocidade angular do eixo € w. A partir dessas informagdes, podemos descrever o comportamento
desse motor fazendo x = (i,w) e u = v, sendo x um vetor. Assim, obtemos uma equacgio da forma

x(s+1) = f(x(s),v(s),s,...) que serd nosso sistema dindmico.

K, Ly
G* AMANA—TIT

8

¢ = constante

Quezia Cristiane de Oliveira Maia Carvalho

Uberlandia-MG, 29 de agosto de 2022.



Capitulo 1

Atratores para semigrupos

Para dar inicio ao nosso estudo de semigrupos assim como a busca por condi¢des que garantam
a existéncia de seu atrator global, antes de mais nada definiremos de forma geral um sistema dindmico

com suas propriedades, além de introduzirmos um exemplo para maior dominio do assunto.

Cabe ressaltar que o atrator global € um objeto que capta o comportamento assintético de
sistemas autonomos, isto €, desejamos observar o limite do comportamento de tais sistemas a medida

que o tempo ¢ cresce.

Definicdo 1.1: Sejam X um espaco métrico e C(X) o conjunto das fungdes continuas de X em X.

Um sistema dindmico em X é uma familia {S(z,s): t > s} C C(X) satisfazendo:

1. S(t,¢)x = x para todo ¢ € R e para todo x € X;
2. S(t,0)08(0,s) =S(t,s) paratodot > o > s;
3. A aplicagio {(¢,5,x) €ER®>x X: t > s} > (¢,5,x) = S(t,5)x € X é continua.

Exemplo 1.2: Considere o problema de valor inicial

{x:f(t,x), t>s (L.D)

x(s) =x; € R”

z

onde f: R"*! — R" ¢ uma fungio continua e localmente Lipschitz continua na segunda variavel.

Segundo essas condic¢des e a teoria de equacdes diferenciais ordindrias, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3: Para cada x; € R" e s € R, existem T > s e uma funcdo diferencidvel continua
E: [5,7) = R tal que E(s) = xy e E(1) = f(t,E(t)) para todo t € (s,7T). Esta fungdo é chamada de

solugdo do problema de valor inicial (1.1). Além disso, valem as seguintes propriedades:

(1) (Unicidade da solugdo) Se existem G ,s com G > s e uma fungdo diferencidvel continuan: [s,0) —
R" tais que N(s) = x5 e N(t) = f(t,n(t)) para todo t € (s,0), entdo &(t) = n(t) para todo
t € [s,min{o,T});



(2) (Solugdo maximal) Existem t(s,xs) > s e uma solugdo x(-,s,xs): [s, T x,) — R" de (1.1) tais que

ou T(s,X5) =0 ou T(s,x5) < oo e

limsup ||x(,s,x5)|| = oo,
1—T(s,Xs)

e esta solucdo serd chamada de solu¢ao maximal de (1.1);
(3) (Continuidade da solugdo) Definindo E = {(t,s,x) € R"2: s <t < t(s,x)}, a aplicagdo
E > (t,8,x5) — x(t,5,x5) € R"

¢é continua.

Voltando ao Exemplo 1.2, supondo que exista uma constante M > 0 tal que
flt,x)-x<0 paratodos |lx||>M e teR

esex(:) =x(-,8,x5): [5,7(s,x5)) — R" é a solugdo maximal de de (1.1), temos:

d
SO =2£(,x(0)) - x(2).

Logo, pelo Teorema 1.3, T(s,x5) = 4oo para quaisquer s € R e x; € R". Assim, podemos definir
S(t,s): R* - R", t > s por
S(t,8)xs = x(t,5,x5), x,5€R"

Portanto, a inica condi¢do que precisamos analisar para concluir que {S(¢,s): ¢ > s} é um sistema
dinamico, sendo X = R", € a condi¢do (2) da Defini¢do 1.1. A verificagdo dessa tal condi¢do segue
da unicidade da solugdo de (1.1) dada no Teorema 1.3, tendo em vista que & (z) = x(z,0,x(0,s,x;5)) €
n(t) = x(t,s,xs) sdo duas solucdes de

{x=f@@7

x(o) =x(0o,s,x5) € R".

Quando f(z,x) = g(x) para todo x € R", isto é, quando f ndo depende de ¢, entdo [0,00) >t
x(t+7,7,x0) e [0,00) 51— x(¢,0,x9) sdo ambas solugdes de

x=g(x) x>0,
x(0) =xp € R",

e nesta situac@o, a familia {7'(¢): r > 0} definida por T (¢)xo = x(¢,0,xp) para cada r > 0 forma um

semigrupo continuo de operadores em X = R".

Observacao 1.4: Quando f é uma fun¢do que depende de ¢ e ndo s6 de x ndo podemos garantir que
a familia {T'(¢): r € T"} definida pela solugdo forma um semigrupo continuo de operadores em R”.



Ap6s a colocacio desse exemplo, podemos entdo partir para o objetivo principal dessa secdo que

€ apresentar 0s semigrupos e as caracteristicas que os tornam capaz de possuir um atrator global.

1.1 Semigrupos

Sejam X um espaco métrico (que pode ser chamado de espaco de fase do semigrupo) munido
da métricad: X x X — [0,00), C(X) o conjunto das transformag¢des continuas de X em X e usando
T para denotar o conjunto dos nimeros inteiros ou dos nimeros reais (T = Z ou T = R), teremos
os subconjuntos T ={t € T: t >0}, T~ ={t€T: ¢t <0}, T, =¢t+T e T, =¢+T", podemos
definir:

Defini¢sio 1.5: Um semigrupo é uma familia {7'(z): r € T™} C C(X) que satisfaz:

1. T(0) =1, onde I ¢ a identidade em X,

2. T(t+s)=T(t)T(s) para quaisquer 7,5 € TT,
Diremos que um semigrupo {7'(z): r € T} é fortemente continuo se

3. A aplicagdo T X X > (¢,x) — T (t)x € X é continua.

Observacao 1.6: Quando T = Z, todo semigrupo é um semigrupo fortemente continuo, pois a
terceira condi¢c@o na defini¢ao anterior € automaticamente satisfeita na topologia discreta. Além disso,
como T (n) =T (1)", se escrevermos T = T (1), o semigrupo {T'(¢): ¢ € Z*} pode ser escrito na forma
{T": n € Z"} e sera visto como a familia de operadores {7T": n € N} C C(X).

Ao longo desse trabalho iremos considerar apenas os semigrupos fortemente continuos, os quais

diremos simplesmente semigrupos.

Vejamos um exemplo de sistema dindmico autdbnomo gerado por um sistema de equagdes

lineares.

Exemplo 1.7 (ZILL 2011 [26], [27], adaptado): Dois tanques A e B estdo preenchidos com 100
galdes de salmoura cada um. Inicialmente, 100 libras (Ib) de sal s@o dissolvidas na solu¢do do tanque
A e 50 libras (Ib) de sal dissolvidas na solu¢ao do tanque B. Entdo o sistema é fechado e, depois de

bem misturado, o liquido é bombeado somente entre os tanques, como mostra a Figura 1.1 abaixo.

A partir do problema dado, vamos construir um modelo matematico que nos permita estimar
a quantidade de libras de sal x(¢) e y() no instante t presente nos tanques A e B, respectivamente,
levando em consideracdo que para determinar as concentragdes das substincias presentes no processo,
teremos que construir um sistema dindmico (autdbnomo nesse caso, pois veremos que as equagdes

envolvidas ndo dependem de ¢).

Para criar nosso modelo matematico, igualaremos a taxa de entrada da substancia em cada etapa

do processo com a faxa liquida de saida da substancia, quando esta € transferida. Assim, as equacgdes



mixture

2 gal / min

100 gal 100 gal
mixture
2 gal / min

Fonte: Zill (2011, p. 115).
Figura 1.1: Tanque Misturador Bifésico

que irdo compor nosso sistema serdao da seguinte forma:

dx;

7 = taxa de entrada - taxa de saida (1.2)

onde x; sdo as varidveis do sistema com i = {1,2}.

Dessa maneira, analisando o tanque A, teremos:

d

d—); = (2gal /min) - (lymlb/gal) — (2gal /min) - (1g—olb/gal)
dx 2y 2x
=== _ = 1.
dt 100 100’ (13)

x(r)

onde a concentrag@o de sal no tanque A € 755 1b/gal € percebemos que o cano inferior transfere a

mistura do tanque A para o B a uma taxa de 1% Ib/min e o cano superior transfere de B para A a uma
2y .

taxa de 755 Ib/min.

Analisando o tanque B, temos:

d

d—f = (2gal /min) - (&lb/gal) — (2gal /min) - (ﬁlb/gal)
dy 2x 2y
A S 1.4
dt 100 100’ (14

onde o tanque B possui uma concentragao de sal de ﬁ Ib/gal, transfere a mistura de B para A a uma
taxa de 1% Ib/min pelo cano superior e recebe a mistura do tanque A a uma taxa de 1% Ib/min pelo

cano inferior.
Sendo assim, a partir da equagdes (1.3) e (1.4), temos o seguinte sistema:
de _ 2y 2x
dt — 100 100

dy _ 2x _ 2y
dr — 100 — 100



que resulta em

dx —i'i‘i

dt 50 50 (1 5)
dy _ x _ ’
dt — 50 50

Chegamos a um sistema de equagOes diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem cuja
solucdo gera um sistema dindmico continuo, uma vez que as funcdes sdo ambas continuas. Essa
solug@o que buscamos representard o modelo matematico que descreve a quantidade de sal nos tanques

A e B no instante t, como queriamos.

Para encontrar tal solucdo podemos aplicar o método dos autovalores e autovetores para sistemas
lineares de EDOs. Para isso, devemos encontrar os autovalores A e os autovetores C que satisfazem a

equagdo (C—AI)V =0, onde V é a matriz composta pelos coeficientes do sistema (1.5).

Como somos muito bem familiarizados com o método usado para encontrar as solugdes desse

tipo de EDO, omitiremos essa parte, assumindo que A; =0, A, = —% e seus autovetores associados

sao V| = eV, = e respectivamente.

Temos entdo as seguintes informagdes:

X -1 1

vV — e C=| 50 30
1 —1

Yy 50 50

e ainda do sistema 1.5, temos:
V=CV = V=¢

Portanto, temos a seguinte solucio geral:

X(t) =c Ll +c e 25!

que equivale a

1 —1
X(t)=c | +c | e 00H

Logo, se consideramos o problema de valor inicial

dx _ 2y _ 2x
dr — 100 100
dy 2x 2y
dr — 100 100

—~
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~~
=)
—
~
~~
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S
e
<
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~—
S
<
=)
m
=)
S

a solucao do PVI é dada por




e a familia 7: X — X dada por

x+y—[y—x]e 0% x4y [y—x]e 0¥
)y = (CREE R b

define um semigrupo em X = RT x R,

Apresentamos a seguir algumas defini¢des importantes.

Definicio 1.8: Sejam {7'(¢): r € T*} um semigrupo e B C X um subconjunto de X. Definimos:

1. Paracadar € T, aimagem de B sob T (¢) é dada por

T(t)B={T(t)x: x € B}.

2. A orbita positiva de B é

v (B)=|J T(1)B.

teT+

3. Parat,t’ € TT comt < t, a 6rbita parcial de B entre ¢ e ' é

YimB) = U T()B.

t<s<t!
4. Paracadar € TT, a 6rbita de B comecando em ¢ (ou 6rbita de T (r)B) serd

¥ (B)=|J T(s+0)B= ] T(s)B.

seT+ s€T}H

O conjunto ®-limite, definido logo abaixo, serd um objeto fundamental para o estudo do
comportamento assintotico de um semigrupo, pois este é o conjunto das interse¢des das orbitas de B

comecgando em 7, ou seja, onde a orbita de B se acumula.

Definicao 1.9: Para B C X, o conjunto @-limite de B ¢ definido por

oB)= () % (B).

teT+

Defini¢ao 1.10: Dizemos que uma fungdo &: T — X é uma solucdo global para o semigrupo
{T(t): 1 € T} se vale que

E(t+45) =T(t)E(s), para quaisquert € TT e s € T.
Defini¢éio 1.11: Uma solucdo para tras de {7(r): t € T} é uma fungio &: T~ — X que satisfaz

t+s)=T(t)E(s), paraquaisquer s T et € T, comt+s€ T .
St +s) para quaisq



Observacao 1.12: Sobre as defini¢des acima, podemos ressaltar:

1. Se & é uma solugdo para trds (global) de {T(¢): t € Tt} e £(0) = x, diremos que £ é uma
solucgdo para trds (global) que passa pelo ponto x ou simplesmente uma soluga@o para tras (global)

por x.

2. Uma solugdo global constante serd chamada de solucdo estaciondria de {T'(t): 1 € T} e 0 seu
valor serd chamado de ponto de equilibrio, ponto fixo ou ponto estacionario do semigrupo.

3. Como T'(¢) ndo é necessariamente injetora para cada r € T™, se existir uma solugdo para trds (ou

global) por x, ela pode nio ser Unica.

Exemplo 1.13:  Considere o semigrupo {T(¢): t € T*}. Se T* =Ne T = T(1), entdo a solugio por
x passa a ser a solu¢c@o do problema discreto de valor inicial

X1 =Txp,n €N,
Xo0 = X.

A proposicao a seguir nos da algumas propriedades das solug¢des para tras e global.
Proposicao 1.14:  Tomando &: T — X e x € X, sdo vdlidas as seguintes afirmacdes:

1. Se & é uma solugdo para tras de {T(t): t € Tt} porxe

n() :{ E(t),teT,

T(t)x,t €T,
entdo 1 é uma solugdo global de {T (t): t € T} por x.
2. Se & é uma solugdo global de {T (t): t € T} por x, entdo

E(t) =T(t)x, paratodot € TT.

3. Se & é uma solucdo para trds de {T(t): t € T} por x e T(t) é injetora para cadat € T, entdo &
é unica, ou seja, se 1 é outra solu¢do para trds de {T(t): t € T*} por x, entdo n(t) = &(t) para
todot € T™.

Apresentamos uma caracterizacao do conjunto @-limite e que nos auxiliard amplamente nas

demonstracdes dos resultados virdo a seguir.
Teorema 1.15:  Se B C X, entdo o conjunto ®(B) é fechado e pode ser caracterizado por

o(B)={yeX: Htutnen C T e {x,}nen C B tais que t, ~——s o0 e y = li_r>n T (ty)Xn}-
n—oo

Demonstragdo. Sejam {T(t): t € T™} um semigrupo e B C X. Sejay € @(B), entdoy € e+ %' (B).

Logo, y € %" (B), paratodo t € T™, ou seja, para cada n € N existe uma sequéncia {y} }ren C ¥ (B) tal
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que y; ko, y. Agora, como y} € ¥ (B) para todo n,k € N, existem {x} }, ey C B e {¢] }pren C TT
tais que
Yi =T(n+qp)x;.

Assim, se n € Ne € > 0, existe k(n,€) € N tal que
k> k(n,e) = d(yg,y) = d(T (n+qi)x;,y) <€.

ex,=x"

K(m 1y logo

Definimos entdo t, = n+ qz (n1)

1 oo
d(T (tn)n,y) <~ ===0.
Portanto y = limy,—yeo T (2, X, 1 1 e x, €B para todo n € N,

Por outro lado, tomemos y € X e sequéncias {t, },eny C T € {x, }nen C B, tais que £, ———» oo
e y = lim, . T (t;)x,. Logo, fixando T € T* temos {T (t,)x,},,>r C ¥i (B) e y € ¥ (B). Portanto
y € ®o(B), como queriamos.

]

Como desejamos estudar o comportamento assintético dos semigrupos, introduziremos o conceito
de semidistancia de Hausdorff que usaremos para “medir” a proximidade entre objetos relacionados a

dindmica do sistema, como a atra¢@o, absor¢@o e invariancia sob a a¢do de um semigrupo {7'(¢): t €
T*}.

Definicao 1.16: Dados A e B subconjuntos ndo vazios de X, a semidistancia de Hausdorff de A até
B € o niimero real ndo negativo distz (A, B) assim obtido:

disty (A,B) = supinf d(x,y).
xEAYE

Observacdo 1.17: Quando A = {a} é um conjunto unitdrio, simplificaremos a notagio escrevendo
d(a,B) ao invés de disty ({a},B), uma vez que d(a,B) se reduz a distncia usual de um ponto a um
conjunto, isto &,
d(a,B) = infd(a,b).
beB

Além disso, a semidistancia de Hausdorff ndo é comutativa, isto é, disty (A, B) # disty (B,A) em geral.
Por exemplo, se A = [0,2] e B = [1,4] entdo disty (A,B) = 1 e disty(B,A) = 2.

Naio ¢é via de regra que se a semidistincia de Hausdorff distz(A,B) = 0 entdo AN B # 0. Por
exemplo, se A =QN(0,1)e B=(R\Q)N(0,1) entdo disty(A,B) =0 mas ANB =0.

Proposiciao 1.18: Sejam A e B dois subconjuntos ndo-vazios de X, entdo disty(A,B) =0 se, e

somente se, A C B.

Demonstracdo. Suponha que disty (A, B) = 0. Entdo, tomando a € A arbitrdrio, temos d(a,B) = 0.

10



Assim, da defini¢do de infimo, para cada n € N existe um ponto a, € B tal que d(a,a,) < rl; Logo
apn =3 a e, portanto a € B. Logo, A C B, e assim, A C B.

Agora, suponha que A C B. Pela definicdo, é suficiente provar que d(x,B) = 0, para todo x € A.
Logo, se x € A entdo

0=d(x,A) =d(x,A) >d(x,B) = d(x,B),

0 que conclui a demonstragao. [

Uma vez definida a semidistancia de Hausdorff podemos dar sentido aos conceitos de atragdo e

absor¢ao.

Defini¢do 1.19: Sejam {T(¢): t € T*} um semigrupo em X e A,B C X. Diremos que A atrai B sob
aaciode {T(r): 1 €T} se
lim disty (7' (¢)B,A) = 0.

o0

Além disso, se existe 7y € T tal que T (t)B C A para todo t > 1y entdo diremos que A absorve B sob a
agdode {T(t): t €T},

Definicdo 1.20: Dados C C X e r > 0, definimos a r-vizinhanga de C, denotada por &,(C), como a
unido de todas as bolas abertas centradas em pontos de C e raio r, isto &,

0,(C)=JB(a;r) ={x € X: d(x,C) <r}.

aeC

Observagio 1.21: Se A absorve B sob a agdo de {T(r): t € T"}, entdo A atrai B sob a agdo de

{T(t): t € TT}, porém a reciproca néo é verdadeira. De fato, tomando o semigrupo 7T (t)xo = xpe '

em R, A= {0} e B=[—1,1], é facil ver que A atrai B. Porém, fixando xp = 1, é fécil ver que ndo

existe € T tal que T (¢)xg = e~" = 0. Portanto A ndo absorve B.

Por outro lado, a partir da defini¢do de r—vizinhanca, podemos deduzir que um subconjunto B é

atraido por um subconjunto A se, e somente se, para todo r > 0 existe T = 7(r,B) > 0 de modo que
T(t)BC O,(A), Vt > 1, (1.6)
isto €, 0,(A) absorve B sob a agdo de {T(¢): t € T*}.
Definicao 1.22: Diremos que A C X é
(i) positivamente invariante por {T(r): 1 € Tt} se T(t)A C A paratodot € TT;
(i) negativamente invariante por {7 (t): t € T} se T(t)A D A paratodot € T™;

(iii) invariante por {T(r): t € T*} se T(t)A = A para todo t € TT, isto &, se A € positivamente €
negativamente invariante por {7 (z): t € T*}.

Lema 1.23:  Um conjunto A é invariante sob {T(t): t € T"} se, e somente se, consiste em uma

colegdo de orbitas globais.
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Demonstragcdo. Se A é uma cole¢do de 6rbitas globais, entdo para qualquer ug € A existe uma solu¢ao
global u: R — X com u(0) = ug. Assim, T(t)up = u(t) € A para qualquer ¢ > 0 (o que mostra que
T(t)ACA)euy=T(t)u(—t) comu(—t) € A (que mostra que A C T'(r)A). Segue que T (t)A = A para
todo t > 0, ou seja, que A € invariante.

Por outro lado, se A € invariante e up € A, podemos encontrar uma solugdo global u: R — X tal
que u(0) = up e u(t) € A paratodo t € R. De fato, parat > 0, nds definimos u(t) = T (t)up, que esta
em A, jd que A é invariante. Para construir u(z) para ¢t < 0, usamos o processo de inducdo finita: como
T(1) A=A, existe u_; € Atal que T(1)u_; = u. Sejau(t) =T (t+ 1)u_; para —1 <t < 0. Agora,
existeum u_p € A tal que T'(1)u_p = u_1, e fazemos u(t) = T (t +2)u_, para —2 <t < —1, seguindo

dessa maneira encontraremos solugo global esperada u(-). 0

Defini¢do 1.24: Sejam x* € X e {T'(¢): t € T*} um semigrupo em X. Se T(¢)x* = x*, para todo
t € T entdo diremos que x* € um ponto de equilibrio de {T(¢): r € T*}.

Observacao 1.25: Podemos destacar os seguintes fatos sobre a definicdo de invariancia:

1. Se x* é um ponto de equilibrio de {T'(z): r € T"} entdo € claro que A = {x*} é um conjunto
invariante por {T(¢): t € T*}.

2. ParaBC X er € TT, a 6rbita de B comegando em ¢ € positivamente invariante por {T(f): t €
T*}.

3. Se & é uma solugdo global de {T'(¢): t € T*} e B={&(t): t € T}, entdo B é invariante por T.

4. Se & é uma solugdo para tras de {T(t): t e TT} e C={&(¢): t € T™ }, entdo C é negativamente
invariante por {7 (¢): t € T*}.

1.2 Resultados de existéncia de atratores

Com os resultados vistos até aqui, ja temos condicdes de inserir a no¢ao de um atrator global e
partir para o objetivo principal dessa secdo que € desenvolver condi¢des suficientes que nos garantam a

existéncia desses atratores.

Defini¢do 1.26: Um conjunto ./ C X é chamado de atrator global de {T(¢): t € T} se </ é
compacto, invariante por {7'(¢): t € T™} e atrai subconjuntos limitados de X sob a a¢do de {T'(¢): t €
T*}.

Proposicao 1.27: O atrator global de um semigrupo, quando existe, é vinico.

Demonstragdo. Sejam /) e o/ atratores globais para o semigrupo {T(¢): t € T™}, entdo como 2% é

compacto, ele € um subconjunto limitado de X. Assim, dado que <7 é um atrator global, temos:

lim distg (T (¢).2t5, 9% ) = 0.

t—o0
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Agora, como %% € invariante pelo semigrupo, entdo T (t).«% = <, paratodo t € T™. Dai,
0= tli_>m disty (T (t).cth, o) = tli_>m disty (94, o)) = disty (o, ).

Logo, segue da Proposicio 1.18 que @4 = a5 C o/ = o}, pois o}, .o/ sdo fechados. De igual modo
podemos mostrar que «7; C o/>. Portanto, temos o7 C 2#5 e o/ C 27, 0 que mostra a igualdade dos

dois conjuntos. [

Teorema 1.28:  Se um semigrupo {T(t): t € T} em X possui atrator global <, entdo < se expressa

como a unido de todos os subconjuntos invariantes limitados de X.

Demonstracdo. Como o/ é limitado e invariante, entdo .o/ estd contido na unido de todos os subcon-
juntos invariantes e limitados de X. Por outro lado, tomando B um subconjunto invariante e limitado
de X, como 7 € o atrator global do semigrupo, <7 atrai B, ou seja, lim, . disty (T (¢)B,<7) = 0.
Porém, T (t)B = B para todo ¢t € T, logo disty (B, <) = 0 o que implica, pela Proposic¢do (1.18),
B C B C o/ =4, pois &/ é fechado. Portanto, </ se expressa como a unido dos subconjuntos

invariantes limitados de X. O]

Como consequéncia desta proposicao, temos o seguinte coroldrio que nos mostra uma caracteri-

zacdo dos atratores em termos de solugdes do sistema.

Corolario 1.29:  Se um semigrupo {T(t): t € T™} em X possui atrator global <7, entdo </ é a unido

de todas as orbitas globais limitadas do semigrupo.

Observacao 1.30:  Um resultado muito importante em espacos métricos que serd usado na demonstra-
¢do do Lema a seguir nos diz que se toda sequéncia que “‘converge para um conjunto compacto’” possui
uma subsequéncia que converge para algum elemento desse conjunto compacto. Mais precisamente,
se K C X é compacto e {x, },en é uma sequéncia em X com d(x,, K) = 0, entdo {x, }nery tem uma

subsequéncia convergente com limite em K.

Lema 1.31: Sejam {T(t): t € T} um semigrupo em X e B C X. Entdo ®(B) é positivamente
invariante por {T (t): t € TT}. Além disso, se ®@(B) é compacto e atrai B sob a acdo de {T(t): t € T"},
entdo ®(B) é invariante.

Demonstragdo. Se @(B) = 0 ndo hd o que provar. Suponhamos entdo ®(B) # 0 e fixemos t € T™.
Do Teorema 1.15, se y € @(B), existem sequéncias {t,} C T e {x,} C B tais que T (t,)x, — y.
Como T'(t) é continua, segue que T (¢t +1,)x, = T(t)T (ty)x, — T(t)y e entdo T(t)y € ®w(B). Assim
T(t)o(B) C @(B) e comot € T" é arbitrdrio, @(B) é positivamente invariante por {T(¢): t € T*}.

Nos resta agora provar que se ®(B) é compacto € atrai B sob a a¢do de {T'(¢): t € T"}, entdo
®(B) é negativamente invariante por {T(¢): t € T }:

Tomando x € @(B) fixo, existem sequéncias #, — oo e {x,} C B tais que T (t,)x, —— x. Como
tn — oo, parat € T fixo, existe nyg € N tal que #, > ¢ para todo n > ng. Logo, T(1)T (t, —t)x, =
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T (t,)x, — x quando n — co. Como @(B) é compacto e atrai B temos:

d(T (t, — ) xp, ®(B)) < disty (T (t, —1)B,w(B)) =5 0.

Segue da Proposi¢do 1.30 que {7'(f, —)x, } tem uma subsequéncia convergente (que denotaremos por
{T(t, —t)xn}). Se T (t, —t)x, — y, temos y € @(B) e T (¢)y = x. Isto mostra que @(B) C T (t)®(B), o
que conclui o resultado. 0

Lema 1.32:  Sejam {T(r): t € T*} um semigrupo em X e B C X. Se existe to € T* tal que ¥, (B) é
compacto, entdo W (B) é ndo-vazio e compacto, ®(B) atrai B sob a agdo de {T(t):t € T*} e ®(B) é
invariante por {T(t): t € T*}.

Demonstragdo. Paratodot € TT,t > to,7" (B) é ndo vazio e compacto e como a familia {7 (B): t >

fo} tem a propriedade da intersecdo finita, temos ®(B) =(";>,, % (B) é ndo-vazio e compacto. Vejamos
agora que ®(B) atrai B sobaagdode {T'(¢t):1 € T"}:

Supondo que tal sentenga seja falsa, existirdo & > 0 e sequéncias {x,} C Be {f,} C T", com
t, — oo tais que
d(T (t,)xn, 0(B)) > €&, para todo n € N. (1.7)

Todavia, como ¥, (B) é compacto e {T (t,)x,: n > n;} C ¥, (B) para algum n; € N, existem sub-
sequéncias t,; — oo de {t,},{xy;} de {x,} e y € X tais que T (t,;)x,; — y quando j — co. Assim,
y € ®(B). Mas (1.7) nos dd 0 = d(y,w(B)) > &, contradi¢do! Logo w(B) atrai B sob a acdo de
{T(¢): t € T*}. Por fim, via Lema 1.31, segue a invariancia de ®(B) por {T(t): t € T*} o que

conclui a demonstragao. 0

Proposicdo 1.33:  Dados um semigrupo {T(t): t € Tt} e K um subconjunto compacto de X, se K
é

atrai um conjunto compacto Ky, entdo y* (K, ) é relativamente compacto e O # o(K;) C K.
Demonstragdo. Dado € > 0 existe tp € T tal que

T(t)K, C Oe (K), paratodo t > 1.

Como Up<,<;, T (1)K é compacto, entdo y*(K;) UK € totalmente limitado. Logo, y*(K;)UK é
compacto (pois é completo) e ainda podemos concluir que y*(K;) é relativamente compacto.

Note que, como %" (K ) é compacto e ndo vazio para todo t € T e % (K;) C ¥ (K ) para s < t,

ou seja, a familia {y;" (K}) };cr+ possui a propriedade da intersec@o finita, entdo

oK)= () % (K1) #0.

teT+

Por fim, dados y € 0(K7) € § > 0, existe 1y € T tal que

Y€ ¥,y (K1) C O5(K),
isto é, disty(y,K) < & e como 0 € arbitrério, y € K e segue o resultado. O
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Proposicio 1.34:  Sejam {T(t): t € T*} um semigrupo em X e K C X um compacto que atrai a si
mesmo sob a a¢do de {T(t): t € T*}. Entdo w(K) = (\ep+ T(£)K.

Demonstragdo. Claramente (,cp+ T (1)K C @(K). Por outro lado, usaremos a Proposi¢do 1.33 com
K = K para garantir que @(K) C K e y"(K) é relativamente compacta. Por fim, do Lema 1.32 temos
®(K) ndo vazio, compacto, invariante por {7 (z): t € T} e atrai K sob a a¢do de {T(¢): t € T*}.
Portanto,

o(K)=T(t)o(K) C T(t)K paratodot € T,

]

As principais propriedades do conjunto @(B) necessdrias ao estudo dos atratores globais sempre

se verificam para os semigrupos assintoticamente compactos, nos quais focaremos a partir desse ponto.

Defini¢sio 1.35: Um semigrupo {7'(¢): t € T} em X é dito assintoticamente compacto se dado
B C X nfo vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por {7'(¢): t € T™}, existe um conjunto
compacto J C B que atrai B sob a agio de {T(t): t € T*}.

Lema 1.36:  Sejam {T(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto em X e B C X ndo
vazio para o qual existe to € T tal que %, (B) é limitado. Entdo ®(B) é ndo vazio e compacto, ©(B)
atrai B sob a acdo de {T(t): t € T*} e w(B) é invariante por {T(t): t € T*}.

Demonstragdo. Como T (r) é continua e T(¢)y (B) C ¥ (B), entdo T(t)y, (B) C ¥ (B) para todo
t > 0. Logo, ¥ (B) é ndo vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por {T'(r): t € T*}. Ja
da compacidade assintotica de {T'(r): r € T™}, existe um compacto J C ¥ (B) que atrai W sob a
acdo de {T(r): € TT}, isto é,

t—so0

disty (T (1)y, (B),J) — 0,
entdo 0 # w(B) C J. Como w(B) é fechado e J é compacto, obtemos @(B) compacto.

Para finalizar, vejamos que @(B) atrai B sob a a¢do de {T'(¢): t € T"}, para isso suponhamos
por absurdo que @(B) ndo atrai B, entdo existem & > 0 e sequéncias t, — o e {x,} C B tais que
d(T (tn)xn,w(B)) > & para todo n € N. Além disso, da compacidade de J e da Observagido 1.30,
existem subsequéncias {x,, } de {x,}, t,;, — o e z € J tais que T'(t,;)x,; — z quando j — co. Assim,
7€ o(B) e 0 =d(z,w(B)) > &, contradi¢do! Logo, w(B) atrai B. Portanto, @w(B) é ndo vazio,
compacto e atrai B sob a agdio de {T'(¢): t € T"}. Por dltimo, segue do Lema 1.31 a invariancia de
®(B) por {T(t): t € T"}. O

Defini¢io 1.37:  Um semigrupo {7 (¢): r € T™} é dito eventualmente limitado se para cada limitado
B C X existe tg € T™ tal que ¥ (B) é limitado. Diremos que {T'(r): ¢ € T*} é limitado se y" (B) é
limitado sempre que B for limitado.

De maneira mais simples, o semigrupo serd limitado quando 6rbita positiva de qualquer subcon-
junto limitado de X € um limitado de X e serd eventualmente limitado quando para cada subconjunto
limitado B C X existe rg € T tal que a 6rbita de B comecando em 7 é limitada em X.
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Vale ressaltar que como subconjuntos limitados de X nem sempre sdo relativamente compactos,

o fato de T'(t) € C(X) ndo implica que 7'(¢) leva limitados de X em subconjuntos limitados de X.

Proposicao 1.38:  Seja {T(t): t € T"} um semigrupo em X. Suponhamos que quando {x,} C X é
limitada e {T (t,)x,} é limitada com t, == oo implica que {T (t,)x,} é relativamente compacta. Entéo
{T(t): t € Tt} € assintoticamente compacto. Reciprocamente, se {T(t):t € T} é um semigrupo
assintoticamente compacto e eventualmente limitado, entdo para todas as sequéncias {x,} C X

limitada e t, “—= oo, temos {T (t,)x,} relativamente compacto.

Demonstragdo. Para a primeira parte, seja B C X um conjunto fechado, limitado e ndo vazio tal que
T(t)(B) C B,Vt € T*. Pelas hipéteses, € fcil ver que @(B) C B é ndo vazio, compacto, invariante e
atrai B. Logo, {T(¢): t € Tt} € assintoticamente compacto.

Por outro lado, suponha que {T'(¢): t € T} é um semigrupo assintoticamente compacto e
eventualmente limitado e sejam {x, } uma sequéncia limitadaem X e 7, 7%, oo, Entao, existe fy > 0 tal
que B =" ({x4}) é um conjunto limitado. Assim, como B é positivamente invariante e {7T'(r): t € T*}
¢ assintoticamente compacto, existe um compacto J C X que atrai B. Em particular {7 (z,)x, } converge

para J quando n tende a infinito. Portanto, {7 (#,)x, } é relativamente compacto. [l

Note que se um semigrupo {7'(¢): t € T"} em um espago métrico X possui atrator global <7,
entdo o semigrupo € necessariamente eventualmente limitado. De fato, seja B C X limitado e fazendo
€ = 1 na defini¢do de atragfo teremos (<) é limitado. Além do mais, como vimos em (1.6),
existe T = 7(B) de modo que ¥; (B) C 0)(«/), donde segue que y*(B) é limitado. Em particular, se
&: R — X é uma solugdo global para o semigrupo, entdo o conjunto {&(z): ¢t > v} € limitado, para
todo 7 € R.

Definicao 1.39: Um conjunto B C X limitado que absorve pontos/limitados/compactos de X sob a
acdo de {T(r): t € T™} é chamado de conjunto ponto/limitado/compacto dissipativo.

Definicdo 1.40: Diremos que um semigrupo {7(¢): t € T*} é ponto dissipativo (limitado dis-
sipativo/compacto dissipativo) se existir um conjunto nio-vazio limitado B C X que atrai pontos

(subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X sob a acdo de {T'(¢): t € T"}.

Podemos livremente trocar “atrai” por “absorve” na defini¢ao acima sem mudar o significado
da defini¢do. Isto é, {T'(¢): t € T} é ponto/limitado/compacto dissipativo se, € somente se, existe
B C X ndo-vazio limitado que absorve pontos/limitados/compactos de X sob a agdo de {T(r): r € T*}.
Isso ocorre pois as no¢des de atracdo e absor¢do sao equivalentes no sentido de que um semigrupo é
dissipativo se, € somente se, existe um subconjunto limitado A que atrai cada um dos subconjuntos
limitados de X. Com efeito, da defini¢ao da semidistancia de Hausdorff, se D absorve cada um dos
limitados de X, entdo ele atrai cada um dos subconjuntos limitados de X. Reciprocamente, supondo
que A atrai todos os limitados e fixando um € > 0 qualquer, é imediato de (1.6) que fazendo D = 0¢(A),

vale que D ¢ limitado e satisfaz a defini¢do de dissipatividade, como queriamos.
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1.2.1 Atrator global: caso ponto dissipativo

Nesta subsecdo apresentaremos um resultado de existéncia de atrator global para uma classe
de semigrupos. Mais especificamente, veremos que todo semigrupo assintoticamente compacto,

eventualmente limitado e ponto dissipativo possui atrator global.

Lema 1.41:  Seja {T(t): t € T*} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Se
a orbita positiva y* (K) é limitada sempre que K C X é compacto, entdo {T(t): t € T} é compacto

dissipativo.

Demonstragdo. Como {T(t): t € T"} é ponto dissipativo, existe um conjunto ndo vazio e limitado
By que absorve pontos de X. Seja U = {x € By: Y (x) C By}, como By absorve pontos sob a agio do
semigrupo, entdo U € ndo vazio. Ainda, vé-se claramente que y*(U) = U, U ¢é limitado e absorve
pontos sob a acdo de {T'(¢): r € T™}. No mais, temos T(¢)y+(U) C y*(U) parat € T*. Assim, da
compacidade assintdtica de {T'(¢): ¢t € T*}, existe um conjunto compacto K, com K C yH(U) =U
que atrai U sob a agdo de {T'(t): t € T*}. Logo, K atrai pontos sob a agdo de {T'(t): t € T*}.

Além disso, reiteramos que existe uma vizinhanca V de K tal que % (V) € limitada para algum
t € T*. Supondo que a afirmac@o € falsa, existirdo sequéncias x, € X,x, — y € K e t, — o tais que
{T (t,)x,} ndo é limitada. Consideremos A = {x,: n € N} U{y}. Logo, A é compacto € y*(A) ndo

limitada, o que contradiz a hipdtese.

Agora, sejam V uma vizinhanga de K e ty € T™ tal que )/;(V) ¢ limitada. Como K atrai pontos
sob a agdo de {T'(¢t): t € T™} e T(¢) € continua, para cada x € X, existe uma vizinhanga W, de x e
t, > 0 tal que T (1)W, C %, (V) parat > ty, isto &, ¥ (V) absorve uma vizinhanga de x para cada x € X.
Portanto, segue facilmente que 7 (V') absorve subconjuntos compactos de X e que {T'(r): t € T*} é
compacto dissipativo. O

Teorema 1.42: Seja {T(t): t € T} um semigrupo eventualmente limitado, ponto dissipativo e

assintoticamente compacto. Entdo {T (t): t € TT} tem um atrator global < .

Demonstragdo. Como {T (t): t € T™} € assintoticamente compacto, ponto dissipativo e eventualmente

limitado segue do Lema 1.41 que {T'(¢): t € T"} é compacto dissipativo.

Seja C um conjunto compacto dissipativo para {T(r): r € T} e considere B={x € C: y"(x) C
C}. Assim B absorve subconjuntos compactos de X sob a agdo de {T'(t): t € T}, T(¢t)B C B para
todo r € T*, e como {T(t): t € T*} € assintoticamente compacto, existe um conjunto compacto
K C B que atrai B. Logo, K atrai subconjuntos compactos de X e o conjunto &7 = ®(K) é ndo vazio,

compacto e invariante sob a agdo de {T'(¢): t € T*}.

Ademais, se J C X é compacto entdo @(J) C K e entdo o(J) =T (s)@(J) C T(s)K, para cada
s € TT. Segue da Proposi¢do 1.34 que @(J) C Nyer+ T (s)K = o(K) e consequentemente (K) atrai
J.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {7'(z): € T"} é eventualmente limitado e assintoti-

camente compacto, segue do Lema 1.36 que @(B) é ndo vazio, compacto, invariante por {7'(¢): t € T*}
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e atrai B sob a agdo de {T'(¢): t € TT}. Assim, como ®(B) é compacto e invariante, do pardgrafo
anterior temos @(B) C 7. Portanto, </ atrai B e enfim <7 € o atrator global de {T'(¢): t € T*}. [

A seguir veremos que vale a reciproca do teorema anterior, isto é, todo semigrupo que possui

atrator global € assintoticamente compacto, ponto dissipativo e eventualmente limitado.

Lema 1.43: Seja {T(t): t € T"} um semigrupo limitado dissipativo. Entdo {T(t):t € T} ¢
eventualmente limitado.

Demonstragdo. Como {T(t): t € T*} é limitado dissipativo, dado um conjunto limitado B C X,
existe um subconjunto limitado By que atrai B. Logo, existe 7o > 0 tal que }/,j (B) C O1(By), isto &,
{T(t): t € T} é eventualmente limitado. O

Proposicao 1.44:  Se {T(¢): t € T} possui um atrator global entdo {T (t): t € T"} é eventualmente

limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

Demonstragdo. Para mostrar que {7 (t): t € T} é eventualmente limitado e ponto dissipativo, do
Lema 1.43, mostremos que {7 (t): r € T*} é limitado dissipativo. Sejam &7 atrator global e By =
0)(</). Como & atrai limitados, se B C X é um conjunto limitado, existe #y > 0 tal que 7' (¢)B C By
para todo ¢ > fo, isto é, {T(¢): r € T*} € limitado dissipativo.

Agora, sejam {x,},eny C X uma sequéncia limitada e {t,},eny C T, com 1, TR e B=

{x,: n € N}. Entdo, B é um conjunto ndo-vazio e limitado e

n—oo

(T (t,)xm, ) < dyg (T (1) B, /) "=3 0.

Logo, {T (t,)xn }nen € relativamente compacto e, consequentemente, {7'(¢): ¢ € T} é assintoticamente
compacto. [

Corolario 1.45:  Um semigrupo {T(t): t € T} possui atrator global se, e somente se, {T(t): t €

T*} é ponto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente compacto.

1.2.2 Condicoes suficientes para a existéncia de atratores

Nesta subsecdo apresentaremos alguns resultados a fim de se garantir que um semigrupo tenha
um atrator global.

Definicdo 1.46: Um semigrupo {T'(¢): t € T} € dito eventualmente compacto se dado B C X
limitado, existe t5 € T tal que T'(¢g)B é compacto.
Note que se {T'(r): r € T*} é eventualmente compacto, entdo ele é condicionalmente eventual-

mente compacto (relembre esta definicao através da Proposicao 1.38).

Teorema 1.47:  Seja {T(t): t € T"} um semigrupo fortemente continuo, ponto dissipativo e eventu-
almente compacto. Entdo {T(t): t € T'} tem um atrator global < .
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Demonstragdo. Como {T(t): t € Tt} é eventualmente compacto, segue da Proposi¢do 1.38 que ele é
assintoticamente compacto. Assim, mostraremos que o semigrupo € eventualmente limitado e por fim

faremos uso do Teorema 1.42 para garantir a existéncia ao atrator global para {T'(t): r € T"}.

Dado um conjunto limitado B, como {7'(t): t € T™} é eventualmente compacto, existe 75 € T

tal que T'(zp)B é compacto. Logo, é necessdrio somente mostrar que a érbita de subconjuntos compactos

de X sao limitadas, pois T'(t)T (tg)B C T (¢)T (tg)B. Seja By C X limitado que absorve pontos sob a
acdo de {T(t): t € T*}, entdo tomando T¢(By) para algum € > 0 no lugar de By, podemos assumir
que By € aberto.

Tomemos K C X um compacto, entdo dado x € K, existe s, € T tal que T (s)x € By para todo
s > sy. Como By é aberto, vem da continuidade de 7'(s,) que existe uma vizinhanga W, de x tal que
T (sx)Wy C By. Definindo #, = tp, + s, obtemos 7T (t,)W; C T (tp,)Bo.

Agora, da compacidade de K, existem xy, -+ ,x, tais que K C Uf:lWxi. Tomemos 7= 7(K) =
max{z, : 1 <i < p} e por constru¢do Ko = T (tp,)Bo ¢ K| = y[g o(Ko)] (Ko) que sdo compactos em X.

Afirmagdo: T (1)Ko C K parar € T+.

De fato, para t > t(Kj), temos:
T(t)Ko C U T (t —t,)T ()W, C U T (¢ — 1) Ko.

Se t — 1y, < 1(Kp), entdo T (t — t,) Ko C K.

Caso contrario, temos:

L

T(t —ty,)Ko C UL\ T (1t — 1, )Wy, C UL T (1 — 1, — 11, ) Ko.

Se t —ty, —ty; < T(Kp), temos T (t —t, — tx;) Ko C K.
Do contrario, o processo se repete em um nimero finito de passos.

Assim, obtemos T (¢)Ky C K; para t > t(Kp). Para 0 <t < t(Ky), temos T (t)Ky C K| por
definicdo de K e a afirmacdo estd provada.

Donde segue claramente que parat > fg:
T(t)Bo C T(t—tg,)T (tp,)Bo C T (t —tp,)Ko C K;.

Obtemos assim para um compacto K de X que 7(1)K C K; parat > 7(K), uma vez que T(1)K C
UP_ T (1 — 1) T (1, )Wy, C UL T (1 —1,)Ko C K.

Portanto, a 6rbita de um subconjunto compacto de X € limitada. [

Este tltimo teorema do capitulo € util para obter a compacidade assintética em espacos de
Banach e € usado de forma recorrente em conjunto com a Férmula da Variagdo das Constantes para

Equagdes Parabdlicas.

Teorema 1.48: Seja X um espago de Banach com norma || - || e {T(t): t € T"} um semigrupo em X.
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Suponha que para cada t € T podemos escrever T (t) = S(t)+ K(t), com S(t) e K(t) satisfazendo:

(i) Para cada conjunto limitado B em X, existe umtg € T tal que K(t)B é relativamente compacto

para todo t > tp;

(i) Para cada subconjunto limitado B de X, existe tg € T™ tal que
sp(t) = sup||S(t)x||x < e para todot > tp
XEB

e sp(t) =50,

Entdo {T(t): t € T"} é assintoticamente compacto.

Além disso, se
(@) {T(t): t € T} élimitado dissipativo
ou
(b) {T(t): t € T"} éfortemente continuo, ponto dissipativo e eventualmente limitado,
entdo ele possui um atrator global <7 .

Demonstragcdo. Dados um conjunto B ndo vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por
{T(t): 1 €T*} e e >0, tomando s € T" tal que s > 13 e sp(s) < §. Como K(s)B ¢ relativamente
compacto, existem N = N(s,B) em N e y;,---,yy em K(s)B tais que K(s)B C Uﬁ\’:IB%(yi). Donde

temos:

®(B) = Nyer+T(1)B C T(s)B C S(s)B+K(5)B C B (0) + UL Bs (i) C UYL Be(yi).

Como € > 0 ¢é arbitrario, w(B) € totalmente limitado. Logo, ®(B) é fechado e totalmente limitado
no espaco de Banach X e portanto compacto. Além disso, podemos ver facilmente que @(B) é ndo
vazio, pois para cada sequéncia {x,} em Bet, € T™ com ,, — oo, a sequéncia {T (t,)x,} = {K (tn)xn +
S(ty)x, } possui uma subsequéncia convergente. Agora, procedendo como na demonstragdo do Lema
1.32, concluimos que @(B) atrai B sob a agdo de {T'(¢): t € T*}, o que mostra que {7 (r): t € T*} ¢é
assintoticamente compacto. Finalmente, as demais afirmac¢des seguem do Coroldrio 1.45. [

Um dos maiores empecilhos no estudo dos sistemas dindmicos é conseguir uma boa descri¢dao
da estrutura geométrica de seu atrator global. Por isso, temos uma classe importante de sistemas
dindmicos autdnomos chamados semigrupos gradientes, para os quais se conhece muito bem a estrutura

dos atratores. Assim, para finalizar esse capitulo, deixamos um exemplo de um sistema gradiente.
Exemplo 1.49: Sejam N € N e f uma fungio C?>(RV;R) tal que para alguma constante C > 0 tem-se:
IVf(x)| < C(1+ |x|) para qualquer x € RV, (1.8)
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Consideremos o problema de Cauchy

(1.9)

x=-Vf(x),t>0
x(0) =xp € RV

onde V f(x) representa o gradiente da funcio f avaliado no ponto x € RY.

Seja Vf: RN — RN um campo de vetores de classe C! (R") que implica localmente Lipschitz,
e levando em conta (1.8), teremos que o operador solu¢ido associado ao problema (1.9) define um
semigrupo (de fato um grupo) no espago métrico RV. Em outras palavras, definindo parat > 0e
xo € RY, T(t)xo := x(¢,x0), onde x(-,x0): [0,0) — RY é a dnica solugdo (em sentido cldssico) do
problema (1.9), resultando que {7'(¢): t € T*} é um semigrupo em R" .

Por fim, supondo que Vf: RY — R possua somente um nimero finito de pontos de equilibrio
em RY | digamos, ¥ := {z},25,- , 2} }.

Nestas condicdes, a fungio f: RV — R é denominada Fungio de Lyapunov para o semigrupo
{T(t): t € T*} com respeito ao conjunto V.
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Capitulo 2

Atratores para processos de evolucao

Neste capitulo visamos introduzir o conceito de processos de evolucdo, também chamados
sistemas dindmicos ndo-autonomos. Além disso, vamos apresentar a teoria dos atratores para tais
sistemas, agora vistos como atratores pullback. O nosso principal objetivo € estudar quais condi¢des

um processo de evolucdo deve satisfazer para garantir a existéncia de um atrator desse tipo.

Vale lembrar que o atrator global, cuja definicao lembraremos a seguir, ¢ um objeto que capta
0 comportamento assintdtico de sistemas autdnomos. O propdsito deste capitulo € entdo apresentar
o “atrator pullback™, que serd o tipo de atrator apropriado para uso com processos nao autdonomos,
como veremos em breve. No mais, damos uma atencao a forma como esta definicdo ndo autdonoma se

relaciona com a autdnoma.
A seguir, introduzimos um exemplo de um sistema dindmico ndo autdnomo que € uma particula-

rizagdo da equacgdo da onda.

Exemplo 2.1: Sejam Q C R, um dominio aberto e conexo, limitado, com fronteira dQ suave (de
classe pelo menos C? (R)) e T € R um tempo inicial. Consideremos a seguinte equacio diferencial
parcial:

€()ug (x,1) + otuy (x,1) — Au(x,t) + f(u(x,1)) = g(x), t > 7

onde u: Q x [T,00) - R, & > 0 é uma constante e a,b: Q C R3 - R, sujeita as restrigoes:

1. u(x,r) =0 para todos x € dQ et € [T,00) (condicdo de fronteira de Dirichlet);

2. u(x,t) =a(x) e u(x,7) = b(x) (condi¢des iniciais).

Tal problema é conhecido como equacao da onda com velocidade de propagacao variavel
com o tempo. Nitidamente, a dependéncia de ¢ da func@o € nos d4d um carater ndo autbnomo a esta

equacao.

Cabe ressaltar que o coeficiente £(¢) é uma fungio positiva decrescente que tende a zero para ¢
suficientemente grande. Além disso, quando €(¢) = € é uma constante positiva a equagio se torna um

processo autdnomo, conhecido como equacao da onda amortecida.
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2.1 Processos de Evolucao

Comecamos esta se¢do com a defini¢ao precisa de um processo de evolugdo (ao qual chamaremos

apenas de processo algumas vezes) e relembramos a definicdo de um semigrupo.

Recorde que a dindmica ocorre em um espaco de fase X (espaco métrico) com uma métrica
d(-,-): X xX — [0,c0). Paramais, T denota Rou Z, T, = {s € T: s >}, T, ={s€T:s<t},C(X)
é o conjunto das transformagdes continuas de X nele mesmo e & = {(t,s) € T?: ¢t > s}.

Definicdo 2.2: Um processo de evolucao em X é uma familia de transformacgdes {S(¢,s): (¢,s) € #}
em C(X) com as seguinte propriedades:

1. S(t,t) =1, paratodot € T,
2. S(t,5) =S(t,7)S(t,s), paratodot > T > s,

3. ZxX>(t,s,x)— S(t,s)x € X é continua.

Além disso, se X é um espago vetorial normado e S(z,s) é linear para cada (¢,s) € & diremos

que {S(z,s): (t,5) € &} é um processo de evolugio linear.

O que podemos observar em um processo de evolugdo é que a transformacao S(z,s) no instante

inicial s toma cada estado x do sistema e o evoluciona para o estado S(,s)x no tempo final 7.

Ainda, dado um o € T fixo, o operador S(c + 7, T) pode ser um operador distinto para cada
valor de 7 € T. Assim, além do tempo decorrido o, o instante inicial T também pode representar um

fator importante no nosso processo.

Os processos de evolugdo para os quais S(z,s) = S(t — 5,0) para todo ¢ > s sdo chamados
processos de evolucio autdonomos, estes processos sao tais que o tempo decorrido determina sua

evolucgao.

Como visto no Capitulo 1, a familia de operadores {7'(¢): r > 0} em C(X) dados por T () :=
S(¢,0), t > 0 que satisfaz as propriedades

2. T(t+s)=T(t)T(s), paratodot,s > 0;

3. [0,00) x X > (¢,x) — T(¢)x € X é continua.

€ chamada de semigrupo.

Como também, dado um semigrupo {7(¢): t > 0}, a familia {S(z,s): (z,s) € &} definida por
S(t,s) =T(t—s),t > s é um processo de evolugdo. Além disso, se X for um espago vetorial normado e

T (¢) um semigrupo tal que toda T'(¢) € linear, entéo teremos que {7'(¢): ¢t > 0} é um semigrupo linear.

Vale ressaltar que num processo de evolucdo autdbnomo {S(z,s): (¢,s) € &}, 0o comportamento

das solugdes quando ¢ tende a infinito ( “dindmica forwards’), € o mesmo que o comportamento das
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solucdes quando s tende a menos infinito (“dindmica pullback’). No entanto, focaremos aqui na

dinamica pullback e em suas mais importantes propriedades, conforme descreveremos a seguir.

Para introduzir a no¢do de atrator para um processo de evolucio, necessitamos que outros
conceitos sejam levados em consideragdo. Assim, para comegar, relembre que se {T(t): r € T} é
um semigrupo que possui um atrator global o7, entdo <7 é compacto, invariante e atrai subconjuntos
limitados de X sob a agdo de {T'(¢): t € T*}.

Uma caracterizagdo desse atrator € dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3:  Se um semigrupo {T(t): t € T} possui atrator global <, entdo ele pode ser visto
como
o ={ye€X: existe uma solucdo global limitada y: T — X com y(0) = y}. (2.1)

Demonstracdo. A parte que qualquer y € &7 estd em uma solugao global limitada € uma consequéncia
do Lema 1.23 e do fato de <7 ser limitado. Por outro lado, se y(-) é uma solugdo global limitada,
entdo o7 atrai Y = Uy (7). Como y(0) = T'(¢)y(—t), segue que dist(y(0), .7 ) < dist(T'(¢)Y, </) para
qualquer # > 0 e assim dist(y(0), /) = 0. Portanto, como </ é fechado segue que y(0) € <. O

Na segunda parte da prova, usamos uma ideia que serd fundamental para a defini¢do de um
atrator no caso ndao autdbnomo. Estudamos o comportamento em um tempo fixo (nesse caso t = 0)
tomando um limite “pullback”, dado por

¥(0) = lim T(t)y(~1).

t—voo

Ou seja, consideramos uma condicdo inicial cada vez mais no passado, na qual o semigrupo € capaz de

atuar por intervalos de tempo cada vez maiores.

Cabe ainda ressaltar que, em geral, um subconjunto A de X ndo serd fixado por um processo
de evolucao {S(t,s): (¢,s) € Z}. Por fim, a noc¢do de invariancia precisa ser enfraquecida para uma
no¢ao que nos permita construir solucdes globais. Com isto, apresentamos a seguinte defini¢io para

fechar a secao.

Definiciio 2.4: Uma familia {7 (r) C X: r € T} é invariante sob a acdo de {S(z,s): (t,5) € £} se
S(t,s).e (s) = </ (t) para todo (t,s) € 2.

2.2 Construindo a definicao de atrator

A fim de desenvolver uma noc¢ao adequada dos atratores para processos de evolug@o, enunciamos
alguns exemplos que nos auxiliardo nesse propodsito. Para isso, devemos levar em consideragdo
as propriedades que um atrator deve conter. Como vimos no capitulo anterior, ele deve atrair os
subconjuntos em algum sentido apropriado, ser unico, conter uma dindmica importante, além da
defini¢do se aplicar a uma ampla gama de exemplos e também € importante ter um atrator que seja
muito menor que o todo espago de fase. Vejamos alguns casos:

24



Exemplo 2.5: Considere os problemas de valor inicial

x=—ox(t)+t

(2.2)
x(s) =xo
y — —oy(t) +sen (¢
¥ ¥(7) (7) 2.3
¥(s) = yo
cujas solucdes sao dadas, respectivamente, por
1 1 (i 1 1
x(t,s,x0) = (xo +toa as) e~ ¥=s) 4 oLl (2.4)
© 1
y(t,850) = ()’0 T [otsen (s) — cos(s)]) e~ ot=9) 4 T [asen (1) — cos(1)]. (2.5)

Nessas condig¢des, as familias {S;(z,s): (¢,5) € £} C C(R), i = 1,2, tais que

S1(t,8)x0 = x(t,5,x0) e Sa(t,5)yo = y(,5,¥0)

definem dois processos de evolucido em R.

Vamos entdo analisar a relevancia do instante inicial s no estudo das propriedades assintéticas

das solugdes dos processos de evolugdo {S;i(t,s): (t,s) € £}, i= 1,2 dados acima:

Primeiramente, note que todas as solucdes de (2.2) e (2.3) existem globalmente. No entanto, as
solucdes de (2.2) sdo ilimitadas (para frente e para trds), enquanto as solugdes de (2.3) sao limitadas
(para frente). Em ambos os casos, € ficil de ver que nenhuma destas solu¢des converge para algum
valor fixo e, além disso, ndo existe um subconjunto fixo (que independe de 7) que € invariante e que
atrai conjuntos limitados. Em (2.2), mesmo a presenga do termo —oux(¢) representando uma dissipagéo
no sistema, a ideia de atragio é perdida. J4 em (2.3), o candidato natural [—(1+ a?)~!, (14 a?)~!]
para conjunto atrator, apesar de atrair conjuntos limitados, ndo € um conjunto invariante. Portanto, ndo

existe conjunto “atrator’” no mesmo sentido do caso autdbnomo.

Por outro lado, ainda que todas as solugdes explodam quando ¢ tende a infinito, a influéncia

dos termos de dissipacdo podem ser vistas no sentido de que todas as solucdes de (2.2) se apro-

ximam assintoticamente da solucdo x(z) = é — % quando t — oo, uniformemente para conjuntos

limitados de condi¢des iniciais, e as solucdes de (2.3) se aproximam assintoticamente da solucao
y(t) = ﬁ [asen (1) — cos(t)], quando 1 — oo, novamente de maneira uniforme para conjuntos limita-
dos de condicdes iniciais. De fato, basta ver que

lim [x(z,5,x0) —x(r)| = lim [y(z,5,y0) —y(1)| = 0

f—o0

para quaisquer s,xg,yo € R, sendo os limites uniformes para xg, yp tomados em conjuntos limitados de
R.
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Dessa maneira, vamos considerar as familias

{wr):lr—%}@ee {ete) = L alosen () - cos0)] 26)

1 L2
o 1+o (R

e fazer algumas observagdes:

Primeiramente, note que paracadai = 1,2
Si(t,s)(s) = (t), paraquaisquer (t,5) € 2,

isto é, a familia {.<(¢) };cr € invariante (em um certo sentido). Além disso, para todo conjunto limitado
BCR
lim d(S;(t,s)B, <7 (t)) =0, para quaisquer s € R,

t—ro0

isto é, a familia {.<%(t) },cRr atrai conjuntos limitados.

Portanto, chamar a familia {.<7(r) };cr de atrator global para o processo {S;(t,s): (¢,s) € 2},
i = 1,2, nos parece, a primeira vista, algo bem coerente. Note que {.<7|(¢): t € R} é um conjunto
ilimitado enquanto {4 (): t € R} é limitado, pois @4 (1) € [—(1 4+ a?)~!, (1 + «?)~!], para todo
reR.

O exemplo anterior pode nos sugerir uma primeira tentativa para definicao de atrator no caso

nao-autdbnomo:

Tentativa de definicio de atrator: Uma familia {</ (t)},cT é um atrator para o processo
de evolugdo {S(t,s): (t,5) € P} se o/ (t) for compacto para todo t € T, e a familia {</ (t)}seT €
invariante e atrai conjunto limitados quando t — oo, isto é,

}Lm d(S(t,s)B,</(t)) =0.
Contudo, uma familia de conjunto satisfazendo as propriedades de atrator propostas acima

existird apenas em situagdes bem restritas. Vejamos um exemplo a seguir no qual a defini¢do de atrator

proposta ndo se parece adequada.

Exemplo 2.6: Considere a equagdo diferencial
%= h(t)x—x° 2.7)

onde i: R — [0, 1] é uma fun¢do continuamente diferencidvel tal que h(t) =0 paratr <0e h(t) = 1
parat > 1.

Afirmamos que neste simples caso, o processo de evolug¢do gerado nao possui atrator de acordo
com a defini¢do acima. Isso se deve ao fato que a maior parte da dindmica assintética forwards se
encontra associada a solucdes que explodem em tempo finito para trds, ou seja, tais solu¢des tendem a

infinito se considerado os tempos finitos para trés.
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Logo, ndo poderemos adotar esta definicdo para o nosso atrator buscado, ja que ela serviria
apenas para uma pequena classe de processos com propriedades bem especificas, como por exemplo

{S(z,5): (t,5) € £} uniformemente assintoticamente compacto no sentido de [9].

Voltando ao Exemplo 2.5, podemos observar que a relagao entre a condicao inicial e os estados
para valores de tempo muito grandes nas equagdes (2.2) e (2.3) é distinta (ja que {<|(¢): t € R} é
um conjunto ilimitado enquanto {.2%(¢): t € R} € limitado), e portanto, podemos dizer que temos
duas dinamicas assint6ticas distintas para cada uma das equacdes. No entanto, em ambos 0s casos, as
familias {.2% () };,cgr, que atraem as solu¢des quando ¢ — oo, também pode ser obtida como o “limite
pullback”
lim S;(z,s)x,x € R.

s—»—o0
Este limite pullback determina uma familia de conjuntos com uma propriedade de atragdo e este fato
serd muito importante para a extensdo do conceito de atracdo do caso autdnomo para o caso nao

autdbnomo.

Novamente no Exemplo 2.5, podemos notar que as familias {.<7(t) };cg, i = 1,2, definidas em

(2.6) satisfazem

lim sup dist(S;(¢,s)xo,.2%(t)) =0, € R, BC R limitado, i = 1,2 (2.8)

S_>_°°)C()GB
isto é, a familia { <7 (¢) },cgr “atrai pullback” (e uniformemente para condigdes iniciais em conjuntos
limitados) solu¢des dos PVIs (2.2) e (2.3),i=1,2.

O limite (2.8) nos apresenta uma nog¢ao diferente de atragdo a qual, juntamente com a nog¢ao de

invariancia, nos levard ao conceito de atrator pullback para os processos de evolugao.

Por fim, ressaltamos que a atragdo pullback (s — —eo) e a atragio forwards (t — o) nem sempre
estdo ligadas uma a outra. Como por exemplo, na equacao (2.7), em que a tnica solugdo global é
x =0 e o conjunto .27 (¢) obtido como o limite pullback de conjuntos limitados é {0}. Ao passo que o
conjunto [—1, 1] atrai subconjuntos limitados de R quando 7 — oo ¢ nenhum conjunto fechado menor

que este tem esta propriedade (confira [6]; [7]).

2.3 Atratores Pullback

Para dar inicio a essa secdo, apresentamos algumas defini¢des e resultados importantes os quais
nos dardo condigdes suficientes para anunciar nossa tao esperada definicao de um atrator pullback,
além de sua relacdo com os atratores globais para semigrupos.

Definiciio 2.7: Dados um processo de evolugdo {S(z,s): (f,s) € &} e um conjunto B C X, definimos:

1. Paracada (z,5) € &, aimagem de B sob S(z,s) por

S(t,s)B={S(t,s)b: b € B}.
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2. A orbita de B a partir do instante s € T ¢ dada por

Y(B) = JS(,s)B.

t>s

3. A orbita pullback de B no instante r € T é dada por

Y(B,1) = S(t,s)B.
s<t
Definicdo 2.8 (Atracido/Absorcido pullback/invaridncia): Sejam {S(z,s): (¢,s) € &} um processo
de evolucdo em X, {B(f) };eT C X uma familia de conjuntos em X e ¢ € T.

1. Diremos que o conjunto B(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante # sob a
acdo de {S(t,s): (t,5) € P} se

lim disty(S(z,5)D,B(t)) = 0.
s—y—o0
para cada subconjunto D de X limitado. Além disso, diremos que a familia {B(t)},cT atrai
pullback subconjuntos limitados de X sob a acdo de {S(z,s): (¢,5) € &} se B(t) atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante ¢ sob a acdo de {S(¢,s): (¢,s) € ¥}, paracadar € T.

2. Diremos que o conjunto B(t) absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ sob a
acdo de {S(t,s): (t,5) € P} se

AT =T(t,D) <t tal que S(t,5)D C B(t),Vs < T,

para cada subconjunto D de X limitado. Além disso, diremos que a familia {B() },cT absorve
pullback subconjuntos limitados de X sob a agdo de {S(z,s): (¢,s) € £} se B(t) absorve pullback
subconjuntos limitados de X no instante ¢ sob a acdo de {S(¢,s): (¢,s) € &}, paracadat € T.

3. Diremos que {B(¢)},cT € invariante pelo processo de evolugdo {S(z,s): (¢,s) € P} se

S(t,s)B(s) = B(t), para todo (z,s) € Z.

Precisamos destacar que nas definicdes acima o tempo final € mantido fixo a medida que o tempo
inicial retrocede para —eo. E importante perceber que isso ndo é o mesmo que voltar no tempo, pois
aqui a evolucdo sempre vai para um instante futuro ¢ partindo de um instante inicial s que tende a —co.
(Veja [7]; [13]; [14]; [15]; [16]; [21]).

Definicdo 2.9: Seja {S(¢,s): (1,5) € &} um processo de evolu¢do em um espago métrico X. Di-
remos que uma familia {7 (¢) };cr de subconjuntos compactos de X é um atrator pullback para
{S(z,5): (t,5) € P} se esta é invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X e é a familia de
conjuntos fechados minimal com a propriedade de atrair pullback subconjuntos limitados, isto é, se
existe outra familia {C(r): t € T} de conjuntos fechados que atrai pullback subconjuntos limitados de
X, entdo o7 (1) C C(t), paratodo t € T.

28



Observacao 2.10: A minimalidade imposta na Defini¢ao 2.9 € uma condi¢do adicional relativa a
teoria de atratores para semigrupos. No entanto, ela é essencial para garantir a unicidade dos atratores
pullback. A inclusdo dessa exigéncia vem da necessidade de enfraquecer a propriedade de invariancia,
dada a natureza ndo autdbnoma dos processos de evolugdo e da possibilidade de os atratores pullback
serem ilimitados em —eo, isto €, Us<;<7(¢) pode ser ilimitado, para todo r € T. No entanto, essa
tal exigéncia de minimalidade pode ser excluida se tomarmos Us<;<7 (¢) ilimitada para todo ¢ € T.
Mesmo se {T(¢): t > 0} é um semigrupo e {S(z,s) =T (t —s): (t,5) € £} seu processo de evolucdo
autdénomo associado, pode existir uma familia {.<7(¢) },cT de conjuntos compactos e invariantes que

atraem pullback subconjuntos limitados e que ndo € minimal, conforme exemplo a seguir.

Exemplo 2.11:  Seja {T'(¢): r > 0} um semigrupo em R tal que 7' (¢)x = ¢ 'x e considere o processo
de evolugdo {S(t,s5): (t,5) € 2} dado por S(t,s)x = T(t —s)x = e~ "%, para todo (,s) € . Entio,
a familia {[—e~", e~ '] },cRr € invariante e atrai subconjuntos limitados de R e [—e~,e~'] é compacto
para cada ¢ € T. No entanto, ndo minimal ja que o conjunto {0} atrai subconjuntos limitados para
teR.

Vejamos a seguir um exemplo que generaliza o Exemplo 2.5.

Exemplo 2.12: Considere a equacao diferencial

x=—oux(t)+ f(r) (2.9)

x(s) = xo

cuja solugdo explicita é dada por
t
x(t) = e~ x(s) + / e~ £ (r)dr. (2.10)
N

Assim, se
t

lim [ e %) f(r)dr

§—— Jg¢

existir para todo ¢ € R, entdo a familia {.<7(¢) },cg tal que

t

A ()= lim [ e f(r)drteR
§——0 J¢
¢ o atrator pullback para o processo de evolugdo gerado por (2.9). Vale destacar também que, se x(r)

for uma solucdo de (2.9) entao

t

x(t) — (1) = e *=5)x(s) +/te_a(t_r)f(r)dr— lim [ e %) f(r)dr

§——0 J¢

_ —o(t—s) R T —a(t—r)

=e x(s) Gl_1>r£1°° e f(r)dr
_—ai—s) T P o—als—r)

=e [x(s) cy1_1>rr_1oo e f(r)a’r}

=) [x(s) — 7 (s
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e, portanto, a familia {.<7 (r) };cgr, além de “atrair pullback”, também “atrai forward”.

No exemplo anterior vemos que a atragdo pullback e a atracio forward sdo equivalentes, porém
isso ndo ocorre em geral. No entanto, se a taxa de atragcdo for uniforme (com no exemplo anterior),

vale o seguinte resultado:

Proposiciao 2.13 (CHEBAN 2002 [7]):  Sejam {S(t,s): (t,s) € &} um processo de evolugcdo em X,

{ (t) }ser C X uma familia de conjuntos invariantes e B C X um conjunto limitado. Entdo

lim supdist(S(¢, —s)B, </ (t)) =0

ST teR

se, e somente se,
lim supdist(S(z +s,¢)B, </ (t +5)) = 0.
ST eR
Vale lembrar, a partir de (2.1) que se um semigrupo possui um atrator global, entdo este € o
conjuntos dos estados iniciais pelos quais se passa uma solucao global limitada. Veremos que no caso
nao-autdbnomo valera o mesmo para o atrator pullback quando U;c7.97(f) for um conjunto limitado.

Neste caso teremos
o (1) ={&E(t): &: T — X é solugdo global limitada de {S(z,s): (t,5) € Z}}. (2.11)

Defini¢do 2.14: Diremos que a solucéo global & : T — X de um processo de evolugéo {S(z,s): (¢,s) €
27} é limitada para tras ou limitada no passado se existe T € T tal que o conjunto {&(7): t < 7}
¢ limitado. De modo andlogo, diremos que a solucdo global &: T — X € limitada para frente ou
limitada no futuro se existe 7 € T tal que o conjunto {£(7): ¢ > 7} é limitado.

Observacdo 2.15: Note que, se um processo de evolugdo {S(z,s): (t,5) € &} possui um atrator
pullback {7 (1) },er e &: T — X é uma solug@o limitada para trds entéo £ (¢) € «7(¢) paratodot € T,
uma vez que {.27 () };cr atrai pullback o conjunto limitado {&(¢): t < t}, para todo T € R.

De modo andlogo ao caso autdbnomo, temos a seguinte caracterizacao do atrator em termos das

solugdes globais limitadas (para trés).

Proposicao 2.16:  Sejam {S(t,s): (t,s) € &} um processo de evolucdo e { < (t) },cT atrator pullback.
Suponha que a familia { </ (t)};cT € limitada no passado, isto é, existem T € T e um conjunto limitado
B tal que <7 (t) C B, para todo t < t. Entdo

(1) ={&E(r): &: T — X é solugdo limitada para tras {S(t,s): (t,s) € P}}.

Como consequéncia, temos o seguinte resultado:

Proposicio 2.17:  Seja {S(t,s): (t,5) € P} um processo de evolugdo e {7 (t) };er atrator pullback.
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Suponha que U;c1.9/ (t) é um conjunto limitado. Entdo
(1) ={&E(t): &: T — X € solucdo limitada {S(t,s): (t,s) € P}}.

Demonstragcdo. Da proposi¢ao anterior basta ver que toda solu¢@o limitada para trds também € limitada
para frente. De fato, se x € .27 () entdo, pela invariancia da familia {.7(¢) };cT, a solug@o para frente

que passa por x estd contida em <7 (¢), para todo ¢ > s. O

Para finalizar a secdo, introduzimos um teorema que nos permitird estabelecer uma relagdao que
estende de maneira facil o conceito de atratores globais para semigrupos aos atratores pullback dos

processos de evolu¢ao autdbnomos.

Teorema 2.18: Sejam {T(t): t > 0} um semigrupo e S(t,s) =T (t —s),(t,5) € P 0 processo de
evolugdo associado. Entdo, {T (t): t > 0} tem um atrator global <f se, e somente se, {S(t,s): (t,s) €
P} tem um atrator pullback {7 (t): t € T}. Em qualquer um dos casos, <7 (t) = < para todot € T.

Demonstrag¢do. Primeiramente suponha que {7(¢): t > 0} tem um atrator global .<7. Entdo, é claro
que a familia {.o7 (r) },c7 tal que 7 (t) = <7, para todo ¢ € T, atrai pullback subconjuntos limitados de
X para {T(t—s): (t,5) € &#}. No mais, a minimalidade segue do fato que <7 ¢ limitado e como 7 é
atrator, ele € invariante, entdo S(z,s)/ =T (t —s).o/ = o paratodo (t,s) € Z.

Por outro lado, suponha que {7'(t —s): (t,5s) € &} tem um atrator pullback {<7(r): t € T}.
Entdo, {T(¢): t > 0} tem um atrator global </ e &/ C </(t) para cada t € T. Ainda, a familia
{4/ (t)}1em, tal que &7 (t) = o/ paratodo t € T, atrai pullback subconjuntos limitados de X. Por fim,
da minimalidade do atrator pullback, .27 (t) = &/ D <7 (t), completando a demonstrago. O

2.4 Existéncia de atratores pullback

Da mesma forma que a nocao de w-limite teve uma grande relevancia para o estudo dos
semigrupos, ela também desempenhard uma importante fungdo para a teoria de atratores pullback para
processos de evolucdo, por isso comecamos com sua defini¢do. Recorde que T, = {s € T: s <t}.

Definicdo 2.19: Seja {S(z,s): (t,5) € &} um processo de evolugdo em um espago métrico X e B
um subconjunto de X. O -limite pullback de B no instante ¢ ¢ definido por

o(B,t)= () | S(,s)B,

o<ts<o
ou, de maneira equivalente, por

0(B,t) ={y € X: Isituen C T} 56 -2 —oo, € {xehreny C tal que y = lim (2,505} (2.12)
—»00

Observacdo 2.20: Se {7T'(¢): t > 0} é um semigrupo e S(¢,s) = S(r —s), (¢,5) € &, entdo w(B,t) =
Ns>0U,>sS(r)B independe de ¢ e coincide com a defini¢io do conjunto @-limite (@(B) de B) para
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semigrupos.

Os resultados adiante t€ém provas anadlogas as exibidas para os sistemas dindmicos autdnomos,
como o lema a seguir que é similar ao Lema 1.31, apresentado no Capitulo 1. Por esta razao,
mostraremos apenas alguns deles para estabelecer essa relacdo de similaridade.

Lema 2.21:  Sejam {S(t,s): (t,s) € P} um processo em um espaco métrico X e B C X. Entdo:

1. S(t,s)w(B,s) C o(B,t) para cada (t,s) € P.
2. Se ®(B,s) é compacto e atrai pullback B no instante s, entdo S(t,s)®(B,s) = @(B,t), (t,s) € L.

3. Se o(B,s) atrai pullback B no instante s para cada s < t, | J<; ©(B,s) C B e B é um conjunto
conexo entdo ®(B,t) é conexo.

Demonstragdo. Seja B C X.

1. Se w(B,t) =0, ndo ha o que mostrar. Consideremos entdo ®(B,s) # (. Assim, da continuidade
de S(t,s) e de (2.12), temos S(¢,s)@(B,s) C w(B,t).

2. Sejax € w(B,t), existem sequéncias 0y — —oo, Oy <1 € x; € B tais que S(z, Oy )Xk k2, v Como
O} — —oo, existe ko € N tal que oy < s para todo k > k. Dai, S(¢,5)S(s, ox)xx = S(t, 0 )xx — x
para k > ky. Como @(B,s) atrai pullback B no instante s, temos dist(S(s, oy )xx, ®(B,s)) ==,
Disto e da compacidade de @(B,s), podemos ver que {S(s, O )Xk }xen tem uma subsequéncia
(que novamente denotaremos por S(s, Oy )x;) que converge para algum y € @(B,s). Por fim, da
continuidade de S(z,s) segue S(¢,s)y = x. Portanto @(B,t) = S(t,s)w(B,s).

3. Suponhamos por absurdo que @(B,?) é desconexo, entdo w(B,) é uma unido disjunta de dois
conjuntos compactos (consequentemente separados por uma distancia positiva), porém o (B,t)
atrai pullback B, o que contradiz o fato que S(z,s)B ser conexo e conter ®(B,t). Portanto, @(B, 1)

€ conexo.

O

Corolario 2.22: Se </ (t) é compacto e atrai pullback C no tempo t, onde C é um conjunto conexo
que contém < (t), entdo </ (t) é conexo. Em particular, se X é um espaco de Banach ou um espago

métrico no qual as bolas sdo conexas, entdo o atrator pullback é conexo, caso ele exista.

Lema 2.23:  Seja {S(t,5): (t,s) € P} um processo de evolugcdo em um espago métrico X. Suponha
que B é um subconjunto ndo vazio de X e que, para cada t € T, existe 6; <t tal que ;<4 S(t,5)B
é compacto. Entdo, para todo t € T, ®(B,t) € ndo vazio, compacto, atrai pullback B no instante t e

{0(B,1)}cT € invariante.

Demonstragdo. Como ;<5 S(¢,5)B é ndo vazio e compacto para cada o < o, entdo @(B,t) é ndo

vazio e compacto. Vejamos que @(B,t) atrai pullback B no instante ¢. Para tal, suponhamos por
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absurdo que isso ndo ocorra, entdo existe € > 0 e sequéncias {x; }xey em B, {0y }reny em T com
o, <t, O 2o oo, tais que dist(S(z, g )xx, 0(B,t)) > € para todo k € N. Agora, como m
¢ compacto e {S(t, o)Xy bk>k, C m, para algum ko € N, entdo {S(z, 0y )x¢ }ren tem uma
subsequéncia convergente para algum y € ®(B,t), que é uma contradi¢do. Portanto, ®(B,t) atrai

pullback B no instante ¢. Por fim, do Lema 2.21, @(B,?) é invariante e a prova estd completa. [

2.5 Resultados principais

O primeiro resultado dessa sec¢do sobre a existéncia de atratores pullback é uma generalizacdo de
um resultado semelhante ao dado para processos autdonomos (veja [1]; [11]; [17]; [20]; [24]).

Teorema 2.24: Seja {S(t,s): (t,s) € P} um processo de evolugdo em um espago métrico X. Sdo

equivalentes as seguintes afirmagoes:

1. {S(z,s): (t,s) € P} tem um atrator pullback { </ (t): t € T}.

2. Existe uma familia de conjuntos compactos {K(t): t € T} que atrai pullback subconjuntos
limitados de X sob a agdo de {S(t,s): (t,s) € Z}.

Em qualquer um dos casos, teremos

o (t) =| J{o(B,t): BC X,B limitado}. (2.13)

Demonstragdo. Primeiramente suponhamos que {S(¢,s): (z,s) € &2} tem um atrator pullback {27 (): t €

T}. Entdo, cada <7 () é compacto e atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante 7.

Por outro lado, suponhamos que {K(¢): t € T} atrai pullback subconjuntos limitados de X sob
aacdo de {S(¢,s): (t,5) € £}. Segue diretamente da caracterizacdo (2.12) que ®(B,t) C K(t), para
todo B C X limitado e para todo ¢ € T. Afirmamos que @(B,?) atrai B no instante 7. De fato, se isso
ndo ocorresse, terfamos € > 0, uma sequéncia {s, },cy em T com s, — —oo e uma sequéncia {x, } ,en
em B tais que dist(S(¢,sy)x,, ®(B,t)) > € para todo n € N. Porém, K () atrai pullback B no instante
t, entdio dist(S(¢,5,)x,, K (1)) 2= 0. Dai, {S(t,5,)x, }nery tem uma subsequéncia convergente para
algum xo € K(¢). Portanto, xo € @(B,t), o que nos leva a uma contradicdo. Do Lema 2.21, segue a

invariancia de o(B,1).

Agora, definindo &7 (t) por (2.13), é claro que </ (t) é compacto e atrai pullback subconjuntos
limitados de X. No mais, a invaridncia de .27 (¢) segue da invariincia de cada familia {®w(B,¢): t € T}.
De fato, dado xg € <7 (s), existe x, € ®@(By,s) com x, — xo quando n — oo, entdo S(¢,s5)x, = y, €
®(By,t). Da continuidade de S(t,s), S(t,5)x, = yn — S(t,5)x0, 0 que implica que S(z,s)xo € &7 (t).
Além disso, se yg € </ (t), existe y, € ®(B,,t) com y, — yg quando n — c. Da invaridncia da
familia @(B,,t), existe x, € ®(B,,s) com S(t,s)x, = y,, no entanto, cada S(¢,s)x, € S(¢,s)0(Bp,s) C
S(t,s).</ (s). Como este ultimo conjunto é compacto e nido depende de n, obtemos lim, . S(#,5)x, =
yo € S(t,s) (s).
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Finalmente, se <7 (t) é fechado e atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ entdo
®(B,t) C &/ (t), para todo subconjunto limitado B de X. Portanto, 7 (¢) C </ (t), para todo ¢ € T isto
é, o/ (t) é a familia de conjuntos fechado minimal com a propriedade de atrair pullback subconjuntos

limitados. ]

A seguir temos uma definicdo que nos permite garantir a existéncia de atratores pullback sem
precisar exibir uma familia de conjuntos compactos que atrai pullback subconjuntos limitados.

Definicdo 2.25: Um processo de evolucdo {S(z,s): (¢,s) € &} em um espaco métrico X ¢ dito

pullback assintoticamente compacto se para cada t € T, existe uma sequéncia {sy }reny em T, , com
k—so0 T : o :

Sk ——5 —oo, ¢ uma sequéncia limitada {xx }reny em X tais que a sequéncia {S(7, sx )X }ren possui uma

subsequéncia convergente.

Observacdo 2.26: Se {T'(¢): t > 0} € um semigrupo, o processo {S(t,s) =T (t —s): (t,5) € ¥}
¢ pullback assintoticamente compacto se, e somente se, existe uma sequéncia {sy }reny em T, , com
Sk Laia —oo, ¢ uma sequéncia limitada {x; }reny em X tais que a sequéncia {S(¢, sy )X }rery possui uma
subsequéncia convergente, isto é, o semigrupo {7 (¢): t > 0} é assintoticamente compacto (veja a

Proposicao 1.38).

Lema 2.27:  Se {S(t,s): (t,5) € P} é um processo de evolugdo pullback assintoticamente compacto
e B é um subconjunto ndo vazio e limitado de X para o qual existe o; € T, tal que | J;<5, S(t,7)B
é limitado, para todo t € T, entdo @ (B,t) é ndo vazio, compacto, atrai pullback B no instante t e
{w(B,t): t € T} é invariante.

Demonstracdo. Observe que para quaisquer sequéncias {x; }reny em B e {sy breny em T, sy i —oo,
temos {S(¢, sk )xx }ren limitado. Segue do fato que {S(z,s): (z,5) € &} € pullback assintoticamente
compacto que existe y € X e subsequéncia de {S(¢, s )xx }xen (que denotaremos da mesma forma), tal
que y = limy_, S(7, 5% )xx. Daf obtemos y € @(B,t) e @(B,t) ndo vazio.

Agora, dada uma sequéncia {y; }reny em ®(B,t), existem x; € B e s; € T, s < —k tais que
d(S(t,s0)xk, k) < % Como {S(z,sx)xx }ren tem uma subsequéncia convergente, segue que { i Hren

tem uma subsequéncia convergente e ®(B,t) é compacto.

Além disso, suponhamos que @(B,7) ndo atrai pullback B no instante 7. Dessa forma, existem
€ > 0esequéncias x; € Be {s;} € T, com s ke, —oo, tais que a distancia d(S(z, sy )xx, @(B,t)) > €.
Do fato que {S(z,s): (t,s) € &} é pullback assintoticamente compacto e do fato que <, S(t,5)B é
limitado, existe uma subsequéncia de {S(z, s )xx tren (que denotaremos da mesma forma) e y € X tal
que S(t,sx)xx LN y. Assim, temos y € (B, 1), contradi¢do! Portanto, @(B,?) atrai pullback B.

Por fim, a invariancia de ®(B,t) segue do Lema 2.21 e o resultado estd provado. ]

Definiciio 2.28: Diremos que um processo de evolucdo {S(z,s): (¢,s) € &} em um espago métrico
X ¢é pullback limitado se para cadat € T, ¥,(B,t) ¢ limitado sempre que B C X ¢ limitado.

Observacédo 2.29: Se {T(¢): t > 0} é um semigrupo, o processo de evolugdo {S(¢,s) = T(r —
s): (t,s) € 2} é pullback limitado se, e somente se, o semigrupo {7'(¢): ¢t > 0} é limitado.
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Definicdo 2.30: Um processo de evolucio {S(z,s): (t,s) € &} é dito pullback eventualmente
compacto se ele é pullback limitado e existe T > 0 de modo que se B € um subconjunto limitado de X
et € T, entdo S(z,t — T)B é compacto.

Observacdo 2.31: Um semigrupo {S(z): t > 0} é eventualmente compacto se é limitado e existe

to > 0 tal que S(#9)B é compacto, para cada B C X limitado.

O seguinte lema nos da uma condi¢do suficiente para que um processo venha a ser pullback

assintoticamente compacto.

Lema 2.32: Seja {S(t,s): (t,5) € &} um processo de evolugdo em um espago métrico X. Se
{S(z,5): (t,5) € P} € pullback eventualmente compacto, entdo {S(t,s): (t,s) € P} é pullback assin-

toticamente compacto.

Demonstragdo. Sejam T segundo a Defini¢do 2.30, {x;} jcy uma sequéncia limitada em X e {s;} jen
uma sequénciaem T, com s 7%, o, Se tomarmos B = {S(t—1,8)x;: jeNe (t—1,s) € Z}, po-
demos notar que B ¢ limitado e portanto S(z,f — T)B é relativamente compacto e contém {S(¢,s;)x;: j €
N}. Assim, {S(t,s5)x;} jen tem uma subsequéncia convergente e, portanto, {S(z,s): (t,5) € &} é

pullback assintoticamente compacto. [

Definicdo 2.33: Dizemos que o processo {S(z,s): (¢,s) € &} é pullback limitado dissipativo se
existe uma familia de conjuntos limitados {B(t) };cr tais que B(¢) atrai pullback limitados no tempo 7,
paratodot € T.

Teorema 2.34: Se {S(t,s): (t,5) € P} € pullback limitado dissipativo (Definigdo 2.28) e pullback

assintoticamente compacto (Defini¢do 2.25), entdo < (t) dado por
o (t) =| J{o(B,t): BC X, B limitado} (2.14)

é limitado, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, a familia {</(t): t € T} é

invariante e se {C(t): t € T} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo </ (t) C C(t) para
todot € T.

Demonstragcdo. Antes de mais nada, podemos verificar que as hipéteses do Lema 2.27 estdo satisfeitas,
entdo dado um subconjunto ndo vazio e limitado B de X, teremos @(B,t) ndo vazio, compacto, atrai
pullback B no instante t e {®(B,¢): t € T} invariante. Portanto, .27 (¢) definido por (2.14) atrai pullback

subconjuntos limitados de X no instante ¢ para cadat € T e {7 (¢): t € T} é invariante.

Agora, se C(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante 7, entdo @(B,t) C C(¢) para
cada subconjunto limitado B de X e assim <7 (1) C C(t). Dai, como existe uma familia {B(¢): t € T}
de conjuntos limitados que atrai pullback subconjuntos limitados de X, temos em particular que 7 (¢)

¢é limitado. L

Teorema 2.35: Se {S(z,s): (t,5) € &} € pullback limitado dissipativo e pullback eventualmente
compacto, entdo a familia { </ (t): t € T} definida por (2.14) atrai pullback subconjuntos limitados
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de X, é invariante, </ (t) é relativamente compacto e se {B(t): t € T} atrai pullback subconjuntos

limitados de X, entdo <7 (t) C B(t) para todo t € T.

Demonstragdo. Partindo do Lema 2.32, temos as hipoteses do Teorema 2.34 satisfeitas. Logo, s6 nos
resta mostrar que .7 () é relativamente compacto para cada ¢t € T. De fato, como .27 (¢) é limitado para

cadat € T, dado T como na Defini¢ao 2.30, temos
o (t)=S(t,t — 1) (t — 1),
que € relativamente compacto para cada ¢ € T. [

Vale ressaltar que os resultados vistos até aqui ndo nos garantem a compacidade de <7 (¢), mesmo
se tratando de um espaco X de dimensao finita. Podemos perceber entdo uma diferenga entre os
processos de evolugdo ndo-autdnomos e os autbnomos. Assim, a fim de chegar a essa compacidade,

acrescentamos algumas novas hipéteses aos sobre os processos de evolucao.

Definicdo 2.36: Diremos que um processo de evolugdo {S(z,s): (t,5) € &2} é pullback fortemente
limitado dissipativo se, para cada 7 € T, existir um subconjunto limitado B(t) de X que absorve
pullback subconjuntos limitados de X no instante 7 para cada 7 < ¢, isto €, dado qualquer subconjunto
limitado D de X e T <, existe so(7,D) tal que S(7,s)D C B(t), para todo s < so(7,D).

Observacido 2.37: A familia {B(¢): t € T} dada acima ndo precisa ter unido limitada, entretanto

podemos escolhé-la de modo que a ter <, B(s) limitado, para cada ¢ € T.

O ultimo resultado apresentado a seguir nos leva ao objetivo principal da secdo, apresentando

condig¢des suficientes para garantir a existéncia de um atrator pullback.

Teorema 2.38: Se um processo de evolugdo {S(t,s): (t,s) € P} é pullback fortemente limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto, entdo {S(t,s): (t,s) € &} tem um atrator pullback
{(t): t € T} com a propriedade que | J;, </ (s) é limitado para cadat € T.

Demonstragdo. Primeiramente, seja <7 (t) = [ J{®(B,t): B C X, B limitado} como em (2.14), entdo
o Teorema 2.34 nos assegura, para cada t € T, que .27 (¢) atrai pullback subconjuntos limitados de
X no instante 7. Como também, se {B(¢): t € T} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo
2/ (t) C B(r) paratodo ¢ € T.

Agora, como {S(t,s): t > s € T} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe um sub-
conjunto limitado B(r) de X que absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante 7, para
cada t <t. Dali, considerando B(¢) como um subconjunto limitado fixo de X, ja que ®(B(t),t) atrai

pullback B(t) no instante #, ele atrai pullback todo subconjunto limitado de X no instante .
Com efeito, basta mostrar que dado um subconjunto limitado D de X, w(D,t) C @(B(t),t). Para
. . ~ . a — k—>oo
isso, seja xg € (D, 1), entdo existem sequéncias {si }reny em T, com sy —— —oo € {x¢ }reny em D
. k—ro0 . ..
tais que S(z, s )xx —— Xo. Logo, uma vez que {S(z,s): (¢,5) € 2} é pullback fortemente limitado
dissipativo, dada uma sequéncia {7, },cyy em T, com T, ———» —oo, existe uma sequéncia { Gy }nen
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) k—oo
com ¥, < 1, tal que S(7,,s)D C B(t), para todo s < 0,,. Assim, dado que sy K720 oo, para cada T,,
existe k, > n tal que sz, < T, e S(Ty, 5%, )%k, € B(t). Portanto,

S(t, 51 )3, = S(t,T2)S (T, 58, )30, € S(t,72)B(2),

implicando xo € @(B(t),t). Logo, <7(t) C w(B(t),t) e finalmente, como @ (B(t),t) C </ (t) temos
o (t) = o(B(t),t). Segue disto que <7 (¢) é compacto, como queriamos. O

Exemplo 2.39 (CARVALHO 2012 [5]. Uma bifurcacdo sela-né): Seguindo [18], podemos estudar

uma versao ndo autonoma da equacgdo diferencial ordindria simples
. 2
X=a—bx", b>0,

que modela uma bifurcacao sela-n6. Para a < 0 todas as trajetérias tendem a —oo; para a = 0, as
solugdes positivas tendem a zero e as solugdes negativas explodem para —eo em um tempo finito; e para
a > 0, existe uma solucao de atracdo dnica m para subconjuntos compactos em (—\/m, +o0),
enquanto —\/m € instdvel. Vamos denotar o operador solu¢do para essa equagdo autdbnoma por
T (1)

Aqui consideramos
x=a—>b(t)x", x(s)=xo, (2.15)

ondea € Reb: R — R é continuo com b(t) > O paratodor € Re

0 )
/ b(t)dt = / b(t)dt = H-oo. (2.16)
PSS 0

Veremos que essa equagdo nio autdnoma se comporta de maneira semelhante a sua contrapartida
autdonoma (quando b ndo depende de 7, ou seja, b € uma constante). Como também, analisaremos a
equacao considerando um processo em um subconjunto fechado de R, e mesmo neste caso simples,

faremos uso da possibilidade de definir atratores pullback em espagos métricos.

Primeiro, notemos que se a < 0, entdo x < a e S(t,s)xg — —eo para todo xp € R, tanto quanto
t — +oo (“forwards”) e como s — —oo (“pullback™); enquanto se a = 0, entdo a equacdo pode ser

resolvida explicitamente para produzir

Xs

S(t, = .
(1,5)x; 1+ [ b(r)dr

Usando (2.16), segue que se x; > 0, entdo S(z,s)x; — 0 com f — o0 ou s — —oo, considerando que se

xs < 0, entdo a solucdo “explode” para —eo em um tempo finito (seja em forwards ou pullback).

O comportamento para a > 0 é mais interessante. Vamos assumir que b(¢) é limitado acima e

abaixo, isto é, existe bg e by com 0 < by < b tal que
by < b(t) < by.
A equagdo € entdo simples de analisar, pois a solucdo de (2.15) € limitada acima e abaixo pelas
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equacodes autbnomas

¥x=a—boxtex=a—bx’,

respectivamente (ambos com x(s) = xp), ou seja,
T, (1 —5)x0 < S(t,5)x0 < Ty py (1 — )Xo

Vejamos que o intervalo [—+/a /b, +o0) é positivamente invariante para os trés sistemas (as equagdes
ndo autdonomas e equacdes autdbnomas “limitantes”).

Vamos considerar o processo S(-,-) restrito a [—/a /by, +o0), que é um espago métrico completo
quando nds usamos a distancia usual em R. Para qualquer conjunto limitado B C [—+/a/by,+oo)
existe um 7y(B) tal que

S(t,s)B C a/by,2+/a/by|, parat—s> 19(B); 2.17)

em particular, hd um conjunto pullback absorvente fechado limitado (e portanto compacto). Podemos
agora aplicar o Teorema 2.24 para deduzir a existéncia de um atrator de pullback <7 (¢) para (2.15) em

[—y/a/b},~+e). Como o atrator é um subconjunto conexo de R (Coroldrio 2.22), deve ser de fato um

A (t) =[a_(t),ay(t)] C L. = [\/a/bi,\/a/bo);

como o espaco de fase é unidimensional, o processo preserva a ordem e portanto a4 (-) sdo solu¢oes

intervalo,

globais de (2.15). Mostraremos agora que de fato a_(#) = a4 (¢) para todo . Para isso, considere a

diferenca z(r) = a4 (t) — a_(t) que satisfaz a equagdo

2= —b{)(@ (1) — (1)) = —b{0)las (1) +a- () < —LL b0z,

2
z(t) <z(s eXP( ‘a/bl/ >

Fazendo s — —oo e usando (2.16) temos que z(z) = 0, ou seja, que a4 () = a_(¢). Entdo o atrator

Integrando, obtemos:

pullback consiste em uma unica solugdo global (positiva) a(z).

Ressaltamos que neste exemplo, a solug@o global a(r) também atrai forwards; usando (2.17),
qualquer solugdo x(-) é eventualmente limitado inferiormente por 5 \/a/_bl e 0 argumento anterior
pode ser repetido (substituindo a_(+) e a () por x(+) e a(-), devidamente ordenados) para mostrar que
|x(¢) —a(t)| — 0 como t — +-oo.

O artigo de Langa et al. (2002) [18] considera a situacdo menos direta onde 0 < b(r) < b e
b(t) — 0, preservando a condi¢@o de integral (2.16). Neste caso, o atrator pullback ainda é um atrator
pullback que atrai uma solucao global positiva, mas esta solucdo global agora € ilimitada (ela tende a
+o0 como |t| — £0), e existe também uma solucdo global negativa que, embora importante para a

dinamica, nao € contido no atrator pullback (nem seu conjunto € instavel).
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Capitulo 3

Relacao entre atratores pullback e atratores
uniformes

Nesse capitulo abordaremos vérias nogdes de atratores para sistemas dinamicos e suas conexoes,

estabelecendo algumas relagdes entre eles. A principal referéncia para esse capitulo € [3].

3.1 Diferentes nocoes para atratores de equacoes diferenciais nao

autonomas

Em se tratando de atratores para equagdes diferenciais nao autbnomas como

u=f(t,u), t>0 3.1
x(o)=upeX

duas abordagens importantes foram desenvolvidas:

A teoria dos atratores uniformes, um conjunto minimo compacto (ndo invariante) que atrai
forwards (para frente) conjuntos uniformemente limitados com respeito a um tempo inicial e a teoria
dos atratores pullback, uma familia de conjuntos compactos que € invariante e atrai pullback (mas, em
geral, nao forwards) conjuntos limitados. Nessa secdo, iremos relacionar essas diferentes nocdes para
tirar proveito da invariancia na teoria dos atratores pullback e a atratividade forwards na teoria dos

atratores uniformes.

Comeg¢amos com a discussdo das possiveis no¢des de “atratores” para sistemas dindmicos ndao

autdbnomos.

3.1.1 Sistemas dinamicos nao autonomos

Existe um método geral que nos fornece um caminho para formar o espaco base para uma

equacdo diferencial ndo autdonoma. A origem desse método € considerar a familia de ndo linearidades
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como um fluxo de base impulsionado pelo deslocamento linear aplicado a nao linearidade f(z,-) que

ocorre na equagao original.

Vamos considerar f € C(R,X), o conjunto de fungdes continuas limitadas de R em X munido

com a métrica p. Denotemos por Xy o conjunto de todas as translacdes de f,

Zo(f)={f(s+): s eR},

e defina o operador 6;: C(R,X) — C(R,X) por
6./ () = f(+1).

Para a dependéncia autdbnoma e periddica esta construcdo produz um espacgo base fechado .
Entretanto, para termos ndo autdnomos mais gerais (por exemplo, quase peridédicos) é conveniente

considerar o fecho de ¥y com respeito a p:
L :=X,(f) = fechode Xy(f) € C(R,X) com respeito a p,

conhecido como “hull” das fun¢des f no espaco (C(R,X);p) (veja [10], [23]). Assim, a continuidade
de 6; em X se estende a continuidade de 6; em X.

Observamos que podemos também considerar f € C(R™',X). Nesse caso 6; define um semigrupo
em X, o fecho de {f(s+-): s > 0}.

Assim, tentaremos analisar as equagdes diferenciais ndo autbnomas como a combinacao de um
fluxo bdsico {6; },cgr em X e, para cada 6 € £, o semifluxo R x X 3 (r,up) — ¢(t,0)up € X onde,
para cada ug € X, Rt 3¢ ¢(t,0)ug € X € a solugdo do problema de valor inicial

u=o(tu), t>0
M(O):uoEX.

Entdo a familia de func¢des
(t,0) ERT x X @(t,0) € C(X),

satisfaz

1. ¢(0,0)=1Idx paratodo o €Y,
2. Rt XXX X 3 (t,0) — ¢(t,0)u € X é continua, e

3. (propriedade cociclo) paratodot > s, s c Re 0 € X,
¢(t+5,0) = @(t,6,0)9(s,0).

Da ultima propriedade de ¢, o denominamos semifluxo cociclo. Estas propriedades definem um

semifluxo cociclo e sua relacdo com a equacgao diferencial (3.2) ndo € mais necessdria. Em todo caso,
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podemos interpretar ¢ (7, ¢ )u como a solu¢do em um tempo ¢ que se iniciou em um estado u no tempo
zero sujeito ao termo de conducdo ndo autbnomo o € X.

Juntos, ¢ e 6 determinam o problema nio autobnomo (3.1) e o par (¢, 9)()(,2) serd chamado
sistema dindmico nio autonomo em (X,Y). Agora, dado um sistema dindmico ndo autébnomo (¢, 6)
em (X,X), podemos também definir um semigrupo ou sistema dindmico auténomo associado (veja
[22], [23]) II(:) em X = X x X (com a métrica dx((x,0),(X,0)) = d(x,X) + p(0,0)) definindo

1(t)(u,6) = (¢(t,0)u,6,5), 1> 0.

Essas propriedades de semigrupo de 6; e a propriedade de cociclo de ¢ garantem que I1(-)

satisfaca as propriedades de semigrupo.

Assim, dada uma equacdo diferencial ndo autdnoma como (3.1), precisamos lidar com quatro
sistemas dindmicos diferentes, mas intimamente relacionados:

(a) O semigrupo de condugdo {6;: t >0} em X associado a dindmica das ndo linearidades dependentes
do tempo que aparecem na equag@o, e é definido por (6,f)(-,-) = f(t+-,-),

(b) o semifluxo produto skew {I1(t): t > 0} definido no espaco produto X x X,

(c) o sistema dindmico ndo auténomo associado (@,0)x 5y com @ (t, 05 f)uo = u(t +s, f,uo),

(d) e o processo de evolugdo S(z,s)ug = u(t — s, 05 f ) uo.

Notamos que cada um dos quatro tipos de sistemas dindmicos descritos acima pode ter um atrator
associado:

—
la)

(i) um atrator global Z para o semigrupo de conducao 6,
(ii) um atrator global A para o semifluxo produto skew I1(z),
(iii) um atrator cociclo {A(0) }sex para o semifluxo cociclo ¢,
(iv) um atrator pullback {A(r) };cr para o processo de evolugdo S(z,s),

(v) e o atrator uniforme &7 = I[1xA := {u € X: existe o € X com (u,0) € A} para o processo de
evolugdo S(t,s).

3.1.2 Relacao entre atratores

O objetivo agora € relacionar os diferentes conceitos de “atratores” para sistemas dindmicos nao

autdbnomos. Essas relagdes serdo tteis para entender a dindmica no atrator uniforme.

Dados um sistema dindmico ndo auténomo (¢, 9)(X72), suponhamos que o semigrupo do se-
mifluxo produto skew associado {I1(r): r > 0} possui um atrator global A em X x X. Sabemos que
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{I1(¢): t > 0} tem um atrator se, e somente se, existe um conjunto compacto K C X x X tal que

lim dist(T1()B, K) = 0, (3.2)

t—o0
para algum subconjunto limitado B de X x X.
Primeiro relacionamos a compacidade assintética de {II(¢): > 0} com uma condicdo equiva-

lente para (¢,0)x x)-

Proposicio 3.1:  Se (¢, 9)(X,Z) é um sistema dindmico ndo autonomo, o semigrupo de condu¢do
{6,: t >0} tem um atrator E e {I1(t): t > 0} é o semifluxo produto skew associado em X X ¥, entdo

as duas propriedades a seguir sdo equivalentes:

(1) existe um subconjunto compacto K de X x X tal que para todo subconjunto limitado B de X x X

lim dist(T1(z)B,K) = 0;

f—ro0

(1) existe um subconjunto compacto K de X tal que para todo subconjunto limitado B de X

lim dist(¢(z,0)B,K) =0,

t—o0

com o limite sendo uniforme para ¢ em subconjuntos limitados de X.

Demonstragcdo. Primeiramente suponha valida a propriedade (i). Sejam K = IIxK, B um conjunto
limitado de X e Y um subconjunto limitado de X. Considere B := B x Y. Entdo B é limitado em X x ¥
e lim;_,o dist(I1(r) B, K) = 0. Assim, como

dist(¢(t,6)B,K) < dist(I1(r)B, K),

para todo o € Y, vale (ii).

Agora suponha vélida a propriedade (ii). Tomemos K = K x & que serd compacto desde que K e
& sejam compactos e seja B um subconjunto limitado de X x X, o qual estd contido em algum conjunto

da forma B x Y, onde B € um subconjunto limitado de X e Y é um subconjunto limitado de £. Como

N BxY)C | er,0) ] x 6,
oeY
entao
dist(TI(z)B, K) < dist(I1(¢)[B x Y], K x E) < supdist(¢(z,0)B,K) +dist(6,Y,E).
oeY
Portanto, vale (i). ]

Com base neste resultado, introduzimos a seguinte defini¢do (para mais detalhes, veja também
(101, [8], [12], [25D).
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Defini¢do 3.2: O sistema dindmico nio auténomo (¢, 9)( x,x) € dito uniformemente assintotica-
mente compacto se existe um conjunto compacto K C X tal que

lim sup dist(¢(¢,0)B,K) =0, (3.3)

[=*Gex

para todo subconjunto limitado B de X e um conjunto limitado T de X.

Acabamos de verificar que a compacidade assintética uniforme de (¢, 9)(X,2) implica a com-
pacidade assintética de {I1(r): r > 0} e, portanto, {I1(¢): r > 0} tem um atrator global A. A questio
natural é mostrar como isso pode ser interpretado para o semifluxo do cociclo. Podemos adotar uma
primeira abordagem se quisermos nos concentrar no comportamento assintotico quando t — +oo. Note

que a propriedade de atracdo de A implica que se definirmos <7 = [Ix A entdo

lim sup dist(¢(¢,0)B, /) =0, (3.4)

= 6er

para todos os subconjuntos Bde X e Y de .

Enquanto a invariancia de A sob a agdo de {I1(r): t > 0} ndo é levada para <7 sob a a¢do do
sistema dindmico ndo auténomo (@, 9)()@), a propriedade de minimalidade € preservada: o atrator
global A € o menor conjunto fechado em X x X que atrai todos os conjuntos limitados, e sua projecio
</ € o subconjunto minimal fechado de X que atrai uniformemente (no sentido de (3.4)) para todos
subconjuntos limitados B de X e Y de . Nio é dificil ver que se &/ C X é atraido uniformemente
entio ./ x E é atraido por {I1(z): t > 0}, donde A C o x E e, portanto, o7 C 4.

O que nos leva a defini¢cdo de atrator uniforme.

Definicdo 3.3: O subconjunto compacto minimal de X que atrai uniformemente todos os subconjuntos

limitados B de X e I de X € chamado de atrator uniforme para o sistema dindmico nao autbnomo
(¢,0)(x.5)-

Assim, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.4: Se (¢, 9)(X7E) € uniformemente assintoticamente compacto e o semigrupo de condu¢do

{6;: t > 0} tem um atrator global E, entdo (9,0) x x) tem um atrator uniforme.

Definicdo 3.5: Um conjunto ndo auténomo ¢ uma familia {D(0)}sex de subconjuntos de X
indexado em X. Dizemos que {D(0) }sex € um conjunto ndo autdnomo aberto (fechado, compacto) se

cada fibra D(c) é um subconjunto aberto (fechado, compacto) de X.

Defini¢do 3.6: Um conjunto ndo autdbnomo {D(0)}scx € invariante sob o sistema dinidmico néo
autdnomo (¢, 0)x x) se
¢(t,0)D(c) = D(6,0),

paratodot > 0ecadao € X.

E imediato que um conjunto nio autdnomo {D(c)}scy é invariante para (¢, 0)xx) se, e
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somente se, o subconjunto correspondente D de X x X, dado por

D= | D(o) x{o},

ocX

¢ invariante pelo semigrupo {I1(z): ¢t > 0}.

Dado um subconjunto E de X x X, denotamos por E(6) = {x € X: (x,0) € E} a 6-se¢do de E,

portanto

E=|JE(o)x{o}. (3.5)

ocL

Dado um conjunto ndo auténomo {E(0)}scyx, denotamos por E o conjunto definido por (3.5).

Observe que
U E(o) =TIxE.
ocx
Podemos agora relacionar o conceito de atratores cociclo para um sistema dindmico ndo autd-

nomo (@, 0)x x) com o atrator global para o semifluxo produto skew associado {II(#): t > 0}.

Defini¢do 3.7: Suponhamos que X seja compacto e invariante (ou seja, o atrator global de {6;: t > 0}
é¢X)eque {6;:t>0}éum grupo sobre L e 9,_1 = 0_;, para todo ¢ > 0. Um conjunto compacto ndo
auténomo {A(0)}sex € chamado de atrator cociclo de (¢, 0)x x) se

(i) {A(0)}cex € invariante sobre o sistema dindmico ndo autdnomo (¢, 8) x x), ou seja, para todo
t >0, ¢(t,0)A(c) =A(6,0).

(ii) {A(0)}sex atrai pullback todos os subconjuntos B C X, isto é,

ZEdelst((p(t, 0_,0)B,A(c)) =0.
Observacio 3.8: No caso de X ndo ser compacto e/ou ndo invariante, mas {6;: ¢ > 0} possuir um
atrator global E e um grupo sobre E, também podemos definir o atrator cociclo {A(0)}scz para cada
ocZen: R— Eatravés de o sendo a tnica solucio global limitada, se substituirmos a condi¢ao (ii)
da Definicao 3.7 por:

(i1”) Para cada subconjunto limitado B C X temos

lim dist(¢(r,n(—t))B,A(c)) = 0.

t—roo

O proximo resultado pode ser encontrado em [15], Proposi¢des 3.30 e 3.31 ou em [4], Teorema
3.4.

Teorema 3.9:  Seja (¢, 0)x x) um sistema dindmico ndo auténomo, onde {6;: t > 0} tem um atrator
global E e é um grupo sobre E, e seja {I1(t): t > 0} o semifluxo produto skew associado em X x X
com um atrator global A. Entdo {A(0)}sez comA(c) ={x € X: (x,0) € A} é o atrator cociclo de

(9,0)x 5)-
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Observacao 3.10:  Observe que caso X seja compacto e invariante, o atrator cociclo € definido em
¥, ou seja, nas condi¢des do teorema anterior, existe o atrator cociclo {A(0)}sexr com A(0) = {x €
X: (x,0) €A}

Acabamos de verificar que a existéncia de um atrator global para o semifluxo produto skew
{II(¢): t > 0} implica a existéncia de um atrator cociclo para o sistema dindmico ndo autdnomo
(o, 6)(X72). Porém, sem condig¢des adicionais, o inverso ndo vale. De fato, podemos ver que o atrator
cociclo ndo precisa ser um conjunto limitado (veja, por exemplo, [19]), enquanto o atrator global de
{I1(¢): t > 0} deve ser compacto.

No entanto, o resultado a seguir nos da o inverso de modo parcial. Aqui assumimos que X é
compacto, invariante e {6;: 1 > 0} um grupo sobre ¥£. Como referéncia, podemos consultar [15],
Proposi¢ao 3.32 ou [4], Teorema 3.4.

Teorema 3.11:  Suponhamos que {A(0)}sex € o atrator cociclo de (¢,0)x ), {I1(t): 1 >0} éo
semifluxo produto skew associado. Suponha que {A(0)}seyx seja atraido uniformemente, ou seja, para

um subconjunto limitado Y de X,

lim sup dist(¢(¢,0_,0)D,A(c)) =0,

= ser

e Ugex A(0) € pré-compacto em X. Entdo o conjunto A associado com {A(0)}sex, dado por

A= JA(o)x{c}

oeX

é o atrator global do semigrupo {I1(t): t > 0}.

Agora podemos reinterpretar os Teoremas 3.9 e 3.11.

Teorema 3.12: Suponhamos que o sistema dindmico ndo auténomo (@, 9)(;(72) é uniformemente

assintoticamente compacto. Entdo ele tem um atrator </ e um atrator cociclo {a(0)}sex e disso

| Alo) = 7. (3.6)

ocy,

Vamos agora relacionar os sistemas dindmicos ndo autdnomos (cociclos) com os processos de

evolucgao.

Assumamos que {6;: ¢ > 0} tem um atrator global E (mas no necessariamente um grupo sobre
E). Para cada ¢ € E e cada solugdo global n: R — Z sobre ¢ de {6;: t > 0}, podemos construir, via
sistema dindmico ndo autdénomo (¢, 9)(X72) um processo de evolugdo como se segue: parat > s € R
defina

Sa,n(t7s) = (p(t_svn(s»'

Entdo, dados ¢ € X e uma solugdo global 1: R — E através de {6;: t > 0}, dizemos que a familia

{Son(t,s): t > s} é o processo de evolugao associado.
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Para o caso em que {6;: r > 0} é de fato um grupo sobre o atrator global E para cada ¢ € &
existe apenas uma solugdo global n: R — E através de o de {6;: r > 0} e denotamos o processo de

evolucdo associado simplesmente por S (-, ).

Defini¢do 3.13: Dada uma solug@o global limitada : R — X do sistema de condugdo {6,: t > 0}
e dois conjuntos nao autdonomos {D(7) };cr € {A(?) }ser, dizemos que {A(f)};cr n-atrai-pullback

{D(1) }rer se
tli_)rrolodH((p(t, N(s—t))D(s—1t)A(s)) =0, paratodos e R.

Definicao 3.14: Um universo & é uma colecido de conjuntos ndo-auténomos nao vazios que é
fechado com respeito ao conjunto inclusio, ou seja, se {D'(¢)};cr € Z e D*(t) C D'(t) para todo
t € R, entdo {D*(t)};er € 2. Um conjunto compacto niio autdnomo {A(t)},cr € Zy ¢é chamado de
(2,n)-atrator pullback de (¢, 8)x x) se

1. {A(t)};er € n-invariante;

2. {A(t)};cr € n-atrator pullback para todas as familias {D(¢) };cr € Z.

O resultado a seguir € uma consequéncia do Teorema 3.11 e mostra a relag@o entre o atrator
global de um semifluxo produto skew e o atrator pullback do processo de evolucdo, caso ele tenha.
Para demonstracdo, veja [2], Teorema 2.7.

Teorema 3.15:  Assumamos que o semifluxo produto skew {I1(t): t > 0} possui um atrator global A,
consequentemente, o sistema de condugdo {6;: t > 0} tem um atrator global E. Se 11: R — E é uma

solugdo limitada global para {6;: t > 0} entdo o processo de evolugdo {Sy(t,s): t > s} dado por
Sn([,S)MZQDO—S,TI(S))M, uekX,

possui um (2,n)-atrator pullback {7y (t): t € R} onde 9 é a colegdo de conjuntos ndo autonomos
{D(t) }scr tal que \J,cr D(t) € limitado em X. Além disso,

A= { U @ (1) x {n ()}, n(-) é uma solugao global limitada para {6;: t > O}}
teR

Corolario 3.16:  Sob as hipdteses do Teorema 3.15, o sistema dindmico ndo auténomo (@, 9)(X,E)

tem um atrator uniforme <f e

o =TLA =] ;1)
n teR

onde a primeira unido é tomada sob todas as solugdes globais limitadas n: R — X de {6,: t > 0}.
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