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RESUMO 

 

 A classificação e separação mecânica são atividades presentes em diversos ramos 

industriais: muito presente na indústria de mineração, de fertilizantes e, até mesmo, 

farmacêutica e alimentícia. Parte integrante do processo de separação mecânica é a malha, 

normalmente metálica, utilizada como meio de gradação das partículas ; mas não só: é, em 

muitos sentidos, o dispositivo central de todos os aspectos que envolvem a separação mecânica. 

Faz-se, assim, necessário aprofundar os estudos de suas características, em especial, aquelas 

voltadas para seu comportamento dinâmico. O trabalho proposto caminha nessa direção, 

revisando os modelos disponíveis em literatura específica - muito frutífero nessa demanda é o 

ramo de estudos de materiais têxteis em impactos balísticos, por tratar de materiais compostos 

por elementos entrelaçados, como o são as malhas utilizadas na separação mecânica . O trabalho 

não só revisa a teoria, mas também propõe a utilização de modelo conveniente - nesse caso, um 

modelo equivalente contínuo, homogeneizado, com características ortotrópicas . Para tal fim, 

bancadas e métodos experimentais foram desenvolvidos, bem como as ferramentas 

computacionais necessárias para análise: visando a aplicação em indústria, todas as ferramentas 

foram desenvolvidas em softwares open-source ou de baixo custo. Cita-se, como exemplo, o 

laboratório matricial livre GNU Octave® e o software de elementos finitos, de custo 

inexpressivo, Mecway®. Nesse sentido, o estudo realizado consiste na obtenção das 

propriedades físicas equivalentes - módulos de elasticidade, cisalhamento e coeficiente de 

Poisson - que levariam o modelo a comportar-se de maneira semelhante ao objeto físico real. 

A metodologia proposta para obtenção das propriedades mecânicas do modelo consiste num 

procedimento de minimização - utilizando o otimizador heurístico particle-swarm optimization 

(PSO) - da diferença entre as resposta dinâmica experimental e modelada, através de suas 

características modais: frequência natural, modos de vibrar e fator de amortecimento. Todos 

esses aspectos estão englobados na chamada análise modal analítica e experimental. Dessa 

forma, a obtenção das propriedades mecânicas do sistema é de cunho dinâmico, diferentemente 

do usual cunho estático. Para analisar a eficácia da metodologia de extração das propriedades 

mecânicas, um procedimento de validação computacional foi elaborado e mostrou-se bem-

sucedido: a metodologia é capaz de ajustar a resposta dinâmica do sistema à referência utilizada 

e, dessa forma, obter as propriedades mecânicas. Ao final, o estudo experimental das malhas 

metálicas é apresentado, no qual fica claro a complexidade do comportamento da malha 

metálica e, por isso, certa inadequação de alguns aspectos da metodologia experimental e de 



análise. Esse fato não é impeditivo, contudo, para afirmar, baseado nos resultados, que o modelo 

contínuo homogeneizado, de características ortotrópicas, de fato é capaz de sintetizar parte das 

características de uma complexa malha de fios metálicos entrelaçados.  

 

Palavras-chave: Separação Mecânica. Malha Metálica. Modelo Contínuo Homogeneizado 

Ortotrópico. Análise Modal. Otimização. PSO. GNU Octave®. Mecway®. 

 

  



ABSTRACT 

 

 Mechanical classification and separation are an ever-present activity in a myriad of 

industries: very much present in mining and fertilizer industries, as well as in pharmaceutical 

and food production and processing ones. Integral part of the mechanical separation process is 

the woven screen, usually metallic, utilized as a mean of particle gradation; however, there’s 

more: the screen is, in many ways, the central piece of every aspect involved in mechanical 

separation. Therefore, it is necessary to dive deeper into its characteristics, especially the ones 

related to its dynamic behavior. The proposed research goes in that direction, revising available 

models in certain specific areas - very prolific in this topic is the ballistic field of study with 

regards to textile woven materials, as are the ones utilized in mechanical separation. The work 

is not limited to revising the theory, but it also proposes the implementation of a convenient 

model - in this case, a homogenized continuous one, with orthotropic characteristics. To that 

end, benchwork and experimental methodologies are developed, as well as the necessary 

computational tools for the analysis: in view of the application of those methods in the industry, 

all tools were developed in open-source or low-cost software. As an example, it was used the 

open-source matrix laboratory GNU Octave® and the low-cost finite elements software 

Mecway®. In that sense, the study performed consist of obtaining the equivalent physical 

properties - elasticity and shear modulus, and Poisson coefficient - that would bring the model 

to behave in a similar manner to the real object. The proposed methodology for acquiring the 

model’s mechanical properties can be summarized to a minimization problem - utilizing the 

particle-swarm optimization heuristics optimizer (PSO) - between the difference of the 

experimental and modeled dynamic response, through its modal properties: natural frequency, 

mode shapes and damping factor. All those aspects are contained in what is called analytical 

and experimental modal analysis. In that regard, it is a dynamic way of obtaining the mechanical 

properties of the system, which differs from the usual static one. To analyze the mechanical 

property extraction methodology efficacy, a computational validation procedure was elaborated 

and has shown to be a success: the methodology can adjust the system’s dynamical response to 

the reference used and obtain the mechanical properties sought.  At the end of the study, a 

review of the experimental responses of the screen is provided, in which its complex behavior 

is made clear, and, because of that, certain aspects of the experimental methodologies used, and 

analysis made, are lacking. That, however, it is not an impediment to the conclusion, based on 

the results obtained, that the orthotropic homogenized continuous model can synthesize part of 

the complex characteristics of a metallic woven screen.  



 

Keywords: Mechanical Separation. Woven Metallic Screen. Orthotropic Homogenized 

Continuous Model. Modal Analysis. Optimization. PSO. GNU Octave®. Mecway®. 
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CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO 

 

 Essa seção introdutória do trabalho é dividida em três subseções de contextualização, 

uma subseção que contém os objetivos do trabalho e uma disposição dos tópicos abordados. A 

primeira subseção contém uma contextualização geral do processo de separação mecânica de 

particulados sólidos e sua ampla utilização em diversos ramos industriais, bem como explicita 

o envolvimento de malhas metálicas nesse processo e sua importância. As subseções 1.2 e 1.3 

contém as motivações financeiras e científicas do trabalho. 

 

1.1 SEPARAÇÃO MECÂNICA E SUA UTILIZAÇÃO NA INDÚSTRIA 

 

 A separação mecânica é um ramo das operações unitárias destinada a realizar a 

separação/classificação de misturas heterogêneas. Dentre o rol de aplicações, destaca -se a 

separação de mistura de particulados sólidos, através da diferença relativa da dimensão e 

formato das partículas: processo conhecido por peneiramento. Diversos são os equipamentos 

existentes e utilizados na indústria: peneiras estacionárias ou grizzlies; giratórias; vibratórias de 

baixa e alta frequência; centrífugas; rotativas ou trommels etc. (McCABE et al., 1993). 

 A tecnologia de peneiramento é amplamente utilizada nas indústrias extrativistas, como 

de mineração e fertilizantes, bem como em indústrias alimentícias e farmacêuticas (DO NG et 

al, 2013). A indústria de fertilizantes é de especial interesse uma vez que a empresa parceira do 

projeto, Cinética Sistemas LTDA., desenvolve e fornece equipamentos utilizados no 

processamento de fertilizantes minerais (inorgânicos). Dentre os equipamentos disponíveis, a 

peneira de alta frequência inclinada, para fins de separação mecânica sólido-sólido, é 

amplamente utilizada nas plantas de granulação do fertilizante e mistura dos macros e 

micronutrientes para finalização do produto (YARA, 2018), por exemplo.  

 Um exemplar de peneira inclinada de alta frequência (50 a 60 Hz), despida de 

coberturas, flanges e chutes, contida no catálogo de equipamentos da empresa, está ilustrada na 

figura 1.1. O equipamento em questão configura-se numa peneira J&H, modelo III, 5 x 5 pés, 

de simples deck, sendo a unidade mais simples fornecida para os fins descritos. Essa unidade, 

mais especificamente a parte interna diretamente relacionada com o processo de separação - 

estrutura de apoio, tensionamento e transmissão de movimento para a malha metálica - será 

utilizada como modelo base (em escala) para exploração do tema proposto- vide figura 1.2. 
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Necessário destacar, afinal, a importância da malha metálica, figura 1.2, objeto central 

da pesquisa, no processo de separação mecânica já exposto: em todos os equipamentos 

mencionados é a malha metálica a responsável pela correta classificação/separação do material 

particulado em processo, bem como, mais especificamente na peneira vibratória inclinada, é 

responsável por receber a vibração imposta por atuadores e fornecer, por sua vez, tal 

movimentação ao material em processamento. Em suma, a malha metálica é o centro de ação 

de todo processo de separação mecânica por diferença relativa de tamanho e forma.  

 

 

Figura 1.1 – Peneira inclinada de alta frequência J&H, modelo III, 5 x 5 pés, de simples deck. 

 

 

Figura 1.2 – Detalhamento da estrutura interna de apoio, tensionamento e transmissão de 

movimento para malha metálica.  

 

1.2 MOTIVAÇÕES ECONÔMICAS 

 

 A agricultura brasileira é sabidamente um dos carros chefes da economia do país. Para 

ilustrar tal fato, a balança comercial brasileira registrou superávit, no ano de 2020, de 

aproximadamente US$ 87 bilhões, recorde anual da série histórica desde 1996. Somente no mês 



26 

Capítulo 1 - Introdução 

 

de maio de 2021 arrecadou US$ 3 bilhões a mais que o mesmo mês do ano de 2020 (ano de 

superávit recorde) (MAPA, 2021). Importante notar que todo esse cenário de balança comercial 

positiva ocorre no contexto da maior crise sanitária dos últimos anos, devido ao Corona vírus 

(SARS-CoV-2), tornando-se ainda mais importante para a conjuntura econômica nacional. 

 Nesse contexto da agropecuária forte, o mercado de fertilizantes é, também, um mercado 

significativo, buscando suprir as necessidades do agronegócio: o Brasil é a quarta nação 

consumidora de nutrientes agrícolas (IFASTAT, 2018). A despeito do alto consumo de adubo, 

o país importa majoritariamente os produtos consumidos: somente em 2018, a importação 

representou 77 % da origem de todo o consumo interno de fertilizantes minerais (NPK) 

(ANDA, 2019). Essa alta dependência de importação pode ser nociva para o agronegócio 

brasileiro, uma vez que condiciona a indústria a fatores externos como disponibilidade do 

insumo e cotação em moeda estrangeira (FARIAS, 2020). Esse fato é especialmente verdadeiro 

no contexto atual, devido à invasão russa do território ucraniano: a guerra elevou os custos de 

importação de adubo e diminuiu sua disponibilidade. 

 Aliando a insegurança econômica à alta dependência da importação de insumos, com 

previsões que sugerem que, mesmo em contexto da crise sanitária, o consumo global de 

fertilizantes não deve sofrer retrocesso - previsão, aliás, de aumento médio de 0.7% anual no 

período até 2024 - (IFA, 2020), percebe-se que existe uma vacância de produção de fertilizantes 

interna ao país que pode ser aproveitada pela indústria nacional para impulsionar sua produção. 

Um possível crescimento da indústria de fertilizantes nacional significa aumento nas aquisições 

de equipamentos de processamento do produto; daí a importância do investimento na 

aprimoração de técnicas que permitam otimizar designs de equipamentos já amplamente 

utilizados, incluindo aqueles relacionados ao processo de separação mecânica.  

 

1.3 MOTIVAÇÕES CIENTÍFICAS 

 

 Em anos recentes, uma quantidade de trabalhos substancial sobre o tema de otimização 

do processo de separação mecânica, especificamente de peneiramento, foi produzida.  

Diferentemente das abordagens de natureza essencialmente experimental e probabilística do 

século XX, esses recentes trabalhos mudaram a abordagem para uma de natureza 

computacional, baseada no método dos elementos discretos (DEM). O trabalho pioneiro da área 

é atribuído a Jintang Li et al. (2003). Nesse trabalho inaugural, a dinâmica das partículas foi 

modelada através do DEM - que analisa a cada instante a interação entre todas as partículas do 

sistema e define, iterativamente, o seu estado - a malha metálica foi modelada como condição 



27 

Capítulo 1 - Introdução 

 

de contorno: placa perfurada, com perfil retangular, estática. Diversos outros trabalhos na 

temática do trato do fluxo de materiais particulados foram desenvolvidos, contudo, destaca -se 

os trabalhos de Dong, et al. (2009; 2013) e Zhanfu Li (2015) que possuem foco no processo de 

separação, sendo uma simulação de peneira vibrada do tipo banana e as demais em peneiras 

inclinadas simples, respectivamente.  

 Todos esses trabalhos possuem a característica comum de considerar a malha metálica 

como condição de contorno do problema do fluxo de material particulado. Isso acarreta uma 

simplificação geométrica da mesma e, ainda mais pernicioso, uma ausência da característica 

dinâmica da malha em si: ainda que alguns trabalhos considerem a malha vibrada, apenas um 

movimento rígido é imposto. Esse fato elimina a influência das partículas no comportamento 

da malha e vice-versa, além de desconsiderar características importantes como os fenômenos 

de natureza ressonante, por exemplo, que são essenciais para o estudo. Dessa forma, um modelo 

da malha metálica que compreenda essas características dinâmicas de forma eficiente faz -se 

necessário: não só esse modelo poderia complementar trabalhos semelhantes aos apresentados, 

como serviria de base para aprimoramento do projeto de outros fatores dos maquinários, tal 

qual os de natureza estrutural e de eficiência da atuação imposta.  

 

1.4 OBJETIVOS 

 

 Os objetivos da pesquisa/projeto são divididos entre os objetivos gerais e específicos. 

Os gerais estão relacionados com a utilização futura dos métodos desenvolvidos no trabalho. Já 

os específicos delimitam as atividades a serem desenvolvidas no trabalho posto.  

 

1.4.1 Objetivo geral 

 

 O objetivo geral do estudo proposto é obter metodologia de modelagem de malha 

metálica, de custo computacional reduzido, para subsequente implementação em simulações 

computacionais de equipamentos de classificação e separação diversos, ao mesmo tempo em 

que capture as características dinâmicas relevantes do sistema a fim de manter boa correlação 

com resultados práticos/experimentais.  
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1.4.2 Objetivos específicos 

 

 No intuito de obter metodologia de modelagem conforme disposição geral, a malha 

metálica referência para o trabalho deve ser baseada numa réplica em escala de dispositivo de 

classificação e separação mecânica presente em peneiras vibratórias de alta frequência, 

amplamente utilizadas na indústria de fertilizantes (área de concentração da empresa parceira, 

conforme exposto na introdução).  

 Estabelecida a referência para modelagem, a abordagem do trabalho proposto deve se 

dividir em duas vertentes: prático/experimental e computacional.  

 

• Vertente prático/experimental: 

 

a) Construção de bancada que emule malha metálica e suas condições de contorno 

em escala, conforme figura 1.2; 

b) Instrumentação da bancada para fins de obtenção de dados de testes dinâmicos. 

Além da instrumentação, é necessário criar dispositivo capaz de monitorar o 

nível de pré-tensionamento na malha para que se tenha conhecimento completo 

das condições de contorno do problema; 

c) Obtenção de parâmetros característicos do sistema, através de identificação 

paramétrica baseada em análise modal. Para tal, uma rotina de análise de dados 

à luz da teoria modal e ajustada ao problema posto deve ser desenvolvida. 

 

• Vertente computacional: construção de modelo computacional da réplica em escala 

através dos métodos dos elementos finitos. Preferencialmente, as rotinas e modelos 

computacionais devem ser feitos em softwares open-source ou de baixo custo. 

 

 De posse dos resultados experimentais e computacionais, um processo de validação, 

através de métrica conveniente, deve ser realizado para que seja determinado a(s) 

metodologia(s) de modelagem que atendam o objetivo geral, qual seja, modelo de malha 

metálica de implementação computacional viável com boa correspondência experimental.  

 À princípio, essas etapas descrevem o processo de modelagem e validação de um único 

tipo de malha metálica, a ser escolhida por conveniência. Contudo, uma vez desenvolvida a 

metodologia de construção e validação de modelo torna-se trivial a modelagem de outros tipos 

de malha.  
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1.5 DISPOSIÇÃO DO ESTUDO 

 

 O restante do trabalho desenvolvido está divido conforme os capítulos: 

 

• Fundamentação teórica: 

a) Capítulo 2 - Embasamento teórico sobre os modelos de malhas metálicas, através de 

relações constitutivas e afins, sob égide da teoria da elasticidade; 

b) Capítulos 3 e 4 - Apresentação de conceitos fundamentais à cerca da teoria de análise 

modal: analítica e experimental; 

• Métodos e procedimentos: 

a) Capítulo 5 - Apresentação das metodologias científico-experimentais, além dos 

projetos mecânicos desenvolvidos e procedimentos/rotinas computacionais elaboradas.  

• Resultados e Discussões: 

a) Capítulo 6 - Todos os resultados obtidos experimentalmente e tratados 

computacionalmente são exibidos. Providencia-se comentários embasados na teoria 

disposta à cerca dos resultados. 

• Conclusões: 

a) Capítulo 7 - As atividades realizadas são recapituladas, destacando-se os aspectos os 

procedimentos e resultados obtidos com sucesso, bem como aqueles que apresentaram 

oportunidades de melhorias. Por fim, em vista da síntese do trabalho exposto, os 

próximos passos sugeridos na forma de melhorias das atividades executadas são 

abordados, além de comentários sobre utilização dos modelos em trabalhos futuros. 
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 Nessa seção estão contidos revisões, desenvolvimento e comentários de todos os aspecto 

teóricos relevantes à modelagem da malha metálica.  

 

2.1 ESTADO DA ARTE: MODELOS DE MATERIAIS ENTRELAÇADOS 

 

 Materiais trançados podem ser definidos como um aglomerado de fios organizados, 

entrelaçados entre si, de forma regular, de tal sorte que a trama é a única restrição para o 

movimento relativo entre eles, ou seja, não existe nenhum tipo de ligação mecânica permanente 

ou semipermanente que mantenha a disposição dos fios fixa. 

 No caso de malhas metálicas - malha trançada com fios de algum tipo de material 

metálico - não existe uma quantidade significativa de trabalhos que proponham modelos que 

sintetizem suas características e comportamento mecânico (estático e dinâmi co). Existe, 

contudo, uma área da ciência que é prolífica nos estudos de materiais trançados: a área têxtil. 

Uma revisão histórica dos modelos apresentados nesse ramo da ciência é apresentada a seguir.  

 

 Os primeiros estudos relevantes na área, que propuseram um modelo equivalente para 

materiais trançados datam do final da década de 1940. Os trabalhos em questão foram 

publicados por, primeiramente, Weissenberg (1949), e, em sequência, por Chadwick, Shorter e 

Weissenberg (1949). Na publicação individual de 1949, Weissenberg propõe que o material 

seja modelado com referência aos seus nós, chamados por ele de pontos de massa ou pontos 

materiais, e que esses nós sejam os pontos-pivô de elementos de treliças inextensíveis, ou seja, 

que esses pontos estejam restritos a se movimentarem somente no caminho permitido pela 

configuração da treliça. Resumidamente, o modelo proposto discretiza o material nos pontos de 

massa, restringindo seus movimentos dentre aqueles possibilitados por uma treliça idealizada 

inextensível. Os movimentos possíveis ainda são resistidos pelas características elásticas do 

material (suas constantes de rigidez equivalentes). Assim, o modelo trata um material contínuo 

por um discreto, com restrições de movimento e constantes de rigidez equivalentes. O trabalho 

subsequente de Chadwick, Shorter e Weissenberg apresenta aplicações práticas do modelo, em 

especial em tecidos.  Inspirado por Weissenberg, Kilby (1963) apresentou um trabalho que 

supõe o material como uma malha de treliças pinadas nos nós de intersecção. Diferentemente 

do proposto por Weissenberg, contudo, os elementos de treliças de fato representam os fios da 

trama do material. Ou seja, podem se deformar axialmente e rotacionar entre si nas intersecções 



31 

Capítulo 2 - Modelos Constitutivos 

entre fios. Após complementar o modelo com a introdução de um efeito similar ao efeito de 

Poisson, Kilby conclui que um modelo contínuo e homogêneo com características anisotrópicas 

– mais especificamente ortotrópico – é equivalente, dentro das premissas de pequenas 

deformações e análise macroscópica, ao modelo de treliça proposto inicialmente. Ou seja, um 

material trançado, quando idealizado por um modelo de treliças ajustado para apresentar efeito 

de contração transversal similar ao efeito de Poisson, pode ser modelado por um material 

contínuo homogêneo ortotrópico. Trabalhos recentes, final da década 2000 e início de 2010, 

fazem uso do modelo proposto por Kilby. Kraft et al. (2011; 2013) publicou dois trabalhos nos 

quais uma malha metálica trançada é modelada como uma placa fina homogênea e ortotrópica. 

Nesses trabalhos, as constantes elásticas do modelo ortotrópico são obtidas através do ajuste do 

modelo aos dados produzidos em testes uniaxiais em uma máquina universal de ensaios, 

variando o ângulo relativo entre a tensão aplicada e a orientação dos fios da malha. Trabalho 

semelhante foi realizado por Chen e Ding (2007) em um material compósito, formado por um 

tecido trançado revestido. Demonstrou-se que o modelo ortotrópico tem boa correlação com 

dados experimentais, desde que restrito ao um nível de tensão suficientemente menor que o 

limite de tração última do material em teste. Importante ressaltar que nesses trabalhos analisou -

se apenas a resposta quase-estática do sistema, ou seja, apenas o comportamento do sistema sob 

ações que não induzem respostas dinâmicas, em outras palavras, submetidos a testes nos quais 

a resposta inercial é desprezível.  

 Outra corrente científica é aquela baseada na proposta de Kawabata et al. (1973), que 

correlaciona o comportamento macroscópico do material com uma porção que representa a 

menor unidade da trama, que se repete periodicamente, conhecida como célula base - célula 

essa que caracteriza a meso-estrutura do material. Em essência, a proposta se resume a analisar 

o problema sob duas óticas, simultaneamente: a deformação macroscópica do material, suposto 

nessa etapa contínuo, homogêneo e anisotrópico, e as relações constitutivas da célula base do 

material. Muitos são os autores e trabalhos recentemente publicados subsequentes às propostas 

de Kawabata (década de 2000 e 2010). Destaca-se o trabalho de King et al. (2005), que 

modificou o modelo constitutivo da célula base de Kawabata, levando em consideração efeitos 

mais gerais, além de propor uma correlação entre a macro e meso-estrutura através da 

minimização da energia potencial de deformação associado à célula; o trabalho de Parsons et 

al. (2013), que expandiu o modelo de King de forma a introduzir a possibilidade de 

escorregamento entre os fios, no ponto de intersecção – algo inédito, até então, em todos os 

modelos de tramas; e os trabalhos de Shakarami et al. (2007) e Grujicic et al. (2009) que 

apresentam versões simplificadas do modelo proposto por King, contudo utilizadas em análises 



32 

Capítulo 2 - Modelos Constitutivos 

dinâmicas transientes de impacto balísticos, com a possibilidade de erosão de elementos 

danificados além de um limite pré-estabelecido.  

 A terceira, e última, vertente de modelagem de materiais entrelaçados é aquela que não 

busca um material contínuo e homogêneo equivalente, mas sim um modelo, ainda que 

simplificado, explícito dos elementos que constituem a malha trançada. O grande proponente 

dessa vertente é Roylance et al. (1973; 1981; 1995) que, ao estudar tecidos para fins balísticos, 

propôs um modelo de elementos de viga pinados na intersecção, simulando diretamente os fios . 

Nesses trabalhos, é mostrado que tal modelo é capaz de predizer com certa acurácia a 

quantidade de energia retirada de um elemento propelido contra a malha, numa análise dinâmica 

transiente. Com a evolução do hardware computacional, outros autores começaram a modelar 

diretamente a malha em elementos finitos, não mais da forma simplificada de Roylance, mas 

em sua completude, como o próprio Grujicic. Contudo, a construção de modelos que 

representem explicitamente o contato entre fios de uma malha trançada permanece complexo e 

é utilizada primariamente como base comparativa ou fonte de dados para construção de 

modelos simplificados. 

 

2.1.1 Considerações sobre as vertentes de modelagem 

 

 Algumas considerações podem ser feitas sobre as vertentes apresentadas. Primeiramente 

quanto à validade dos modelos: todos os modelos apresentados foram corroborados com 

experimentação. Contudo, essa corroboração não é geral, ou seja, possui intervalos de validade, 

e pode ser específica para alguma aplicação ou resultado desejado. Por exemplo, os trabalhos 

de Kraft e Chen mostram correspondência entre o modelo contínuo ortotrópico e dados obtidos 

de ensaios de tensão axial, desde que se mantenha em pequenas deformações. Já o modelo de 

vigas é relevante para contabilizar a retirada de energia cinética de um projétil propelido contra 

o tecido balístico. 

Outra consideração importante é quanto à simplicidade de implementação:  o modelo 

contínuo homogêneo ortotrópico de Kilby e modelo discreto de elementos de viga pinados de 

Roylance são passíveis de implementação direta em qualquer software de elementos finitos 

disponível. Já os baseados na implementação de uma célula base correlacionada com o 

comportamento macroscópico do sistema em análise necessita da elaboração de relações 

constitutivas que sejam relevantes para o problema em questão e uma subsequente 

implementação das mesmas em software com capacidade para acomodar características 

arbitrárias de materiais – um exemplo seria o user material do ABAQUS®; em essência, é 
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necessário construir um elemento finito novo, baseado em alguma geometria de elemento 

pertinente (como elementos de placa e casca, por exemplo). Vê-se, portanto, que a 

complexidade de implementação da vertente de célula base é altíssima, se comparado com as 

demais apresentadas.  

 

Como o objetivo do trabalho é a implementação de uma modelagem simplificada para 

uma malha metálica trançada, os modelos mais atrativos são o contínuo ortotrópico e o modelo 

discreto de elementos de viga, do ponto de vista de implementação. Dentre as duas opções, o 

modelo discreto possui duas desvantagens: o próprio trabalho de Kilby demonstra que o modelo 

simplificado por elementos uniaxiais pinados não é suficiente para capturar todas as 

características elásticas de materiais entrelaçados; e o software de elementos finitos Mecway® 

- no qual a implementação é um objetivo - não é capaz de atualizar a matriz de rigidez dos 

elementos devido a uma pré-tensão/deformação. Esse fator é essencial para a correta resposta 

vibracional do sistema. Assim, justifica-se a escolha do modelo homogeneizado ortotrópico 

dentre as vertentes expostas. 

 

2.2 RELAÇÕES CONSTITUTIVAS DE MATERIAIS ELÁSTICOS LINEARES  

 

 As relações constitutivas entre as tensões desenvolvidas em um material, com 

características elásticas lineares, produzidas por certas deformações podem ser modeladas 

através da generalização da lei de Hooke,  

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑖𝑗  (2.1) 

 

na qual, 𝝈 e 𝜺  são tensores de segunda ordem e 𝑪, um tensor de quarta ordem com 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 

variando de 1 a 3 – ou seja, num espaço tridimensional. 

 O tensor 𝑪, conhecido como tensor de rigidez, possui, em sua forma natural, 81 

constantes elásticas a determinar. Contudo, devido as simetrias impostas pelos tensores tensão 

e deformação, pode-se mostrar que as 81 constantes são reduzíveis para 36. Possibilita-se, 

portanto, realizar uma contração da relação (2.1), (REDDY, 2002). Adotando, por simplicidade, 

a notação de Voigt-Kelvin: 
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{
 
 

 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜎4
𝜎5
𝜎6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13
𝐶21 𝐶22 𝐶23
𝐶31 𝐶32 𝐶33

𝐶14 𝐶15 𝐶16
𝐶24 𝐶25 𝐶26
𝐶34 𝐶35 𝐶36

𝐶41 𝐶42 𝐶43
𝐶51 𝐶52 𝐶53
𝐶61 𝐶62 𝐶63

𝐶44 𝐶45 𝐶46
𝐶54 𝐶55 𝐶56
𝐶64 𝐶65 𝐶66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5
𝜀6}
 
 

 
 

 (2.2) 

 

onde, os subscritos contraídos representam: (. )1  =  (. )11;  (. )2  =  (. )22; (. )3  =

 (. )33;  (. )4  =  (. )23; (. )5  =  (. )13;  (. )6  =  (. )12 e 𝜀4 = 2𝜀23; 𝜀5 = 2𝜀13; 𝜀6 = 2𝜀12. O 

sistema referencial base é um sistema retangular (cartesiano clássico).  

 

 Importante introduzir nesse momento o conceito de densidade de energia potencial de 

deformação, ou seja, a energia armazenada devido ao conjunto de deformações por unidade de 

volume, coerente com as relações constitutivas. Tal é a forma que,  

 

𝑈 =
1

2
𝜺𝑇𝝈 =  

1

2
𝜺𝑇𝑪𝜺 =  

1

2
𝝈𝑇𝑺𝝈 (2.3) 

 

na qual, 𝐒 é o tensor flexibilidade, inverso da matriz de rigidez, 𝐒 = 𝑪−𝟏. 

 A introdução de uma densidade de energia potencial conforme (2.3), implica que os 

tensores 𝑪 𝑒 𝑺 devem ser simétricos e positivo definidos, ou seja, independente do estado de 

tensões/deformações, desde que não nulos, o potencial sempre será positivo (CRAIG; 

BAUCHAU, 2009). Essa simetria reduz o número de constantes independentes em (2.2) de 36 

para 21.  

 A formulação (2.2), levando em consideração a simetria da matriz 𝑪, representa as 

relações constitutivas de um material elástico linear qualquer, ou seja, anisotrópico.  

 

2.2.1 Relações constitutivas de material ortotrópico 

 

 As constantes de rigidez/flexibilidade das relações obtidas na seção anterior para um 

material genérico anisotrópico podem ser restritas ainda mais. Um exemplo disso são os 

materiais isotrópicos, suposição comum em materiais metálicos e poliméricos homogêneos, nos 

quais apenas duas constantes precisam ser estabelecidas, nominalmente o módulo de 

elasticidade ou módulo de Young e o coeficiente de Poisson, por exemplo.  
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 Existem outras possibilidades de derivação de modelos de materiais, restringindo o 

modelo anisotrópico. Normalmente, obtém-se essas formulações especificando alguma simetria 

espacial/geométrica nas propriedades do material.  

 O caso de interesse é aquele em que o material possua propriedades elásticas com três 

planos de simetria mutualmente ortogonais entre si. Nesse caso, a equação (2.2) reduz para a 

seguinte forma, 

 

{
 
 

 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜎4
𝜎5
𝜎6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13
𝐶21 𝐶22 𝐶23
𝐶31 𝐶32 𝐶33

0   0    0
0   0    0
0    0    0

0   0    0
0   0    0
0   0    0

𝐶44 0 0
0 𝐶55 0
0 0 𝐶66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5
𝜀6}
 
 

 
 

 (2.4) 

 

 A justificativa para essa redução pode ser de cunho físico. Por exemplo, a simetria impõe 

que uma deformação axial alinhada com a normal de algum plano de simetria não possa 

produzir nenhum tipo de tensão de cisalhamento e, portanto, uma distorção na forma do objeto, 

uma vez que se perderia a simetria. Assim sendo, as componentes do tensor de rigidez que 

expandiriam o estado de deformação uniaxial puro em tensões de cisalhamento devem ser nulas. 

Esse tipo de argumento interpretativo de simetria geométrica é proposto por (CRAIG; 

BAUCHAU, 2009). Existe, também, uma demonstração matemática mais rigorosa. O apêndice 

A contém uma demonstração do procedimento.  

 

Por fim, no caso em que as tensões em uma das direções sejam negligenciáveis, 𝜎3 ≅

𝜎4 ≅ 𝜎5 ≅ 0 , tem-se um estado plano de tensões e as relações constitutivas podem ser 

reduzidas, segundo (CRAIG; BAUCHAU, 2009), para (substituindo novamente o subscrito 

(. )6 por (. )12, para melhorar compreensão):  

 

{

𝜎1
𝜎2
𝜎12
} =

[
 
 
 
 
 

𝐸1
1 − 𝜈12

2 𝐸2/𝐸1 

𝜈12𝐸2
1 − 𝜈12

2 𝐸2/𝐸1 
0

𝜈12𝐸2
1 − 𝜈12

2 𝐸2/𝐸1 

𝐸2
1 − 𝜈21

2 𝐸2/𝐸1 
0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 
 

{

𝜀1
𝜀2
2𝜀12

} (2.5) 

 

 E a relação inversa, dá-se por,  

 



36 

Capítulo 2 - Modelos Constitutivos 

{

𝜀1
𝜀2
2𝜀12

} = [
1/𝐸1 −𝜈21/𝐸2 0

−𝜈12/𝐸1 1/𝐸2 0
0 0 1/𝐺12

] {

𝜎1
𝜎2
𝜎12
} (2.6) 

 

Da relação (2.6), tem-se, pela simetria da matriz 𝑺, que,  

 

𝜈12
𝐸1

=
𝜈21
𝐸2

 (2.7) 

 

Dessa forma, percebe-se que, para definir mecanicamente um material ortotrópico, 

considerando apenas estado plano de tensão, é necessário determinar quatro constantes. São 

elas, os módulos de elasticidade 𝐸1 𝑒 𝐸2, o de cisalhamento 𝐺12 e o coeficiente de Poisson, 𝜈12. 

 

2.3 RELAÇÕES CONSTITUTIVAS EM MALHAS TRANÇADAS 

 

 A título de contextualização e justificativa do modelo de malha trançada escolhido como 

base para o trabalho desenvolvido, qual seja, material homogeneizado ortotrópico proposto por 

Kilby (1963), será apresentado os conceitos físicos e matemáticos relevantes de forma 

resumida.  

  

 As premissas propostas por Kilby (1963), inspiradas nos trabalhos de Chadwick e 

Weissenberg (1949), ditam que um material com trança regular, ou seja, fios normais entre si, 

pode ser modelado por um sistema de elementos de treliça, que representam os fios da malha, 

pivotados nos nós que unem uns aos outros. As propriedades elásticas são impostas pelas 

constantes elásticas dos fios individuais em extensão uniaxial e, nos nós, uma constante de 

torsão que fornece resistência à rotação relativa entre os fios.   

 Nesse cenário, toda a análise se passa, à priori, nos nós, denominados pontos de 

massa/inércia (WEISSENBERG, 1949). Assim, para fornecer caráter geral ao conceito, 

imagine um sistema regular de malha qualquer, com dimensões laterais unitárias, na qual os 

eixos 𝑖1 𝑒 𝑖2 estão alinhados, cada um, com uma direção paralela aos fios, conforme figura 2.1. 

 Nesse caso, sejam 𝑢′𝑒 𝑣′ deslocamentos do ponto 𝑃 para 𝑃’ e 𝑄 para 𝑄’, medidos nos 

eixos coordenados 𝑖1′  𝑒 𝑖2′, respectivamente, obtidos através de uma rotação 𝜃 dos eixos 𝑖1 𝑒 𝑖2,  

em torno do eixo normal a ambos. 
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Figura 2.1 - Deslocamento dos pontos 𝑃 e 𝑄, numa malha de treliças. 
Fonte: Modificada de Kilby (1969). 

 

 A relação entre as deformações axiais e cisalhantes nos eixos 𝑖1 𝑒 𝑖2 com os eixos 

𝑖1′  𝑒 𝑖2′,  é tal que,  

 

𝜀1 = 𝜀1′ cos
2 𝜃 + 𝜀2′ sin

2 𝜃 − 𝜀1′2′ sin 𝜃 cos 𝜃 (2.8) 

 

𝜀2 = 𝜀1′ 𝑠𝑖𝑛
2 𝜃 + 𝜀2′ 𝑐𝑜𝑠

2 𝜃 + 𝜀1′2′ sin 𝜃 cos 𝜃 (2.9) 

 

𝜀12 = 2(𝜀1′ − 𝜀2′) sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝜀1′2′(cos
2 𝜃 − sin2 𝜃) (2.10) 

 

 Interessante notar que para obter as relações (2.8), (2.9) e (2.10) é necessário descrever 

os deslocamentos 𝑢′𝑒 𝑣′ como funções das deformações impostas e, também, descrever a 

variação de comprimento do vetor 𝑂𝑃̅̅ ̅̅  para 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ′ e 𝑂𝑄̅̅ ̅̅  para 𝑂𝑄̅̅ ̅̅ ′. Esse processo supõe que os 

deslocamentos são pequenos em relação às cotas originais e, portanto, também são as 

deformações. Dessa forma, termos de segunda ordem foram descartados no desenvolvimento, 

durante as expansões binomiais realizadas, e que as funções trigonométricas de argumentos 

pequenos são numericamente iguais a cos ϱ = 1 e sin ϱ = tan ϱ = ϱ, ϱ ≪ 1.  
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 Uma vez estabelecidas as relações entre as deformações nos eixos paralelos aos fios e 

um sistema coordenado em direção qualquer, é necessário estabelecer uma relação constitutiva 

entre deformação e tensão. Para isso, deve-se analisar a energia potencial do sistema - por 

unidade de comprimento dos fios.  

 Da figura 2.1, sabe-se que a soma do comprimento de todos os fios alinhados na direção 

𝑖1 é numericamente igual ao número de fios nessa direção, 𝑁1, quando analisando uma área 

unitária de material. E que o comprimento total de fios alinhados na direção 𝑖2 é numericamente 

igual a 𝑁2. Supondo constantes elásticas axiais, que relacionam unidade de força axial por 

unidade de deformação de fio, 𝑐1 e 𝑐2 para os fios nas direções 𝑖1 𝑒 𝑖2, respectivamente, e uma 

constante elástica torcional 𝑐𝑡. Sabe-se, então, que a energia de deformação armazenada por 

unidade de área do sistema é tal que,  

 

𝑈∗ =
1

2
(𝑁1𝑐1𝜀1

2 +𝑁2𝑐2𝜀2
2 +𝑁1𝑁2𝑐𝑡𝜀12

2 ) (2.11) 

 

 Dá relação entre energia de deformação por unidade de volume e tensões, sabe-se que,  

 

𝜎𝑗 =
𝜕𝑈

𝜕𝜀𝑗
=
1

𝑡

𝜕𝑈∗

𝜕𝜀𝑗
 (2.12) 

 

onde 𝑗  representa os índices contraídos correspondentes as tensões/deformações axiais e 

cisalhantes; nesse caso, podendo variar entre 1, 2 e 12. E 𝑡 representa a espessura 

homogeneizada da malha trançada.  

  Seja 𝐸1 = 𝑁1𝑐1/ 𝑡, 𝐸2 = 𝑁2𝑐2/ 𝑡 e 𝐺12 = 𝑁1𝑁2𝑐𝑡/ 𝑡. Substituindo (2.8), (2.9) e (2.10) 

em (2.11) e utilizando o resultado para obter as tensões prescritas em (2.12), tem-se,  

 

𝜎1′ = (𝐸1 cos
4 𝜃 + 𝐸2 sin

4 𝜃 + 4𝐺12 sin
2 𝜃 cos2 𝜃)𝜀1′

+ (𝐸1 + 𝐸2 − 4𝐺12) sin
2 𝜃 cos2 𝜃 𝜀2′ + {𝐸2 sin

3 𝜃 cos 𝜃  

− 𝐸1 sin𝜃 cos
3 𝜃 + 2𝐺12 sin 𝜃 cos 𝜃 (cos

2 𝜃 − sin2 𝜃)}𝜀1′2′ 

(2.13) 
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𝜎2′ = (𝐸1 + 𝐸2 − 4𝐺12) sin
2 𝜃 cos2 𝜃 𝜀1′

+ (𝐸1 sin
4 𝜃 + 𝐸2 cos

4 𝜃 + 4𝐺12 sin
2 𝜃 cos2 𝜃)𝜀2′

+ {𝐸2 sin 𝜃 cos
3 𝜃 − 𝐸1 sin

3 𝜃 cos 𝜃

− 2𝐺12 sin 𝜃 cos 𝜃 (cos
2 𝜃 − sin2 𝜃)}𝜀1′2′ 

(2.14) 

 

𝜎1′2′ = {𝐸2 sin
3 𝜃 cos 𝜃 − 𝐸1 sin 𝜃 cos

3 𝜃 + 2𝐺12 sin 𝜃 cos 𝜃 (cos
2 𝜃 − sin2 𝜃)}𝜀1′

+ {𝐸2 sin 𝜃 cos
3 𝜃 − 𝐸1 sin

3 𝜃 cos 𝜃

− 2𝐺12 sin 𝜃 cos 𝜃 (cos
2 𝜃 − sin2 𝜃)}𝜀2′  

+ {(𝐸1 + 𝐸2) sin
2 𝜃 cos2 𝜃 + 2𝐺12(cos

2 𝜃 − sin2 𝜃)2}𝜀1′2′ 

(2.15) 

 

 Caso os esforços sejam aplicados nas direções principais, paralelas aos fios (𝜃 = 0), as 

equações reduzem para, 

 

𝜎1 = 𝐸1𝜀1 (2.16) 

 

𝜎2 = 𝐸2𝜀2 (2.17) 

 

𝜎12 = 𝐺12𝜀12 (2.18) 

 

 Devido ao fenômeno de crimp-interchange, já mencionado e fartamente discutido nos 

trabalhos que compõe o estudo de malhas trançadas, existe uma dependência mútua entre as 

deformações axiais e transversais, ou seja, um alongamento em uma direção causa uma retração 

dos fios ortogonais à tensão aplicada. Esse fenômeno assemelha-se ao efeito de contração de 

um sólido em direções ortogonais à ação de tração uniaxial aplicada, também conhecido como 

efeito de Poisson. A figura 2.2 ilustra esse comportamento.  

 

 
Figura 2.2 - Ilustração do efeito Crimp-interchange. 
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 Na figura 2.2, percebe-se que uma extensão axial de um fio causa seu alongamento, 

diminuindo a sua curvatura, aproximando-o de uma configuração puramente retilínea. Isso 

causa um agravamento da curvatura do fio transversal ao tracionado, causando uma retração do 

seu comprimento líquido, na direção paralela a sua linha média. Esse efeito configura o crimp-

interchange e é semelhante a contração transversal causada por uma extensão axial (efeito de 

Poisson). 

Analisando, assim, as equações (2.16), (2.17) e (2.18), (KILBY, 1963) argumenta que 

esse efeito está ausente no modelo de treliças pinadas nas interseções e que, para obter um 

modelo que se aproxime do comportamento real de materiais trançados, é preciso inserir essa 

característica.  

 Resolvendo as equações (2.16), (2.17) e (2.18) para obtenção das deformações e 

adicionando o efeito de Poisson artificialmente, tem-se,  

 

𝜀1 =
1

𝐸1
𝜎1 −

𝜈12
𝐸2
𝜎2 (2.19) 

 

𝜀2 =
1

𝐸2
𝜎2 −

𝜈21
𝐸1
𝜎1 (2.20) 

 

𝜀12 =
1

𝐺12
𝜎12 (2.21) 

 

 Sabendo que as tensões se transformam, devido à uma rotação do sistema coordenado, 

de maneira similar as deformações, descritas em (2.8), (2.9) e (2.10), então é possível construir 

a matriz de flexibilidade do sistema, numa direção generalizada,  

 

{

𝜀1′
𝜀2′
2𝜀1′2′

} = [

𝑆1′1′ 𝑆1′2′ 𝑆1′3′

𝑆2′1′ 𝑆2′2′ 𝑆2′3′
𝑆3′1′ 𝑆3′2′ 𝑆3′3′

] {

𝜎1′
𝜎2′
𝜎1′2′

} (2.22) 

 

na qual,  

 

𝑆1′1′ =
cos4 𝜃

𝐸1
+ (

1

𝐺12
−
2𝜈12
𝐸1

) sin2 𝜃 cos2 𝜃 +
sin4 𝜃

𝐸2
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𝑆2′2′ =
sin4 𝜃

𝐸1
+ (

1

𝐺12
−
2𝜈21
𝐸2

) sin2 𝜃 cos2 𝜃 +
cos4 𝜃

𝐸2
 

𝑆3′3′ =
1

𝐺12
+ 4(

1 + 𝜈12
𝐸1

+
1 + 𝜈21
𝐸2

−
1

𝐺12
) sin2 𝜃 cos2 𝜃 

 

𝑆1′2′ = (
1 + 2𝜈12
𝐸1

+
1

𝐸2
−

1

𝐺12
) sin2 𝜃 cos2 𝜃 −

𝜈12
𝐸1

 

 

𝑆2′1′ = (
1 + 2𝜈12
𝐸1

+
1

𝐸2
−

1

𝐺12
) sin2 𝜃 cos2 𝜃 −

𝜈21
𝐸2

 

 

𝑆1′3′ = 𝑆3′1′ = −2(
cos2 𝜃

𝐸1
−
sin2

𝐸2
) sin 𝜃 cos 𝜃 + (

1

𝐺12
−
2𝜈12
𝐸1

) sin 𝜃 cos 𝜃 (cos2 𝜃 − sin2 𝜃) 

 

 Quando o sistema é rotacionado de forma a coincidir com as direções principais do 

material, a relação apresentada em (2.22) reduz para a que se segue - como pode ser provado, 

substituindo (𝜃 = 0). 

 

{

𝜀1
𝜀2
2𝜀12

} = [
1/𝐸1 −𝜈21/𝐸2 0

−𝜈12/𝐸1 1/𝐸2 0
0 0 1/𝐺12

] {

𝜎1
𝜎2
𝜎12
} 

 

que é, justamente, a relação constitutiva para um material homogêneo ortotrópico em estado 

plano de tensões, obtido na seção 2.2.1.  

 

 Concluída a demonstração, pode-se fazer algumas observações do processo e resultado. 

Primeiramente, todas as operações basearam-se em pequenas deformações, ou seja, é uma 

teoria essencialmente linear. Em sequência, é interessante notar que um modelo de tre liça 

pinadas, simulando a malha trançada, não é suficiente para modelar tais materiais. É preciso 

associar a tal modelo um efeito similar ao efeito de Poisson, como demonstrado. Uma vez feita 

essa modificação, o modelo reduz, no limite, para um material homogêneo ortotrópico em 

estado plano de tensões.  

 Enfim, é preciso ressaltar que, como indicado no início da seção, toda a análise se passa 

nos nós que intersectam os fios. No entanto, generalizou-se o modelo para um sistema 

homogêneo e não um sistema discreto. Isso exige que as dimensões entre os fios sejam 
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suficientemente pequenas em comparação com as dimensões gerais do problema, 

especialmente numa análise dinâmica. Ou seja, a resolução da resposta não é capaz de 

reproduzir efeitos que sejam da escala da trama (meso-escala). Dessa forma, os resultados são 

válidos apenas em macro-escala.  
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CAPÍTULO 3 - UMA VISÃO SOBRE ANÁLISE MODAL 

 

 Sistemas mecânicos podem ser caracterizados por suas propriedades físicas. São elas: 

inércia, rigidez e amortecimento. Sendo assim, de posse dessas propriedades e conhecimento 

das cargas às quais o sistema será exposto, é possível prever o comportamento do sistema. 

Contudo, a resolução dos problemas no espaço físico - no sentido algébrico - é complexa. Sendo 

assim, é particularmente interessante caracterizar o sistema através de outras três propriedades 

análogas em efeito - as propriedades modais - relacionadas ao espaço modal ou dito espaço de 

coordenadas principais. São elas: frequência natural, modo de vibrar e fator de amortecimento. 

Essa seção amplia o conceito de análise modal.  

 

3.1 FREQUÊNCIAS E MODOS NATURAIS DE VIBRAÇÃO 

 

Primeiro passo para compreensão dos modos naturais de vibração é o estudo da resposta 

de um sistema livre de influências externas. Seja um sistema de 𝑛 graus de liberdade (GDL) 

definido por suas matrizes de inercia [𝑚] e rigidez [𝑘], tal que,  

 

[𝑚]{�̈�} + [𝑘]{𝑞} = {0} (3.1) 

 

 Pode-se definir a função temporal dos deslocamentos de um GDL 𝑖, em particular, como 

uma função separável no tempo e forma (MEIROVITCH, 1967), de tal maneira que,  

 

𝑞𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖𝑓(𝑡) (3.2) 

 

 Introduzindo a equação (3.2) em (3.1), obtém-se a relação,  

 

[𝑚]{𝑢}�̈�(𝑡) + [𝑘]{𝑢}𝑓(𝑡) = 0 (3.3) 

 

da qual é possível separar as variáveis espaciais das temporais, obtendo,  

 

−
𝑓̈(𝑡)

𝑓(𝑡)
= ([𝑚]{𝑢})−1[𝑘]{𝑢} (3.4) 
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 Percebe-se da equação (3.4) que ambos os lados são funções de variáveis independentes, 

ou seja, o lado esquerdo varia com o tempo e o direito com a disposição espacial. Sendo assim, 

a equação é somente válida se for identicamente igual, para qualquer 𝑡 ou GDL 𝑖, a uma 

constante, arbitrariamente definida como 𝜔2. Então,  

 

𝑓̈(𝑡) + 𝜔2𝑓(𝑡) = 0 (3.5) 

 

([𝑘] + 𝜔2[𝑚]){𝑢} = 0 (3.6) 

 

 Da equação diferencial (3.5), sabe-se que 𝑓(𝑡) é harmônica, do tipo 𝑓(𝑡) =

cos(𝜔𝑡 − 𝜑). Já a equação (3.6) claramente define um problema de autovalor autovetor. Como 

não há interesse na solução trivial de (3.6), é preciso que,  

 

|[𝑘] + 𝜔2[𝑚]| = 0 (3.7) 

 

ou seja, o determinante da relação (3.7) deve ser nulo. Isso implica que existe um polinômio de 

n-ésima ordem em 𝜔2, chamado polinômio característico. A resolução de (3.7) fornece as 𝑛 

frequências naturais do sistema, 𝜔𝑟, definidas como as raízes positivas dos autovalores. 

Substituindo cada uma das frequências naturais em (3.6) obtém-se os 𝑛 modos naturais de vibrar 

ou autovetores, não triviais, do sistema. As frequências naturais e modos de vibrar são os 

paralelos diretos das propriedades de rigidez e inércia do sistema.  

 

 Uma propriedade muito importante dos modos de vibrar é a ortogonalidade com relação 

às matrizes de inércia e rigidez. Além desse fator, é possível provar que os modos de vibrar 

formam um conjunto completo no sentido que expandem todo e qualquer vetor n-dimensional 

que represente uma movimentação possível do sistema, (MEIROVITCH, 1967). Isso é 

importantíssimo por explicitar que a resposta espacial do sistema pode se r obtida através de 

uma superposição dos modos de vibrar (ponderados por constantes), ou seja, uma combinação 

linear deles.   

 As relações de ortogonalidade são definidas como segue,  

 

{𝑢𝑠}𝑇[𝑚]{𝑢𝑟} = {𝛿𝑠𝑟} (3.8) 

 



45 

Capítulo 3 - Análise Modal 

{𝑢𝑠}𝑇[𝑘]{𝑢𝑟} = {𝜔𝑟
2𝛿𝑠𝑟} (3.9) 

 

na qual 𝛿𝑠𝑟 representa o delta de Kronecker. 

  Sendo assim, com exceção do caso em que 𝑠 = 𝑟, ou seja, modos de vibrar idênticos, as 

relações (3.8) e (3.9) são nulas. No caso de modos iguais, as relações retornam a unidade e os 

autovalores, respectivamente. Interessante notar que (3.8) e (3.9) pressupõe a normalização dos 

modos com relação a matriz de inércia. Contudo, um esquema de normalização distinto não 

invalida as propriedade de ortogonalidade com relação as matrizes de inércia e rigidez, apenas 

implicam em valores não nulos distintos dos expostos nas equações.  

 

3.2 FATOR DE AMORTECIMENTO MODAL 

 

Definidos frequência natural e modos de vibrar, resta definir fator de amortecimento 

para fechar a tríade que representa as propriedades modais de um sistema linear.  

 A equação (3.1) pode ser modificada para levar em consideração o amortecimento de 

um sistema, acrescentando a matriz [𝑐] relativa a tal amortecimento, conforme,  

 

[𝑚]{�̈�} + [𝑐]{�̇�} + [𝑚]{𝑞} = 0 (3.10) 

 

 Imediatamente, ao analisar (3.10), questiona-se se os modos de vibrar e frequências 

naturais obtidos, supondo amortecimento inexistente, são válidos para expandir a reposta do 

sistema: no caso mais geral, a matriz [𝑐] não é diagonalizável pela matriz dos modos normais 

(modos reais). Isso significa que a propriedade de ortogonalidade dos modos não é 

automaticamente satisfeita para o caso (3.10).  

Contudo, como argumentam Craig e Kurdila (2006), a caracterização discreta de 

elementos de amortecimento em um sistema é complexa, beirando o impossível em casos 

normais, onde o amortecimento significativo é proveniente de atrito em juntas e ligações do 

sistema. Dessa forma, é conveniente tratar o amortecimento como uma propriedade global da 

resposta do sistema e não como um elemento discreto.  

 Nesse caso, existem algumas formas de amortecimento que são compatíveis com a 

suposição de existência de modos normais de vibrar, ou seja, modos obtidos a partir da resposta 

não amortecida. O mais conhecido é o amortecimento proporcional de Rayleigh, no qual é 

suposto que a matriz de amortecimento seja uma combinação linear das matrizes de inércia e 
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rigidez, [𝑐] = 𝛼0[𝑚] + 𝛼1[𝑘]. Fica claro, pela linearidade do operador {𝑢}, que a 

ortogonalidade dos modos é satisfeita com relação a [𝑐], nesse caso.  

 É possível demonstrar que o fator de amortecimento, para um o caso suposto 

proporcional, é da forma (CRAIG; KURDILA, 2006),  

 

𝜁𝑟 =
1

2
(
𝛼0
𝜔𝑟
+ 𝛼1𝜔𝑟) (3.11) 

 

 Está claro que o fator de amortecimento do r-ésimo modo, 𝜁𝑟, é uma função dos 

coeficientes de proporcionalidade e da frequência natural naquele modo. Isso indica que o fator 

de amortecimento pode ser ajustado com base em duas frequências naturais alvo e os restantes 

serão consequência da escolha.  

 Essa definição de fatores de amortecimento de todos os modos do sistema, baseado 

apenas em duas frequências/modos, pode ser restritiva em excesso. Assim, existe uma corrente 

em análise modal que simplesmente supõe a matriz de amortecimento como diagonalizável 

pelos modos normais e adota os fatores de amortecimento resultantes como definição do 

sistema. Ou seja, o analista modal pode assumir qualquer valor para os fatores de 

amortecimento, seja por motivos de estabilidade de modelo ou obtidos experimentalmente e, 

caso seja necessário a obtenção da matriz de amortecimento diagonalizável, é possível realizar 

o processo inverso da diagonalização através dos modos de vibrar. Esse tipo de fator de 

amortecimento é conhecido como fator de amortecimento modal (CRAIG; KURDILA, 2006).  

 

3.3 SUPERPOSIÇÃO DE MODOS E FUNÇÃO RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 

 

 De posse da definição das propriedades modais, ortogonalidade dos modos e 

conhecendo o teorema de superposição dos modos, é possível reconstruir a resposta do sistema 

utilizando-se do espaço modal ou de coordenadas principais. Usualmente, esse processo é mais 

simples do que a resolução no espaço físico.  

 A análise modal, ou seja, análise da resposta do sistema em coordenadas principais ou 

modais, em essência, é um procedimento de transformação de coordenadas: utilizando a 

propriedade de ortogonalidade, é possível levar o sistema do espaço físico, onde, no geral, existe 

acoplamento entre as coordenadas, para o espaço modal, na qual as coordenadas princ ipais são 

desacopladas entre si. A transformação leva a,  
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[𝑀]𝑑𝑖𝑎𝑔{�̈�} + [𝐶]𝑑𝑖𝑎𝑔{�̇�} + [𝐾]𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜂} = {𝐿} (3.12) 

 

onde, [𝑀]𝑑𝑖𝑎𝑔, [𝐶]𝑑𝑖𝑎𝑔 e [𝐾]𝑑𝑖𝑎𝑔 são as matrizes de inércia, amortecimento e rigidez 

diagonalizadas pela matriz de modos normais [𝑢]; {𝜂} é o vetor de coordenadas principais 

relacionado às coordenadas físicas pela transformação {𝑞} = [𝑢]{𝜂}; {𝐿} vetor de esforços 

externos em coordenadas principais, relacionado às coordenadas físicas pela transformação 

{𝐿} = [𝑢]𝑇{𝑙}. 

 Dessa forma, o que era um sistema de 𝑛 equações diferenciais acopladas - portanto, com 

exigência de resolução simultânea -, se torna 𝑛 equações diferenciais desacopladas que podem 

ser resolvidas individualmente. Resolvido as equações, efetua-se a transformação inversa das 

coordenadas modais, obtendo a resposta do sistema em coordenadas físicas.  

 Uma aplicação, de especial interesse, da ferramenta modal é obtenção da resposta 

permanente de um sistema à esforços harmônicos. Fixando análise para o r-ésimo modo normal 

do sistema, tem-se, em coordenadas principais,  

 

�̈�𝑟 + 2𝜁𝑟𝜔𝑟�̇�𝑟 + 𝜔𝑟
2𝜂𝑟 = 𝜔𝑟

2
𝐿𝑟
𝐾𝑟
𝑒𝑖𝛺𝑡 (3.13) 

 

 Como o interesse é na resposta permanente do sistema, pode-se supor que sua resposta 

será harmônica, como a carga externa, e de mesma frequência. Sendo assim, tem-se que,  

 

(𝜂𝑟)𝑝𝑒𝑟𝑚 = �̅�𝜂𝑟/𝐿𝑟𝑃𝑟𝑒
𝑖𝛺𝑡 =

1

𝑀𝑟[(𝛺2 −𝜔𝑟2) + 𝑖(2𝜁𝑟𝜔𝑟𝛺)] 
𝐿𝑟𝑒

𝑖𝛺𝑡 (3.14) 

 

Da equação (3.14), depreende-se que �̅�𝜂𝑟/𝑃𝑟, a função resposta em frequência da 

coordenada principal 𝜂𝑟  devido à 𝐿𝑟, é tal que,  

 

�̅�𝜂𝑟/𝑃𝑟 =
1

𝑀𝑟[(𝛺2 −𝜔𝑟2) + 𝑖(2𝜁𝑟𝜔𝑟𝛺)] 
 (3.15) 

 

 Uma função resposta em frequência nada mais é, portanto, do que uma função de 

transferência do sistema, relacionada à resposta de alguma coordenada dado um esforço em 

alguma outra coordenada, avaliada no domínio da frequência e não no domínio complexo de 
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Laplace. Ou seja, é uma função de transferência avaliada somente na parte imaginária do 

domínio (𝑠 = 𝑖𝛺). 

 É possível demonstrar que a função de transferência, em coordenadas físicas, é tal que 

(CRAIG; KURDILA, 2006), 

 

𝐻𝑖𝑗(𝛺) =∑
𝑢𝑖𝑟𝑢𝑗𝑟

𝑀𝑟

1

[(𝛺2 − 𝜔𝑟2) + 𝑖(2𝜁𝑟𝜔𝑟𝛺)] 

𝑛

𝑟=1

 (3.16) 

 

na qual, os modos naturais não estão normalizados com relação à matriz de inércia. Para o caso 

normalizado, obtém-se (HATCH, 2001),  

 

𝐻𝑖𝑗(𝛺) =∑
𝜑𝑖𝑟𝜑𝑗𝑟

[(𝛺2 −𝜔𝑟2) + 𝑖(2𝜁𝑟𝜔𝑟𝛺)] 

𝑛

𝑟=1

 (3.17) 

 

onde, [𝜑] representa a matriz de modos de vibrar normalizada com relação a matriz de inércia.  

 A importância da definição da função resposta em frequência (FRF), conforme (3.16) e 

(3.17), será esclarecida nas seções que tratam de análise modal experimental. 
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 Análise modal experimental é área que trata da obtenção dos parâmetros modais, - 

frequência natural, modo de vibrar e fator de amortecimento - através das correlações possíveis 

entre as formulações analíticas obtidas no estudo modal de um sistema mecânico com dados 

experimentais obtidos em testes e tratados estatisticamente conforme preconizado na teoria de 

análise de sinais.  

 

4.1 EXTRAÇÃO DAS PROPRIEDADES MODAIS 

 

Investigando as equações (3.16) e (3.17) percebe-se que o modelo matemático de uma FRF 

contém em sua definição as três propriedades modais do sistema: frequência natural, modo de 

vibrar e fator de amortecimento. Sendo assim, imagina-se ser possível extrair os parâmetros 

modais através da análise das FRF’s do sistema.    

Diversos são os métodos de extração de parâmetros modais. As diversas metodologias 

podem ser distinguidas quanto à suposição de graus de liberdade: um (UGDL) ou múltiplos 

graus (MGDL) - nesse contexto, análise de múltiplos graus significa a análise de vários modos 

do sistema paralelamente; quanto ao foco da análise: análise individual das FRF’s ou de todo o 

conjunto de FRF’s disponíveis simultaneamente (análise global); quanto ao número de sinais 

de entrada/referência no sistema: um ou múltiplos sinais (não implica, necessariamente, em 

entradas simultâneas); e, por fim, quanto ao domínio da análise: no tempo ou na frequência 

(AVITABILE, 2018).   

Atualmente, o método de extração de propriedades modais mais utilizado é baseado no 

ajuste do modelo de FRF no domínio da frequência, com múltiplas referências, ajustando 

simultaneamente vários modos (MGDL), com foco global - todas as FRF simultaneamente. 

Essa metodologia é muito poderosa e extremamente complexa, já que é necessário ajustar várias 

curvas não lineares simultaneamente - normalmente um processo de mínimos quadrados não 

linear, o que implica em resolução de caráter numérico e não analítico ou num processo de 

linearização, à priori; além disso, a modelagem no domínio da frequência possui problemas de 

condicionamento devido à ordem do modelo: a depender da banda de frequência em análise, a 

introdução de vários modos implica num polinômio de alto grau nos polos do sistema, gerando 

dificuldades de caráter computacional. Ou seja, um analisador que busque implementar todas 

as vertentes descritas precisa prever soluções para as dificuldades inerentes. O trabalho 

desenvolvido por Verboven (2002) propõe um metodologia que sana grande parte das questão
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levantadas e, ainda, algumas outras - de ordem estatísticas. Desse trabalho surgiu o método 

PolyMAX, primeiramente implementado pela LSM®, e amplamente difundido nos diversos 

software de análise modal disponíveis no mercado. As soluções propostas por Verboven não 

são de fácil implementação, contudo. No mais, experimentalmente, uma análise de cunho global 

necessita de uma quantidade de testes muitas vezes maior. Dessa forma, um analisador com 

essa metodologia foge ao escopo do trabalho.  

A metodologia adotada no trabalho consiste num ajuste de MGDL, com análise individual 

das FRF’s, baseado em uma única referência, no domínio da frequência. Ou seja, nada mais do 

que uma versão clássica de ajuste das equações do tipo (3.16) e (3.17), que formam a base para 

os métodos mais modernos. Como a metodologia escolhida trabalha numa vertente de MGDL, 

no domínio da frequência, ainda é necessário fazer o ajuste de modelos não lineares. 

Diferentemente dos processos de linearização propostos (VERBOVEN, 2002), é possível 

adotar uma resolução numérica do processo de minimização. Mas como todo procedimento de 

minimização numérico clássico é sensível ao conjunto solução fornecido como primeira 

aproximação, é necessário desenvolver ferramentas que sejam capazes de obter boas 

estimativas iniciais das propriedades modais, para obter convergência.  

 

4.1.1 Ajuste dos Círculos (Circle-fit) 

 

Uma metodologia clássica de extração das propriedades modais é conhecida por ajuste 

de círculos. Esse método é do tipo UGDL, ou seja, analisa individualmente cada modo da 

resposta do sistema, tratando-o como se fosse proveniente de um sistema com apenas um grau 

de liberdade e se baseia num conceito físico muito interessante: o diagrama de Nyquist da 

resposta - parte real versus parte imaginária - forma um círculo perfeito, na cercania de uma 

ressonância, para algumas formas de FRF e de amortecimento suposto.  

É possível demostrar que, para um sistema com amortecimento suposto viscoso, a FRF 

do sistema que relaciona a velocidade de saída com o esforço de entrada - também conhecida 

como FRF da mobilidade do sistema (mobility FRF) - possui a característica de formar um 

círculo perfeito quando confrontado parte real versus a imaginária da resposta (EWINS, 2000).  

A figura 4.1 ilustra o diagrama de Bode da mobilidade de um sistema de um GDL qualquer, no 

item (a); no (b), mostra o diagrama de Nyquist do mesmo sistema. Fica claro, visualmente,  que 

de fato a relação entre a parte real e imaginária constitui um círculo, geometricamente.  
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Figura 4.1 - Diagrama de Bode (a) e Nyquist (b) da mobilidade de um sistema de um GDL. 

 

 Ewins (2000) demonstra que a taxa de variação da frequência de excitação do sistema 

ao percorrer o círculo atinge um valor máximo, quando a excitação se iguala a frequência 

natural do sistema. Em outras palavras, os pontos no diagrama de Nyquist se tornam mais 

espaçados na proximidade da frequência natural. Esse aspecto é muito interessante pois permite 

determinar a frequência natural analisando a variação angular relativa entre vetores que compõe 

os pontos do diagrama.  

 

Figura 4.2 - Diagrama de Nyquist da mobilidade de um sistema de um GDL, ilustrado por 

pontos.  

 

A figura 4.2 ilustra o item (b) da figura 4.2 de forma discreta (pontual) e não contínua, 

como já apresentado. Claramente, a variação angular dos pontos em torno do centro do círculo 

possui um máximo. A frequência respectiva desse máximo é numericamente igual à frequência 

natural do sistema.  
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Obtida a frequência natural, é possível demonstrar que o fator de amortecimento viscoso 

e constante modal podem ser obtidos através das seguintes relações (EWINS, 2000): 

 

𝜁𝑟 =
𝛺𝑎
2 − 𝛺𝑏

2

2𝜔𝑟 (𝛺𝑎 tan
𝜃𝑎
2 + 𝛺𝑏 tan

𝜃𝑏
2 )

 (4.1) 

  

| 𝐴𝑟 | = 4𝐷𝑟𝜔𝑟𝜁𝑟 (4.2) 

 

na quais, 𝛺𝑎 e 𝛺𝑏 são frequências quaisquer desde que sucedam e precedam a natural no círculo, 

respectivamente; 𝜃𝑎 e 𝜃𝑏 são os ângulos relativos de tais pontos para o vetor que indica a 

posição da frequência natural; 𝐷𝑟 é o diâmetro do círculo ajustado e 𝐴𝑟  é a constante modal. 

Para determinar a fase de 𝐴𝑟 , basta analisar o ângulo relativo entre o vetor da frequência natural 

e o eixo real, no sentido positivo.  

 Toda a exposição do método de ajuste dos círculos é baseada no sistema UGDL. 

Contudo, para sistemas em que exista modos razoavelmente espaçados, é possível tratar cada 

um como se fosse a resposta de sistema de um GDL isolado. Apenas é necessário, em adição, 

considerar a translação do centro do círculo causada pelo efeito dos demais modos no intervalo 

em análise.   

 

4.1.2 Ajuste da FRF no domínio da frequência 

 

 De posse de um conjunto de dados experimentais sobre os quais é possível aplicar as 

técnicas de análise de sinais para construção de um conjunto de FRF’s que caracterizam o 

sistema - supondo um sistema linear, invariante no tempo, com amortecimento viscoso - é 

possível ajustar o modelo definido por (3.16) e (3.17) aos dados, extraindo, assim, as 

propriedades modais.  

 Normalmente, quando se discute ajuste de um modelo de FRF no domínio da frequência, 

é subentendido que esse ajuste deve ser feito por bandas de frequência de interesse. Nada mais 

razoável, uma vez que não é possível obter, experimentalmente, o comportamento do sistema 

em todo o domínio (ou seja, ∀ 𝛺 > 0). Somente é possível obter o comportamento do sistema 

em um intervalo definido de frequência. Mesmo nesses casos, é comum que se tenha interesse 

somente em uma parte desse intervalo. Sendo assim, é preciso modificar as equações (3.16) e 

(3.17) para,  
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�̂�𝑖𝑗(𝛺) =∑
𝐴𝑟 𝑖𝑗

[(𝛺2 − 𝜔𝑟2) + 𝑖(2𝜁𝑟𝜔𝑟𝛺)] 

𝑛

𝑟=1

+
1

𝐾𝑒𝑞
−

1

𝛺2𝑀𝑒𝑞
, 𝛺𝑖𝑛𝑓 ≤ 𝛺 ≤ 𝛺𝑠𝑢𝑝 (4.3) 

  

 O equação (4.3) indica que, no intervalo de interesse, uma FRF equivalente, �̂�𝑖𝑗, pode 

ser reconstruída levando em consideração os efeitos dos modos contidos no intervalo somados 

aos efeitos dos modos contidos fora do intervalo através dos efeitos de uma inércia e rigidez 

equivalentes, 𝐾𝑒𝑞 e 𝑀𝑒𝑞. Essa aproximação é razoável desde que o efeito de modos fora do 

intervalo seja residual, ou seja, os limites do intervalo não devem estar próximos de zonas 

ressonantes dos modos exteriores (EWINS, 2000). A figura 4.3 contém a FRF de um sistema 

de três GDL. O item (a) ilustra a contribuição de cada modo individualmente, já o (b) ilustra a 

resultante. Percebe-se que, no intervalo delimitado pelas linhas tracejadas, o primeiro e terceiro 

modo contribuem também na resposta do sistema, ainda que de forma menos significativa. Fica 

claro a importância da inclusão das contribuições de modos exteriores ao intervalo de interesse, 

ainda que de forma aproximada.  

 

 

Figura 4.3 - Contribuição individual de modos, num intervalo de interesse.  

 

 Com o modelo, eq. (4.3), apropriado para o intervalo de interesse, é possível ajustá-lo 

aos dados experimentais, atentando-se para a necessidade de ajustar, também, os coeficientes 

de rigidez e inércia equivalentes introduzidos para cada FRF. Como na definição original, as 

FRF’s descritas por (4.3) continuam sendo não lineares nas propriedades modais. Dessa 

maneira o processo de minimização utilizado para ajustar os parâmetros deve ser numérico, no 

qual a função custo é análoga ao método dos mínimos quadrados. 
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 Por padrão, as primeiras propriedades ajustadas, simultaneamente, são as frequências 

naturais e os fatores de amortecimento, já que é pressuposto que sejam propriedades globais do 

sistema, ou sejam, não variam de uma FRF para outra (AVITABILE, 2018). Assim, basta 

analisar apenas uma FRF referência e ajustar as propriedades para cada modo identificado no 

intervalo. Por fim, ajustadas as frequências naturais e fatores de amortecimento, é preciso 

ajustar as constantes modais, minimizando as diferenças entre os dados experimentais e o 

modelo descrito em (4.3), para cada FRF experimental disponível.  

 Um fato curioso do procedimento de ajuste das FRF’s no domínio da frequência é que 

não é possível ajustar os modos de vibrar diretamente, como o é para as frequências naturais e 

fatores de amortecimento. O processo apenas retorna as constantes modais, 𝐴𝑟 𝑖𝑗, que no caso 

de (4.3) nada mais são do que o produto resultante das componentes respectivas dos modos de 

vibrar normalizados pela matriz de inércia. Dois conceitos importantes podem ser resumidos, 

portanto: para a obtenção dos modos de vibrar o sistema, é preciso obter a FRF de todos os 

GDL que descrevem o modelo do sistema com relação a pelo menos uma referência de entrada 

ou saída; para síntese dos modos de vibrar, a partir das constantes modais, é preciso analisar 

uma FRF do tipo drive-point, que nada mais é do que a análise da resposta do sistema no mesmo 

GDL em que o esforço externo é aplicado.  

 Matematicamente, esses conceitos podem ser descritos da seguinte maneira: seja 

[�̂�](𝜔) uma matriz quadrada, 𝑛 por 𝑛, de todas as FRF’s possíveis de um sistema. Então é 

necessário obter uma coluna, {�̂�𝑖𝑝}(𝜔), ou uma linha inteira da matriz, {�̂�𝑞𝑗}(𝜔), para que seja 

possível a síntese dos modos de vibrar do sistema. Além disso, é preciso analisar a constante 

modal obtida da FRF no drive-point. Supondo aquisição de uma coluna 𝑝 da matriz [�̂�](𝜔),  

{�̂�𝑖𝑝}(𝜔). Na condição  𝑖 = 𝑝, para o modo 𝑟, tem-se que,  

 

𝐴𝑟 𝑝𝑝 = 𝜑𝑝𝑟𝜑𝑝𝑟 = 𝜑𝑝𝑟
2  (4.4) 

 

 Obtido 𝜑𝑝𝑟, é possível analisar as demais constantes modais 𝐴𝑟 𝑖𝑝, para os casos em que 

𝑖 ≠ 𝑝, e concluir a construção do modo 𝑟. Esse processo deve ser repetido para todos os modos 

restantes.  

 Interessante ressaltar que, assim como o procedimento do circle-fit, o ajuste das FRF’s, 

conforme descrito, necessita que os modos do sistema sejam bem definidos e separados. Em 

especial, esse procedimento não é capaz de reproduzir os efeitos de um sistema com modos de 

frequências naturais repetidas ou muito próximos, dada a resolução da análise.  
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4.2 FERRAMENTAS DE COMPARAÇÃO E CORRELAÇÃO  

 

 Em análise modal, diversas são as ferramentas disponíveis para comparação entre os 

resultados experimentais e os teóricos/analíticos. Em essência, são procedimentos que buscam 

quantificar a relação entre entidades ou a diferença absoluta dos resultados. Ferramentas 

simples, porém, amplamente utilizadas em análise modal experimental, são descritas nas seções 

seguintes.  

 

4.2.1 Comparação entre frequências naturais 

 

 Uma ferramenta simples, mas útil, é a comparação da diferença absoluta das frequências 

naturais ajustadas com as obtidas em modelo. No entanto, o real valor da comparação entre as 

frequências não está apenas na comparação direta dos valores tabulados, mas na disposição dos 

resultados em diagrama: nesse caso, cada par de frequências correlatas é transformado em 

coordenadas de um ponto no diagrama. Dessa forma, caso as frequências estejam organizadas 

de maneira crescente, a dispersão dos pontos deve, no limite, se aproximar de uma linha reta, 

angulada em 45º. Ao analisar tal diagrama, é possível visualizar o nível de dispersão dos 

resultados obtidos e sua natureza: aleatória ou sistemática. Caso o conjunto de resu ltados 

obtidos possua alto nível de dispersão, é indício de modelagem incompatível com a física real; 

no caso de dispersão comedida em torno de uma reta angulada em relação à teórica, é sinal de 

erro sistemático, relacionado com alguma características específica do modelo, usualmente as 

propriedades supostas para o material do modelo; já para o caso de pequena dispersão, com 

distribuição aparentemente aleatória, é sinal de boa correlação entre o modelo e o experimento 

(EWINS, 2000).   

 

4.2.2 Comparação entre modos de vibrar: Modal Assurance Criterion (MAC) 

 

 O critério de correlação modal, da sigla inglesa MAC, é justamente aquilo que a 

denominação indica, um índice da correlação entre os modos. Esse indicador é a ferramenta 

mais amplamente utilizada na comparação entre modos - não apenas entre modos experimentais 

e analíticos. A formulação do indicador é tal que,  
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𝑀𝐴𝐶({𝜑𝑟}, {𝜑𝑠}) =
|{𝜑𝑟}

𝐻 {𝜑𝑠}|
2

({𝜑𝑟}𝐻{𝜑𝑟}) ({𝜑𝑠}𝐻{𝜑𝑠})
 (4.5) 

 

na qual (. )𝐻 representa a transposta do conjugado do modo. Essa forma geral engloba a 

possibilidade de utilização com modos complexos. No caso de modos reais, basta realizar a 

transposta.     

 Percebe-se que a estrutura do MAC é idêntica à estrutura da coerência entre dois sinais 

(anexo B). Mas esse fato é intuitivo, já que o MAC, assim como a coerência, é um indicador de 

correlação. Como a coerência, o MAC varia entre 0 e 1, no qual zero representa modos não 

correlacionados e vice-versa.  

 Uma ferramenta de comparação entre modos é imprescindível, uma vez que até mesmo 

a comparação entre frequências deve ser realizada em pares correspondentes ao mesmo modo. 

Isso se deve ao fato que mesmo sendo fisicamente possível existir duas frequências naturais 

repetidas e diversas próximas umas das outras, sempre é possível construir modos de vibrar que 

sejam ortogonais entre si, definindo assim unicamente base uma que expanda completamente 

o conjunto de movimentos possíveis do sistema. Nesse contexto, o MAC se apresenta com uma 

ferramenta confiável e de simples implementação.
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 Nessa seção, estão contidas as informações concernentes aos experimentos realizados, 

bem como os procedimentos computacionais. 

 

5.1 DEFINIÇÃO DA GEOMETRIA DA MALHA EM ANÁLISE E PROJETO DA 

BANCADA DE TESTES 

 

 Para alcançar os objetivos traçados, modelagem e validação de uma malha metálica 

trançada, é preciso primeiro definir o objeto em análise: forma geométrica, características 

físicas e, de importância primordial, as condições de contorno.  

 Inspirado nas características da peneira referência, definiu-se a geometria da tela como 

de dimensão quadrada, 750 𝑥 750 𝑚𝑚, com trama de fios no estilo Harpa, figura 5.1, com fios 

presos, nas extremidades, à chapas metálicas finas dobradas, para auxílio da fixação na bancada.  

 

 

Figura 5.1 - Trama metálica tipo Harpa.  

 

 

Figura 5.2 - Bancada de testes malha metálica. 

 

 Definida a geometria da tela, uma bancada para testes foi desenvolvida, conforme figura 

5.2. A bancada é composta por duas vigas massivas e rígidas que são suportadas em trilhos 

montados na estrutura base. As vigas possuem pontos de ancoragem nos quais parafusos são 
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posicionados de forma a transmitir apenas esforços axiais - os conjunto de parafusos de 

tensionamento e de transmissão às células de carga. Além desses conjuntos de ancoragem, as 

vigas possuem suportes para o engaste das extremidades livres das telas metálicas, através do 

conjunto de parafusos de engastes. Esses parafusos não se conectam diretamente à tela, mas, 

sim, comprimem uma chapa distribuidora que, por sua vez, pressiona a tela contra o suporte.  

 Analisando a montagem final, percebe-se que a viga ligada aos parafusos de 

tensionamento teria liberdade de movimento, não fosse a presença da tela: no caso da aplicação 

de uma força de tração, o movimento seria resistido pela malha. O sistema formado por vigas, 

tela e célula de carga possui um arranjo de forma a garantir que a ligação entre os componentes 

possa ser considerada uma ligação em série, do ponto de vista mecânico. Isso significa que 

todos os elementos são tracionados em igual intensidade. Dessa forma, a força de tração imposta 

à tela é a mesma imposta às células de carga. Assim, o sensor é capaz de auxiliar na obtenção 

do nível de tensão aplicado à malha metálica.  

 

5.2 MATERIAIS E MÉTODOS EXPERIMENTAIS 

 

 Os instrumentos na aquisição do dados experimentais estão esquematizados conforme 

a figura 5.3. São eles: 

 

1. (3x) Acelerômetro piezoelétrico PCB, modelo 352 C33; 

2. Martelo de impacto PCB, modelo 086 C03; 

3. (2x) Células de carga de flexão IWM, modelo ICA-250kg; 

4. Condicionador/amplificador de sinais PCB; 

5. Chassi e placa de aquisição NI, modelos cDAQ 9171, DAQ 9234; 

6. Microcomputador; 

7. Condicionador de sinais célula de carga, baseado no chip Hx711; 

8. Bancada de suporte e tensionamento. 

 

Obs.: As especificações dos instrumentos PCB se encontram no anexo E. As especificações dos 

instrumentos da NI podem ser encontradas no site da fabricante, conforme disposto nas 

referências. Os microcomputadores utilizados na aquisição e simulação têm as seguintes 

especificações: notebook com processador Core I5, 5° geração, 8 Gb de memória RAM DDR4, 
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500 Gb de armazenamento SATA; desktop com processador Core I5, 12° geração, 16 Gb de 

memória RAM, perfil XMP, 500 Gb de armazenamento SSD, M.2 NVMe.  

 

 Como mencionado na contextualização, a banda de frequência de atuação dos 

equipamentos de referência é pequena, até 60 Hz. Dessa forma, a banda de frequência de 

utilização dos instrumentos é muito maior do que o necessário. A tabela 5.2 contém as 

informações da aquisição. 

 

Figura 5.3 - Esquema de instrumentos e metodologia de aquisição de dados experimental.  

 

 Já o procedimento experimental, esquematizado na figura 5.3, consiste em: 

 

• Montar a tela, garantindo aperto ideal (≥ 35 𝑁.𝑚) em todos os parafusos de engaste 

com auxílio de um torquímetro manual Geodore, modelo 4505-L130; 

• Tensionar o conjunto, mantendo os níveis de tração semelhantes em ambas as células 

para garantir uma tensão distribuída, até atingir o nível desejado; 

• Posicionar os acelerômetros nos pontos de coleta; 

• Excitar a tela com o martelo de impacto e coletar a resposta. Repetir o processo até 

atingir o número de amostras necessárias; 

• Modificar a posição dos acelerômetros e repetir o processos de coleta em todos os 

pontos pré-definidos. 
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 Fica claro que o experimento realizado mantém o local de impacto fixo, enquanto varia 

a posição dos acelerômetros - hovering accelerometers. Essa escolha foi feita para acelerar a 

aquisição dos dados. Assim sendo, existe um GDL nas telas que serve de referência para todas 

as medições.  

 Importante notar que durante todo o processo de aquisição é necessário monitorar o 

nível de tração nas células para garantir que o valor originalmente imposto não se modifique 

durante o ensaio. Um critério de variação máxima de 1% foi adotado, descartando-se os ensaios 

não conformes. As figuras 5.4 e 5.5 ilustram a bancada real utilizada nos experimentos 

realizados.  

 Dois modelos de tela, baseados no tipo harpa, foram fabricadas para a realização de 

experimentos. A tela 1 fabricada em fios mais finos, porém mais densamente populada. Já a 

tela 2, fios mais grossos, porém mais espaçados. A tabela 5.1 contém as informações relevantes, 

como as dimensões ilustradas na figura 5.1, espessura dos fios e densidade equivalente. A 

densidade equivalente foi calculada através do peso associado ao vão livre das malhas montadas 

na bancada, supondo o volume referência com aquele obtido pela área total da geometria 

multiplicado pela espessura do fio da tela. Isso significa que as vacâncias entre os fios foram 

levadas em consideração 

 

 

Figura 5.4 - Bancada de testes real. 
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Figura 5.5 - Central de aquisição. 

 

Tabela 5.1 - Características das telas utilizadas nos experimentos. 

 𝑑1[𝑚𝑚] 𝑑2[𝑚𝑚] 𝐸𝑠𝑝. 𝐹𝑖𝑜 [𝑚𝑚] 𝐷𝑒𝑛𝑠. 𝑒𝑞. [
𝑘𝑔

𝑚3
] 

𝑇𝑒𝑙𝑎 1 1,4 50 1,5 3769,5 

𝑇𝑒𝑙𝑎 2 4 30 1,75 2460,3 

 

 É possível perceber da tabela 5.1 que, mesmo possuindo fios mais finos, a tela 1 é mais 

densa, justamente por possuir espaçamento entre fios reduzido, se comparado com a tela 2.  

 A figura 5.6 ilustra os dois modelos de telas utilizados, além da disposição dos pontos 

de coleta dos testes (as dimensões na figura estão em [𝑐𝑚]). A quantidade de pontos de coleta 

define os GDL do sistema em análise. No caso da tela 2, 36 GDL foram definidos. Já para a 

tela 1, 30 GDL forma estabelecidos. A disparidade nos números é devido a diferença constru tiva 

das telas. Os GDL estão ordenados de baixo para cima, esquerda para direita, como ilustra a 

figura.  

 No total, quatro conjuntos de coleta de dados, dos vários realizados, foram utilizados no 

desenvolvimento do trabalho: dois para cada tela. A tabela 5.2 contém as características do 

procedimento de aquisição.  
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  Figura 5.6 - Modelos de tela 1 e 2 com seus respectivos pontos de coletas de dados.  

 

Tabela 5.2 - Parâmetros do procedimento de aquisição. 

 𝐺𝐷𝐿𝑟𝑒𝑓 Δ𝑓[𝐻𝑧] 𝑓𝑠[𝐻𝑧] 𝑓𝑚𝑎𝑥[𝐻𝑧] 𝑛𝑎 𝑛𝑐 𝑇1[𝑘𝑁] 𝑇2[𝑘𝑁] 

𝑇𝑒𝑙𝑎 1 
8 0,1 1652 731,25 10 

10 
3,14 4,12 

𝑇𝑒𝑙𝑎 2 12 

 

OBS.: Uma revisão dos conceitos de aquisição e análise de sinais se encontra no apêndice B.  

 

 A frequência máxima observável, 𝑓𝑚𝑎𝑥, é menor que o teorema de Nyquist dita por 

motivos de hardware, devido ao roll-off do filtro passa-baixo. Nesse caso, 45% da banda 

fornece dados úteis. O parâmetro 𝑛𝑎 é o número de amostras adquiridas em cada conjunto de 

coleta. O parâmetro 𝐺𝐷𝐿𝑟𝑒𝑓 é o grau de liberdade em que foram feitos todos os impactos. Por 

fim, 𝑇1 e 𝑇2 são os níveis de tração nominal impostos ao sistema - vide o percentual de 1% de 

desvio permitido. 

 Já o parâmetro 𝑛𝑐 representa o número de coletas total realizado. O número de coletas 

é referente ao número de vezes em que os acelerômetros foram realocados para novas posições 

de aquisição. Essa rearranjo seguiu uma sequência lógica: os acelerômetros foram posicionados 

sempre em ordem crescente dos GDL.  
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5.3 PROCEDIMENTOS COMPUTACIONAIS 

 

 Os procedimentos computacionais realizados no trabalho podem ser divididos em três 

grupos: tratamento dos dados, rotina de extração das propriedades modais e ajuste do modelo 

computacional.  

 

5.3.1 Tratamento dos dados 

 

 O tratamento dos dados engloba aplicação da sensibilidade dos instrumentos aos dados 

(levar o sinal para suas unidades físicas), janelas respectivas, construção dos espectros e, por 

fim, as FRF’s experimentais - em essência, a aplicação da teoria exposta no apêndice B, 

subseções B.2 e B.3. A figura 5.7 contém o fluxograma descritivo do processo, na qual, {𝐺𝑞𝑞}, 

𝐺𝑝𝑝 e {𝐺𝑞𝑝} são os auto espectros e espectros cruzados dos sinais de aceleração {�̈�}(𝑡) e força 

externa 𝑝(𝑡). 

 

 

Figura 5.7 - Fluxograma da construção das FRF’s experimentais. 

 

Obs.: Nos fluxogramas desenvolvidos nesse trabalho, o retângulo significa uma operação, o 

losango significa comparação, seguido de tomada de decisão, um paralelogramo significa 

comando do usuário e o oblongo uma variável ou conjunto de variáveis. 
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5.3.2 Extração das propriedades modais 

 

 Conforme descrito na seção de análise modal experimental (seção 4), o método de 

extração das propriedades modais desenvolvido é baseado no ajuste das equações que 

descrevem as FRF’s de um sistema linear, supondo sistema de UGDL, no caso o procedimento 

conhecido como circle-fit, bem como o ajuste do modelo, supondo, portanto, sistema de 

MGDL, ainda que truncado na banda de análise, eq. (4.13).  O fluxograma contido na figura 

5.8 indica o procedimento.   

   

 

Figura 5.8 - Fluxograma da extração das propriedades modais através das FRF’s 

experimentais. 

 

 Como os ajustes são efetuados em equações não lineares, é preciso lançar mão de 

métodos de resolução numéricos. Particular aos procedimentos de extração das propriedades, 

utilizou-se a ferramenta de minimização não linear fminsearch, disponível no pacote Octave®. 

O otimizador implementado em fminsearch é o Simplex, apresentado na seção de otimização 

(apêndice C). A figura 5.8 ilustra o fluxograma do procedimento computacional desenvolvido 

para obter as propriedades modais. As propriedades modais com (.)’ foram obtidas pelo 
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processo de circle-fit e são utilizadas apenas como valores iniciais do processo de ajuste final; 

𝜁 ≡ 𝑧𝑒𝑡𝑎 e 𝜑 ≡ 𝑝ℎ𝑖. 

 O fluxograma indica que o otimizador é aplicado nas funções objetivo 𝑓1 e 𝑓2, (não 

confundir com valores de frequência). A função 𝑓1 é definida como,  

 

𝑓1(𝜔𝑟, 𝜁𝑟) = ∑|(|{𝐻}𝑒𝑥𝑝(𝜔)| − 𝑐𝑝|{𝐻}(𝜔)|)|

𝑙𝑠

𝜔=𝑙𝑖

 (5.1) 

 

onde, {𝐻}𝑒𝑥𝑝 e {𝐻} são as FRF’s experimental e ajustado, nesse caso supondo um sistema de 

UGDL; [𝑙𝑖, 𝑙𝑠] define o intervalo de análise para cada frequência natural; 𝑐𝑝 é um coeficiente 

de ponderação. 

 O coeficiente 𝑐𝑝 é necessário um vez que, nesse estágio do procedimento, apenas as 

frequências naturais e fatores de amortecimento são ajustadas - supondo características globais. 

Dessa forma, {𝐻} é reconstruído com constante modal unitária. Para evitar divergência no 

processo, a resposta de {𝐻} é ponderada por 𝑐𝑝, que é a razão da resposta experimental e 

ajustada, anterior à correção, avaliada na frequência amortecida. Assim, a função objetivo 𝑓1 

nada mais é do que uma vertente de mínimos quadrados dos módulos das FRF’s. É preferível, 

no entanto, utilizar a função módulo ao invés da exponenciação quadrada, por motivos de ordem 

numérica.  

 A definição de 𝑓2 é similar a de 𝑓1, contudo considerando agora um sistema de MGDL, 

no qual o ajuste é realizado nas constantes modais, rigidez e inércia equivalentes dos modos 

fora da banda de análise.  

 

𝑓2([𝐴], {𝐾}, {𝑀}) = ∑ |(|{𝐻}𝑒𝑥𝑝(𝜔)| − |{𝐻}(𝜔)|)|𝛾
2(𝜔)

𝐿𝑠

𝜔=𝐿𝑖

 (5.2) 

 

onde, [𝐿𝑖, 𝐿𝑠] é o intervalo que define toda a banda de interesse na análise - difere de [𝑙𝑖 , 𝑙𝑠]; 𝛾
2 

é a coerência da FRF experimental. 

 A ponderação da diferença absoluta entre FRF experimental e modelada pela coerência 

é interessante pois fornece um peso aos dados experimentais correlacionados com a física do 

problema e retira peso daqueles contaminados por fatores externos não modelados. Lembrando 

que as equações (b.17) e (b.18) mostram que os erros aleatórios e sistemáticos relacionados às 
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FRF’s experimentais estão diretamente relacionados com a coerência. Esse fato corrobora sua 

utilização como ponderador. 

 

5.3.3 Procedimentos de ajuste de modelo computacional 

 

 Como sugerido na seção 2.1.1, a implementação do modelo contínuo ortotrópico, com 

tensões contidas no plano, como um modelo equivalente para materiais compostos de tramas 

entrelaçadas é bastante simplificada, uma vez que a maioria dos softwares de elementos finitos 

possui uma biblioteca compatível com a formulação de materiais ortotrópicos. O Mecway ®, 

software de baixo custo utilizado no trabalho, não é diferente.  

 O modelo, então, se resume na construção de uma placa contínua ortotrópica, engastada 

nas extremidades, com densidade que garanta a mesma quantidade de massa do experimento (a 

densidade equivalente da seção 5.2). Elementos do tipo placa (shell) foram utilizados na 

construção do modelo. A figura 5.7 ilustra o resultado.  

 

 

Figura 5.9 - (a) Modelo de elementos finitos de placa ortotrópica equivalente; (b) orientação 

do sistema coordenado dos elementos. 

 

 Para modelar as condições de contorno da bancada, os GDL das extremidades da placa 

foram todos restritos (setas vermelhas), com exceção dos relacionadas à translação em na 

coordenada 𝑥, conforme o item (a) da figura 5.9. Nessa direção um par de forças equivalentes 

à tração desenvolvida nos teste é introduzida (setas verdes). Para impedir aparecimento de 

modos de corpo rígido (frequências naturais nulas) e manter a simetria, os nós centrais do 
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modelo foram restritos em 𝑥. Como foi demonstrado, o comportamento de um material 

ortotrópico varia segundo à direção da carga em relação ao eixos principais. Isso significa, para 

o modelo, que o eixos coordenados dos elementos devem estar alinhados com as direções 

principais dos fios da malha metálica experimental (sistema 𝑥, 𝑦 ≡ 𝑖1, 𝑖2). O item (b) da figura 

5.9 mostra esse alinhamento de eixos. Ressalta-se que, a despeito de algumas variações 

geométricas e físicas - especificamente a densidade equivalente -, o conceito de modelagem é 

idêntico para os dois tipos diferentes de tela.  

 

 Para completar o modelo é preciso definir as propriedades mecânicas, ou seja, os 

módulos de elasticidade das direções principais, o módulo de cisalhamento no plano e o 

coeficiente de Poisson equivalente. Para obter esses valores, uma rot ina de otimização é 

proposta: processo iterativo no qual é realizado a análise modal no modelo computacional e os 

resultados (propriedades modais) comparados com os resultados experimentais (função 

objetivo). Ao longo das iterações, o algoritmo modifica os valores das propriedades mecânicas 

de forma a minimizar a diferença entre os resultados. Nesse sentido, o procedimento elaborado 

configura-se em um ensaio dinâmico para determinação das propriedades. A figura 5.10 contém 

o fluxograma da rotina desenvolvida para obtenção das propriedades mecânicas equivalentes 

do modelo, através de um processo otimização.  

 Como o modelo é baseado em elementos finitos, não existe uma forma fechada 

(analítica) do mesmo. Isso significa que somente os resultados do modelo estão disponíveis 

para a análise. Esse fato lembra o conceito de modelo black box: somente as saídas do modelo 

são conhecidas. Essa é uma das justificativas para utilização de um otimizador heurístico e não 

clássico na rotina desenvolvida. O otimizador utilizado na implementação foi o PSO (anexo C).  

 A caixa negra fornecida ao PSO, em essência, pode ser resumida pelos processos 

englobados na função 𝑓𝑝𝑠𝑜, descrita no fluxograma: o primeiro passo é o mapeamento das 

variáveis de projeto produzidas pelo PSO e os valores limites fornecidos para as propriedades 

mecânicas; num segundo momento, uma rotina executa um batch file que chama o Mecway® e 

um script em Python® que insere as propriedades mecânicas geradas pelo PSO, roda a 

simulação e grava os resultados obtidos em arquivos de texto (frequência natural e modo de 

vibrar); inicia-se o processo de comparação, através do cálculo do MAC das matrizes de modos 

de vibrar modeladas e experimentais, esses valores são utilizados para parear as frequências 

naturais correlatas e, posteriormente, para ponderar a função objetivo 𝑓3 que é, efetivamente, o 

valor analisado pelo otimizador.  
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Figura 5.10 - Fluxograma da rotina de otimização proposta para ajuste das propriedades 

mecânicas equivalentes do modelo.  

 

 É necessário elucidar o significado de mapeamento de variáveis de projeto e a 

motivação: o mapeamento das variáveis de projeto é um passo necessário para auxíl io da 

convergência do procedimento, uma vez que a amplitude relativa entre as ordem de grandeza 

das propriedades mecânicas é incrivelmente grande: os módulos possuem ordem de grandeza 

igual a 1011 e o coeficiente de Poisson, ordem igual a 100. Como o PSO é um algoritmo que 

trabalha com o conceito de diferença entre os vetores do espaço de busca, esse fato tornaria o 

processo virtualmente insensível às mudanças no coeficiente de Poisson. Por isso, todas as 

variáveis são limitadas no intervalo [0,1] e um rotina mapeia esses valores para o equivalente 

físico. Os parâmetros do otimizador e os intervalos padronizados para as variáveis de projeto 

estão contidos no apêndice D.  

 

 Antes da definição da função 𝑓3 é necessário tratar de um outro aspecto muito 

importante: foi demonstrado que a matriz obtida da contração do tensor de flexibilidade S deve 

ser positiva definida. Isso significa que não é qualquer conjunto de valores que são válidos  para 
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as propriedades mecânicas, dentro da teoria de materiais ortotrópicos. O critério de Sylvester 

dita que uma matriz simétrica é positiva definida se, e somente se, todos os menores principais 

da matriz forem positivos (GILBERT, 1991). Desse critério é possível criar uma equação de 

restrição para o problema de otimização.  

 

Obs.: Um menor de uma matriz é definido, em álgebra linear, como o determinante de uma 

matriz quadrada resultante da exclusão de uma ou mais linhas e colunas da matriz original.  

 

 Analisando os menores da matriz contida na eq. (2.6), percebe-se que 𝐸1 e 𝐺12 devem 

ser maiores que zero, o que é garantido por sua definição. Resta verificar que,  

 

𝐸1 − 𝜈12
2 𝐸2 > 0 (5.3) 

 

 A equação (5.3) define uma relação entre os módulos de elasticidade e coeficiente de 

Poisson que deve ser observada para que a matriz de flexibilidade seja positiva -definida e, 

portanto, o modelo possua solução física válida.  

 Enfim, a definição de 𝑓3 é tal que,  

 

𝑓3 =∑𝑀𝐴𝐶𝑟
|𝜔𝑟𝑒𝑥𝑝 − 𝜔𝑟𝑚𝑜𝑑|

𝜔𝑟𝑒𝑥𝑝

𝑛

𝑟=1

+ 𝑟𝑒𝑠𝑡 (5.4) 

 

 A equação (5.4) define a função objetivo 𝑓3 como a soma da diferença relativa das 

frequências naturais correlacionadas, ponderadas pelo MAC dos modos, somada a um fator 

relacionado às restrições,  

 

𝑟𝑒𝑠𝑡 = |min (0, 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐸1 − 𝜈12
2 𝐸2)| 10

6 (5.5) 

 

 A eq. (5.5) dita que, enquanto a relação em (5.3) for positiva, 𝑟𝑒𝑠𝑡 = 0, caso seja 

negativa, é atribuído um valor positivo grande à 𝑟𝑒𝑠𝑡, dificultando a minimização, dissuadindo 

o otimizador a escolher combinações de propriedades mecânicas que resultem matrizes de 

rigidez e flexibilidade invalidas.  

 Resta apenas discutir mais um aspecto da rotina proposta: a realização de diversas 

iterações do processo de otimização e não apenas uma. Por definição, otimizadores heurísticos 
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possuem, em sua maioria, características estocásticas, ou seja, caráter aleatório. Não há 

garantias de que o conjunto obtido é de fato um mínimo da função objetivo - nem mesmo local. 

Para mitigar essa incerteza, é necessário executar o procedimento um sem-número de vezes, 

buscando sempre novos e melhores resultados, além do fornecimento de robustez aos já 

encontrados. 
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 Nessa seção, os resultados experimentais obtidos, bem como os ajustes realizados, são 

apresentados. Primeiramente, uma reflexão geral dos dados experimentais e da qualidade das 

aquisições é disposta. Em seguida, destaca-se o processo de extração de propriedades modais, 

através do ajuste dos modelos analíticos de FRF’s aos experimentais. A seção finaliza com a 

obtenção das propriedades mecânicas - módulos de elasticidade e cisalhamento e coeficiente de 

Poisson -, através da otimização da resposta dinâmica do modelo em relação às respostas 

experimentais.  

 

6.1 QUALIDADE DAS AQUISIÇÕES E CONSTRUÇÃO DAS FRF’S EXPERIMENTAIS  

 

 Como discutido na seção de metodologia experimental 5.2, as respostas do sistema 

foram coletadas não simultaneamente, mas em grupos de três (número de canais livres na placa 

de aquisição e acelerômetros disponíveis). Isso significa que para tela 1, foram realizados 10 

ensaios de impacto - considerando um ensaio como o ciclo de amostragem completo e não 

apenas um impacto - e para tela 2, 12 ensaios.  

 Dessa forma, é possível construir a mesma quantidade de espectros das entradas no 

sistema. A análise dos espectros de entrada, em casos de ensaios por impacto, é importante pois 

possibilita a visualização de uma banda útil de frequência na qual o sistema foi excitado. Para 

facilitar a análise, todos os espectros, respectivos a cada tela, foram agrupados num único 

diagrama e foram normalizados pelo seu valor máximo, uma vez que o objetivo é analisar a 

banda efetiva. A figura 6.1 indica os espectros obtidos para os ensaios realizados na tela 1, com 

tração nominal 𝑇1 - vide tabela 5.1. A figura 6.2 reduz a banda em frequência visualizada e 

indica as linhas que representam um decaimento de 3𝑑𝐵 e 6𝑑𝐵, respectivamente.  

 Analisando a figura 6.2, percebe-se que a menor banda efetiva com decaimento de até 

3𝑑𝐵 é, aproximadamente, até 40 Hz e para um decaimento de até 6𝑑𝐵, 66 Hz. A definição de 

banda efetiva através de decaimento é arbitrária, já que existem casos e autores que cogitam 

uma banda com decaimento para além de 20𝑑𝐵 (AVITABILE, 2018), mas nesses casos análise 

complementares são necessárias. Fato é que, usualmente, em análise modal experimental, 

utiliza-se bandas com decaimento de até 6𝑑𝐵, preferencialmente até 3𝑑𝐵. 
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Figura 6.1 - Espectros do impacto de entrada normalizados, para tela 1, tração nominal 𝑇1 .  
 

 

Figura 6.2 - Espectros do impacto de entrada normalizados, para tela 1, tração nominal 

𝑇1, restrita a banda em até 130 Hz e com as linhas de decaimento.   

  

 A banda de frequência excitada num impacto é inversamente proporcional ao tempo de 

contato entre os objetos. Quanto menor o tempo de contato, maior a banda efetiva. Nesse 

sentido, normalmente a banda efetiva é determinada pela característica da ponta do 

equipamento utilizado no impacto. Mas isso só é verdade quando a superfície impactada possui 

rigidez local significativamente maior que a rigidez do material da ponta. Nesse caso, percebe-

se que a rigidez local da tela domina o processo, prolongando o tempo de contato e impedindo 

que frequências maiores sejam excitadas. Esse fato é corroborado pelos demais ensaios, ainda 

na tela 1 com tração 𝑇2, e nas tela 2, com ambos os níveis de tração.  As figuras 6.3, 6.4 e 6.5 

ilustram o fato. Para a tela 2, existe oscilações mais pronunciadas no espectro, o que indica a 

ocorrênica de impactos múltiplos. 
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Figura 6.3 - Espectros do impacto de entrada normalizados, para tela 1, tração nominal 

𝑇2, restrita a banda em até 130 Hz e com as linhas de decaimento.   

 

Figura 6.4 - Espectros do impacto de entrada normalizados, para tela 2, tração nominal 

𝑇1, restrita a banda em até 130 Hz e com as linhas de decaimento.   

 

Figura 6.5 - Espectros do impacto de entrada normalizados, para tela 2, tração nominal 

𝑇2, restrita a banda em até 130 Hz e com as linhas de decaimento.   

 

 De maneira geral, ainda que o decaimento não seja o único fator decisório quanto à 

qualidade de um ensaio do tipo impulsivo, a dificuldade em garantir um tempo curto de contato 

e que não exista múltiplos contatos, sugere que a ensaios impulsivos não são ideais para os 
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testes em malhas com tais características: baixa rigidez fora do plano de tração, relativa à inércia 

do sistema.   

 

 Como sugerido, análise do espectro de entrada não é o único fator determinante da 

qualidade de um ensaio. Na verdade, existe uma métrica mais adequada: a coerência. As figuras 

seguintes ilustram algumas FRF’s experimentais reconstruídas dos dados adquiridos, com as 

respectivas coerências, para discussão.  

 A figura 6.6 ilustra o diagrama de Bode da FRF experimental no drive-point - no mesmo 

local onde o impacto é executado é realizada uma medição -, para tela 1 com tração nominal 

𝑇1. 

 

 

Figura 6.6 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻8,8,com coerência 

associada.  

  

 Claramente, a coerência no intervalo definido pela análise dos espectros é excelente, 

excetuando-se as baixas frequências nas quais o acelerômetro não possui capacidade de leitura. 

Inclusive, a coerência mantém-se alta até aproximadamente 120 𝐻𝑧. A figura 6.7 contém o 

diagrama de Bode para a FRF do 7° GDL, ou seja, geometricamente próximo do drive-point. 

Na figura 6.7, a coerência mantém-se alta em todo o intervalo visualizado, com exceção das 

regiões de clara antirressonância, nas quais uma baixa coerência é esperada. 
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Figura 6.7 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻7,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.8 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻3,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.9 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻19,8,com coerência 

associada.  

 

 Existem, no entanto, respostas com menor coerência entre os sinais adquiridos. Alguns 

exemplos são as respostas obtidas nos 3° e 19° GDL, conforme figuras 6.8 e 6.9. Contudo essa 

deterioração não é generalizada no intervalo, sendo restrita apenas a algumas regiões.  
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 A mesma análise pode ser realizada para o caso de tração nominal 𝑇2. As figuras 6.10, 

6.11, 6.12 e 6.13 contém os diagramas de Bode das FRF’s relacionadas aos mesmos graus de 

liberdade previamente analisados. Fica claro que, a coerência obtida no ensaio com maior tração 

é tão boa quanto a anterior ou até melhor.  

 Analisado ambos os ensaios em conjunto com os intervalos definidos na análise dos 

espectros de entrada, chega-se à conclusão de que o intervalo [20, 60] 𝐻𝑧 é uma boa escolha 

para análise e extração de propriedades.  

 

 

Figura 6.10 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻8,8,com coerência 

associada.  

 

 

Figura 6.11 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻7,8,com coerência 

associada.  
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Figura 6.12 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻3,8,com coerência 

associada.  

 

 

Figura 6.13 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻19,8,com coerência 

associada.  

 

   

 O mesmo procedimento pode ser repetido para a tela 2, em ambos os níveis de tração. 

Como a disposição dos graus de liberdade é distinta, não existe motivos de comparação nos 

mesmos GDL escolhidos como representantes do conjunto de FRF’s. No entanto, é interessante 

manter a FRF relacionada ao 8° GDL por ser, novamente um drive-point. Outros pontos de 

interesse são os relacionados aos 14°, 25° e 27° GDL.  As figuras 6.14, 6.15, 6.16 e 6.17 contém 

os diagramas de Bode das FRF’s.  
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Figura 6.14 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻8,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.15 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻14,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.16 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻25,8,com coerência 

associada.  
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Figura 6.17 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: diagrama de Bode de 𝐻27,8,com coerência 

associada.  

 

 Analisando primeiramente a figura 6.14, imediatamente percebe-se que a coerência é 

extremamente alta entre os sinais obtidos. O mesmo pode ser dito da resposta contida na figura 

6.15. Contudo, no mesmo ensaio da tela 2, identifica-se algumas respostas muito deterioradas. 

É o caso das respostas associadas aos 25° e 27° GDL, como mostram as figuras 6.16 e 6.16. 

Isso, no entanto, é um caso isolado, dentre as 36 FRF’s obtidas. A maior parte, possui resposta 

bem correlacionada, semelhante às figuras 6.14 e 6.15.  

 Para concluir as análises, basta investigar os resultados obtidos na tela 2, com o nível de 

tração maior. As figuras 6.18, 6.19, 6.20 e 6.21 ilustram os diagramas de Bode das FRF’s 

relacionadas aos mesmos GDL.  

 

 

Figura 6.18 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻8,8,com coerência 

associada.  
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Figura 6.19 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻14,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.20 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻25,8,com coerência 

associada.  

 

Figura 6.21 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: diagrama de Bode de 𝐻27,8,com coerência 

associada.  

 

 Novamente, as figuras 6.18 e 6.19 mostram excelente coerência entre os dados colhidos. 

As figuras 6.20 e 6.21 mostram uma deterioração, sim, mas em nível significativamente 

reduzido daquele visto em ensaio com tração menor. Isso pode significar influência de fatores 
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externos aleatórios nas aquisições ilustradas nas figuras 6.16, 6.17 (sensores mal fixados, 

impacto de entrada mal aplicado etc.), mas também algum fator sistemático (tensionamento não 

uniforme da região, por exemplo).  

 Combinando as informações obtidas, é possível definir o intervalo [20,50]𝐻𝑧 como um 

intervalo válido para análises subsequentes.  

 

6.2 EXTRAÇÃO DAS PROPRIEDADES MODAIS ATRAVÉS DO AJUSTE DE FRF 

 

 Construídas as funções resposta em frequência experimentais, é possível aplicar a 

metodologia de ajuste definida na seção 6.3.1. Para fins de análise no corpo do trabalho, as 

mesmas FRF’s apresentadas na seção anterior que tratou da qualidade dos dados adquiridos e 

exibição das respostas construídas são usadas como referência de análise. Para maior clareza, 

os resultados obtidos paras as telas 1 e 2 são divididos em subseções. 

 

6.2.1 Extração das propriedades modais: tela 1 

 

 No caso da tela 1, tracionada no nível mais baixo, as figuras 6.22, 6.23, 6.24 e 6.25 

contém as respostas experimentais e as respostas ajustadas através do modelo. Analisando 

primeiramente a figura 6.24, que contém a FRF de referência, na qual as propriedades modais 

de cunho global, frequências naturais e fatores de amortecimento, foram estimadas, percebe-se 

que se obteve um bom ajuste, tanto no valor absoluto da resposta, como em fase. Esse 

comportamento se repete para as repostas obtidas no 7° e 19° GDL, figuras 6.23 e 6.25.  

 A divergência se encontra na resposta observada pelo 3° GDL, conforme figura 6.22. É 

possível perceber erro no ajuste tanto na fase como no módulo da resposta. O erro de fase é 

mais pronunciado na região com baixa coerência, conforme figura 6.6. Já o erro em módulo 

encontra-se entre o terceiro e quartos picos de ressonância. O erro de fase é justificado pela 

baixa coerência, uma vez que em regiões dominadas por ruído, a fase dos sinais acaba por 

apresentar características aleatórias. O erro no módulo da resposta pode indicar a presença de 

algum modo de frequências próximas não identificado na resposta referência.  
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Figura 6.22 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻3,8. 

 

Figura 6.23 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻7,8. 

 

Figura 6.24 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻8,8. 
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Figura 6.25 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻19,8. 
 

Obs.: As repostas não exibidas no corpo do trabalho, sejam experimentais ou ajustadas, estão 

contidas em apêndice. Para minimizar o espaço ocupado, as respostas estão diagramadas em 

mesma figura, de tamanho reduzido, incluído a coerência experimental. Lembrando que não 

existe sentido em coerência do modelo ajustado, uma vez que é uma propriedade de caráter 

estatístico. Uma linha de valor nula é exibida apenas por motivos construtivos. No caso 

específico do teste na tela 1 com tração mínima, o apêndice referente é E1.  

 

 A realização do ajuste pressupõe obtenção das propriedades modais. A tabela 6.1 

contém as frequências naturais e fatores de amortecimento obtidos. A apresentação dos modos 

extraídos em forma numérica não apresenta nenhuma vantagem no sentido de análise. Mais 

positivo é a apresentação gráfica. Nesse contexto, as figuras 6.26, 6.27, 6.28, 6.29 e 6.30 contém 

os modos de forma crescente, apresentando uma vista isométrica e vistas paralelas às direções 

principais. A nomenclatura dos eixos é conforme a definição do modelo computacional, seção 

6.3.2, figura 6.7, no qual o eixo 𝑦 é paralelo às extremidades engastadas da tela. 

 

Tabela 6.1 - Tela 1, tração mínima: frequências naturais e fatores de amortecimentos.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 5° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 31,039 32,149 39,950 43,729 51,679 

𝜁𝑟 . 10
3 [−] 5,755 5,231 4,396 2,531 4,110 
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Figura 6.26 - Tela 1, mínima tração: 1° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.27 - Tela 1, mínima tração: 2° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.28 - Tela 1, mínima tração: 3° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.29 - Tela 1, mínima tração: 4° modo de vibrar ajustado. 
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Figura 6.30 - Tela 1, mínima tração: 5° modo de vibrar ajustado. 

 

 Em problemas bidirecionais planos, como é o caso, espera-se que as formas dos modos 

sejam os resultados da combinação de formas senoidais independentes em cada direção 

principal, ajustadas às condições de contorno. As vistas frontal e lateral dos modos parecem 

indicar tal comportamento.  

 Percebe-se que, com exceção do 5° modo no qual a distorção da forma é mais 

pronunciada, todas as vistas frontais dos demais modos assemelham-se à forma de ½ período 

de uma senoide (uma crista). Já as vistas laterais dos modos, em ordem crescente, aparentam 

assemelhar-se a 0,½, 1 ½, 2 𝑒 2 ½ períodos de uma senoide, respectivamente.  

 Obviamente, existe um nível de distorção de forma considerável em todos os modos, o 

que distancia em certo grau as formas obtidas das formas supostas. Mas interessante notar 

alguns pontos: focando nos dois primeiros modos, de frequências naturais muito próximas com 

diferença relativa menor do que 4%, e supondo como verdadeiro as formas senoidais propostas 

no parágrafo passado, aparentemente existe uma contaminação cruzada. Ou seja, apa renta 

existir elementos do que deveria ser o 2° modo no primeiro e vice-versa. Uma terminologia 

diversa seria a seguinte: esses dois modos aparentam ser uma combinação linear dos modos 

hipotéticos.  

 No campo da análise modal experimental é sabido que, na existência de modos com 

frequências naturais muito próximas ou, até mesmo, repetidas, ferramentas baseadas apenas em 

uma entrada de referência não são capazes de determinar unicamente os modos (EWINS, 2000).  

Ou seja, apenas analisadores globais são capazes de captar as nuances de forma - ferramentas 

que analisam simultaneamente várias colunas ou linhas da matriz de FRF’s, conforma já 

discutido.  

 O motivo é intuitivo: como a região de análise é dominada igualmente por dois modos, 

alguns GDL são mais suscetíveis a uma resposta de um modo do que outra; é inclusive possível 

que um determinado GDL seja um nó em um modo, e um pico em outro. Dessa maneira, a 

forma final do modo acaba por transformar-se numa combinação linear dos modos dominantes 
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na região ressonante. Sendo assim, é possível imaginar que tal fenômeno seja causa parcial da 

distorção das formas dos modos, além, claro, de incoerências nos procedimentos de coleta de 

dados.  

   

 Os resultados obtidos pela ajuste às respostas relativas à tela 1, nível máximo de tração, 

são discutidos em sequência. As figuras 6.31, 6.32, 6.33 e 6.34 contém as repostas 

experimentais e ajustadas, nos mesmos GDL para comparação. 

 

 

Figura 6.31 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻3,8. 

 

 

Figura 6.32 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻7,8. 
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Figura 6.33 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻8,8. 

 

Figura 6.34 - Tela 1, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻19,8. 
 

 Assim como para o ensaio em nível de tração menor, o ajuste de melhor qualidade foi 

obtido na FRF utilizada como referência, figura 6.33. Nesse caso, ocorreu uma melhora da FRF 

ajustada com relação ao 3° GDL. As demais respostas ajustadas e experimentais encontram-se 

no apêndice E2.  

 

 A tabela 6.2 contém as propriedades globais ajustadas, para a tela 1, com tração máxima. 

Comparando a tabela 6.2, percebe-se que os fatores de amortecimento permaneceram 

relativamente iguais, o que era esperado; a única exceção ocorreu no terceiro modo. Outro ponto 

interessante é que todas as frequências naturais aumentaram seu valor, com exceção da 

frequência relacionada ao 4° modo. Esse acréscimo no valor também era antecipado.  

 De maneira geral, existe concordância entre as expectativas prévias e os resultados 

obtidos, especialmente no que tange ao acréscimo no valor das frequências: como a expectativa 

é que a tela se comporte como uma placa fina, a aplicação de tensão no plano age em prol do 
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seu enrijecimento contra movimentos fora do plano, o que engloba os modos analisados. Dito 

isso, é possível que o 4° modo seja do tipo flexo-torção, o que seria dominado por efeitos 

cisalhantes e, portanto, é menos sensível ao tensionamento, nesse sentido.  

 

Tabela 6.2 - Tela 1, tração máxima: frequências naturais e fatores de amortecimentos.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 5° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 32,735 34,424 41,328 43,150 52,022 

𝜁𝑟 . 10
3 [−]  4,918  4,395   12,622 4,331 3,736 

 

 O mesmo procedimento para exibição dos modos foi adotado. As figuras 6.35, 6.36, 

6.37, 6.38 e 6.39 contém os cinco modos de vibrar ajustados, exibindo uma vista isométrica e 

vistas paralelas as direções principais. 

 

 

Figura 6.35 - Tela 1, máxima tração: 1° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.36 - Tela 1, máxima tração: 2° modo de vibrar ajustado. 
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Figura 6.37 - Tela 1, máxima tração: 3° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.38 - Tela 1, máxima tração: 4° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.39 - Tela 1, máxima tração: 5° modo de vibrar ajustado. 

 

 Fazendo análise semelhante para os modos em questão, percebe-se que as formas 

senoidais nas vistas frontal e lateral permanecem, porém com algumas modificações 

significativas presentes no segundo e terceiro modos. Diferentemente do efeito na modificação 

dos valores das frequências naturais, o tensionamento não deve ter influência na forma do 

modo, que é função das condições de contorno, que permanecem iguais. Dessa forma, é um 

possível indício de influência de algum modo não detectado na referência, que, com o 

tensionamento, ficou mais evidente.  
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6.2.2 Extração das propriedades modais: tela 2 

 

 Procedimento semelhante pode ser aplicado para análise das respostas obtidas na tela 2. 

O primeiro passo, portanto, é a exibição das curvas ajustadas. As figuras 6.40, 6.41, 6.42 e 6.43 

contém os ajustes obtidos nas FRF’s selecionadas na seção 6.1, para a tela 2.  

 Novamente, o ajuste obtido na FRF utilizada como referência, 𝐻8,8, é bom tanto em 

módulo como em fase, conforme figura 6.40. O ajuste da figura 6.41 também apresenta boa 

concordância, lembrando que essa FRF foi escolhida como exemplo de um resposta construída 

com boa correlação entre sinais, assim como a FRF de referência. Já a figura 6.42 indica que o 

ajuste, utilizando as propriedades globais extraídas de 𝐻8,8 não foi bem-sucedido: existe erro 

significativo tanto em módulo como em fase. De certa forma, esse comportamento era esperado, 

já que a coerência obtida indicava falta de correlação entre os dados experimentais. Por fim, a 

figura 6.43 mostra o ajuste da resposta numa FRF que também não possui coerência ideal, 

apesar que em menor grau do que a anterior. Nesse caso, o ajuste apresenta boa concordância 

em módulo, sendo insuficiente em fase, em algumas regiões. Importante ressaltar que um ajuste 

bom em fase também é necessário porque, ainda que o módulo da resposta ajustada naquele 

GDL seja similar ao real, existindo erro de fase substancial, a forma assumida do modo pode 

se distorcer. Como o ajuste foi restrito a obter modos reais, para comparação direta com os 

modos computacionais, um erro de fase pode inverter o sentido de movimento de um GDL, 

relativo aos demais, e introduzir incoerências na forma resultante. Como de praxe, o restante 

das respostas obtidas está contido no apêndice E3.  

 

 

Figura 6.40 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻8,8. 
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Figura 6.41 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻14,8. 

 

Figura 6.42 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻25,8. 

 

Figura 6.43 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇1: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻27,8. 
 

   

 A tabela 6.3 contém as propriedades modais ajustas para a tela 2, no caso de tração 

mínima. Comparando com as propriedades obtidas na tela 1, existe clara diferença, 
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especialmente nos fatores de amortecimento. De fato, visualmente, a resposta do sistema, nessa 

banda de análise aparenta ser mais amortecida. Quanto às frequências naturais, não existia 

nenhuma expectativa prévia de semelhança, ao contrário, uma vez que são formas construtivas 

distintas.  

 

Tabela 6.3 - Tela 2, tração mínima: frequências naturais e fatores de amortecimentos.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 5° 𝑀𝑜𝑑𝑜 6° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 27,544 30,522 34,900 39,600 49,585 52,800 

𝜁𝑟 . 10
3 [−]   4,036  4,935   25,507 14,113 16,521 10,507 

 

 As formas dos modos de vibrar são apresentadas através das vistas já introduzidas, nas 

figuras 6.44, 6.45, 6.46, 6.47, 6.48 e 6.49. 

 

 

 

Figura 6.44 - Tela 2, mínima tração: 1° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.45 - Tela 2, mínima tração: 2° modo de vibrar ajustado. 
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Figura 6.46 - Tela 2, mínima tração: 3° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.47 - Tela 2, mínima tração: 4° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.48 - Tela 2, mínima tração: 5° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.49 - Tela 2, mínima tração: 6° modo de vibrar ajustado. 

 

 Iniciando a análise dos modos obtidos, imediatamente percebe-se que o primeiro modo 

possui uma assimetria mais acentuada do que os demais já obtidos. A figura 6.45 mostra que 
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apenas alguns GDL possuem amplitude significativa. Esse fato pode ser indício de uma 

distribuição de tensão não uniforme ou alguma assimetria intrínseca da fabricação da tela, que 

resultou em alguma diferenciação de rigidezes localizadas. Os demais modos aproximam-se do 

comportamento já analisado para a tela 1.  

 Necessário ressaltar que, enquanto não existia nenhuma expectativa de paridade de 

frequências naturais e fatores de amortecimento, era esperado alguma similaridade entre modos. 

Com essa afirmação intenta-se dizer que, uma vez mantida as condições de contorno, quais 

sejam, a forma geométrica (retangular e de mesma dimensão) da malha e o tipo de engaste feito, 

os modos possíveis são os mesmos. Ainda que o valor numérico das frequências naturais 

associadas possa mudar e, com isso, a ordem nas quais os modos são obtidos, a forma geral 

deve permanecer semelhante. E esse comportamento aparenta estar presente, no qual as vistas 

frontais, exibem formas semelhantes a ½ período de uma senoide e a lateral apresenta múltiplos 

desses períodos. Obviamente, é preciso reconhecer que existem distorções mais severas nas 

formas e dificuldades maiores de identificação dos modos visualmente. Isso é mais um indício 

da presença de fatores externos não modelos nos ensaios realizados na tela 2. Essa hipótese 

nasce na análise dos espectros de entrada, perpassa as análises de coerência e agora apresenta 

indícios na análise dos modos.  

 

   

 

Figura 6.50 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻8,8. 
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Figura 6.51 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻14,8. 
 

  

Figura 6.52 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻25,8. 

 

Figura 6.53 - Tela 2, ensaio com tração nominal 𝑇2: Comparação entre resposta experimental 

e ajustada,  𝐻27,8. 
 

 Para finalizar a seção de extração das propriedades modais, a mesma sequência de 

exibição dos ajustes, propriedades globais e modos é disponibilizada para a tela 2, em tensão 
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máxima. As figuras 6.50, 6.51, 6.52 e 6.53 contém as FRF’s ajustadas nos GDL previamente 

selecionados.  

 Claramente, existe uma deterioração da qualidade de ajuste em todas as FRF’s, inclusive 

na referência, 𝐻8,8, conforme figura 6.50. Nota-se que o tensionamento aproximou as respostas 

ressonantes do 3°, 4° e 5° modos, previamente mais espaçados em frequência. Novamente, é 

uma prova de que modos muito próximos introduzem muita dificuldade para o analisador modal 

baseado em apenas uma referência. Ou seja, como mais de um modo domina a resposta do 

sistema na região, nesse caso 3 modos visivelmente presentes, o modelo não é capaz de 

determinar corretamente a influência de cada um individualmente. As demais respostas estão 

contidas no apêndice E4.  

 

 A tabela 6.4 contém as propriedades globais obtidas para a tela 2, em tensão máxima. 

Vários aspectos chamam a atenção ao analisar a tabela 6.4 em relação à tabela 6.3. 

Primeiramente, o 1° modo não sofreu variação significativa no valor de sua frequência natural 

e fator de amortecimento, reforçando a hipótese de alguma assimetria construtiva ou 

distribuição de tensão não uniforme. Mas, ainda mais interessante do que isso é que, à primeira 

vista, as frequências dos 2° e 3° modos aumentaram de valor enquanto as do 4°, 5° e 6° 

diminuíram. Mas esse fato não é compatível com nenhuma explicação física possível.  

 Uma explicação plausível é que tais modos também tiverem suas frequências naturais 

incrementadas, mas isso causou modificação de ordem. O que vinha a ser previamente o sexto 

modo foi deslocado para fora do intervalo da análise, dessa forma, os atuais 5° e 6° modos são, 

na verdade, o 4° e 5° passados. Mas, segundo essa lógica, 5 modos deveriam estar presentes e 

não 5. Como dito anteriormente, o 3°, 4° e 5° modos estão muito próximos em frequência. É 

possível que, na análise passada, os modos coletados fossem na verdade contribuição da 

resposta de dois ou mais modos tão próximos que eram indistinguíveis entre si, para o 

analisador. Com o tensionamento, é possível que algum desses modos tenha sido mais 

influenciado que sua contraparte, se distanciando do agrupamento. Essa justificativa também 

encontra corroboração nos fatores de amortecimento obtidos. Se analisado, o fator de 

amortecimento do 3° modo na tabela 1 é substancialmente maior do que os demais, sugerindo 

que na verdade esse pico amortecido possa ser na verdade vários picos ressonantes próximos 

uns aos outros.  
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Tabela 6.4 - Tela 2, tração máxima: frequências naturais e fatores de amortecimentos.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 5° 𝑀𝑜𝑑𝑜 6° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 27,335 33,221 36,516 38,815 41,300 51,651 

𝜁𝑟 . 10
3 [−]   7,331  4,592   21,912  4,176 11,230 6,714 

 

 As formas dos modos de vibrar obtidas estão dispostas nas figuras 6.54, 6.55, 6.56, 6.57, 

6.58 e 6.59. Claramente, o primeiro modo permaneceu inalterado entre os ensaios, como 

suposto, figura 6.53, através da análise das frequências naturais. A figura 6.54 visualmente 

indica que o 2° modo é incompatível com o obtido no ensaio de menor tração. É possível 

identificar semelhanças entre o 4° e 5° modos do ensaio de menor tração com o 5° e 6° do de 

maior tensão, respectivamente, conforme cogitado nas análises das frequências naturais.  

 Ainda que não seja possível definir com exatidão, infere-se que algum modo dentre o 

2° e 4° obtidos é um modo, ou combinação de modos, não aparente no ensaio com menor tração.  

 

 

Figura 6.54 - Tela 2, máxima tração: 1° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.55 - Tela 2, máxima tração: 2° modo de vibrar ajustado. 
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Figura 6.56 - Tela 2, máxima tração: 3° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.57 - Tela 2, máxima tração: 4° modo de vibrar ajustado. 

 

Figura 6.58 - Tela 2, máxima tração: 5° modo de vibrar ajustado. 

 

 

Figura 6.59 - Tela 2, máxima tração: 6° modo de vibrar ajustados 
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6.3 OBTENÇÃO DAS CARACTERÍSTICAS MECÂNICAS DO MODELO 

COMPUTACIONAL ATRAVÉS DE OTIMIZAÇÃO DA RESPOSTA DINÂMICA 

 

 Essa seção concluí a exposição do desenvolvimento e resultados do trabalho com a 

obtenção das características mecânicas do modelo computacional - módulos de elasticidade das 

direções principais, módulo de cisalhamento e coeficiente de Poisson do plano - através de um 

processo de otimização da resposta modelada em relação à resposta experimental. Como já 

mencionado, o processo de otimização é feito através das propriedades modais do sistema e, 

portanto, consiste num procedimento de natureza dinâmica para obtenção das características 

mecânicas equivalentes.   

 Essa seção se divide em dois tópicos: o primeiro trata de uma validação da metodologia 

computacional de otimização para obtenção de características mecânicas (não representa 

validação do modelo proposto); o segundo tópico trata da aplicação da metodologia de 

otimização nos dados adquiridos experimentalmente e tratados sob a ótica da teoria exposta e m 

busca da validação do modelo proposto.  

 

6.3.1 Validação da metodologia computacional de obtenção das características mecânicas 

 

 Conforme já exposto nessa seção de resultados, o comportamento do objeto em análise, 

malha metálica trançada, é complexo. De igual complexidade mostrou-se a coleta de dados 

experimentais de boa qualidade e subsequente extração das propriedades modais que são 

utilizadas no método de otimização da resposta dinâmica, que busca, por fim, definir as 

propriedades mecânicas do modelo equivalente. Nesse sentido, é necessário minimizar a 

variabilidade imposta pelos métodos de análise e tratamento dos dados. Como a metodologia 

de otimização proposta é intrínseca ao trabalho apresentado, ou seja, foi desenvolvida 

especificamente para o problema posto, é interessante que a incerteza associada ao método seja 

minimizada. Nesse sentido, um procedimento de validação da metodologia e seus resultados 

são apresentados.  

 

 Normalmente, procedimentos de validação de rotinas computacionais são construídos 

sobre respostas já conhecidas, eliminando a incerteza relacionada à referência utilizada, 

necessitando apenas comparar os resultados obtidos. É justamente esse o intento da validação 

apresentada.  
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 Um modelo de malha de fios metálicos foi criado em elementos finitos através de uma 

tela simples de elementos de viga unidos nos nós, contudo sem a liberdade de rotacionarem 

livremente, ou seja, possuem movimentos acoplados. O espaçamento entre fios da direção 𝑥 é 

de 2,5 mm e em 𝑦, 50 mm. O massa resultante do modelo é de 1,46 𝑘𝑔. Como no modelo 

experimental, duas arestas paralelas do quadrado que delimita a malha metálica foram 

engastadas. No mais, esse modelo também foi construído no Mecway®. A figura 6.60 contém 

uma ilustração do modelo da malha construída em elementos finitos, com suas condições de 

contorno. 

 

Figura 6.60 - Malha metálica modelada com elementos de viga.  

 

 Uma análise modal foi efetuada, construindo os 12 primeiros modos do sistema. A 

tabela 6.5 contém as frequências naturais. Como ilustração das formas de modo obtidas, o 1°, 

7° e 11° modos são exibidos na figura 6.61.  

 

 

Figura 6.61 - Alguns modos de vibrar do modelo de malha metálica construído com 

elementos de viga. 
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Tabela 6.5 - Frequências naturais de malha metálica construída por elementos de viga.  

 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10° 11° 12° 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 1,81 4,13 5,01 8,75 9,81 10,8 14,4 16,2 17,1 21,4 24,2 24,2 

 

 Um modelo homogeneizado, com material ortotrópico de densidade equivalente 

(2605.89
𝑘𝑔

𝑚3) - considerando o volume do sistema como a área calculada pelas dimensões 

gerais da malha multiplicada pela espessura do fio -, e utilizando elementos de placa, foi 

construído exatamente como o descrito na seção de metodologia (seção 5.3.2). Os parâmetros 

adotados no procedimento de otimização da resposta dinâmica em busca das propriedades 

mecânicas equivalentes do sistema são aqueles contidos no apêndice D, em um primeira análise.  

 Uma comparação das frequências naturais obtidas no modelo e seus modos de vibrar 

correspondentes com a resposta do modelo de referência é fornecida na tabela 6.6, na qual 

exibe-se o valor das frequências naturais obtidas; a diferença percentual entre modelo e 

referência; e a comparação dos modos correlatos através do MAC. A numeração dos modos é 

baseada nos modos da referência, ou seja, fixando a “posição” dos modos da referência, 

analisou-se a resposta do modelo e foram pareadas as respostas mais correlacionadas, através 

do MAC.  

 Claramente, a tabela 6.5, indica que existe alguma variabilidade entre a resposta do 

modelo com relação à referência, especialmente nos valores da frequência natural, mas em 

menor escala, não passando de uma diferença relativa de 7%. Interessante notar que a correlação 

entre os modos do modelo com a referência é excelente, em especial nos modos de menor 

ordem. Justifica-se uma variação maior em modos de maior ordem, uma vez que a forma mais 

complexa exige cada vez mais GDL para descrevê-la com sucesso. Nesse sentido, vale notar 

que a forma complexa do 11° modo da referência obteve a menor correlação, com valor de 

MAC de 0,80, inclusive causando uma inversão da ordem dos últimos modos obtidos no 

modelo.  

 

Tabela 6.6 - Comparação entre frequências e modos de vibrar do modelo e da referência. 

 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10° 11° 12° 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧]  1,89 4,16 5,17 8,68 10,1 11,3 13,9 16,4 16,7 20,0 24,0 23,0 

∆𝜔𝑟[%]  4,01 0,77 3,28 0,72 2,49 3,73 3,52 1,13 2,45 6,45 0,57 4,77 

MAC  0,99 0,99 0,99 0,99 0,98 0,99 0,99 0,95 0,97 0,98 0,80 0,99 
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 Na seção de exposição de ferramentas de validação de modelos, além da comparação 

numérica entre as frequências e modos apresentados, comentou-se sobre uma visualização 

gráfica entre as frequências modeladas e da referência e como essa disposição pode tr azer 

informações mais pertinentes para o analisador (seção 4.2.1). A figura 6.62 contém esse 

diagrama.  

 Esse diagrama exibe uma curva ideal, na qual a resposta do modelo seria idêntica à de 

referência. Essa curva é uma reta, que passa pela origem e está inclinada em 45°. Nesse sentido 

o coeficiente angular é numericamente igual a unidade e o coeficiente linear é nulo. Em torno 

dessa curva, são dispostas as frequências obtidas do modelo versus de referência em forma de 

pontos. Uma regressão linear que correlaciona esses dados também é exibida.  

 Analisando a figura 6.62, enfim, percebe-se de maneira mais intuitiva o quão bem 

ajustado estão os modos de menor ordem, e fica claro a divergência nos de maior ordem. A 

dispersão em torno da curva ideal é justificável pela natureza estocástica do otimizador 

heurístico PSO, ainda que os dados de referência não possuam qualquer variância, já que são 

computacionais. Como já mencionado, esse otimizador realiza uma busca aleatória no espaço 

de resposta, ainda que orientada por um processo inteligente. Nesse sentido, sempre existirá 

uma variabilidade nas respostas obtidas. Esse é o preço a ser pago pela utilização desse tipo de 

otimizador.  

 Toda a análise anterior é corroborada pela regressão obtida: a proximidade da resposta 

é corroborada pela proximidade dos coeficientes angular e linear da unidade e da nulidade, 

respectivamente. 

 

 

Figura 6.62 - Diagrama de comparação de frequências naturais modeladas e referência.  
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 A figura 6.63 contém os modos de vibrar do modelo correlacionados com os modos de 

vibrar da referência exibidos em na figura 6.61. Nessa figura, percebe-se visualmente a distinta 

equivalência entre os primeiros e sétimos modos do modelo e referência, e fica claro a diferença 

entre o modo correlacionado com 11° da referência (nesse caso, o 13° do modelo). 

 

 

Figura 6.63 - Os modos de vibrar do modelo correlacionados com os modos da referência 

exibidos. 

  

 A tabela 6.7 contém as propriedades mecânicas equivalentes do modelo, obtidas no 

procedimento de otimização.  

 

Tabela 6.7 - Propriedades mecânicas equivalentes do modelo computacional ajustado à 

referência de validação.  

𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐺12[𝐺𝑃𝑎] 𝜈12[−] 

2,18 45,17 11,48 0,125 

 

 Uma última análise sobre a natureza do processo de otimização pode ser feita. Como 

mencionado inúmeras vezes, otimizadores heurísticos possuem natureza estocástica e, portanto, 

obtém respostas em função do estado de aleatoriedade de partida - por isso é necessário garantir 

estados aleatórios diferentes entre análises para obter resultados distintos. Mas um outro a specto 

não analisado é que essa dependência é um binômio: além do estado de aleatoriedade , o 

otimizador depende, também, dos limites fornecidos para as variáveis de projeto. 

 No caso anterior, um intervalo muito largo - várias ordens de grandeza - foi fornecido. 

Isso é interessante num primeiro momento para determinar a região mais favorável de busca. 

Mas impede que uma análise minuciosa seja feita.  

 Nesse sentido, para demonstrar toda a capacidade do método, uma nova análise foi feita 

em torno das propriedades mecânicas obtidas (tabela 6.7) na tentativa de melhorar os resultados 
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encontrado. As mesmas análises são apresentadas. A tabela 6.8 contém a comparação das 

frequências e modos obtidos.  

 

Tabela 6.8 - Comparação entre frequências e modos de vibrar do modelo e da referência. 

 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10° 11° 12° 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧]  1,79 3,94 4,98 8,50 9,85 10,7 14,1 16,4 17,0 21,1 24,6 23,7 

∆𝜔𝑟[%]  1,22 4,49 0,55 2,77 0,40 2,11 1,79 1,13 0,77 1,30 1,79 1,81 

MAC  0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,97 0,99 0,99 0,98 0,99 

 

 Fica claro, pela tabela 6.8, que a melhora nos resultados obtidos é significativa: a maior 

variação percentual das frequências não ultrapassa 4,5% e, não somente isso, de forma geral os 

resultados estão menos dispersos. Quanto ao MAC, até mesmo os modos de maior ordem estão 

extremamente correlacionados, sendo que o menor valor é 0,96. Essas afirmações são 

corroboradas pelo diagrama contido na figura 6.63.  

 

 

Figura 6.64 - Diagrama de comparação de frequências naturais modeladas e referência, 

intervalo de busca mais restrito.  

 

 Fica claro que a resposta ajustada do sistema reflete com exatidão aquela produzida pela 

referência, uma vez que a dispersão dos resultados em torno da reta ideal é mínima e a reta que 

descreve a relação entre modelo e referência é muitíssimo próxima da ideal, conforme mostra 

a imagem e os coeficientes angular e linear da regressão. Os modos correlacionados estão 

ilustrados na figura 6.65. As propriedades mecânicas ajustadas estão contidas na tabela 6.9. 
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Figura 6.65 - Os modos de vibrar do modelo correlacionados com os modos da referência 

exibidos, obtidos com intervalo de busca mais restrito. 

 

 A figura 6.64 deixa claro o acréscimo de correlação entre os modos obtidos: a forma do 

12° modo do modelo se assemelha sobremaneira ao 11° da referência, que é um modo de forma 

extremamente complexa. A tabela 6.9 mostra as variações executadas nas propriedades do 

modelo para obtenção da melhor resposta. Percebe-se que a maior variação é relativa ao módulo 

de elasticidade da direção principal 𝑦, que é a direção que contém grande parte dos fios da 

malha metálica e, portanto, supõe-se dominar a resposta do sistema. 

 

Tabela 6.9 - Propriedades mecânicas equivalentes do modelo computacional ajustado à 

referência de validação, intervalo restrito em torno da resposta previamente obtida.  

𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐺12[𝐺𝑃𝑎] 𝜈12[−] 

1,76 28,67 8,54 0,150 

 

 Analisando todo o conjunto de informações apresentadas, percebe-se que a metodologia 

de obtenção das características mecânicas do modelo homogeneizado ortotrópico através de 

otimização da resposta referência é válida, uma vez que foi capaz de descrever o 

comportamento dinâmico de um sistema composto por elementos discretos  através de um 

modelo equivalente homogeneizado. Inclusive, é necessário destacar que a resposta referência 

possui modos associados a frequências naturais repetidas, ou seja, uma condição de alta 

complexidade.  

 No entanto, isso não significa que houve validação do modelo ortotrópico em si. Como 

dito, inclusive na disposição da teoria, um modelo de malha composto por elementos de viga 

pode ser insuficiente para modelar telas entrelaçadas reais. Novamente, o intento dessa 

validação é de tão somente verificar a capacidade de convergência da metodologia de extração 

de propriedades mecânicas equivalentes num processo de otimização da resposta dinâmica.  
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 No mais, esses resultados também explicitaram todas as características associadas ao 

processo de otimização heurística: sua capacidade de convergir para região do espaço de busca 

relacionado a um ótimo do problema, bem como suas limitações devido à natureza estocástica.  

 

6.3.2 Validação do modelo homogeneizado ortotrópico através da otimização da resposta 

dinâmica do modelo comparado aos experimentos 

 

 A finalização do trabalho proposto passa pelo ajuste das propriedades mecânicas do 

modelo computacional através do processo de otimização já descrito, utilizando as propriedades 

modais extraídas dos experimentos. Ressalta-se que o simples ajuste das propriedades 

mecânicas à resposta experimental não consiste em validação, necessariamente. Justamente 

para esse fim que foram realizados ensaios em dois níveis de tracionamento diferentes. Nesse 

caso, os parâmetros serão ajustados na resposta de menor tração e os resultados do modelo e 

experimento serão comparados no de maior tração.  

 Antes da exibição dos resultados é preciso fazer juízo dos dados experimentais obtidos: 

claramente o processo de aquisição de dados e subsequente extração das propriedades  modais 

é altamente complexo e pode ser prejudicado por diversos fatores. Na seção de ajuste das 

respostas experimentais, seção 6.2.2, ficou claro que a aquisição de dados e extração de 

propriedades da tela do tipo 2 é deficiente. Especialmente pela incerteza relacionada à possível 

presença de múltiplos modos numa só resposta ressonante. Como foi demonstrado que o 

processo de otimização é bastante sensível ao modos de vibrar da referência, não há sentido em 

proceder com a otimização dos resultados obtidos para tela 2.  

 Sendo assim, os resultados apresentados e discutidos estão relacionados apenas com a 

resposta de tela 1. Novamente, os parâmetros utilizados no procedimento de otimização são 

aqueles descritos na seção 6.3.3 e contidos no apêndice D. A tabela 6.10 contém a comparação 

dos resultados obtidos.  

 

Tabela 6.10 - Resultados obtidos do processo de otimização da resposta da tela 1, tração 

mínima.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 5° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 30,988 31,697 38,298 45,126 33,990 

∆𝜔𝑟[%] 0,16 1,40 4,13 3,19 34,22 

𝑀𝐴𝐶  0,492 0,1875 0,387 0,321 0,146 
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 A tabela mostra algo que era esperado, a correlação da forma dos modos do modelo e 

experimental é baixa. Claramente, nenhum modelo computacional de elementos finitos seria 

capaz de reproduzir as formas obtidas no experimento e nem deveriam, uma vez que que  as 

distorções são frutos de influências externas e/ou de uma incapacidade do analisador modal 

utilizado de extrair os modos corretamente. Dito isso, o otimizador foi capaz de ajustar as 

frequências naturais dos modos com maior nível de correlação possível  de forma satisfatória, 

com exceção do 5° modo que está claramente pareado com um modo de menor ordem 

equivocadamente. Retirando o 5° modo da análise, o digrama das frequências do modelo versus 

experimento está ilustrado na figura 6.66.  

 O digrama exibe uma clara dispersão da disposição das frequências do modelo com 

relação a curva ideal. Isso era fato esperado, uma vez que a incerteza dos dados obtidos é 

razoável. No entanto, mostra que a tendência da curva de regressão se aproxima bastante da 

ideal, inclusive como um coeficiente angular bastante próximo da unidade. Logo, é possível 

inferir que existe um nível significativo de variabilidade aleatória nos dados experimentais, mas 

que, ainda assim, o otimizador foi capaz de convergir para um conjunto de propriedades 

mecânicas que representam, na média, a resposta da malha experimental. 

 

 

Figura 6.66 - Digrama de frequências do modelo versus frequências experimentais, tela 1, 

tração mínima. 

 

 É interessante visualizar os modos do modelo em igual disposição dos modos 

experimentais ajustados: vista isométrica, frontal e lateral, buscando comparação visual e 

elucidação de algumas conjecturas postuladas na seção de extração das propriedades modais  

(seção 6.2). As figuras 6.67, 6.68, 6.69 e 6.70 mostram os modos de vibrar do modelo que foram 

pareados de forma bem-sucedida.  
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Figura 6.67 - Modelo da tela 1, mínima tração: 1° modo de vibrar. 

 

 

Figura 6.68 - Modelo da tela 1, mínima tração: 2° modo de vibrar. 

 

 

 

Figura 6.69 - Modelo da tela 1, mínima tração: 4° modo de vibrar. 

 

 

 

Figura 6.70 - Modelo da tela 1, mínima tração: 5° modo de vibrar. 
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 As vistas dos modos de vibrar do modelo deixam muito clara as formas senoidais 

postuladas na seção de extração de propriedades modais. Em todas as figuras é possível 

visualizar, na vista frontal, uma forma que se aproxima de ½ período de uma senoide , seja 

isoladamente, como no caso da figura 6.66, ou composta através de um espelhamento na linha 

central, como é o caso das demais figuras, assemelhando-se aos indícios experimentais (figuras 

6.26 a figura 6.30). Já na vista lateral, é visível a progressão de múltiplos de ½ períodos de um 

seno (aproximadamente). Essa característica corrobora e esclarece as análises já efetuadas.  

 Um fato curioso capaz de elucidar outras características do problema e procedimentos 

é o seguinte: tanto na extração dos modos de vibrar experimentais e nos computacionais, 

mencionou-se uma progressão de forma do modo, nas vistas laterais, em múltiplos inteiros de 

½ período. No entanto, nos modos experimentais, não existe indício de uma forma que 

represente 1 período completo - de ½ pula-se para 1 ½ - e, claramente, o modelo contém tais 

formas, mas não só: também possui o modo perdido. A figura 6.71 contém tal modo e suas 

vistas.  

 

 

Figura 6.71 - Modelo da tela 1, mínima tração: 3° modo de vibrar. 

 

 Surge, assim, o questionamento do porquê, consistentemente, a análise experimental 

falhou em obter a tal forma. E a resposta é intuitiva: o local de impacto referência escolhido 

para os testes é uma região de nó do modo. A figura 6.72 ilustra claramente o fato.  
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Figura 6.72 - Local de impacto reside em nó do 3° modo. 

 

 Isso implica que, independentemente da disposição dos demais GDL nos quais a 

resposta é mensurada, é virtualmente impossível que a resposta desse modo fosse visualizada 

experimentalmente. Dessa forma, fica ainda mais claro as dificuldades contidas na elaboração 

e execução do experimento e, também, reforça a necessidade de análise em nível global com 

mais de uma referência: essa é a única maneira de garantir que os modos sejam representados 

com fidelidade na banda de interesse. Ainda mais interessante é o fato de que, mesmo não 

fornecendo todos os modos contidos na banda de análise para a metodologia de ajuste através 

de otimização, o procedimento ajustou o modelo de forma a captar os modos não aparentes. 

Isso significa que a física por trás do comportamento é extraída corretamente, desde que um 

número suficiente de propriedades modais seja fornecido, ainda que não formem um conjunto 

completo.  

 

 A tabela 6.11 contém as propriedades mecânicas obtidas no procedimento de 

otimização. Analisando a tabela, percebe-se que a rigidez dominante do sistema é aquela 

associada aos fios disposta paralelamente ao eixo 𝑥 do modelo, o que era esperado, já que é 

nessa direção que se encontram dispostos a maior parte dos fios, conforma a figura 6.1. Outro 

ponto interessante é o coeficiente de Poisson nulo: ainda que no âmbito de tecidos trançados o 

efeito de crimp interchange seja bastante relevante, no caso de malhas metálicas traçadas é 

possível que não exista um acoplamento tão acentuado como no caso dos tecidos já que os fios 

possuem rigidez à flexão substancialmente maior e o processo de fabricação não é tão 

minucioso, permitindo que folgas sejam geradas. Nesse contexto, um coeficiente próximo a 

nulidade não cria espanto. Ressalta-se, apenas, que, ainda que exista justificativa para um 

coeficiente nulo, não existe motivação física para um coeficiente negativo, quando da premissa 
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de introdução de um efeito análogo ao de Poisson é baseado no crimp interchange, por isso da 

restrição do intervalo de busca a valores não negativos. 

  

Tabela 6.11 - Propriedades mecânicas equivalentes do modelo computacional ajustadas à 

resposta dinâmica da tela 1, tração mínima.  

𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐺12[𝐺𝑃𝑎] 𝜈12[−] 

132,52 5,35 17,97 0,0 

 

  Último passo, portanto, é a comparação direta - sem ajustes - do modelo 

homogeneizado ortotrópico, utilizando as propriedades da tabela 6.11, tracionado em nível 

máximo com os resultados experimentais correlatos.  

 

Tabela 6.12 - Resultados obtidos do modelo da resposta da tela 1, tração máxima.  

 1° 𝑀𝑜𝑑𝑜 2° 𝑀𝑜𝑑𝑜 3° 𝑀𝑜𝑑𝑜 4° 𝑀𝑜𝑑𝑜 

𝜔𝑟 [𝐻𝑧] 33,437 34,088 40,269 46,795 

∆𝜔𝑟[%] 2,14 0,97 2,56 8,44 

𝑀𝐴𝐶 0,102  0,014 0,039 0,068 

 

 

 A tabela 6.12 mostra que as frequências naturais obtidas no modelo com tração máxima 

mantiveram um bom nível de correlação com as obtidas em experimento. Isso é sinal de que o 

modelo está de fato capturando parte da física do problema. O fato mais preocupante, no 

entanto, é a baixíssima correlação dos modos de vibrar computacionais e experimental. Como 

previamente elucidado, as formas dos modos não se alteram com aumento ou diminuição da 

tração imposta ao modelo, assim sendo, as formas dos modos obtidas no modelo em t ração 

máxima são idênticas às formas do modelo em tração mínima. A diferença reside, portanto, nos 

modos experimentais extraídos. Já na seção 6.2.1 foi destacado que os modos obtidos no ensaio 

de maior tração continham maiores distorções se comparados com os obtidos no ensaio de 

menor tração. A queda na qualidade da extração dos modos experimentais justifica tamanha 

discrepância.  

 A figura 6.73 arremata a análise expondo do diagrama de comparação das frequências 

naturais. O comportamento permanece similar ao obtido no modelo ajustado: divergência baixa 

em relação à resposta ideal, com nível maior de dispersão em modos de maior ordem.  
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Figura 6.73 - Digrama de frequências do modelo versus frequências experimentais, tela 1, 

tração máxima. 

 

 De todas as análises realizadas e ponderações feitas, é possível dizer que o modelo de 

placa homogeneizada, com material suposto ortotrópico, é capaz de capturar as características 

físicas de uma malha metálica trançada. Contudo, devido às incertezas relac ionadas aos dados 

experimentais, não seria possível afirmar que as propriedades mecânicas expostas da tabela 

6.11 são as ideais para o modelo da tela 1 utilizada no experimento. É preciso realizar nova 

experimentação, com instrumentos de aquisição e análise melhores adaptados à complexidade 

do problema para que melhores estimadores das características modais sejam obtidos, 

associados a uma menor incerteza. 
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 Em suma, o trabalho evidenciou o papel central de malhas metálicas nas indústrias de 

mineração, fertilizante, farmacêutica e agregadas, ao contextualizar a função primordial que 

elas possuem na área de classificação e separação mecânica de materiais particulados sólidos. 

Explicitado a motivação científica e econômica, um estudo dos modelos disponíveis da 

literatura foi realizado. Durante o processo, identificou-se que uma área muito frutífera nesses 

estudos é aquela relacionada ao estudo do comportamento de malhas têxteis para a indústria 

balística. Vários modelos foram revisados e um, em particular, destacou-se por sua simplicidade 

de implementação no ambiente de elementos finitos: um modelo contínuo homogeneizado 

supondo material com características ortotrópicas. Para o estudo da validade do modelo, 

procedimentos experimentais foram elaborados, passando desde o projeto e fabricação de 

bancada adequada às demandas específicas do problema até a elaboração de métodos de 

aquisição de sinais. Procedimentos computacionais também foram elaborados: rotinas 

computacionais para tratamento dos dados e construção das FRF’s foram confeccionadas, bem 

como um analisador para extração das propriedades modais - todas as rotinas foram construídas 

no laboratório matricial open-source GNU Octave®; também foi proposta e construída uma 

metodologia, baseada na otimização heurística da resposta dinâmica do modelo em relação ao 

experimento, capaz de extrair as características físicas equivalentes do modelo proposto. Para 

tanto, lançou-se mão da utilização não só do Octave®, mas também de ferramentas de Python® 

e MS-DOS®, além da utilização do software de elementos finitos, de baixo custo, Mecway®.  

 Dito isso, a primeira conclusão surge da análise dos dados experimentais: o problema 

central do trabalho é complexo, qual seja, comportamento dinâmico de uma malha metálica. 

Nesse sentido, alguns procedimentos experimentais não obtiveram o êxito desejado. Ficou 

claro, por exemplo, que a utilização de entrada impulsiva como excitação para a tela não é 

recomendável, especialmente se imposta por martelo de impacto, uma vez que a  baixa rigidez 

da malha dominará a resposta e impedirá que uma banda do espectro de frequência mais larga 

seja excitada. As FRF’s, ainda que em sua maioria construída de sinais com coerência altíssima, 

apresentaram incongruências que podem ser fruto de influências externas. Esse fato remete, 

portanto, à qualidade da bancada de testes e metodologia experimental no geral. No entanto, 

talvez mais grave do que os fatores já mencionados, ressalta-se que a complexidade de uma 

malha metálica exige um analisador modal mais robusto, capaz de extrair as propriedades 

modais baseando-se em diversas respostas do sistema, simultaneamente. Só assim, modos 

encobertos nas respostas ressonantes de outros modos serão obtidos com confiabilidade. Não 
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são só os experimentos que indicam a presença de tal característica - frequências naturais 

repetidas ou muito próximas -, mas também os modelos computacionais construídos 

apresentam a proximidade de modos no espectro de frequência. 

 Por outro lado, foi evidenciado que a metodologia proposta para otimização das 

respostas dinâmicas do modelo e experimental é, sim, capaz de convergir para resultados 

promissores. Essa capacidade foi verificada em um processo de validação computacional, na 

qual a incerteza relativa aos dados de referência era nula. Em sequência, a aplicação da 

metodologia nos dados experimentais também foi bem-sucedida, levando em consideração os 

desafios já explicitados da parte experimental do trabalho. O otimizador foi capaz de obter as 

propriedades físicas equivalentes que levam o modelo proposto a exibir um comportamento 

similar ao observado em prática. Esse processo de validação, inclusive, foi realizado em um 

conjunto de dados nos quais não foram feitos procedimentos de ajuste, fornecendo maior 

credibilidade às conclusões. Novamente, ainda que seja necessário dados mais confiáveis para 

afirmar que as propriedades mecânicas obtidas no trabalho, quando aplicadas no modelo, geram 

resposta fiel à esperada, com certeza existem indícios de que o modelo proposto - contínuo 

homogeneizado, com material ortotrópico -, de forma geral, é capaz de capturar o 

comportamento físico de uma malha metálica, quando o objetivo da análise é o estudo do seu 

comportamento macroscópico.  

 

7.1 PRÓXIMOS PASSOS E TRABALHOS FUTUROS 

 

 Como o modelo e metodologia computacional propostos apresentaram bom 

desempenho, resta aprimorar os métodos experimentais e as ferramentas de análise. Na parte 

experimental, sugere-se que as melhorias sejam feitas de forma a: 

 

• Permitir e/ou facilitar a utilização de atuadores eletromecânicos (shakers) como fonte 

de excitação do sistema. Essa introdução vai possibilitar o controle da banda de 

frequência em análise, ainda que acabe por necessitar de maior número de amostras;  

• Revisar o projeto de bancada de forma a aprimorar a liberdade de movimento das vigas 

de engaste na direção de tracionamento. Introduzir um pivô na fixação das vigas para 

que as forças de tração sejam resistidas apenas por esforços cortantes - essa modificação 

busca melhorar a distribuição das tensões impostas à malha; 
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• Adquirir e/ou confeccionar analisador modal capaz de analisar a resposta de vários 

conjuntos de FRF’s simultaneamente, baseados em referências diferentes, para extração 

confiável das propriedades modais; 

• Revisão da metodologia experimental, de maneira a fornecer os dados necessários para 

o novo analisador.  

 Outro passo natural e concomitante é o processo de síntese do método proposto e 

resultados obtidos para publicação acadêmica.  

 

 Por fim, como mencionado nos objetivos, o intuito final do modelo é ser implementado 

nos modelos computacionais completos dos equipamentos de separação e classificação 

mecânica. Dessa forma, a implementação da metodologia abre portas para diversos estudos. 

Alguns exemplos são: 

 

• Otimização do processo de peneiramento, através da implementação da metodologia no 

estudo do comportamento das partículas, especialmente voltado para o método DEM; 

• Otimização energética dos equipamentos, uma vez que o modelo permite simular 

diversas disposições de entrada e analisar os resultados, formando assim a base para o 

problema de otimização; 

• Otimização estrutural dos componentes da tela, de forma indireta. Por exemplo, estudo 

de fadiga através da análise da energia de distorção à qual a tela é submetida em uso, 

com corroboração experimental.
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APÊNDICE A - RELAÇÕES DE SIMETRIA EM MATERIAL ORTOTRÓPICO 

 

 Suponha um plano de simetria orientado paralelo ao eixo coordenado 1. Isso implica 

que o tensor de rigidez deve ser invariante em relação a transformação 𝑅, que representa uma 

reflexão em torno do plano determinado pela direção 1. A transformação 𝑅 é tal que,  

 

𝑅 = [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 

 Contudo, essa transformação aplicada nos tensores tensão e deformação levam as 

seguintes relações,  

 

𝜎1
∗ = 𝜎1 

𝜎2
∗ = 𝜎2 

𝜎3
∗ = 𝜎3 

𝜎4
∗ = 𝜎4 

𝜎5
∗ = −𝜎5 

𝜎6
∗ = −𝜎6 

𝜀1
∗ =  𝜀1 

𝜀2
∗ = 𝜀2 

𝜀3
∗ = 𝜀3 

𝜀4
∗ = 𝜀4 

𝜀5
∗ =  −𝜀5 

𝜀6
∗ =  −𝜀6 

 

 Faça-se a expansão das tensões original e refletida, na direção 1, 𝜎1
∗𝑒 𝜎1. Tem-se, já 

levando em consideração as relações entre os conjuntos deformações original e refletido, que,  

 

𝜎1 =  𝐶11𝜀1 + 𝐶12𝜀2 + 𝐶13𝜀3 + 𝐶14𝜀4 + 𝐶15𝜀5 + 𝐶16𝜀6 

 

𝜎1
∗ = 𝐶11𝜀1 + 𝐶12𝜀2 + 𝐶13𝜀3 + 𝐶14𝜀4 − 𝐶15𝜀5 − 𝐶16𝜀6 

 

 Subtraindo ambas as relações, sabendo que, 𝜎1
∗ = 𝜎1, obtém-se,  

 

0 ≡ − 2𝐶15𝜀5 − 2𝐶16𝜀5 

  

Como a relação deve ser identicamente igual a zero, ou seja, independente dos valores 

das deformações, 𝐶15 e 𝐶16 devem ser nulos.  
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Repetindo esse processo descrito para as demais componentes de tensão normais e 

alguma das duas direções mutualmente ortogonais restantes, gera-se a relação em (2.4). 

(SHAMES; PITARESSI, 2003) apresentam o processo descrito em maiores detalhes.  
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APÊNDICE B - FERRAMENTAS DE AQUISIÇÃO E TRATAMENTO DE SINAIS 

 

A teoria à cerca de análise de sinais é extensa e complexa. Mesmo assim, existem conceitos 

básicos, contudo fundamentais, que necessitam ser reconhecidos para que a coleta de dados 

experimentais e subsequente tratamento sejam eficazes.  

 

B.1 TEOREMA DE AMOSTRAGEM E FREQUÊNCIA FANTASMA (ALIASING) 

 

Suponha um sinal aleatório 𝑥(𝑡), ou seja, no domínio no tempo, que esteja definido no 

intervalo [0, 𝑇] - um sinal fisicamente exequível. Seja 𝑋(𝑓) a transformada de Fourier do sinal 

𝑥(𝑡), definida no intervalo de banda [−𝐵, 𝐵], onde 𝑓 =
𝛺

2𝜋
. É possível mostrar que o intervalo 

temporal de amostragem deve ser, no mínimo,  

 

𝛥𝑡 =
1

𝑓𝑠
=
1

2𝐵
 (b.1) 

 

na qual, 𝑓𝑠 é a frequência de amostragem mínima necessária para obter todo o conteúdo em 

frequência, da banda [−𝐵, 𝐵]. Essa equação representa o teorema Nyquist de amostragem 

(BENDAT; PIERSOL, 2010).  

 Supondo uma amostragem uniforme, ou seja, 𝛥𝑡 = 𝑇/𝑁, onde 𝑁 é o número de 

aquisições no intervalo. Então, pode-se construir as seguintes relações,  

 

𝛥𝑓 =
𝑓𝑠
𝑁
=
1

𝑇
 (b.2) 

 

𝑁 = 2𝐵𝑇 = 𝑓𝑠𝑇 (b.3) 

 

𝑓𝑚𝑎𝑥 = 𝐵 =
𝑓𝑠
2

 (b.4) 

 

 As equações (b.2) e (b.3) são as mais interessantes, uma vez que normalmente são 

definidas, à priori, uma frequência máxima desejada e a resolução em frequência da aquisição, 

𝛥𝑓. Com esses valores e as equações (b.2) e (b.3) é possível obter os demais parâmetros. 
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 A frequência fantasma, ou aliasing, é um erro de amostragem relacionado à taxa de 

aquisição do sistema. Devido à natureza discreta do processo de amostragem, todo conteúdo 

em frequência que estiver acima da frequência máxima definida na banda, 𝑓𝑚𝑎𝑥, será refletido 

ao entorno dela, sendo inserido erroneamente no intervalo de aquisição. Para impedir tal erro é 

necessário a utilização de filtros analógicos do tipo passa-baixa, comumente já inseridos no 

dispositivo de aquisição. Ou seja, é necessário atenuar e, no limite, extinguir todo conteúdo do 

sinal analógico temporal com componentes em frequência acima da frequência máxima 

permissível (AVITABILE, 2018). 

 

B.2 VAZAMENTO E JANELAS 

 

 Outro erro de amostragem comum é conhecido por vazamento. Esse erro ocorre quando 

o sinal amostrado não é perfeitamente periódico no intervalo [0, 𝑇]. Em outras palavras, quando 

as frequências contidas no sinal não forem múltiplas inteiras da resolução em frequência 𝛥𝑓. 

 O efeito de tal erro é a dispersão de parte do conteúdo de uma frequência em específico 

na banda ao seu redor, daí o nome vazamento. Isso significa que tal erro é capaz, por exemplo, 

de mudar um sinal de natureza discreta no domínio da frequência (harmônico), para um com 

natureza contínua, configurando-se em um erro gravíssimo. Para análise modal, em específico, 

isso costumeiramente significa erros na obtenção dos modos e fatores de amortecimento 

(AVITABILE, 2018). Como é virtualmente impossível garantir a periodicidade do sinal 

adquirido para a maior parte dos experimentos, ferramentas que mitiguem tal efeito são 

desejáveis. 

  

O conceito de janela, no tratamento de sinais, é intuitivo: aplicar um operador - no caso 

do domínio do tempo, multiplicação; na frequência, convolução - que transforme o sinal 

original para um com conteúdo nulo nas extremidades do intervalo de análise, no domínio do 

tempo, de forma suave e contínua, e que tenha o menor impacto nos conteúdos em frequência. 

Dessa forma, a aplicação da janela transforma o sinal original, não periódico no intervalo, em 

um pseudo-periódico. 

 Existem muitas definições e tipos de janelas, devido aos diversos tipos de aplicação e 

níveis de complexidade de implementação. Neste trabalho, o interesse recaí sobre as janelas de 

força e exponencial.  
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B.2.1 Janela de Força  

 

 A janela de força é intrínseca aos experimentos nos quais a sinal de entrada seja do tipo 

impulsivo. Um caso comum é o sinal gerado por um martelo de impacto.  

 Nesses casos, normalmente, a banda temporal significativa do sinal é diminuta se 

comparada com o intervalo de aquisição. Após um intervalo breve subsequente ao impacto, o 

sinal é dominado pelo ruído do canal. Dessa forma, a janela de força busca, tão somente, mitigar 

o efeito desse ruído. A figura b.1 ilustra a aplicação da janela - sinal verde, item (b) - no sinal 

impulsivo qualquer contaminado por ruído, item (a). O resultado pode ser visto no item (c).  

 

 

Figura B.1 - Forma e efeito da janela de força.  

 

 Fica claro que a janela de força preserva o conteúdo no intervalo do impacto, e anula o 

efeito do ruído na ausência do sinal. A definição matemática da janela de força, 𝑤𝑖𝑛𝑓, é como 

segue, 

 

𝑤𝑖𝑛𝑓(𝑛) = {
1, 𝑠𝑒 𝑡 ≤ 𝛾𝑁
0, 𝑠𝑒 𝑡 > 𝛾𝑁

 (b.5) 

 

na qual, 0 < 𝛾 < 1. 

 

B.2.2 Janela Exponencial  

 

 A janela exponencial é utilizada em sinais com pico no início da aquisição e que decaem 

ao longo do intervalo. Ou seja, em sinais nos quais a aplicação de janelas tradicionais, como a 

Hanning, que afunilam os sinais em sua extremidade, eliminaria a parte mais significativa da 

aquisição, é recomendado o uso da janela exponencial.  
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 A janela exponencial, 𝑤𝑖𝑛𝑒, como o nome sugere, é uma função exponencial, 

paramétrica em 𝛽, tal que, na parte positiva do domínio, 

 

𝑤𝑖𝑛𝑒(𝑛) = exp (−𝛽
𝑛

𝑁
) (b.6) 

 

  O parâmetro 𝛽 pode ser obtido através da definição do valor da janela em dois pontos 

do intervalo. Por simplicidade, suponha  𝑤𝑖𝑛𝑒(0) = 1, e 𝑛𝑡 o segundo ponto de ajuste, no qual 

um valor deve ser atribuído para 𝑤𝑖𝑛𝑒(𝑛𝑡). Dessa maneira,  

 

𝛽 =
− ln(𝑤𝑖𝑛𝑒(𝑛𝑡))𝑁

𝑛𝑡
  (b.7) 

 

 Ao aplicar a janela exponencial, é possível demonstrar que essa operação não modifica 

os valores das frequências naturais do sistema, nem das constantes modais, mas, de fato, 

modifica o valor dos fatores de amortecimento. Esse fato é demonstrado para o caso em que a 

janela é aplicada tanto no sinal de entrada como no de saída (FLADUNG; ROST, 1997).  

 

B.3 ESTIMADORES DA FUNÇÃO RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 

 

 Uma vez adquiridos corretamente os sinais e realizado o tratamento, como a apli cação 

da sensibilidade dos instrumentos, janelas etc., é necessário construir o modelo de resposta do 

sistema: as FRF’s. Para tanto, é preciso introduzir alguns conceitos com a definição de espectros 

e funções de correlação.  

 Os espectros de um sinal são as transformadas de Fourier das funções de autocorrelação 

e correlação cruzada de sinais para um par de funções aleatórias estacionárias, como definido 

abaixo: 

 

𝑅𝑥𝑥(𝜏) =  lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡
𝑇

0

 (b.8) 

 

𝑅𝑥𝑦(𝜏) =  lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡
𝑇

0

 

 

(b.9) 
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𝐺𝑥𝑥(𝜔) =  4∫ 𝑅𝑥𝑥(𝜏)𝑒
−𝑗𝜔𝜏𝑑𝑡

𝑇

0

 (b.10) 

 

𝐺𝑥𝑦(𝜔) =  4∫ 𝑅𝑥𝑦(𝜏)𝑒
−𝑗𝜔𝜏𝑑𝑡

𝑇

0

 (b.11) 

 

onde 𝑅𝑥𝑥(𝜏) e 𝑅𝑥𝑦(𝜏) são as funções de autocorrelação e correlação cruzada entre sinais 

aleatórios estacionários; 𝐺𝑥𝑥(𝜔) e 𝐺𝑥𝑦(𝜔) são os autos espectros e espectros cruzados de banda 

positiva (apenas definido para 0 ≤ 𝜔 < ∞; caso contrário é nulo).  

 A definição dos espectros é útil, uma vez que é possível demonstrar que,  

 

𝐺𝑥𝑥(𝜔) = 𝐻(𝑗𝜔)𝐺𝑥𝑦(𝜔) (b.12) 

 

𝐺𝑦𝑥(𝜔) = 𝐻(𝑗𝜔)𝐺𝑥𝑥(𝜔) (b.13) 

 

Dessa forma, é possível reconstruir a FRF através dos espectros dos sinais de entrada e 

saída do sistema mecânico em análise (EWINS, 2000). 

 No entanto, as equações (b.8) a (b.11) são definições teóricas, partindo do pressuposto 

que é possível ter ciência de todo o histórico temporal das variáveis aleatórias. Na prática, isso 

é impossível. Nesse caso, é necessário trabalhar com estimadores dos espectros das variáveis 

aleatórias. É possível mostrar que os estimadores são da seguinte forma (BENDAT; PIERSOL, 

2010): 

 

�̂�𝑥𝑥(𝜔) =
1

𝑛𝑎
∑𝑋𝑘

∗(𝜔)𝑋𝑘(𝜔)

𝑛𝑎

𝑘=1

 (b.14) 

 

�̂�𝑦𝑦(𝜔) =
1

𝑛𝑎
∑𝑌𝑘

∗(𝜔)𝑌𝑘(𝜔)

𝑛𝑎

𝑘=1

 (b.15) 

 

�̂�𝑥𝑦(𝜔) =
1

𝑛𝑎
∑𝑋𝑘

∗(𝜔)𝑌𝑘(𝜔)

𝑛𝑎

𝑘=1

 (b.16) 
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nas quais, 𝑛𝑎 é o número de amostras realizadas; 𝑋𝑘(𝜔) e 𝑌𝑘(𝜔) são resultados da transformada 

discreta de Fourier da k-ésima amostra das variáveis aleatórias e (. )∗  é o operador de 

conjugação complexa.  

 Outro conceito importante em análise de sinais é o de coerência (𝛾𝑥𝑦
2 ): a coerência é um 

indicativo de correlação os sinais de entrada com de saída. Tal é sua formulação,  

 

𝛾𝑥𝑦
2 =

|𝐺𝑦𝑥(𝜔)|
2

𝐺𝑥𝑥(𝜔)𝐺𝑦𝑥(𝜔)
 (b.17) 

  

 Dessa forma, a coerência é essencial para a determinação da qualidade ou falta dela em 

uma aquisição de sinais experimental.  

 

Devido à natureza estocástica do processo experimental e quantidade finita de amostras 

obtidas, existem erros de natureza aleatória e sistemática nos estimadores definidos nas 

equações (b.14), (b.15) e (b.16), utilizados para construção da FRF.  

 Conforme Bendat e Piersol (2010), os erros aleatórios e sistemáticos associados à 

construção de uma FRF através de estimadores de auto espectro e espectro cruzado de um sinal 

aleatório gaussiano são definidos por,  

 

 

𝜀𝑟[|𝐻|] =
√1 − 𝛾𝑥𝑦

2

|𝛾𝑥𝑦|√2𝑛𝑎
 (b.18) 

 

𝜀𝑏[|𝐻|] =  
(1 − 𝛾𝑥𝑦

2 )
2

𝑛𝑎
 (b.19) 

 

 As relações (b.18) e (b.19) mostram que os erros aleatório, 𝜀𝑟, e sistemático, 𝜀𝑏, 

associados aos valores esperados do módulo de um FRF são funções da coerência entre os sinais 

adquiridos e o número de amostras realizadas, 𝑛𝑎. Quanto maior o número de amostras e mais 

próximo da unidade for a coerência, menor será o erro associado à experimentação.  

  



128 

APÊNDICE C - OTIMIZAÇÃO: CONCEITO E MÉTODOS 

 

 Seja 𝑓({𝑥}) uma função das componentes do vetor {𝑥}. Seja 𝑋 espaço que contém todas 

as possíveis configurações compatíveis de um vetor na forma {𝑥}, tal que, ∀{𝑥} ∈ 𝑋. Nesse 

caso, denomina-se X o espaço das soluções possíveis. A função 𝑓({𝑥}), em retorno, associa - 

não necessariamente de maneira única - um valor escalar a cada conjunto de soluções, 𝑓: 𝑋 →

ℝ . Os diversos valores obtidos pela aplicação da função 𝑓 sob um conjunto solução do espaço 

𝑋, podem ser ranqueados, obtendo do menor ao maior valor possível. É justamente o processo 

que determina o subconjunto de indivíduos {𝑥}1, {𝑥}2, ..., {𝑥}𝑛 associados a valores mínimos 

ou máximos de 𝑓 que caracteriza uma otimização (TALBI, 2009). À função 𝑓 atribui-se a 

denominação de função objetivo. Às componentes do vetor {𝑥} denominam-se variáveis de 

projeto. 

 Alguns conceitos da definição provida acima podem ser destrinchados: ao especificar a 

necessária compatibilidade dos vetores, remete-se à ideia de restrições: normalmente, as 

componentes que formam o vetor não podem assumir quaisquer valores; como não há 

obrigatoriedade, por definição, que a função 𝑓 associe unicamente um valor a um vetor de 

variáveis de projeto, é possível que um subconjunto de vetores de variáveis obtenha o mesmo 

resultado; ao analisar todo o espaço 𝑆, o subconjunto de todos os vetores que estejam 

relacionados com o mínimo/máximo da função objetivo é denominado ótimo global, caso 

apenas parte do espaço (um subespaço) seja analisada, o subconjunto dos vetores que 

minimizam/maximizam a função é denominado um ótimo local, uma vez que pode existir 

algum vetor no espaço X, não contido no subespaço em análise, relacionado a um valor ótimo 

melhor que o obtido.  

 

 Diversos são os problemas que originam uma função objetivo, por isso, diversas são 

suas formas. Os métodos clássicos de otimização através da análise de gradiente tratam de 

funções objetivos lineares e diferenciáveis. No entanto, problemas reais frequentemente 

resultam em funções objetivo não-lineares e descontínuas. Existem métodos que conseguem 

trabalhar problemas nessa seara, os chamados non-linear programming, como o Simplex 

(NELDER; MEAD, 1965), mas devido a problemas de dimensionalidade do espaço de busca, 

interação entre parâmetros, descontinuidade, entre outros, eventualmente esses métodos 

também encontram barreiras intransponíveis (TALBI, 2009). Nesse contexto, os métodos 

heurísticos ou metaheurísticos são uma possível solução.  
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C.1 OTIMIZAÇÃO HEURÍSTICA 

 

 Otimização heurística é, segundo Gogna e Tayal (2013), um processo de geração 

inteligente que guia uma rotina heurística subordinada de busca, com objetivo de vasculhar e 

explorar o espaço das variáveis de projeto. A vantagem da otimização heurística, segundo Talbi 

(2009), é a ausência da necessidade de um modelo matemático analítico para a realização da 

busca de otimização. A otimização heurística é capaz de trabalhar com o conceito de black box, 

na qual o modelo explícito não é conhecido, sendo fornecido apenas a resposta do sistema a 

determinadas entradas (TALBI, 2009). 

 Diferentes tipos e implementações de métodos de otimização heurística existem. 

Destaca-se o precursor, que gerou uma onda de novas proposições - hoje bastante conhecido -, 

o algoritmo genético, como exemplo de um método heurístico. Nesse caso, é um método 

inspirado em processos naturais, baseados em populações. Outro método com características 

semelhantes, mas com implementação mais moderna, é a otimização por enxame de partículas 

- particle swarn optimization (PSO) (KENNEDY; EBERHART, 1995).  

 

C.1.1 Otimização por enxame de partículas 

  

 A otimização por enxame de partículas, o PSO, é, como aludido na seção anterior, um 

processo de busca heurística, ou seja, um processo de busca, à princípio, aleatório do mínimo 

da função objetivo, mas guiado por alguma rotina decisória inteligente.  

 A inspiração do método é a capacidade de certos grupos de indivíduos de se organizarem 

em conjunto e, em sentido global, tornarem-se um organismo único, sem perder as vantagens 

do indivíduo. Um exemplo clássico seria as revoadas de pássaros e cardumes de peixes. Essa 

dualidade define a metodologia básica do PSO: cada indivíduo é capaz de analisar o ambiente, 

transmitir essa informação para o grupo, e, em retorno, obter a sínteses dessas informações 

através do comportamento do grupo, como um todo (KENNEDY; EBERHART, 1995).  

 A interpretação matemática do método é a seguinte: cada indivíduo da população, nesse 

caso uma partícula, se encontra num espaço n-dimensional, e está em busca do melhor ponto 

geométrico disponível nesse espaço. Como as partículas buscam um local, é preciso associar a 

elas posição e velocidade. A posição é justamente as coordenadas do espaço n -dimensional, 

que no caso são as variáveis de projeto. Em cada posição, o indivíduo é capaz de quantificar o 

“bem-estar” que aquela posição lhe traz, ou seja, avaliar a função objetivo. A cada iteração de 

avaliações, a partícula memoriza a posição que lhe trouxe melhor retorno e está ciente da 
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posição que trouxe melhor retorno para o grupo, ou seja, é definido os melhores valores da 

função objetivo para cada indivíduo e para o grupo, como um todo. De posse dessas 

informações, a partícula é induzida a procurar uma nova posição, ou seja, uma velocidade é 

definida. Interessante ressaltar que, nesse percurso de busca, fatores aleatórios podem 

influenciar a posição obtida, como estão sujeitos à fatores externos os indivíduos que inspiraram 

o método. Caso a nova posição seja individualmente melhor para a partícula em questão, ela se 

estabelece ali. Se não, retorna à posição de maior conforto. Nesse processo iterativo o enxame 

percorre o espaço de busca e, identificado o melhor ponto, as partículas se reorganizam em 

torno do mesmo.  

 O algoritmo que define esse procedimento é como segue (LOBATO, 2021). Seja 𝑥𝑖(𝑘) 

posição da partícula 𝑖, na iteração 𝑘. Seja 𝑝𝑖 e 𝑝𝑔 a melhor posição para tal indivíduo e a melhor 

do grupo, respectivamente. Sejam 𝛾𝑖 e 𝛾𝑔 fatores cognitivos que ponderam as respostas da 

partícula à uma inclinação entre o comportamento individual e o comportamento de grupo. Seja 

𝛿 um fator de inércia que resiste à modificação da velocidade. E por fim, sejam 𝑟𝑖 e 𝑟𝑔 os agentes 

de modificação estocásticos.  

 A velocidade da iteração seguinte, 𝑘 + 1, é tal que,  

 

𝑣𝑖(𝑘 + 1) = 𝛿𝑣𝑖(𝑘) + 𝛾𝑖𝑟𝑖[𝑝𝑖 − 𝑥𝑖(𝑘)] + 𝛾𝑔𝑟𝑔[𝑝𝑔 − 𝑥𝑖(𝑘)] (c.1) 

 

na qual, 𝑟𝑖 e 𝑟𝑔 são valores aleatórios com distribuição uniforme, limitados no intervalo [0,1]; 

os parâmetros 𝛿, 𝛾𝑖 e 𝛾𝑔 são definidos pelo analista e podem ultrapassar a unidade.  

 Interessante ressaltar que, normalmente, os coeficientes são uma função linear no 

número de iterações, visando modificar o comportamento do indivíduo ao longo do processo, 

na qual, nas primeiras iterações maior ênfase é fornecida ao comportamento individual, ao final 

do processo, a ênfase seja nos resultados do grupo. Isso garante exploração do espaço de busca, 

mas também foco na região mais promissora.  

 Definida a velocidade, o novo local de busca é tal que,  

 

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑣𝑖(𝑘 + 1) (c.2) 

 

 De posse dos operadores, a procedimento se resume em: definir aleatoriamente as 

posições das partículas que compõe a população; avaliar a função objetivo, armazenando os 

melhores valores de função objetivo individuais e globais; atualizar o vetor velocidade; definir 
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nova posição e avaliar a função objetivo: caso a posição seja mais vantajosa, atualizar a posição 

do indivíduo, se não, manter a posição; repetir o processo pelo número de iterações definidas 

ou até que um critério de parada definido seja atingido.  
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APÊNDICE D - TABELAS DO PROCEDIMENTO DE OTIMIZAÇÃO 

 

Tabela D.1 - Intervalos de busca das propriedades mecânicas. 

𝐸1[𝐺𝑃𝑎] 𝐸2[𝐺𝑃𝑎] 𝐺12[𝐺𝑃𝑎] 𝜈12[−] 

[0.2 410] [0.2 410] [0.2 190] [0 2] 

 

Tabela D.2 - Parâmetros do otimizador PSO. 

𝛿 𝛾𝑖 𝛾𝑔 𝑁𝑝 𝑁𝑖𝑡 

[0,9 0,4] [1,25 0,5] [0,5 1,25] 20 15 

* Os intervalos definem os valores iniciais e finais dos parâmetros, numa variação linear.  
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APÊNDICE E1 - FRF’S EXPERIMENTAIS E AJUSTADAS: TELA 1, TRAÇÃO 

MÍNIMA 
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APÊNDICE E2 - FRF’S EXPERIMENTAIS E AJUSTADAS: TELA 1, TRAÇÃO 

MÁXIMA
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APÊNDICE E3 - FRF’S EXPERIMENTAIS E AJUSTADAS: TELA 2, TRAÇÃO 

MÍNIMA 
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APÊNDICE E4 - FRF’S EXPERIMENTAIS E AJUSTADAS: TELA 2, TRAÇÃO 

MÁXIMA 
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ANEXO F - ESPECIFICAÇÕES INSTRUMENTOS DE AQUISIÇÃO PCB 

 

 

Figura F.1 - Especificações acelerômetro PCB 352C33. 
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Figura F.2 - Especificações martelo de impacto PCB 086C03. 
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