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RESUMO

A classificacdo e separagdo mecanica sdo atividades presentes em diversos ramos
industriais: muito presente na industria de mineracdo, de fertilizantes e, até mesmo,
farmacéutica e alimenticia. Parte integrante do processo de separa¢do mecanica ¢ a malha,
normalmente metalica, utilizada como meio de gradacdo das particulas; mas ndo so: ¢, em
muitos sentidos, o dispositivo central de todos os aspectos que envolvem a separacdo mecanica.
Faz-se, assim, necessario aprofundar os estudos de suas caracteristicas, em especial, aquelas
voltadas para seu comportamento dindmico. O trabalho proposto caminha nessa diregdo,
revisando os modelos disponiveis em literatura especifica - muito frutifero nessa demanda ¢ o
ramo de estudos de materiais téxteis em impactos balisticos, por tratar de materiais compostos
por elementos entrelacados, como o sdo as malhas utilizadas na separagdo mecanica. O trabalho
ndo sO revisa a teoria, mas também propde a utilizagdo de modelo conveniente - nesse caso, um
modelo equivalente continuo, homogeneizado, com caracteristicas ortotropicas. Para tal fim,
bancadas e métodos experimentais foram desenvolvidos, bem como as ferramentas
computacionais necessarias para analise: visando a aplicagao em industria, todas as ferramentas
foram desenvolvidas em softwares open-source ou de baixo custo. Cita-se, como exemplo, o
laboratorio matricial livie GNU Octave® e o software de elementos finitos, de custo
inexpressivo, Mecway®. Nesse sentido, o estudo realizado consiste na obtencdo das
propriedades fisicas equivalentes - modulos de elasticidade, cisalhamento e coeficiente de
Poisson - que levariam o modelo a comportar-se de maneira semelhante ao objeto fisico real.
A metodologia proposta para obtengdo das propriedades mecanicas do modelo consiste num
procedimento de minimizagao - utilizando o otimizador heuristico particle-swarm optimization
(PSO) - da diferenga entre as resposta dindmica experimental e modelada, através de suas
caracteristicas modais: frequéncia natural, modos de vibrar e fator de amortecimento. Todos
esses aspectos estdo englobados na chamada andlise modal analitica e experimental. Dessa
forma, a obten¢do das propriedades mecanicas do sistema ¢ de cunho dindmico, diferentemente
do usual cunho estatico. Para analisar a eficacia da metodologia de extragdao das propriedades
mecanicas, um procedimento de validacdo computacional foi elaborado € mostrou-se bem-
sucedido: a metodologia ¢ capaz de ajustar a resposta dindmica do sistema a referéncia utilizada
e, dessa forma, obter as propriedades mecanicas. Ao final, o estudo experimental das malhas
metalicas ¢ apresentado, no qual fica claro a complexidade do comportamento da malha

metalica e, por isso, certa inadequacao de alguns aspectos da metodologia experimental e de



analise. Esse fato ndo ¢ impeditivo, contudo, para afirmar, baseado nos resultados, que o modelo
continuo homogeneizado, de caracteristicas ortotropicas, de fato ¢ capaz de sintetizar parte das

caracteristicas de uma complexa malha de fios metalicos entrelacados.

Palavras-chave: Separacio Mecanica. Malha Metalica. Modelo Continuo Homogeneizado

Ortotropico. Analise Modal. Otimizagdo. PSO. GNU Octave®. Mecway®.



ABSTRACT

Mechanical classification and separation are an ever-present activity in a myriad of
industries: very much present in mining and fertilizer industries, as well as in pharmaceutical
and food production and processing ones. Integral part of the mechanical separation process is
the woven screen, usually metallic, utilized as a mean of particle gradation; however, there’s
more: the screen is, in many ways, the central piece of every aspect involved in mechanical
separation. Therefore, it is necessary to dive deeper into its characteristics, especially the ones
related to its dynamic behavior. The proposed research goes in that direction, revising available
models in certain specific areas - very prolific in this topic is the ballistic field of study with
regards to textile woven materials, as are the ones utilized in mechanical separation. The work
is not limited to revising the theory, but it also proposes the implementation of a convenient
model - in this case, a homogenized continuous one, with orthotropic characteristics. To that
end, benchwork and experimental methodologies are developed, as well as the necessary
computational tools for the analysis: in view of the application of those methods in the industry,
all tools were developed in open-source or low-cost software. As an example, it was used the
open-source matrix laboratory GNU Octave® and the low-cost finite elements software
Mecway®. In that sense, the study performed consist of obtaining the equivalent physical
properties - elasticity and shear modulus, and Poisson coefficient - that would bring the model
to behave in a similar manner to the real object. The proposed methodology for acquiring the
model’s mechanical properties can be summarized to a minimization problem - utilizing the
particle-swarm optimization heuristics optimizer (PSO) - between the difference of the
experimental and modeled dynamic response, through its modal properties: natural frequency,
mode shapes and damping factor. All those aspects are contained in what is called analytical
and experimental modal analysis. In that regard, it is a dynamic way of obtaining the mechanical
properties of the system, which differs from the usual static one. To analyze the mechanical
property extraction methodology efficacy, a computational validation procedure was elaborated
and has shown to be a success: the methodology can adjust the system’s dynamical response to
the reference used and obtain the mechanical properties sought. At the end of the study, a
review of the experimental responses of the screen is provided, in which its complex behavior
is made clear, and, because of that, certain aspects of the experimental methodologies used, and
analysis made, are lacking. That, however, it is not an impediment to the conclusion, based on
the results obtained, that the orthotropic homogenized continuous model can synthesize part of

the complex characteristics of a metallic woven screen.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Essa secao introdutéria do trabalho ¢ dividida em trés subsecdes de contextualizacao,
uma subsecao que contém os objetivos do trabalho e uma disposi¢ao dos topicos abordados. A
primeira subsecdo contém uma contextualiza¢do geral do processo de separacdo mecanica de
particulados so6lidos e sua ampla utilizagdo em diversos ramos industriais, bem como explicita
o envolvimento de malhas metélicas nesse processo e sua importancia. As subse¢des 1.2 ¢ 1.3

contém as motivagoes financeiras e cientificas do trabalho.

1.1 SEPARACAO MECANICA E SUA UTILIZACAO NA INDUSTRIA

A separagdo mecanica ¢ um ramo das operagdes unitarias destinada a realizar a
separagao/classificacdo de misturas heterogéneas. Dentre o rol de aplicacdes, destaca-se a
separacao de mistura de particulados sdlidos, através da diferenca relativa da dimensdo e
formato das particulas: processo conhecido por peneiramento. Diversos sao os equipamentos
existentes e utilizados na industria: peneiras estacionarias ou grizzlies, giratorias; vibratérias de
baixa e alta frequéncia; centrifugas; rotativas ou trommels etc. (McCABE et al., 1993).

A tecnologia de peneiramento ¢ amplamente utilizada nas industrias extrativistas, como
de mineragdo e fertilizantes, bem como em industrias alimenticias e farmacéuticas (DONG et
al, 2013). A indtstria de fertilizantes ¢ de especial interesse uma vez que a empresa parceira do
projeto, Cinética Sistemas LTDA., desenvolve e fornece equipamentos utilizados no
processamento de fertilizantes minerais (inorganicos). Dentre os equipamentos disponiveis, a
peneira de alta frequéncia inclinada, para fins de separagdo mecanica solido-solido, ¢
amplamente utilizada nas plantas de granulacdo do fertilizante e mistura dos macros e
micronutrientes para finalizacdo do produto (YARA, 2018), por exemplo.

Um exemplar de peneira inclinada de alta frequéncia (50 a 60 Hz), despida de
coberturas, flanges e chutes, contida no catidlogo de equipamentos da empresa, esté ilustrada na
figura 1.1. O equipamento em questao configura-se numa peneira J&H, modelo III, 5 x 5 pés,
de simples deck, sendo a unidade mais simples fornecida para os fins descritos. Essa unidade,
mais especificamente a parte interna diretamente relacionada com o processo de separacao -
estrutura de apoio, tensionamento e transmissdo de movimento para a malha metalica - sera

utilizada como modelo base (em escala) para explora¢dao do tema proposto- vide figura 1.2.



25
Capitulo 1 - Introducdo

Necessario destacar, afinal, a importancia da malha metalica, figura 1.2, objeto central
da pesquisa, no processo de separacdo mecénica ja exposto: em todos os equipamentos
mencionados ¢ a malha metdlica a responsavel pela correta classificacdo/separacao do material
particulado em processo, bem como, mais especificamente na peneira vibratoria inclinada, ¢é
responsavel por receber a vibragdo imposta por atuadores e fornecer, por sua vez, tal
movimenta¢do ao material em processamento. Em suma, a malha metélica ¢ o centro de acgao

de todo processo de separagdo mecanica por diferenca relativa de tamanho e forma.

Figura 1.1 — Peneira inclinada de alta frequéncia J&H, modelo III, 5 x 5 pés, de simples deck.

Malha Metdlica

Régua/Pé de
transmissde

Cantoneira de
tensionamento

Estruturas de suporte

Figura 1.2 — Detalhamento da estrutura interna de apoio, tensionamento e transmissao de
movimento para malha metélica.

1.2 MOTIVACOES ECONOMICAS

A agricultura brasileira ¢ sabidamente um dos carros chefes da economia do pais. Para
ilustrar tal fato, a balanca comercial brasileira registrou superavit, no ano de 2020, de

aproximadamente US$ 87 bilhdes, recorde anual da série historica desde 199 6. Somente no més
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de maio de 2021 arrecadou USS$ 3 bilhdes a mais que o mesmo més do ano de 2020 (ano de
superavit recorde) (MAPA, 2021). Importante notar que todo esse cendrio de balanga comercial
positiva ocorre no contexto da maior crise sanitaria dos ultimos anos, devido ao Corona virus
(SARS-CoV-2), tornando-se ainda mais importante para a conjuntura econdmica nacional.

Nesse contexto da agropecuaria forte, o mercado de fertilizantes ¢, também, um mercado
significativo, buscando suprir as necessidades do agronegocio: o Brasil ¢ a quarta nagdo
consumidora de nutrientes agricolas (IFASTAT, 2018). A despeito do alto consumo de adubo,
0 pais importa majoritariamente os produtos consumidos: somente em 2018, a importagdo
representou 77 % da origem de todo o consumo interno de fertilizantes minerais (NPK)
(ANDA, 2019). Essa alta dependéncia de importacdo pode ser nociva para o agronegocio
brasileiro, uma vez que condiciona a industria a fatores externos como disponibilidade do
insumo e cotacdo em moeda estrangeira (FARIAS, 2020). Esse fato ¢ especialmente verdadeiro
no contexto atual, devido a invasao russa do territdrio ucraniano: a guerra elevou os custos de
importacdo de adubo e diminuiu sua disponibilidade.

Aliando a inseguranca econOmica a alta dependéncia da importagao de insumos, com
previsdes que sugerem que, mesmo em contexto da crise sanitaria, o consumo global de
fertilizantes ndo deve sofrer retrocesso - previsao, alids, de aumento médio de 0.7% anual no
periodo até 2024 - (IFA, 2020), percebe-se que existe uma vacancia de producdo de fertilizantes
interna ao pais que pode ser aproveitada pela industria nacional para impulsionar sua produgao.
Um possivel crescimento da industria de fertilizantes nacional significa aumento nas aquisigdes
de equipamentos de processamento do produto; dai a importancia do investimento na
aprimoragdo de técnicas que permitam otimizar designs de equipamentos ja amplamente

utilizados, incluindo aqueles relacionados ao processo de separacdo mecanica.

1.3 MOTIVACOES CIENTIFICAS

Em anos recentes, uma quantidade de trabalhos substancial sobre o tema de otimizagao
do processo de separacdo mecanica, especificamente de peneiramento, foi produzida.
Diferentemente das abordagens de natureza essencialmente experimental e probabilistica do
século XX, esses recentes trabalhos mudaram a abordagem para uma de natureza
computacional, baseada no método dos elementos discretos (DEM). O trabalho pioneiro da area
¢ atribuido a Jintang Li et al. (2003). Nesse trabalho inaugural, a dinamica das particulas foi
modelada através do DEM - que analisa a cada instante a intera¢ao entre todas as particulas do

sistema e define, iterativamente, o seu estado - a malha metalica foi modelada como condicao
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de contorno: placa perfurada, com perfil retangular, estatica. Diversos outros trabalhos na
tematica do trato do fluxo de materiais particulados foram desenvolvidos, contudo, destaca-se
os trabalhos de Dong, et al. (2009; 2013) e Zhanfu Li (2015) que possuem foco no processo de
separagdo, sendo uma simulac¢ao de peneira vibrada do tipo banana e as demais em peneiras
inclinadas simples, respectivamente.

Todos esses trabalhos possuem a caracteristica comum de considerar a malha metalica
como condicao de contorno do problema do fluxo de material particulado. Isso acarreta uma
simplificagdo geométrica da mesma e, ainda mais pernicioso, uma auséncia da caracteristica
dindmica da malha em si: ainda que alguns trabalhos considerem a malha vibrada, apenas um
movimento rigido ¢ imposto. Esse fato elimina a influéncia das particulas no comportamento
da malha e vice-versa, além de desconsiderar caracteristicas importantes como os fendmenos
de natureza ressonante, por exemplo, que sdo essenciais para o estudo. Dessa forma, um modelo
da malha metélica que compreenda essas caracteristicas dindmicas de forma eficiente faz-se
necessario: ndo s esse modelo poderia complementar trabalhos semelhantes aos apresentados,
como serviria de base para aprimoramento do projeto de outros fatores dos maquinarios, tal

qual os de natureza estrutural e de eficiéncia da atuagdao imposta.

1.4 OBJETIVOS

Os objetivos da pesquisa/projeto sao divididos entre os objetivos gerais e especificos.
Os gerais estdo relacionados com a utilizacao futura dos métodos desenvolvidos no trabalho. Ja

os especificos delimitam as atividades a serem desenvolvidas no trabalho posto.

1.4.1 Objetivo geral

O objetivo geral do estudo proposto ¢ obter metodologia de modelagem de malha
metalica, de custo computacional reduzido, para subsequente implementagdo em simulagdes
computacionais de equipamentos de classificacdo e separagao diversos, ao mesmo tempo em
que capture as caracteristicas dindmicas relevantes do sistema a fim de manter boa correlacao

com resultados praticos/experimentais.
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1.4.2 Objetivos especificos

No intuito de obter metodologia de modelagem conforme disposi¢do geral, a malha
metalica referéncia para o trabalho deve ser baseada numa réplica em escala de dispositivo de
classificagdo e separacdo mecanica presente em peneiras vibratorias de alta frequéncia,
amplamente utilizadas na industria de fertilizantes (area de concentragdo da empresa parceira,
conforme exposto na introdugao).

Estabelecida a referéncia para modelagem, a abordagem do trabalho proposto deve se

dividir em duas vertentes: pratico/experimental e computacional.

e Vertente pratico/experimental:

a) Construcao de bancada que emule malha metalica e suas condi¢des de contorno
em escala, conforme figura 1.2;

b) Instrumentacdo da bancada para fins de obtengdo de dados de testes dinamicos.
Além da instrumentacdo, ¢ necessario criar dispositivo capaz de monitorar o
nivel de pré-tensionamento na malha para que se tenha conhecimento completo
das condigdes de contorno do problema;

c) Obtencdo de parametros caracteristicos do sistema, através de identificacdo
paramétrica baseada em andlise modal. Para tal, uma rotina de analise de dados

a luz da teoria modal e ajustada ao problema posto deve ser desenvolvida.

e Vertente computacional: construcao de modelo computacional da réplica em escala
através dos métodos dos elementos finitos. Preferencialmente, as rotinas e modelos

computacionais devem ser feitos em softwares open-source ou de baixo custo.

De posse dos resultados experimentais e computacionais, um processo de validagao,
através de métrica conveniente, deve ser realizado para que seja determinado a(s)
metodologia(s) de modelagem que atendam o objetivo geral, qual seja, modelo de malha
metalica de implementagdo computacional vidvel com boa correspondéncia experimental.

A principio, essas etapas descrevem o processo de modelagem e validagio de um tinico
tipo de malha metalica, a ser escolhida por conveniéncia. Contudo, uma vez desenvolvida a
metodologia de constru¢do e validagdo de modelo torna-se trivial a modelagem de outros tipos

de malha.
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1.5 DISPOSICAO DO ESTUDO

O restante do trabalho desenvolvido est4 divido conforme os capitulos:

Fundamentagao tedrica:

a) Capitulo 2 - Embasamento teérico sobre os modelos de malhas metalicas, através de

relagdes constitutivas e afins, sob égide da teoria da elasticidade;

b) Capitulos 3 e 4 - Apresentacgao de conceitos fundamentais a cerca da teoria de analise

modal: analitica e experimental;

Métodos e procedimentos:

a) Capitulo 5 - Apresentacdo das metodologias cientifico-experimentais, além dos

projetos mecanicos desenvolvidos e procedimentos/rotinas computacionais elaboradas.

Resultados e Discussoes:

a) Capitulo 6 - Todos os resultados obtidos experimentalmente e tratados
computacionalmente sdo exibidos. Providencia-se comentdrios embasados na teoria

disposta a cerca dos resultados.

Conclusdes:

a) Capitulo 7 - As atividades realizadas sdo recapituladas, destacando-se os aspectos os
procedimentos e resultados obtidos com sucesso, bem como aqueles que apresentaram
oportunidades de melhorias. Por fim, em vista da sintese do trabalho exposto, os
proximos passos sugeridos na forma de melhorias das atividades executadas sdo

abordados, além de comentarios sobre utilizagdo dos modelos em trabalhos futuros.
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Nessa se¢do estao contidos revisdes, desenvolvimento e comentarios de todos os aspecto

teoricos relevantes a modelagem da malha metalica.

2.1 ESTADO DA ARTE: MODELOS DE MATERIAIS ENTRELACADOS

Materiais trangados podem ser definidos como um aglomerado de fios organizados,
entrelagados entre si, de forma regular, de tal sorte que a trama ¢ a tnica restricdo para o
movimento relativo entre eles, ou seja, ndo existe nenhum tipo de ligagdo mecanica permanente
ou semipermanente que mantenha a disposi¢ao dos fios fixa.

No caso de malhas metélicas - malha tran¢ada com fios de algum tipo de material
metalico - ndo existe uma quantidade significativa de trabalhos que proponham modelos que
sintetizem suas caracteristicas e comportamento mecanico (estatico e dinamico). Existe,
contudo, uma area da ciéncia que € prolifica nos estudos de materiais trancados: a area téxtil.

Uma revisao historica dos modelos apresentados nesse ramo da ci€ncia ¢ apresentada a seguir.

Os primeiros estudos relevantes na area, que propuseram um modelo equivalente para
materiais trancados datam do final da década de 1940. Os trabalhos em questdo foram
publicados por, primeiramente, Weissenberg (1949), e, em sequéncia, por Chadwick, Shorter e
Weissenberg (1949). Na publicacao individual de 1949, Weissenberg propde que o material
seja modelado com referéncia aos seus nds, chamados por ele de pontos de massa ou pontos
materiais, e que esses nds sejam os pontos-pivo de elementos de treligas inextensiveis, ou seja,
que esses pontos estejam restritos a se movimentarem somente no caminho permitido pela
configuragdo da trelica. Resumidamente, o modelo proposto discretiza o material nos pontos de
massa, restringindo seus movimentos dentre aqueles possibilitados por uma treliga idealizada
inextensivel. Os movimentos possiveis ainda sdo resistidos pelas caracteristicas eldsticas do
material (suas constantes de rigidez equivalentes). Assim, o modelo trata um material continuo
por um discreto, com restricdes de movimento e constantes de rigidez equivalentes. O trabalho
subsequente de Chadwick, Shorter e Weissenberg apresenta aplicagdes praticas do modelo, em
especial em tecidos. Inspirado por Weissenberg, Kilby (1963) apresentou um trabalho que
supde o material como uma malha de trelicas pinadas nos nos de intersec¢@o. Diferentemente
do proposto por Weissenberg, contudo, os elementos de trelicas de fato representam os fios da

trama do material. Ou seja, podem se deformar axialmente e rotacionar entre si nas intersec¢oes
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entre fios. Apoés complementar o modelo com a introdugdo de um efeito similar ao efeito de
Poisson, Kilby conclui que um modelo continuo € homogéneo com caracteristicas anisotropicas
— mais especificamente ortotropico — ¢ equivalente, dentro das premissas de pequenas
deformagdes e andlise macroscopica, ao modelo de treliga proposto inicialmente. Ou seja, um
material trangado, quando idealizado por um modelo de treligas ajustado para apresentar efeito
de contracdo transversal similar ao efeito de Poisson, pode ser modelado por um material
continuo homogéneo ortotropico. Trabalhos recentes, final da década 2000 e inicio de 2010,
fazem uso do modelo proposto por Kilby. Kraft et al. (2011; 2013) publicou dois trabalhos nos
quais uma malha metalica trancada ¢ modelada como uma placa fina homogénea e ortotropica.
Nesses trabalhos, as constantes eldsticas do modelo ortotrépico sdo obtidas através do ajuste do
modelo aos dados produzidos em testes uniaxiais em uma maquina universal de ensaios,
variando o angulo relativo entre a tensdo aplicada e a orientacdo dos fios da malha. Trabalho
semelhante foi realizado por Chen e Ding (2007) em um material compdsito, formado por um
tecido trangado revestido. Demonstrou-se que o modelo ortotropico tem boa correlagdo com
dados experimentais, desde que restrito ao um nivel de tensdo suficientemente menor que o
limite de tragao ultima do material em teste. Importante ressaltar que nesses trabalhos analisou -
se apenas a resposta quase-estatica do sistema, ou seja, apenas o comportamento do sistema sob
acdes que nao induzem respostas dinamicas, em outras palavras, submetidos a testes nos quais
a resposta inercial é desprezivel.

Outra corrente cientifica € aquela baseada na proposta de Kawabata et al. (1973), que
correlaciona o comportamento macroscopico do material com uma porcao que representa a
menor unidade da trama, que se repete periodicamente, conhecida como célula base - célula
essa que caracteriza a meso-estrutura do material. Em esséncia, a proposta se resume a analisar
o problema sob duas 6ticas, simultaneamente: a deformag¢ao macroscopica do material, suposto
nessa etapa continuo, homogéneo e anisotropico, e as relagdes constitutivas da célula base do
material. Muitos s3o os autores e trabalhos recentemente publicados subsequentes as propostas
de Kawabata (década de 2000 e 2010). Destaca-se o trabalho de King et al. (2005), que
modificou o modelo constitutivo da célula base de Kawabata, levando em consideragao efeitos
mais gerais, além de propor uma correlagdo entre a macro e meso-estrutura através da
minimizagao da energia potencial de deformacao associado a célula; o trabalho de Parsons et
al. (2013), que expandiu o modelo de King de forma a introduzir a possibilidade de
escorregamento entre os fios, no ponto de interseccao — algo inédito, até entdo, em todos os
modelos de tramas; e os trabalhos de Shakarami et al. (2007) e Grujicic et al. (2009) que

apresentam versoes simplificadas do modelo proposto por King, contudo utilizadas em analises
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dindmicas transientes de impacto balisticos, com a possibilidade de erosdo de elementos
danificados além de um limite pré-estabelecido.

A terceira, e tltima, vertente de modelagem de materiais entrelagados ¢ aquela que nao
busca um material continuo e homogéneo equivalente, mas sim um modelo, ainda que
simplificado, explicito dos elementos que constituem a malha trancada. O grande proponente
dessa vertente ¢ Roylance et al. (1973; 1981; 1995) que, ao estudar tecidos para fins balisticos,
propos um modelo de elementos de viga pinados na intersec¢ao, simulando diretamente os fios.
Nesses trabalhos, ¢ mostrado que tal modelo é capaz de predizer com certa acuracia a
quantidade de energia retirada de um elemento propelido contra a malha, numa andlise dindmica
transiente. Com a evolu¢do do hardware computacional, outros autores comecaram a modelar
diretamente a malha em elementos finitos, ndo mais da forma simplificada de Roylance, mas
em sua completude, como o proprio Grujicic. Contudo, a constru¢do de modelos que
representem explicitamente o contato entre fios de uma malha trancada permanece complexo e
¢ utilizada primariamente como base comparativa ou fonte de dados para construgdo de

modelos simplificados.

2.1.1 Consideragoes sobre as vertentes de modelagem

Algumas considera¢des podem ser feitas sobre as vertentes apresentadas. Primeiramente
quanto a validade dos modelos: todos os modelos apresentados foram corroborados com
experimentacao. Contudo, essa corroboragdo nao ¢ geral, ou seja, possui intervalos de validade,
e pode ser especifica para alguma aplicacdo ou resultado desejado. Por exemplo, os trabalhos
de Kraft e Chen mostram correspondéncia entre o modelo continuo ortotrdpico e dados obtidos
de ensaios de tensdo axial, desde que se mantenha em pequenas deformacgdes. J& o modelo de
vigas ¢ relevante para contabilizar a retirada de energia cinética de um projétil propelido contra
o tecido balistico.

Outra consideragdo importante ¢ quanto a simplicidade de implementagdo: o modelo
continuo homogéneo ortotrépico de Kilby e modelo discreto de elementos de viga pinados de
Roylance sdo passiveis de implementagdo direta em qualquer software de elementos finitos
disponivel. J& os baseados na implementacdo de uma célula base correlacionada com o
comportamento macroscopico do sistema em andlise necessita da elabora¢do de relagdes
constitutivas que sejam relevantes para o problema em questio e uma subsequente
implementagdo das mesmas em software com capacidade para acomodar caracteristicas

arbitrarias de materiais — um exemplo seria o user material do ABAQUS®; em esséncia, ¢
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necessario construir um elemento finito novo, baseado em alguma geometria de elemento
pertinente (como elementos de placa e casca, por exemplo). Vé-se, portanto, que a
complexidade de implementacao da vertente de célula base ¢ altissima, se comparado com as

demais apresentadas.

Como o objetivo do trabalho ¢ a implementacdo de uma modelagem simplificada para
uma malha metalica trangada, os modelos mais atrativos sao o continuo ortotropico € o modelo
discreto de elementos de viga, do ponto de vista de implementagdo. Dentre as duas opgoes, o
modelo discreto possui duas desvantagens: o proprio trabalho de Kilby demonstra que o modelo
simplificado por elementos uniaxiais pinados ndo ¢ suficiente para capturar todas as
caracteristicas eldsticas de materiais entrelacados; e o software de elementos finitos Mecway®
- no qual a implementagdo € um objetivo - ndo ¢ capaz de atualizar a matriz de rigidez dos
elementos devido a uma pré-tensdo/deformacgao. Esse fator ¢ essencial para a correta resposta
vibracional do sistema. Assim, justifica-se a escolha do modelo homogeneizado ortotropico

dentre as vertentes expostas.

2.2 RELACOES CONSTITUTIVAS DE MATERIAIS ELASTICOS LINEARES

As relacdes constitutivas entre as tensdes desenvolvidas em um material, com
caracteristicas elasticas lineares, produzidas por certas deformagdes podem ser modeladas

através da generalizacao da lei de Hooke,

0ij = Cijri&ij (2.1)

na qual, o e € sdo tensores de segunda ordem e C, um tensor de quarta ordem com i, j, k, !
variando de 1 a 3 — ou seja, num espaco tridimensional.

O tensor C, conhecido como tensor de rigidez, possui, em sua forma natural, 81
constantes elasticas a determinar. Contudo, devido as simetrias impostas pelos tensores tensao
e deformacgdo, pode-se mostrar que as 81 constantes sdo reduziveis para 36. Possibilita-se,
portanto, realizar uma contragdo da relagdo (2.1), (REDDY, 2002). Adotando, por simplicidade,

a notagdo de Voigt-Kelvin:
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01 [C11 Ciz Ciz Cip Cis Cie) (&1
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onde, os subscritos contraidos representam: () = ()15 ()2 = ()2 ()3 =

(335 (a = (235 (s = (D135 (e = (D12 © & = 26535 €5 = 2€13; & = 2&15. O

sistema referencial base é um sistema retangular (cartesiano classico).

Importante introduzir nesse momento o conceito de densidade de energia potencial de
deformacao, ou seja, a energia armazenada devido ao conjunto de deformagdes por unidade de

volume, coerente com as relagdes constitutivas. Tal ¢ a forma que,

1 1 1
= — T = — T = — T 23
U Zsa 28 Ce 20' So (2.3)

na qual, S ¢ o tensor flexibilidade, inverso da matriz de rigidez, S = € 1.

A introdu¢do de uma densidade de energia potencial conforme (2.3), implica que os
tensores € e § devem ser simétricos e positivo definidos, ou seja, independente do estado de
tensdes/deformagdes, desde que ndo nulos, o potencial sempre sera positivo (CRAIG;
BAUCHAU, 2009). Essa simetria reduz o nimero de constantes independentes em (2.2) de 36
para 21.

A formulacao (2.2), levando em consideracdo a simetria da matriz C, representa as

relacdes constitutivas de um material eldstico linear qualquer, ou seja, anisotropico.

2.2.1 Relagdes constitutivas de material ortotropico

As constantes de rigidez/flexibilidade das relagdes obtidas na se¢do anterior para um
material genérico anisotropico podem ser restritas ainda mais. Um exemplo disso sdo os
materiais isotropicos, suposicdo comum em materiais metalicos e poliméricos homogéneos, nos
quais apenas duas constantes precisam ser estabelecidas, nominalmente o modulo de

elasticidade ou modulo de Young e o coeficiente de Poisson, por exemplo.
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Existem outras possibilidades de derivagdo de modelos de materiais, restringindo o
modelo anisotropico. Normalmente, obtém-se essas formulagdes especificando alguma simetria
espacial/geométrica nas propriedades do material.

O caso de interesse ¢ aquele em que o material possua propriedades eldsticas com trés
planos de simetria mutualmente ortogonais entre si. Nesse caso, a equagdo (2.2) reduz para a

seguinte forma,

01 G111 Ciz Ciz 0 0 017 (€1

o) C1 G Gz 0 O 0 [[é%2

03 _ C31 C32 C33 0 0 0 &3

(=0 0 0 Cu 0O 0)& 2:4)
kO-SJ 0 0 0 0 C55 0 t‘gS)

0-6 L 0 0 0 0 0 C66' 86

A justificativa para essa reducao pode ser de cunho fisico. Por exemplo, a simetria impde
que uma deformacdo axial alinhada com a normal de algum plano de simetria ndo possa
produzir nenhum tipo de tensao de cisalhamento e, portanto, uma distor¢ao na forma do objeto,
uma vez que se perderia a simetria. Assim sendo, as componentes do tensor de rigidez que
expandiriam o estado de deformagao uniaxial puro em tensdes de cisalhamento devem ser nulas.
Esse tipo de argumento interpretativo de simetria geométrica € proposto por (CRAIG;
BAUCHAU, 2009). Existe, também, uma demonstracdo matematica mais rigorosa. O apéndice

A contém uma demonstrag¢do do procedimento.

Por fim, no caso em que as tensdes em uma das dire¢cdes sejam negligenciaveis, o3 =
o4 =05 =0, tem-se um estado plano de tensdes e as relagdes constitutivas podem ser

reduzidas, segundo (CRAIG; BAUCHAU, 2009), para (substituindo novamente o subscrito

(. )6 por (.)12, para melhorar compreensao):

Ey vi2E, 0
0-1 1 - V122E2/E1 1 - VfZEZ/El 81
0yt = vi2E, E, & (2.5)
%12 1-vHE/Ey  1—-vE/E 2812

0 0 Gyl

E a relacdo inversa, da-se por,
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€1 1/E; —v21/E; 0 01
&2 = _V12/E1 1/E2 0 () (26)
281 0 0 1/G1,1\012

Da relagdo (2.6), tem-se, pela simetria da matriz S, que,

Viz V21 2.7

E, E '
Dessa forma, percebe-se que, para definir mecanicamente um material ortotropico,

considerando apenas estado plano de tensdo, é necessario determinar quatro constantes. Sao

elas, os modulos de elasticidade E; e E,, o de cisalhamento G, € o coeficiente de Poisson, v4,.
2.3 RELACOES CONSTITUTIVAS EM MALHAS TRANCADAS

A titulo de contextualizacao e justificativa do modelo de malha trangada escolhido como
base para o trabalho desenvolvido, qual seja, material homogeneizado ortotrdpico proposto por
Kilby (1963), sera apresentado os conceitos fisicos e matematicos relevantes de forma

resumida.

As premissas propostas por Kilby (1963), inspiradas nos trabalhos de Chadwick e
Weissenberg (1949), ditam que um material com tranga regular, ou seja, fios normais entre si,
pode ser modelado por um sistema de elementos de trelica, que representam os fios da malha,
pivotados nos nés que unem uns aos outros. As propriedades eldsticas sdo impostas pelas
constantes elasticas dos fios individuais em extensdo uniaxial e, nos nds, uma constante de
torsdo que fornece resisténcia a rotagdo relativa entre os fios.

Nesse cenario, toda a andlise se passa, a priori, nos nds, denominados pontos de
massa/inércia (WEISSENBERG, 1949). Assim, para fornecer carater geral ao conceito,
imagine um sistema regular de malha qualquer, com dimensdes laterais unitarias, na qual os
eixos i e i, estdo alinhados, cada um, com uma direcao paralela aos fios, conforme figura 2.1.

Nesse caso, sejam u'e v’ deslocamentos do ponto P para P’ e Q para Q’, medidos nos
eixos coordenados iy e i,, respectivamente, obtidos através de uma rotagdo 6 dos eixos i; e i,

em torno do eixo normal a ambos.
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i

J/N]
Figura 2.1 - Deslocamento dos pontos P e @, numa malha de treligas.

Fonte: Modificada de Kilby (1969).

A relagdo entre as deformagdes axiais e cisalhantes nos eixos i; e i, com 0s €ixos

iy ei,r, étal que,
& = & €0s%2 0 + &,/5in* O — gy, sin 6 cos O (2.8)
g, = € Sin* 0 + &, cos?0 + £;1,5in 0 cos O (2.9)
(2.10)

€12 = 2(&y — €,) sinB cos 0 + &7,/ (cos? 6 — sin® 6)

Interessante notar que para obter as relacdes (2.8), (2.9) e (2.10) € necessario descrever

os deslocamentos u’'e v’ como fungdes das deformagdes impostas ¢, também, descrever a
variagdo de comprimento do vetor OP para OP' e 0Q para OQ’. Esse processo supde que os
deslocamentos sdo pequenos em relacdo as cotas originais e, portanto, também s3o as

deformacdes. Dessa forma, termos de segunda ordem foram descartados no desenvolvimento,
durante as expansdes binomiais realizadas, e que as fungdes trigonométricas de argumentos

pequenos sdo numericamente iguaisa cosg = 1 e sing =tanp =, 0 K 1.
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Uma vez estabelecidas as relagdes entre as deformagdes nos eixos paralelos aos fios e
um sistema coordenado em dire¢ao qualquer, € necessario estabelecer uma relagao constitutiva
entre deformacgao e tensdo. Para isso, deve-se analisar a energia potencial do sistema - por
unidade de comprimento dos fios.

Da figura 2.1, sabe-se que a soma do comprimento de todos os fios alinhados na dire¢do
i; ¢ numericamente igual ao niamero de fios nessa direcdo, N;, quando analisando uma érea
unitaria de material. E que o comprimento total de fios alinhados na dire¢@o i, ¢ numericamente
igual a N,. Supondo constantes elasticas axiais, que relacionam unidade de forga axial por
unidade de deformagao de fio, c; e ¢, para os fios nas direcdes i; e i,, respectivamente, € uma
constante elastica torcional c;. Sabe-se, entdo, que a energia de deforma¢do armazenada por

unidade de area do sistema ¢ tal que,
1
U* = > (Nici€2 + Nycpe2 + NiNyce2,) (2.11)

Da relagdo entre energia de deformagao por unidade de volume e tensdes, sabe-se que,

ou 10U~
0 = a_g] = ?a_e] (2.12)
onde j representa os indices contraidos correspondentes as tensdes/deformacdes axiais e
cisalhantes; nesse caso, podendo variar entre 1, 2 e 12. E t representa a espessura
homogeneizada da malha trangada.
Seja E; = Nyc1/ t, E; = Nycy/ t e Gy = NiNyci/ t. Substituindo (2.8), (2.9) e (2.10)

em (2.11) e utilizando o resultado para obter as tensdes prescritas em (2.12), tem-se,

oy = (E; cos* 0 + E, sin* 6 + 4G, sin? 0 cos? 0) ey
+ (E; + E; — 4G;,) sin? 6 cos? 0 €, + {E, sin® 0 cos 6 (2.13)

— E; sin cos® 6 + 2G,, sin 0 cos 0 (cos? O — sin? 0)}e,ryr
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o, = (Ey + E; — 4G4,) sin? 0 cos? 0 ey
+ (E; sin* 0 + E, cos* 6 + 4G, sin? 0 cos? 0) e,

(2.14)
+ {E, sin @ cos3 8 — E; sin® 0 cos 0
— 2G5 sin 6 cos 0 (cos? 6 — sin? B)}eyr,
04150 = {E,sin® 0 cos @ — E; sin 6 cos® 6 + 2G,, sin 6 cos 0 (cos? 6 — sin? 0)}e,r
+ {E, sin @ cos® 0 — E; sin3 0 cos 0
(2.15)

— 2G4, sin 6 cos 6 (cos? § — sin? 0)}e,

+ {(E; + E;) sin? 0 cos? 0 + 2G,,(cos? 8 — sin? 8)?}er

Caso os esforcos sejam aplicados nas diregdes principais, paralelas aos fios (6 = 0), as

equagdes reduzem para,

0’1 = Elgl (216)
0, = Ey&, (2.17)
012 = G12€12 (2.18)

Devido ao fenomeno de crimp-interchange, ja mencionado e fartamente discutido nos
trabalhos que compde o estudo de malhas trancadas, existe uma dependéncia mutua entre as
deformacgdes axiais e transversais, ou seja, um alongamento em uma dire¢ao causa uma retragao
dos fios ortogonais a tensdo aplicada. Esse fendmeno assemelha-se ao efeito de contracdao de
um sodlido em dire¢des ortogonais a acao de tracao uniaxial aplicada, também conhecido como

efeito de Poisson. A figura 2.2 ilustra esse comportamento.

Figura 2.2 - Tlustracdo do efeito Crimp-interchange.
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Na figura 2.2, percebe-se que uma extensdo axial de um fio causa seu alongamento,
diminuindo a sua curvatura, aproximando-o de uma configuragdo puramente retilinea. Isso
causa um agravamento da curvatura do fio transversal ao tracionado, causando uma retragao do
seu comprimento liquido, na dire¢do paralela a sua linha média. Esse efeito configura o crimp-
interchange e ¢ semelhante a contragdo transversal causada por uma extensao axial (efeito de
Poisson).

Analisando, assim, as equagdes (2.16), (2.17) e (2.18), (KILBY, 1963) argumenta que
esse efeito estd ausente no modelo de treligas pinadas nas intersecdes e que, para obter um
modelo que se aproxime do comportamento real de materiais trangados, € preciso inserir essa
caracteristica.

Resolvendo as equagdes (2.16), (2.17) e (2.18) para obtencdo das deformacgdes e

adicionando o efeito de Poisson artificialmente, tem-se,

1 V12
81 E_lo-l E_ZO-Z (219)
1 V21
&y E_ZO-Z E_lo'l (220)
1
E12 = G_O—lz (221)
12

Sabendo que as tensdes se transformam, devido a uma rotagdo do sistema coordenado,
de maneira similar as deformagdes, descritas em (2.8), (2.9) e (2.10), entdo ¢ possivel construir

a matriz de flexibilidade do sistema, numa dire¢cdo generalizada,

Ell 51/1/ Sllzl 51/3/ 0'11
&yt = 52/1/ 52121 52131 Oy (222)
28112' 53/11 53/2/ 53131 019!

na qual,

sin* 0

cos* @ N ( 1 2vq,

U N
E,

sin? 0 cos? 6 +

2
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_sin*@ ( 1 21/21) 20 29+COS46
2t = El Glz E2 Sin CoS Ez
1 14+vy, 1+4wvy; 1
Srr=—+4< + ——)sinzecosze
33 12 Ey E, G12
1+2vy, 1 1 ) ) V12
Iyl = |\ —m———— - = i 9 2 9 e
12 ( E, + E, G, sin“ @ cos E,
1+2vy, 1 1 ) ) Vo1
g =|——+ — — —|si 7] 2 0 ——
2/1 ( E, +E2 Gy sin“ @ cos E,
cos?@ sin?\ 1 2v,\ . 5 -
Syrgr = Sgryp = —2 E; — E_z sin 6 cos 6 + (G_12 - E_1) sin 0 cos 8 (cos* @ — sin” @)

Quando o sistema ¢ rotacionado de forma a coincidir com as dire¢des principais do

material, a relacdo apresentada em (2.22) reduz para a que se segue - como pode ser provado,

substituindo (6 = 0).
&
{ & }:
2&q,

que ¢, justamente, a relagdo constitutiva para um material homogéneo ortotropico em estado

—Vvi2/Er 1/E; 0 02

1/E, —V21/E; 0 ] {01 }
0 0 1/G4,

012

plano de tensdes, obtido na se¢do 2.2.1.

Concluida a demonstragao, pode-se fazer algumas observagdes do processo e resultado.
Primeiramente, todas as operagdes basearam-se em pequenas deformacdes, ou seja, ¢ uma
teoria essencialmente linear. Em sequéncia, ¢ interessante notar que um modelo de trelica
pinadas, simulando a malha trangada, ndo é suficiente para modelar tais materiais. E preciso
associar a tal modelo um efeito similar ao efeito de Poisson, como demonstrado. Uma vez feita
essa modificagdo, o modelo reduz, no limite, para um material homogéneo ortotropico em
estado plano de tensdes.

Enfim, € preciso ressaltar que, como indicado no inicio da secao, toda a analise se passa
nos nos que intersectam os fios. No entanto, generalizou-se o modelo para um sistema

homogéneo e ndo um sistema discreto. Isso exige que as dimensdes entre os fios sejam
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suficientemente pequenas em comparagdo com as dimensdes gerais do problema,
especialmente numa andlise dindmica. Ou seja, a resolugcdo da resposta ndo ¢ capaz de
reproduzir efeitos que sejam da escala da trama (meso-escala). Dessa forma, os resultados sao

validos apenas em macro-escala.



43

CAPITULO 3 - UMA VISAO SOBRE ANALISE MODAL

Sistemas mecanicos podem ser caracterizados por suas propriedades fisicas. Sao elas:
inércia, rigidez e amortecimento. Sendo assim, de posse dessas propriedades e conhecimento
das cargas as quais o sistema serd exposto, ¢ possivel prever o comportamento do sistema.
Contudo, a resolugdo dos problemas no espago fisico - no sentido algébrico - ¢ complexa. Sendo
assim, ¢ particularmente interessante caracterizar o sistema através de outras trés propriedades
analogas em efeito - as propriedades modais - relacionadas ao espago modal ou dito espago de
coordenadas principais. Sao elas: frequéncia natural, modo de vibrar e fator de amortecimento.

Essa se¢do amplia o conceito de andlise modal.
3.1 FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS DE VIBRACAO

Primeiro passo para compreensao dos modos naturais de vibracdo ¢ o estudo da resposta
de um sistema livre de influéncias externas. Seja um sistema de n graus de liberdade (GDL)

definido por suas matrizes de inercia [m] e rigidez [k], tal que,

[ml{g} + [kl{q} = {0} (3.1

Pode-se definir a fungdo temporal dos deslocamentos de um GDL i, em particular, como

uma funcdo separavel no tempo e forma (MEIROVITCH, 1967), de tal maneira que,
q:(t) = wif(t) (3.2)
Introduzindo a equagao (3.2) em (3.1), obtém-se a relagao,
[ml{ulf (£) + [kl{u}f (¢) = 0 (3.3)

da qual € possivel separar as variaveis espaciais das temporais, obtendo,

SO

= -1 3.4
6 (Im]{u}) " [k{u} (3.4)
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Percebe-se da equacdo (3.4) que ambos os lados sdo fungdes de varidveis independentes,
ou seja, o lado esquerdo varia com o tempo e o direito com a disposi¢ao espacial. Sendo assim,
a equagdo ¢ somente valida se for identicamente igual, para qualquer t ou GDL i, a uma

constante, arbitrariamente definida como w?. Entio,

FO) + w0 f () =0 (3.5

([k] + w?*[mD{u} =0 (3.6)

Da equagdo diferencial (3.5), sabe-se que f(t) ¢é harmonica, do tipo f(t) =
cos(wt — ). Ja a equacdo (3.6) claramente define um problema de autovalor autovetor. Como

ndo ha interesse na solucdo trivial de (3.6), é preciso que,

[[k] + w?[m]] =0 (3.7)

ou seja, o determinante da relagdo (3.7) deve ser nulo. Isso implica que existe um polindmio de
n-ésima ordem em w?, chamado polindmio caracteristico. A resolugio de (3.7) fornece as n
frequéncias naturais do sistema, w,, definidas como as raizes positivas dos autovalores.
Substituindo cada uma das frequéncias naturais em (3.6) obtém-se os n modos naturais de vibrar
ou autovetores, ndo triviais, do sistema. As frequéncias naturais € modos de vibrar sdo os

paralelos diretos das propriedades de rigidez e inércia do sistema.

Uma propriedade muito importante dos modos de vibrar ¢ a ortogonalidade com relagdo
as matrizes de inércia e rigidez. Além desse fator, é possivel provar que os modos de vibrar
formam um conjunto completo no sentido que expandem todo e qualquer vetor n-dimensional
que represente uma movimentacdo possivel do sistema, (MEIROVITCH, 1967). Isso ¢
importantissimo por explicitar que a resposta espacial do sistema pode ser obtida através de
uma superposicao dos modos de vibrar (ponderados por constantes), ou seja, uma combinac¢io
linear deles.

As relagdes de ortogonalidade sao definidas como segue,

w3 ml{u"} = {65} (3.8)
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{uS}T [k[{u"} = {wf Osr} (3.9)

na qual &, representa o delta de Kronecker.

Sendo assim, com exce¢do do caso em que s = 1, ou seja, modos de vibrar idénticos, as
relacdes (3.8) e (3.9) sdo nulas. No caso de modos iguais, as relagdes retornam a unidade e os
autovalores, respectivamente. Interessante notar que (3.8) e (3.9) pressupde a normalizagao dos
modos com relagdo a matriz de inércia. Contudo, um esquema de normalizag¢ao distinto nao
invalida as propriedade de ortogonalidade com relagdo as matrizes de inércia e rigidez, apenas

implicam em valores ndo nulos distintos dos expostos nas equacdes.

3.2 FATOR DE AMORTECIMENTO MODAL

Definidos frequéncia natural e modos de vibrar, resta definir fator de amortecimento
para fechar a triade que representa as propriedades modais de um sistema linear.
A equagdo (3.1) pode ser modificada para levar em consideracdo o amortecimento de

um sistema, acrescentando a matriz [c] relativa a tal amortecimento, conforme,

[m]{G} + [c]{q} + [ml{q} =0 (3.10)

Imediatamente, ao analisar (3.10), questiona-se se os modos de vibrar e frequéncias
naturais obtidos, supondo amortecimento inexistente, sao validos para expandir a reposta do
sistema: no caso mais geral, a matriz [c] ndo é diagonalizavel pela matriz dos modos normais
(modos reais). Isso significa que a propriedade de ortogonalidade dos modos ndo ¢
automaticamente satisfeita para o caso (3.10).

Contudo, como argumentam Craig e Kurdila (2006), a caracterizagdo discreta de
elementos de amortecimento em um sistema ¢ complexa, beirando o impossivel em casos
normais, onde o amortecimento significativo ¢ proveniente de atrito em juntas e ligagdes do
sistema. Dessa forma, € conveniente tratar o amortecimento como uma propriedade global da
resposta do sistema e ndo como um elemento discreto.

Nesse caso, existem algumas formas de amortecimento que sdo compativeis com a
suposi¢ao de existéncia de modos normais de vibrar, ou seja, modos obtidos a partir da resposta
ndo amortecida. O mais conhecido ¢ o amortecimento proporcional de Rayleigh, no qual ¢é

suposto que a matriz de amortecimento seja uma combinagdo linear das matrizes de inércia e
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rigidez, [c] = ag[m] + a;[k]. Fica claro, pela linearidade do operador {u}, que a
ortogonalidade dos modos ¢ satisfeita com relagdo a [c], nesse caso.
E possivel demonstrar que o fator de amortecimento, para um o0 caso suposto

proporcional, ¢ da forma (CRAIG; KURDILA, 2006),

¢r =1<@+a1wr> (3.11)

r

Esta claro que o fator de amortecimento do r-ésimo modo, {,, ¢ uma fun¢do dos
coeficientes de proporcionalidade e da frequéncia natural naquele modo. Isso indica que o fator
de amortecimento pode ser ajustado com base em duas frequéncias naturais alvo e os restantes
serdo consequéncia da escolha.

Essa defini¢ao de fatores de amortecimento de todos os modos do sistema, baseado
apenas em duas frequéncias/modos, pode ser restritiva em excesso. Assim, existe uma corrente
em andlise modal que simplesmente supde a matriz de amortecimento como diagonalizavel
pelos modos normais e adota os fatores de amortecimento resultantes como definicdo do
sistema. Ou seja, o analista modal pode assumir qualquer valor para os fatores de
amortecimento, seja por motivos de estabilidade de modelo ou obtidos experimentalmente e,
caso seja necessario a obtengdo da matriz de amortecimento diagonalizavel, ¢ possivel realizar
o processo inverso da diagonalizagdao através dos modos de vibrar. Esse tipo de fator de

amortecimento ¢ conhecido como fator de amortecimento modal (CRAIG; KURDILA, 2006).
3.3 SUPERPOSICAO DE MODOS E FUNCAO RESPOSTA EM FREQUENCIA

De posse da definicdo das propriedades modais, ortogonalidade dos modos e
conhecendo o teorema de superposi¢ao dos modos, ¢ possivel reconstruir a resposta do sistema
utilizando-se do espaco modal ou de coordenadas principais. Usualmente, esse processo ¢ mais
simples do que a resolucdo no espago fisico.

A andlise modal, ou seja, analise da resposta do sistema em coordenadas principais ou
modais, em esséncia, ¢ um procedimento de transformagdo de coordenadas: utilizando a
propriedade de ortogonalidade, ¢ possivel levar o sistema do espaco fisico, onde, no geral, existe

acoplamento entre as coordenadas, para o espaco modal, na qual as coordenadas principais sao

desacopladas entre si. A transformacao leva a,
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[Maiag{ii} + [Claiag(n} + [Klaiag{n} = {L} (3.12)

onde, [M]giag, [Claiag © [Klaiag sd0 as matrizes de inércia, amortecimento e rigidez
diagonalizadas pela matriz de modos normais [u]; {n} é o vetor de coordenadas principais
relacionado as coordenadas fisicas pela transformacdo {q} = [u]{n}; {L} vetor de esforcos
externos em coordenadas principais, relacionado as coordenadas fisicas pela transformagao
{L} = [u]"{1}.

Dessa forma, o que era um sistema de n equagdes diferenciais acopladas - portanto, com
exigéncia de resolucdo simultinea -, se torna n equagdes diferenciais desacopladas que podem
ser resolvidas individualmente. Resolvido as equagdes, efetua-se a transformacdo inversa das
coordenadas modais, obtendo a resposta do sistema em coordenadas fisicas.

Uma aplicagdo, de especial interesse, da ferramenta modal ¢ obtengdo da resposta
permanente de um sistema a esforgos harmonicos. Fixando analise para o r-ésimo modo normal

do sistema, tem-se, em coordenadas principais,

L

F o elft (3.13)
T

iy + 2607 + (‘)gnr =w

Como o interesse ¢ na resposta permanente do sistema, pode-se supor que sua resposta

sera harmonica, como a carga externa, e de mesma frequéncia. Sendo assim, tem-se que,

—_— 1 1
( ) =H P elﬂt = .
Nr)perm = Hy,j1 B M [(22 — w2) + i(2,w,02)]

L.e' (3.14)

Da equagdo (3.14), depreende-se que Hnr /p,» @ fungdo resposta em frequéncia da

coordenada principal 7,- devido a L,., € tal que,

_ 1
H =
/P M2 — w?) + 124w )]

(3.15)

4

Uma fungdo resposta em frequéncia nada mais ¢, portanto, do que uma funcdo de
transferéncia do sistema, relacionada a resposta de alguma coordenada dado um esforco em

alguma outra coordenada, avaliada no dominio da frequéncia e ndo no dominio complexo de
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Laplace. Ou seja, ¢ uma fungdo de transferéncia avaliada somente na parte imaginaria do
dominio (s = if2).
E possivel demonstrar que a fungao de transferéncia, em coordenadas fisicas, ¢ tal que

(CRAIG; KURDILA, 2006),

ul-rujr 1
M, [(-Qz - w%) + i(zfrwr!))]

r=1

na qual, os modos naturais nao estdo normalizados com relagao a matriz de inércia. Para o caso

normalizado, obtém-se (HATCH, 2001),

B = PirPjr
Hy; () = Z [(22 — w?) + 24w, D]

r=1

(3.17)

onde, [¢] representa a matriz de modos de vibrar normalizada com relag@o a matriz de inércia.
A importancia da defini¢dao da funcdo resposta em frequéncia (FRF), conforme (3.16) e

(3.17), sera esclarecida nas se¢des que tratam de analise modal experimental.
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Analise modal experimental ¢ area que trata da obten¢ao dos pardmetros modais, -
frequéncia natural, modo de vibrar e fator de amortecimento - através das correlagdes possiveis
entre as formulacdes analiticas obtidas no estudo modal de um sistema mecanico com dados
experimentais obtidos em testes e tratados estatisticamente conforme preconizado na teoria de

analise de sinais.

4.1 EXTRACAO DAS PROPRIEDADES MODAIS

Investigando as equagdes (3.16) e (3.17) percebe-se que o modelo matematico