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Resumo

A convergência de Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo (AEMO’s) é um tema que
não tem na literatura o devido retorno se comparado à importância que possui, porém
é possível que esse fato esteja mudando. A relevância é destacada pois a convergência
está diretamente ligada à capacidade de um AEMO obter a solução de um problema. Os
estudos atuais utilizam indicadores para observar características no conjunto de soluções
não dominadas do algoritmo, de modo a analisar determinado aspecto, auxiliando no
estudo da convergência. Este trabalho propõe dois indicadores, Taxa de Concentração
(Concentration Rate, CR) e Taxa de Diversidade (Diversity Rate, DR), para analisar
características comportamentais e determinar um ponto de parada para AEMO’s, além
de um indicador que pode ser utilizado para determinar o ponto de convergência de um
AEMO, Indicador de Estabilidade no Espaço de Soluções (Stability in Solution Space, 𝑆3).
Para realizar os experimentos, dois AEMO’s foram propostos, Algoritmo de Estimativa de
Distribuição Simples (Simple Estimation of Distribution Algorithm, SEDA) e Algoritmo
de Estimativa de Distribuição Simples com Inteligência de Enxame (Simple Estimation
of Distribution Algorithm with Swarm Intelligence, SEDASI), para tratar o problema Job
Shop Flexível. Os experimentos realizados, que contemplaram os AEMO’s e indicadores
propostos e da literatura, foram realizados com o problema Job Shop Flexível e com o
benchmark ZDT. Os resultados mostraram a efetividade dos indicadores em apresentar
as características a que se propõe e em auxiliar um processo para determinar o ponto de
parada e de convergência de AEMO’s, com resultados competitivos com os de métodos
conhecidos da literatura.

Palavras-chave: Convergência. Diversidade. Otimização multiobjetivo. Algoritmos
evolutivos multiobjetivo. Ponto de parada. Detecção de convergência. Otimização por
Enxame de Partículas. Otimização por Enxame de Partículas com Diversidade. Algo-
ritmos de Estimativa de Distribuição. Indicadores. Hipervolume. Problema Job Shop
Flexível.





Abstract

The convergence of Multiobjective Evolutionary Algorithms (MOEA’s) is an impor-
tant area in the study of this type algorithm, all the same, it is a topic that is currently
not adequately represented in the literature, but this fact seems to be a changing one.
This relevant importance is highlighted, as convergence is directly linked to the ability
of an MOEA to obtain a solution to a problem. Current studies use indicators to ob-
serve characteristics in the set of non-dominated solutions of the algorithm, in order to
analyze a certain aspect, which aids in the study of convergence. This work proposes
two indicators, Concentration Rate (CR) and Diversity Rate (DR), to analyze behavioral
characteristics and determine a stopping criteria for MOEA’s, in addition to an indicator
that can be used to determine the convergence point of a MOEA - Indicator of Stability in
Solution Space (𝑆3). To perform the necessary experiments, two MOEA’s were proposed,
the Simple Estimation of Distribution Algorithm (SEDA) and the Simple Estimation of
Distribution Algorithm with Swarm Intelligence (SEDASI), to deal with the Flexible Job
Shop Problem. The experiments, which included the MOEA’s along with the proposed
indicators, as well as those of the literature, were performed with the Flexible Job Shop
Problem and the benchmark ZDT. The results showed the effectiveness of the indicators
in presenting the proposed characteristics, while assisting in a process that determines
the stopping and convergence point of MOEA’s, with results that are competitive with
those of methods already established in the literature.

Keywords: Convergence. Diversity. Multiobjective optimization. Multiobjective evolu-
tionary algorithms. Stopping criteria. Convergence detection. Particle Swarm Optimiza-
tion. Particle Swarm Optimization with Diversity. Estimation of Distribution Algorithms.
Indicators. Hypervolume. Flexible Job Shop Problem.
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Capítulo 1
Introdução

A convergência de algoritmos evolutivos multiobjetivo (AEMO’s) é um tema que ao
longo dos anos não recebeu a devida importância na literatura, com poucos trabalhos
elaborados (Trautmann et al., 2008). Porém, estamos em um momento em que tal fato
não é mais verdade, de tal maneira que esse tema pode estar sendo um dos maiores focos
de pesquisas dentro dos temas relacionados com AEMO’s (Abouhawwash; Seada; Deb,
2017).

AEMO’s são algoritmos que visam tratar problemas de otimização multiobjetivo, ou
seja, visam otimizar uma função que é formada por várias funções objetivo. A comparação
de soluções de um problema multiobjetivo pode não ser simples, pois os valores resultantes
das funções objetivos podem ser conflitantes. Existem algumas abordagens para comparar
essas soluções e a adotada neste trabalho é a de dominância de Pareto. Nessa abordagem,
uma solução é considerada melhor do que outra, se, em todas as funções objetivo, possuir
valores menores ou iguais e, em pelo menos uma função objetivo, possuir valor estrita-
mente menor (para problemas de minimização, em problemas de maximização considerar
maior ou igual e maior, ao invés de, menor ou igual e menor). Nesse sentido, a solução
de um problema multiobjetivo é um conjunto de soluções não dominadas (conjunto com
soluções que não possuem relação de dominância entre elas), denominada fronteira de
Pareto.

Estudar a convergência de AEMO’s significa observar a qualidade de soluções, estudar
como o algoritmo obtem um conjunto de soluções, analisar sua capacidade em alcançar
algum resultado ou verificar se o algoritmo pode obter solução ótima (Chen; Zou; Xie,
2011). Portanto, a importância de se explorar o tema está relacionada ao fato dele estar
estritamente relacionado com os resultados que um algoritmo apresenta.

Aliado ao crescente número de trabalhos relacionados com a convergência, está o
crescente uso dos indicadores, que são métricas que quantificam alguma característica
de um AEMO e possuem finalidade própria (Zitzler et al., 2003). A necessidade de se
comparar os algoritmos foi a base para que essa definição se instanciasse na literatura. É
grande o número de trabalhos apresentados na literatura sobre convergência que utilizam
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indicadores para dar valor ao que se quer analisar, como pode ser observado em (He;
Lin, 2016) e (Wagner; Trautmann; Naujoks, 2009). O primeiro utiliza os indicadores
para efetuar comparações de características dos algoritmos e o segundo para determinar
o ponto de convergência.

Outra importante característica associada à convergência de AEMO’s é a diversidade.
Deb e Jain (2002) ressaltam tal importância quando apresentam dois indicadores para
avaliar a convergência e a diversidade de AEMO’s. Os autores também indicam que,
devido à importância de tais características, esses dois indicadores são suficientes para
realizar a avaliação dos algoritmos. Por outro lado, Zitzler et al. (2003) destacam que não
se pode limitar a quantidade de indicadores para avaliar de forma geral um AEMO.

Encontrar o ponto de convergência de um AEMO associa a convergência à identificação
de um ponto de parada para o algoritmo, pois se tal ponto é identificado, o algoritmo
chegou em seu resultado e pode ser finalizado. A identificação do ponto de convergência
é tema do trabalho desenvolvido por Trautmann et al. (2008), em que, utilizando teste
estatístico, verifica a estabilidade do conjunto de aproximação. Determinar um ponto de
parada para um AEMO é um tema que pode ser analisado como proposto por Martí et al.
(2016), que apresenta um indicador para verificar a evolução do conjunto de aproximação
a cada geração, observando a dominância do conjunto da geração atual em relação à
anterior.

Nesse sentido, este trabalho propõe três novos indicadores para se observar a con-
vergência e o ponto de parada de AEMO’s, baseando-se empiricamente no estudo da
convergência e da diversidade populacional: 1) Taxa de Concentração (Concentration
Rate, CR); 2) Taxa de Diversidade (Diversity Rate, DR); e, 3) Indicador de Estabilidade
no Espaço de Soluções (Stability in Solution Space, 𝑆3). Além desses, um algoritmo para
identificar um ponto de parada para um AEMO, através de CR e DR, denominado de
algoritmo de Parada por Falta de Atividade (PFA), e dois AEMO’s, Algoritmo de Es-
timativa de Distribuição Simples (Simple Estimation of Distribution Algorithm, SEDA)
e Algoritmo de Estimativa de Distribuição Simples com Inteligência de Enxame (Simple
Estimation of Distribution Algorithm with Swarm Intelligence, SEDASI), são propostos.

Os indicadores CR e DR permitem analisar o nível de atividade de um AEMO, atra-
vés da observância da concentração de indivíduos no conjunto de soluções não dominadas
e da efetividade do algoritmo em buscar novas posições no espaço de busca. Ao serem
associados ao PFA, estimam um ponto de parada para um AEMO de forma que o algo-
ritmo esteja próximo de sua estagnação. O indicador 𝑆3 visa identificar a convergência
analisando o espaço de soluções, identificando a estabilidade do conjunto de soluções não
dominadas.

Os experimentos utilizaram algoritmos já conhecidos pela literatura: Otimização por
Enxame de Partículas com Diversidade (Particle Swarm Optimization with Diversity,
DIPSO) (Carvalho; Fernandes, 2014), Non-dominated Sorting Genetic Algorithm 2 (NSGA2)
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(Deb et al., 2002) e Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2 (SPEA2) (Zitzler; Lau-
manns; Thiele, 2001), além de SEDA e SEDASI, que foram propostos com esse objetivo.
Esses algoritmos são a base do experimento que utilizou o problema Job Shop Flexível
(Flexible Job Shop Problem, FJSP), um problema de escalonamento, para verificar a efici-
ência dos indicadores. Além desse, um outro experimento foi realizado com o benchmark
ZDT (sigla que referencia os nomes dos autores: Zitzler, Deb e Thiele) (Zitzler; Deb;
Thiele, 2000) com os algoritmos NSGA2 e SPEA2, de forma a verificar a eficiência dos
indicadores em problemas elaborados para experimentar AEMO’s clássicos da literatura.
Os experimentos mostraram que PFA, com CR e DR, e 𝑆3 possuem um comportamento
competitivo quando comparados com outros algoritmos e indicadores conhecidos na litera-
tura. No primeiro experimento contemplando o FJSP, 𝑆3 apresentou melhores resultados,
enquanto no segundo experimento, com o benchmark ZDT, PFA, com CR e DR, obteve
os melhores resultados.

1.1 Motivação

Devido aos resultados promissores com o DIPSO (Carvalho, 2015), um algoritmo de
Otimização por Enxame de Partículas (Particle Swarm Optimization, PSO) híbrido para
o FJSP multiobjetivo, que obteve soluções não dominadas ainda não mencionadas na lite-
ratura para algumas instâncias do problema, além de que observações sobre a evolução do
algoritmo foram feitas, visando estudo da convergência e diversidade da população desse
algoritmo. Essas observações consistiram, principalmente, em acompanhar as alterações
das posições de cada partícula, bem como o surgimento de novas, já que esse algoritmo
apresenta a capacidade de incluir diversidade no enxame.

Um outro fator que motiva essa proposta é o fato da convergência estar diretamente
associada ao resultado do algoritmo, por isso, é importante estudar ou detectar a conver-
gência dos AEMO’s. De acordo com Derrac et al. (2014), tal importância se apresenta,
principalmente, para a proposição de novos algoritmos, pois é esperado que um novo al-
goritmo garanta um bom resultado. Entretanto, a maioria dos trabalhos da literatura
avaliam o conjunto de aproximação ao final do algoritmo, não observando o caminho que
foi traçado para se atingir tal ponto (Deb; Jain, 2002). Os trabalhos de Martí et al.
(2016) e Trautmann et al. (2008) seguem essa narrativa e buscam observar o conjunto de
aproximação, no espaço objetivo, a cada geração, para determinar um ponto de parada e
um ponto de convergência, respectivamente.

Conforme apresentado, o conceito de convergência está relacionado com o resultado do
algoritmo, porém observar somente o conjunto de aproximação no espaço objetivo pode
não ser suficiente para determinar o final da execução de um AEMO, pois, por exemplo,
o algoritmo pode estar em um platô de sua curva de busca e otimização. Observando
somente o conjunto de aproximação, essa característica pode não ser detectada.
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1.2 Objetivos e Desafios da Pesquisa

Assim, baseado nas observações de Carvalho (2015) e na importância da convergên-
cia, citadas na motivação, o objetivo deste trabalho foi propor indicadores para estudo da
convergência de algoritmos evolutivos e que também pudessem ser critério de parada do
algoritmo. Sendo assim, os parâmetros para esses indicadores seriam características como
evolução de cada partícula/indivíduo no enxame/população, diferentemente de indicado-
res que consideram o conjunto de aproximação. Como a ideia inicial surgiu a partir de
problema e algoritmo particulares, para atingir esse objetivo que considera outros para-
digmas para algoritmos evolutivos, os seguintes objetivos específicos foram propostos:

❏ Determinar indicadores que pudessem quantificar a capacidade de introduzir novas
posições e quantificar o direcionamento do enxame para posições cujos valores de
objetivo se encontravam no conjunto de aproximação.

❏ Avaliar os indicadores em DIPSO.

❏ Propor AEMO’s baseados em outros paradigmas, como Algoritmos de Estimação
de Distribuição (Estimation Distribution Algorithms, EDA), para também avaliar
as métricas.

❏ Avaliar e comparar as métricas propostas com outros indicadores, como hipervolume
(Zitzler; Thiele, 1998), a partir dos algoritmos propostos e utilizando o Online
Convergence Detection - Hipervolume (OCD-HV) (Wagner; Trautmann, 2010).

Além desses objetivos específicos, após avaliações dos indicadores com os algorit-
mos propostos, foram realizadas novas avaliações utilizando outros problemas (benchmark
ZDT), outros algoritmos evolutivos clássicos (NSGA2 e SPEA2) e outro indicador (Inverse
Generational Distance (IGD) (Coello; Sierra, 2004)), a fim de diversificar a aplicação dos
indicadores propostos e mostrar como utilizá-los. Assim, de acordo com esses objetivos, os
dois principais desafios deste trabalho foram propor indicadores de uso geral e que fossem
competitivos quando comparados aos mais utilizados da literatura, como hipervolume e
IGD.

1.3 Hipótese

Conforme descrito, a maioria dos trabalhos propostos para análise de convergência e
definição de um ponto de parada para um AEMO, o faz observando o conjunto de apro-
ximação, no espaço objetivo. Entretanto, acredita-se que existem diversas características
que podem estabilizar o conjunto de aproximação em pontos que representam um platô
no processo de busca. Assim, a hipótese é que utilizar características como a evolução
do enxame/população pode melhorar o ponto de convergência e, consequentemente, a
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solução de um AEMO, pois observa-se o espaço de soluções e não somente o conjunto de
aproximação do espaço objetivo. Assim, as principais questões de pesquisa são:

❏ QP1: A convergência e a diversidade de algoritmos evolutivos podem ser estuda-
das, a partir de observações da evolução de cada partícula/indivíduo no espaço de
soluções?

❏ QP2: Indicadores baseados nas observações mencionadas em QP1 podem apontar
pontos de parada para AEMO’s, melhorando o conjunto de aproximação? Essa
melhoria pode ser entendida como a descoberta de novas soluções não dominadas
ou a presença de um grande número de soluções não dominadas.

❏ QP3: Esses indicadores são competitivos em relação ao hipervolume?

1.4 Contribuições

Neste trabalho foram propostos dois novos indicadores para se observar de forma
comportamental os AEMO’s, Taxa de Concentração (Concentration Rate, CR) e Taxa de
Diversidade (Diversity Rate, DR), além de um novo indicador que visa ser utilizado para
observar a estabilidade no espaço de busca através do quão espaçadas estão as soluções a
cada geração, denominado indicador de Estabilidade no Espaço de Soluções (Stability in
Solution Space, 𝑆3).

Outras contribuições são os AEMO’s que foram propostos para tratar o FJSP, de-
nominados SEDA e SEDASI. O primeiro é um EDA e o segundo é um EDA híbrido,
com características de inteligência de enxame aplicadas, sendo que ambos apresentam
resultados equivalentes àqueles conhecidos pela literatura.

1.5 Organização da Tese

A organização deste trabalho é detalhada a seguir.
O Capítulo 2 apresenta a fundamentação deste trabalho. Assim, os conceitos utilizados

são detalhados nesse capítulo. Além disso, o capítulo apresenta os trabalhos correlatos à
nossa proposta, apresentando um estado da arte relacionado com o estudo da convergência
e de indicadores.

O Capítulo 3 descreve o estudo realizado. Os indicadores propostos, CR, DR e 𝑆3,
são descritos, sua utilização é especificada e a possibilidade de se identificar um ponto
de parada para AEMO’s, aplicando tais indicadores, é apresentada. Além desses, os
algoritmos, SEDA e SEDASI, que foram propostos para tratar o FJSP, são apresentados.

O Capítulo 4 apresenta os experimentos realizados. Os experimentos são organizados
em grupos que contemplam a experimentação para: 1) identificar a eficiência de SEDA e
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SEDASI; 2) verificar a necessidade de novos indicadores; 3) comparar e validar o ponto de
parada que os novos indicadores apresentam em AEMO’s tratando o FJSP; e 4) comparar
e validar o ponto de parada que os novos indicadores apresentam, quando aplicados a
algoritmos e problemas clássicos da literatura.

O Capítulo 5 traz a conclusão do estudo resumindo o trabalho realizado, apontando
os principais resultados e descrevendo os trabalhos futuros.
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Capítulo 2
Fundamentação Teórica

O trabalho desenvolvido foca no estudo da convergência de algoritmos evolutivos mul-
tiobjetivo. O estudo foi desenvolvido com os algoritmos: Otimização por Enxame de
Partículas com Diversidade (Particle Swarm Optimization with Diversity, DIPSO), Al-
goritmo de Estimativa de Distribuição Simples (Simple Estimation of Distribution Al-
gorithm, SEDA), Algoritmo de Estimativa de Distribuição Simples com Inteligência de
Enxame (Simple Estimation of Distribution Algorithm with Swarm Intelligence, SEDASI),
Non-dominated Sorting Genetic Algorithm 2 (NSGA2) e Strength Pareto Evolutionary Al-
gorithm 2 (SPEA2). DIPSO e SEDASI são algoritmos híbridos, com características de
algoritmos evolutivos e inteligência de enxame, porém não possuem características que
inviabilizem o estudo como AEMO. Portanto, os temas trabalhados na pesquisa foram
computação evolutiva, inteligência de enxame, convergência (definição e análise), indi-
cadores de qualidade e de progresso, além do FJSP. Neste capítulo, os conceitos que
envolvem a pesquisa e a revisão da literatura a respeito do tema são apresentados.

2.1 Otimização Multiobjetivo

Problemas de otimização são aqueles em que as soluções possuem valores de função
mínimos ou máximos, dependendo do sentido da otimização. Boyd e Vandenberghe (2004)
definem um problema de minimização com a seguinte equação:

min 𝑓(𝑥)

sujeito a 𝑔𝑖(𝑥) ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚 (1)

em que 𝑓 é a função objetivo a ser otimizada, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) é o vetor de variáveis
do problema, 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚 são funções de restrição limitadas, respectivamente, pelas
constantes 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚. A definição de um problema de maximização é obtida negando essa
equação.
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A Equação 1 define um problema de otimização (minimização) com um único objetivo.
Um problema de otimização multiobjetivo possui mais de uma função objetivo, ou seja,
𝑓(𝑥) = {𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)}, sendo que, cada 𝑓𝑖(𝑥), para 𝑖 = 1, . . . 𝑛, é uma função
objetivo e 𝑛 é o número de objetivos. A análise de soluções desses problemas gera um
conflito entre os objetivos, de modo que é necessário considerar uma abordagem. Por
exemplo, sejam 𝑎 = (3, 4) e 𝑏 = (2, 5) duas soluções para um problema de minimização
multiobjetivo com dois objetivos, 𝑓(𝑥) = {𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥)}. Então, 𝑓1(𝑏) < 𝑓1(𝑎) e 𝑓2(𝑎) <

𝑓2(𝑏). Portanto, há um conflito entre as soluções 𝑎 e 𝑏, de modo que, ao comparar os
dois objetivos das soluções, a melhor solução não pode ser determinada com uma simples
comparação entre os valores das funções 𝑓1 e 𝑓2.

Existem algumas abordagens para realizar a comparação entre as soluções de pro-
blemas de otimização multiobjetivo. Por exemplo, o método da função utilitária e o da
dominância de Pareto. No primeiro método, o problema é transformado de modo que se
tenha um objetivo a ser tratado, através de uma função utilitária que, tradicionalmente,
é uma soma ponderada entre os objetivos. No segundo método, os conceitos de domi-
nância de Pareto são utilizados para gerar as fronteiras de Pareto e, então, apresentar
um conjunto de soluções não dominadas como resposta para o problema. A seguir, esses
conceitos são apresentados.

Definição 1 (Relação de Dominância) Sejam 𝑆 um conjunto de soluções, 𝑥 e 𝑦 duas
soluções que são diferentes e pertencem ao conjunto 𝑆, 𝑓(𝑥) = {𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥), . . . ,

𝑓𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗(𝑥)} funções objetivo, em que 𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗 é o número de objetivos. Então, 𝑥 domina
𝑦, se e somente se:

❏ Minimização: 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓1(𝑦), 𝑓2(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑦), . . . , 𝑓𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗(𝑥) ≤ 𝑓𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗(𝑦) e para
pelo menos um objetivo 𝑐, 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗, 𝑓𝑐(𝑥) < 𝑓𝑐(𝑦).

❏ Maximização: 𝑓1(𝑥) ≥ 𝑓1(𝑦), 𝑓2(𝑥) ≥ 𝑓2(𝑦), . . . , 𝑓𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗(𝑥) ≥ 𝑓𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗(𝑦) e para
pelo menos um objetivo 𝑐, 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛𝑢𝑚𝑜𝑏𝑗, 𝑓𝑐(𝑥) > 𝑓𝑐(𝑦).

Definição 2 (Conjuntos de não dominadas - Fronteiras) Conjuntos de não domi-
nadas são subconjuntos obtidos a partir do conjunto 𝑆, que contém soluções que não são
dominadas por outras soluções. Assim, fronteira 1 (𝐹1) é o conjunto de todas soluções
que não são dominadas por qualquer outra solução de 𝑆. Fronteira 2 (𝐹2) é o conjunto
de todas soluções que não são dominadas por qualquer outra solução de 𝑆𝐹1 (𝑆 − 𝐹1), e
assim por diante.

Definição 3 (Ótimo de Pareto) O conjunto ótimo de Pareto é um subconjunto de 𝑆,
que contém soluções que não são dominadas por qualquer outra. Em outras palavras, o
conjunto 𝐹1.
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2.2 Problema Job Shop Flexível

O problema Job Shop Flexível (Flexible Job Shop Problem, FJSP) é um problema de
escalonamento de 𝑗 jobs, que são sequências de 𝑛 operações cada, e 𝑚 máquinas, sendo
que apresentar uma solução para o problema significa apresentar: 1) a associação de
cada operação a uma máquina, observando um ou mais objetivos, como o makespan; 2)
uma sequência de execução das operações. O FJSP é derivado do problema Job Shop
(Job Shop Problem, JSP), em que uma operação pode ser executada somente por uma
máquina. Assim, o FJSP é mais complexo, pois uma solução do JSP apresenta apenas
uma sequência de execução das operações.

O FJSP pode ser classificado em parcial (P-FJSP) e total (T-FJSP). O primeiro é
quando pelo menos uma operação não tem disponível todas as máquinas para ser execu-
tada. O segundo é quando todas as operações possuem todas as máquinas disponíveis
para execução. Neste trabalho, é considerado a minimização de três objetivos ao tratar
o FJSP, isto é, os algoritmos abordam o FJSP multiobjetivo (MOFJSP), sendo que os
objetivos tratados são: o makespan (M), a carga de trabalho total (total workload, TW)
e a carga de trabalho máxima (workload, W), definidos a seguir.

❏ Makespan: definido pelo maior instante de finalização de processamento entre as
máquinas. A Equação 2 define o makespan, em que 𝑡𝑘 é o instante de finalização de
processamento da máquina 𝑘.

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑘≤𝑚𝑡𝑘 (2)

❏ Carga de trabalho total: é a soma da carga de trabalho de todas as máquinas,
sendo que entende-se por carga de trabalho, o tempo em que a máquina está efe-
tivamente executando um processo. A Equação 3 apresenta a fórmula da carga de
trabalho total, sendo que 𝑊𝑘 é a carga de trabalho da máquina 𝑘.

𝑇𝑊 =
𝑚∑︁

𝑘=1
𝑊𝑘 (3)

❏ Carga de trabalho máxima: é a maior carga de trabalho entre todas as máquinas.
A Equação 4 define a carga de trabalho máxima, em que 𝑊𝑘, assim como na Equação
3, é a carga de trabalho da máquina 𝑘.

𝑊 = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑘≤𝑚𝑊𝑘 (4)

2.3 Algoritmos

Os algoritmos utilizados nesta pesquisa fazem parte de um ramo da Inteligência Artifi-
cial chamado de Inteligência Computacional (IC), que visa desenvolver sistemas inteligen-
tes baseados em elementos da natureza, imitando características tais como, aprendizado
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ou adaptação a novas situações, generalização, abstração, descobrimento e associação
(Engelbrecht, 2007). São paradigmas que fazem parte da IC, Computação Evolutiva, In-
teligência de Enxame, entre outros. Não há consenso quanto a distinção entre Inteligência
de Enxame e Computação Evolutiva. Existem trabalhos que consideram que a Inteligên-
cia de Enxame faz parte da Computação Evolutiva, por exemplo na pesquisa de Shao
et al. (2013). Porém, neste trabalho utilizaremos a abordagem proposta por Engelbrecht
(2007), que classifica de forma distinta.

A Computação Evolutiva compreende os métodos que se baseiam na evolução bioló-
gica (Engelbrecht, 2007). O termo evolução na biologia foi primeiramente utilizado por
Lamarck (1809), porém foi o naturalista Charles Robert Darwin que ficou conhecido pela
teoria da evolução (Darwin, 1860). Essa teoria busca explicar a evolução dos seres vivos
baseando na seleção natural, na qual espécies com características mais adequadas ao meio
onde vivem são selecionadas naturalmente por melhor se adaptarem às necessidades que
o local apresenta. Ou seja, há uma competição entre os indivíduos pela sobrevivência e
aqueles que se adaptam melhor ao meio sobrevivem e se reproduzem, sendo que, na re-
produção, as características dos indivíduos são levadas para os seus descendentes. Outra
característica é que, no decorrer das gerações, uma espécie pode gerar outras, através da
mutação.

Assim, os Algoritmos Evolutivos (AE’s), que são algoritmos de busca e otimização
baseados na teoria da evolução, é um método que codifica os principais elementos dessa
teoria: a seleção natural, o cruzamento e a mutação. Os AE’s utilizam uma população de
soluções candidatas que, por meio de um processo iterativo de evolução, busca encontrar
a solução de um problema. O Algoritmo 1 apresenta os passos básicos de um algoritmo
evolutivo. A inicialização da população é o processo para criar um conjunto de soluções
candidatas inicial. Esse conjunto é chamado de população e cada solução candidata,
de indivíduo. Depois de criada, a população inicial será submetida aos próximos passos
(criação de novos indivíduos e a seleção dos indivíduos da nova população) até que se atinja
um critério de parada. A seleção dos indivíduos é realizada com base na avaliação realizada
através da função de aptidão, a qual mede o desempenho de cada indivíduo segundo um
critério associado ao problema que está sendo tratado. Cada iteração realizada é chamada
de geração e um exemplo de critério de parada é uma quantidade limite de gerações.

Algoritmo 1 Algoritmo Evolutivo
1: pop = inicializarPopulacao();
2: while não atingir critério de parada do
3: inds = criarNovosIndivíduos();
4: pop = selecaoNovaPopulacao(pop, inds);
5: end while

A repetição dos passos 3 e 4 geram uma contínua atualização da população e dois
importantes aspectos são consequências dessa característica: a diversidade da população
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e a convergência. A diversidade está associada à capacidade do algoritmo em manter uma
grande quantidade de soluções candidatas diferentes na população. Essa característica é
importante, pois influencia diretamente na busca de novas soluções candidatas. A criação
de novos indivíduos utiliza, principalmente, as informações da população no espaço de
soluções. Se a diversidade é baixa, pode não haver informações suficientes para que o
processo evolutivo tenha sucesso na execução. Nesse sentido, tal diversidade influencia a
capacidade do algoritmo em chegar em uma solução, ou seja, a capacidade de convergir.
A relação entre esses dois aspectos é nítida quando analisamos a convergência de AE’s e
fenômenos como a convergência prematura, que pode ser interpretada como a convergência
do algoritmo antes do esperado e/ou para uma solução inapropriada. Geralmente, uma
baixa diversidade na população pode acarretar a convergência prematura.

Outro paradigma da IC é Inteligência de Enxame (IE), ou Inteligência Coletiva, que,
compreende a ideia de resolução de problemas em que o compartilhamento do conheci-
mento, entre os indivíduos envolvidos, é realizado para que o problema seja solucionado.
Um enxame é formado por agentes que, para alcançar o objetivo, fazem interações entre
eles, trocando informações, para que um problema possa ser solucionado de forma mais
eficiente do que se cada agente atuasse individualmente (Engelbrecht, 2007). O comporta-
mento de resolução de problemas baseado nessas interações é a base da IE e os algoritmos
de tal técnica implementam esse comportamento, sendo que são exemplos de algoritmos
baseados em população de soluções candidatas.

2.3.1 Algoritmos de Estimação de Distribuição

Os Algoritmos de Estimação de Distribuição (Estimation Distribution Algorithms,
EDA) (Mühlenbein; Paaß, 1996) são algoritmos evolutivos que utilizam uma estima-
tiva de distribuição de probabilidades para criar novos indivíduos para a população,
diferenciando-se dos Algoritmos Genéticos (AGs), o mais tradicional AE, nesse ponto,
pois não utilizam o cruzamento para criar novos indivíduos (Hauschild; Pelikan, 2011).
A modelagem de como estimar as probabilidades de distribuição é chamada de modelo
probabilístico e é o ponto central do EDA. Tal modelo é baseado no paradigma do modelo
gráfico probabilístico (Larrañaga, 2002).

No Algoritmo 2, o EDA é apresentado e podemos observar que, como citado, o modelo
probabilístico é o responsável por gerar novos indivíduos, ou seja, direcionar o algoritmo
no espaço de busca. Nos passos iniciais, 1 e 2, a população é inicializada com tamanho
𝑡𝑎𝑚𝑃𝑜𝑝 e depois avaliada segundo uma função de aptidão. No passo 3, o laço de iteração
que evolui a população é definido e os passos de 4 a 8 realizam a busca. No passo 4, são
selecionados os indivíduos para serem utilizados na construção do modelo probabilístico
e no passo seguinte o modelo é criado. A quantidade de indivíduos selecionados é para-
metrizado por 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑚. Em seguida, no passo 6, novos indivíduos são gerados através do
modelo probabilístico e, no passo 7, irão substituir aqueles que não foram selecionados no
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passo 4. Assim, a quantidade de indivíduos gerados deve ser igual a diferença do tamanho
da população (𝑡𝑎𝑚𝑃𝑜𝑝) e a quantidade de indivíduos selecionados para a criação do mo-
delo probabilístico (𝑡𝑎𝑚𝑃𝑚). Finalizando a iteração, os novos indivíduos são avaliados,
pela função de aptidão, no passo 8. O laço de iteração é executado até que um critério
de parada seja alcançado, por exemplo, até atingir uma quantidade de gerações.

Algoritmo 2 EDA
Require: 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑜𝑝

𝑡𝑎𝑚𝑃𝑚
1: pop = inicializarPopulacao( 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑜𝑝 );
2: avaliar( 𝑝𝑜𝑝 );
3: while não atingir critério de parada do
4: es = selecionar( 𝑝𝑜𝑝, 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑚 );
5: mp = construirModeloProbabilistico( es );
6: inds = criarNovosIndividuos( 𝑚𝑝, 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑜𝑝 − 𝑡𝑎𝑚𝑃𝑚 );
7: pop = substituirIndividuos( 𝑝𝑜𝑝, 𝑒𝑠, 𝑖𝑛𝑑𝑠 );
8: avaliar( 𝑖𝑛𝑑𝑠 );
9: end while

O modelo probabilístico objetiva dar suporte para formar novos indivíduos, de modo
que as escolhas de cada elemento do indivíduo sejam feitas de forma probabilística, uti-
lizando as informações do modelo. Assim, sua estrutura e construção estão associadas à
definição do problema e à representação da solução. Se um indivíduo é formado por um
vetor de 𝑚 posições e cada posição possui 𝑛 possibilidades de valor, uma possível proposta
para modelo probabilístico é uma matriz 𝑛x𝑚, em que a posição 𝑖x𝑗 representaria a pro-
babilidade da posição 𝑗 do vetor assumir o valor representado pela linha 𝑖, na respectiva
coluna 𝑗. Nesse sentido, a Figura 1 apresenta a seleção de indivíduos para geração do
modelo probabilístico e o modelo gerado. Nesse exemplo, o indivíduo é representado por
um vetor de quatro posições, sendo que os valores permitidos para as posições do vetor
são 0 e 1. O modelo probabilístico apresentado (Figura 1b) foi obtido determinando a
porcentagem da quantidade de 1’s em cada posição do vetor, considerando a seleção de
indivíduos (Figura 1a). Portanto, o método de geração de um novo indivíduo fará escolhas
probabilísticas entre 1 e 0, observando os valores probabilísticos do modelo.

1 0 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 1
0 1 0 1

(a) Seleção de indivíduos

60% 60% 40% 100%
(b) Modelo probabilístico

Figura 1 – Exemplo de cálculo de modelo probabilístico
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A Figura 2 apresenta um exemplo de criação de indivíduos utilizando o modelo pro-
babilístico da Figura 1. Três indivíduos foram criados utilizando escolhas probabilísticas
em que as duas primeiras posições possuíam 60% de probabilidade de ser 1, a terceira
posição possuía 40% e a quarta posição não tinha possibilidade de ser 0.

1 0 0 1
1 1 0 1
0 1 1 1

Figura 2 – Exemplo de criação de indivíduos

2.3.2 Otimização por Enxame de Partículas

O algoritmo Otimização por Enxame de Partículas (Particle Swarm Optimization,
PSO) (Kennedy; Eberhart, 1995) é um algoritmo de inteligência de enxame baseado
no comportamento social de pássaros em busca de comidas, que utilizam conhecimento
próprio e do bando. Assim, sua caracterização como IE, se dá pela troca de conhecimento
citada. No PSO, o comportamento do enxame é de buscar conhecimento para uma nova
e melhor posição no espaço de busca. Assim, no algoritmo, cada partícula (agente do
enxame) conhece sua posição atual e velocidade, além de ter conhecimento de outras
posições no espaço de busca, por sua própria experiência e pela troca de conhecimento
com a vizinhança (Engelbrecht, 2007). Com esses dados, cada partícula tem sua posição
modificada a cada geração.

O Algoritmo 3 apresenta o PSO, utilizando o modelo 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 (melhor posição global, global
best position) para interações entre as partículas, o que significa que elas conhecerão a
melhor posição visitada pelo enxame, ou que o tamanho da vizinhança para troca de
informações é do tamanho do enxame. Nesse sentido, a modificação da velocidade e da
posição de uma partícula no PSO é realizada através das equações:

𝑣𝑖
𝑐+1 = 𝜔𝑣𝑖

𝑐 + 𝜑1(𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑖
𝑐) + 𝜑2(𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑖

𝑐) (5)

𝑥𝑖
𝑐+1 = 𝑥𝑖

𝑐 + 𝑣𝑖
𝑐+1 (6)

em que 𝜑1 = 𝑟1.𝑎𝑔, 𝜑2 = 𝑟2.𝑎𝑙, 𝜔 ∈ ℜ significa a inérica, 𝑎𝑔 e 𝑎𝑙 ∈ ℜ são, respectivamente,
as constantes de aceleração global (fator social) e local (fator cognitivo); 𝑟1 e 𝑟2 são
números aleatórios uniformemente distribuídos em (0, 1), 𝜑1 e 𝜑2 são acelerações aleatórias
global e local.

O primeiro passo apresentado no Algoritmo 3, PSO, é gerar um enxame inicial de
tamanho 𝑏 (parâmetro que identifica a quantidade de partículas no enxame), inicializando
cada partícula (posição inicial (𝑥𝑖

0) e velocidade inicial (𝑣𝑖
0)). No passo 2, a avaliação

de cada partícula gerada é realizada, através do cálculo da aptidão. Os passos seguintes,
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de 3 a 6, são para inicializar o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 (melhor posição pessoal, personal best position) de
cada partícula e o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡, sendo que o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 é a memória local de cada partícula e 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 está
relacionado com a memória global. Como, no início, cada partícula conhece somente a
posição inicial, o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 é definido como sua própria posição. Já o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 é definido como a
melhor posição criada dentre todas as partículas do enxame. No passo 7, o laço iterativo
para evoluir o enxame é definido e os passos de 8 a 21 evoluem o enxame a cada iteração, de
modo que a busca seja realizada. Os passos de 8 a 11 realizam a atualização da velocidade
e da posição de cada partícula do enxame, através, respectivamente, das Equações 5 e 6.
No passo 12, as partículas são avaliadas através da função de aptidão. Nos passos de 13
a 17, o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 é atualizado, caso seja necessário. O passo 14 realiza uma verificação para
identificar se a nova posição de cada partícula é melhor do que seu respectivo 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡. Se for,
o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 da partícula é atualizado com sua posição atual (passo 15). O passo 18 identifica
qual a melhor posição que o enxame está ocupando, para, no passo 19, verificar se o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡

precisa ser atualizado. A atualização do 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 é necessária, caso uma partícula melhor
seja encontrada. Portanto, caso a partícula identificada no passo 18 for melhor, o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 é
atualizado com a posição de partícula em questão no passo 20, finalizando a iteração. O
laço é repetido até que um critério de parada seja atingido, como um limite de número
de gerações.

Algoritmo 3 PSO
Require: 𝑏

1: 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 = inicializarEnxame( 𝑏 )
2: calcularAptidao( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 )
3: for cada partícula 𝑝 do 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 do
4: 𝑝.𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑝
5: end for
6: 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 = encontrarMelhor( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 )
7: while não atingir critério de parada do
8: for cada partícula 𝑝 do 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 do
9: atualizarVelocidade( 𝑝 )

10: atualizarPosicao( 𝑝 )
11: end for
12: calcularAptidao( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 )
13: for cada partícula 𝑝 do 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 do
14: if a posição de 𝑝 é melhor do que 𝑝.𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 then
15: 𝑝.𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑝
16: end if
17: end for
18: 𝑝 = encontrarMelhor( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 )
19: if a 𝑝 é melhor do que 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 then
20: 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑝
21: end if
22: end while
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Por ser um algoritmo com fórmulas matemáticas bem definidas para a troca de posições
da partícula, compreende-se que o PSO é um técnica para tratar problemas do domínio
contínuo. Porém, para aplicar o PSO a algum problema de domínio discreto, é necessário
implementar alguma estratégia para que o problema seja compatível com o algoritmo.
Na literatura, existem dois tipos de estratégias: a transformação do problema de domínio
discreto em um problema contínuo ou a transformação do PSO em um algoritmo discreto
(Shao et al., 2013).

2.3.3 Algoritmos Evolutivos e de Inteligência de Enxame com
FJSP

A lista de trabalhos encontrados na literatura relacionados com algoritmos evolutivos e
de inteligência de enxame tratando o FJSP é extensa. Dentre as técnicas mais utilizadas,
podemos destacar, AGs (Guimarães, 2007) (Ling-li; Feng-Xing; Xiao-hong, 2009) (Wang
et al., 2010) (Gen; Tsujimura; Kubota, 1994) (Cuiyu; Yang; Xinyu, 2021) (Liu; Zhang;
Sun, 2021) e PSO (Carvalho; Fernandes, 2014) (Jia; Chen; Tang, 2007) (Zhang et al.,
2009) (Ling-li; Feng-Xing; Xiao-hong, 2009) (Xiao-hong; Ling-li; Yue-wen, 2010) (Zhang;
Hu, 2019), sendo que (Carvalho; Fernandes, 2014), (Jia; Chen; Tang, 2007), (Wang et
al., 2010), (Gen; Tsujimura; Kubota, 1994), (Xiao-hong; Ling-li; Yue-wen, 2010) e (Liu;
Zhang; Sun, 2021) consideram o aspecto multiobjetivo. Já a utilização de EDA com o
FJSP pode ser observada em (Wang; Wang; Liu, 2013) (Wang et al., 2012) (Wang et al.,
2013) (Hao et al., 2014).

Um dos trabalhos de maior destaque é o apresentado por Chiang e Lin (2013), pois
a quantidade de resultados apresentados como não dominados, quando comparados a
literatura, foi grande, o que outros trabalhos até aquele momento não tinham apresentado.
O algoritmo desenvolvido, denominado Algoritmo Evolutivo Simples (Simple Evolutionary
Algorithm, SEA), é um AEMO para tratar o FJSP multiobjetivo, no qual a maioria das
soluções conhecidas para os problemas do benchmark de Brandimarte (BR) (Brandimarte,
1993) foram apresentadas. SEA usa um processo para gerar a população inicial elaborado
com conhecimento específico do problema, com a justificativa de que o espaço de busca
é mais promissor e a diversidade é mantida, evitando a convergência prematura. Na
evolução da população, SEA usa duas operações de cruzamento (sendo a escolha entre elas
feita de forma aleatória) e um processo que utiliza conhecimento específico do problema
com cinco passos. A aplicação de mutação é realizada sempre que um indivíduo repetido
é gerado. Os resultados apresentados por SEA aumentaram a quantidade de soluções
conhecidas para os problemas BR, mostrando maior diversidade quando comparado a
outras pesquisas (Wang et al., 2010) (Li; Pan; Liang, 2010) e (Xing; Chen; Yang, 2009).

O EDA é uma técnica que tem sido usada para resolver problemas complicados com
bons resultados, por exemplo, problemas da mochila multi-objetivo (Li; Zhou; Zhang,
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2012) e o problema do caixeiro viajante multiobjetivo (Gao; Zhou; Zhang, 2012). Dos
trabalhos conhecidos (quando esta revisão foi elaborada) de EDA com FJSP, apenas
(Wang; Wang; Liu, 2013) e (Wang et al., 2013) observam o aspecto multiobjetivo no
problema. Wang et al. (2013) apresentaram um EDA para o FJSP multiobjetivo, divi-
dindo o problema em dois sub-problemas, o primeiro para associar cada operação à uma
máquina e o segundo para sequenciar as operações. Assim, o modelo probabilístico do
EDA foi elaborado com duas matrizes, uma para cada sub-problema. A atualização das
duas matrizes é realizada através de um método elaborado pelos autores e não é uma
simples contagem, aumentando a complexidade do algoritmo. Os autores apresentam os
resultados do algoritmo como sendo equivalentes a outros trabalhos, porém a quantidade
de soluções apresentadas é pequena quando comparado com os resultados apresentados
em (Chiang; Lin, 2013).

Wang, Wang e Liu (2013) trataram o FJSP multiobjetivo com um EDA híbrido.
Apesar dos autores não o definir assim, é fácil ter essa conclusão quando o comparamos
com outros Algoritmos Evolutivos (Carvalho; Fernandes, 2014) (Ling-li; Feng-Xing; Xiao-
hong, 2009). Eles associaram ao EDA dois operadores genéticos (também adotados em
outros trabalhos (Carvalho; Fernandes, 2014)) e uma busca local que utiliza conhecimento
específico do problema. Para construir a população inicial, foi construído um método que
utiliza conhecimento específico do problema, a fim de melhor explorar o espaço de busca.
Os resultados apresentados são equivalentes aos resultados de Chiang e Lin (2013), porém
os autores compararam os resultados com outros trabalhos da literatura.

2.3.4 Otimização por Enxame de Partículas com Diversidade

O algoritmo Otimização por Enxame de Partículas com Diversidade (Particle Swarm
Optimization with Diversity, DIPSO) (Carvalho; Fernandes, 2014) é um algoritmo PSO
multiobjetivo híbrido, com operações definidas nos Algoritmos Genéticos (AG’s) e no
Non-dominated Sorting Genetic Algorithm 2 (NSGA2) (Deb et al., 2002).

DIPSO utiliza o modelo de vizinhança global e, sendo um algoritmo multiobjetivo,
uma pequena modificação foi realizada no 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡. No PSO, 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 representa a melhor posição
visitada pelo algoritmo naquele momento. No ambiente multiobjetivo, definir apenas uma
melhor posição não é tão simples e como DIPSO utiliza o conceito de fronteiras de Pareto
para classificar as soluções, o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 foi alterado para armazenar um conjunto de soluções,
as melhores posições visitadas pelo algoritmo, ou seja, 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 é o conjunto de fronteira 1 de
todas posições visitadas por todas partículas.

DIPSO foi desenvolvido para tratar problemas de domínio discreto, ao contrário do
PSO, que com sua equação de mudança de posição da partícula (Equação 6) direciona o
algoritmo para tratar problemas de domínio contínuo. Assim, a equação de mudança de
posição da partícula no DIPSO não é igual à do PSO e, ainda, possui elementos dos AGs
incorporados (operações de cruzamento e mutação). Tal adaptação é baseada no trabalho
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de Niu, Jiao e Gu (2008) que propõem uma versão modificada da Equação 6, para aplicar
o PSO em problemas de escalonamento, na qual a nova posição de uma partícula é a
melhor opção entre: o cruzamento da partícula em questão com um elemento de 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡, o
cruzamento da partícula em questão com um elemento de 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 e a mutação da mesma
partícula.

A Equação 8 apresenta a fórmula para mudança de posição de uma partícula no
DIPSO.

𝑃𝑘+1 = 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑀𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟(𝑃 ′
1, 𝑃 ′

2, 𝑃 ′
3), 𝑒𝑚𝑞𝑢𝑒 (7)

𝑃 ′
1 = 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑃𝑘, 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑈𝑚(𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡)),

𝑃 ′
2 = 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑃𝑘, 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡),

𝑃 ′
3 = 𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑎𝑜(𝑃𝑘)

em que 𝑃𝑘 é uma partícula do enxame na geração 𝑘, 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 possui o mesmo significado do
PSO e cada função utilizada na fórmula é descrita a seguir:

❏ selecionarMelhor: função que compara as partículas recebidas com parâmetro
e, através da classificação em fronteiras de Pareto, retorna a melhor delas. Caso o
conjunto da fronteira 1 tenha mais de uma partícula, um sorteio é realizado para
retornar apenas uma partícula.

❏ cruzamento: função que realiza a operação de cruzamento utilizando as duas
partículas de parâmetro.

❏ selecionarUm: função que retorna uma partícula aleatória a partir do conjunto
de partículas de parâmetro.

❏ mutacao: função que realiza a operação de mutação utilizando a partícula de
parâmetro.

Os operadores genéticos (cruzamento e mutação) utilizados são os mesmos comumente
empregados nos AG’s. Outra importante característica de DIPSO está relacionada com
o operador de cruzamento. O algoritmo possui dois operadores de cruzamento, um para
convergir e outro para diversificar. A justificativa está relacionada com a convergência
prematura do PSO, principalmente quando aplicado a problemas complexos. A deter-
minação de qual utilizar se faz por meio de uma escolha probabilística que utiliza os
parâmetros do algoritmo 𝑝𝑐𝑐 e 𝑝𝑑𝑥, em que 𝑝𝑐𝑐 + 𝑝𝑑𝑥 = 1. 𝑝𝑐𝑐 representa a probabilidade
de escolher o operador de convergência e 𝑝𝑑𝑥 a probabilidade de escolha do operador de
diversidade.

O algoritmo NSGA2 (Deb et al., 2002), possui um procedimento definido para realizar
a classificação em conjuntos de fronteiras de Pareto de um determinado conjunto, cha-
mado de Fast Non-dominated Sorting (FNS). DIPSO faz a utilização desse procedimento
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em toda operação de classificação em conjunto de fronteiras, porém somente o conjunto
fronteira 1 é calculado, pois os outros (fronteira 2, fronteira 3 ...) não tem utilidade no
algoritmo.

O Algoritmo 4 apresenta o DIPSO. Os dois primeiros passos de DIPSO são para
inicializar o enxame de tamanho 𝑡𝑎𝑚𝐸𝑛𝑥 e avaliar as partículas recém criadas. No passo
3, o procedimento FNS é executado para obter o conjunto de fronteira 1 (𝐹1) do enxame.
No passo 4, o 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 de cada partícula é inicializado com o valor da posição da partícula e
no passo 5, o 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 é inicializado com o conjunto 𝐹1. No passo 6, a iteração para evoluir o
enxame no algoritmo é definida e no passo 7 a iteração para percorrer todas as partículas
do enxame é apresentada. Assim, os passos de 8 a 17 são para evoluir cada partícula a cada
geração do algoritmo. Nos passos de 8 a 12, a mudança de posição da partícula em questão
é realizada. No passo 8, o operador de cruzamento é escolhido segundo probabilidades
𝑝𝑐𝑐 e 𝑝𝑑𝑥 e nos passos de 9 a 12, a Equação 8 é executada, sendo que a nova posição da
partícula é a melhor opção entre 𝑃 ′

1, 𝑃 ′
2 e 𝑃 ′

3. No passo 13, a partícula pode ser submetida
a operação de mutação, de acordo com a respectiva probabilidade. Nos passos de 14 a
17, a partícula é avaliada em sua nova posição, se necessário seu 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 é atualizado (se
a nova posição for melhor que a posição memorizada em 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡) e o procedimento FNS é
executado para obter o conjunto de fronteira 1 do enxame unido com o conjunto 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡. Se
o resultado for diferente do conjunto 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 atual, ele é atualizado. Assim, os passos de 7
a 17 são executados até que se atinja um critério de parada, como, por exemplo, o limite
de gerações, critério que foi utilizado neste trabalho.

2.4 Convergência

O termo convergência tem origem na matemática e é muito relevante quando se trata
de sequência, séries e métodos de otimização. Sequências são listas de números ordenados
e indexados e séries são somatórios de elementos de uma sequência. Assim, a série 𝑆𝑚

(Equação 8) é a soma dos 𝑚 primeiros termos da sequência (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3,. . . , 𝑠𝑚,. . . , 𝑠𝑛).

𝑆𝑚 =
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑠𝑖 (8)

Uma sequência é convergente quando o limite do seu 𝑛-ésimo termo tende a um valor.
Por exemplo, a sequência (1, −1/2, 1/3, −1/4, . . . ) definida na Equação 9 pelo termo
geral 𝑎𝑛 converge para 0, conforme limite na Equação 10.

𝑎𝑛 = (−1)𝑛+1

𝑛
(9)

lim
𝑛→∞

(−1)𝑛+1

𝑛
= 0 (10)
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Algoritmo 4 Algoritmo DIPSO
Require: 𝑡𝑎𝑚𝐸𝑛𝑥

𝑝𝑟𝑜𝑏𝑀𝑢𝑡𝑎𝑐𝑎𝑜
𝑝𝑐𝑐

𝑝𝑑𝑥

1: 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 = inicializarEnxame( 𝑡𝑎𝑚𝐸𝑛𝑥 )
2: avaliar( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 )
3: 𝐹1 = FNS( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 );
4: inicializarPBest( 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 );
5: 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝐹1;
6: while não atingir critério de parada do
7: for cada partícula 𝑃𝑘 de 𝑒𝑛𝑥𝑎𝑚𝑒 do
8: cruzamento = selecionarCruzamento( 𝑝𝑐𝑐, 𝑝𝑑𝑥 );
9: 𝑃 ′

1 = 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑃𝑘, 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑈𝑚(𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡))
10: 𝑃 ′

2 = 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑃𝑘, 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡)
11: 𝑃 ′

3 = 𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑎𝑜(𝑃𝑘)
12: 𝑃𝑘+1 = 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑀𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟(𝑃 ′

1, 𝑃 ′
2, 𝑃 ′

3)
13: mutacao( 𝑃𝑘+1, 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑀𝑢𝑡𝑎𝑐𝑎𝑜 );
14: avaliar( 𝑃𝑘+1 );
15: atualizarPBest( 𝑃𝑘+1 );
16: 𝑝𝑜𝑝′ = 𝑝𝑜𝑝 ∪ 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡

17: 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 = FNS( 𝑝𝑜𝑝′ );
18: end for
19: end while

Nesse sentido, uma série é convergente quando a sequência formada por suas somas,
(𝑆1, 𝑆2, 𝑆3,. . . ), tende a um valor.

Métodos de otimização são processos definidos para se obter o mínimo ou o máximo
de uma função objetivo, realizando minimização ou a maximização. Dentre tais métodos,
os métodos iterativos, que utilizam um processo que realiza diversas iterações, possuem
analogia na definição de convergência com os algoritmos da inteligência computacional
baseados em população. Os métodos iterativos utilizam um ponto inicial 𝑥0 para começar
o processo e, a cada iteração, um ponto 𝑥𝑘 é determinado, traçando uma rota e criando
uma sequência e, com um 𝑘 grande o suficiente, uma solução é apresentada. Se o método
traçar uma rota a partir de um ponto 𝑥0, de modo que um 𝑥𝑘 seja apresentado como
uma solução para o problema, entende-se que houve convergência finita. Caso não tenha
como provar que um 𝑥𝑘 é solução para o problema, então entende-se que há convergência
assintótica e prova-se que 𝑥𝑘 é uma boa aproximação da solução, considerando um 𝑘

suficientemente grande (Izmailov; Solodov, 2010).

Nesse sentido, Trelea (2003) apresentou uma análise de convergência do PSO. No
estudo, os parâmetros foram divididos por intervalos e, matematicamente, as fórmulas
foram analisadas de forma iterativa. Apesar de que, o estudo foi realizado com um
enxame de uma partícula, generalizando, entende-se que em uma faixa de valores dos
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parâmetros, o PSO converge, porém não se garante a qualidade da solução.
A definição de convergência para os AEMO’s mais utilizada na literatura é a capaci-

dade do algoritmo em chegar na solução do problema (Chen; Zou; Xie, 2011). São poucos
os trabalhos que apresentem um estudo formal, como (He; Lin, 2016), que propõe a taxa
de convergência média assintótica.

Com o crescente número de trabalhos em torno do tema de convergência de AEMO’s,
podemos citar algoritmos como: o Detecção de Convergência Online (Online Convergence
Detection, OCD) (Wagner; Trautmann; Naujoks, 2009) e Detecção de Convergência Of-
fline (Offline Convergence Detection, OFCD) (Trautmann et al., 2008). Esses algoritmos
têm o objetivo de indicar o ponto de convergência de um AEMO, utilizam indicado-
res para quantificar características das soluções e realizam cálculos estatísticos em torno
desses valores para indicar se o algoritmo convergiu.

O ponto de convergência é o instante em que o algoritmo convergiu e, consequente-
mente, é um ponto de parada para o algoritmo. Entende-se por ponto de parada, um
instante da execução do algoritmo em que se identifica, pela observância de alguma ca-
racterística, que não é mais interessante manter ele executando. Por exemplo, identificar
um ponto de parada através da identificação da estagnação. Portanto, um ponto de
convergência pode ser utilizado como um ponto de parada para um algoritmo. Porém,
um ponto de parada não pode ser utilizado como um ponto de convergência, pois não
necessariamente a convergência está sendo observada.

2.4.1 Algoritmo Detecção de Convergência Online

Para ajudar na análise de convergência dos algoritmos, o algoritmo Detecção de Con-
vergência Online (Online Convergence Detection, OCD) foi elaborado objetivando iden-
tificar o ponto de convergência de um AEMO enquanto o mesmo está sendo executado.
O algoritmo propõe que ao final de cada geração, um teste estatístico seja realizado para
determinar se o algoritmo convergiu. O teste estatístico usa um ou mais indicadores.
No Algoritmo 5 é apresentado a versão do OCD em que é utilizado o hipervolume (Zitz-
ler; Thiele, 1998) para avaliação do estado do algoritmo. Tal versão é apresentada em
(Wagner; Trautmann, 2010), denominada OCD-HV.

Os parâmetros do OCD-HV são 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡, 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛, 𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛 e 𝑟𝑒𝑓 . 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡 é o
limite de variação, que é usado com o valor do indicador hipervolume para determinar
a convergência do algoritmo em análise. A quantidade de gerações a ser considerada
na análise de convergência é chamada 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛. O número máximo de gerações do
algoritmo analisado é o 𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛 e 𝑟𝑒𝑓 é o ponto de referência usado para calcular o
valor do hipervolume. A lógica por trás do OCD-HV é encontrada nas linhas 3 a 12. Na
linha 5, o conjunto fronteira 1 (𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡_1) da população na respectiva geração é calculado.
As linhas 7 e 8 mostram o cálculo do valor do indicador hipervolume (procedimento
PHv). 𝐻𝑣𝑖 é o valor do indicador hipervolume da i-ésima geração. −→

𝐻𝑣 são os valores
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Algoritmo 5 OCD-HV
Require: 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡

𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛
𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛
𝑟𝑒𝑓

1: 𝛼 = 0, 05
2: 𝑖 = 0
3: repeat
4: 𝑖 = 𝑖 + 1
5: Obter 𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡_1 of i-th geração do AEMO
6: if 𝑖 > 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛 then
7: 𝐻𝑣𝑖 = 𝑃𝐻𝑣(𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡_1𝑖, 𝑟𝑒𝑓)
8:

−→
𝐻𝑣 = (𝑃𝐻𝑣(𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡_1𝑖−𝑛𝑃 𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛, 𝑟𝑒𝑓), . . . , 𝑃𝐻𝑣(𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡_1𝑖−1, 𝑟𝑒𝑓))

9:
−−−→
𝐷𝐻𝑣 = (|𝐻𝑣𝑖 − 𝐻𝑣𝑖−𝑛𝑃 𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛|, . . . , |𝐻𝑣𝑖 − 𝐻𝑣𝑖−1|)

10: 𝑝𝐶ℎ𝑖2(𝑖) = 𝐶ℎ𝑖2(−−−→
𝐷𝐻𝑣, 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡)

11: end if
12: until (𝑝𝐶ℎ𝑖2(𝑖) ≤ 𝛼) ∧ (𝑝𝐶ℎ𝑖2(𝑖 − 1) ≤ 𝛼) ∨ 𝑖 = 𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛
13: Parar o AEMO
14: return o critério de finalização (𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛 ou teste estatístico) e 𝑖 (o número da

geração em que o AEMO foi finalizado)

do indicador hipervolume das últimas 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛 gerações. Na linha 9, a diferença dos
valores do indicador hipervolume das últimas 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛 gerações e o valor do indicador
hipervolume da 𝑖-ésima geração é calculada e o resultado é armazenado em −−−→

𝐷𝐻𝑣. Na
linha 10, o teste de variância estatística 𝜒2 (Sheskin, 2007) é executado (procedimento
Chi2) para testar se a variância de −−−→

𝐷𝐻𝑣 é menor que 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡. Se o valor 𝑝 do teste de
variação 𝜒2 for menor que o 𝛼 definido em duas gerações consecutivas, o OCD-HV conclui
a convergência do AEMO.

2.4.2 Indicadores

A comparação da qualidade de uma solução de problemas de um objetivo é simples,
basta verificar a solução melhor avaliada. Porém em problemas multiobjetivo, a compa-
ração não se mostra tão simples. Os AEMO’s mais difundidos na literatura, por exemplo
NSGA2 e SPEA2, se baseiam nas definições de dominância e nas fronteiras de Pareto
para formar uma solução.

Aplicando as definições de dominância de Pareto, apresentadas na Seção 2.1, o al-
goritmo gera um conjunto de soluções não dominadas, que chamamos de conjunto de
aproximação, e é a dificuldade de comparação desses conjuntos que motivou o surgimento
dos indicadores de qualidade (Audet et al., 2021).

Definição 4 (Indicadores de qualidade) Seja 𝐴 um conjunto de aproximação, um in-
dicador de qualidade 𝐼𝑄𝑥 é um método que associa 𝐴 a um valor numérico 𝑦, de forma a
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representar alguma característica de 𝐴 em número.

𝐼𝑄𝑥(𝐴) = 𝑦 (11)

É comum a utilização de um ponto de referência na definição de um indicador. Trata-
se de um ponto a ser escolhido que é dependente do problema e da definição do indicador,
sendo determinante no valor resultante. A definição do ponto de referência é importante,
pois, já que interfere no cálculo, uma escolha ruim pode interferir na análise, determinando
conclusões incorretas (Naujoks; Hochstrate; Emmerich, 2005).

Existem os mais diversos indicadores de qualidade na literatura e, na sequência, lista-
mos alguns.

❏ Hipervolume (HV) (Zitzler; Thiele, 1998): o volume entre um ponto de referên-
cia e o conjunto de aproximação formado no espaço objetivo, sendo que, o ponto de
referência é, comumente, definido como o pior ponto conhecido do respectivo pro-
blema, incrementado de um valor de segurança (Naujoks; Hochstrate; Emmerich,
2005). Hipervolume é definido pela Equação 12.

𝐻𝑉 (𝐴, 𝑍) = 𝜆𝑟

⎛⎝ ⋃︁
𝑎∈𝐴

[𝑎, 𝑍]
⎞⎠ (12)

em que 𝐴 é o conjunto de aproximação, Z é o ponto de referência (𝑍 ∈ R𝑟), sendo
que para todo 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ≤ 𝑍 e 𝜆𝑟 é a medida Lebesgue m-dimensional (Audet et al.,
2021).

❏ Generational Distance (GD) (Veldhuizen, 1999): é a média do somatório da
distância de cada elemento do conjunto de aproximação 𝐴 ao elemento mais próximo
do ponto de referência 𝑍, que deve ser definido como a solução ótima do problema
analisado, para o caso de problemas com solução conhecida, ou como a melhor
solução conhecida, para o caso de problemas em aberto, acrescido de um valor de
segurança. GD é definido pela Equação 13.

𝐺𝐷(𝐴, 𝑍) =
(

|𝐴|∑︀
𝑖=1

𝑑𝑝
𝑖 )1/𝑝

|𝐴|
(13)

em que 𝑑𝑖 é a distância euclideana de um elemento de 𝐴 ao elemento mais próximo
de 𝑍 e, geralmente, 𝑝 = 2 (Veldhuizen, 1999).

❏ Inverse Generational Distance (IGD) (Coello; Sierra, 2004): é a média do
somatório da distância de cada elemento do ponto de referência 𝑍 ao elemento mais
próximo do conjunto de aproximação 𝐴. A definição do ponto de referência para
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esse indicador é análoga à definição do ponto de referência do GD. IGD é definido
pela Equação 14.

𝐼𝐺𝐷(𝐴, 𝑍) =
(

|𝑍|∑︀
𝑖=1

𝑑𝑝
𝑖 )1/𝑝

|𝑍|
(14)

em que 𝑑𝑖 é a distância euclideana de um elemento de 𝑍 ao elemento mais próximo
de 𝐴 e, geralmente, 𝑝 = 2 (Audet et al., 2021).

Indicadores, inicialmente criados para medir e comparar a qualidade de conjuntos de
aproximação, também são utilizados para acompanhar a evolução do algoritmo e Deb e
Jain (2002) citam a importância de realizar essa análise a cada geração. Essa proposta
foi evoluída e o conceito de indicadores de progresso aborda essa narrativa.

Definição 5 (Indicadores de progresso) Um indicador de progresso 𝐼𝑃𝑥 é um método
que qualifica determinado algoritmo a cada geração para avaliar a evolução do mesmo, ou
seja, o progresso. (Martí et al., 2010)

Ao contrário dos indicadores de qualidade, que visam observar somente características
do conjunto de aproximação, os indicadores de progresso não delimitam o que analisar.
Nesse sentido, os indicadores propostos nesta pesquisa se enquadram nessa definição, pois
são indicadores que analisam a evolução do algoritmo a cada geração, não utilizando
necessariamente o conjunto de aproximação.

2.5 Revisão da Literatura

O aumento no número de pesquisas sobre convergência de algoritmos evolutivos pode
ser devido ao fato delas permitirem caracterizar melhor algoritmos a fim de especificar a
qual classe de problema um determinado algoritmo é bem aplicado (Deb; Jain, 2002). Isso
pode ajudar no ajuste fino da parametrização (Bansal; Gopal; Nagar, 2018) ou identificar
os critérios de parada. No estudo de Abouhawwash, Seada e Deb (2017), é apresentado
uma linha do tempo que descreve o foco das pesquisas relacionadas com AEMO’s, mos-
trando justamente que as pesquisas sobre convergência podem ser consideradas o foco
atual. Segundo os autores, o primeiro foco foi implementar algoritmos para resolver
problemas multiobjetivos, Multiobjective Genetic Algorithm (MOGA) (Fonseca; Fleming,
1993) e Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) (Srinivas; Deb, 1994) são
exemplos desse tema. Algoritmos que incluem estratégia de elitismo para manter solu-
ções não dominadas na população constituem o segundo foco, como o NSGA2 (Deb et al.,
2002), Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA) (Zitzler; Thiele, 1999) e SPEA2
(Zitzler; Laumanns; Thiele, 2001). Depois disso, o foco foi implementar algoritmos para
problemas de muitos objetivos, como o Multiobjective Evolutionary Algorithm based on
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Decomposition (MOEA/D) (Zhang; Li, 2007) e o Non-dominated Sorting Genetic Algo-
rithm 3 (NSGA3) (Deb; Jain, 2014; Jain; Deb, 2014). O último foco relatado descrevem
dois temas que foram mais explorados. O primeiro está relacionado à convergência e o
segundo diz respeito à integração de AEMO’s com os tomadores de decisão.

A importância da convergência não é discutida na literatura, pois é assumida como
um aspecto inerente aos algoritmos de otimização. Como citado por Derrac et al. (2014),
uma técnica, ao ser apresentada, deve considerar a convergência. Outras características
importantes a serem analisadas em um AE são eficiência, aplicabilidade em diferentes
domínios e diversidade (Derrac et al., 2014). A importância dos estudos que analisam a
convergência é citada por Bansal, Gopal e Nagar (2018) e um dos motivos é para ajustar os
parâmetros do algoritmo. Nesse sentido, He e Lin (2016) apresentaram uma métrica para
medir a velocidade de convergência de um AE, através de um cálculo baseado na média
da aptidão dos indivíduos da população. Tal medida pode auxiliar na comparação entre
as convergências dos AE’s. Um outro estudo que observa a velocidade de convergência,
foi elaborado por González-Álvarez, Vega-Rodríguez e Rubio-Largo (2014), que mede a
quantidade de avaliações do algoritmo até que uma boa solução seja alcançada, na qual
uma boa solução é definida como sendo uma solução com hipervolume maior do que uma
porcentagem do hipervolume da solução ótima.

A definição de convergência que é vista na literatura de AEMO é a capacidade do
algoritmo em alcançar a solução ótima (Chen; Zou; Xie, 2011), o que associa o estudo
de tal característica diretamente com a diversidade, seja a preservação da diversidade na
população, seja a diversidade do conjunto de aproximação, como pode ser visto em (Deb;
Jain, 2002; González-Álvarez; Vega-Rodríguez; Rubio-Largo, 2014; Liu et al., 2017). Essa
relação é destacada por alguns autores. Deb (2001) cita que o objetivo geral de um
AEMO é encontrar uma solução próxima da ótima e diversa o suficiente para cobrir toda
a fronteira de Pareto, preservando a diversidade da população. Liu et al. (2017) citam a
importância de se manter a diversidade da população para alcançar a convergência, res-
saltando que a maioria dos algoritmos são projetados com maior ênfase na convergência
do que na diversidade. González-Álvarez, Vega-Rodríguez e Rubio-Largo (2014) ressal-
tam a importância da diversidade da população ao comparar algoritmos considerando
a qualidade e a diversidade dos resultados e a quantidade de soluções encontradas pelo
algoritmo.

O estudo apresentado por Deb e Jain (2002) destaca a importância da convergência e
da diversidade de tal forma, que elege essas duas características para comparar quaisquer
conjuntos de aproximação funcionalmente, mesmo com alguma perda de informação na
comparação. Como apresentado pelos autores, é intuitivo que o uso de métricas em uma
quantidade menor do que o de objetivos torna a avaliação imprecisa (Deb; Jain, 2002).
Assim, os autores classificam a convergência e a diversidade como as principais métricas
em AEMO’s, as definindo como objetivos funcionais.
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Nesse cenário, em que a análise de convergência e de diversidade ganha importância,
a utilização de métricas para quantificar as características dos AEMO’s, como convergên-
cia e diversidade, é indispensável e a extensa utilização em estudos relacionados ao tema
comprova sua necessidade (Falcón-Cardona; Coello, 2019). Os já citados trabalhos de He
e Lin (2016) e González-Álvarez, Vega-Rodríguez e Rubio-Largo (2014) que apresentaram
métricas para medir a velocidade de convergência são exemplos de uso e necessidade. Po-
rém, o indicador de qualidade mais difundido entre as pesquisas é o hipervolume (Zitzler;
Thiele, 1998). Como definido na Seção 2.4.2, um indicador de qualidade quantifica em
um número real um conjunto de aproximação, através da análise de um ou mais aspectos
de qualidade (Li; Yao, 2019). Zitzler e Thiele apresentaram o hipervolume para medir a
performance de algoritmos. Com os avanços das proposições de novos indicadores e das
utilizações dessas medidas, o hipervolume se destacou por ser um indicador compatível
com o conceito de dominância de Pareto (Zitzler et al., 2003). Além disso, seu cálculo
tem características de convergência e de diversidade. Outros exemplos de indicadores
da literatura são: additive 𝜖 (Zitzler et al., 2003), Inverse Generational Distance modifi-
cado (IGD+) (Ishibuchi et al., 2015) e, os definidos na Seção 2.4.2, generational distance
(Veldhuizen, 1999) e inverse generational distance (Coello; Sierra, 2004).

A utilização dos indicadores pode ser aplicada para fazer comparações entre algoritmos
a fim de apresentar resultados em torno de uma característica medida e a fim de se
comparar conjuntos de aproximação (conjuntos de soluções não dominadas) resultantes
de AEMO’s, sendo que a maioria dos indicadores são para avaliar tais conjuntos (Deb;
Jain, 2002). Nesse sentido, a avaliação de AEMO’s com indicadores é estabelecida e, por
ser algoritmos multiobjetivos, a utilização de mais de um indicador é indicada (Deb; Jain,
2002). Não é possível determinar um número finito de indicadores para avaliar um AEMO
de 𝑚 objetivos, ou seja, são necessários, no mínimo, 𝑚 indicadores, para que não haja
perda de informação (Zitzler et al., 2003).

Com a crescente utilização de indicadores nas pesquisas sobre AEMO’s, processos de
coleta de evidências (Evidence Gathering Process, EGP) foram propostos para auxiliar
na decisão do ponto de parada de um algoritmo (Martí et al., 2010). Segundo os autores,
um AEMO necessita de um processo local (indicadores) e um processo global (EGP) para
determinar o ponto de parada de um algoritmo. O processo local quantifica características
do algoritmo a cada geração, enquanto o processo global combina essas informações locais
para fazer uma análise mais ampla, a fim de decidir sobre a parada do algoritmo (Martí et
al., 2010). São exemplos de EGP, Offline Convergence Detection (Trautmann et al., 2008)
e Online Convergence Detection (Wagner; Trautmann; Naujoks, 2009). EGP combinam
a utilização de um ou mais indicadores, considerando uma ou mais gerações e fazem uma
análise específica para determinar a parada de um AEMO (Wagner; Trautmann; Martí,
2011).

Nesse contexto, aplicando a utilização de indicadores para a detecção do ponto de
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convergência, os trabalhos de Trautmann et al. (2008), Wagner, Trautmann e Naujoks
(2009) e Trautmann et al. (2009) apresentaram dois EGP’s para indicar a convergência
de um AEMO. O primeiro, inicialmente chamado de Testing-based Runlength Detection
(TRD) (Trautmann et al., 2008) e posteriormente renomeado para Offline Convergence
Detection (OFCD) (Trautmann et al., 2009), retorna a geração de convergência de um
algoritmo. O segundo, Online Convergence Detection (OCD) (Wagner; Trautmann; Nau-
joks, 2009), foi desenvolvido para determinar quando um algoritmo converge utilizando
informações durante o processamento. Indicadores de qualidade são usados em ambos os
algoritmos, OFCD e OCD, como o hipervolume. A diferença entre eles é que, o OFCD
executa o algoritmo várias vezes para determinar a geração de convergência, enquanto o
OCD indica a convergência durante a execução do algoritmo. Portanto, o OFCD, através
de um experimento prévio, apresenta a geração de convergência para qualquer execução
de forma fixa e o OCD analisa cada execução durante o processamento. Uma outra ver-
são do OCD é apresentado no trabalho de Wagner e Trautmann (Wagner; Trautmann,
2010), o OCD-HV, simplificando os testes estatísticos e utilizando somente o hipervolume
como indicador. A simplificação deve-se ao fato da utilização de somente um indicador,
ao contrário da versão clássica, que faz o uso de três indicadores.

A identificação do ponto de convergência pode ser aplicado como ponto de parada
para um AEMO. Porém, em alguns casos, é melhor obter uma boa solução com um custo
computacional muito menor do que gastar um tempo consideravelmente maior para ob-
ter uma solução ligeiramente superior (González-Álvarez; Vega-Rodríguez; Rubio-Largo,
2014). Outra possibilidade para critério de parada é identificar se o algoritmo não tem
mais possibilidades de melhorar a solução atual (Trautmann et al., 2009), ou seja, iden-
tificar se entrou em um estado de estagnação (Martí et al., 2016). Além desse, pode-se
verificar se uma solução obtida é satisfatória, identificar se o método é incapaz de conver-
gir, ou se o custo computacional aplicado é suficiente (Martí et al., 2016).

Na análise de convergência, a utilização de indicadores de qualidade é intuitiva, visto
que suas definições se confundem, ou seja, ambos observam aspectos do conjunto de
aproximação. Em relação à definição de um ponto de parada para o algoritmo, por ser uma
questão mais ampla, os indicadores de progresso também são utilizados. Os indicadores
de progresso, diferentemente dos indicadores de qualidade, objetivam avaliar a evolução
do algoritmo, seja com o conjunto de aproximação, seja com outro aspecto do algoritmo
medido a cada geração (Martí et al., 2010). Não existe consenso quanto a denominação da
medida efetuada nesse cenário em que se avalia a evolução do algoritmo. Por exemplo, os
autores apresentam dois indicadores em (Deb; Jain, 2002), um de convergência e outro de
diversidade, ressaltando a importância de se analisar toda a evolução do algoritmo, não
somente seu resultado final. Assim, os indicadores apresentados se encaixam na definição
de indicadores de progresso, porém Deb e Jain denominaram de métricas de performance.
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2.6 Considerações Finais

Observamos que a utilização de AE’s em problemas complexos, como o MOFJSP,
é alta e que os trabalhos que apresentam algoritmos para tratar o problema não fazem
análises sobre a convergência do algoritmo. Por outro lado, vários trabalhos que estudam a
convergência e a diversidade apresentam a importância dessas características. No próximo
capítulo, a proposta de três indicadores para auxiliar no estudo da convergência são
apresentados, além de dois algoritmos evolutivos multiobjetivo.
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Capítulo 3
Convergência e Ponto de Parada de

AEMO’s

No capítulo anterior foi discutida a importância do estudo da convergência de AEMO’s,
que está relacionado ao ponto de parada de um algoritmo. Assim, é essencial entender a
evolução e o comportamento do algoritmo para atingir a solução e não somente observar
a qualidade da solução final.

A proposta apresentada neste trabalho, que consiste de dois indicadores para estudo da
evolução ou comportamento de AEMO’s e um indicador para se observar a convergência
a partir da estabilidade dos indivíduos no espaço de soluções, teve origem empírica, isto
é, a partir de observações do comportamento do algoritmo DIPSO (descrito na seção
2.3.4). Para efetivar as conclusões dos experimentos iniciais, dois novos algoritmos foram
projetados, SEDA e SEDASI, que se juntaram ao DIPSO. Assim como o anterior, esses
novos algoritmos também foram concebidos para tratar o MOFJSP. Os experimentos
com esses três algoritmos mostraram a necessidade de se propor novos indicadores para
entender os seus comportamentos, principalmente o do DIPSO, no qual o OCD-HV não
foi capaz de determinar o ponto de melhor resultado do algoritmo.

Assim, foram propostos dois novos indicadores que permitem deduzir, probabilistica-
mente, se o algoritmo possui condições de melhorar o conjunto de aproximação:

❏ Taxa de Concentração (Concentration Rate, CR): porcentagem de indivíduos da
população que estão referenciadas no conjunto de aproximação;

❏ Taxa de Diversidade (Diversity Rate, DR): porcentagem de indivíduos gerados em
determinada geração, em relação ao tamanho da população, que são posições do
espaço de busca ainda desconhecidas pelo algoritmo.

A proposta desses indicadores permitiu identificar probabilisticamente que DIPSO
ainda possuía condições de melhorar seu conjunto de aproximação no ponto de conver-
gência apresentado por OCD-HV, ou seja, mostrou que o nível de atividade de DIPSO
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após o ponto de convergência permitia identificar novas soluções não dominadas no espaço
de busca.

Os experimentos realizados para analisar os AEMO’s utilizando CR e DR identificaram
que, se os indicadores permitem deduzir a possibilidade de um AEMO melhorar seu
conjunto de aproximação, podem identificar um bom ponto de parada. Assim, baseado
nesses resultados, foi proposto um algoritmo para identificar o ponto de parada de um
AEMO utilizando CR e DR, o algoritmo de Parada por Falta de Atividade (PFA).

Paralelamente, com o intuito de melhorar o ponto de convergência identificado pelo
OCD-HV, um novo indicador foi proposto. Trata-se do Indicador de Estabilidade no
Espaço de Soluções (Stability in Solution Space, 𝑆3).

Portanto, na seção 3.1 deste capítulo apresentaremos os indicadores CR, DR, 𝑆3 e o
algoritmo PFA, que tratam sobre convergência e ponto de parada de um AEMO. Na seção
3.2, os algoritmos SEDA e SEDASI são apresentados, que são algoritmos multiobjetivo
propostos para tratar o MOFJSP.

3.1 Novos Indicadores

A necessidade de avaliar o comportamento de AEMO’s foi identificada pelo experi-
mento descrito na seção 4.2. Os resultados mostraram que a estabilidade identificada pelo
OCD-HV no espaço objetivo pode não ser o melhor ponto para apresentar uma solução.
Nesse sentido, indicadores que permitam identificar se um AEMO possui possibilidade de
melhorar seu conjunto de aproximação são úteis. Para esse fim, foram propostos os indica-
dores Taxa de Concentração (Concentration Rate, CR) e Taxa de Diversidade (Diversity
Rate, DR). Além disso, outra necessidade apresentada no estudo é a de possibilitar a iden-
tificação de um ponto de convergência mais próximo da melhor solução que o algoritmo
consegue buscar. Nesse sentido, o indicador de Estabilidade no Espaço de Soluções (Sta-
bility in Solution Space, 𝑆3) foi proposto para que, associado ao OCD, possa atender tal
finalidade. Nas seções seguintes, esses três indicadores, CR, DR e 𝑆3, serão apresentados.

3.1.1 Taxa de Concentração

A movimentação realizada na população dentro do espaço de busca por técnicas como
AE’s e IE pode levar os indivíduos da população a se concentrarem em uma região restrita
do espaço de busca. Esse comportamento dos algoritmos iterativos baseados em população
aumenta a dificuldade em identificar novas posições no espaço de busca, pois quanto
maior a concentração, menor a quantidade de informações disponíveis para se chegar em
um ponto melhor do espaço de busca. Nesse sentido, identificar o nível de concentração
da população, a cada geração, pode nos informar se tal algoritmo está em condições de
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continuar a melhorar a solução. Assim, com base nessa ideia, a Taxa de Concentração
(Concentration Rate, CR), para cada geração 𝑖, é definida pela Equação 15.

𝐶𝑅𝑖(𝑆𝑖, 𝑃 ) = |𝑆𝑖|
|𝑃 |

(15)

em que 𝑃 é a população, 𝑆𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑃 |𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑟(𝑥)) ∈ 𝐴𝑖}, sendo 𝑥 uma
solução, 𝑓(𝑥) é a tupla que contém os valores de cada função objetivo 𝑓𝑖(𝑥), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 𝐴𝑖

é o conjunto de aproximação e 𝑟 é a dimensão do espaço objetivo. Daí, |𝑃 | é o tamanho
da população e |𝑆𝑖| é o número de soluções cujas tuplas de valores de funções objetivo
estão no conjunto de aproximação 𝐴𝑖.

Analisando CR, tem-se que: 1) quanto maior o valor de CR, maior a quantidade
de indivíduos no conjunto de aproximação; 2) Quanto menor o valor de CR, menor a
concentração da população dentro do conjunto de soluções não dominadas; 3) 𝐶𝑅𝑖 = 1
indica que toda a população está no conjunto de aproximação; 4) quanto maior o número
de gerações, maior tende a ser o valor de CR. Entretanto, não se pode afirmar, de forma
geral, que para um número grande de gerações, CR seja 1. Essa situação depende de
outras condições no algoritmo como, por exemplo, elitismo e aleatoriedade baixa.

Para embasar essa análise de CR, a qual afirma que, quanto maior o CR, menor a pro-
babilidade de um AEMO conseguir melhorar o conjunto de aproximação, as Tabelas 1 e 2
apresentam dados estatísticos de um experimento com DIPSO processando quinze vezes
cada problema do benchmark de Kacem, Hammadi e Borne (2002). Nessas tabelas, cada
coluna representa um intervalo de valores de CR, ou seja, a coluna [0, 0.1] apresenta infor-
mações sobre o experimento quando CR está no intervalo representado. Todos os números
representados nos intervalos, que possuem casas decimais, serão apresentados utilizando
o separador ‘ . ’ (ponto), pois a notação de intervalos utilizam a ‘ , ’ (vírgula) para
separação dos valores. Os dados estatísticos apresentados são a relação da quantidade de
incremento do conjunto de aproximação do DIPSO pela quantidade de gerações em que
o algoritmo permaneceu com tais faixas de valores de CR. Nesse sentido, a informação do
problema KC 4×5 para o intervalo [0, 0.1] de CR representa que, de todas as gerações em
que DIPSO permaneceu com valores de CR nesse intervalo, houve melhora do conjunto
de aproximação em 88, 2% delas. Os números apresentados não são médias, ou seja, é um
somatório de todas as execuções. O algoritmo foi configurado com oitocentas gerações
em cada execução, portanto são um total de doze mil gerações. A contabilização descon-
sidera a primeira geração, pois é a geração em que o primeiro conjunto de aproximação é
determinado. A Tabela 1 apresenta os dados em porcentagem e a Tabela 2 apresenta os
dados em valores absolutos.

Os dados da Tabela 1 mostram a clara tendência de baixo incremento conforme o
aumento de CR. No problema mais simples, KC 4×5, o momento de maior atividade
do algoritmo se concentra com 𝐶𝑅 <= 0, 3. No problema mais complexo, KC 15×10,
esse momento concentra-se com 𝐶𝑅 <= 0, 4. A relação (quantidade de incremento no
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Tabela 1 – Dados Estatísticos em Porcentagem da Evolução do DIPSO - CR

Problema [0, 0.1] (0.1, 0.2] (0.2, 0.3] (0.3, 0.4] (0.4, 0.5] (0.5, 0.6] (0.6, 0.7] (0.7, 0.8] (0.8, 1]
KC 4x5 88,2% 42,5% 22,2% 1% 1,6% 1,2% 0,1% 0% -
KC 8x8 89,9% 29,1% 3,3% 1,1% 0,8% 0,8% 0,9% 0,9% -
KC 10x7 85,8% 36,8% 2,1% 1,4% 0,8% 0,4% 0% - -
KC 10x10 84,1% 45,7% 21,7% 1,3% 0,6% 0,6% 0,5% 6,3% -
KC 15x10 83,8% 41,9% 11,2% 7% 2,7% 0,7% 1,6% 0% -

Tabela 2 – Dados Estatísticos em Absoluto da Evolução do DIPSO - CR

Problema [0, 0.1] (0.1, 0.2] (0.2, 0.3] (0.3, 0.4] (0.4, 0.5] (0.5, 0.6] (0.6, 0.7] (0.7, 0.8] (0.8, 1]
KC 4x5 142/161 17/40 8/36 5/510 88/5505 56/4820 1/911 0/2 0/0
KC 8x8 533/593 50/172 36/1079 36/3294 37/4430 12/1446 8/856 1/115 0/0
KC 10x7 436/508 63/171 38/1778 48/3471 26/3384 7/1988 0/685 0/0 0/0
KC 10x10 498/592 74/162 31/143 16/1216 35/6277 16/2817 4/762 1/16 0/0
KC 15x10 1128/1346 235/561 147/1313 121/1738 90/3275 20/2788 15/953 0/11 0/0

conjunto de aproximação pela quantidade de gerações) apresentada na Tabela 2 mos-
tra que há um volume grande de gerações no intervalo (0.2, 0.7], observado pelas colu-
nas (0.2, 0.3], . . . , (0.6, 0.7], e o incremento no conjunto de aproximação tende a diminuir
conforme CR aumenta. Portanto, nesse experimento, há evidências estatísticas de que
conforme CR aumenta, o nível de atividade de DIPSO diminui.

3.1.2 Taxa de Diversidade

Quando iniciado, um algoritmo baseado em população distribui seus indivíduos pelo
espaço de busca. Na geração seguinte, uma nova quantidade de posições no espaço de
busca são determinadas e assim ocorre até que o algoritmo seja finalizado. Obviamente,
na primeira geração todas as posições são novas (ainda não visitadas pelo algoritmo).
Na segunda geração, não necessariamente e, quanto mais gerações forem efetivadas pelo
algoritmo, maior a probabilidade de posições do espaço de busca se repetirem. E quanto
mais posições repetidas forem acessadas, ou quanto menos posições novas forem buscadas,
menor é a condição do algoritmo de melhorar a solução. Nesse contexto, a Taxa de
Diversidade (Diversity Rate, DR) é definida como sendo a porcentagem, em relação à
população, de posições novas acessadas em determinada geração. A Equação 16 define
formalmente DR, para cada geração 𝑖.

𝐷𝑅𝑖(𝑃𝑖) = |𝑛𝑒𝑤(𝑃𝑖, 𝑖)|
|𝑃𝑖|

(16)

em que 𝑃𝑖 é a população da geração 𝑖 e 𝑛𝑒𝑤(𝑃𝑖, 𝑖) é o conjunto das novas soluções encon-
tradas em 𝑃𝑖, assim 𝑛𝑒𝑤(𝑃𝑖, 𝑖) = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑘, com 0 < 𝑘 < 𝑖 e, considerando 𝑃𝑖 e 𝑃𝑘 como
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conjuntos, 𝑃𝑖 − 𝑃𝑘 é a diferença entre a população da geração atual e as populações das
gerações anteriores, isto é, até a geração 𝑖 − 1.

Conforme definição, temos: 1) quanto maior o valor de DR, maior a possibilidade do
algoritmo encontrar soluções não dominadas; 2) quanto menor o valor de DR, menor a
possibilidade do algoritmo encontrar uma solução não dominada; 3) 𝐷𝑅𝑖(𝑃𝑖) = 0 indica
que o algoritmo não acessou nenhuma posição nova do espaço de busca na geração 𝑖; 4)
𝐷𝑅𝑖(𝑃𝑖) = 1 indica que todas as posições do espaço de busca acessadas na geração 𝑖 são
novas. Em relação ao comportamento de DR na evolução do algoritmo, tem-se que: seja
𝑘 o número de gerações executadas por um algoritmo e considerando um espaço de busca
finito, podemos concluir que, para um 𝑘 suficientemente grande, 𝐷𝑅𝑘(𝑃𝑘) = 0 (Equação
17).

lim
𝑘→∞

𝐷𝑅𝑘(𝑃𝑘) = 0 (17)

Para exemplificar as afirmações sobre DR, as Tabelas 3 e 4 são apresentadas, as quais
são análogas às Tabelas 1 e 2 e foram elaboradas através do mesmo experimento. Os dados
apresentados na Tabela 3 mostram a tendência de uma quantidade menor de incremento
do conjunto de aproximação, com DR menores. No problema KC 10×7 não há atividade
com 𝐷𝑅 ≤ 0, 3, sendo que a maior concentração dos incrementos acontece com 𝐷𝑅 > 0, 6.
Generalizando, com 𝐷𝑅 ≤ 0, 2 a atividade apresentada por DIPSO é pequena, sendo que
houve incremento do conjunto de aproximação somente nos problemas KC 4×5 e KC
8×8. A Tabela 4, mostra que a atividade de incremento do conjunto de aproximação,
com 𝐷𝑅 ≤ 0, 2, foi considerável somente no problema KC 4×5, pois no problema KC
8×8 foi somente um incremento em 157 gerações que foram executadas com DR nesse
intervalo. Assim, a respectiva tabela mostra a queda de efetividade do algoritmo com
valores menores de DR. Assim, podemos afirmar que, nesse experimento, DIPSO apresenta
o comportamento de quanto menor o valor de DR, menor a probabilidade de melhorar o
conjunto de aproximação.

Tabela 3 – Dados Estatísticos em Porcentagem da Evolução do DIPSO - DR

Problema [0, 0.1] (0.1, 0.2] (0.2, 0.3] (0.3, 0.4] (0.4, 0.5] (0.5, 0.6] (0.6, 0.7] (0.7, 0.8] (0.8, 0.9] (0.9, 1]
KC 4x5 0% 0,8% 1,7% 2,2% 7,4% 28,6% 61,8% 94,7% 100% 100%
KC 8x8 - 0,6% 0,9% 0,9% 0,4% 0,9% 2,7% 53,6% 90,2% 88,5%
KC 10x7 - 0% 0% 0,1% 0,4% 1% 1,7% 26,2% 87,9% 93,3%
KC 10x10 - 0% 0,4% 0,4% 0,3% 0,7% 2,9% 60,2% 82,8% 26,7%
KC 15x10 - - 0,9% 1,3% 1% 2% 6,5% 37% 74,1% 100%

3.1.3 Aplicação de CR e DR

Os indicadores CR e DR foram propostos para identificar o nível de atividade durante a
evolução de um AEMO. Além disso, ambos podem determinar uma menor probabilidade
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Tabela 4 – Dados Estatísticos em Absoluto da Evolução do DIPSO - DR

Problema [0, 0.1] (0.1, 0.2] (0.2, 0.3] (0.3, 0.4] (0.4, 0.5] (0.5, 0.6] (0.6, 0.7] (0.7, 0.8] (0.8, 0.9] (0.9, 1]
KC 4x5 0/274 46/5785 78/4673 21/946 6/81 14/49 34/55 72/76 31/31 15/15
KC 8x8 0/0 1/157 15/1728 22/2522 6/1623 27/3093 51/1909 393/733 175/194 23/26
KC 10x7 0/0 0/20 0/1169 1/1690 6/1363 30/3004 54/3255 331/1262 182/207 14/15
KC 10x10 0/0 0/3 4/1116 11/2647 8/3008 21/3226 32/1091 354/588 241/291 4/15
KC 15x10 0/0 0/0 6/633 33/2543 19/1852 42/2119 96/1484 927/2505 617/833 16/16

de um algoritmo melhorar sua solução e, nesse contexto, podem ser utilizados com o
objetivo de identificar um ponto de parada para um AEMO.

3.1.3.1 Observando o Nível de Atividade de um AEMO

Como exposto nas seções anteriores, CR se aproximando de 1 e DR de 0 indicaria que
o algoritmo possui uma probabilidade baixa de melhorar seu conjunto de aproximação,
mas não necessariamente pode acontecer. A explicação é devido ao fato de que há várias
características que podem influenciar nesse comportamento. No caso de CR, como já
citado, a falta de elitismo e, no caso de DR, um problema com espaço de busca muito
grande e com um número insuficiente de gerações. Para esboçar o comportamento desses
indicadores, os gráficos de CR e DR são apresentados na Figura 3 e foram construídos a
partir das médias dos respectivos valores do experimento citado nas Seções 3.1.1 e 3.1.2.
Em todos esses exemplos, CR não se aproxima de 1 e DR não se aproxima de 0.

Apesar desse fato, CR e DR representam dois aspectos que caracterizam o nível de
atividade de um AEMO. Então, ao entender que o algoritmo não chegará nos valores
máximo, para o CR, e mínimo, para o DR, é indicado realizar um estudo prévio que
estime o máximo e o mínimo atingido por tais indicadores. Sugere-se um experimento
com execuções em que se observará CR e DR. Para cada execução realizada, coleta-se o
maior CR e o menor DR. Ao fim de todas as execuções, determina-se 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚 como
sendo as médias de todos os respectivos valores coletados. A utilização da denominação
𝐶𝑅𝑀 faz referência à média do valor máximo de CR e 𝐷𝑅𝑚 à média do valor mínimo.
Assim, entende-se que, para um dado algoritmo e um dado problema, tendo o número de
gerações especificado, 𝐶𝑅𝑖 = 𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑖 = 𝑦, 𝐷𝑅𝑚 ≤ 𝑦 ≤ 1. Nesse sentido,
ao realizar uma análise do algoritmo com base nos indicadores propostos, utiliza-se 𝐶𝑅𝑀

e 𝐷𝑅𝑚 para observar o quão próximo ele está do local com a menor probabilidade de
evoluir a população.

3.1.3.2 Identificando um Ponto de Parada com CR e DR

Conforme apresentado, CR e DR permitem estimar o nível de atividade de um AEMO.
Nesse sentido, é razoável concluir que podem estimar um ponto de parada para um algo-
ritmo, sendo que esse ponto tende a ser aquele de menor atividade. Para tal, o Algoritmo
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(a) KC 4×5

(b) KC 10×7

(c) KC 15×10

Figura 3 – Gráficos de CR e DR - DIPSO
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6, denominado de algoritmo de Parada por Falta de Atividade (PFA), é apresentado
e seu objetivo é efetuar a parada de um AEMO quando CR e DR ultrapassar limites
pré-determinados. PFA possui quatro parâmetros: 1) AEMO, que é o algoritmo a ser
analisado; 2) erro, que possui valor padrão de 0,05 e tem a função de suavizar a regra de
parada do algoritmo permitindo que valores próximos aos estabelecidos sejam considera-
dos; 3) 𝐶𝑅𝑀 ; 4) 𝐷𝑅𝑚. Os parâmetros 3 e 4 são identificados como apresentado na seção
anterior e são os limites considerados para a análise.

Algoritmo 6 PFA
Require: 𝐴𝐸𝑀𝑂

𝐶𝑅𝑀

𝐷𝑅𝑚

𝑒𝑟𝑟𝑜 = 0, 05
1: 𝑀𝐴𝑋_𝐿𝐼𝑀𝐼𝑇𝐸 = 5
2: 𝐶𝑅′

𝑀 = 𝐶𝑅𝑀 − 𝑒𝑟𝑟𝑜
3: 𝐷𝑅′

𝑚 = 𝐷𝑅𝑚 + 𝑒𝑟𝑟𝑜
4: 𝑐𝑟0 = 0
5: 𝑑𝑟0 = 𝐷𝑅′

𝑚 + 0, 1
6: 𝑔𝑒𝑛 = 0
7: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 = 0
8: while 𝑔𝑒𝑛++ < 𝐴𝐸𝑀𝑂.𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 && 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 < 𝑀𝐴𝑋_𝐿𝐼𝑀𝐼𝑇𝐸

do
9: 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 = 𝐴𝐸𝑀𝑂.𝑒𝑥𝑒𝑐𝑢𝑡𝑎𝑟𝐺𝑒𝑟𝑎𝑐𝑎𝑜()

10: 𝑐𝑟𝑔𝑒𝑛 = CR( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜.𝑆𝑔𝑒𝑛, 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
11: 𝑑𝑟𝑔𝑒𝑛 = DR( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
12: if 𝑐𝑟𝑔𝑒𝑛 > 𝐶𝑅′

𝑀 && 𝑑𝑟𝑔𝑒𝑛 < 𝐷𝑅′
𝑚 then

13: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎++
14: else
15: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 = 0
16: end if
17: end while
18: 𝐴𝐸𝑀𝑂.𝑝𝑎𝑟𝑎𝑟()
19: return 𝑔𝑒𝑛, 𝑐𝑟𝑔𝑒𝑛, 𝑑𝑟𝑔𝑒𝑛

O algoritmo PFA, nas linhas de 1 a 7 inicializa as variáveis utilizadas no processo
iterativo de análise a cada geração. Na primeira linha, a constante 𝑀𝐴𝑋_𝐿𝐼𝑀𝐼𝑇𝐸 é
definida com o valor 5 e indica a quantidade necessária de gerações consecutivas que os
limites devem ser atingidos. Nas linhas 2 e 3, 𝐶𝑅′

𝑀 e 𝐷𝑅′
𝑚 são inicializados, sendo que

são os valores dos parâmetros, 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚, considerando o parâmetro 𝑒𝑟𝑟𝑜 (subtraído
no caso de 𝐶𝑅𝑀 e acrescido no caso de 𝐷𝑅𝑚). O objetivo dessa modificação é possibilitar
a aproximação do algoritmo a esses valores, pois 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚 são médias. Nas linhas 4
e 5, 𝑐𝑟0 e 𝑑𝑟0 são inicializados, de forma que não interfiram na análise da geração 0. Na
linha 6, o contador de gerações 𝑔𝑒𝑛 é inicializado e, na linha 7, a variável 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎

é inicializada com 0 e é utilizada para armazenar a quantidade de vezes que CR e DR
ultrapassaram seus respectivos limites consecutivamente durante a análise. Nas linhas
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de 8 a 17, uma geração do AEMO é executada (linha 8), os valores de 𝑐𝑟 e 𝑑𝑟 são
calculados (linhas 9 e 10) e, na linha 12, é verificado se os valores calculados de 𝑐𝑟 e
𝑑𝑟 ultrapassaram seus limites simultaneamente, 𝐶𝑅′

𝑀 (limite superior) e 𝐷𝑅′
𝑚 (limite

inferior), respectivamente. Caso ultrapassaram, 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 será incrementado e,
caso não ultrapassaram, o 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 recebe o valor 0, para garantir a contagem
consecutiva. Na linha 7, a condição de parada é testada, a qual monitora o número de
gerações limite do AEMO e o número de vezes em que 𝑐𝑟 e 𝑑𝑟 ultrapassaram seus limites,
de forma simultânea e consecutiva, através da variável 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎. Caso o limite
de gerações ou o limite de 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎 sejam atingidos, PFA determina a parada do
algoritmo na linha 18 e retorna os valores dos indicadores CR e DR da última geração
executada, junto com o número da respectiva geração.

Por fim, ressalta-se que PFA é baseado nos dados estatísticos que foram apresentados
nas Tabelas 1, 2, 3 e 4, que mostram estatisticamente o baixo incremento do conjunto de
aproximação, conforme CR aumenta e DR diminui.

3.1.4 Indicador de Estabilidade no Espaço de Soluções

O indicador de Estabilidade no Espaço de Soluções (Stability in Solution Space, 𝑆3)
é calculado pela média da soma euclideana das distâncias entre as soluções, ordenadas
por algum critério, do conjunto de aproximação no espaço de soluções. A observação
única de um valor de 𝑆3 nos mostra uma ideia de cobertura do espaço. Quanto maior seu
valor mais soluções presentes no conjunto e mais espalhadas elas estão. Entretanto, ao
medirmos em gerações consecutivas nos permite observar se há estabilidade no conjunto
de aproximação, ou seja, se não estão ocorrendo alterações em tal conjunto. A Equação
18 apresenta o cálculo de 𝑆3:

𝑆3(𝑆 ′
𝑖) =

|𝑆′
𝑖|∑︀

𝑘=1

√︃
𝑠∑︀

𝑦=0
(𝑆 ′

𝑖[𝑘].𝑦 − 𝑆 ′
𝑖[𝑘 − 1].𝑦)2

|𝑆𝑖|
(18)

em que 𝑆𝑖 = {𝑥|𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑟(𝑥)) ∈ 𝐴𝑖}, 𝑆 ′
𝑖 é o conjunto 𝑆𝑖 ordenado por

algum critério, 𝑟 é a dimensão do espaço objetivo, 𝑖 é a geração, 𝑠 é a dimensão do espaço
de soluções, 𝑓(𝑥) é o vetor de objetivos formado por 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑟(𝑥), as funções
objetivo, e 𝑦 é cada dimensão do espaço de soluções.

𝑆3 é utilizado no algoritmo OCD, para indicar a convergência através da estabilidade
apresentada pela sequência dos valores desse indicador. Para exemplificar tal uso, a Figura
4 apresenta o gráfico do 𝑆3 no problema K 4×5 executado por DIPSO no experimento
citado nas seções 3.1.1 e 3.1.2. No gráfico, observa-se a estabilização com pequenas
variações após algumas gerações. Isto ocorre, por causa que a diversidade no espaço
de soluções é alta, de modo que a curva não apresente estabilidade em um único valor.
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Figura 4 – Gráfico de 𝑆3 no problema KC 4×5 - DIPSO

Porém, o OCD utiliza um teste estatístico (seção 2.4.1) para identificar a estabilidade, o
qual aceita uma determinada variância.

3.2 Algoritmos para o FJSP

Nesta seção, os algoritmos implementados para agregar ao estudo da convergência
são apresentados. O primeiro, denominado SEDA, é um EDA e o segundo, SEDASI,
é um EDA híbrido com inteligência de enxame. Ambos os algoritmos são AEMO’s e
foram desenvolvidos para tratar o MOFJSP. A escolha do problema se justifica pela
complexidade, pela possibilidade de aplicação no mundo real e pelo interesse em efetuar
um quadro comparativo com DIPSO, algoritmo implementado para tal problema.

3.2.1 Representação do Indivíduo

Existem várias representações de um indivíduo para o FJSP com AE’s. Cheng, Gen
e Tsujimura (1996) mostraram algumas possibilidades para problemas de escalonamento
usando um AG, sendo que essas representações podem ser usadas com o EDA ou com o
PSO (aqui chamado de partícula) para tratar o FJSP (ou o MOFJSP). Gen, Tsujimura
e Kubota (1994), Ling-li, Feng-Xing e Xiao-hong (2009), Xiao-hong, Ling-li e Yue-wen
(2010), Wang et al. (2010) e Carvalho e Fernandes (2014) utilizaram a representação
baseada em operações e devido à possibilidade de recuperação imediata do escalonamento
e simplicidade de cálculo de aptidão, neste estudo, essa representação foi adotada.

Na representação baseada em operações, um indivíduo é composto de dois vetores
com tamanho 𝑁 (total de operações), 𝑋𝑜𝑝 e 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ. 𝑋𝑜𝑝 contém a sequência de execução
de cada job, para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, e cada operação do job é representada pelo inteiro 𝑗 que
corresponde ao job. Assim, as operações 𝑛𝑗 do 𝑗𝑡ℎ job são representadas por 𝑛𝑗 posições
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em 𝑋𝑜𝑝 com valor 𝑗. O primeiro 𝑗 em 𝑋𝑜𝑝 indica a primeira operação, e o último 𝑗 indica
a última operação do job 𝑗. Cada posição do vetor 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ contém um valor 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,
que indica a máquina na qual a operação da posição correspondente a 𝑋𝑜𝑝 é executada.

Na Figura 5, um exemplo dessa representação é apresentado para um problema com
𝑛 = 6 e 𝑚 = 7, em que cada job possui duas operações.

𝑋𝑜𝑝: 5 1 1 3 4 2 5 3 6 2 4 6
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 7 3 1 3 4 2 5 2 4 2 5 6

Figura 5 – Representação do Indivíduo

3.2.2 SEDA: Um Simples Algoritmo de Estimativa de Distri-
buição

O Algoritmo de Estimativa de Distribuição Simples (Simple Estimation of Distribution
Algorithm, SEDA) foi proposto para tratar o FJSP multiobjetivo (MOFJSP) considerando
a minimização dos três objetivos, makespan (M), carga de trabalho total das máquinas
(Total Workload, TW) e carga de trabalho máxima (Workload, W). O SEDA trata o
MOFJSP em duas etapas. Na primeira, determina qual máquina é responsável por realizar
cada operação e, na segunda, constrói uma ordem de execução das operações. Ambas
as etapas são baseadas em uma matriz de probabilidade (MP). A construção da MP é
baseada na contagem de ocorrências, utilizando a ideia básica do EDA, que determina
a construção do modelo probabilístico através do número de aparições dos elementos em
um conjunto de elite.

3.2.2.1 Modelo Probabilístico

O modelo probabilístico do SEDA é formado pela MP, que contém as informações
probabilísticas das associações entre operações e máquinas. O conjunto de indivíduos
considerados na construção da MP é formado pelos indivíduos melhores avaliados (Elitist
Set, ES) e o tamanho do conjunto é determinado pelo parâmetro Tamanho do Elitismo
(Elitism Amount, EA).

A MP é formada contando a quantidade de aparições de cada associação formada pela
operação do job e pela máquina, tal associação foi denominada de Operação por Máquina
(OPM). Cada linha 𝑖 da MP representa uma operação do job em específico e cada coluna
𝑗 representa uma máquina. Assim, a posição 𝑖×𝑗 de MP indica a quantidade de aparições
que a 𝑜𝑝[𝑖] × 𝑚𝑎𝑐ℎ[𝑗] possui em ES, em que 𝑜𝑝[𝑖] é a operação representada pela linha 𝑖

e 𝑚𝑎𝑐ℎ[𝑗] é a máquina representada pela coluna 𝑗. Essa operação simples dá origem ao
nome do algoritmo, já que a ideia da MP é baseada apenas no ato de contar.
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Na Figura 6, um exemplo de ES é apresentado, sendo um vetor de 5 posições e o
problema associado possui 𝑛 = 3 jobs e 𝑚 = 5 máquinas, em que cada job contem duas
operações. Na Figura 7, um exemplo de uma MP é apresentado, se baseando no ES da
Figura 6. Nesse exemplo, podemos observar que a linha 1 representa a operação 1 do job
1 (Op 1.1) e que houveram três associações de Op 1.1 com a máquina 1 (ES[0], ES[1],
ES[2]), uma com a máquina 4 (ES[3]) e 5 (ES[4]) e nenhuma com as demais.

3.2.2.2 Mecanismo de Atualização

Em cada processo de atualização da população do algoritmo SEDA, todos os indivíduos
que não estão presentes em ES são substituídos. Portanto, a cada geração do SEDA, são
gerados a quantidade de 𝑃𝑂𝑃 −𝐸𝐴 indivíduos para atualizar a população, em que 𝑃𝑂𝑃

é o parâmetro que indica o tamanho da população. A geração de novos indivíduos ocorre
em duas etapas: associar cada operação do job a uma máquina e sequenciar as operações.

Na primeira etapa, o SEDA utiliza uma roleta para realizar a atribuição das máquinas
às operações dos jobs e construir as associações OPM. O processo usa a MP para montar
as probabilidades de escolha para a roleta. Por exemplo, usando as probabilidades da
MP da Figura 7, a possibilidade da Op. 1.1 ser associada à máquina 1 seria 0, 6, para ser
associada à máquina 4 ou 5 seria 0, 2 e para ser associada à máquina 2 ou 3 seria 0. Essas
probabilidades são usadas na roleta e determinam as OPM’s de maneira probabilística.
Esse processo termina quando todas as operações dos jobs tiverem uma máquina associ-

ES[ 0 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 3 2 3 2 ES[ 3 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 2 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 2 1 1 3 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 3 4 2 2 5 1

ES[ 1 ] = 𝑋𝑜𝑝: 2 3 1 2 1 3 ES[ 4 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 3 2 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 4 3 1 5 2 1 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 5 3 2 1 5 3

ES[ 2 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 1 2 3 1 3

Figura 6 – Exemplo de ES para gerar uma MP

Máquina 1 2 3 4 5
Op 1.1 3 0 0 1 1
Op 1.2 0 5 0 0 0
Op 2.1 1 1 1 1 1
Op 2.2 0 0 3 0 2
Op 3.1 1 1 3 0 0
Op 3.2 5 0 0 0 0

Figura 7 – Exemplo de uma MP
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ada, criando um indivíduo temporário (IT) sem nenhuma ordem definida nas operações
dos jobs. Para executar a segunda etapa, o Algoritmo 7 é utilizado.

Algoritmo 7 Ordernar Operações
Require: 𝐼𝑇

𝑀𝑃
𝐸𝑆

1: repeat
2: 𝐸_𝑂𝑃𝑀 = roleta( 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠, probabilidades( 𝑀𝑃 , 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠 ) )
3: 𝑆𝐸𝑆 = subConjunto( 𝐸𝑆, 𝐸_𝑂𝑃𝑀 )
4: 𝐸_𝑆𝐸𝑆 = sortea( 𝑆𝐸𝑆 )
5: 𝑝 = posicao( 𝐸_𝑆𝐸𝑆.𝑋𝑜𝑝, 𝐸_𝑂𝑃𝑀 )
6: ordenar( 𝐸_𝑆𝐸𝑆.𝑋𝑜𝑝, 𝑝, 𝐼𝑇.𝑋𝑜𝑝 );
7: until fimOrdenacao( 𝐼𝑇 )
8: return 𝐼𝑇 /* ordenado */

As linhas de 1 a 7 são executadas até a ordenação finalizar. Na linha 2, uma roleta
é construída e o sorteio probabilístico é realizado para selecionar uma 𝑂𝑃𝑀 de 𝐼𝑇 . As
probabilidades utilizadas para construir a roleta são aquelas definidas em MP. A 𝑂𝑃𝑀

sorteada é armazenada em 𝐸_𝑂𝑃𝑀 . Na linha 3, um subconjunto de 𝐸𝑆 é formado
com todos indivíduos que possuem a associação 𝐸_𝑂𝑃𝑀 e atribuído a 𝑆𝐸𝑆 e então,
na linha 4, uma associação de 𝑆𝐸𝑆 é sorteada (𝐸_𝑆𝐸𝑆). As linhas 5 e 6 são para
efetivar parcialmente a ordenação de 𝐼𝑇 . Primeiro, na linha 5, a posição da operação
da associação sorteada no passo anterior 𝐸_𝑂𝑃𝑀 em 𝐸_𝑆𝐸𝑆.𝑋𝑜𝑝 é identificada e, na
linha seguinte, a ordenação de todas as operações com posição igual ou menor do que 𝑝

é copiada de 𝐸_𝑆𝐸𝑆.𝑋𝑜𝑝 para 𝐼𝑇.𝑋𝑜𝑝. Esse processo de ordenação das operações não
altera as associações definidas anteriormente. A linha 7 verifica se a ordenação de 𝐼𝑇

está finalizada, caso não estiver, as linhas de 1 a 7 são executadas novamente. As novas
iterações não consideram as operações já ordenadas, ou seja, a repetição desses passos
não altera a ordenação de iterações anteriores.

As Figuras 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 e 16 apresentam um exemplo de ordenação de
um indivíduo, sendo que a primeira iteração é representada pelas Figuras 8, 9, 10, 11 e
12. A segunda iteração é representada pelas Figuras 13, 14, 15 e 16. Nesse exemplo, para
indicar uma operação será utilizado o modelo <job>.<operação>, assim, a operação 2.3
é a operação 3 do job 2. Na Figura 8, os parâmetros do algoritmo são apresentados: 1) o
indivíduo 𝐼𝑇 com as associações entre operações e máquinas, 𝑂𝑃𝑀𝑠, já realizadas; 2) a
matriz de probabilidade, 𝑀𝑃 , definida pelo exemplo da Figura 7; e, 3) o conjunto elitista,
𝐸𝑆, que deu origem à 𝑀𝑃 .

No primeiro passo, Figura 9, a linha 2 do algoritmo é executada. Assim, uma roleta
é criada para selecionar uma associação 𝑂𝑃𝑀 , com as probabilidades, definidas pela
𝑀𝑃 , de cada associação do indivíduo 𝐼𝑇 . Todas as associações estão disponíveis para
seleção, pois, nenhuma delas foi ordenada. Portanto, a operação 1.1, que está associada
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à maquina 1 (posição 0 dos vetores 𝑋𝑜𝑝 e 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ de 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠), possui o valor 3, linha
1 e coluna 1 da 𝑀𝑃 ; a operação 1.2, que está associada à maquina 2 (posição 1 dos
vetores 𝑋𝑜𝑝 e 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ de 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠), possui o valor 5, linha 2 e coluna 2 da 𝑀𝑃 . Os
outros valores para formação da roleta seguem a mesma lógica. Identificado cada valor
para formação da roleta, as probabilidades de seleção de cada associação é apresentada.
Dessa forma, a operação 1.1 possui a probabilidade 0, 15 de ser selecionada e a operação
1.2 possui a probabilidade 0, 25. Efetuando a execução da roleta, a associação escolhida
foi a da posição 1 de 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠, que está em negrito na figura. Assim, 𝐸_𝑂𝑃𝑀 receberá
a 𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠[1], que é a operação 1.2.

O segundo passo, Figura 10, apresenta a execução da linha 3 do algoritmo. Nessa
linha, o conjunto 𝑆𝐸𝑆 é definido com todos os indivíduos do conjunto elitista 𝐸𝑆 que
possuem a associação 𝐸_𝑂𝑃𝑀 . Dessa forma, na figura é apresentado o conjunto 𝑆𝐸𝑆

com os indivíduos que possuem a associação 𝐸_𝑂𝑃𝑀 , definida no passo anterior, que
está destacada em negrito em todos os indivíduos.

O terceiro passo, Figura 11, apresenta a execução das linhas 4 e 5 do algoritmo. Na
linha 4, um sorteio aleatório é realizado para escolher um indivíduo do conjunto 𝑆𝐸𝑆.
Portanto, na figura é apresentado o resultado de um sorteio hipotético para definir a
escolha do indivíduo de 𝑆𝐸𝑆, o atribuindo à variável 𝐸_𝑆𝐸𝑆, sendo que tal sorteio re-
sultou no indivíduo de índice 4. Ainda nesse passo, a identificação do índice da associação
𝐸_𝑂𝑃𝑀 em 𝐸_𝑆𝐸𝑆 é realizada e atribuída a 𝑝 (linha 5 do algoritmo). No exemplo, a
associação 𝐸_𝑂𝑃𝑀 está em negrito e está na posição 2, portanto 𝑝 = 2.

O último passo dessa iteração, linha 6 do algoritmo, é apresentado na Figura 12, em
que é realizada a cópia da ordenação das operações de 𝐸_𝑂𝑃𝑀 para 𝐼𝑇 , do índice 0
até o índice 𝑝 = 2. As operações ordenadas em tais índices de 𝐸_𝑂𝑃𝑀 são: 1.1 (índice
0), 3.1 (índice 1) e 1.2 (índice 2). Como nenhuma operação foi ordenada em 𝐼𝑇 , toda

IT.OPMs = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 2 2 3 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 4 3 3 1

MP = exemplo da Figura 7

ES[ 0 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 3 2 3 2 ES[ 3 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 2 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 2 1 1 3 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 3 4 2 2 5 1

ES[ 1 ] = 𝑋𝑜𝑝: 2 3 1 2 1 3 ES[ 4 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 3 2 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 4 3 1 5 2 1 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 5 3 2 1 5 3

ES[ 2 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 1 2 3 1 3

Figura 8 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Parâmetros
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IT.OPMs = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 2 2 3 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 4 3 3 1

Ordenado? N N N N N N

Roleta = Contagem: 3 5 1 3 3 5
Probabilidades: 0,15 0,25 0,05 0,15 0,15 0,25

E_OPM = IT.OPMs[ 1 ] = Operação 1.2, Máquina 2

Figura 9 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 1, Passo 1

SES[ 0 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 3 2 3 2 SES[ 3 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 2 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 2 1 1 3 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 3 4 2 2 5 1

SES[ 1 ] = 𝑋𝑜𝑝: 2 3 1 2 1 3 SES[ 4 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 3 2 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 4 3 1 5 2 1 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 5 3 2 1 5 3

SES[ 2 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 1 2 3 1 3

Figura 10 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 1, Passo 2

E_SES = SES[ 4 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 3 2 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 5 3 2 1 5 3
p = 2

Figura 11 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 1, Passo 3

a ordenação é copiada, como pode ser visto no exemplo apresentado pela figura, com
destaque em negrito.

IT.OPMs = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 2 2 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 3 2 4 3 1

Ordenado? S S S N N N

Figura 12 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 1, Passo 4

O exemplo continua na Figura 13, que apresenta o primeiro passo da segunda iteração,
linha 2 do Algoritmo 7. Dessa forma, uma roleta é criada, como na iteração anterior,
porém considerando apenas as associações de IT.OPMs que ainda não foram ordenadas,
índices 3, 4 e 5. A execução hipotética da roleta resulta no valor 4 e, portanto, 𝐸_𝑂𝑃𝑀 =
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IT.OPMs = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 2 2 3
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 3 2 4 3 1

Ordenado? S S S N N N

Roleta = Contagem: - - - 1 3 5
Probabilidades: - - - 0,11 0,33 0,56

E_OPM = IT.OPMs[ 4 ] = Operação 2.2, Máquina 3

Figura 13 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 2, Passo 1

𝐼𝑇.𝑂𝑃𝑀𝑠[4], operação 2.2 associada à máquina 3, em negrito na figura.
No passo 2, Figura 14, o conjunto 𝑆𝐸𝑆 é definido com os elementos de 𝐸𝑆 que possuem

a 𝐸_𝑂𝑃𝑀 definida no passo anterior (linha 3 do algoritmo).

SES[ 0 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 3 2 3 2 SES[ 2 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 3 2 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 2 1 1 3 𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 5 3 2 1 5 3

SES[ 1 ] = 𝑋𝑜𝑝: 3 1 1 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 1 2 3 1 3

Figura 14 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 2, Passo 2

No passo 3, Figura 15, o sorteio de um indivíduo de 𝑆𝐸𝑆 é realizado, resultando
no indivíduo 𝑆𝐸𝑆[0], sendo esse atribuído a 𝐸_𝑆𝐸𝑆 (linha 4 do algoritmo). Como a
associação 𝐸_𝑂𝑃𝑀 está na posição 5 de 𝐸_𝑆𝐸𝑆, 𝑝 = 5 (linha 5 do algoritmo).

E_SES = SES[ 0 ] = 𝑋𝑜𝑝: 1 1 3 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 2 2 1 1 3
p = 5

Figura 15 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 2, Passo 3

O passo 4, Figura 16, apresenta a cópia da ordenação de 𝐸_𝑆𝐸𝑆 para 𝐼𝑇 das opera-
ções que estão entre os índices 0 e 𝑝 = 5, desconsiderando àquelas que já foram ordenadas.
Desse modo, as operações 2.1, 3.2 e 2.2 são ordenadas em 𝐼𝑇 , como pode ser visto em
destaque de negrito na figura. Com a execução dessa iteração, todas as operações foram
ordenadas e o processo se encerra.

3.2.2.3 SEDA - Pseudocódigo

Aplicando os procedimentos apresentados anteriormente ao EDA formamos o SEDA,
apresentado no Algoritmo 8. São parâmetros para o algoritmo, o tamanho da população
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IT.OPMs = 𝑋𝑜𝑝: 1 3 1 2 3 2
𝑋𝑚𝑎𝑐ℎ: 1 3 2 4 1 3

Ordenado? S S S S S S

Figura 16 – Exemplo de ordenação de um indivíduo - Iteração 2, Passo 4

(𝑃𝑂𝑃 ), o número máximo de gerações (𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁) e o tamanho do conjunto de elite
ES (𝐸𝐴).

Algoritmo 8 SEDA
Require: 𝑃𝑂𝑃

𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁
𝐸𝐴

1: 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 = inicializarPopulacao( 𝑃𝑂𝑃 )
2: 𝑔𝑒𝑛 = 0
3: while 𝑔𝑒𝑛++ < 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 do
4: calcularAptidao( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
5: 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑠[] = classificarFronteiras( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
6: 𝐸𝑆 = selecionarMelhores( 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑠, 𝐸𝐴 )
7: 𝑀𝑃 = construirMP( 𝐸𝑆 )
8: 𝑛𝑜𝑣𝑜𝑠𝐼𝑛𝑑𝑠 = gerarIndividuos( 𝑀𝑃 , 𝑃𝑂𝑃 − 𝐸𝐴 )
9: 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 = 𝐸𝑆 + 𝑛𝑜𝑣𝑜𝑠𝐼𝑛𝑑𝑠

10: end while
11: calcularAptidao( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
12: return classificarFronteiras( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )[ 1 ]

As primeiras linhas de SEDA são para inicializar a população de tamanho 𝑃𝑂𝑃 ale-
atoriamente (linha 1) e o contador de gerações 𝑔𝑒𝑛 (linha 2). Entre as linhas 3 e 10,
o processo iterativo de evolução do algoritmo é definido. O primeiro método executado
nesse processo, linha 4, é para fazer o cálculo da aptidão. Como SEDA foi construído
para tratar o MOFJSP, esse cálculo é realizado por meio das Equações 2, 3 e 4, referen-
tes aos objetivos considerados no problema. No passo 5, a população é classificada em
fronteiras usando o conceito de não dominância de Pareto e, no passo 6, o conjunto de
elite 𝐸𝑆 é selecionado na população, para que, no passo 7, o modelo probabilístico seja
construído. A seleção dos melhores elementos é realizada através das fronteiras (𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑠)
definidas no passo 5. Quando não for possível selecionar todos os elementos de uma fron-
teira para formar o 𝐸𝑆, a seleção será feita aleatoriamente. Isto pode ocorrer devido
ao tamanho do 𝐸𝑆, que é limitado pelo parâmetro 𝐸𝐴. No passo 8, novos indivíduos
são criados através do mecanismo de atualização, definido anteriormente, que faz uso do
modelo probabilístico (MP). Por fim, no passo 9, a população é atualizada com a nova
formação que contempla o conjunto 𝐸𝑆 e os novos indivíduos, ou seja, os indivíduos que
não foram selecionados para 𝐸𝑆 são substituídos. Esse processo iterativo é realizado até
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que o número de gerações, definido pelo parâmetro 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 , seja atingido. Na linha
11, a aptidão é calculada novamente para que, linha 12, SEDA retorne a fronteira 1 da
população recém atualizada.

3.2.2.4 SEDA com Inteligência de Enxame

A definição de inteligência de enxame (IE) é baseada no compartilhamento do conhe-
cimento entre os indivíduos de uma população para a resolução de um problema (Seção
2.3). Uma possibilidade de implementação da IE é o modelo global (𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡), quando uma
partícula (ou indivíduo) acessa informações de todos os vizinhos. Portanto, a partir do
conhecimento de cada partícula do enxame, o melhor global é identificado e todas as
partículas tem conhecimento dessa informação. Esse é o modelo adotado pelo DIPSO, o
qual armazena um conjunto de melhores posições conhecidas pelo enxame, ao invés de
uma, e utiliza essas informações para atualizar a posição de cada partícula. Fazendo uma
analogia com o SEDA, temos que esse utiliza informações de um conjunto elitista para
realizar a descoberta de uma nova posição. Assim, pode-se contemplar mais informações
do que as melhores posições conhecidas pelo algoritmo, pois o tamanho de tal conjunto é
determinado por um parâmetro. Além disso, os novos indivíduos que são criados substi-
tuem apenas os indivíduos que não fazem parte do conjunto elitista, enquanto no DIPSO
todas as partículas atualizam a posição.

Nesse sentido, o processo evolutivo de SEDA foi alterado baseando-se no do DIPSO.
A proposta foi implementar a IE no SEDA, criando então o Algoritmo de Estimativa
de Distribuição Simples com Inteligência de Enxame (Simple Estimation of Distribution
Algorithm with Swarm Intelligence, SEDASI). As alterações aplicadas ao SEDA foram
trocar o conjunto elitista ES pelo conhecimento global da população mesclado com o
conhecimento específico de cada indivíduo e determinar que todos os indivíduos devem ser
substituídos no processo de atualização de posição da população. Assim, os conceitos de
DIPSO representados por 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡, conhecimento global, e 𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡, conhecimento local, foram
adaptados para serem aplicados na formação do modelo probabilístico, transformando o
SEDA em uma técnica híbrida, o SEDASI.

3.2.2.5 SEDASI - Pseudocódigo

Aplicando as alterações descritas, SEDASI é apresentado no Algoritmo 9. Como não
há mais o conjunto elitista 𝐸𝑆, o parâmetro 𝐸𝐴 deixa de ser necessário. Assim, os
parâmetros para o algoritmo se resumem ao tamanho da população (𝑃𝑂𝑃 ) e ao número
máximo de gerações (𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁).

Assim como no SEDA, nas primeiras linhas do SEDASI, a população e o contador
de gerações são inicializados. Além disso, 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 é inicializado como um conjunto vazio.
As linhas de 4 a 12 definem a evolução do algoritmo. Os dois primeiros passos são
o cálculo da aptidão e a classificação da população em fronteiras. Nas linhas 7 e 8,
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Algoritmo 9 SEDASI
Require: 𝑃𝑂𝑃

𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁
1: 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 = inicializarPopulacao( 𝑃𝑂𝑃 )
2: 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 = {}
3: 𝑔𝑒𝑛 = 0
4: while 𝑔𝑒𝑛++ < 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 do
5: calcularAptidao( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
6: 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑠[] = classificarFronteiras( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )
7: 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 = classificarFronteiras( 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑠[1], 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 )[ 1 ]
8: atualizar(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜.𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡[0 ≤ 𝑖 < 𝑃𝑂𝑃 ])
9: 𝑀𝑃 = construirMP( 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡, 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜.𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡[0 ≤ 𝑖 < 𝑃𝑂𝑃 ] )

10: 𝑛𝑜𝑣𝑜𝑠𝐼𝑛𝑑𝑠 = gerarIndividuos( 𝑀𝑃 , 𝑃𝑂𝑃 )
11: 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 = 𝑛𝑜𝑣𝑜𝑠𝐼𝑛𝑑𝑠
12: end while
13: return classificarFronteiras( 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 )[ 1 ]

𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 e 𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡 são atualizados. O conjunto 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 recebe o valor do conjunto de soluções
não dominadas entre o conjunto fronteira 1, calculado no passo anterior, e o conjunto
𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 atual. Os elementos 𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡 de cada indivíduo é determinado como sendo o indivíduo
melhor avaliado, comparando o valor atual do 𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡 e o indivíduo. O próximo passo é
construir o modelo probabilístico MP utilizando 𝑔𝐵𝑒𝑠𝑡 e o 𝑝𝐵𝑒𝑠𝑡 de cada indivíduo e criar
os novos indivíduos através da MP. Nesse passo são criados indivíduos em quantidade para
substituir a população, o que acontece na linha 11. Assim como em SEDA, esses passos
acontecem até que 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 seja alcançado e o conjunto fronteira 1 da população é
retornado.

3.3 Considerações Finais

Nesta seção foram apresentados os indicadores CR e DR, além de um método para
identificar um ponto de parada para AEMO’s, denominado PFA, que utiliza esses in-
dicadores. Um outro indicador, 𝑆3, foi apresentado para ser utilizado com o OCD, de
forma que o ponto de convergência de um AEMO seja determinado observando o espaço
de soluções. Além desses, dois AEMO’s foram propostos, SEDA e SEDASI, para tratar
o problema Job Shop Flexível. No próximo capítulo, os experimentos realizados para
verificar a efetividade dos indicadores e dos AEMO’s são apresentados e seus resultados
discutidos.
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Capítulo 4
Experimentos e Análise dos Resultados

Os experimentos que serão apresentados neste capítulo visam embasar a proposta dos
indicadores, CR, DR e 𝑆3, apresentados no capítulo anterior, além de verificar a eficiência
desses e dos algoritmos propostos, SEDA e SEDASI. Assim, de acordo com a finalidade,
foram realizados experimentos para:

❏ Verificação da eficiência dos algoritmos: experimentos realizados com SEDA e SE-
DASI tratando o FJSP a fim de comparar seus resultados com aqueles da literatura;

❏ Embasar a proposta dos indicadores: experimento em que se identificou a necessi-
dade de novos indicadores;

❏ Verificação da eficiência dos indicadores no FJSP: experimentos em que se aplicou
os indicadores propostos para se identificar um ponto de parada para os AEMO’s
DIPSO, SEDA, SEDASI, NSGA2 e SPEA2 tratando o FJSP;

❏ Verificação da eficiência dos indicadores em problemas e algoritmos clássicos: ex-
perimento análogo ao anterior, porém utilizando algoritmos multiobjetivo clássicos,
NSGA2 e SPEA2, com um benchmark clássico da literatura, o ZDT (sigla que refe-
rencia os nomes dos autores: Zitzler, Deb e Thiele) (Zitzler; Deb; Thiele, 2000).

Assim, a seção 4.1 apresenta o experimento a respeito dos algoritmos desenvolvidos,
SEDA e SEDASI. O experimento que motivou a criação dos indicadores é descrito na seção
4.2. Na seção 4.3, os experimentos para se identificar um ponto de parada para AEMO‘s
utilizando o FJSP com DIPSO, SEDA, SEDASI, NSGA2 e SPEA2 são apresentados e a
seção 4.4 descreve o experimento para identificar um ponto de parada para o NSGA2 e o
SPEA2, algoritmos clássicos da literatura, utilizando o benchmark ZDT.

4.1 SEDA e SEDASI

Os experimentos desta seção são dedicados a validar os resultados de SEDA e SE-
DASI e, a fim de analisar a eficiência desses algoritmos, seus resultados são comparados
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com algoritmos já conhecidos pela literatura. Os experimentos foram realizados em um
computador pessoal com processador Intel Core I7 (2GHz) e 8 GB de memória RAM,
sendo que os resultados apresentados são o conjunto de soluções não dominadas de todas
as soluções de trinta execuções independentes de cada problema.

4.1.1 SEDA - Experimentos e Análise dos Resultados

Para a realização dos experimentos com o algoritmo SEDA, os benchmarks de Kacem,
Hammadi e Borne (2002) (KC) e Brandimarte (1993) (BR) foram utilizados. Juntos,
constituem um conjunto de quinze problemas. As instâncias dos problemas KC são refe-
ridas como 𝑛×𝑚, em que 𝑛 e 𝑚 são, respectivamente, a quantidade de jobs e de máquinas.
Assim, os problemas KC utilizados são KC 4 × 5, KC 8 × 8, KC 10 × 7, KC 10 × 10 e KC
15 × 10. As instâncias dos problemas BR são designadas por BR Mk1, BR Mk2, . . ., BR
Mk10 e variam de 10 × 6 (BR Mk1) a 20 × 15 (BR Mk10).

Na Tabela 5, os parâmetros utilizados para as execuções dos problemas são apresenta-
dos. A coluna ‘Problema’ especifica o problema em que os parâmetros foram utilizados.
As demais colunas identificam os parâmetros do algoritmo. A coluna ‘POP’ é o tamanho
da população utilizado, ‘MAX_GEN’ é o número máximo de gerações e a coluna ‘EA’ é o
tamanho do conjunto elitista. A distinção aplicada aos parâmetros se deve ao fato de que
as instâncias de cada problema possuem características específicas. Assim, os valores dos
parâmetros foram empiricamente determinados, sendo que dez execuções do algoritmo,
variando os valores dos parâmetros, foram realizadas com cada configuração para verifi-
car seu comportamento e os resultados foram analisados usando as definições do Ótimo
de Pareto. Portanto, com base nos resultados obtidos, os valores dos parâmetros foram
determinados.

As Tabelas 6 e 7 apresentam os resultados dos experimentos do SEDA com as ins-
tâncias dos problemas KC e BR comparando com os algoritmos propostos em (Li; Pan;
Liang, 2010) (HTSA) e (Wang et al., 2013) (W1-EDA). O primeiro é um algoritmo que
muitos estudos usam para comparar resultados e o segundo é um EDA como o SEDA.
Nas tabelas, os resultados são apresentados agrupados por problema e algoritmo. Assim,
o problema é identificado em uma linha, subdividido em algoritmos na próxima linha
e, para cada algoritmo, as colunas ‘M’, ‘TW’ e ‘W’ são apresentadas indicando os va-
lores dos objetivos considerados para o MOFJSP, respectivamente, makespan, carga de
trabalho total e carga de trabalho máxima.

Os resultados apresentados pela Tabela 6 mostram que nos problemas KC, os algorit-
mos, SEDA, HTSA e W1-EDA, são equivalentes, pois, ao contabilizar todas as soluções
dos algoritmos, SEDA encontrou doze, HTSA onze e W1-EDA treze soluções e todas as
soluções são não dominadas. No entanto, nos resultados dos problemas BR apresentados
na Tabela 7, HTSA e W1-EDA encontraram dez soluções para todos os problemas BR,
enquanto SEDA encontrou 39 soluções, ou seja, SEDA apresentou 290% soluções a mais
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Tabela 5 – SEDA - Parâmetros

Problema 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 𝐸𝐴(%)
KC 4 × 5 200 30 70
KC 8 × 8 500 200 70
KC 10 × 7 400 200 70
KC 10×10 400 200 70
KC 15×10 800 200 70
BR Mk01 1000 100 70
BR Mk02 1000 100 70
BR Mk03 1000 150 70
BR Mk04 1000 100 70
BR Mk05 1000 100 70
BR Mk06 1000 200 70
BR Mk07 1000 100 70
BR Mk08 1000 100 70
BR Mk09 1000 200 70
BR Mk10 1000 200 70

do que os demais, HTSA e W1-EDA. Outra característica observada nos resultados é que
o makespan (M) e a carga de trabalho (W) são muito maiores em SEDA do que em HTSA
e W1-EDA. Uma razão para isso é que no SEDA não existem métodos de busca local e
no HTSA e W1-EDA existem, sendo que esses métodos observam o makespan.

Tabela 6 – Resultados do SEDA - KC

KC - 4 × 5 KC - 8 × 8
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 32 10 11 34 9 11 32 10 14 77 12 14 77 12 15 75 12
12 32 8 11 32 10 11 34 9 15 75 12 15 75 12 16 73 13

12 32 8 12 32 8
13 33 7

KC - 10 × 7 KC - 10 × 10
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 61 11 11 61 11 11 61 11 7 43 5 7 43 5 7 42 6
11 62 10 11 62 10 12 60 12 7 42 6 7 42 6 8 41 7

8 42 5 8 41 7 8 42 5
8 42 5

KC - 15 × 10
HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W
11 91 11 11 91 11 11 91 11
11 93 10 11 93 10
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Tabela 7 – Resultados do SEDA - BR

BR Mk01 BR Mk02
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
40 167 36 40 167 36 42 162 42 26 151 26 26 151 26 29 143 29

43 159 43 31 141 31
44 165 37 33 140 33

BR Mk03 BR Mk04
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
204 852 204 204 850 204 210 848 210 61 366 61 60 382 60 84 334 84

213 844 213 78 337 78
221 842 221
222 838 222
231 834 231
240 832 240
249 830 249
258 828 258

BR Mk05 BR Mk06
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
172 687 172 172 687 172 178 680 178 65 398 62 63 423 59 74 367 67

183 677 183 74 365 69
185 676 185 74 366 68
191 675 191 74 364 70
197 674 197
203 673 203
209 672 209

BR Mk07 BR Mk08
HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
140 695 140 140 685 140 151 667 151 523 2524 523 523 2524 523 542 2509 542

156 664 156 551 2504 551
162 659 162 560 2499 560
166 657 166 569 2494 569

578 2489 578
BR Mk09 BR Mk10

HTSA W1-EDA SEDA HTSA W1-EDA SEDA
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W

310 2294 301 309 2301 299 375 2273 299 214 2053 210 219 1992 201 265 1889 235
265 1901 222

Por outro lado, algoritmos como o de Wang, Wang e Liu (2013) (W2-EDA), Chiang e
Lin (2013) (SEA) e Carvalho (2015) (DIPSO) apresentam muito mais soluções do que o
SEDA. O primeiro é um EDA híbrido com operadores genéticos e busca local. O segundo
é um AE projetado para o MOFJSP, sendo que ambos usam conhecimento específico do
problema. O terceiro, como já descrito na seção 2.3.4, é um PSO híbrido. Os resultados
do W2-EDA estão na Tabela 8, que é análoga às Tabelas 6 e 7. Para aqueles problemas
que o algoritmo apresenta mais de onze soluções, o símbolo ‘...’ substituiu o restante das
soluções, mostrando que existem outras que não estão listadas. Ao comparar as soluções
do W2-EDA e do SEDA, observa-se que, além do número de soluções do W2-EDA serem
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Tabela 8 – W2-EDA (Wang; Wang; Liu, 2013) - Resultados

KC 4x5 KC 8x8 KC 10x7 KC 10x10 KC 15x10
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 32 10 14 77 12 11 61 11 7 42 6 11 91 11
11 34 9 15 75 12 11 62 10 8 41 7 11 93 10
12 32 8 16 73 13 12 60 12 8 42 5
13 33 7 16 77 11 7 43 5

BR Mk1 BR Mk2 BR Mk3 BR Mk4 BR Mk5
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
40 167 36 26 151 26 204 850 204 60 382 60 173 683 173
40 165 37 27 145 27 210 848 210 61 366 61 175 682 175
41 160 38 28 144 28 213 844 213 62 379 60 178 680 178
41 163 37 29 143 29 221 842 221 63 362 62 179 679 179
42 157 40 30 142 30 222 838 222 64 355 62 183 677 183
42 158 39 31 141 31 231 834 231 64 365 61 185 676 185
42 165 36 31 150 26 240 832 240 65 348 63 190 687 172
43 155 40 33 140 33 249 830 249 67 344 66 191 675 191
44 154 40 266 828 258 69 343 67 197 674 197
46 153 46 72 340 72 203 673 203
47 153 42 72 355 62 209 672 209

. . .

BR Mk6 BR Mk7 BR Mk8 BR Mk9 BR Mk10
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
63 423 59 139 693 139 523 2524 523 309 2301 299 224 1980 219
64 411 62 140 689 140 524 2519 524 311 2282 299 225 1976 211
65 405 62 143 683 143 533 2514 533 312 2278 306 233 1919 214
66 396 62 144 673 144 542 2509 542 313 2269 304 235 1895 255
69 376 63 150 669 150 551 2504 551 313 2273 302 235 1897 218
71 371 66 151 667 151 560 2499 560 314 2265 312 240 1905 215
71 390 62 153 664 156 569 2494 569 316 2279 299 240 1888 216
72 368 70 157 662 157 578 2489 578 318 2263 310 242 1913 214
72 370 68 161 660 161 587 2484 587 319 2277 299 246 1896 215
72 374 65 162 659 162 320 2255 315 252 1884 224
72 384 61 166 657 166 321 2256 312 256 1919 211

. . . . . . . . . . . .

superiores ao SEDA, também existem soluções do SEDA que são dominadas por soluções
do W2-EDA para os problemas BR Mk01, BR Mk06, BR Mk07, BR Mk09 e BR Mk10. O
conceito do SEDA é baseado no EDA, sem utilizar conhecimento do problema ou utilizar
métodos de outras técnicas, ou seja, SEDA é um EDA puro. O uso de conhecimento
específico, pesquisa local e operadores genéticos transformariam o algoritmo em uma
técnica híbrida.
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4.1.2 SEDASI - Experimentos e Análise dos Resultados

O experimento realizado para validar os resultados apresentados pelo SEDASI foi
baseado no experimento do SEDA, porém foi utilizado somente o benchmark KC. Na
Tabela 9 são apresentados os parâmetros utilizados, que são os mesmos do SEDA, exceto
pela exclusão do parâmetro EA que não foi utilizado nesse algoritmo.

Tabela 9 – SEDASI - Parâmetros

Problema 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 4 × 5 200 30
KC 8 × 8 500 200
KC 10 × 7 400 200
KC 10×10 400 200
KC 15×10 800 200

Os resultados determinados pelo SEDASI são apresentados na Tabela 10. Um com-
parativo é feito com os resultados dos algoritmos HTSA, W-EDA, SEDA e DIPSO. Essa
tabela é análoga às Tabelas 6 e 7, que apresentam os resultados de SEDA. Os resulta-
dos mostram que os algoritmos comparados são equivalentes, entretanto, SEDASI possui
duas soluções dominadas para os problemas KC 8 × 8 e KC 15 × 10, enquanto o DIPSO
possui apenas uma para o KC 15×10. Nos demais algoritmos não há soluções dominadas.
Apesar disso, SEDASI apresentou uma quantidade de soluções maior do que de SEDA.
Conforme apresentado, SEDA e SEDASI são similares, diferenciando-se pelo conjunto que
auxilia a evolução da população e pela quantidade de indivíduos que são substituídos, o
que nos leva a concluir que são os fatores determinantes para uma maior diversidade no
conjunto não dominado apresentado como solução.

4.2 Convergência: PSO, DIPSO, SEDA

Nesta seção, é apresentada uma análise de convergência considerando os algoritmos
PSO, DIPSO e SEDA. A escolha desses algoritmos foi baseada no fato de que o PSO e o
EDA possuem uma convergência rápida (Zhang et al., 2009) (Mühlenbein; Paaß, 1996),
além de que DIPSO é um PSO híbrido que lida com a convergência prematura do PSO.
Assim como SEDA e SEDASI, DIPSO foi projetado para tratar o MOFJSP, portanto,
neste experimento os algoritmos são aplicados para tratar esse problema. Para auxiliar,
o OCD foi utilizado para identificar o ponto de convergência dos algoritmos. Assim, um
comparativo será apresentado com o conjunto de aproximação, hipervolume e geração
de tais informações, a fim de traçar um perfil evolutivo de cada técnica. Os pontos de
referência para o cálculo do hipervolume foram determinados por um experimento em que
se executou cada problema dez vezes com cada algoritmo. Para cada problema, o pior
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Tabela 10 – Resultados do SEDASI - KC

KC 4 × 5
HTSA W-EDA SEDA DIPSO SEDASI

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 32 10 11 34 9 11 32 10 11 32 10 11 32 10
12 32 8 11 32 10 11 34 9 11 34 9 11 34 9

12 32 8 12 32 8 12 32 8 12 32 8
13 33 7 13 33 7 13 33 7

KC 8 × 8
HTSA W-EDA SEDA DIPSO SEDASI

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
14 77 12 14 77 12 15 75 12 14 77 12 14 77 12
15 75 12 15 75 12 16 73 13 15 75 12 15 75 12

16 73 13 16 73 13
16 77 11 17 77 11

KC 10 × 7
HTSA W-EDA SEDA DIPSO SEDASI

M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 61 11 11 61 11 11 61 11 11 61 11 11 61 11
11 62 10 11 62 10 12 60 12 11 62 10 11 62 10

12 60 12 12 60 12
KC 10 × 10

HTSA W-EDA SEDA DIPSO SEDASI
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
7 43 5 7 43 5 7 42 6 7 42 6 7 42 6
7 42 6 7 42 6 8 41 7 7 43 5 8 41 7
8 42 5 8 41 7 8 42 5 8 41 7 8 42 5

8 42 5 8 42 5
KC 15 × 10

HTSA W-EDA SEDA DIPSO SEDASI
M TW W M TW W M TW W M TW W M TW W
11 91 11 11 91 11 11 91 11 12 91 11 12 91 11
11 93 10 11 93 10

valor encontrado de cada objetivo foi coletado separadamente, sendo acrescido de uma
margem de dez por cento, formando o ponto de referência do respectivo problema.

O PSO é um algoritmo evolutivo baseado na inteligência de enxame e é um algoritmo
para a otimização de problemas de domínio contínuo. Por outro lado, o FJSP é um
problema de domínio discreto e, portanto, para tratar o FJSP com o PSO, é necessário
adaptar ou o PSO ou o problema, seção 2.3.2. Portanto, para realizar o experimento com
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o PSO, o FJSP foi modificado para ser interpretado como um problema de domínio con-
tínuo e uma função (baseada na operação de módulo) foi implementada para transformar
um valor de domínio contínuo em um valor de domínio discreto, a fim de representar a
partícula como uma solução do problema. Essa função valida a posição resultante (jobs,
operações dos jobs e número de máquinas) e, se necessário, modifica a posição para que
ela se torne uma solução válida para o FJSP. Em decorrência desse processo, tanto os
valores contínuos, quanto os valores discretos são armazenados na partícula, pois o valor
discreto é interpretado pelo FJSP e o valor contínuo é utilizado pelo algoritmo a cada
geração.

Para auxiliar na análise de convergência, o algoritmo OCD-HV foi implementado as-
sociado aos algoritmos. O OCD realiza um teste estatístico no final de cada geração, que
utiliza um ou mais indicadores para determinar se o algoritmo convergiu. Conforme já
descrito na seção 2.4.1, OCD-HV é a versão do OCD utilizando somente o hipervolume
como indicador.

4.2.1 Descrição dos Experimentos

Os experimentos usaram o benchmark KC e foram realizados no mesmo computador
descrito na seção 4.1. Os resultados apresentados neste experimento são o conjunto de
soluções não dominadas de todas as execuções, enquanto que os dados utilizados na aná-
lise da evolução do algoritmo e da convergência (geração do ponto de convergência e valor
de hipervolume do conjunto de aproximação) estão relacionados com a melhor execução,
ou seja, aquela com o maior valor de hipervolume dentre as trinta execuções de cada pro-
blema. Os algoritmos foram executados até o número máximo de gerações (𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁)
configurado, isto é, mesmo quando o algoritmo OCD-HV identificou a convergência, os
algoritmos continuaram sua execução. Esse comportamento foi determinado para avaliar
o quão exato é o ponto de convergência apontado pelo OCD-HV.

Os parâmetros para o SEDA são apresentados na Tabela 11, que é análoga à Tabela 5.
A Tabela 12 apresenta os parâmetros do DIPSO. A coluna ‘𝑝𝑐𝑐’ mostra a probabilidade do
operador genético de evolução ser selecionado e aplicado à fórmula do DIPSO, a coluna
‘𝑝𝑑𝑥’ é análoga à coluna ‘𝑝𝑐𝑐’, mas considerando a probabilidade do operador de diversi-

Tabela 11 – SEDA - Parâmetros

Problema 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 𝐸𝐴(%)
KC 4×5 200 100 70
KC 8×8 500 200 70
KC 10×7 400 200 70
KC 10×10 400 200 70
KC 15×10 800 200 70
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dade. Na coluna ‘Mutação’, a porcentagem para aplicar a mutação é apresentada. Os
significados das outras colunas, ‘𝑃𝑂𝑃 ’ e ‘𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 ’, representam, respectivamente,
o tamanho da população e o número máximo de gerações. Os valores dos parâmetros do
PSO são apresentados na Tabela 13. As colunas ‘𝑎’, ‘𝑏1’ e ‘𝑏2’ mostram os coeficientes que
determinam a influência de 𝑣𝑖, 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 e 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡, respectivamente. Os significados das colunas
‘𝑃𝑂𝑃 ’ e ‘𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 ’ são iguais às respectivas colunas da Tabela 12.

Os valores dos parâmetros foram empiricamente determinados, sendo que várias execu-
ções do algoritmo, variando os valores, foram realizadas para verificar seu comportamento.
No caso do PSO, o estudo apresentado por Trelea (Seção 2.4) foi base para escolher os
intervalos de valores dos parâmetros a serem analisados. Entretanto, os intervalos utili-
zados foram ligeiramente superiores e incluíram valores sem convergência para o PSO. O
algoritmo foi executado com cada problema dez vezes e os resultados foram analisados
usando as definições do Ótimo de Pareto. Assim, com base nos resultados obtidos, os
valores dos parâmetros foram determinados. Os parâmetros do PSO, 𝑟1 e 𝑟2, são números
aleatórios e definidos considerando 𝑟1 + 𝑟2 = 1, 1 e 0, 1 ≤ 𝑟1 ≤ 1, 1.

4.2.2 Análise

As principais informações observadas nos experimentos foram o ponto de convergên-
cia (geração de convergência determinada pelo OCD-HV), o valor do hipervolume (HV)
no ponto de convergência, a variação do indicador hipervolume (Evolução do HV) e os
resultados dos algoritmos.

A Tabela 14 apresenta o ponto de convergência determinado pelo OCD-HV para cada
algoritmo, sendo que na coluna ‘Problema’ é informado a instância do problema e as
demais colunas, nomeadas com o respectivo algoritmo, apresentam a geração de conver-
gência. Observa-se que, o valor apresentado para o problema KC 10 × 7 com o algoritmo
PSO está entre parênteses. Isso ocorre, porque a parametrização selecionada para esse
problema no PSO não converge (Seção 2.4) e o número apresentado é a geração em que o
algoritmo encontrou a melhor partícula durante a execução. O fato da não convergência
é explicada pela escolha da parametrização, a qual foi baseada apenas no resultado ex-
perimental que, no caso do PSO, foi determinado pelo 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 da última geração e não pela
possibilidade de convergência.

O HV no ponto de convergência determinado pelo OCD-HV e na geração final de
execução dos algoritmos são apresentados na Tabela 15, sendo que a coluna ‘Problema’
informa a instância do problema e as colunas nomeadas pelo algoritmos estão agrupadas

Tabela 12 – DIPSO - Parâmetros

pcc pdx Mutação 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

80% 20% 5% 400 800
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Tabela 13 – PSO - Parâmetros

Problema 𝑎 𝑏1 𝑏2 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 4×5 0,9 0,5 0,7 500 300
KC 8×8 0,8 0,5 1 500 300
KC 10×7 1 0,9 1 1.200 300
KC 10×10 0,6 0,1 0,7 1.250 300
KC 15×10 0,5 0,1 0,4 2.300 300

pelo ‘HV’. Dessa forma, apresentam o hipervolume no ponto de convergência e na geração
final considerando o algoritmo e o problema enumerados. Em negrito estão destacados os
maiores valores do hipervolume no ponto de convergência e na geração final, para cada
problema.

Os valores apresentados na Tabela 14 indicam uma convergência rápida nos problemas
KC 8 × 8, KC 10 × 10 e KC 15 × 10 com PSO, mas com o problema KC 4 × 5 essa
característica não é apresentada. Na Tabela 15, observa-se que o HV do PSO de KC 4 ×
5, tanto no ponto de convergência quanto na geração final, é semelhante ao dos de SEDA
e DIPSO, porém o mesmo não ocorre com os outros problemas, que são bem diferentes,
sendo que o HV do SEDA e do DIPSO são muito maiores que do PSO. Isso indica uma
convergência prematura no PSO ao tratar os problemas KC 8 × 8, KC 10 × 7, KC 10 ×
10 e KC 15 × 10.

Tabela 14 – Ponto de convergência (OCD-HV)

Problema PSO SEDA DIPSO
KC 4×5 61 33 18
KC 8×8 24 64 48
KC 10×7 (71) 57 57
KC 10×10 21 64 47
KC 15×10 14 99 112

Tabela 15 – Hipervolume no Ponto de Convergência e na Geração Final

HV (Ponto de Convergência) HV (Geração Final)
Problema PSO SEDA DIPSO PSO SEDA DIPSO

KC 4×5 504K 556K 562K 504K 544K 562K
KC 8×8 752K 2.381K 2.294K 752K 2.331K 2.381K
KC 10×7 869K 1.726K 1.725K 869K 1.713K 1.750K
KC 10×10 163K 510K 509K 163K 504K 515K
KC 15×10 1.158K 4.008K 3.883K 1.158K 4.009K 4.037K
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A Tabela 14 mostra que o DIPSO converge na décima oitava geração com KC 4 × 5,
o que poderia indicar uma convergência prematura. Porém, os valores de HV apresenta-
dos na Tabela 15 para esse problema mostram que DIPSO possui o maior valor, o que
indica uma tendência de que DIPSO tenha a melhor solução entre os algoritmos. Outra
observação efetuada na Tabela 14 é que, para todos os problemas, exceto KC 15 × 10, o
DIPSO converge mais rápido que o SEDA, ou no mesmo momento, caso do KC 10 × 7.
Por outro lado, as informações apresentadas pela Tabela 15 mostram que, no ponto de
convergência do OCD-HV, os HV’s do SEDA são maiores que os do DIPSO, indicando que
os resultados do SEDA são mais desejáveis que os do DIPSO, naquele momento. Como
os experimentos não pararam na geração de convergência do OCD-HV, os algoritmos
foram executados até a geração final, determinada por 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 . Assim, os HV’s
da geração final (𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁) apresentados na Tabela 15 mostram que os resultados
do DIPSO são mais desejáveis que os resultados do SEDA (na geração 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁),
existindo diferenças dos HVs entre o ponto de convergência e a geração final. Os HVs
do SEDA diminuíram e os do DIPSO aumentaram, o que sugere que a qualidade dos
resultados do SEDA se deteriorou e a qualidade dos resultados do DIPSO melhorou.

A Tabela 16 apresenta os resultados do SEDA e do DIPSO, considerando a geração
do ponto de convergência do OCD-HV. A coluna ‘Problema’ especifica o problema em
questão. As colunas representadas pelos nomes dos algoritmos apresentam os resulta-
dos do respectivo algoritmo para o problema relacionado, sendo que essas colunas estão
subdivididas em ‘M’, ‘TW’ e ‘W’, objetivos tratados pelo MOFJSP, respectivamente ma-
kespan, carga de trabalho total e carga de trabalho máxima. Os resultados destacados
em negrito representam a solução com melhor qualidade. A Tabela 17 é análoga à Tabela
16 e apresenta os resultados do SEDA e do DIPSO considerando a geração final.

Comparando os resultados do SEDA e do DIPSO apresentados nas Tabelas 16 e 17
com os valores de hipervolume apresentados na Tabela 15, observa-se que as preferências
de resultados dos algoritmos mostradas pelo hipervolume estão presentes nas soluções dos
algoritmos, ou seja, os valores maiores de hipervolume apresentaram melhores resultados
no ponto de convergência e na geração final, como pode ser observado pelos destaques
em negrito. Comparando os resultados no ponto de convergência (Tabela 16) com os
resultados da última geração (Tabela 17), observa-se a perda de qualidade nos resultados
do SEDA, que foi uma perda de diversidade e é justificada pela lógica do algoritmo que
permite a substituição de uma boa solução. Outra observação é o ganho de qualidade dos
resultados do DIPSO, que deve-se ao fato de que o DIPSO possui um operador que gera
diversidade em toda a população enquanto o algoritmo está em execução. Portanto, após
o OCD-HV indicar a convergência, o operador de diversidade gera novas possibilidades no
espaço de busca e a população deixa o estado de estabilidade, ocorrendo a possibilidade
do algoritmo buscar soluções em áreas do espaço de busca ainda não exploradas.

Em relação aos resultados que o OCD-HV retornou, foi satisfatório para o PSO e para
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Tabela 16 – Resultados do SEDA e do DIPSO no Ponto de Convergência (OCD-HV)

Problema SEDA DIPSO
M TW W M TW W

KC 4×5 11 32 10 12 32 8
12 32 8 11 34 9

13 33 7
KC 8×8 15 75 12 16 76 13

19 81 11 16 75 14
16 73 13

KC 10×7 12 61 11 13 60 13
12 60 12 12 62 11

12 61 12
KC 10×10 8 42 6 9 41 8

8 41 7 8 42 6
KC 15×10 13 91 11 15 96 12

12 91 12 15 93 15
14 94 13

Tabela 17 – Resultados do SEDA e do DIPSO na Geração Final (𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁)

Problema SEDA DIPSO
M TW W M TW W

KC 4×5 11 32 10 12 32 8
11 34 9
13 33 7
11 32 10

KC 8×8 16 73 13 16 76 13
15 75 12
18 77 11

KC 10×7 12 60 12 11 62 10
11 61 11
12 60 12

KC 10×10 8 41 7 7 42 6
8 41 7

KC 15×10 12 91 11 13 93 10
12 91 11
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o SEDA. Para o DIPSO, a possibilidade de evolução da população exercida pelo algoritmo
não permitiu que o OCD-HV retornasse os mesmos resultados, pois o algoritmo possui um
operador que gera diversidade dentro da população e o OCD-HV é incapaz de retornar
um resultado definitivo de convergência. Ou seja, o algoritmo estava em uma estabilidade
prévia, mas a população continuava em movimento no espaço de busca. Os valores para
hipervolume mostraram que SEDA e DIPSO são algoritmos com boas possibilidades na
evolução populacional, enquanto o PSO não converge para uma boa posição no espaço
de busca, considerando a adaptação realizada e o problema. Os parâmetros do PSO para
quatro problemas garantem a convergência da população, mas não garantem um bom
resultado. Por outro lado, a estabilidade prévia detectada pelo OCD-HV, indica que
DIPSO, um PSO híbrido, tem a capacidade de evitar mínimos locais.

Esse experimento indica que a verificação da estabilidade do resultado no espaço ob-
jetivo, realizada pelo OCD-HV, não foi suficiente para determinar o melhor ponto de
parada para DIPSO, entendendo que o melhor ponto de parada seria o de melhor solução.
O OCD-HV identificou um ponto de estabilidade no conjunto de aproximação, porém o
experimento mostrou que o algoritmo estava em um estado em que poderia encontrar
melhores soluções. Nesse sentido, há a necessidade de se entender qual o estado que o al-
goritmo estava quando o OCD-HV identificou a estabilidade e sugeriu a convergência, ou
seja, há a necessidade de se observar de forma comportamental o algoritmo, para melhor
compreender a evolução do mesmo.

Para analisar o ponto de convergência apresentado pela experimento (Tabela 14),
de modo a entender o comportamento de DIPSO, utilizaremos CR e DR. A Tabela 18
apresenta, além das colunas com a geração e hipervolume: 1) os valores de CR e DR
relacionados com tal ponto de convergência; 2) 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚 determinados previamente
por um experimento de quinze execuções independentes de DIPSO para cada problema.

Tabela 18 – Análise do Ponto de Convergência de DIPSO (OCD-HV)

Problema Geração Hipervolume CR DR 𝐶𝑅𝑀 𝐷𝑅𝑚

KC 4×5 18 562K 0,4350 0,3775 0,61 0,13
KC 8×8 48 2.294K 0,3050 0,6975 0,56 0,35
KC 10×7 57 1.725K 0,4875 0,5225 0,54 0,42
KC 10×10 47 509K 0,3325 0,6275 0,59 0,35
KC 15×10 112 3.883K 0,2850 0,7650 0,60 0,36

Observando CR e DR, tem-se que CR não era superior a 0, 50 em nenhum problema
e que DR apresentava valor menor do 0, 50 apenas no problema KC 4×5, que é o único
problema que DR já mostra uma exaustão na pesquisa, pois perdeu mais de 60% da
capacidade de busca. Comparando CR e DR com 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚, observa-se que para o
KC 4×5, DIPSO já estava próximo do ponto de menor produtividade. O mesmo pode
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ser considerado para o KC 10×7. Em relação aos outros problemas, CR e DR possuem
uma distância considerável de seus valores de referência, estão entre 40% e 60% de seus
intervalos de valores. Assim, analisando esses valores, tem-se que DIPSO possui uma pro-
babilidade razoável de melhorar seus resultados de momento, pois, DR mostra atividade
(𝐷𝑅 > 0, 60) em quatro problemas e em três problemas CR não chegou a 0, 40, sendo
que, a melhora dos resultados realmente ocorreu, conforme apresentado no comparativo
entre as Tabelas 16 e 17.

4.3 Ponto de Parada de AEMO’s com FJSP

Os experimentos da seção anterior apresentaram a necessidade de indicadores para
avaliar características do comportamento de um algoritmo. Assim, a proposta de CR
e DR auxiliou na análise, indicando propriedades importantes sobre a possibilidade do
algoritmo conseguir melhorar o conjunto de aproximação em um determinado instante.
Nesta seção, o foco do experimento é identificar diversos pontos de parada de AEMO’s
e comparar os resultados encontrados. Os algoritmos utilizados foram DIPSO, SEDA
e SEDASI, além de NSGA2 e SPEA2 (dois algoritmos consolidados na literatura). Os
pontos de parada foram determinados por PFA e três versões do OCD, que se diferenciam
pelo indicador utilizado, hipervolume (OCD-HV), IGD (OCD-IGD) e 𝑆3 (OCD-𝑆3), sendo
eles independentes para encontrar o respectivo ponto de parada. Os pontos de referência
utilizados para o hipervolume foram os mesmos adotados na seção anterior e os do IGD
foram as melhores soluções encontradas na literatura para cada problema, que podem ser
obtidas em (Carvalho, 2015) e (Chiang; Lin, 2013).

A fim de generalizar, somente o termo “ponto de parada” será utilizado para todos os
algoritmos. Entende-se que o OCD-HV, conforme apresentado na seção 2.4.1, foi proposto
para identificar o ponto de convergência de um AEMO. Como IGD realiza uma medida de
distância entre o conjunto de aproximação e um conjunto de referência, em que se pode
observar a evolução do conjunto de aproximação, consideramos que OCD-IGD, assim
como OCD-HV, identifica um ponto de convergência. A utilização de OCD associado ao
indicador 𝑆3 permite observar a estabilidade do espaço de soluções. Se há estabilidade no
espaço de soluções, é provável que há estabilidade no espaço de objetivo e, assim como
OCD-HV e OCD-IGD, entende-se que OCD-𝑆3 determina um ponto de convergência.
Em relação ao PFA, observa-se que ele identifica um ponto de parada para o algoritmo
de modo que seja o mais próximo de um momento de pouca possibilidade de evoluir o
resultado, pois utiliza uma comparação baseada no CR e DR. Assim, conforme discutido
na Seção 2.5, o ponto de convergência tende a ser um ponto de parada para um algoritmo
e, como entende-se que PFA não determina convergência, utilizaremos o termo “ponto de
parada” para melhor efetuarmos as comparações neste experimento.

O experimento foi realizado com os benchmarks KC e BR, descritos na seção 4.1.1.
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Cada algoritmo foi executado quarenta e cinco vezes para cada problema, sendo que,
quinze execuções foram para realizar a estimativa de 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚 e trinta para observar
o resultado. O parâmetro ‘erro’ do PFA foi mantido com o valor padrão. A variância
(parâmetro 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡) utilizada pelo OCD-HV e OCD-IGD foi de 0, 0005 e para o OCD-
𝑆3 foi de 0, 09. A diferença entre as variâncias é devido à diferença dos indicadores,
hipervolume e IGD observam o espaço objetivo e o 𝑆3 observa o espaço de soluções.
Todos as implementações do OCD utilizam 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛 = 5, ou seja, a quantidade de
gerações analisadas para detectar a convergência é cinco. Os algoritmos foram processados
em quatro computadores com as seguintes configurações de processador e memória: 1)
Intel Xeon E7 de 16 GB de RAM; 2 e 3) dois Intel Core I5 de 8 GB de RAM, um de
quarta e outro de oitava geração; e 4) Intel Core 2 DUO com 2 GB de RAM. A divisão
de processamento dos algoritmos e problemas entre as máquinas foi realizada de forma
aleatória segundo a demanda. Todos os resultados apresentados são médias calculadas.

As Tabelas 19, 20, 21, 22 e 23 apresentam os parâmetros utilizados para a execu-
ção, respectivamente, de DIPSO, SEDA, SEDASI, NSGA2 e SPEA2. A Tabela 19, que
apresenta os parâmetros de DIPSO, é análoga à Tabela 12. A Tabela 20, que apresenta
os parâmetros de SEDA, é análoga à Tabela 11. A Tabela 21 apresenta os parâmetros
de SEDASI e é análoga à Tabela 9. As Tabelas 22 e 23 apresentam os parâmetros de
NSGA2 e SPEA2, respectivamente, sendo que possuem as mesmas colunas, ‘Problema’,
‘Mutação’, ‘𝑃𝑂𝑃 ’ e ‘𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 ’, com os mesmos significados das tabelas anteriores.

Os parâmetros de DIPSO foram replicados de Carvalho (2015), exceto em relação aos
problemas BR Mk08, BR Mk09 e BR Mk10, que foram executados com um número de
geração menor. Os parâmetros de SEDA foram os mesmos utilizados no experimento da
seção 4.1.1, porém com uma maior quantidade de gerações, a fim de melhor observar o
comportamento do algoritmo. Os parâmetros de SEDASI foram os mesmos do algoritmo
SEDA, exceto em relação aos problemas BR Mk08, BR Mk09 e BR Mk10, que foram
executados com uma população menor. Os parâmetros de NSGA2 e SPEA2 foram de-
finidos baseados no DIPSO, algoritmo que mais se assemelha a eles neste experimento,
porém experimentos mostraram que o tamanho da população usado nos problemas BR
poderia ser menor para ambos os algoritmos. Além disso, o tamanho da população e a
quantidade de gerações de NSGA2 para os problemas BR Mk08, BR Mk09 e BR Mk10
foram menores, em relação aos outros problemas BR. Como descrito, os problemas BR
Mk08, BR Mk09 e BR Mk10 foram executados com parâmetros menores do que os outros
problemas BR nos algoritmos DIPSO, SEDASI e NSGA2. Isso foi estabelecido devido
aos recursos computacionais disponíveis para realização do experimento.

As Tabelas 24, 25, 26, 27 e 28 apresentam um comparativo entre as soluções de cada
ponto de parada. Esse comparativo foi construído a partir da obtenção das soluções não
dominadas entre todos os conjuntos de aproximação de cada ponto de parada determinado
pelos algoritmos. Portanto, após a coluna ‘Problema’, que lista os problemas do estudo, a
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Tabela 19 – DIPSO - Parâmetros

Problema pcc pdx Mutação 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 80% 20% 5% 400 800
BR Mk01 - BR Mk07 70% 30% 1% 2000 1400
BR Mk08 70% 30% 1% 2000 800
BR Mk09 70% 30% 1% 2000 800
BR Mk10 70% 30% 1% 2000 800

Tabela 20 – SEDA - Parâmetros

Problema 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁 𝐸𝐴(%)
KC 4 × 5 200 120 70
KC 8 × 8 500 400 70
KC 10 × 7 400 400 70
KC 10×10 400 400 70
KC 15×10 800 400 70
BR Mk01 1000 250 70
BR Mk02 1000 250 70
BR Mk03 1000 300 70
BR Mk04 1000 250 70
BR Mk05 1000 250 70
BR Mk06 1000 350 70
BR Mk07 1000 250 70
BR Mk08 1000 350 70
BR Mk09 1000 350 70
BR Mk10 1000 350 70

coluna ‘Total de SND’ contém a quantidade total de Soluções Não Dominadas (SND) do
processo realizado com os conjuntos de aproximação. A coluna referente a cada algoritmo
de ponto de parada refere-se à relação da quantidade de soluções não dominadas que
tal algoritmo apresentou em seu conjunto de aproximação pela quantidade de soluções
apresentadas. Assim, na Tabela 24, referente ao comparativo do algoritmo DIPSO, o
OCD-𝑆3 encontrou vinte soluções para o problema BR Mk07 e, dessas, quatorze foram
consideradas soluções não dominadas, em relação às soluções dos conjuntos de aproxima-
ção apresentados pelos outros algoritmos. Outra informação na tabela é o destaque em
negrito para cada problema, que representa o melhor resultado do comparativo, conjunto
de aproximação com maior número de soluções não dominadas.

A Tabela 24 com o resultado do comparativo de DIPSO, mostra o destaque para o
OCD-𝑆3 que, dos quinze problemas, em doze apresentou o melhor conjunto de aproxi-
mação. OCD-HV apresentou cinco destaques, OCD-IGD apresentou quatro e PFA, dois.
Também vale destacar que o OCD-HV não conseguiu identificar a convergência em seis
problemas. Observando os problemas KC, nota-se os bons resultados de OCD-𝑆3 e PFA,
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Tabela 21 – SEDASI - Parâmetros

Problema 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 4 × 5 200 120
KC 8 × 8 500 400
KC 10 × 7 400 400
KC 10×10 400 400
KC 15×10 800 400
BR Mk01 1000 250
BR Mk02 1000 250
BR Mk03 1000 300
BR Mk04 1000 250
BR Mk05 1000 250
BR Mk06 1000 350
BR Mk07 1000 250
BR Mk08 500 300
BR Mk09 500 300
BR Mk10 500 300

Tabela 22 – NSGA2 - Parâmetros

Problema Mutação 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 5% 400 800
BR Mk01 - BR Mk07 1% 1000 1400
BR Mk08 1% 500 700
BR Mk09 1% 500 700
BR Mk10 1% 500 700

Tabela 23 – SPEA2 - Parâmetros

Problema Mutação 𝑃𝑂𝑃 𝑀𝐴𝑋_𝐺𝐸𝑁

KC 5% 400 800
BR 1% 1000 1400



90 Capítulo 4. Experimentos e Análise dos Resultados

sendo que foi com esses problemas que 𝑆3, CR e DR foram projetados. Na generalização
para os problemas BR, OCD-𝑆3 manteve o mesmo padrão e somente em dois problemas,
BR Mk09 e BR Mk10, não apresentou o melhor conjunto de aproximação, o que foi feito
pelo OCD-IGD. Em contrapartida, PFA não apresentou bons resultados com os proble-
mas BR, sendo que somente no BR Mk02 que ele apresentou soluções não dominadas. Nos
outros problemas, apesar de apresentar soluções, todas foram dominadas por soluções dos
demais conjuntos. Em relação ao OCD-IGD, ele apresentou soluções não dominadas para
todos os problemas, sendo destaque para os problemas KC 4×5, BR Mk08, BR Mk09 e
BR Mk10.

Tabela 24 – DIPSO - FJSP - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
KC 4 × 5 4 4/4 4/4 4/4 4/4
KC 8 × 8 3 3/3 2/4 3/3 2/2
KC 10 × 7 3 2/4 2/4 2/4 3/3
KC 10 × 10 3 2/2 1/2 3/3 2/2
KC 15 × 10 4 0/4 0/4 4/4 3/3
BR Mk1 10 10/10 3/13 10/10 0/24
BR Mk2 8 8/8 3/10 8/8 7/7
BR Mk3 15 11/11 9/10 15/15 0/18
BR Mk4 20 - 8/21 20/20 0/47
BR Mk5 11 - 10/12 11/11 0/28
BR Mk6 92 - 32/94 80/90 0/29
BR Mk7 19 - 13/16 14/20 0/22
BR Mk8 9 9/9 9/9 9/9 0/16
BR Mk9 70 - 48/64 30/86 0/55
BR Mk10 71 - 69/69 6/76 0/17

No comparativo da Tabela 25, referente ao SEDA, observamos o comportamento iden-
tificado no experimento da seção 4.2, em que OCD-HV apresentou bons resultados para
identificar o ponto de parada do algoritmo. Analisando os valores da Tabela 25, OCD-
HV apresenta o melhor conjunto de aproximação para quatorze problemas, sendo que não
obteve o melhor resultado somente no BR Mk10, além de não ter identificado um ponto
de parada para esse problema. O OCD-𝑆3 foi o melhor em dois problemas, KC 10×10 e
BR Mk10, sendo que, nesse último, ele foi o único algoritmo a apresentar soluções não
dominadas. PFA apresentou o melhor conjunto de aproximação em um problema, KC
10×10. De modo geral, OCD-𝑆3 e PFA apresentaram soluções não dominadas para todos
os problemas, exceto para o BR Mk10 em que todas as soluções de PFA foram dominadas
pelas de OCD-𝑆3. Tal frequência não foi observada com o OCD-IGD, que não obteve um
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rendimento regular em SEDA como em DIPSO. A utilização do OCD-IGD com o SEDA
não apresentou soluções não dominadas para oito problemas.

Tabela 25 – SEDA - FJSP - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
KC 4 × 5 4 4/4 3/4 3/4 2/2
KC 8 × 8 5 5/5 3/3 1/4 1/1
KC 10 × 7 3 3/3 2/3 2/2 2/2
KC 10 × 10 3 3/3 2/3 3/3 3/3
KC 15 × 10 2 2/2 0/3 1/2 1/1
BR Mk1 18 18/18 1/25 16/18 4/6
BR Mk2 10 10/10 5/13 1/11 1/2
BR Mk3 10 9/10 0/14 8/8 5/6
BR Mk4 20 19/20 5/33 3/18 5/6
BR Mk5 15 15/15 0/21 8/16 6/6
BR Mk6 78 69/79 0/64 11/69 27/55
BR Mk7 17 17/17 0/31 9/13 3/6
BR Mk8 11 11/11 0/24 3/4 6/7
BR Mk9 64 42/53 0/31 11/81 27/55
BR Mk10 86 - 0/30 86/86 0/62

A análise do comparativo apresentado na Tabela 26, referente ao SEDASI, mostra o
bom desempenho de OCD-𝑆3 e PFA. Apresentando dez melhores conjuntos de aproxima-
ção, OCD-𝑆3 é o que recebeu mais destaque neste comparativo, sendo que PFA identificou
nove melhores conjuntos de aproximação. Porém, em quatro problemas, BR Mk4, BR
Mk8, BR Mk9 e BR Mk10, OCD-𝑆3 não identificou um ponto de parada, o que não
ocorreu com PFA, que apresentou soluções não dominadas para todos os problemas. Em
relação ao OCD-HV, esse não identificou o ponto de parada em cinco problemas, sendo
destaque para quatro problemas KC. OCD-IGD foi um pouco melhor que o OCD-HV,
apresentando seis destaques de melhor conjunto de aproximação, porém não identificou
um ponto de parada para três problemas.

Além de focar o estudo nos algoritmos implementados para o FJSP, incluímos neste
experimento o NSGA2 e SPEA2, AEMO’s clássicos da literatura, para observarmos o
comportamento dos indicadores, associados aos seus respectivos algoritmos, na identifi-
cação do ponto de parada em AEMO’s difundidos na literatura. A Tabela 27 mostra o
resultado do comparativo do NSGA2. Dos quinze problemas, OCD-HV apresentou o me-
lhor conjunto de aproximação em doze e foi o de melhor desempenho. OCD-IGD e PFA
apresentaram melhores conjuntos de aproximação em três problemas e OCD-𝑆3, dois. Em
todos os problemas OCD-HV apresentou soluções não dominadas, enquanto OCD-IGD
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Tabela 26 – SEDASI - FJSP - Comparação do uso de indicadores para parada do algo-
ritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
KC 4 × 5 4 4/4 4/4 4/4 4/4
KC 8 × 8 5 5/5 5/5 5/5 4/4
KC 10 × 7 3 3/3 3/3 3/3 3/3
KC 10 × 10 3 3/3 3/3 3/3 3/3
KC 15 × 10 2 1/2 1/2 2/2 2/2
BR Mk1 18 3/17 13/19 16/18 13/16
BR Mk2 11 6/9 10/11 11/11 11/11
BR Mk3 8 2/6 3/11 7/8 7/8
BR Mk4 15 - 8/17 - 14/15
BR Mk5 12 - 9/15 10/14 10/13
BR Mk6 58 - - 48/48 11/67
BR Mk7 14 8/11 13/15 11/14 11/11
BR Mk8 9 7/7 9/9 - 9/9
BR Mk9 37 - - - 37/37
BR Mk10 53 - - - 53/53

não apresentou em quatro, OCD-𝑆3 em dois e PFA, em um problema.

Tabela 27 – NSGA2 - FJSP - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
KC 4 × 5 4 4/4 4/4 4/4 4/4
KC 8 × 8 5 5/5 3/4 3/3 3/3
KC 10 × 7 6 5/5 4/5 3/5 4/5
KC 10 × 10 3 3/3 3/3 1/3 1/3
KC 15 × 10 5 3/4 1/6 4/4 4/4
BR Mk1 11 10/11 6/12 9/11 6/10
BR Mk2 7 5/6 0/15 3/9 4/6
BR Mk3 7 2/7 2/6 4/7 5/5
BR Mk4 22 10/13 20/23 4/19 3/3
BR Mk5 15 11/15 7/21 10/18 4/4
BR Mk6 13 9/27 0/22 0/21 6/9
BR Mk7 22 13/20 9/30 6/25 1/7
BR Mk8 10 10/10 2/17 6/10 6/12
BR Mk9 20 20/20 0/90 0/69 0/23
BR Mk10 66 48/71 0/120 16/71 3/4
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Em relação ao SPEA2, considerando os resultados apresentados pela Tabela 28, temos
que o PFA apresentou sete destaques de melhor conjunto de aproximação, seguido pelo
OCD-𝑆3 com cinco. OCD-HV apresentou quatro e OCD-IGD apenas um, sendo que em
onze problemas, ele não foi capaz de apresentar soluções não dominadas e o OCD-HV
em quatro. Em relação ao OCD-𝑆3 e ao PFA, o primeiro não presentou soluções não
dominadas em três problemas e o segundo em dois.

Tabela 28 – SPEA2 - FJSP - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
KC 4 × 5 6 6/6 6/6 5/5 5/5
KC 8 × 8 7 1/6 0/14 7/7 3/6
KC 10 × 7 5 2/4 1/3 5/5 1/3
KC 10 × 10 1 0/3 0/8 1/1 0/4
KC 15 × 10 7 0/7 0/6 4/6 4/5
BR Mk1 11 9/13 0/13 11/11 11/11
BR Mk2 12 0/19 0/21 5/11 9/9
BR Mk3 5 3/10 0/19 2/2 2/2
BR Mk4 23 15/34 3/33 10/35 20/24
BR Mk5 24 1/23 0/30 1/20 24/24
BR Mk6 33 33/33 0/42 0/85 0/10
BR Mk7 14 0/18 0/17 0/20 14/14
BR Mk8 9 7/10 0/36 9/9 8/8
BR Mk9 70 70/70 0/89 28/35 28/51
BR Mk10 114 48/78 0/86 1/92 69/94

Outro aspecto importante de ser observado neste experimento é a quantidade de exe-
cuções de cada algoritmo que não identificou um ponto de parada, ou seja, em que houve
falha na identificação do ponto de parada. A Tabela 29 apresenta a relação da quantidade
de execuções com falha na identificação pela quantidade de execuções, separando pelo al-
goritmo executado, pelo problema tratado e pelo algoritmo aplicado na identificação do
ponto de parada. Portanto na linha de DIPSO - BR Mk3 com a coluna OCD-HV indi-
cando o valor 11/30 indica que de trinta execuções, o OCD-HV não identificou um ponto
de parada para onze. As linhas em que, para determinado algoritmo com um problema
em específico, indicavam que não houve falha em nenhum processo foram excluídas por
questão de espaço. Em negrito, estão destacados o menor valor de falha em cada linha,
representando o algoritmo que menos falhou para determinada execução.

De forma geral, OCD-IGD foi o algoritmo que menos apresentou falhas, seguido por
OCD-𝑆3, PFA e OCD-HV. O AEMO em que os algoritmos de ponto de parada mais
falharam foi o SEDASI, oitocentas falhas, e, consequentemente, foi o que mais gerou
dificuldade para os algoritmos encontrarem o ponto de parada, ou seja, todos tiveram
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seu maior número de falhas com o SEDASI. O que falhou mais com o SEDASI foi o
OCD-HV, com 286 falhas e o que falhou menos com o SEDASI foi o OCD-IGD, 143.
O AEMO em que os algoritmos de ponto de parada apresentaram o menor número de
falhas foi o NSGA2, 65 falhas. O OCD-HV não apresentou falhas somente com o SPEA2,
enquanto o OCD-IGD não apresentou falhas com o SEDA, NSGA2 e SPEA2. Semelhante
ao OCD-𝑆3, que não apresentou falhas com o NSGA2 e com o SPEA2. No caso do PFA,
apresentou falhas com todos os algoritmos, sendo com o SEDA seu menor número de
falhas, 36.

Os resultados apresentados mostram que para cada AEMO, um ou dois algoritmos de
ponto de parada se destacam com os melhores resultados. O OCD-𝑆3 apresentou bons
resultados para o DIPSO, SEDASI e, com um menor destaque, SPEA2, enquanto o PFA
se destacou com o SEDASI e SPEA2. Em relação ao número de falhas, OCD-𝑆3 e PFA
ficaram à frente do OCD-HV, algoritmo que utiliza o indicador que mais se destaca na
literatura e, de modo geral, OCD-𝑆3 apresentou equivalência na detecção de resultados
com o OCD-HV, sendo que quando associado ao DIPSO, o algoritmo que serviu de base
para sua idealização, obteve o melhor desempenho.

Para melhor representar os resultados obtidos pelo experimento, os gráficos com as
soluções de cada algoritmo, considerando todos algoritmos de ponto de parada, para os
problemas KC 10×7, KC 15×10, BR Mk3 e BR Mk8 são apresentados nas Figuras 17,
18, 19 e 20, respectivamente. Em cada figura são apresentados cinco gráficos, sendo que
cada gráfico refere-se a um algoritmo do experimento e mostram as soluções obtidas no
ponto de parada que cada algoritmo determinou.

Os gráficos apresentados para o problema KC 10×7, Figura 17, apresentam DIPSO,
SEDA, SEDASI e NSGA2 com soluções semelhantes, porém, no SPEA2, percebe-se di-
ferenças nas soluções, sendo que o OCD-𝑆3 apresenta uma quantidade maior de soluções
e essas dominam algumas soluções apresentadas pelos outros algoritmos. Os gráficos da
Figura 18 são referentes ao problema KC 15×10. No gráfico de DIPSO percebe-se algu-
mas soluções de todos algoritmos de ponto de parada muito próximas, além de algumas
soluções do OCD-IGD que estão em posições que são dominadas por outras. No gráfico de
SEDA há algumas soluções sobrepostas e não há como concluir se há dominância na rela-
ção entre elas e, além dessas, há duas soluções. Uma do OCD-HV que é não dominada e
outra solução do OCD-𝑆3 que está sendo dominada. No gráfico do SEDASI, percebe-se as
soluções agrupadas e no do NSGA2 é perceptível que algumas soluções apresentadas pelo
OCD-IGD são dominadas por outras. No gráfico do SPEA2, as soluções se apresentam
de forma que se identifique que soluções do OCD-HV e do OCD-IGD são dominadas.

Os gráficos dos problemas BR Mk3 e BR Mk8, Figuras 19 e 20, apresentam um grande
número soluções quando comparados aos problemas KC. Essa é uma característica dos
problemas BR, que possuem várias soluções. Nos gráficos de BR MK3, DIPSO apresenta
todas as soluções agrupadas, exceto as do PFA, dominadas pelas demais. No gráfico de
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Tabela 29 – Relação de falhas na identificação do ponto de parada

Algoritmo - Problema OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
DIPSO - KC 4 × 5 0/30 0/30 0/30 14/30
DIPSO - KC 8 × 8 0/30 0/30 0/30 19/30
DIPSO - KC 10 × 7 0/30 0/30 0/30 18/30
DIPSO - KC 10 × 10 0/30 0/30 0/30 16/30
DIPSO - KC 15 × 10 0/30 0/30 8/30 10/30
DIPSO - BR Mk3 11/30 0/30 23/30 0/30
DIPSO - BR Mk4 30/30 0/30 12/30 0/30
DIPSO - BR Mk5 30/30 0/30 29/30 17/30
DIPSO - BR Mk6 30/30 0/30 0/30 0/30
DIPSO - BR Mk7 30/30 0/30 28/30 0/30
DIPSO - BR Mk8 21/30 0/30 29/30 0/30
DIPSO - BR Mk9 30/30 3/30 15/30 0/30
DIPSO - BR Mk10 30/30 1/30 28/30 0/30
SEDA - KC 10 × 7 0/30 0/30 0/30 4/30
SEDA - KC 10 × 10 0/30 0/30 0/30 8/30
SEDA - KC 15 × 10 0/30 0/30 0/30 1/30
SEDA - BR Mk3 0/30 0/30 3/30 0/30
SEDA - BR Mk6 1/30 0/30 1/30 6/30
SEDA - BR Mk7 0/30 0/30 4/30 0/30
SEDA - BR Mk8 0/30 0/30 10/30 0/30
SEDA - BR Mk9 12/30 0/30 19/30 17/30
SEDA - BR Mk10 30/30 0/30 12/30 0/30
SEDASI - KC 4 × 5 1/30 1/30 0/30 10/30
SEDASI - KC 8 × 8 0/30 0/30 0/30 23/30
SEDASI - KC 10 × 7 0/30 0/30 0/30 9/30
SEDASI - KC 10 × 10 0/30 0/30 0/30 20/30
SEDASI - KC 15 × 10 0/30 0/30 1/30 0/30
SEDASI - BR Mk1 29/30 1/30 5/30 11/30
SEDASI - BR Mk2 26/30 3/30 1/30 7/30
SEDASI - BR Mk3 24/30 0/30 23/30 14/30
SEDASI - BR Mk4 30/30 18/30 30/30 20/30
SEDASI - BR Mk5 30/30 22/30 10/30 17/30
SEDASI - BR Mk6 30/30 30/30 29/30 0/30
SEDASI - BR Mk7 27/30 2/30 22/30 9/30
SEDASI - BR Mk8 29/30 6/30 30/30 20/30
SEDASI - BR Mk9 30/30 30/30 30/30 0/30
SEDASI - BR Mk10 30/30 30/30 30/30 0/30
NSGA2 - BR Mk9 11/30 0/30 0/30 21/30
NSGA2 - BR Mk10 10/30 0/30 0/30 23/30
SPEA2 - KC 8 × 8 0/30 0/30 0/30 7/30
SPEA2 - KC 10 × 7 0/30 0/30 0/30 19/30
SPEA2 - KC 10 × 10 0/30 0/30 0/30 21/30
SPEA2 - KC 15 × 10 0/30 0/30 0/30 18/30
SPEA2 - BR Mk2 0/30 0/30 0/30 16/30
SPEA2 - BR Mk6 0/30 0/30 0/30 20/30
SPEA2 - BR Mk7 0/30 0/30 0/30 20/30
SPEA2 - BR Mk9 0/30 0/30 0/30 14/30
SPEA2 - BR Mk10 0/30 0/30 0/30 15/30
Total 562/2250 147/2250 432/2250 484/2250
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SEDA, consegue-se observar as soluções do OCD-IGD dominadas, sendo que o mesmo
ocorre no SEDASI, junto com algumas soluções do OCD-HV. No gráfico do NSGA2,
identifica-se soluções do OCD-𝑆3, OCD-IGD e OCD-HV sendo dominadas e o destaque
para o conjunto de soluções do PFA, que estão em uma região que dominam as outras. Por
fim, no gráfico do SPEA2, é possível identificar o grande número de soluções de OCD-IGD
dominadas. Assim como no gráfico do DIPSO com BR Mk3, no gráfico de DIPSO com
BR Mk8, as soluções de PFA estão espalhadas em uma região que são dominadas pelas
outras, que estão agrupadas. O mesmo ocorre para o gráfico do SEDA, porém as soluções
que estão na região em que são dominadas por outras, são as soluções do OCD-IGD. No
gráfico do SEDASI, as soluções estão espalhadas quase que nas mesmas posições e não
há dominância entre elas. No gráfico do NSGA2, consegue-se identificar que soluções do
PFA e do OCD-IGD são dominadas por outras, além de algumas do OCD-𝑆3. Da mesma
forma, no gráfico do SPEA2, visualiza-se as soluções do OCD-IGD na região em que são
dominadas por outras soluções.

Dessa forma, os gráficos mostram as relações de dominância apresentadas nas tabelas
anteriores (Tabelas 24, 25, 26, 27 e 28), além de apresentar as soluções dispersas pelo
espaço de soluções. Por questões de organização do texto, foram selecionados apenas
esses problemas para apresentar os gráficos nesta seção, sendo que todos os gráficos estão
disponíveis no apêndice A.

4.4 Experimentos de NSGA2 e SPEA2 com proble-
mas ZDT’s

Observado o comportamento dos indicadores, associados a algoritmos que identificam
a parada de AEMO’s, com algoritmos tratando o FJSP na seção anterior, este experimento
tem objetivo de verificar o comportamento dos indicadores quando aplicados a AEMO’s
da literatura, que não são implementados para algum problema em específico, tratando
problemas de um benchmark criado para realização de experimentos. Assim, utilizamos
o NSGA2 e o SPEA2, por serem dois dos mais utilizados AEMO’s da literatura e o
benchmark ZDT (Zitzler; Deb; Thiele, 2000), um dos mais utilizados na literatura para
problemas contínuos (Huband et al., 2006). De forma análoga ao experimento anterior,
o objetivo foi identificar um ponto de parada para os AEMO’s do experimento aplicando
os algoritmos OCD, associado ao hipervolume, IGD e 𝑆3, e PFA. Ambos os algoritmos
foram configurados com uma população de cem indivíduos e duzentas gerações.

Os algoritmos foram executados quinze vezes para identificar 𝐶𝑅𝑀 e 𝐷𝑅𝑚 e trinta
vezes para realizar o experimento, sendo que as soluções consideradas são as soluções não
dominadas do conjunto de soluções de todas as execuções. O problema ZDT5 não foi
considerado na análise, pois na literatura a maioria das análises não o considera por ser
um problema binário (Huband et al., 2006). O parâmetro ‘erro’ do PFA foi ajustado com
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 17 – Gráficos do problema KC10X07
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 18 – Gráficos do problema KC15X10
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 19 – Gráficos do problema BR MK03
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 20 – Gráficos do problema BR MK08
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o valor 0, 09, pois nos problemas ZDT, que são de domínio contínuo, a comparação dos
valores máximos de 𝐶𝑅 e mínimos de 𝐷𝑅 entre cada execução apresentou uma diferença
maior do que no experimento da seção anterior. Por esse motivo, o parâmetro ‘erro’ foi
incrementado para que PFA pudesse indicar um ponto de parada para um número maior
de execuções. A variância (parâmetro 𝑣𝑎𝑟𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡) utilizada pelo OCD-HV e OCD-IGD foi
de 0, 0005 e para o OCD-𝑆3 foi de 0, 0002. Assim como no experimento anterior, para
todas as implementações de OCD 𝑛𝑃𝑟𝑒𝐺𝑒𝑛 = 5. Os pontos de referência utilizados para
o hipervolume foram obtidos com o mesmo experimento descrito na Seção 4.2 e os do IGD
são as soluções conhecidas do benchmark, que foram obtidas em (Nebro; Durillo, 2015).

As Tabelas 30 e 31 apresentam os resultados do experimento para os algoritmos
NSGA2 e SPEA2, respectivamente, sendo que são análogas as tabelas de resultado do
experimento anterior (Tabelas 24, 25, 26, 27 e 28). Em ambas as tabelas, a predomi-
nância de melhores resultados para o PFA é observada, exceto para o problema ZDT4
executado pelo NSGA2. Nos outros casos, o ponto de parada apontado pelo PFA possui
melhor qualidade e maior diversidade, ou seja, várias soluções dominam as apresentadas
pelos outros pontos de parada e a quantidade de soluções é maior.

Tabela 30 – NSGA2 - ZDT - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
ZDT1 366 0/250 0/114 0/111 366/452
ZDT2 371 3/261 0/116 0/89 368/371
ZDT3 569 0/231 0/101 0/141 569/569
ZDT4 101 100/104 0/172 1/67 0/190
ZDT6 346 1/231 0/84 0/22 345/348

Tabela 31 – SPEA2 - ZDT - Comparação do uso de indicadores para parada do algoritmo

Problema Total de SND OCD-HV OCD-IGD OCD-𝑆3 PFA
ZDT1 354 0/167 0/99 0/96 354/435
ZDT2 463 122/176 0/104 0/59 341/472
ZDT3 564 0/152 0/108 0/147 564/564
ZDT4 193 78/105 15/104 0/79 100/102
ZDT6 318 1/154 0/77 0/9 317/317

As Figuras 21 e 22 apresentam os gráficos dos resultados obtidos no experimento,
para o NSGA2 e o SPEA2, respectivamente. Nos gráficos, os resultados das Tabelas 30
e 31 são visualmente percebidos. Em todos, a curva de soluções de PFA se mostra com
pontos que dominam as demais, exceto para o problema ZDT4 executado pelo NSGA2,
conforme apresentado nos resultados da respectiva tabela. De qualquer forma, na maioria
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dos problemas, todas as curvas estão próximas, sendo o PFA com melhores resultados.
Os resultados apresentados pelo OCD-𝑆3 para os problemas ZDT3 e ZDT4 se mostram
próximos do PFA, no ZDT1 se mostra melhor do que o OCD-IGD e no ZDT2 é semelhante
ao do OCD-IGD. Generalizando, os melhores resultados são do PFA, seguido pelo OCD-
HV, OCD-𝑆3 e OCD-IGD.

4.5 Considerações Finais

Neste capítulo, apresentamos os experimentos realizados em que os resultados indicam:
1) a efetividade dos algoritmos SEDA e SEDASI aplicados ao problema Job Shop Flexível;
2) a necessidade de indicadores que apresentem dados comportamentais de um AEMO;
3) a efetividade dos indicadores CR e DR, integrando o PFA, e do 𝑆3, associado ao OCD,
para indicar um ponto de parada para AEMO’s que tratam o FJSP e para problemas
experimentais da literatura (ZDT). No próximo capítulo, as conclusões deste trabalho são
apresentadas.
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(a) ZDT1 (b) ZDT2

(c) ZDT3 (d) ZDT4

(e) ZDT6

Figura 21 – Gráficos dos problemas ZDT’s do algoritmo NSGA2
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(a) ZDT1 (b) ZDT2

(c) ZDT3 (d) ZDT4

(e) ZDT6

Figura 22 – Gráficos dos problemas ZDT’s do algoritmo SPEA2
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Capítulo 5
Conclusão

Neste trabalho, foram propostos dois indicadores, CR e DR, para apresentar informa-
ções comportamentais dos AEMO’s, além de um indicador, 𝑆3, para determinar o ponto
de convergência, sendo que foram associados a algoritmos para identificar um ponto de pa-
rada para os AEMO’s. Para analisar o comportamento de tais indicadores, dois AEMO’s
foram propostos, SEDA e SEDASI, baseados no EDA e, no caso do SEDASI, na inteli-
gência de enxame.

Os indicadores CR e DR têm a finalidade de avaliar as condições que um AEMO possui
para melhorar o conjunto de aproximação em um determinado instante da evolução. O
indicador CR apresenta o quão concentradas estão as soluções candidatas na fronteira 1
(soluções referenciadas no conjunto de aproximação), enquanto DR mostra a efetividade
do AEMO em encontrar novas posições do espaço de busca. Ambos foram utilizados para
apresentar evidências de que o OCD-HV não apresenta o ponto de convergência de melhor
resultado quando aplicado ao DIPSO.

A utilização dos indicadores para determinar um ponto de parada de AEMO’s foi
proposta por meio dos algoritmos PFA e OCD-𝑆3. O algoritmo PFA foi implementado
para utilizar CR e DR e estimar um ponto de parada em que o AEMO está com a menor
probabilidade de melhorar o resultado. A associação de 𝑆3 com o OCD permitiu definir
um ponto de parada para AEMO’s através da identificação do ponto de convergência a
partir de observações no espaço de soluções. Portanto, a utilização de PFA e OCD-𝑆3

para identificação de um ponto de parada, além do uso de CR e DR para observar o
comportamento de um AEMO, respondem a questão de pesquisa QP1, pois a utilização
desses permite fazer observações sobre convergência, PFA e OCD-𝑆3, e diversidade, DR,
através do espaço de soluções.

Os AEMO’s SEDA e SEDASI foram propostos para tratar o FJSP multiobjetivo sendo
que SEDA é um EDA e SEDASI é um EDA híbrido com características de inteligência de
enxame. Os experimentos realizados mostraram que ambos os algoritmos apresentaram
resultados equivalentes àqueles encontrados na literatura. Porém, a comparação dos re-
sultados com algoritmos semelhantes mostra que o conjunto de soluções não dominadas
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de SEDA e SEDASI possuem uma diversidade maior do que o observando nos outros.

Foram realizados experimentos para verificar o comportamento das propostas de iden-
tificação do ponto de parada com o FJSP e com um benchmark da literatura, o ZDT
(Zitzler; Deb; Thiele, 2000), utilizando para comparação o OCD-HV e o OCD-IGD.

O experimento realizado com o FJSP foi elaborado com os AEMO’s: SEDA, SEDASI,
DIPSO, NSGA2 e SPEA2, utilizando os benchmarks de Kacem, Hammadi e Borne (2002)
(KC) e Brandimarte (1993) (BR). Tal experimento apresentou resultados promissores para
ambas as propostas, PFA e OCD-𝑆3, sendo que para os AEMO’s DIPSO e SEDASI, o
OCD-𝑆3 apresentou os melhores resultados e para o SPEA2, PFA apresentou os melhores
resultados. Apesar disto, para todos os algoritmos, PFA e OCD-𝑆3 apresentaram resulta-
dos competitivos, exceto os resultados do PFA com o DIPSO nos problemas do benchmark
BR. Nesse caso, PFA encontrou soluções não dominadas somente em um problema, BR
Mk2, no comparativo com os outros algoritmos de ponto de parada.

O experimento realizado com os problemas do benchmark ZDT confirmaram a com-
petitividade de PFA e OCD-𝑆3, sendo que em todos os problemas e algoritmos, PFA
apresentou o melhor resultado, exceto para o problema ZDT4 com o NSGA2.

Esses experimentos respondem às questões de pesquisa QP2 e QP3, pois, em ambos os
experimentos, os algoritmos PFA e OCD-𝑆3 apresentam pontos de parada para AEMO’s,
com um conjunto de soluções não dominadas diversificado (QP2) e com ênfase para a
competitividade que apresentam, sendo que, no experimento com o FJSP, o destaque
maior é do OCD-𝑆3 e, no experimento com o ZDT, o destaque maior é do PFA (QP3).

Portanto, os resultados desses experimentos, o primeiro com algoritmos tratando um
problema de domínio discreto, FJSP, e o segundo tratando problemas de domínio contínuo
e com AEMO’s conhecidos da literatura, indicam a efetividade em utilizar PFA e OCD-𝑆3,
para identificar um ponto de parada para AEMO’s.

5.1 Principais Contribuições

O trabalho desenvolvido apresentou as seguintes contribuições: 1) CR e DR, indica-
dores que podem ser utilizados para analisar o comportamento evolutivo de um AEMO,
estimando se o algoritmo pode melhorar seu conjunto de aproximação; 2) 𝑆3, indicador
que, mede a distância entre as soluções no espaço de soluções, apresentando uma média
do quão espalhadas elas estão, e, ao ser associado ao algoritmo OCD (OCD-𝑆3), permite
determinar um ponto de convergência para AEMO’s, observando a estabilidade do con-
junto de aproximação no respectivo espaço; 3) PFA, um algoritmo que utiliza CR e DR
para estimar um ponto de parada para AEMO’s; e 4) SEDA e SEDASI, dois AEMO’s
para tratar o FJSP multiobjetivo.
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5.2 Trabalhos Futuros

A fim de estender este trabalho, temos a possibilidade de propor novos indicadores
que observem outras características comportamentais dos AEMO’s, combinar os indi-
cadores apresentados, além de aplicar a definição de indicadores de progresso aos que
foram propostos, de modo que se tenha um novo ponto de vista. Os AEMO’s, SEDA
e SEDASI, podem ser modificados, utilizando observações que possam ser realizadas a
partir de CR e DR para que explorem de uma outra forma o espaço de busca, como
por exemplo, aplicando mais diversidade na população. Além disso, ambos os algoritmos
podem ser aplicados a outros problemas de domínio discreto, por exemplo, problemas de
escalonamento diferentes do FJSP.

5.3 Contribuições em Produção Bibliográfica

O trabalho desenvolvido resultou em três publicações em conferências da área:

❏ L. C. F. Carvalho and M. A. Fernandes, “Simple Estimation of Distribution Al-
gorithm for the Flexible Job-Shop Problem” 2017 IEEE Congress on Evolutionary
Computation (CEC), 2017, pp. 2233-2239, doi: 10.1109/CEC.2017.7969575.

❏ L. C. F. Carvalho and M. A. Fernandes, “Convergence analysis of evolutionary
algorithms solving the Flexible Job Shop Problem,” 2018 IEEE Congress on Evolu-
tionary Computation (CEC), 2018, pp. 1-7, doi: 10.1109/CEC.2018.8477685.

❏ L. C. F. Carvalho and M. A. Fernandes, “An EDA with swarm intelligence for
the multi-objective flexible job-shop problem,” In Proceedings of the 2020 Genetic
and Evolutionary Computation Conference Companion (GECCO ’20), 159–160, doi:
10.1145/3377929.3389918.
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APÊNDICE A
Gráficos

Conforme dinâmica do texto, apenas alguns gráficos foram apresentados na seção 4.3.
Enfim, todos os gráficos de cada algoritmo, para cada problema, são aqui apresentados.



120 APÊNDICE A. Gráficos

(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 23 – Gráficos do problema KC04X05
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 24 – Gráficos do problema KC08X08
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 25 – Gráficos do problema KC10X07
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 26 – Gráficos do problema KC10X10
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 27 – Gráficos do problema KC15X10
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 28 – Gráficos do problema BR MK01
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 29 – Gráficos do problema BR MK02
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 30 – Gráficos do problema BR MK03
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 31 – Gráficos do problema BR MK04
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 32 – Gráficos do problema BR MK05
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 33 – Gráficos do problema BR MK06
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 34 – Gráficos do problema BR MK07
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 35 – Gráficos do problema BR MK08
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 36 – Gráficos do problema BR MK09
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(a) DIPSO (b) SEDA

(c) SEDASI (d) NSGA2

(e) SPEA2

Figura 37 – Gráficos do problema BR MK10
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