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Resumo

Neste trabalho desenvolveremos um estudo na area da Algebra Comutativa, que trata essencialmente
dos resultados relacionados aos anéis comutativos com unidade. Os principais topicos abordados sao
os ideais, anéis quocientes, modulos, submédulos, anéis de fragoes e modulos de fragoes, para entao
utilizar o conhecimento obtido no decorrer da pesquisa, para realizar um estudo sobre a decomposigao
priméria de ideais. Por fim, apds provar dois importantes teoremas que garantem a unicidade de tal
decomposicao, avancaremos nossos estudos aos anéis Noetherianos, uma vez que nestes anéis também

é garantida a existéncia da decomposicao primaria.

Palavras-Chave: Algebra Comutativa, anéis, ideais, médulos, decomposigao primaria.



Abstract

In this work we will develop a study in the area of Commutative Algebra, which essentially deals
with the results related to commutative rings with unity. The main topics covered are ideals, quotient
rings, modules, submodules, rings of fractions and modules of fractions, to then use the knowledge
obtained in the course of the research, to carry out a study about the primary decomposition of ideals.
Finally, after proving two important theorems that guarantee the uniqueness of such decomposition,
we will advance our studies to Noetherian rings, since in these rings the existence of the primary

decomposition is also guaranteed.

Key-Words: Commutative Algebra, rings, ideals, modules, primary decomposition.
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Introducao

O estudo da algebra comutativa, primeiramente conhecida como teoria dos ideais, comegou com
a obra de Richard Dedekind sobre ideais, baseado nos trabalhos precedentes de Ernst Kummer e
Leopold Kronecker. Posteriormente, grandes matematicos como David Hilbert, Emmy Noether e
Emanuel Lasker introduziram algumas outras abordagens para o assunto, que foram essenciais para
que a algebra comutativa se tornasse o que é atualmente.

A decomposicao de um ideal em ideais primérios é um pilar tradicional da teoria de ideais. Ele
fornece a base algébrica para decompor uma variedade algébrica em suas componentes irredutiveis.
Nesta monografia, iremos estudar os conceitos e resultados necessarios para compreender a existéncia
e a unicidade da decomposicao primaria de ideais, e como ela fornece uma generalizacao da fatoragao
de um inteiro como produto de poténcias primarias.

No primeiro capitulo, serao abordados conceitos com o intuito de dar uma base e familiarizar o
leitor com os resultados fundamentais a respeito dos anéis e ideais, que serao utilizados durante todo
o trabalho. Serao apresentadas propriedades, exemplos e resultados sobre homomorfismos de anéis,
anéis quocientes, ideais principais, primos, coprimos e maximais, nilradical, radical de Jacobson e
operagoes com ideais.

No segundo capitulo, estenderemos nossos estudos aos modulos, que em geral tem resultados
bastantes parecidos com os ideais, uma vez que os ideais sao casos particulares de modulos. De posse
dos resultados a respeito de A-mdédulos, submédulos e homomorfismos de médulos, conseguiremos
trabalhar com as sequéncias exatas e o famoso Lema da Serpente.

No terceiro capitulo introduziremos os anéis de fragoes e mddulos de fracoes, que nos trazem
um entendimento sobre o processo de localizagdo, que é uma das ferramentas mais importantes da
Algebra Comutativa. Por fim, no quarto capitulo chegaremos ao objetivo central deste trabalho que
¢é a realizacdo da decomposicao primdria de ideais e veremos que essa decomposicao sempre existe
quando se trata de anéis Noetherianos.

Esta monografia se baseia numa leitura do livro ”Introduction to Commutative Algebra”, dos

autores M. F. Atiyah e I. G. MacDonald, referéncia principal deste trabalho e que se encontra em [1].



Os resultados apresentados nos capitulos 1, 2, 3, 4 e 7 do livro, foram selecionados de forma a construir
o caminho necessdrio para o estudo da decomposicao priméria de ideais. Todas as demonstragoes
foram abertas e explicadas com o maior detalhamento possivel e exemplos foram adicionados, visando
facilitar o entedimento de quem esta estudando o assunto pela primeira vez e explicitar a absorcao do
conteudo pelo autor deste trabalho.

O livro é bastante denso, e varios resultados nao estao provados. As demonstragoes destes resul-
tados foram, em geral, feitas pelo autor desta monografia, sendo necessario algumas vezes recorrer a
outras fontes. O trabalho de conclusdo de curso referenciado em [2] foi utilizado para consultar as
provas de alguns resultados sobre anéis e médulos, e o referenciado em [3] foi utilizado para consultar
sobre sequéncias exatas. Dois resultados, devido ao tamanho extenso de suas demonstragoes, nao
foram provados neste trabalho e suas provas podem ser encontrados nas referéncias [4] e [5], conforme

citadas no decorrer do texto.



Capitulo 1

Anéis e Ideais

Iniciaremos nosso estudo com os anéis, o que nos dard uma base para o que serd estudado no
restante do trabalho. Iremos apresentar os conceitos, propriedades e resultados basicos sobre ideais,

principalmente a respeito dos ideais principais, primos e maximais e das operagoes com ideais.

1.1 Anéis e homomorfismos de anéis

Definicao 1.1. Um anel comutativo com unidade A ¢ um conjunto munido com duas operacgoes

internas, chamadas adicdo e multiplicacao, que satisfazem as sequintes condigoes:
Al: A adicdo € associativa, isto €,

Ve,y,z € A, (x+y)+z=z+ (y+2).
A2: Existe um elemento neutro com respeito a adi¢do, isto €,

€A, tal que 0+ x=2+0= .

A8: Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adicdo, isto €,
Ve e A, 3 (—z) € A, tal que z+ (—x) = (—z) + 2 = 0.
A4: A adicdo € comutativa, isto €,
Ve,yec A, z+y=y+x.
M1: A multiplicagdo € associativa, isto €

Vl’,y,ZEA, (l‘y)Z:IE(yZ)



M2: Ezxiste um elemento neutro com respeito a multiplicacdo, chamado elemento identidade, isto €,

dl1 €A, talque l -z =x-1=1x.

MS3: A multiplicacdo é comutativa, isto é,

Ve,yce A, z-y=vy-z.

AM: A adicdo € distributiva com respeito a multiplicacdo, isto €,
Ve,y,z €A, z-(y+z)=z-y+z-z e (z+y)-z=x-2+y- =z

Neste trabalho, usaremos apenas o termo “anel” quando quisermos falar sobre um anel comutativo

com unidade.

Definigcao 1.2. O anel zero, denotado por 0, é o anel trivial, isto é, o anel em que o elemento neutro

da adicao € igual ao elemento identidade, nesse caso temos que
VeeA, xz=z-1=z-0=0.

Definicao 1.3. Um subconjunto S de um anel A € um subanel de A se S € fechado em relagdo a

adicdo e multiplicacdo e se contém o elemento identidade de A.
Definigao 1.4. Um homomorfismo de anéis é uma aplicacdo f de um anel A em um anel B tal que:
i) flz+y) = fl@)+ fy)
i) fx-y) = flx)- f(y).
i) f(1)=1.

Em outras palavras, temos que f respeita a adicao, multiplicacao e elemento identidade. Notemos

que da condicdo i) temos que f é também um homomorfismo de grupos abelianos e que:

a) f(0) = 0. De fato, temos que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), logo f(0) é o elemento neutro da

adigao, e portanto f(0) = 0.

b) f(—z) = —f(z). De fato, temos que 0 = f(0) = f(x —z) = f(z)+ f(—=x), logo f(—x) é o inverso
aditivo de f(x), e portanto f(—xz) = —f(x).

) f(z —y) = f(z) = f(y). De fato, f(z —y) = f(z) + f(-y) = f(x) = f(y)-
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Definicao 1.5. Um homomorfismo de anéis bijetor é chamado de isomorfismo. Se existe um isomor-

fismo entre dois anéis, dizemos que esses anéis sao isomorfos.

Exemplo 1.6. A aplicacdo identidade de um subanel S de A no anel A € um homomorfismo de anéis.

De fato, dados x,y € S, temos que

f@+y) =z+y=/f(=)+ fy),
fle-y)=z-y=f(z) f(y),
f) =1
Exemplo 1.7. Se f: A — B € um homomorfismo de anéis, entdo a imagem de f € um subanel de
B. De fato, sejam x,y € A, entao f(x), f(y) € B e f(x)+ f(y) = f(x +y). Como xz+y € A, entdo

flx+y) € Im(f). Da mesma forma, f(x)- f(y) = f(x-y) € Im(f). Como f é homomorfismo de

anéis, sabemos que f(1) =1, logo 1 € Im(f). Portanto, Im(f) € um subanel de B.

Exemplo 1.8. Se f: A — B eg: B — C sdo homomorfismos de anéis, entdo a composta go f :

A — C também é. De fato, dados x,y € A,

(go @ +y)=g(flx+y) =9(f(x)+ f(y) = 9(f(2)) +9(f(y) = (g0 f)(z) + (g f)(y),
(go @ y)=g(f(z-y) =9(f(z) f(y) =g(f(x)) 9(f(y) = (go f)(z) (g0 f)y),
(go f)(1) =g(f(1)) =g(1) = 1.

Portanto, g o f € um homomorfismo de anéis.

1.2 Ideais e anéis quocientes

Definigao 1.9. Um ideal I de um anel A é um subconjunto de A tal que:
i) I € um subgrupo aditivo de A, isto é, para todos x,y € I, tem-se que x —y € I.
i1) AI C 1, isto €, para todo x € A e para todo y € I, tem-se que x -y € I.

Exemplo 1.10. Se f: A — B é um homomorfismo de anéis, entdo o nicleo de f é um ideal de A,
denotado por ker(f). De fato, temos que ker(f) # 0, pois 0 € ker(f), uma vez que f é homomorfismo
e portanto leva 0 em 0. Agora, sejam x,y € ker(f). Temos que f(x —y) = f(x) — f(y) =0—-0=0,
logo © —y € ker(f) e entdo ker(f) é um subgrupo aditivo de A. Agora, seja z € A. Temos que
f(z-x)=f(2) - f(z) = f(2)-0=0, logo z -z € ker(f). Portanto, ker(f) é um ideal de A.

Proposicao 1.11. Se f: A — B é um homomorfismo de anéis, temos que ker(f) =0 se, e somente

se, f € injetor.
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Demonstragao. Seja ker(f) =0, se f(a) = f(b), entao f(a)— f(b) = f(a—b) =0, logo b—a € ker(f), e
entdo b—a = 0, ou seja, a = b e portanto f é injetora. Por outro lado, seja f injetora e seja = € ker(f).
Entao f(x) = 0, e como f(0) = 0, segue que f(x) = f(0). Como f é injetora, temos x = 0. Assim,
ker(f)=0. O

Definicao 1.12. Seja I um ideal de um anel A e sejam x,y € A, definimos a relagdao de equivaléncia
~ da segquinte maneira: dados x,y € A, temos que x ~ y se, e somente se, x —y € I. A classe de
equivaléncia de um elemento x € o conjuntoT = {x+y:y € I} =x+1. O conjunto {T = z+1;z € A}
das classes de equivaléncia formam um anel A/I, chamado de anel quociente, com as operagoes + e

- em A/I definidas como a sequir:

T+y=@@+D+y+)=(@+y)+I=2+y e
T-y=(x+1)-(y+1I)=(zy) +1 =1y
Proposigao 1.13. A relagcdao ~ da definicdo anterior é uma relacdo da equivaléncia.
Demonstragdo. Sejam x,y,z € A.
i) A relacao é reflexiva, isto é, x ~ z, pois x —xz =0 € I.

ii) A relac@o é simétrica, pois se x ~ y, entdo x —y € I, e como I é um ideal, entao —(z — y) € I,

logoy —x €.

iii) A relacd@o é transitiva, poisse x ~y ey~ z,entaox —y € [ ey —z € I, e como I é um ideal,

entdo (x —y)+ (y—2) € I, logo z — z € I, e entdao = ~ 2.

Observagao 1.14. O anel quociente A/I é de fato um anel, com1=1+1e0=0+1=1.

Exemplo 1.15. A fungio ¢ : A — A/I, que leva cada © € A em sua classe de equivaléncia x + I,
é um homomorfismo de anéis, chamado projecao canénica de A em A/I. De fato, sejam z,y € A,

temos que:

px+y)=(@+ty +I1=(@+I)+y+1I)=9x)+ o),
px-y)=(@ y)+I1=(x+1) (y+1I)=¢x)- ),

6(1) =1+ 1.

Esse homomorfismo é sobrejetor pois para todo z + 1 € A/, existe z € A tal que ¢(z) = z + 1.
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Teorema 1.16 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos para Anéis). Seja f : A — B um homo-

morfismo de anéis, entdo f induz um isomorfismo de anéis A/ker(f) ~ Im(f).

Demonstragdo. Considere a funcio f : A/ker(f) — Im(f), definida por f(Z) = f(x), e sejam Z,y €
A/ker(f). Entao, temos que

i=jer-g=0a—ycke(f)e f(x—y) =0s fz) - fly) =0« f(z) = fly) & [(@) = [©).

Portanto, a funcio f estd bem definida e é injetora.

Agora, seja z € Im(f), entdo z = f(x), para algum = € A. Logo, f(Z) = f(x) = 2. Portanto, f é

sobrejetora.
Além disso,
f@+9) = f@Fy) = fla+y) = f2)+ fly) = F@) + @),
f@-g)=f@5) = flz-y) = fl) fly) = f@) @) e
fO)=f1)=1
Logo, f é um homomorfismo. Portanto, A/ker(f) é isomorfo a Im(f), como queriamos provar. [

Teorema 1.17. Sejam I e J ideais de um anel A. Se I C J, entao J/I € um ideal de A/I e hd um
isomorfismo de anéis (A/I)/(J/I) ~ (A/J).

Demonstragao. Considere o homomorfismo ¢ : A/I — A/J, definido por ¢(a + 1) = a+ J. O
homomorfismo estd bem definido pois, se a+1 =b+ 1, entdoa—b € I, e como I C J, entdo a—b € J,

logo a+ J = b+ J. Temos que ¢ é um homomorfismo, pois dados a + I,b+ I € A/I, entao

d(a+b)+I)=((a+b)+J)=(a+J)+(b+J)=dla+I)+ob+1),
dlab+ 1) =ab+J = (a+J)(b+J)=da+1I) ¢(b+1)e

d(1+1)=1+J

Além disso, temos que ker(¢) ={a+1c A/l:¢pla+I1)=0+J}={a+I€A/l:a+J=0+J}=
{a+I€A/l:ac J}=J/I. Temostambém que ¢ é sobrejetor pois para todo a +.J € A/J, temos
que a+J =¢(a+ 1), coma+ 1 € A/, logo Im(¢p) = A/J. Portanto, pelo Teorema 1.16, segue que
(A/I)/ker(¢p) ~ Im(¢), logo (A/I)/(J/I) ~ (A/J), como querfamos provar. O

Teorema 1.18 (Teorema da Correspondéncia entre Ideais). Seja I um ideal do anel A, entdo existe

uma correspondéncia biunivoca entre os ideais J de A que contém I e os ideias J de A/I, dados por

J=o-1(7).

13



Demonstragao. Sejam X o conjunto dos ideais de A que contém I, Y o conjunto dos ideais de A/I,
J € X e J €Y. Definimos as fungoes ¢ : X — Y por ¢(J) =J/Tep:Y — X por (J):={a€ A :
a+ I € J}. Vamos mostras que essas funcoes estdo bem definidas, isto é, que ¢(.J) é um ideal de A/T

e que (J) é um ideal de A contendo I.

e Sejam x, y € J ,entdo z+1, y+1 € J/I. Vamos mostrar que ¢(J) é um ideal de A/I. De fato,
(x+0)+wy+I)=(x+y)+1€J/I, pois x+y € J, uma vez que J é ideal de A. Além disso,
—(z+1)=—x+1e€ J/I, pois —x € J, uma vez que J é ideal de A. Por fim, se a +1 € A/I,
entdo (a + I)(x +I) = ax + I € J/I, pois ax € J, novamente por J ser ideal de A. Portanto
¢(J) = J/I é um ideal de A/I.

e Sejam z, y € ¢(J), entdo v + I, y+ I € J. Vamos mostrar que ¥(.J) é um ideal de A. De fato,
(x+y)+I=(x+I)+(y+I)eJ,poisz+1, y+I€JeJéideal de A/I, logo z+y € (J).
Além disso, —z +1 = —(z+ 1) € J, poisx+ 1 € J e J éideal de A/I, logo —x € 1(J). Por
fim, se a € A, entdo ax +I = (a+I)(x+1) € J,poisa+1I € A/T e x + I € J, novamente por
J ser ideal de A/I, logo ax € ¥(J). Portanto ¥(J) é um ideal de A. Agora, vamos mostrar que
Y(J) contém I. De fato, se x € [ entdio x +1 =1 =0+ 1 € J, pois J é um ideal de A/I, logo
x € (J). Portanto, ¥(.J) é um ideal de A contendo I.

Agora, vamos mostrar que para todo J € X e para todo J € Y, temos que ¥(¢(J)) = J e que
P(W(J) = J.

e Temos que P(o(J)) = ¢(J/I) ={a€ A:a+ 1€ J/I}. Mas a+ I € J/I significa que existe

jeJtalquea+I=j5+1istoé, a—j=i€l, assima=i+j € Jsendo I C J. Por outro

lado, é claro que se a € J, entao a+ 1 € J/I. Isso mostra que a+ I € J/I é equivalente a a € J,
logo ¥(¢(J)) ={a€ A : a € J} =J. Portanto, para todo J € X, temos que ¢(¢(J)) = J.

e Temos que ¢p(¢)(J)) ={a € A:a+1¢€ J}/I. Suponha que z+1 € ¢(¢»(J)), entdo z+1 = a+1,
com a+1 € J, logo x+ 1 € J. Portanto, ¢((J)) C J. Agora, suponha que t = a+ 1 € J, entdo
a€YP(J),logot=a+1 € ¢(h(J)). Portanto, J C ¢(1(J)). Assim, para todo J € Y, temos

que p(1p(J)) = J.

Logo, ¢ e ¥ sao bijegbes inversas uma da outra, como queriamos provar. ]

1.3 Divisores de zero, elementos nilpotentes e unidades

Definicao 1.19. Um divisor de zero em um anel A € um elemento x € A, para o qual existe y # 0

em A, tal que v -y = 0.
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Exemplo 1.20. Os elementos 2 e 3 sao divisores de zero do anel Zg, pois 2-3 =0 em Zg.
Definicao 1.21. Um anel sem divisores de zero ndo nulos € chamado de dominio de integridade.

Exemplo 1.22. O anel Z ¢ um dominio de integridade, pois dados a,b € Z, temos que a-b =0 se, e

somente se, a =0 ou b= 0.

Exemplo 1.23. O anel Zg ndao € um dominio de integridade, pois vimos no Exemplo 1.6 que Zg

possui divisores de zero nao nulos.
Definicao 1.24. Seja x € A. Dizemos que x é um elemento nilpotente se x™ = 0, para algum n > 0.

Exemplo 1.25. Seja A # 0 um anel, entdo todo elemento nilpotente x # 0 de A é um divisor de zero.
De fato, seja n o menor inteiro positivo tal que z" = 0. Temos que n # 1, pois nesse caso teriamos
x=0,assimn>1en—1>0. Entdo, 0=a" =z-2"', comax#0 ea™ ! #0.

Por exemplo, 2 é um elemento nilpotente de Zs, pois 2> =2-2.2=8 =0, e 2 ¢ divisisor de zero
de Zg, pois 2-4 =8 = 0. A reciproca nio é verdadeira, ou seja, nem todo divisor de zero de um anel
A € um elemento nilpotente de A, por exemplo, 3 é divisor de zero de Zg, pois 3-2 =6 = 0, mas 3
nio € um elemento nilpotente de Zg, pois 3" =3 # 0, para todo n > 0.

Definicao 1.26. Uma unidade de um anel A é um elemento x € A, para o qual existe y € A, tal que

z-y=1. O elemento y é determinado de forma tnica por x e denotado por x~!.

Exemplo 1.27. As unidades do anel Z sao 1 e -1, pois1-1=1¢e (-1)-(—1) = 1.

Exemplo 1.28. As unidades de um anel A formam um grupo abeliano em relagdo a multiplicacao.

De fato, seja G o grupo das unidades de A, entao:

e 1€G;

-1

e Dados x,y € G, temos que (z-x71) - (y-y~') =1, o que implica (z-y) - (y~*-27') = 1, logo

x-y€G;
e Dado x € G, temos que z-x~ ' =1, logo x~! € G.
Definigao 1.29. Seja x € A, entdo Az = {a-x : a € A} € um ideal de A, denotado por (x) e chamado
de ideal gerado por x. Se I = (x) para algum x € A, entdo dizemos que I é um ideal principal.

Exemplo 1.30. Sejam A um anel e x € A. FEntdo, x € uma unidade de A se, e somente se,
() = A = (1). De fato, se x é uma unidade de A, entio existe x=' € A, tal que x - x~' = 1, logo
1 € (z). Como (x) € um ideal que contém 1, entao A-1 = A C (x) e, portanto, (xz) = A. Por outro
lado, se (x) = A, entdo 1 € (x), pois 1 € A. Assim, existe y € A, tal que x -y = 1, concluindo que x

€ uma unidade em A.
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Definicao 1.31. Um anel A em que 1 # 0 e que todo elemento nao nulo é uma unidade é chamado

de corpo.
Proposigao 1.32. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstragdo. De fato, sejam A um corpo e x,y € A, com z # 0. Suponha que x -y = 0, entdo
7l (z-y)=2"1-0,logo (z7!-2)-y =0, o que implica 1-y = 0 e entdo y = 0. Portanto,  ndo é

divisor de zero. O

Exemplo 1.33. A reciproca da Proposi¢do anterior € falsa. Por exemplo, vimos no Exemplo 1.7 que
Z € um dominio de integridade, mas vimos no Exemplo 1.10 que as unicas unidades de Z sao 1 e -1,

logo Z ndo é um corpo.

Proposicao 1.34. Seja A # 0 um anel. Entdo as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) A é um corpo.
(ii) Os unicos ideais de A sao (0) e (1) = A.

(iii) Todo homomorfismo de A em um anel B # 0 € injetor.

Demonstragdo. i) = i) Seja A um corpo e I # 0 um ideal de A. Entao I contém um elemento
x#0€ A. Como A é corpo, temos que x é uma unidade de A e portanto, pelo Exemplo 1.12, temos
que () = A = (1). Sabemos que I C (1) = A, pois I é um ideal de A, e temos que (1) = () C I pela
definicao de ideal. Logo, I = (1) = A.

i1) = 1) Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Vimos no Exemplo 1.4 que ker(¢) é um
ideal de A, logo ker(¢) = (0) ou ker(¢) = A. Mas pela definigao de homomorfismo sabemos que
f(1) =1, logo ker(¢) # A e entao a tunica possibilidade é que ker(¢) = 0. Portanto ¢ é injetor.

iii) = i) Seja x € A um elemento que nao é unidade. Entao, pelo Exemplo 1.12 temos que
(x) # (1), e portanto B = A/(z) é nao nulo. Seja ¢ : A — B a projegao canonica, cujo nicleo é (x).
Por hipétese, ¢ é injetor, entao (z) = 0, logo x = 0. Como todo elemento que ndo é uma unidade é

nulo, entdao todo elemento nao nulo é uma unidade, portanto A é um corpo. ]

1.4 Ideais primos e ideais maximais

Definigao 1.35. Um ideal P de A € chamado de ideal primo de A se P # A e se dados x,y € A,

sempre que x -y € P, tivermos que x € P ou y € P.
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Exemplo 1.36. O ideal 27 é um ideal primo de 7, pois 27, #+ 7 e dados x,y € 7, se x -y € 27, entao
x -y = 2n, para algum n € Z, mas o produto de 2 numeros inteiros € um niumero par se, e somente

se, pelo menos um desses inteiros € par, logo x € 27 ou y € 27, portanto 27 é um ideal primo de 7Z.

Definigcao 1.37. Um ideal M de A € chamado de ideal mazimal de A se M # A e se ndo hd nenhum
outro ideal I de A tal que M C I C A.

Exemplo 1.38. O ideal 27 ¢ um ideal mazimal de Z, pois 27 # 7Z e dado um ideal J de Z tal que
27 C J, entao existe v € J tal que x ¢ 27, assim x = 2n + 1, para algum n € Z. Mas v = 2n + 1,

logo1l=x—2n€ J, e como (1) =7, temos que J = Z.

Proposicao 1.39. Sdo wvdlidas as sequintes afirmacdes:
i) Um ideal P é um ideal primo de A se, e somente se, A/P é um dominio de integridade.
it) Um ideal M ¢é um ideal maximal de A se, e somente se, A/M ¢é um corpo.

Demonstragdo. i) (=) Seja P um ideal primo de A e sejam T,y € A/P, tais que T-y = 0, entao
x-y € P. Como P é um ideal primo de A, temos que x € P ouy € P, logo T = 0 ou y = 0. Portanto,
A/P é um dominio de integridade.

(<) Seja A/P um dominio de integridade e sejam z,y € A, tais que x -y € P. Como z -y € P,
entdao T-y = 0 em A/P, e como A/P é um dominio de integridade, entdao T = 0 ou ¥ = 0. Logo,
x € P ouy € P. Portanto, P é um ideal primo de A.

i7) (=) Seja M um ideal maximal de A. Como A é um anel com unidade, entdao A/M também
¢é. Vamos mostrar que todo elemento nao nulo de A/M é uma unidade. Seja T € A/M, com T # 0,
entdo x ¢ M. Tomemos o ideal (z), temos que M C M + (z) C A (aqui estamos usando que a soma
de ideais é um ideal, o que serd provado na segao 1.6). Como M é um ideal maximal de A, entao
M+ (z) = A, logo existem y € Ae z € M, taisque l =2+ z-y,ouseja, |l =2+7Z-y =T-y. Assim,
temos que T é uma unidade e portanto A/M é um corpo.

(<) Seja A/M um corpo e seja I um ideal de A tal que M C I C A. Entao existe z € I tal que
x & M, logoT € A/M é tal que T # 0. Como A/M é corpo, entao existe ¥ € A/M tal que 1 =7 -7,
entao 1—z-7 =0, logo 1 —x-y € M. Assim, existe z € M C I, talque 1 —z-y = z,isto é 1 = 24z -y.

Comozelex-yel, temos quel e I, logol = A. Portanto, M é um ideal maximal de A. O

Exemplo 1.40. Todo ideal maximal é um ideal primo. De fato, se M € um ideal maximal de um
anel A, entdo pelo item i) da Proposi¢cao anterior, temos que A/M €é um corpo. Pela Proposi¢do 1.1,
todo corpo é um dominio de integridade, logo A/M é um dominio de integridade. Pelo item i) da

Proposicao anterior, seque que M € um ideal primo de A.
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Exemplo 1.41. Nem todo ideal primo é um ideal mazimal. De fato, considere o ideal {0} de Z.
Dados a,b € Z tais que a-b € {0}, temos que a-b =0 e como Z é dominio de integridade, entdo a =0
oub =0, ou seja, a € {0} oub e {0}, portanto {0} € ideal primo de Z. Mas {0} ndo € ideal mazimal
de Z, pois 27 € ideal de Z e {0} C 27 C Z.

Proposicao 1.42. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e P um ideal primo de B. Entdo

F7YH(P) é um ideal primo de A.

Demonstragdo. Sejam x,y € f~1(P) e z € A. Entdo x,y € A e f(z),f(y) € P e f(z) € B. Como
f ¢é homomorfismo, temos que 0 € f~1(P) e como P ¢é ideal de B, entdo f(z) — f(y) € P, o que
implica f(z —y) € P, logo x —y € f~1(P). Portanto f~!(P) é subgrupo aditivo de A. Além disso,
f(x)- f(z) € P, o que implica f(z-2) € P, entdo x -z € f~1(P), logo Af~*(P) C f~(P). Portanto
f7Y(P) é ideal de A. Agora, sejam k,l € A tais que k-1 € f~1(P). Entdo, f(k-1) = f(k)- f(I) € Pe
como P é ideal primo de B, entdo f(k) € P ou f(I) € P, ouseja, k € f~1(P) oul € f~1(P). Portanto,
f~1(P) é ideal primo de A. O

Exemplo 1.43. A Proposicao anterior ndao € verdadeira se tomarmos um ideal maximal ao invés de
um ideal primo. De fato, seja f : Z — Q o homomorfismo de inclusao. Como Q é um corpo, pelo item
ii) da Proposicdo 1.3, temos que {0} ¢ ideal mazimal de Q. Como f € injetora, entio f~1{0} = {0},

que como vimos no Exemplo 1.41 nao € um ideal maximal de Z.

Definicao 1.44. Seja S um conjunto mao vazio parcialmente ordenado, isto €, existe uma relagao
x <y emlS, que é reflexiva e transitiva, e tal que se x <y ey < x, temos x =y. Um subconjunto T

de S € uma cadeia se x <y ouy < x para todos x,y € T.

Lema 1.45 (Lema de Zorn). Se toda cadeia T de S possui um limitante superior em S, entdo S

possui ao menos um elemento maximal.

Demonstragao. A demonstracao do Lema de Zorn é extensa e nao serd feita neste trabalho. Ela pode

ser encontrada nas paginas 63, 64 e 65 da referéncia [4]. O
Teorema 1.46. Todo anel A # 0 tem ao menos um ideal mazimal.

Demonstragdo. Seja S o conjunto de todos os ideais de A diferentes do préprio A. Em S considere a
relacao de ordem dada pela inclusao. S é nao vazio, pois 0 € S. Vamos mostrar que toda cadeia em S
tem um limitante superior em S. Seja (I,) uma cadeia de ideais em S, entao para cada par de indices
a, 8 nés temos que I, C Ig ou que Ig C I,. Vamos supor, sem perda de generalidade, que Ig C I,.

Seja I = |J, Io. Vamos verificar que I é um ideal de A. Sejam x,y € I, entao existem indices o, 8
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tais que x € I, e y € Ig. Como 0 € I e por hipétese Ig C I,, entao x —y € I, C I. Portanto, I é
subgrupo aditivo de A. Se a € A, entao a-x € I, C I, logo I é ideal de A. Além disso, 1 ¢ I pois
1 ¢ I,, para todo «. Portanto, I € S e I é um limitante superior da cadeia (I,). Assim, pelo Lema de

Zorn, S tem um elemento maximal e, consequentemente, A possui ao menos um ideal maximal. [
Corolario 1.47. Se I # A € um ideal de A, entdo existe um ideal maximal de A contendo I.

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, todo anel diferente de 0 tem pelo menos um ideal maximal,
logo o anel A/I tem um ideal maximal. Pelo Teorema 1.18, hd um correspondéncia biunivoca que
preserva a ordem entre os ideais de A que contém I e os ideais de A/I. Portanto, existe um ideal

maximal de A que contém I. O
Corolario 1.48. Todo elemento nao unidade de A estd em um ideal mazimal de A.

Demonstragao. Seja x um elemento nao unidade de A, entao o ideal (z) # A e temos pelo Corolario

anterior que () estd contido em um ideal maximal M de A, logo = € M. O

Definicao 1.49. Um anel A com um unico ideal mazximal M é chamado de anel local e o corpo
K = A/M ¢é chamado corpo residual. Um anel com um nimero finito de ideais maximais € chamado

de anel semi-local.

Exemplo 1.50. Todo corpo € um anel local. De fato, pela Proposicao 1.2 sabemos que o0s unicos

tdeats de um corpo K sao 0 e K. Portanto, 0 € o unico tdeal mazximal de K.
Proposicao 1.51. Sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:

i) Seja A um anel e M # A um ideal de A tal que todo x € A — M € uma unidade em A. Entdo

A é um anel local e M € seu ideal mazimal.

it) Seja A uma anel e M um ideal mazimal de A tal que todo elemento de 1+ M ={1+t:t € M}

é uma unidade em A. Entao A € um anel local.

Demonstragdo. i) Todo ideal I # A consiste de nao unidades e entao estao contidos em M. Assim,
M é o unico ideal maximal de A, portanto A é um anel local.

ii) Sejax € A— M. Como M é maximale M C (z)+ M C A, entdo (z)+ M = A, onde (x)+ M é
o ideal gerado por x e M. Dai existemy € Aet € M taisque z-y+t=1,entdox-y=1—-t €1+ M
e assim, por hipétese, x -y é uma unidade em A. Portanto, x é uma unidade em A e entao, pelo item

(i), A é anel local. ]
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1.5 Nilradical e radical de Jacobson

Definigao 1.52. O conjunto de todos os elementos nilpotentes em um anel A é chamado de nilradical

de A e é denotado por N'(A).

Proposigao 1.53. O nilradical de um anel A € um ideal de A e AJN(A) ndo possui nenhum elemento

nilpotente nao nulo.
Demonstragao. Vamos verificar que N'(A) é um ideal de A:
e N(A) # 0, pois 0" = 0, para todo n € Z, com n > 0, logo 0 € N'(A).

e Sejam z,y € N(A), entdo existem inteiros positivos n e m, tais que ™ = 0 e y™ = 0. Assim
(x4 y)"*t™~1 é a soma dos inteiros miiltiplos de produtos z"y*, onde 7 4+ s =m +n — 1, isto é

(l’—l—y)m+n_1 — pmtn—1 + (m—’—ln - 1) . pmtn—2 4.+ <Ziz:;> Sz ym+n—2 _|_ym+n—1.

Como nao podemos ter r < m e s < n, cada uma destas parcelas se anula, e assim temos que

(z + y)m”“1 = 0. Portanto z +y € N(A).

e Se x € N(A), entdo existe um inteiro positivo n, tal que 2™ = 0. Se n for par, entao (—x)" =

2" =0, e se n for impar, entao (—z") = —(z") = 0. Portanto —x € N(A).

e Sex € N(A) e y € A, entdo existe um inteiro positivo n, tal que (y - z)" =y" -z

Logo, -y € N(A).

Portanto, NV(A) é ideal de A.

Agora, vamos mostras que A/N(A) nao possui nenhum elemento nilpotente nao nulo. Seja T €
A/N(A) representado por x € A e T representado por z°, entdo existe um inteiro positivo n, tal que
Z" = 0, o que implica 2™ € N(A), logo (z™)* = 0, para algum k > 0. Mas (z™)* = 0, o que implica
" =0, logo * € N(A), e entdo T = 0. Portanto, se T ¢ um elemento nilpotente de A/N(A), entdo

Z é nulo. O
Proposicao 1.54. O nilradical de um anel A € a intersecdo de todos os ideais primos de A.

Demonstragdo. Seja (), P; a intersegao de todos os ideais primos de A. Se f € N(A) e se P é um
ideal primo de A, entdo f™ = 0 € P, para algum inteiro n > 0. Logo, f € P, pois P é primo. Assim,
f €, B Portanto, N(A) C N, P

Provaremos a inclusdo contréria pela contra-positiva. Suponha que f ¢ N(A), ou seja, que f nao

é nilpotente. Seja S o conjunto dos ideais I com a propriedade de que n > 0 implica f™ ¢ I. Entao
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S é nao vazio, pois 0 € S. O Lema de Zorn aplicado ao conjunto S, ordenado pela inclusao, garante
que S tem um elemento maximal. Seja P esse elemento maximal de S. Vamos mostrar que P é um
ideal primo. Sejam z,y ¢ P. Entao os ideais P + (x), P + (y) contém P estritamente e assim nao
pertencem a S. Logo f™ € P+ (z) e f* € P+ (y), para certos inteiros positivos m e n. Segue que
fmtm e P+ (z-y), e entdo o ideal P + (x - y) ndo pertence a S e dai z -y ¢ P. Assim temos um
ideal primo P tal que f ¢ P, e portanto f ¢ (), P,. Logo, se f € [, Pi, entdao f € N(A), ou seja,
N; P» € N(A). Portanto N (A) =, P O

Definicao 1.55. A intersecdo de todos os ideais maximais de um anel A € chamada de radical de

Jacobson e denotada por T .

Proposicao 1.56. O Radical de Jacobson de um anel A pode ser caracterizado da sequinte forma:

reJ e 1—x-y éuma unidade em A, para todo y € A.

Demonstragdo. (=) Suponha que x € J e que 1 — x - y ndo seja um elemento unidade em A. Pelo
Corolario 1.2, toda nao unidade estd em um ideal maximal, logo 1 — x - y pertence a um ideal maximal
Mde A. Masx € J C M, logo x € M e portanto x -y € M. Massel —z-y€ M e x-y € M, entdao
1€ M eentao M = A, o que é um absurdo. Portanto, 1 — = - y é uma unidade em A.

(«<=) Vamos provar pela contra-positiva. Suponha x ¢ M para algum ideal maximal M, entao
x ¢ J. Como M ¢ ideal maximal de A, temos que M e x geram o ideal (1) = A, e temos u + zy = 1
para algum u € M ealgum y € A. Comoue M eu=1—x-y,entdo 1 —x -y € M e portanto nao é
uma unidade de A. O

1.6 Operagoes com ideais

Definicao 1.57. Sejam I e J ideais de um anel A, definimos a soma I+ J ={z+y:x€leyc J}.
De forma geral, definimos a soma Zjd I; para qualquer familia de ideais I; de A. Seus elementos

sdo todas as somas finitas Y x;, onde x; € I, para todo j € I.
Proposicao 1.58. A soma Zje] I; € o menor ideal de A contendo todos os I;.

Demonstragao. Sejam x,y € Zje[ I;. Entao z = Zjel Tjey= Zjel yj, com xj,y; € I;, para todo
j€I. Logo, x—y =73 icr®— > ic1¥ = D jer® —Yj- Como I; éideal, temos que z; —y; € I,
para todo j € I, portanto z —y € Zjel I;. Seja z € Zje[ I;, entdo z = Zjel zj, com z; € I e, para
todo a € A, temos que az = azjel zj = Zjel azj. Como I; é ideal, entao az; € I;, para todo j € I,
portanto az € » ;1. Logo, AY ;c; € > iy Concluimos assim que .-, ¢ um ideal. Agora, seja
J um ideal contendo todos os I;. Como ideais sao fechados pela adicao, entao ) jel I; C J. Portanto,

> jer 1j € o menor ideal de A contendo todos os ;. ]
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Definigao 1.59. Sejam I e J ideais de um anel A, definimos a intersecio INJ = {x € A:z €

I e x € J}. Da mesma forma, definimos a interse¢ao de qualquer familia de ideais.
Proposicao 1.60. A intersecio de qualquer familia (I;);cr de ideais é um ideal.

Demonstragao. Sejam x,y € ﬂje] I;. Entao z,y € I; para todo j, portanto x — y € I;, para todo j,
ou seja, xt —y € ﬂjel I;. Seja z € mjel I;, entao z € I;, para todo j. Como I; ¢ ideal, entao para todo
a € A, temos que az € I, para todo j, ou seja az € ﬂje[ I;. Logo, Aﬂje[ I; C ﬂjel I;. Concluimos

assim que ()¢, £; é um ideal. O

Definigao 1.61. Sejam I e J ideais de um anel A, definimos o produto IJ como o conjunto formado
por todas as somas finitas Y x;y;, onde cada x; € I e cada y; € J. Da mesma forma, definimos o
produto de qualquer familia finita de ideais. Em particular, as poténcias I"™,n > 0, de um ideal I estdo
definidas. Convenientemente, I° = (1) = A, e entdo I",n > 0, € o ideal gerado por todos os produtos

T1T39...Tp, No qual cada fator x; pertence a I.

Proposigao 1.62. O produto de qualquer familia finita (I)j=1.... n, de ideais também € um ideal.

Demonstragdo. A demonstracao deste resultado nao serd feita neste trabalho e pode ser encontrada

na referéncia [1]. O

Observagao 1.63. As operacdes soma, intersecao e produto com ideais, sdo associativas e comutati-

vas.

Exemplo 1.64. Se A=7,1 = (m) e J = (n), entao I + J € o ideal gerado pelo mdzimo divisor
comum de m e n. A intersecao I N J € o ideal gerado pelo minimo mailtiplo comum de m e n. O
produto 1J = (mn). Neste caso, temos que IJ = 1N J se, e somente se, m e n sdo primos entre Si,

pois neste caso o minimo multiplo comum de a e b € ab.

Exemplo 1.65. Sejam I, J, K ideais de um anel A, entdo vale a lei distributiva I(J+K) =1J+IK.
De fato, como J C J+ K, entao IJ C I(J + K), e como K C J+ K, entao IK C I(J+ K). Logo,
IJ+ 1K C I(J+ K). Por outro lado, se x € I(J + K), entao x =, z;(y; + 2;), comx; € I, y; € J
ez € K. Logo, v =), xiyi + Y, Tz, e entao x € IJ+ 1K e entio I(J+ K) C IJ+1K. Portanto,
I(J+K)=IJ+1IK.

Exemplo 1.66. Sejam I, J, K ideais de um anel A, entdo (INJ)+ (INK)C IN(J+ K). De fato,
como (INJ)CIe(INK)CI, temos que (INJ)+(INK) C I. Da mesma forma, como (INJ) C J
e(INK)CK, temos que (INJ)+ (INK) C (J+ K). Portanto, INJ)+(INK)CIN(J+K).
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Exemplo 1.67. Sejam I, J, K ideais de um anel A tais que J C I ou K C I, entao IN(J + K) =
(INnJ)+ (INK). De fato, sejax € IN(J+ K), entaoz € I ex € J+ K, logo existem j € J
ek € K, tais que x = j + k. Queremos mostrar que x € (INJ)+ (INK). Se J C I, entio
(INJ)+(INK)=J+ (INK). Sabemos que j € J, resta mostrar que k € I N K. De fato, k € K
e também k € I, pois x = j+ k, o que implica x — j = k, logo k € I poisx € I e j € I. Portanto,
INJ+K)C(INJ)+(INK), e como a inclusao contrdria é sempre verdade pelo Exemplo anterior,

entao vale a igualdade. Se assumirmos que K C I o resultado é andlogo.

Definicao 1.68. Sejam I e J ideais de um anel A. Dizemos que I e J sdo ideais coprimos se
I+ J=(1)=A. Dessa forma, dois ideais I,J sdo coprimos se, e somente se, existem i € [ e j € J

tais que 1+ j = 1.
Proposigao 1.69. Se I e J sdo ideais coprimos de um anel A, entédo INJ =1J.

Demonstragdo. Sejam I e J ideais coprimos de A. Entao, existem ¢ € [ e j € J tais que i +j = 1.
Sejaxelnd,entaox=x-1=xz-(i+j)=wxi+xj € [J,poisxi € [J, xj € IJ e IJ é ideal pela
Proposicao 1.62. Logo, INJ C IJ. Sejay € IJ, entao y =ab,ondea € I eb € J. Como [ e J sao
ideais, entao ab € [ e ab € J, logo x = ab € I N J, Logo, IJ C INJ. Portanto, I N J = IJ, como

queriamos provar. O

Definicao 1.70. Sejam Ai, As, ..., An anéis. O produto direto A =[], Ai € o conjunto de todas
as sequéncias x = (x1,Ta,...,xy,), com x; € A;, com adigio e multiplicagdo definidas componente a
componente. A é um anel comutativo com elemento identidade (1,...,1). Temos as proje¢oes p; : A —

A;, definidas por p;(x) = x;, que sGo homomorfismos de anéis.

Proposigao 1.71. Sejam A um anel e Iy, ..., I, ideais de A. Definimos o homomorfismo ¢ : A —

[1i-,(A/L) pela regra ¢(x) = (x + Ih,...,x + I,). Para este homomorfismo, temos que:
i) Se I e I; sdo coprimos sempre que i # j, entao [[I; = () 1.
ii) ¢ € sobrejetor se, e somente se, I; e I; sdo coprimos sempre que i # j.
iii) ¢ € injetor se, e somente se, (1I; = 0.

Demonstragao. i) Provaremos por indugao sobre n. Ja vimos que o reultado vale para n = 2.
Suponha n > 2 e que o resultado seja valido para Iy,...,I,_1 e seja J = H?;ll I; = ﬂ?;ll I;.
Como os ideias sao coprimos, por hipétese, temos que I; + I, = (1) para 1 <i < n — 1. Entao

existem equacgoes do tipo z; +y; = 1, onde z; € I; e y; € I,,. Portanto

n—1

n—1
Hazi: H(l—yi)zl—azl (mod I,),
i=1

=1
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para algum « € I,,. Como H?;ll ri=xz€Jer=1—a,entao z+ a =1, logo I, e J sao

coprimos. Portanto, [[" I =J I, =J NI, =, ;.

i1) (=) Sem perda de generalidade, vamos provar que I; e I3 sdo coprimos. Suponha que o ho-
momorfimo ¢ : A — [[,(A/A;) tal que ¢(z) = (z + I1,...,x + I,,) seja sobrejetor. Entdo
existe x € A tal que ¢(z) = (1,0,...,0). Portanto z = 1 (mod I) e x = 0 (mod I5), entao
l=01-2)+z¢€ (1 + 7).

(<) E suficiente mostrar, por exemplo, que existe um elemento = € A tal que ¢(z) = (1,0,...,0).
Como, por hipétese, I + I; = (1), com i > 1, temos equagoes u; + v; = 1, com u; € I1 e v; € I;.
Tomemos = = [[;5 v;, entdo . = [[(1 —w;) =1 (mod I1) e x = 0 (mod I;), com ¢ > 1. Portanto

¢(z) = (1,0, ...,0) como queriamos mostrar.

i7i) Temos que x € ker(¢) se, e somente se, z = 0 (mod I;), com ¢ = 1,...,n se, e somente se,
x € (I;. Logo, ker(¢) = () I;. Portanto, ¢ é injetora se, e somente se, () I; = 0.
]

Observagao 1.72. A unidgo I U J de dois ideais de um anel A, em geral, nao é um ideal de A. Por
exemplo, no anel Z, temos os ideais (2) e (7), mas o conjunto (2) U (7) nao é um subgrupo aditivo de
Z, pois 7,2 € (2)U(7) mas 5 =T7—2¢ (2) U (7). Portanto, nao é um ideal de Z. Porém, quando os

ideais I e J sdo primos, podemos provar alguns resultados conforme a Proposi¢do a seguir.
Proposicao 1.73. Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:
i) Sejam Pi, ..., P, ideais primos e I um ideal contido em \J; | P;. Entiao I C P;, para algum i.

i) Sejam I, ..., I, ideais e seja P um ideal primo contendo (\;_, I;. Entio I; C P para algum i.

Se P =1, entao P = I; para algum i.

Demonstragdo. i) Provaremos por indugao sobre n a contra-reciproca do resultado, ou seja, que
se I ¢ P;, para todo 1 < i < n, entdo I ¢ |J'; P,. Claramente, o resultado ¢ vélido para
n = 1. Suponhamos n > 1 e que o resultado seja verdadeiro para n — 1. Entao, pela hipétese
de indugao, para cada i existe x; € I tal que x; ¢ P;, sempre que i # j. Se para algum %
tivermos x; ¢ P;, o resultado estd provado. Se z; € P; para todo i, consideremos o elemento
Y= Z?Zl T1T2...T—1Tij+1Tit2...Ty. Pela escolha dos z;, temos quey € T ey ¢ P;,com 1 <i <n.

Portanto, I € |J_, Pi.

i1) Provaremos a contra-reciproca do resultado, ou seja, que se I; P, para todo i, entdo (i, I; Z

P. Suponha que I; € P, entdo existe z; € I;, tal que z; ¢ P, com 1 < i < n, e assim
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[Tz € I1L € NLi. Mas [[z; ¢ P, pois P é primo. Portanto (), I; € P. Além disso, se
P =1, entdao P C I;, e portanto P = I; para algum 1.
O

Definicao 1.74. Se I e J sao ideais em um anel A, o ideal quociente € definido como (I : J) = {zx €
A:x-yelVye J}. Em particular, (0:J)={zx € A:z-y=0,Vy € J} é chamado de anulador de
J e também denotado por Ann(J). Nesta notagdo, o conjunto de todos os divisores de zero em A é

D =,z Ann(x). Se J € um ideal principal (), escrevemos (I : x) ao invés de (I : (z)).

Exemplo 1.75. Se A=7,1=(3) e J = (2), entdo o ideal quociente (3:2) ={x € Z: x-2m = 3n;
para todo m e algum n € Z} = (3), enquanto o anulador Ann(2) = {x € Z : x - 2m = 0; para todo

m € Z} = {0}.

Proposicao 1.76. Sejam I e J ideais de um anel A. Entao o ideal quociente (I : J) é um ideal de

A.

Demonstragdo. Sejam x,y € (I : J). Entdao zJ C I eyJ C I. Seja j € J. Temos que (z +y)j =
xj +yj € I, pois I é ideal. Como j é arbitrario, temos que (z +y)J C I. Portanto, x +y € (I : J).
Agora, sejam z € (I : J),y € Aej € J. Temos que zyj = (xj)y € I, pois I é ideal. Como j é
arbitrario, temos que zyJ C I, logo zy € (I : J). assim, para todo y € A e para todo = € (I : J),
temos que xy € (I : J), logo A(I:J) C (I:J). Portanto, (I : J) é ideal de A. O

Proposigao 1.77. Sejam I,J e K ideais de um anel A. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:
i) 1C(1:J);
i) (I:J)J CI;
i) (I:J): K)=U:JK)=(I:K):J);
iv) (ﬂz Ii:J) = ﬂz(fz 1 J);
v) (I: Zz Ji) = ﬂz(f 2 Ji).

Demonstragdo. i) Seja i € I. Como [ ¢ ideal, temos que ix € I, para todo x € A, em particular,

ij € I, para todo j € J, logo iJ C I e entao i € (I :J). Portanto, I C (I : J).

ii) Sejax € (I:J)J. Entao x = yj,ondey € ([ : J)eje J. Comoy € (I:J), entdo yz € I, para
todo z € J. Como j € J, entdao x = yj € I. Portanto, (I : J)J C I.
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i11) Vamos provar a primeira igualdade, a segunda igualdade segue diretamente da primeira. Temos

que
xe((I:J):K)ezke(l:J),Vke Keakjel Vke K,VjeJsxe (l:JK).
Logo (I :J): K)=(I:JK).
iv) Temos que

ze(L:J)eaje(\LL,ViceJeajel,ViVjceJorc (l:J)Vicze(|L:J)

Logo (N; 1i = J) =, = J).

v) Temos que

re(l:) J)eayelVyed JioazelVzel Vicwre(:J)Vieove|I: )

1

Logo (I: 3, Ji) = (I : J).
L]

Definicao 1.78. Se I € ideal de um anel A, definimos o radical de I como o conjunto Rad(I) = {z €

A:z™ e I para algum n > 0}.
Proposicao 1.79. Se¢ : A — A/I é a projecao canénica de A em A/I, entdo Rad(I) = ¢~1(N'(A/I)).

Demonstragdo. De fato, temos que N'(A/I) = {z € A/I : 7" = z™ = 0, para algum n > 0}. Assim,
¢ YN(A/D)) = {z € A: 2" € I, para algum n > 0} = Rad(I). O

Proposicao 1.80. Sejam I e J ideais de wm anel A. Sdo vdlidas as segquintes propriedades:
i) I C Rad(I);
i) Rad(Rad(I)) = Rad(I);
i1i) Rad(IJ) = Rad(I NJ) = Rad(I) N Rad(J);
iw) Rad(I)= (1)< I=(1);
v) Rad(I)+ Rad(J) C Rad(I + J);
vi) Rad(I + J) = Rad(Rad(I)+ Rad(J));

vii) Se P € um ideal primo, entdo Rad(P™) = P, para todo n > 0.
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Demonstracdo. i) Seja x € I, entdo o' € I, logo x € Rad(I). Portanto, I C Rad([).

i)

iii)

iv)

i)

Vi)

Pelo item i), temos que Rad(I) C Rad(Rad(I)). Vamos mostrar que Rad(Rad(I)) C Rad(I).
De fato, seja x € Rad(Rad(l)), entao z" € Rad(I), o que implica (z™)™ € I, logo ™™ € I, e

portanto x € Rad([).

Provemos a primeira igualdade. Como I.J C INJ, entao Rad(IJ) C Rad(INJ). Vamos mostrar
a inclusao contraria. Seja x € Rad(I NJ), entdo z™ € I'NJ, logo 2™ € I e ™ € J, para algum
inteiro positivo n. Dai, 2™ - 2" = 2?® € I.J, e entdo x € Rad(I.J). Logo, Rad(IN.J) C Rad(1.J),
portanto Rad(I.J) = Rad(I N J).

Agora, vamos provar a segunda igualdade. Temos que Rad(INJ) ={zx € A: 2" € INJ} =
{reA:anelea"eJy={zcA:2"cl}n{xeA:a" e J} = Rad(I) N Rad(J).

Suponha que Rad(I) = (1), entéao 1 € Rad(I). Logo, existe um inteiro positivo n tal que 1" € I.
Mas 1" = 1, para todo n. Assim, 1 € I e portanto I = (1). Por outro lado, pelo item i) temos

que I C Rad(I), se I = (1) entao Rad(l) = 1.

Seja x € Rad(I) e y € Rad(J), entdo z +y € Rad(I) + Rad(J). Como z € Rad(l), entao
x € Rad(l + J) e como y € Rad(J), entao y € Rad(l + J). Como Rad(l + J) é ideal, entao
x+y € Rad(I + J). Logo, Rad(I) + Rad(J) C Rad(I + J).

Como I C Rad(I) e J C Rad(J), entao I + J C Rad(I) + Rad(J), logo Rad(I + J) C
Rad(Rad(I)+Rad(J)). Peloitem v), temos que Rad(I)+Rad(J) C Rad(I+J),logo Rad(Rad(I)+
Rad(J)) € Rad(Rad(I + J)) = Rad(I + J). Portanto, Rad(I + J) = Rad(Rad(I) + Rad(J)).

Seja x € P, entao =" € P" C Rad(P™). Logo P C Rad(P"). Por outro lado, se © € Rad(P"),
entdao ™ € P", para algum m > 0. Como P" C P, entao 2" € P e ja que P é ideal primo, vem
que z € P. Logo Rad(P™) C P. Portanto, P = Rad(P™).

O

Proposicao 1.81. O radical de um ideal I de um anel A € a interse¢do dos ideias primos de A que

contém 1.

Demonstragdo. Pela Proposigao 1.53, o nilradical de A/I é a intersegao de todos os ideais primos de

A/l

Se P ¢ um ideal primo de A/I, entdao P = ¢~ (P) é um ideal primo de A que contém I, pois

pelo Teorema da Correspondéncia entre Ideais existe uma correspondéncia biunivoca que preserva a

ordem entre os ideais J de A que contém I e os ideais J de A/I. Entdo, Rad(I) = ¢~ (Ny1) =

Ne¢~

1(P) =N P, onde N4z é o nilradical de A/I. O
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Definigao 1.82. Defnimos o radical Rad(FE) de qualquer subconjunto E de um anel A que, em geral,

nao é um ideal. Temos Rad(|J, Fo) = |J Rad(E,) para qualquer familia de subconjuntos E, de A.
Proposicao 1.83. Seja D o conjunto dos divisores de zero do anel A. Entao D = J, .o Rad(Ann(z)).

Demonstragdo. Sabemos pelo item ¢) da Proposicao 1.69 que D C Rad(D). Vamos mostrar que
Rad(D) C D e portanto vale a igualdade. Seja x € Rad(D), entdao 2" € D, para algum n > 0.
Suponha que 7 seja o menor inteiro com esta propriedade, ou seja, 2" ! ¢ D. Temos que z"y =
r-z" oy = x(2"ly) = 0, para algum y € A, com y # 0. Logo € D. Entdo Rad(D) C D, logo
D = Rad(D). Portanto, temos que D = Rad(D) = Rad(U, .o Ann(z)) = U, o Rad(Ann(z)). O

Proposicao 1.84. Sejam I e J ideais de um anel A tais que Rad(l) e Rad(J) sao coprimos. Entao

I e J sao coprimos.

Demonstragao. Como Rad(I) e Rad(J) sao coprimos, entao Rad(l)+Rad(J) = (1). Logo, Rad(Rad(I)+
Rad(J)) = Rad(1l) = (1). Pelo item v) da Proposi¢ao 1.69, temos que Rad(Rad(I) + Rad(J)) =
Rad(I + J), logo Rad(I + J) = (1). Pelo item iv) da Proposicao 1.69, temos que I + J = (1).

Portanto, I e J sao coprimos. ]

1.7 Extensao e contragao de ideais

Definicao 1.85. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e I um ideal de A. Definimos a extensao

I¢ de I como sendo o ideal Bf(I) gerado por f(I) em B. Explicitamente:

I° = {Zyif(xi):xieleyiEB}.

Definigcao 1.86. Seja f : A — B wm homomorfismo de anéis e J um ideal de B. Definimos a

contragdo J¢ de J como sendo o ideal f~1(.J).

Proposicao 1.87. Sejam f : A — B um homomorfismo de anéis e Ji,Jo ideais de B. Vale que

(J1 N Jo)¢ = JE N JS.

Demonstragao. Como J; NJy C Jp, entdo (J1 NJ2)¢ C Jf e como J; NJy C Ja, entao (JyNJ2)¢ C JS.
Logo, (J1NJ2)¢ C JENJS. Por outro lado, seja x € JENJS, entdo x € JC e x € JS, isto é, x € f~1(Jy)
ex € f~1(J). Logo, f(x) € J1 e f(x) € Jo, entdo f(x) € J; N Ja, e portanto x € f~1(J; N J2). Logo
JenJs C (Jy N Jz)¢. Portanto, vale a igualdade. ]
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Capitulo 2

Modulos

Neste capitulo, iremos ampliar nossos estudos para os médulos, generalizando o que vimos até
aqui para ideais. Desta forma, iremos apresentar os conceitos, propriedades e resultados basicos sobre
homomorfismos de médulos, submoédulos, médulos quocientes e uma aplicagao no estudo de sequéncias

exatas.

2.1 Mobdulos e homomorfismos de modulos

Definigao 2.1. Dado um anel A, um A-mddulo € um grupo abeliano (M, +) em que A age linearmente,
isto €, um par (M, ), onde p € uma fungao de A x M em M tal que, para cada par (a,m) € Ax M,

associa um elemento a-m € M de forma que para quaisquer a,b € A e x,y € M, € verdade que:

a-(x+vy)=azr+ay,
(a+b)-z=a-x+b-x,
(ab) -z =a - (bx),

l-x==zx.

Definicao 2.2. Dados dois A-mddulos M e N, uma fungdo f : M — N ¢é chamada de A-homomorfismo

ou homomorfismo de A-mddulos se, para quaisquer x,y € M e a € A, for verdade que:

fle+y) = fe)+ fy),
fla-z)=a- f(z).

Proposicao 2.3. A composicdo de homomorfismos de A-mddulos € ainda um homomorfismo de A-

maodulos.



Demonstragdo. Sejam M, N e Q A-médulos, f: M — N e g: N — Q homomorfismos de A-mddulos,

x,y € M ea€ A, entdao

(gofilz+y)=g(f(x+y) =9(f(x)+ f(y) =9(f(x) + g(f(y) = (go f)(z) + (g0 f)(y) e
(goflla-z)=g(f(a-2))=gla- f(z)) =a g(f(z)) =a-(go f)(z).

Portanto g o f é um homomorfismo de A-mddulos. O

Observagao 2.4. Pode-se verificar também que a soma f + g de homomorfismos de A-mddulos e
que o produto af de um elemento do anel por um A-mddulo também € ainda um homomorfismo de

A-mdédulos.

Considere o conjunto de todos os homomorfismos de A-mdédulos de M em N, que denotamos por

Hom(M,N). Para todo a € A e x € M definimos f + g e a - f pelas regras:
(f +9)(a) = f(@) + glx).
(a-f)(z) =a- f(z)
Proposicao 2.5. O conjunto Hom(M,N) é um A-mddulo.

Demonstragdo. Vamos mostrar que Hom (M, N) é um grupo abeliano. De fato, dado = € M, temos

que:

(f +9)(x) = f(z) + 9(z) = g(z) + f(z) = (9 + ) (@),
(f+ (g +h)(x) = f(z) + (g + h)(x) = f(x) + g(x) + h(x) = (f + g)(x) + h(z) = ((f + g) + h)(2),
3 g(x), com g(x) =0, Vo € M, tal que (f +g)(z) = f(z) +g(x) = f(z) + 0 = f(z),

3 = f(=), tal que (f + (=f))(z) = f(z) — f(z) = 0.

Agora vamos verificar as outras propriedades de médulo. Sejam a,b € A, entao:

a-((f+9)(@) =a-(f(x)+g(x) =a- f(x)+a-g(z),
(a+0)- f(z) = ((a+0)- f)(x) = (a-f+b-f)(z) =a-flz)+b- f(x),
(ab) - f(x) = (ab- f)(x) = a-(b- f)(z) = a-(b- f(z)),
L fz) = (1- f)(z) = f().

Portanto, Hom(M, N) é um A-mdédulo. O

Os homomorfismos u : M’ — M e v : N — N” induzem as aplicacoes
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: Hom(M,N) — Hom(M', N)

fr=fou

gl

v: Hom(M,N) — Hom(M,N")

frwvof.

Proposigao 2.6. As aplicagoes u e U sao homomorfismos de A-mddulos.

Demonstragao. Seja a € M, entao para todo x € M, temos que:

u(f +9)(@) = (f +g)ou(x) = (f + g)(u(x)) = f(u(@)) + g(u(z)) = (f o u)(x) + (g 0 u)(x) = u(f)(z) + ulg)(x),
u(a- f)(z) = (a- f)ou(r) = (a- f)u(zr)) =a- fu(x)) =a-(fou)(z) = a-u(f)(z)

Portanto, @ e T sdo homomorfismos de A-médulos. O

2.2 Submodulos e mdédulos quocientes

Definigao 2.7. Um submddulo M’ de M é um subgrupo de M fechado em relagio a multiplicacdo

por elementos de A.

Exemplo 2.8. Se f: M — N é um homomorfismo de A-mddulos, entao o nicleo de f € o conjunto
ker(f) = {z € M : f(x) = 0} e é um submddulo de M. De fato, se x € ker(f) e a € A, entao
flax) = a- f(z) = a-0 =0, logo ax € ker(f). Além disso, se x,y € ker(f), entio f(x —y) =
flx)—fly) =0—-0=0, logo x —y € ker(f). Portanto, ker(f) é um submddulo de M.

Exemplo 2.9. Se f: M — N é um homomorfismo de A-mddulos, entdo a imagem de f € o conjunto
Im(f) = f(M) e é um submddulo de N. De fato, se y € Im(f) e a € A, entao y = f(x), para
algum © € M, logo ay = a - f(z) = f(ax), portanto ay € Im(f). Além disso, se ',y € Im(f),
entio ' = f(x) ey’ = f(y), para alguns x,y € M, logo ' —y' = f(x) — f(y) = f(z —y), portanto
' —y' € Im(f). Portanto, Im(f) é um submddulo de N.

Defini¢ao 2.10. O grupo abeliano M /M’ herda a estrutura de A-mddulo de M, com as operagies
definidas por
(@+ M)+ (y+ M) = (z+y) + M
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a(x+ M') =ax+ M'.
O A-médulo M /M’ é chamado mddulo quociente de M por M'.
Definicao 2.11. O conicleo de f é definido por Coker(f) = N/Im(f).
Proposigao 2.12. Se M’ é um submddulo de M tal que M' C ker(f), entdo a aplicagdo
F:M/M — N
T f(x),

onde T = x+ M’', é um homomorfismo de A-mddulos e é dito ser induzido do homomorfismo f. Além

disso, o niicleo de f é ker(f)/M’.

Demonstragao. A aplicagao estd bem definida, pois dados Z,7 € M/M’, se T =7, entdo x —y € M.
Como M’ C ker(f), entdo f(x —y) = 0, logo f(z) — f(y) = 0, o que implica f(z) — f(y) = 0,

portanto f(Z) = f(¥). A aplicacio é um homomorfismo, pois dados Z,7 € M/M' e a € A, temos que

f@+79) =fa+y) = fla+y) = fl2)+ fy) = [@) + [@) e f(aT) = flaz) = a- f(z) = a- f(T).

Por fim, temos que ker(f) ={Z: f(x) =0} ={T : x € ker(f)} = ker(f)/M'. O

Observacgao 2.13. Em particular, tomando M' = ker(f), temos que ker(f) = ker(f)/M' = ker(f)/ker(f) =

0, e entdo f € injetor e portanto f : M/ker(f) — Im(f) é um isomorfismo de A-mddulos.

2.3 Operacgoes com submoddulos

Definigao 2.14. Seja M um A-mddulo e seja (M;)icr uma familia de submddulos de M, definimos

a soma Zie[ M; como o conjunto de todas as somas finitas | x;, onde x; € M;, para todo i € I.

Definicao 2.15. Seja M um A-mddulo e seja (M;);c; uma familia de submddulos de M, definimos

a intersegdo (\;c; M; = {x € M, com x € M;, para todo i € I}.

Proposigao 2.16. A soma ) ,.; M; é o menor submddulo de M contendo todos os M; e a intersegdo

de qualquer familia (M;);c; de submddulos de M é um submddulo de M.
Demonstragdo. A demonstragao é analoga a feita para ideais nas Proposicoes 1.58 e 1.60. O
Observagao 2.17. Diferente do caso dos ideais, nao definimos o produto de submddulos.

Definigao 2.18. Sejam N, P submddulos de M, definimos o quociente (N : P) como o conjunto de

todos os elementos a € A tais que aP C N.
Proposicao 2.19. O quociente (N : P) é um ideal de A.

32



Demonstragao. Sejam x,y € (N : P). Entao P C N e yP C N. Seja p’ € P. Temos que
(x —y)p' = xp’ —yp’ € N, pois N é submddulo e portanto subgrupo aditivo. Como p’ é arbitrario,
temos que (x —y)P C N. Portanto, x —y € (N : P). Agora, sejam = € (N : P),a € Aep € P.
Temos que ax € A(N : P) e axp’ = (xp')a € N, pois N é submdédulo e portanto fechado em relagao
a multiplicacdo por elementos de A. Como p’ é arbitrdrio, temos que axP C N, logo ax € (N : P).

Portanto, A(N : P) C (N : P). Assim, temos que (N : P) é ideal de A. O

Definicao 2.20. O quociente (0 : M) € o conjunto de todos os elementos a € A tais que aM =0 e

este ideal é chamado de anulador de M e denotado por Ann(M).

Se I C Ann(M), podemos considerar M como um A/I-médulo, como a seguir: se a € A/I é
representado por a € A, definimos am por am, com m € M. Este processo é independente da escolha
do representante a de @, uma vez que IM = 0. De fato, seja @ = a +1 = b+ I = b. Entéo,

a—belC Ann(M) e (a —b)-m = 0, para qualquer m € M. Logo am — bm =0 = am = bm.
Proposigao 2.21. Sdo vdlidas as sequintes igualdades:
i) Ann(M + N) = Ann(M) N Ann(N);
it) (N : P) = Ann((N + P)/N).
Demonstragao. i) Seja x € Ann(M + N), entao z(m + n) = 0, para todo m € M en € N. Se
m = 0, entao zn = 0, logo x € Ann(N). Se n = 0, entdo zm = 0, logo x € Ann(M). Portanto
x € Ann(M) N Ann(N). Por outro lado, seja y € Ann(M) N Ann(N), entdo ym = yn = 0,

para todo m € M en € N. Logo, ym +yn = y(m+n) =0, com m+n € M + N, e entao
y € Ann(M + N). Portanto, Ann(M + N) = Ann(M) N Ann(N).

ii) Seja z € (N : P), entdo P C N. Como P C P+ N, temos que zP C z(P + N) C N. Logo

P+ N
x - (]—;) = 0, e entdo x € Ann((N + P)/N). Por outro lado, se z € Ann((N + P)/N),
P+ N
entao x - (+N) = 0. Logo, (N + P) C N, ou seja, N + P C N. Entao zP C N, logo

x € (N : P). Portanto, (N : P) = Ann((N + P)/N).

2.4 Sequéncias exatas
Definigao 2.22. Uma sequéncia de A-mddulos e A-homomorfismos

_>Ml_1L>MZfZ_+1>MH_1_>
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é dita ser exata em M; se Im(f;) = ker(fiy1). A sequéncia é chamada de sequéncia exata se é exata

em cada M;.

Proposigao 2.23. i) A sequéncia 0 i> M’ L) M € exata se, e somente se, ' € injetora.

/
. A g g ; ; .
ii) A sequéncia M —— M" == 0 ¢ exata se, e somente se, g € sobrejetora.

Demonstragao. i) A sequéncia é exata se, e somente se, Im(f) = ker(f’), mas como f é um
homomorfismo, temos que Im(f) = 0y, logo a sequéncia é exata se, somente se, 0y = Im(f) =
ker(f’). Mas ker(f') = Opp se, e somente se, f' é injetora. Portanto, a seqiiencia é exata se, e

somente se, f’ é injetora.

ii) A sequéncia é exata se, e somente se, Im(g) = ker(g’), mas como Im(g") = 0, temos que
ker(g') = M", logo a sequéncia é exata se, somente se, Im(g) = M", o que ocorre se, e somente

se, g for sobrejetora. Portanto, a sequencia é exata se, e somente se, g é sobrejetora.

Lema 2.24 (Lema da Serpente). Seja
0— M MM —0
' el
0— N LN N0
um diagrama comutativo de A-mddulos e homomorfismos, cujas linhas sao sequéncias exatas. Entdo

existe uma sequéncia erata
0 — ker(f") SN ker(f) SN ker(f") N Coker(f") N Coker(f) N Coker(f") — 0
ondeT eT sdo as restri¢oes de u e v respectivamente e u' e v sio induzidas poru' e v’ respectivamente.

Demonstragao. Primeiramente, vamos definir o homomorfismo de fronteira d. Seja x € ker(f”). Como
v é sobrejetora, temos que x = v(z), para algum z € M. Assim, V'(f(z)) = f"(v(z)) = f"(z) = 0,
logo f(z) € ker(v') = Im(u'). Seja f(z) = 4/ (y), para algum y € N’. Assim, temos o homomorfismo
d: ker(f") — Coker(f') = N'/Im(f")
z = y+ Im(f).

Do tracado dado por este homomorfismo d, originou-se o nome de Lema da Serpente, conforme a
Figura 2.1.

Devido ao tamanho extenso da demonstracao do Lema da Serpente, a prova de que os homo-
morfismos @, 7, d,u e v/ estdo bem definidos ndo serd feita neste trabalho e pode ser encontrada nas

referéncias [3] e [2]. Agora, vamos mostrar que a sequéncia é exata em cada um dos A-mddulos.
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|
I
|
L - ———>Coker(f") i>—C’oke7"(f )LCoker(f")—>0

i)

ii)

iii)

Figura 2.1: Diagrama do Lema da Serpente

A sequéncia é exata em ker(f’). De fato, como u é injetor e w é a restrigdo de u, temos que u é

injetor. Logo, pelo item i) da Proposi¢ao 2.23, temos que a sequéncia é exata em ker(f’).

A sequéncia é exata em ker(f), isto é, Im( er(v). De fato, como w e ¥ sao as restri¢oes

(w) =
de u e v respectivamente, temos que U o U = (v © u)|gep(f7) € por hipétese Im(u) = ker(v), logo
C ker(v).

Agora, seja x € ker(v), entao x € ker(f). Assim, v(x) = f(x) = 0, e como U é a restri¢ao v, segue

vowu =0, portanto v ou = 0, ou seja, Im(u)

que v(z) = 0. Por hipétese, temos que ker(v) = Im(u), e como v(z) = 0, temos que x € ker(v),
logo x € Im(u), isto é, © = u(y), para algum y € M’. Mas 0 = f(z) = f(u(y)) = «'(f'(v)),

e como u' é injetor, entdo f'(y) = 0. Logo y € ker(f') e como w é restricao de u, entao

u(y) = u(y) = z. Portanto, x € Im(u), logo ker(v) C Im(u).

Assim, concluimos que Im(u) = ker(v), e portanto a sequéncia é exata em ker(f) como

queriamos provar.

A sequéncia é exata em ker(f”), isto é, Im(v) = ker(d). De fato, seja y € Im(7), entdo existe
x € ker(f), tal que v(z) =y € ker(f”). Temos que d(y) = 0+ Im(f’), pois v’ (0) = f(z) =0,
com v(z) =v(x) =y. Logo y € ker(d) e portanto, Im(v) C ker(d).

Por outro lado, seja y € ker(d), entdao d(y) = z + Im(f’), com u'(z) = f(z),v(x) =y e z €
Im(f’), entao existe w € M, tal que f'(w) = z. Assim, v/(z) = /(f'(w)) = f(u(w)). Temos que
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v(u(w)) = 0 pois por hipétese Im(u) = ker(v), assim v(x —u(w)) = v(x) —v(u(w)) = v(z) —0
v(x), entdo temos que  —u(w) satisfaz as condigoes de d. Como f(z—u(w)) = f(z)— f(u(w)) =
u'(2)—u/(z) = 0, temos que x—u(w) € ker(f). Assim, tomamos y = v(x—u(w)), logo u € Im(v),
entao ker(d) C Im(v).

Portanto, Im(v) = ker(d) e a sequéncia é exata em ker(f”), como querfamos provar.

iv) A sequéncia é exata em Coker(f’), isto é, Im(d) = ker(u’). De fato, seja § € ker(u/), entdao
U (@) = v (y+ Im(f") = 4 (y) + Im(f) = Im(f) se, e somente se, v/(y) = f(z), para algum
x € M. Tomando z = v(z), temos que d(z) =, logo ¥ € I'm(d), portanto ker(u') C Im(d).

Agora, seja x € ker(f”), como v é sobrejetor, temos que = = v(z), para algum z € M, e pela
definigao de d temos que d(x) = y + Im(f’), onde y é tal que u/(y) = f(2) € Im(f) e entao
W od(z) = v (y + Im(f')) = u'(y) + Im(f). Logo u/(d(z)) = Im(f), pois u'(y) € Im(f). Dai

segue que d(x) € ker(u/) e portanto Im(d) C ker(u/).

Dessa forma, temos que I'm(d) = ker(u’) e portanto a sequéncia é exata em Coker(f’), como

queriamos provar.

v) A sequéncia é exata em Coker(f), isto é, Im(u/) = ker(v'). De fato, seja ¢+ € M' e T =
x + Im(f') € Coker(f), entdo v/ o u/(Z) = v'(u/'(x) + Im(f)) = v'(v/(z)) + Im(f”). Como
Im(u') = ker(v'), temos que v o v/ =0, logo v/ o v/(Z) = Im(f"). Portanto Im(u’) C ker(v').
Por outro lado, tomando 3 € ker(v'), temos que v/ () = v/ (y+Im(f)) = v'(y)+Im(f") = Im(f")
se, e somente se, v'(y) € Im(f"). Assim, existe z € M", tal que f”(z) = v/(y). Como v é
sobrejetor, existe z € M, tal que v(z) = z. Fazendo v'(y — f(z)) = v'(y) — V' (f(z)) = v'(y) —
f"(v(x)) =v'(y)— f"(z) = 0, obtemos y— f(x) € ker(v') = Im(u"). Logo, existe w € N, tal que
u'(w) =y — f(z). Portanto, v (@) = u'(w + Im(f")) = u'(w) + Im(f) =y — f(z) + Im(f) =7.
Logo, ker(v') C Im(u/).

Portanto, Im(u’) = ker(v') e a sequéncia é exata em Coker(f), como querfamos provar.

vi) A sequéncia é exata em Coker(f”). De fato, como v’ é sobrejetor e v’ é restricao de v’, temos

que v/ é sobrejetor. Logo, pelo item 4i) da Proposicdo 2.23, temos que a sequéncia é exata em

ker(f).

Dessa forma, provamos que a sequéncia ¢é exata em cada um de seus A-moédulos e portanto é uma

seqliencia exata. O
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Capitulo 3

Anéis de Fracoes e Modulos de Fracoes

Neste capitulo, iremos apresentar os conceitos, propriedades e resultados basicos sobre anéis de
fragoes e médulos de fragoes.

O procedimento através do qual obtemos o corpo Q a partir do anel Z pode ser estendido a um
dominio de integridade A, produzindo o corpo de fracoes de A. A construgao consiste em tomar todos
os pares ordenados (a, s), com a,s € A e s # 0, e definir uma relacao de equivaléncia entre tais pares

da seguinte forma: para todos (a, s), (b,t), com a,b,s,t € A, s # 0 e t # 0, temos que
(a,s) = (b,t) & at — bs = 0.

Observagao 3.1. Notemos que este processo sé € valido em dominios de integridade, pois a verificacdo
de que esta relacdo € transitiva envolve cancelamento de termos, isto €, o fato de que A ndo possui
divisores de zeros ndao nulos. De fato, sejam (a,s) = (b,t) e (b,t) = (c,u), onde a,b,c,s,t,u € A,
s#0,t#0 eu+#0. Queremos mostrar que (a,s) = (c,u). Temos que (a,s) = (b,t) se, e somente

se, at —bs =0 e que (b,t) = (c,u) se, e somente se, bu — ct = 0. Assim, temos o sistema
at —bs =0 (X u) atu — bsu =0
=
bu—ct=0 (x s) bus — cts =0

Somando as duas equacdes temos que
atu —bsu+bsu—cts =0 = atu—cts=0 = (au—cs)t=0.

Como A ¢ dominio de integridade, temos que au —cs = 0 out = 0. Mas por hipdtese t # 0, logo

au —cs =0, ou seja, (a,s) = (c,u), como queriamos provar.

Apesar deste processo, como definido anteriormente, ser valido apenas em dominios de integri-
dade, veremos que é possivel, mudando a relagao de equivaléncia, generalizd-lo para qualquer anel A,

produzindo o anel de fragdes de A.



Definicao 3.2. Seja A um anel. Um sistema multiplicativo fechado de A € um subconjunto S de A

tal que 1 € S e S € fechado em relagao a multiplicagao.
Definimos uma relacdo = em A x S, da seguinte forma: para todos (a,s), (b,t) € A x S, temos
(a,s) = (b,t) & (at — bs)u =0, para algum u € S.
Proposigao 3.3. A relagdo definida acima € uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao. i) A relagao é reflexiva, pois para todo par (a, s) € Ax S, temos que (as—as)u = 0,

para todo u € S, logo (a, s) = (a, s).

ii) A relagao é simétrica, pois para todos os pares (a, s), (b,t) € A x S, temos que (a, s) = (b,t), o

que implica (at — bs)u = 0, para algum u € S, logo (bs —at) - (—u) = 0 e portanto (b,t) = (a, s).

iii) A relagao é transitiva, pois para todos os pares (a, s), (b, t), (c,u) € A x S, supondo que (a, s) =
(b,t) e (b,t) = (¢, u), temos que existem v, w € S tais que (at —bs)v =0 e (bu—ct)w = 0. Assim,

temos o sistema

(at —bs)v =0 atv —bsv =0 (X uw) atvuw — bsvuw = 0
e e
(bu — ct)w =0 buw — ctw =0 (X sv) buwsv — ctwsv =0

Somando as duas equagoes temos que
atvuw — bsvuw + buwsv — ctwsv =0 = atvuw — ctwsv =0 = (au — cs)tvw = 0.

Como t,v,w € S e S é multiplicativamente fechado, temos que tvw € S, logo (a,s) = (¢, u),
como queriamos provar.

O]

Vamos denotar por a/s a classe de equivaléncia de (a,s) € A x S, e por S~'A o conjunto destas
classes de equivaléncia. Colocamos uma estrutura de anel em S~!'A definindo a adicdo e multiplicacio
destas “fragoes” a/s da mesma forma que na &lgebra elementar, ou seja, dados (a, s), (b,t) € A x S,

temos

— 4 - = e
S t st

a b at-+bs a é_ab
s t st

Proposicao 3.4. As operacoes definidas acima independem da escolha dos representantes (a, s), (b,t) €

A x S e portanto estao bem definidas.

Demonstragao. Sejam a/s =ad'/s' e b/t =V /t', onde (a, s), (d',5), (b, 1), (V,t') € A x S. Temos que
(as' —d's)u=0 (x vtt') as'uvtt’ — a'suvtt’ =0

—
(bt —Vt)v =0 (x uss’) bt'vuss’ — b'tvuss’ = 0
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Somando as duas equacoes temos que
(as'tt’ + bt'ss" ) uv — (bt'ss’ + b'tss\uv =0 = [(at + bs)t's’ — (a't' +'s")stjuv = 0.

Portanto
at+bs a't +bs

st st
Além disso, temos que
(as' —a's)u=0 (x bt'v) as'bt'uv — a’sbt'uv = 0
—
(bt —Vt)v =0 (x a'su) bt'a’ svu — b'ta' svu = 0

Somando as duas equacoes temos que
(as'bt’ —b'ta's)uv =0 = (abs't’ — a'b'st)uv = 0.
Portanto

ab a'bt

st st

Proposicao 3.5. S™'A satisfaz as propriedades de um anel comutativo com unidade.
Demonstragao. Sejam (a,s), (b,t),(c,u) € A x S. Temos que:
Al: A adicdo é associativa:

sTi)taT =

u st U stu S tu

a b ¢ at+bs ¢ atut+bsut+cst a butct a b ¢

A2: Existe um elemento neutro com respeito a adicao:

0 a O0-s+a-1 O+a a
7+f: =
1 s 1-s s s

A3: Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adigao:

— — 0 0
¢, _* 2as: 2:I,pOiS(O‘l—SZ‘O)UZO,VUES.
s s s s

A4: A adicdo é comutativa:

a+b at + bs bs+at_b a
S t st st -

M1: A multiplicacdo é associativa:

gé E_ab c_abc_a bc_g
U a a s

s t _g'u % s tu
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M2: Existe um elemento neutro com respeito a multiplicacao:

S|
J—

a
s-1 s

» |
e

M3: A multiplicacao é comutativa:

t st ts t

S

b ab_ba_bg
S

AM: A adicao é ditributiva em relacdo & multiplicacao:

a <b+c> a (bu+ct>_abu+act_abu act _ab ac _a
s

tu stu %+%_§ SU

Proposigao 3.6. A funcdo f: A — S™LA, definida por f(z) = 1, para todo x € A, é um homomor-

fismos de anéis.

Demonstragdo. Sejam x,y € A. Entao

flaty) =Tt =TIV S Y sy p)
fey) == =17 =71=1@)-J@)

O]

Exemplo 3.7. O homomorfismo de anéis acima, em geral, ndo € injetor. De fato, seja A = Zg e
S = Zg—{0,3}. Temos que S é um conjunto multiplicativamente fechado e que 0 # 3, mas f(0) = f(3).
De fato,

& (3-1-1-0u=0, para algum v € S < 3-u = 0.

Il ol
=l 3l

Tomando u=2 € S, temos que 2-3 =6 =0 em S. Portanto, o homomorfismo f nao é injetor.

Definicao 3.8. O anel S™'A ¢é chamado de anel de fracées de A em relagdo a S. Em particular,

quando A é um dominio de integridade e S = A— {0}, entdo S~*A é chamado corpo de fragées de A.

Proposigao 3.9. Seja f: A — S™'A, o homomorfismo definido por f(z) =% e seja g: A — B um
homomorfismo de anéis tal que g(s) € uma unidade em B para todo s € S. Entdo existe um tnico

homomorfismo de anéis h: S™'A — B tal que g = ho f.

Demonstragao. 1) Unicidade: Se h satisfaz as condigoes, entao h(a/1) = h(f(a)) = g(a), para todo
a€ A Parasc S, temos que s € Ael €S, entdo se s € S, temos que h(1/s) = h((s/1)71) =
h(s/1)~t = g(s)~! e, portanto temos que h(a/s) = h(a/1)-h(1/s) = g(a)g(s)~!, implicando que

h é unicamente determinado por g.
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ii) Existéncia: Para (a/s) € ST A, seja h(a/s) = g(a)g(s)~'. Entdo h é um homomorfismo de anéis
que estd bem definido. De fato, sejam a/s,a’/s’ € STLA, tais que a/s = a’/s/, entdo existe t € S

tal que (as’ — a’s)t = 0, logo

l9(a)g(s") — g(a")g(s)lg(t) = 0. (3.1)

O

Proposicao 3.10. O anel S~'A e o homomorfismo f : A — ST'A satisfazem as sequintes proprie-

dades:
i) Se s € S, entio f(s) é uma unidade em S™1A.
it) Se f(a) =0, entao as =0, para algum s € S.
iii) Todo elemento de S™'A € da forma f(a)f(s)~!, para algum a € A e algum s € S.

Demonstragio. i) Como f(s) = s/l e S'A={a/s:a € A,s € S}, em particular, 1/s € S~1A e

(1/5)(s/1) = 1.
ii) Como f(a) =0, entao a/1 =0/1, logo (a-1—1-0)s = 0, portanto as = 0 para algum s € S.

iii) Se x € S71A, entdo x = a/s = (a/1) - (1/s) = f(a) - f(s)~ L.
O

Por outro lado, estas trés condicdes determinam um isomorfismo de S~™'A em B. Mais precisa-

mente, temos o seguinte resultado:
Proposicao 3.11. Se g: A — B é um homomorfismo de anéis tal que:
i) Se s €S, entao g(s) é uma unidade em B.
it) Se g(a) =0, entao as = 0, para algum s € S.
iii) Todo elemento de B ¢é da forma g(a)g(s)~t, para algum a € A e algum s € S.
Entao, existe um tinico isomorfismo h: ST'A — B, tal que g = ho f.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.9, temos que mostrar que h : S~'A — B, definida por h(a/s) =

~1 ¢ um isomorfismo. Note que esta defini¢do para h utiliza a condigao (7). Pelo item (iii),

g9(a)g(s)
h é sobrejetora. Para mostrar que h é injetora, vamos analisar o seu ntcleo: se h(a/s) = 0, entao
g(a) = 0, e assim, pelo item (i7), temos que at = 0, para algum ¢ € S. Portanto, (a,s) = (0,1), isto é,

a/s=0em ST1A. ]
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A construcao de S7!'A pode ser feita com um A-médulo M ao invés de um anel A. Definimos a

relagdo = em M x S da seguinte maneira: sejam (m, s), (m’,s’) € M x S, temos
(m,s) = (m',s") < 3t esS, tal que t(sm' — s'm) = 0.

Observagao 3.12. A relacdo definida acima € uma relagdo de equivaléncia e a demonstragdo € a

mesma da feita para anéis na Proposicao 3.3.

Notacao. Denotemos por m/s a classe de equivaléncia do par (m, s) e por S™'M o conjunto de tais

fracoes.

Proposicao 3.13. S~'M ¢ um S~ A-mddulo com as definicoes usuais de adicio e multiplicagcdo por

escalar.

Demonstragdo. Sejam m/s e n/t € ST'M. Vamos verificar que S™'M é um grupo abeliano aditivo.
S~1M ¢é fechado pela operacdo:
m n __ ml+ns

——765_1M,
s+t st

uma vez que, como mt € M,ns € M e M é um grupo aditivo, entao mt+ns € M,ecomo s € S,t € S
e S é multiplicativamente fechado, entao st € S.

A prova que existe um elemento neutro aditivo, um elemento inverso aditivo e que a adicdo é
associativa é a mesma feita para S~'A na Proposicao 3.5.

Agora vamos verificar as outras propriedades de médulo. Sejam a/b e ¢/d € S~1A. Entao:

i)g.(@_FE)_g‘mt—I-ns_amt—i—ans_amt_kﬁ_g‘@_kg‘g
b \s t/ b st bst  bst bst b s b t’

. a ¢\ m ad+chb m adm+cbm adm cbm a m ¢ m

D (5t a) = 0 = b = bds T =5 s Td s

.. /a ¢y m a m acm a cm a [C M

W0 (5 a) st s s 5 s b a )

wy Lm_Llm_m

YT e T s T s
Portanto, S~'M é um S~!A-médulo, como querfamos provar. O

Seja u : M — N um homomorfismo de A-médulos. Entdo v origina um homomorfismo de S~ A-
médulos S~ : STIM — STIN, que leva m/s em u(m)/s. Assim, se M’ % M ¢ M -+ M" temos

que S~ Hvowu) = S"1(v) o S7(w).

Proposicao 3.14. A operacdo S~' € exata, isto €, se M’ L> M L5 M" ¢ exata em M, entdo

-1 -1
S—iMm’ S—{ S—M S—g S™IM" ¢ exata em ST M.
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Demonstragdo. Temos que go f =0, entdo S~'go S~1f = 571(0) =0, logo Im(S™f) C ker(S~1'g).

Para provar a inclusdo contréria, seja m/s € ker(S~1g), entdo g(m)/s = 0 em S~1M". Assim, existe

t € S tal que tg(m) =0 em M". Mas tg(m) = g(tm), pois g é um homomorfismo de A-médulos, logo

tm € ker(g) = Im(f), assim tm = f(m’'), para algum m’ € M’. Dessa forma, em S~'M, temos que

m/s = f(m')/st = (S7Lf)(m//st) € Im(S~1f). Portanto ker(S—tg) C Im(S~1f). O

Em particular, segue deste resultado que se M’ é um submédulo de M, entdo a funcao S~!M' —

S~1M é injetora, e portanto S~'M’ pode ser considerado como um submédulo de S~'M. Com isso,

temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3.15. Se N e P sao submddulos de um A-mddulo M, entdo:

i) STHN + P)=S7Y(N)+ S~Y(P).

ii) STHNNP)=S"1N)NnS~LP).

iii) 0os S~tA-médulos STH(M/N) e S™H(M)/S™1(N) sdo isomorfos.

Demonstragao. i) Seja

ii)

iii)

n n n
+pES*1(N+P),comn€Nep€P. Temos que TP s%;ps:
s s s

/ /

il es Nt sip. Logo S~Y(N + P) C S7Y(N) + S~Y(P). Por outro lado, seja LI ays
s s / / /.47 ) 8/ t/
t
S=YHN) + S~Y(P). Temos que l/ + B/ = w Mas s't' € S, t'n’ € N e s'p’ € P, logo
il 4 sy s t s't
—r € S~YN + P) e entdao S™1(N) + S~1(P) € S7!(N + P). Portanto, vale a igualdade.
s

Seja y/s = z/t € STINNS™IP, com y € N;z € P;s,t € S, entdo u(ty — sz) = 0, para
algum v € S. Logo w = uty = usz € NN P ey/s = z/t = zus/tus = w/stu € ST} (N N P).
Consequentemente, S"!NNS~1P C S~1(NNP). A inclusido inversa se dd pois se z € S™1(NNP),

entdo x = a/s,coma € N ea € P.

Aplicando S~! & sequéncia exata 0 — N i> M & M/N — 0, temos que a sequéncia
0— S7IN S_—ly) S—IM b:? S=Y(M/N) — 0 é exata pela Proposicao 3.14. Como S™1¢ é um
homomorfismo sobrejetor, e ker(S~'¢) = S~LN, temos pela Observacio 2.13 que S~* <]\]§> ~
S—im

S—IN’
O]

No que segue, consideramos o homomorfismo de anéis f : A — S~ A definido na Proposicio 3.6.

Proposicao 3.16. Seja I um ideal em A, entio sua extensdo I¢ em S™'A é S71I.
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Demonstragao. Seja a/s € I¢, entao

a/s = Zyif(xi), comz;eley € S1A
:Zbi/ti '$i/1, comb, e Aet; €8

B b1x18283 I b2$2$1$3 SRR SR
818283' ..

Como cada x; € I, entao temos que b1x18983 -+ + baxosisg---+--- € I, e como cada s; € S, entao
518983 --- € S. Logo a/s € S™'I e portanto I¢ C S~'I. Por outro lado, seja b/t € S™'I, entdo
beleteS Notequeb/t=>b/l-1/t = f(b)-1/t. Como f(b) € f(I) e 1/t € STLA, segue
que b/t € f(I)S™'A = I¢ e portanto S~'I C I°. Como as duas inclusoes sio verdadeiras, entdo

I° = S71I. O
Proposigao 3.17. Sao vdlidas as sequintes propriedades:
i) Se I ¢ um ideal de A, entio I°° = J,cq (I : 5). Assim, I° = A se, e somente se, I intercepta S.
ii) A operacdo S~! comuta com a formacdo de radicais.

Demonstracao. i) o € I°“ = (S71I)° se, e somente se, x/1 = a/s para algum a € I,s € S se,
e somente se, (zs — a)t = 0, para algum ¢t € S se, e somente se, xst € I se, e somente se,

€ Useg (I:5).

ii) Seja I um ideal de um anel A. Vamos provar que S~'Rad(I) = Rad(S~'I). Seja x/s €
S~Y(Rad(I)), entdao x € Rad(I) e s € S, logo 2™ € I e s" € S, para algum inteiro positivo n.
Assim, temos que z"/s" = (x/s)" € S7'I, e entdo /s € Rad(S~'I). Portanto, S~'Rad(I) C
Rad(S~'I). Por outro lado, seja y/t € Rad(S~1I), entdo (y/t)* = y"*/t" € S~!I, para algum
n>0,logoy® € I et™ € S. Como y" € I, entdo y € Rad(I). Como y/t € Rad(S~'I) C S71A,
entdo y/t € S7A, logo t € S. Assim, temos que y/t € S~'Rad(I). Portanto, Rad(S~'I) C

S~1Rad(I). Como valem as duas inclusdes, entdo temos que Rad(S~'I) = S~'Rad(I).
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Capitulo 4
Decomposicao Primaria

Neste capitulo, usaremos o conhecimento adquirido até aqui para estudar sobre a decomposicao
primaria de ideais, que pode ser interpretada como a generalizagao da fatoragao de um inteiro como
produto de poténcias de ntimeros primos, assim como podemos visualizar um ideal primo de um anel

A como a generalizacdo de um nimero primo.

Definigcao 4.1. Um ideal QQ em um anel A € primdrio se Q # A e se dado xy € Q, entdo ou x € Q

ou y™ € Q, para algum n > 0.
Proposicao 4.2. Todo ideal primo é um ideal primdrio.

Demonstragdo. Seja P um ideal primo de um anel A. Dado zy € P, temos que x € P ou y € P,
logo tomando n = 1 na definicao de ideal primario, temos que = € P ou y"™ € P, portanto P ¢ ideal

primaério. O

Exemplo 4.3. Nem todo ideal primdrio € um ideal primo. De fato, seja A = Z e Q = 47Z. Dado
zy € Q, temos que xy = 4z = 222, para algum z € 7, logo por fatoracio unica temos que x = 22w ou
y = 22w ou x = 2w, ey = 2w, para alguns w,w,ws € Z. Assim, temos que oux € Q ouy € Q ou
22 € Q ey? € Q. Portanto, Q € um ideal primdrio de A. Mas Q nao é um ideal primo de A, pois
20=2-10€ @, mas2¢ Q e 10 ¢ Q.

Proposicao 4.4. QQ € um ideal primdrio se, e somente se, A/Q # 0 e todo divizor de zero de A/Q

for nilpotente.

Demonstragao. (=) Seja @ um ideal primdrio, entao por definigad @ # A, logo A/Q # 0. Seja T um
divisor de zero de A/Q, entao existe 7 # 0 em A/Q tal que ¥ -7 = yz = 0, ou seja, yr € Q, logo
y € Qouzx™e Q. Comoy+#0, entao y ¢ Q, logo z" € @, para algum n > 0, ou seja, " = 0, logo T

¢é nilpotente.



(<) Suponha que A/Q # 0 e que todo divizor de zero de A/Q seja nilpotente. Como A/Q # 0,
entdo Q # A. SejaT € A/Q um divisor de zero, entao existe ¥ # 0 em A/Q tal que T -y = 7y = 0,
assim temos que xy € @ e como T é divisor de zero temos também que T é nilpotente em A/Q, ou
seja, existe m > 0 tal que Z = 0, ou seja 2™ € Q. Logo, se zy € Q e y ¢ Q, entao 2™ € Q, portanto

@ é primaério. O
Proposigcao 4.5. A contracdo de um ideal primdrio € um ideal primdrio.

Demonstragdo. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e ) um ideal primario de B, queremos
mostrar que f~1(Q) é um ideal primério de A. A prova de que f~1(Q) é ideal de A ji foi feita na
Proposicio 1.42, resta provar que este ideal é primério. Sejam x,y € A tais que z-y € f~1(Q). Entao,
flx-y)= f(z) f(y) € Q e como Q é ideal primdrio de B, entdao f(x) € Q ou (f(y))" = f(y") € Q,
para algum n > 0, ou seja, € f~1(Q) ou y™ € f~1(Q). Portanto, f~(Q) é ideal primario de A. [

Proposicao 4.6. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e Q um ideal primdrio de B, entao

A/f~HQ) € isomorfo a um subanel de B/Q.

Demonstra¢io. Considere a funcio ¢ : A/f~1(Q) — B/Q definida por ¢(z + f~HQ)) = f(z) + Q,
onde r € A. Como f é um homomorfismo de anéis, temos que ¢ também é, e pelo exemplo 1.7 temos
que Im(¢) = {f(a) +Q : f(a) € f(A)} é um subanel de B/Q. Note que ker(¢) = {x + f~1(Q) :
F@)+ Q=0 ={a+ Q) fr) € Q) = {o+ F Q) iz € FHQ)} = 0+ f1(Q). Assim, pelo
Teorema 1.16, temos que A/ker(¢) ~ Im(¢), e portanto A/f~1(Q) ~ {f(a) +Q: f(a) € f(A)}. O

Proposigao 4.7. Seja QQ um ideal primdrio de um anel A. Entao o radical de Q, que denotamos por

Rad(Q), € o menor ideal primo contendo Q.

Demonstragdo. Pela Proposicao 1.81 sabemos que o radical de @) é a intersecao dos ideais primos de
A que contém @, portanto basta mostrar que o Rad(Q) é de fato um ideal primo. Seja xy € Rad(Q),
entdao (zy)™ = z™y™ € @, para algum m > 0, e portanto ou ™ € @ ou y™" € @Q, para algum n > 0,
isto é, ou x € Rad(Q) ou y € Rad(Q). Portanto Rad(Q) é um ideal primo de A, como queriamos

provar. O

Exemplo 4.8. Os ideais primdrios de Z sdao (0) e (p"), onde p é um nimero primo. De fato, pelo
Ezemplo 1.41, sabemos que o ideal (0) é um ideal primo de Z, e entdo, pela Proposicio 4.2, (0) é
um ideal primario de Z. O ideal (p™) também € um ideal primdrio de Z, pois dado xy € (p"), temos
que xy = p"m, para algum m > 0, logo p | x ou p | y, e portanto ou x* € (p™) ou y* € (p"), para

algum © > 0, e portanto, (p™) é um ideal primdrio de Z. Estes sdo os unicos ideais primdrios de Z,

Pois $Go 0s unicos ideais de 7, cujo radical € primo. De fato, como todo ideal de Z ¢ gerado por um

46



tnico elemento, seja I um ideal de Z tal que I = (z) = ([, p;"), entdo Rad(I) = (][], pi). Logo,
sen > 2, entao Rad(I) nao € primo, pois [ pi € (I1;—, pi), mas p; ¢ (11}, pi), para todo i.

Definigao 4.9. Se Q ¢ primdrio e Rad(Q) = P, onde P é um ideal primo do anel A, dizemos que Q
€ P-primdrio.
Proposicao 4.10. Seja I um ideal do anel A, se Rad(I) é um ideal maximal, entao I € um ideal

primdrio. Em particular, as poténcias de um ideal maximal M sao M -primdrias.

Demonstragao. Seja Rad(I) = M, onde M é um ideal maximal de A. Se 7 : A — A/I é a projegao

candnica, entdo segue da Proposicio 1.79 que M = Rad(I) = n~Y(N(A/I)). Como 7 é sobrejetor,

entao (M) = w(n Y (N(A/I))) = N(A/I). Pelo item i) da Proposigao 1.80, sabemos que I C
AT

Rad(I) = M, logo pelo Teorema 1.17, temos que T A/M. Como M é maximal, temos pelo item

i) da Proposicao 1.39 que A/M é corpo, logo ;3[—//]] é corpo e, novamente pelo item i) da Proposigao
1.39, segue que M /I = (M) = N(A/I) é maximal e portanto N'(A/I) é maximal. Assim, dado um
ideal primo P de A/I, segue pela Proposi¢ao 1.54 que N(A/I) C P, o que implica que N'(A/I) = P,
uma vez que N (A/I) é maximal. Desta forma, o anel A/I tem somente um ideal primo. Entao, todo
elemento de A/I ou estd no ideal maximal N'(A/I) e portanto é nilpotente ou nao estd em um ideal
maximal de A/I e portanto, pelo Coroldrio 1.48, é uma unidade. Assim, segue que todo divisor de
zero de A/I é nilpotente, pois caso contrario ele seria uma unidade, ou seja, dado um divisor de zero
7 € A/I, se T é uma unidade, entdo existe 77! € A/I, tal que T-7~! =1, e como T ¢ divisor de zero,
entao existe y € A/I, com 3y # 0, tal que -7 =0, logoZ-T ' =1, o que implicay-Z-7 ' =7 -1,
portanto 0 = . Absurdo! Logo todo divisor de zero de A/I é de fato nilpotente. Pela Proposicao 4.4
isto implica que I ¢é ideal primario, como queriamos provar. Por outro lado, se M é ideal maximal e,
portanto, ideal primo, temos pelo item vii) da Proposi¢ao 1.80 que M = Rad(M™), para todo n > 0,

logo M™ é M-primario para todo n > 0. ]
Lema 4.11. Se Q;, com 1 <i <n, sdo ideais P-primdrios, entao Q = (\;_,; Qi € P-primdrio.

Demonstragdo. Para mostrar que ) é P-primdrio devemos mostrar que Rad(Q) = P e que @Q é
primério. Pelo item iii) da Proposicdo 1.80, temos que Rad(Q) = Rad(;~; Qi) = () Rad(Q;) = P.
Agora, seja xy € Q, com y ¢ Q. Entao para algum i, temos que zy € Q; e y ¢ Q;, portanto z" € Q;,

e entdo x € P, uma vez que (); é P-primario. Portanto @) é primario. O
Lema 4.12. Seja QQ um ideal P-primdrio e x um elemento do anel A. Entdo:

i) sex € Q, entdo (Q:x) = A.

it) sex ¢ Q, entdo (Q : x) € P-primdrio, e portanto Rad(Q : x) = P.
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i11) sex & P, entio (Q:x) = Q.
Demonstragao. i) Seja x € Q, entao (Q:x) ={a € A:ax € Q} = A, pois Q é ideal de A.

i1) Suponha que y € (@ : x), entdao xy € . Como, por hipdtese, x ¢ @, entdo existe um inteiro
positivo n, tal que y™ € (). Como P contém @, entao y" € P, e como P é primo, temos que
y € P. Logo, @ C (Q : ) C P. Tomando radicais, temos que Rad(Q) C Rad(Q : x) e como
Rad(Q) = P, segue que P C Rad(Q : x) C P, logo Rad(Q : x) = P. Agora, seja yz € (Q : x)
e suponha que nenhuma poténcia de y pertenga a (@ : z). Desta forma, precisamos provar que
z € (Q : x). Por definicdo, se yz € (Q : z), entdo zyz € . Como @ é primdario e nenhum
poténcia positiva de y pentence a @, entao zz € @, o que implica em z € (Q : ), como querfamos

provar. Portanto, (Q : ) é P-primario.

iii) Se x ¢ P, entdao (Q :x) ={a € A:ax € Q} = @, pois ) é P-primario e nao existe n > 0 tal

que 2" € Q.

4.1 Decomposicao Primaria de Ideais

Definigao 4.13. Uma decomposicdo primdria de um ideal I de A € uma expressdo de I como uma

interse¢ao finita de ideais primdrios, isto é, I =(\;_; Qs, onde Q; sdo ideais primdrios.
Definicao 4.14. Um ideal I € dito decomponivel se admite uma decomposicdo primdria.

Exemplo 4.15. Vamos verificar que o ideal I = (96) do anel Z é decomponivel. Seja, a € I, entao
a = 96z, para algum x € Z. Note que, a = 96x = 2° - (3z) = 3 - (2°2), ou seja, a € (2°) N (3). Por
outro lado, se a € (2°) N (3), temos que a = 2%z e a = 3y, com x,y € Z. Contudo, o minimo mailtiplo
comum de 2° e 3 € 96, ou seja, a é um miiltiplo de 96, isto é, a € (96). Portanto, I = (96) é um ideal

que admite uma decomposicao primdria, e tal decomposicao é I = (2°) N (3).

Definicao 4.16. A decomposicao primdria de um ideal decomponivel I = (' Q; € dita ser minimal

se, para todo i € {1,...,n}, tivermos que:

i) Todos os Rad(Q;) forem distintos;

i1) Tivermos que ﬂj# Qj Z Qs, para 1l < i < n.

Proposigao 4.17. Toda decomposicao primdria pode ser reduzida a uma decomposicGo primdria mi-

nimal.
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Demonstra¢do. Dada uma decomposigao priméria I = (), Qi, onde Rad(Q) = Rad(Q;) = P, com
k # [, temos pelo Lema 4.11, que podemos obter um novo ideal P-priméario @,, = QN Q;. Repetindo
este processo sempre que houver dois ideais com mesmo radical na decomposicao primaria de I,
iremos obter uma decomposi¢ao priméria satisfazendo a condigao i) da definigdo de decomposicao
priméria minimal, sem mudar a decomposicao de I. Feito isso, podemos omitir qualquer termo
desnecessério para obter a condicao i) da seguinte forma: suponhamos que () £ Q; C Q;, entao
ﬂ#i Q; = ﬂj Q)j = I. Entao, segue que podemos tirar ¢);. Portanto, toda decomposicao priméria

pode ser reduzida a uma decomposicao primaria minimal. O

Teorema 4.18 (12 Teorema da Unicidade). Seja I um ideal decomponivel e seja I = (i, Q; uma
decomposi¢ao primdria minimal de I. Seja P; = Rad(Q;), para 1 < i < n. FEntao os P;’s sdo
precisamente os ideais primos do conjunto de ideais {Rad(I : x);x € A}, e portanto ndo dependem da

decomposicao particular de I.

Demonstragdo. Pelo item iv) da Proposigao 1.77, para cada z € A, temos que (I : z) = (), Qi : ) =
Ni—,(Q; : ). Portanto, pelo item #ii) da Proposigao 1.80, temos que Rad(I : x) = Rad((;_,(Q: :
z)) = iL, Rad(Q; : z) e, pelo item 4i) do Lema 4.12, temos que (), Rad(Q; : x) = Nago, Pi:
portanto Rad(I : z) = ﬂxngj P;. Suponha que Rad(l : x) seja primo; entao, segue da Proposicao
1.73 que Rad(I : x) = Pj, para algum j. Logo, todo ideal primo da forma Rad(I : ) é um dos
P;. Reciprocamente, para cada i existe z; ¢ Q;, com z; € ﬂ#i @j, uma vez que a decomposicao ¢

minimal. Portanto, temos que Rad(! : x;) = ﬂmi¢Qj P; =P, O

Observagao 4.19. Pela parte final da demonstracdo do Teorema acima, temos que para cada i, com
1 <i<mn, eviste um z; € A tal que 7; ¢ Q; e x; € (;4; Qj. Temos também que (I : x;) = (V;_;(Q; :
x;). Pelo item i) do Lema 4.12, temos que (Q; : x;) = A, para i # j. Logo, (I : ;) = (Q; : x;), e pelo

item i) do Lema 4.12, temos que (I : x;) € P;-primario.

Definicao 4.20. Os ideiais primos P; dados no Teorema 4.18 sao chamados ideias associados ou
pertencentes a I. Os elementos minimais do conjunto { Py, ..., P,} sao chamados ideais primos isolados
pertencentes a I. Os ideais primos do conjunto {Pi, ..., P,} que nao sao isolados sio chamados ideais

primos mergulhados.

Observagao 4.21. Um ideal decomponivel I é primdrio se, e somente se, ele tem apenas um ideal

primo associado.

Proposicao 4.22. Seja I um ideal decomponivel. Entao, todo ideal primo P 2O I contém um ideal
primo isolado associado a I. Logo, os ideais primos isolados de I sao precisamente os elementos

minimais do conjunto de todos os ideias primos contendo 1.
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Demonstragio. Se P O I = ()i, Q;, entdo temos, pelos item wvii) e 4ii) da Proposicao 1.80, que
P = Rad(P) 2 Rad(N; Qi) = i, Rad(Q;) = i, Pi. Logo, pelo item 4i) da Proposi¢ao 1.73,
temos que P O P; para algum 7 e, portanto, P contém um ideal primo associado a I. Se P; for isolado
o resultado estd provado, caso contrério, entdo P; ndo é um elemento minimal do conjunto { P, ..., P, },
logo existe P; € {P1,...,P,} tal que P; C P; C P. Se P; for isolado o resultado estd provado, caso
contrario, continuamos o processo até encontrar um ideal isolado, o que ocorrerd em algum momento,

uma vez que o conjunto { Py, ..., P, } é finito. O

Proposicao 4.23. Sejam I um ideal decomponivel, I = (\'_; Q; uma decomposi¢cao primdria minimal
e Rad(Q;) = P;. Entao, J;_, Pi = {x € A;(I : ) # I}. Em particular, se o ideal nulo (0) é
decomponivel, entao o conjunto D dos divisores do zero de A € a unido de todos os ideais primos

pertencentes a (0).

Demonstragao. Se I é decomponivel, entao (0) é decomponivel em A/I. De fato, escrevemos (0) =
N Q;, onde Q; é a imagem de Q; em A/I pela projecio candnica 7 : A — A/I. Provemos que a
projecdo candnica é primdria. Seja J um ideal primério de A que contém I. Se ab € J/I = J, entdo
ab € J, e como J é primério entdo a € J ou b” € J. Logo, @ € J ou b e J, assim J é primario.
Portanto, para demonstrar esta proposicao, é suficiente mostrar apenas que se (0) é decomponivel,
entdo o conjunto D dos divisores do zero de A é a uniao de todos os ideais primos pertencentes a (0).
Pela Proposicao 1.83, temos que D = (J, o Rad(Ann(z)) = U, Rad(0 : ). Da demonstragao do
Teorema 4.18, temos que Rad(0 : x) = ﬂngj P; C Pj, para algum j, portanto D C |J' ; P;. Mas
novamente pelo Teorema 4.18, temos que cada P; é da forma Rad(0 : x), para algum = € A, portanto

UP CD. O
Agora, vamos investigar o comportamento dos ideias primérios sob localizagao.

Proposicao 4.24. Seja S um conjunto multiplicativamente fechado de A, e seja QQ um ideal P-

primdrio. Temos que:
i) Se SN P #0, entio S~1Q = S~LA.
i) Se SN P =0, entdo S~1Q é S~ P-primdrio e sua contracio em A é Q.

Demonstracao. i) Se s € SN P, entdao s € SNQ, para algum n > 0. Portanto, S~1Q contém %,

que é uma unidade em S™1A.

ii) Se SNP = (), pelo item i7i) do Lema 4.12, temos que (Q : s) = @, para todo s € S. Portanto, pelo

item ¢) da Proposicao 3.17, temos que Q°° = (J,.g (@ : 5) = Q. Pelo item 7i) da Proposicao 3.17,
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temos que Rad(S7'Q) = S~'Rad(Q) = S™'P. Agora, vamos verificar que S™'Q ¢é primdrio.

Seja ¢ - % € S71Q, entdo existem ¢ € Q e u € S tais que Z—i’ = L. Assim, existe v € S tal
que v(abu — stq) = 0, logo vuab = vstq € Q). Como @Q é primdrio, entdo ab € @ ou vu € P,
mas S NP = 0, logo ab € Q. Isso implica que a € Q ou b € P. Assim, ¢ ¢ S=1Q ou
% € S7'P = Rad(S7'Q). Portanto S~'Q é primério, e como Rad(S~'Q) = S~ P, segue que
S—1Q é S~ P-primério.

O]

Notagao: Para qualquer ideal I e qualquer subconjunto multiplicativamente fechado S em A, vamos

denotar a contra¢io em A do conjunto S—1I por S(I).

Definicao 4.25. Um conjunto ¥ de ideais primos associados a I é dito isolado se satisfaz a sequinte

condi¢ao: se P’ é um ideal primo associado a I e P' C P, para algum P € X, entdo P’ € X.

Observagao 4.26. Seja X um conjunto isolado de ideais primos associados a I ¢ S = A —|Jpex P.
Entao S € um conjunto multiplicativamente fechado e, para qualquer ideal primo P’ associado a I,
temos que se P' € X, entdo P'NS = 0. Agora, se P' ¢ X, entio P' € Upey, P, pois caso contrdrio,
teriamos pelo item i) da Proposi¢ao 1.73 que P’ C P, para algum P € X, o que implicaria que P’ € 3,

o que seria uma contradicdo. Assim, temos que P' NS # ().

Teorema 4.27 (22 Teorema da Unicidade). Sejam I um ideal decomponivel de um anel A, I = (i, Q;
uma decomposi¢ao primdria minimal de I e ¥ = {PF;,, ..., P;, } um conjunto isolado de ideais primos

associados a I. Entdo, Q;; N...N Q;,, € independente da decomposicao.

Demonstragio. Seja S = A— P, U---UP; . Temos que S7'T = S7YNL, Qi) = N, S71Q; (pelo
item i7) do Coroldrio 3.15). Para todo i tal que Rad(Q;) ¢ X, temos S N Rad(Q;) # 0 e, pelo item
i) da Proposicao 4.24, temos que S~'Q; = S7'A. Logo, S'I = ﬂ;n:l _1Qij. Como SN P; =0,
entao pelo item ii) da Proposiao 4.24, segue que S(Q;;) = Q;;. Assim, temos que S(I) = (S~11)° =
(7, 574@4,)° = (V1 (S (Q:))° (pela Proposicio 1.87). Dai, S(I) = (7 S(Qi,) = My Q-

Portanto ﬂ;nzl Qi; depende apenas de I e do conjunto X, jd que S depende apenas de . O

Corolario 4.28. As componentes primdrias isoladas, isto €, as componentes primdrias Q; correspon-

dentes aos ideais primos isolados P;, sao unicamente determinadas por I.

4.2 Decomposicao Primaria em Anéis Noetherianos

Vimos até agora, resultados que garantem a unicidade da decomposicao priméria de ideais decom-

poniveis. Nesta se¢ao, veremos que em um anel Noetheriano temos também a garantia da existéncia
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desta decomposigao.

Definicao 4.29. Um anel A ¢ dito Noetheriano se satisfaz uma das sequintes condicdes:

i) Todo conjunto ndo vazio de ideais em A tem um elemento mazximal.
i1) Toda cadeia ascendente de ideais de A € estaciondria.

i11) Todo ideal de A é finitamente gerado.

Proposicao 4.30. As trés condigoes da definicdo anterior sdo equivalentes.

Demonstragao. i) = i1) Aplicando a condi¢cdo maximal ao conjunto de ideais de uma cadeia
ascendente {[;;j > 1}, com I; C Iy, temos que se I, é o elemento maximal deste conjunto,
entao a cadeia ascendente de ideais é estaciondria em I, isto é, I}y C Io C --- C I, = [,41 =

Tnjo=---.

i1) = 4i1) Vamos provar pela contra-reciproca. Seja I um ideal de A que nao é finitamente gerado.
Entao existem a1, ...,a,,... € I, tais que (ai,...,a;) # I, para todo inteiro positivo j, e ainda
aj+1 ¢ (a1,...,a;). Logo, conseguimos construir uma cadeia (a1) C (a1, a2) € (a1,a2,a3) < ---

ascendente e nao estaciondria.

iii) = i) Seja Iy € Iy C I3 C --- uma cadeia ascendente de ideais de A. Sabemos que
I = U‘]’il I; também ¢ um ideal de A. Por hipétese, existem aq,as2,...,a, € A tais que
I ={ay,...,a,). Logo, para n suficientemente grande temos que a; € I,, para todoi € {1,...,7}

e, consequentemente, [ = I, = [,4 1 =---.

i1) = 1) Suponha que existe um conjunto nao vazio ¥ de ideais de A sem elemento maximal.
Logo, para cada ideal I; € 3, existe um ideal Iy € ¥ tal que I1 C I3. Desta maneira conseguimos
construir uma cadeia ascendente de ideais nao estaciondria.

O]

Exemplo 4.31. Todo dominio de ideais principais (e portanto também os corpos) satisfazem a

condi¢ao iii) da Defini¢do 4.29 e portanto sao anéis Noetherianos.

Definicao 4.32. Sejam I,J e K ideais de um anel A. O ideal I € dito ser irredutivel se toda vez que

I=JNK, entacoou I =J oul =K.

Lema 4.33. Em um anel Noetheriano A, todo ideal é uma intersecao finita de ideais irredutiveis.
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Demonstragdo. Seja U o conjunto dos ideais do anel A que néo sdo intersecoes finitas de ideais irre-
dutiveis. Suponha que U # (). Entéo, pelo item i) da defini¢do de anel Noetheriano, sabemos que U
possui um elemento maximal I. Como I é redutivel, segue que I = JN K, noqual I C Jel C K.
Pela maximalidade de I temos que J ¢ U e K ¢ U, ou seja, J e K sao intersecoes finitas de ideais

irredutiveis, assim I é intersegao finita de ideais irredutiveis. Contradigao! Portanto, U = (). O
Lema 4.34. Em um anel Noetheriano A, todo ideal irredutivel é um ideal primdrio.

Demonstracao. Passando ao anel quociente, que também é Noetheriano conforme provado na pagina
415 da referéncia [5], é suficiente verificar que se o ideal nulo é irredutivel, entao ele é primério. Seja
zy € (0), com y # 0, vamos mostrar que z™ € (0) para algum m € Z, com m > 0. Considere a cadeia
de ideais Ann(x) C Ann(z?) C ---. Pela condicdo da cadeia ascendente, esta cadeia é estacionéria, ou
seja, existe n € Z, com n > 0, tal que Ann(z"™) = Ann(z"™!) = ... Segue entdo que (z") N (y) = (0),
pois se a € (y), entao existe ¢ € A tal que a = cy, logo ax = cyz =0 e se a € (z"), entdo existe b € A

"+l =0, o que implica que b € Ann(z"t1) = Ann(2™). Assim ba"™ = 0,

tal que a = bx™, logo ax = bx
ou seja, a = 0. Como (0) é irredutivel, de (0) = (z") N (y) e (y) # (0), devemos ter 2" = 0, e portanto

temos que (0) é primério. O
Teorema 4.35. Em um anel Noetheriano A, todo ideal admite uma decomposicdo primdria.

Demonstracao. Pelo Lema 4.33, em um anel Noetheriano A, todo ideal é uma intersecao finita de
ideais irredutiveis, e portanto, pelo Lema 4.34, todo ideal é uma intersecao finita de ideais primarios,

logo todo ideal admite uma decomposicao primaéria. O

Observagao 4.36. Com este ultimo Teorema, concluimos que todos os resultados estudados na se¢do

4.1 sao vdlidos para Anéis Noetherianos.
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Consideracoes finais

Com o estudo detalhado de anéis, ideais e médulos, pode-se ter uma boa base do que é a Algebra
Comutativa. Estes conjuntos tao importantes na area de Algebra, abrem portas para o desenvolvi-
mento de varias outras teorias. A forma como os conceitos, propriedades e resultados se conectaram
e possibilitaram o estudo da decomposicao primaria de ideais, mostra como a Matematica é diversa e
como resultados complexos podem ser entendidos sem grandes dificuldades, desde que sejam analisados

minuciosamente e que os conceitos sejam construidos de forma clara e precisa.
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