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Resumo

Problemas de interacao termo-fluido-estrutural, ou de transferéncia térmica conjugada,
correspondem a classe de fendmenos fisicos em que efeitos térmicos alteram a dinamica do
acoplamento fluido-estrutural. Estes problemas sao caracterizados por apresentarem uma
continua troca de energia térmica entre a estrutura sélida e o escoamento, de modo que,
condigoes de contorno térmicas convencionais nao sao aplicaveis a interface fluido-sélido,
exigindo a utilizagdo de acoplamentos térmicos. Extensos sao os fendmenos naturais ou
industriais envolvendo interagoes térmicas conjugadas entre escoamento e estrutura, e
dependendo da finalidade da aplicagao pretendida, os seus efeitos podem ser potencializados
ou minimizados. Progressos tecnologicos no campo da engenharia, requerem a confecgao
de equipamentos e maquinas com capacidades de arrefecimento e/ou isolamento cada vez
melhores. Assim, o projeto tanto estrutural quando fluidodindmico desses equipamentos
devem ser pensados visando a interacao térmica entre escoamento e estrutura. Dessa
forma, crescente é a busca e interesse em ferramentas que viabilizem a anélise e estudo
desses problemas, onde a experimentacao virtual baseada na metodologia numérico-
computacional vém se destacando. Sendo assim, o presente trabalho objetiva a modelagem
fisica, a matematica e a computacional de problemas de transferéncia térmica conjugada,
além do desenvolvimento de um coédigo computacional em linguagem de programacao
Fortran 90, sendo este destinado a tratar de problemas bidimensionais com a presenca de
um corpo solido condutivo, fazendo-se necessaria a aplicacdo da metodologia da fronteira
imersa. Nas implementagoes realizadas, as equagoes que modelam a dindmica, o transporte
e a transformacao de energia no subdominio fluido sao discretizadas e resolvidas em um
dominio bidimensional, euleriano, cartesiano e fixo, através do método das diferencas finitas,
onde é empregado o método do passo fracionado para o acoplamento pressao-velocidade.
A equagdo que modela o balango de energia térmica no subdominio sélido é discretizada e
resolvida em um dominio lagrangiano, formado por elementos triangulares, por meio do
método dos elementos finitos. A metodologia da fronteira imersa é aplicada, a fim de se
abordar ambos os subdominios de formas distintas e independentes. As solu¢oes obtidas
para cada subdominio, de forma individual, sdo acopladas de acordo com a metodologia
do acoplamento particionado de natureza forte. Testes de verificacao sao realizados, com o
intuito de se verificar as implementacoes realizadas. Simulac¢oes sao conduzidas a fim de
validar o modelo numérico-computacional desenvolvido, onde os resultados obtidos estao

em conformidade com os apresentados na literatura.

Palavras-chave: Dindmica dos Fluidos Computacional, Transferéncia Térmica Con-
jugada, Método das Diferencas Finitas, Método dos Elementos Finitos, Escoamentos

Nao-Isotérmicos sobre Geometrias Complexas.



Abstract

Problems of thermo-fluid-structural interaction, or conjugate heat transfer, correspond
to the class of physical phenomena in which heats effects alter the dynamics of fluid-
structural coupling. These problems are characterized by a continuous exchange of thermal
energy between the solid structure and the flow, so that conventional thermal boundary
conditions are not applicable to the fluid-solid interface, requiring the use of heat couplings.
Extensive are the natural or industrial phenomena involving conjugated heat interactions
between flow and structure, and depending on the purpose of the intended application,
their effects can be potentiated or minimized. Technological advances in the field of
engineering require the manufacture of equipment and machines with increasingly better
cooling and/or insulation capabilities. Thus, the structural and fluid dynamic design of
these equipments must be designed aiming at the thermal interaction between flow and
structure. Thus, the search and interest in tools that enable the analysis and study of these
problems is growing, where virtual experimentation based on numerical-computational
methodology has been highlighted. Therefore, the present work aims at the physical,
mathematical and computational modeling of conjugated heat transfer problems, in
addition to the development of a computational code in Fortran 90 programming language,
which is intended to deal with two-dimensional problems with the presence of a conductive
solid body, making it necessary to apply the immersed boundary methodology. In the
implementations carried out, the equations that model the dynamics, transport and energy
transformation in the fluid subdomain are discretized and solved in a two-dimensional,
eulerian, cartesian and fixed domain, through the finite difference method, where the
fractional step method is used for pressure-velocity coupling. The equation that models the
thermal energy balance in the solid subdomain is discretized and solved in a lagrangian
domain, formed by triangular elements, using the finite element method. The immersed
boundary methodology is applied in order to approach both subdomains in distinct and
independent ways. The solutions obtained for each subdomain, individually, are coupled
according to the strong partitioned coupling methodology. Verification tests are performed
in order to verify the implementations performed. Simulations are carried out in order to
validate the numerical-computational model developed, where the results obtained are in

accordance with those presented in the literature.

Keywords: Computational Fluid Dynamics, Conjugated Heat Transfer, Finite Difference

Method, Finite Element Method, Non-Isothermal Flows over Complex Geometries.
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1 Introducao

A mecénica dos fluidos é um dos varios ramos da mecéanica. Grande é sua abrangén-
cia, desde a investigacao e andlise do complexo movimento dos fluidos, até as interagoes
destes com o meio que o cerca ou que é cercado por ele. Em virtude do amplo campo, a
mecanica dos fluidos muitas vezes ¢é utilizada de forma interdisciplinar com outros ramos

da fisica, ou até mesmo com outras esferas do conhecimento.

Dentro da mecanica dos fluidos destaca-se a area de interagao fluido-estrutura, que
representa a parcela da mecéanica dos fluidos na qual busca-se estudar e compreender a
dindmica das estruturas submersas e suas interacoes com os fluidos que as circundam.
Vastos sao os fendmenos fisicos, tanto naturais quanto industriais, que envolvem interagoes
fluido-estruturais, como por exemplo: valvulas sanguineas, tubulac¢oes de transporte de
fluido, rotores de maquinas rotativas e pas de turbinas. Sua fundamentacao tedrica baseia-
se na juncao de dois campos da mecanica, a mecanica dos fluidos e a mecanica dos sélidos,

caracterizando-a como uma ciéncia multifisica.

Muitas vezes efeitos térmicos alteram substancialmente a dindmica do acoplamento
fluido-estrutural, de modo que se torna necessario recorrer aos fundamentos da termodina-
mica para a modelagem de certa classe de problemas desta natureza. Para estes problemas
a energia térmica é continuamente transferida entre o escoamento e o corpo sélido (es-
trutura submersa), de forma que a variagdo de temperatura experimentada pelo fluido e
pela estrutura ocorre em virtude das interacoes térmicas entre os dois meios. Assim, estes

problemas podem ser classificados como problemas de interacao termo-fluido-estrutural.

Do ponto de vista térmico, problemas de interacao termo-fluido-estrutural perten-
cem a uma area de estudo conhecida como Transferéncia Térmica Conjugada (Conjugate
Heat Transfer — CHT, em inglés). Como existe uma diferenca fisica entre a natureza do
meio fluido e do meio sélido, os mecanismos de transporte e transformacao de energia
sao distintos em cada um deles, de modo que, para os fluidos geralmente prevalece efeitos
advectivos e difusivos, enquanto para os solidos apenas efeitos difusivos estao presentes.
Desse modo, a termodinamica do fendmeno analisado se torna um problema conjugado,
isto é, é a combinacao dos efeitos térmicos atuantes tanto sobre o escoamento quanto sobre

a estrutura submersa.

Vastas sao as aplicagdes envolvendo interagoes térmicas intensas entre escoamentos
e estruturas, onde em sua grande maioria sao voltadas a engenharia, tal qual: sistemas

de arrefecimento de componentes eletronicos, distribuicao de temperatura em motores de
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combustao e analise de trocadores térmicos. Muitas de tais aplicagoes surgem da necessidade
de se compreender fen6menos naturais ou solucionar problemas e aperfeicoar processos
industriais, os quais, em geral, apresentam um alto nimero de graus de liberdade e uma
grande complexidade fisica e geométrica. Deste modo, duas vertentes se mostram usuais
para a analise e solucao destes problemas: a experimentacao material e a experimentacao

virtual.

A experimentacao material baseia-se na construc¢ao de modelos materiais na forma
de bancadas experimentais para a investigacao do problema. Os modelos materiais consis-
tem em uma representacao do fenémeno em estudo em uma bancada, onde sao adotadas
sobre ele hip6teses simplificadoras, a fim de viabilizar a analise do mesmo. As bancadas
experimentais representam um meio controlado e devidamente instrumentado, onde o
fenémeno de interesse possa ser reproduzido. Os dados obtidos através da instrumentacao
das bancadas experimentais sao submetidos a um rigoroso processo estatistico, com a
finalidade de se garantir a confiabilidade das informagoes adquiridas e a replicabilidade do

experimento.

A experimentacao virtual é fundamentada em leis e postulados fisicos que regem a
dindmica e o transporte e transformacao de energia do problema em anélise, e quando
criteriosamente aplicados sobre o modelo fisico, permitem a formulacao de modelos mate-
maticos e numérico-computacionais. Modelos matematicos sao obtidos a partir dos modelos
fisicos, de modo que estes sao convertidos em equacoes matematicas que modelam a fisica
observada no problema, onde estas equagoes podem ser de cunho diferenciais, integrais,
integro-diferenciais ou até mesmo algébricas. Devido a alta complexidade geralmente
apresentada pelas equagoes obtidas no modelo matematico, juntamente com a necessidade
de aplicagao a geometrias mais gerais, as solugoes analiticas se tornam limitadas e em
alguns casos impossiveis, fazendo-se necesséaria a utilizagdo de solucdes aproximadas por
meio de modelos computacionais. Os modelos numérico-computacionais sao desenvolvidos
através da discretizacao das equagoes obtidas pelo modelo matemético e da construcao de

rotinas computacionais para solu¢ao das mesmas.

Os métodos de analise baseados na experimentacao virtual, isto é, analises computa-
cionais, estao em crescente uso e sua aplicabilidade nao se limita apenas a engenharia, mas
sim a uma vasta gama de ramos do conhecimento humano. Devido a sua flexibilidade em
relagao as propriedades fisicas e condi¢oes geométricas, é possivel uma analise detalhada
sobre diferentes nuances do problema em estudo. E imprescindivel destacar que a experi-
mentacgao virtual nao substitui a experimentagdo material, ou vice-verga, porém ambas se
complementam. No entanto, a experimentacao material muitas vezes sera impraticavel em
virtude de altos custos com instrumentacao e protétipos, além de poder trazer riscos de

seguranga ao ser realizada em laboratério. A experimentacao virtual pode necessitar um
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alto custo computacional em fun¢ao da exigéncia de modelos numéricos-computacionais

robustos, de modo que sua aplicagdo se torne inviavel.

Os processos de transferéncia térmica conjugada quando relacionados a metodolo-
gia computacional, apresentam uma maior complexidade na determinacao das condigoes
térmicas na interface fluido-sélido. Isso ocorre pois, devido a continua e intensa troca de
energia térmica entre o escoamento e o corpo solido, a temperatura e o fluxo térmico na
interface ndo podem ser simplesmente aproximados pelas condi¢bes de contorno convencio-
nais (Dirichlet, Neumann e Robinn). Dessa forma é essencial o emprego de acoplamentos
térmicos para a solu¢do do problema, ou seja, cada subdominio (fluido e sélido) possui seu
modelo matematico intrinseco, de modo que ambos trocam informacoes térmicas sobre a

interface.

A andlise de problemas de transferéncia térmica conjugada quando associada a
metodologia numérico-computacional é uma importante ferramenta no estudo e desen-
volvimento de equipamentos industriais mais eficientes. A figura 1, a seguir, exemplifica

algumas dessas aplicacoes.

Figura 1 — Aplicagoes da metodologia numérico-computacional associada a problemas de
transferéncia térmica conjugada.

(a) Mapa de temperatura de motores de (b) Resfriamento a gis em palhetas de tur-
combustao interna. binas.

(c) Escoamento sobre dutos de trocadores (d) Sistema de arrefecimento de conversores
térmicos. de energia elétrica.

Fontes: (a) Igbal, Arora e Sanka (2014), (b) Verstraete e Braecmbussche (2009), (c) e (d)
Huc (2014).

Neste contexto, o presente trabalho visa apresentar uma fundamentacao tedrica

acerca da aplicacao da metodologia numérico-computacional para problemas de transfe-
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réncia térmica conjugada, atuando como base para futuras implementacgoes no que diz
respeito a este tema no contexto do Laboratério de Mecanica dos Fluidos Computacional

(MFLab) da Universidade Federal de Uberlandia (UFU).

1.1 Objetivo

O objetivo principal desta dissertacao é contribuir com o desenvolvimento de
um coédigo computacional para solucao de problemas de transferéncia térmica conjugada
bidimensionais, onde o corpo solido pode apresentar geometria complexa. Para tal proposito
a modelagem fisica, matematica e computacional do problema térmico conjugado sao
desenvolvidas e particularizadas. As equagoes obtidas através do modelo matematico sao
discretizadas e rotinas computacionais sao elaboradas e implementadas em linguagem
de programagao Fortran 90. Simulagoes sao conduzidas afim de verificar os algoritmos
implementados e validar os resultados obtidos ao compara-los com os dados apresentados

pela literatura.

Com o intuito de cumprir os objetivos deste trabalho, os seguintes passos sao

considerados:

1. Particularizagdo da modelagem matematica para escoamento de fluidos newtonianos,
incompressiveis e com propriedades fisicas constantes, onde o corpo sélido imerso é

considerado estatico e também com propriedades fisicas constantes;

2. As equagoes obtidas via modelo matematico para o subdominio fluido sao discretiza-
das em um dominio euleriano bidimensional pelo método das diferencas finitas, onde

é empregado o método do passo fracionado para o acoplamento pressao-velocidade;

3. Para o subdominio sélido as equacao obtidas através do modelo mateméatico sao
discretizadas em um dominio lagrangiano bidimensional pelo método dos elementos

finitos;

4. Utiliza-se dos métodos de fronteira imersa dinamica (WANG; FAN; LUO, 2008) e

térmica (WANG et al., 2009), a fim de tratar separadamente ambos os subdominios;

5. As solugoes obtidas em cada um dos subdominios sao acopladas através do acopla-

mento forte, baseado no balango de energia térmica na interface;

6. Para a experimentacao virtual, rotinas computacionais sao elaboradas e implementa-

das na linguagem de programacao Fortran 90.

7. Testes de verificacao sao realizados a fim de se verificar a ordem de convergéncia dos
métodos numéricos implementados e simulagoes sao realizadas para validacao da

metodologia computacional apresentada.



21

2 Revisao Bibliografica

Este capitulo é destinado a revisao bibliografica acerca dos métodos de solugao
de problemas de transferéncia térmica conjugada, além dos métodos de fronteira imersa,

essenciais para solugao de problemas envolvendo geometrias complexas.

2.1 Transferéncia Térmica Conjugada

Em sua pluralidade, os dispositivos térmicos sao analisados e projetados tendo
como base os pardmetros termodinamicos: temperatura, fluxo térmico e o coeficiente de
conveccgao térmica. Este coeficiente, por sua vez, é uma caracteristica correlacionada ao
regime operacional dos dispositivos térmicos e sua determinacao é considerada o problema

central da convecgao.

Por ser relacionado ao regime de operagao da maquina térmica, o coeficiente de
convecgao térmica é fortemente dependente das condi¢oes de camada-limite, as quais sao
influenciadas pela geometria do corpo imerso, natureza do escoamento e propriedades
fisicas do fluido (BERGMAN et al., 2017). Devido a esta forte dependéncia, o calculo do
coeficiente é essencialmente realizado através do acoplamento das condigdes térmicas entre
os dominios sélido e fluido, ou seja, o fluxo térmico que deixa a fronteira do corpo sélido
por efeitos convectivos é completamente absorvido pelo fluido que o circunda, e vice-verca.
Deste modo, dispositivos térmicos, assim como quaisquer problemas em que o coeficiente
convectivo necessite ser determinado, sdo caracterizados como problemas de transferéncia

térmica conjugada.

Ha pouco mais de seis décadas problemas de transferéncia térmica conjugada vém
sendo discutidos e analisados no ambito cientifico, e ao longo deste tempo, no que refere-se
a experimentacao virtual, duas abordagens foram praticadas para a obtencao da solucao
desta classe de problemas: métodos de solucao continua e métodos numéricos. Os métodos
de solugao continuas requerem uma compreensao aprofundada sobre a fisica do problema,
além de demandar uma mateméatica mais complexa. Devido a complexidade das equagoes
apresentadas no modelo matematico, a solu¢ao continua s6 é viavel através de uma série de
simplifica¢oes aplicadas as suposi¢oes estabelecidas acerca do problema em especifico. Em
contrapartida a solucao por métodos numéricos é mais simples, dependendo do método
numérico empregado, além de abranger uma gama muito maior de problemas, uma vez que
as simplificacoes empregadas sobre ele podem ser mais gerais. Para ambas as abordagens

o mesmo modelo matematico é utilizado e composto pelas equagoes seguintes:
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¢ Subdominio fluido:

o Balango de massa (Equagdo da continuidade);
o Balango de quantidade de movimento linear (Equagoes de Navier-Stokes);

o Balanco de energia térmica.
e Subdominio sélido:

o Balango de energia térmica (Equacao da Energia).

John, Senthilkumar e Sadasivan (2019) apontam em seu trabalho que problemas de
transferéncia térmica conjugada nao sao exclusivos de interagoes fluido-sélido. Pois, uma
vez que, a metodologia pode ser aplicavel para quaisquer subdominios com seus respectivos
modelos matematicos, ela também pode ser empregada para subdominios modelados pelo

mesmo conjunto de equagoes, porém com propriedades fisicas ou geométricas distintas.

2.1.1 Métodos Continuos

O precursor dos estudos em problemas térmicos conjugados foi Perelman (1961),
sendo o primeiro a introduzir o termo “transferéncia térmica conjugada”. Em seu trabalho
é analisada a transferéncia de energia térmica entre um corpo sélido com uma fonte interna
de energia e o fluido que o circunda, onde foram obtidas solu¢oes assintoticas a partir
da forma integral da equacao da energia térmica. Devido as suposigoes e simplificagoes
adotadas para construgao das solugoes, estas sao validas para valores do nimero de Prandtl

maiores que a unidade e o adimensional de Reynolds menor que 3 - 10°.

Apods a publicacao dos estudos de Perelman, varios pesquisados passaram a dar
atengao ao problema da transferéncia térmica conjugada, sendo a maior parte das pesquisas
voltadas a interacao térmica entre uma placa plana e o escoamento que atua sobre ela. Di-
versas equacoes analiticas foram concebidas para solucao de problemas térmicos conjugados
simples, cada uma apresentando como base a suposicao de escoamento unidimensional ou

bidimensional e a ado¢ao de um perfil de velocidade conhecido na camada-limite térmica.

Devido a simplificagcao dos calculos e a boa correlacio aos resultados experimentais,
perfis lineares de velocidade para a camada-limite térmica foram adotados nos trabalhos de
autores como, por exemplo, Perelman (1961) e Kumar (1968). Segundo Dorfman (2009), a
aproximagcao linear é razoavel para casos em que o numero de Prandtl é muito grande, ou
caso exista um comprimento inicial de placa ndo aquecido a montante da regiao aquecida.
Em ambos os casos, a espessura da camada-limite térmica é muito menor que a espessura
da camada-limite dindmica, consequentemente, a distribuicao de velocidade através de

uma camada-limite térmica fina pode ser bem aproximada por uma reta.
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Outro extremo ocorre para escoamentos caracterizados por niimeros de Prandtl
muito baixos, nestes casos a camada-limite térmica é espessa em relagdo a camada-limite de
velocidade, de modo que a regiao de influéncia viscosa gerada pela parede é muito pequena
e a distribuicao de velocidade do escoamento pode ser aproximada por um valor constante
igual a velocidade de corrente livre. Este caso apresenta maior simplicidade matematica e
foi investigado por diversos pesquisadores, como é o caso de Rizk, Kleinstreuer e Ozisik
(1992) que estudaram a transferéncia térmica conjugada em blocos aquecidos imersos
em escoamentos laminares, Luikov (1974) fez andlises para o caso de uma placa plana
com uma fonte térmica e Viskanta e Abrams (1971) usaram a suposi¢ao de escoamento
em golfadas (slug flow, em inglés) para investigar a troca térmica entre dois fluidos em

escoamentos contra-correntes separados por uma placa fina.

Outros métodos também foram aplicados para a obtencao de solugoes continuas de
problemas de transferéncia térmica conjugada. A utilizacao de séries de poténcias para
determinagao da temperatura na interface foi fundamentada por Luikov et al. (1970), ao
demonstrarem matematicamente a convergéncia destas séries. No ano seguinte, Gdalevich
e Khusid (1971) utilizaram-se deste método para resolver as equagoes de Navier-Stokes e

do balango de energia térmica sobre uma placa plana num dominio bidimensional.

Formas geométricas diferentes de placas planas foram abordadas por Luikov,
Aleksashenko e Aleksashenko (1971), ao resolverem o problema térmico sobre tubulagtes
circulares, onde o problema conjugado é tratado tanto para escoamentos internos quanto
externos. Para escoamentos internos as equacgoes sao reduzidas em uma tnica equacao
integral para a temperatura na superficie do corpo imerso. J& para escoamentos externos
¢é aplicada a expansao em série de poténcias do parametro senoidal da transformada de
Fourier generalizada do perfil de temperatura do escoamento sobre a superficie do corpo
imerso. Dorfman e Renner (2009) apresentam um compilado sobre varios problemas de

transferéncia térmica conjugada e os métodos de solucao continua aplicados sobre eles.

Com o avango computacional, o aumento da capacidade de processamento e o de-
senvolvimento de novas metodologias numéricas, os métodos continuos estao gradualmente

sendo substituidos pelos métodos computacionais.

2.1.2 Métodos Computacionais

Devido a necessidade de solucao de problemas cada vez mais complexos e as
limitagdes impostas pelos métodos de solugdes continuas, métodos numéricos passaram a
ser amplamente utilizados para analise de problemas de transferéncia térmica conjugada.
Com o avango do poder computacional e a robustez dos métodos numéricos é possivel

a solugao aproximada, das equacoes obtidas via modelo matematico, para problemas de



Capitulo 2. Revisao Bibliogrifica 24

transferéncia térmica conjugada complexos com bastante precisdo e sem a necessidade de

se empregar simplificacoes fortes ao modelo.

A solucao computacional de um problema de transferéncia térmica conjugada é
fundamentada na solucao simultanea das equagoes do modelo mateméatico de cada um dos
subdominios, e no acoplamento entre tais solugoes. Usualmente duas abordagens distintas
sao empregadas para a analise do problema do acoplamento, a abordagem monolitica e
a abordagem particionada, a distin¢gao entre ambas se da basicamente no tratamento da

continuidade do fluxo térmico e do campo de temperatura na interface fluido-soélido.

2.1.2.1 Acoplamento Monolitico e Particionado

O método monolitico é caracterizado pela utilizacao de um tinico cdédigo computacio-
nal para solucao do problema térmico conjugado. Nesta abordagem, ambos os subdominios
sao discretizados de maneira unificada e as equagoes dos modelos matematicos de cada
subdominio sao resolvidas simultaneamente em uma mesma estrutura computacional
(GILES, 1997). Estas caracteristicas garantem maior eficiéncia computacional ao método
monolitico, além de ndo demandar nenhuma restricdo que nao seja inerente aos métodos

numeéricos utilizados.

No método particionado, cada subdominio, fluido e sélido, sdo resolvidos de forma
independente utilizando-se cédigos especializados para cada um dos subsistemas. Nesta
abordagem, as solucoes obtidas através dos codigos independentes sdo acopladas por meio
da interface, de modo a se satisfazer o balango de energia térmica (HENSHAW; CHAND,
2009). Na figura 2 a seguir, apresenta-se uma ilustracao acerca dos métodos de acoplamento

monolitico e particionado.

Figura 2 — Representagao ilustrativa dos métodos de acoplamentos monolitico e particio-

nado.
(a) Acoplamento monolitico. (b) Acoplamento particionado.
Sistema nao-linear Sistema nao-linear

Subsistema fluido Subsistema fluido

A
A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
g -
Interface Interface
S ———
= I B -
\/

Subsistema solido Subsistema sdélido

Fonte: Adaptado de Nabbout (2020).
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Embora o método monolitico garanta a continuidade da temperatura e do fluxo
térmico na interface fluido-sélido de forma natural, ou seja, nao é necessaria a utilizagao
de condicOes de interface para se satisfazer o balanco de energia térmica, ndao ocasionando
instabilidades ao sistema numérico. Este método também requer a construgao de um
c6digo muito particular para andlise do problema em foco, uma vez que as equagoes sao
discretizadas em conjunto, assim problemas mais complexos apresentam um maior grau
de dificuldade na sua modelagem. J& no método particionado, por se fazer uso de coédigos
distintos para solugao de cada um dos subdominios, estes codigos podem ser muito bem
otimizados, garantindo assim a sua aplicabilidade em problemas mais gerais e de alta
complexidade. Porém, esta metodologia pode necessitar de iteracoes sequenciais para se
garantir a continuidade do balanco térmico na interface, o que pode gerar instabilidades

numéricas.

O acoplamento dos subdominios, na metodologia particionada, é feito a partir
de iteracoes subsequentes entre os codigos destinados a solugado de cada subdominio.
Na literatura duas técnicas sao utilizadas para realizagao iterativa do acoplamento dos
subdominios: o acoplamento fraco e o acoplamento forte. Os conceitos fundamentais das

duas técnicas sao discutidos por Ribeiro Neto (2016).

O acoplamento fraco, também conhecido como sequéncia atrasada convencional
(Conventional Sequential Staggered — CSS, em inglés), é caracterizado pela troca de
informacoes entre os subdominios, através da interface, uma tnica vez a cada passo de
tempo. Nesta técnica, um dos subsistemas recebe uma informagao (temperatura ou fluxo
térmico) advinda da interface em um passo de tempo anterior, e com esta informagao
este subsistema ¢ resolvido e novas informagoes na interface sao entao calculadas ou
interpoladas. A informacao de interface complementar a recebida pelo subsistema é entao
enviada ao outro subsistema, isto é, caso o primeiro subsistema tenha recebido como
informacao a temperatura da interface, este deve enviar ao segundo subsistema o fluxo
térmico e vice-verga. Por fim, com a nova informacao de interface o segundo subdominio é
resolvido e avanga-se um passo de tempo. Na figura 3 a seguir, é representado o esquema

do acoplamento fraco.

A segunda técnica empregada para acoplar as solugdes através de um codigo
particionado é o acoplamento forte. No acoplamento forte as informacgoes sao transmitidas
através da interface em sub-iteragoes que ocorrem dentro de um mesmo passo de tempo, de
forma que as solugoes tendam assintoticamente a continuidade do campo de temperatura e
do fluxo térmico na interface. Assim, pode-se dizer que o acoplamento forte é um esforgo em
se buscar uma solu¢ao monolitica por meio de um codigo particionado, onde a medida que
mais iteragoes sao realizadas, a solugao particionada tendera a monolitica. Varios métodos

podem ser utilizados para a solucao de sistemas de equagoes desacopladas empregando-se
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a metodologia particionada. Matthies, Niekamp e Steindorf (2006) e Haelterman (2009)
explicam em detalhes uma série de métodos para a solugao destes sistemas de equacgoes.
A figura 4, representa esquematicamente a utilizacdo do acoplamento forte através da

metodologia bloco-Gauss-Seidel nao linear.

Figura 3 — Representagao esquematica do acoplamento fraco.

Subsistema 1 /4 Subsistema 1
Informacao 1 Informacao 2 Informacao 1
v v
Subsistema 2 Subsistema 2

Passo de tempo (At)

A
Y

Fonte: Do préprio autor.

Figura 4 — Representacao esquematica do acoplamento forte utilizando-se o método bloco-

Gauss-Seidel nao linear.
/ Subsistema 1 1\ Subsistema 1 \
Informagao 1 Informagao 2

Informagao 1 Informagao 2
\> Subsistema 2 \ Subsistema 2 /
Passo de tempo (At)

Informacao 2

A

Y

Fonte: Do préprio autor.

2.1.2.2 Comunicacdo entre Subdominios Via Interface

Na metodologia particionada é de suma importancia a comunicacao entre os
subdominios por meio da troca de informagoes através da interface fluido-sélido. A
escolha da forma como as informacoes sao transmitidas de um dominio para o outro
impacta diretamente a estabilidade numérica e a convergéncia do c6digo computacional. Na
literatura algumas formas de comunicacao entre os subsistemas sao abordadas, Verstraete

e Scholl (2016) apresentam as quatro principais formas de transferéncia de informagoes via
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interface para a metodologia particionada aplicadas a problemas de transferéncia térmica
conjugada (figura 5), além de apresentarem as andlises de estabilidade referentes a cada

uma dessas metodologias.

A terminologia adotada para essas metodologias foram introduzidas inicialmente
por Divo et al. (2003), ao estudarem o problema de transferéncia térmica conjugada
associada a turbomaquinas. A nomenclatura dos métodos é baseada na ordem em que as

informagoes sdo transferidas em relagdo ao subdominio fluido.

Figura 5 — Representagao esquemaética dos quatro principais métodos de acoplamento

térmico.
(a) FFTB. (b) TFFB.
] ]
Y Y
Fluido Sélido
\ \
Flm.(o Temperatura I/’lu).(o Temperatura
térmico térmico
Y Y
Sélido Fluido
(c) hFTB. (d) hFFB.
v v
Fluido Fluido
[ [
Fluxo Fluxo
térmi Temperatura térmi Temperatura
Coeficiente err‘mco | Coeficiente ern‘mco |
convectivo .. y Y convectivo .. Yy Y
Lei de resfriamento » Lei de resfriamento
de Newton de Newton |
,,,,,,,,,,,,,,,,,, [ R
Temperatura ambiente Temperatura ambiente
do fluido do fluido Fl
\ Temperatura \ uxo
Y Y térmico
Sélido Sélido

Fonte: Adaptado de Verstraete e Scholl (2016).

O primeiro método é conhecido como fluxo para frente e temperatura para tras (Flux
Forward Temperature Back — FFTB, em inglés). Neste método, um perfil de temperatura
na interface, advindo das condi¢oes iniciais ou de uma iteragdo anterior, é fornecido como
condi¢ao de contorno para o subsistema fluido, o qual é entao resolvido, obtendo-se um novo

campo de temperatura para o subdominio fluido. A partir deste campo de temperatura
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atualizado calcula-se o fluxo térmico na interface, sendo este utilizado como condi¢ao de
contorno para o subsistema solido, que pode entao também ser resolvido. A solugao do
subdominio sélido fornece um novo perfil de temperatura na interface, que se tornara
uma nova condi¢do de contorno para o subsistema fluido, reiniciando o ciclo, conforme

esquematizado no fluxograma da figura 5a.

O ciclo de repeticao é mantido até que ocorra a convergéncia, ou seja, a temperatura
e o fluxo térmico nos subdominios fluido e sélido se tornem continuos na interface. Deste
modo, o perfil térmico imposto como condi¢ao de contorno ao subsistema fluido, resultara
em uma distribuicao de fluxo térmico sobre a interface, que ao ser imposta como condi¢ao

de contorno ao subsistema solido retornara o mesmo perfil térmico.

Devido as condig¢oes de contorno serem atualizadas iterativamente ao longo do
processo, a estimativa inicial da distribuicao de temperatura e o fluxo térmico na interface
nao precisam ser totalmente convergentes, porém quanto mais préximos da distribuicao
real, mais rapida sera a convergéncia. Caso ocorra problemas de convergéncia, Verstraete
e Scholl (2016) mostram que o método FFTB pode ser estabilizado com a utilizacao de
sub-relaxacao, isto é, as novas condigoes de contorno (temperatura ou fluxo térmico) nao
sao impostas diretamente, mas sim ponderadas a partir das condig¢oes de contorno da
iteracao anterior. Em virtude da possibilidade das malhas computacionais utilizadas para
a discretizagdo das equagodes em cada subdominio serem distintas, porém compartilhando
uma regiao em comum, a interface, pode-se fazer necessaria a interpolacao de informagoes

de uma malha para outra sobre a interface fluido-sélido.

Montenay, Paté e Duboué (2000) mostram que o tempo caracteristico associado
a transferéncia térmica no subdominio fluido é ordens de grandezas menor que a do
subdominio sélido. Deste modo, enquanto o sistema fluido rapidamente chega ao estado
estacionario o solido necessita de varias iteragoes adicionais para atingir o mesmo estado.
Portanto, uma abordagem que costuma ser adotada visando a rapida convergéncia em
ambos os subsistemas, ¢ a decomposicao do sistema, de modo que, a solucao do subdominio
fluido seja feita de maneira transiente enquanto o subdominio sélido é resolvido em regime

permanente.

Esta técnica nao pode ser aplicada ao método FFTB para casos em que o corpo
solido esteja completamente imerso. Nestas situagoes, como o subsistema solido tera condi-
¢oes de contornos do tipo Neumann, ou seja, fluxo térmico prescrito, a equacao diferencial
parcial que modela o balango térmico no subdominio sélido ndo apresentara unicidade de
solucao, tornando o problema de transferéncia térmica conjugada mal condicionado. Dessa

forma, ambos os subsistemas devem ser resolvidos de forma transiente.
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O segundo método é denominado temperatura para frente e fluxo para tras ( Tempe-
rature Forward Flux Back — TFFB, em inglés), este método é similar ao FFTB, porém com
as condigoes de contorno invertidas, conforme esquematizado no fluxograma apresentado
na figura 5b. Neste método, um perfil de temperatura, advindo de uma condicao inicial
ou de uma iteracao passada, é enviado como condi¢ao de contorno ao subsistema solido.
Este é entao resolvido, e o fluxo térmico na interface é computado, sendo passado como
condi¢ao de contorno para o subsistema fluido. O subsistema fluido é solucionado e um
novo perfil de temperatura na interface é obtido, o qual serd enviado como condigao de
contorno ao subsistema soélido, e entao o ciclo se repete até que ocorra a convergéncia e se
obtenha a continuidade térmica entre os dois subdominios. De forma similar ao FFTB,
caso ocorra problemas de convergéncia, a estabilidade do sistema pode ser reestabelecida

utilizando-se sub-relaxacao.

A terceira metodologia aplicavel é denomina de coeficiente de transferéncia térmica
convectiva para frente e temperatura para tras (Heat Transfer Coefficient Forward Tempe-
rature Back — hF'TB, em inglés), esquematizada na figura 5c. Esta técnica faz uso da lei de
resfriamento de Newton para atualizar as condigdes de contorno do subsistema sélido. O
método se inicia com uma distribuicao de temperatura, proveniente das condigoes iniciais
ou de uma iteracdo anterior, imposta como condi¢ao de contorno ao subsistema fluido, o
qual é entao solucionado obtendo-se um novo campo de temperatura. A partir deste novo
campo de temperatura do subdominio fluido é estimado um coeficiente de transferéncia
térmica convectiva e a temperatura ambiente do fluido, estas informacoes aplicadas a lei
de resfriamento de Newton promove uma relagdo entre a temperatura e fluxo térmico na
interface fluido-sélido, que ¢ utilizada como condi¢ao de contorno para o subsistema sélido.
Por fim, o subdominio sélido é resolvido e um novo perfil de temperatura na interface é
obtido, o qual é enviado como condi¢ao de contorno para o subsistema fluido, o processo

entao se reinicia até a convergéncia e continuidade entre os subsistemas.

O grande problema deste método ¢é a partir da solu¢ao do subsistema fluido, definir
o coeficiente convectivo e a temperatura ambiente do fluido, onde ambas as grandezas
devem satisfazer a lei de resfriamento de Newton. Ao ser aplicada, a lei de resfriamento de
Newton retorna um problema em aberto, pois enquanto a temperatura da interface e o
fluxo térmico sao conhecidos, provenientes da condi¢do de contorno do subsistema solido e
da solucao do subsistema fluido, respectivamente, o coeficiente convectivo e a temperatura
ambiente do fluido se mantém desconhecidos e dependentes entre si, de modo a se obter

uma equacao para duas variaveis, impossibilitando a determinacao dos mesmos.

Algumas formas de se contornar este problema sao abordadas na literatura, a
mais simples delas é a imposicdo de um valor constante e positivo para o coeficiente

convectivo. Verstraete e Scholl (2016) mostram que mesmo nao atuando nenhum fluxo
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térmico na interface, esta metodologia converge para a continuidade térmica entre os
subdominios, sendo o valor do coeficiente convectivo apenas um fator de influéncia na taxa
de convergéncia, nao interferindo na solucao final do problema. Deste modo, o coeficiente

convectivo é denominado de coeficiente convectivo virtual.

Finalmente, o ultimo método é denominado de coeficiente de transferéncia térmica
convectiva para frente e fluxo térmico para tras (Heat Transfer Coefficient Forward Fluz
Back — hFFB, em inglés), representado na figura 5d. Este método é similar ao hFTB,
diferindo apenas que, enquanto no hFTB retorna-se um perfil de temperatura como
condi¢ao de contorno para o subdominio fluido, no hFFB retorna-se a distribuicao do fluxo
térmico na interface. Devido a similaridade, o coeficiente convectivo também nao afeta o
resultado final do método, interferindo apenas na estabilidade e na taxa de convergéncia

da metodologia numérica.

2.2 Meétodo da Fronteira Imersa

Muitas das aplicagbes dos problemas de transferéncia térmica conjugada envolvem
escoamentos sobre geometrias imersas, logo faz-se necessario o entendimento dos métodos
de modelagem para tratar corpos imersos. A modelagem de escoamentos sobre corpos
imersos baseia-se principalmente em duas metodologias: a primeira é denominada malha
conforme (body-fitted, em inglés), onde faz-se a utilizacdo de malhas computacionais que
se adaptam e se moldam a geometria do corpo; a segunda metodologia é denominada
fronteira imersa (Immersed Boundary — IB, em inglés), onde ¢é utilizada uma malha
computacional auxiliar para descrever a superficie do corpo. A figura 6 apresenta duas

malhas computacionais construidas para a aplicacao de cada uma das metodologias.

Figura 6 — Representacdo de uma malha conforme e de uma malha cartesiana.

(a) Malha conforme. (b) Malha cartesiana.

Fonte: Do préprio autor.
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No caso em que é preferida a utilizacdo de malhas conformes para a modelagem
do escoamento, a aplicacao das condigbes de contorno (dindmicas e térmicas) é feita
propriamente na superficie do corpo imerso, uma vez que a malha se adapta a sua fronteira.
Ja quando o método da fronteira imersa é escolhido, utiliza-se uma malha computacional
auxiliar, denominada malha lagrangiana, responsavel por mapear a fronteira do corpo
imerso e propiciar a aplicacao das condi¢oes de contorno. Desse modo, o método da
fronteira imersa visa a aplicacao das condi¢oes de contorno sobre superficies de geometria
complexas nao necessariamente coincidentes com a malha em que sdo discretizadas as

equagoes de balango que modelam o escoamento.

De acordo com Tu, Yeoh e Liu (2018), a aplicagdo do método de malhas conformes
¢ fundamentado no estabelecimento de um mapeamento adequado entre um dominio
regular no espago computacional e um dominio irregular no espaco fisico, de modo que no
dominio regular as equacoes de balango sao discretizadas e resolvidas, para entao serem
projetadas no dominio irregular. Embora o método de malhas conformes apresente a
capacidade de resolver uma grande gama de problemas e facilitar a aplicacao das condigoes
de contorno do corpo imerso, este método também apresenta limitacoes, principalmente

quando utilizado com geometrias complexas.

Dentre suas principais limita¢oes pode-se citar uma maior dificuldade na geracao
de malhas de boa qualidade, sendo entdo necessario um alto esforco de pré-processamento
para geracao da malha computacional, principalmente quando se trata de corpos em
movimento, onde existe a necessidade de utilizacao de malhas moéveis. Malhas conformes
moveis, por sua vez, apresentam uma grande limitagdo quanto ao estabelecimento de
um passo de tempo adequado, visto que os pontos da malham variam sua posi¢ao, pode
ocorrer a formagao de volumes muito pequenos, aumentando a rigidez do sistema numérico,
necessitando assim de passos de tempo muito reduzidos. Como a cada passo de tempo
deve-se gerar uma nova malha de acordo com o deslocamento do corpo imerso, a eficiéncia
do método pode ser comprometida, requerendo-se entao a utilizagao de métodos implicitos
para a integracao temporal, ou um tratamento adequado na formacgao dos volumes da
malha, a fim de se viabilizar a execu¢ao do método (TU; YEOH; LIU, 2018).

Ja no método da fronteira imersa, como a malha que define o volume fluido,
denominada malha euleriana, é independente da malha lagrangiana, costuma-se entao
adotar malhas cartesianas estruturadas, por isso muitas vezes os métodos de fronteira
imersa sao denominados de métodos de malha cartesiana (Cartesian grid methods, em
inglés). Embora esta gama de métodos apresente dificuldades para a imposicao das
condi¢oes de contorno na fronteira do corpo imerso, devido a malha nao ser conforme ao
corpo imerso, a facilidade de se utilizar malhas cartesianas estruturadas resulta em um

melhor custo-beneficio para determinadas aplicagoes.
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Malhas cartesianas nao apresentam grandes dificuldades em sua geragao e a maioria
dos esquemas nimeros podem ser empregados, requerendo apenas algumas modificagoes na
discretizacao das equagoes de balanco na vizinhanca da fronteira imersa, a fim de se impor
as condicoes de contorno. Devido a malha euleriana ser independente da lagrangiana, a
complexidade geométrica do corpo imerso nao tem efeitos significativos na complexidade e
qualidade da malha euleriana. Assim, esta metodologia se mostra vantajosa principalmente
quando aplicada a corpos em movimento, uma vez que a malha euleriana é fixa. A malha
sendo fixa, ndo ha a necessidade de remalhagem do dominio a cada passo de tempo,

impactando positivamente na simplicidade, acuracia, robustez e no custo computacional

do método de solugao (MITTAL; TACCARINO, 2005).

Na literatura os métodos de fronteira imersa sao classificados basicamente através
da forma como as condigoes de contorno da fronteira sao impostas sobre o escoamento,
sendo esta imposicao feita principalmente de duas maneiras: uma através da modificacao
do esquema numérico préximo a fronteira imersa com o intuito de se impor diretamente as
condigoes de contorno na fronteira do corpo. Nesta metodologia a interface entre o volume
fluido e o corpo imerso ¢ dita nitida; a outra é adicionando um termo forcante as equagoes
de balanco, a fim de se satisfazer as condigdes de contorno desejadas, a interface para esta

metodologia é denominada difusa.

2.2.1 Interface Nitida

Os métodos de fronteira imersa com interface nitida geralmente apresentam a vanta-
gem de propiciarem métodos numéricos com maior precisao que os de interface difusa, uma
vez que o efeito da imposicao das condi¢oes de contorno do corpo imerso nao ¢é distribuido
sobre os volumes da malha euleriana na vizinhanga da fronteira imersa (BERTHELSEN;
FALTINSEN, 2008). Outro grande beneficio desta metodologia é o desacoplamento das
equagoes de balango entre os volumes da malha euleriana que representam o dominio
fluido e o dominio sélido, possibilitando a solugao de escoamento sobre corpos esbeltos e

corpos sobre efeito de escoamentos internos e externos simultaneamente.

Udaykumar et al. (2001) mostram que para os métodos de interface nitida, existe a
necessidade da imposi¢do de uma condicao de contorno para a pressao na fronteira imersa,
e além disto, esta condi¢do de contorno depende se o corpo imerso esta estacionario ou em
movimento. A utilizagao desta metodologia com corpos em movimento, apresenta ainda o
inconveniente de que o esténcil de calculo, utilizado para discretizacao das equagoes de

balanco, deve ser atualizado de acordo com o deslocamento da fronteira imersa.

Dentre os principais métodos de fronteira imersa com interface nitida utilizados,

pode-se citar: Método das células cortadas (Cut-Cell Method), método da interface imersa
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(Immersed Interface Method — IIM) e o método das células fantasmas (Ghost-Cell method).

2.2.1.1 Método das Células Cortadas (Cut-Cell)

Este método foi proposto inicialmente por Clarke, Salas e Hassan (1986) e baseia-se
fundamentalmente em identificar as células da malha euleriana que interceptam a fronteira
imersa e corta-las de forma a eliminar o pedago de célula contido no dominio sélido. Apds
as células serem cortadas, pode ocorrer a formacao de novas células muito pequenas,

comprometendo a estabilidade dos métodos numeéricos.

Para resolver esse problema, Ye et al. (1999) propoem que as partes das células
cortadas, em que seus centros permaneceram no dominio sélido, sejam absorvidas pelas
células vizinhas no dominio fluido, dando origem a volumes de controle trapezoidais.
Apoés a reformulagdo da malha computacional, as equagoes de balanco sao discretizadas e

resolvidas com as condi¢oes de contorno impostas diretamente na fronteira imersa.

2.2.1.2 Método da Interface Imersa — [IM

Esta metodologia foi proposta por LeVeque e Li (1994) para a resolugao de equagoes
elipticas com solugoes descontinuas e nao suaves, e entao estendida por Li e Lai (2001)
para a solucdo das equagoes de Navier-Stokes. Nos métodos de interface imersa, devido
a existéncia de forgas singulares atuantes na fronteira imersa, a solucao do escoamento
é tipicamente descontinua e nao suave através da fronteira imersa, dificultando assim a

discretizacao das equagoes de balanco.

Para sanar esse problema, um sistema de referéncia local é adotado na superficie do
corpo imerso, onde relagoes de interface sao deduzidas e entao transformadas em relagoes
descontinuas na malha euleriana. Desse modo, essas relagoes descontinuas atuam como
termos de correcao adicionados a discretizagao numérica, a fim de contabilizar qualquer
salto na solucdo ou em sua derivada provocado pela presenca da fronteira imersa. Deve-se

notar que cada tipo de esténcil de discretizacao tem seu proprio termo de correcao o qual

é tnico (BERTHELSEN; FALTINSEN, 2008).

2.2.1.3 Método das Células Fantasmas ( Ghost-Cell)

O método das células fantasmas foi desenvolvido inicialmente por Fedkiw et al.
(1999) para tratar escoamentos multifasicos, em dominios bidimensionais. Diversas mo-
difica¢oes do método foram propostas para se trabalhar com corpos imersos, como por
exemplo os trabalhos de Tseng e Ferziger (2003) e Berthelsen e Faltinsen (2008). Uma
extensao do método proposto por Berthelsen e Faltinsen (2008) foi feita por Ribeiro
Neto (2021), a fim de se resolver problemas de interagdo fluido-sélido em escoamentos

tridimensionais com malhas adaptativas bloco estruturadas em ambiente paralelo.
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Os métodos de células fantasmas baseiam-se fundamentalmente na ideia de que a
solucao do escoamento pode ser estendida através da fronteira imersa. Para isso, faz-se a
utilizacao de células computacionais ficticias no interior do dominio sélido, denominadas
células fantasmas, as quais sao atualizadas a partir da extrapolac¢ao de informacoes do
dominio fluido e das condi¢oes de contorno na fronteira. Desse modo, as condi¢oes de
contorno na fronteira imersa sao implicitamente agregadas ao método numérico por
meio das células fantasmas, ndo sendo necessario uma reformulacdo do método numérico
nas proximidades da fronteira imersa. Na literatura sao encontradas diversas formas de
extrapolacao das informacgoes para as células fantasmas, onde uma das mais usuais ¢é a
aplicagao de polinomios de Lagrange. Tseng e Ferziger (2003) mostram em seu trabalho que
a acuracia dos valores extrapolados nas células fantasmas depende da ordem do esquema

de interpolacao utilizado para obtencao do polinémio interpolador.

2.2.2 Interface Difusa

Os métodos de fronteira imersa com interface difusa sao considerados mais simples
em relagao aos de interface nitida, porém a imposicao das condi¢ées de contorno nao é
feita de forma direta. Nesta classe de métodos o efeito da presenca da fronteira imersa

sobre o fluido é avaliado através de um termo de forca adicionado as equacoes de balanco.

Como a posicao dos nés da malha lagrangiana nao sao necessariamente coincidentes
com os pontos da malha euleriana, o termo de for¢a, devido a presenca da fronteira imersa,
deve entao ser distribuido sobre os pontos eulerianos posicionados na vizinhanca dos
pontos lagrangianos. Essa distribuicao é feita através de fungoes de distribuicao suaves que
representam uma analogia discreta a funcao delta de Dirac e portanto devem satisfazer

determinas propriedades, como é apresentado por Shin, Huang e Sung (2008).

Os métodos de fronteira imersa com interface difusa ainda podem ser classificados
de acordo com a forma em que o termo de forga é incorporado as equagodes de balanco.
Quando o termo de forca é acrescentado as equagoes de balango antes da discretizacao,
recebe a denominagao de métodos de forga continua. Caso o termo de forga seja adicionado

as equagoes apos a discretizacao das mesmas, é chamado de métodos de forca discreta.

2.2.2.1 Meétodos de Forca Continua

Os métodos de forca continua podem ainda ser subdivididos de acordo com o
tipo de resposta dinamica da fronteira imersa em relacdo ao escoamento, sendo entao

classificados como fronteiras elasticas ou rigidas.

O método de fronteira imersa original, foi proposto por Peskin (1972), sendo o

primeiro trabalho a introduzir o termo “método de fronteira imersa”. Neste trabalho, Peskin
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desenvolve uma metodologia para a solucao acoplada de fluxo sanguineo e a contracao
muscular de um corac¢ao, metodologia esta que é aplicavel em escoamentos com presenca

de corpos elasticos.

Neste método a fronteira imersa é tratada como um conjunto de fibras elasticas,
mapeadas pelos pontos lagrangianos, de modo que a tensao e deformacao nessas fibras
estao correlacionadas a uma lei constitutiva, como por exemplo a lei de Hooke. O efeito
da presenca da fronteira imersa no escoamento é computado ao se transmitir a reagao da
tensao, atuante nas fibras elasticas, para o fluido através de termos forcantes adicionados

as equagoes de balanco.

A metodologia idealizada por Peskin (1972) embora apresente bons resultados para
tratar corpos elasticos, quando aplicada a corpos rigidos apresenta problemas, uma vez
que as leis construtivas utilizadas para a fronteira elastica costumam nao ser muito bem
aplicaveis no limite rigido (MITTAL; TACCARINO, 2005). Para tratar escoamentos sobre
corpos rigidos, Beyer e LeVeque (1992) propoem considerar o corpo fixo em uma posigao
de equilibrio por meio da atuacao de forcas restauradoras de molas atuantes em cada um

dos nés lagrangianos.

Goldstein, Handler e Sirovich (1993) também propéem uma nova metodologia para
tratar fronteiras imersas rigidas, denominada método de resposta retroativa da forga (force
feedback method, em inglés). Este método é baseado na utilizagdo de duas constantes para
o calculo do termo de forga. Essas constantes tém por finalidade procurar o melhor ajuste
a forca, a fim de que a velocidade do fluido na vizinhancga da fronteira imersa represente a
imposicao das condigoes de contorno na mesma. Esse tipo de ajuste, na teoria de controle de
sistemas, é comumente chamado de controlador de dois modos (GOLDSTEIN; HANDLER,;
SIROVICH, 1993).

2.2.2.2 Métodos de Forca Discreta

Os métodos de forca continua necessitam de uma simplificacdo para avaliagao do
termo de forca, uma vez que as equagoes de balanco geralmente nao sao analiticamente
integraveis para determinagao do mesmo. Desse modo, Mohd-Yusof (1997) propoem uma
nova metodologia, denominada imposicao direta da forga (direct forcing, em inglés), na

qual o termo de forga é avaliado diretamente a partir da solu¢do numérica do escoamento.

Nesta metodologia, a equagao de balanco de quantidade de movimento linear é
discretizada e resolvida sem considerar a presencga da fronteira imersa, em seguida o termo
forcante é avaliado nos pontos lagrangianos através da diferenca do campo de velocidade
estimado do escoamento e a condi¢cdo de contorno pretendida na fronteira imersa. O

termo de forca é entao distribuido para os nés da malha euleriana através das fungoes de
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distribuicao discretas, afim de se corrigir o campo de velocidade levando-se em consideracgao
o corpo imerso. O fato deste método nao fazer a utilizagdo de nenhuma constante para
a avaliacdo do termo de forga, traz a ele uma grande vantagem. Verzicco et al. (2000)
estendem a metodologia de Mohd-Yusof para fronteiras imersas moveis, ao simularem o

escoamento no interior da cimara de combustao de um motor.

Lima e Silva, Silveira Neto e Damasceno (2003) apresentam um novo método
chamado de modelo fisico virtual ( Virtual Physical Model — VPM, em inglés), neste método
o campo de forga lagrangiano é calculado através da equagao de balanco de quantidade de
movimento linear, onde as derivadas espaciais sao avaliadas na fronteira com o auxilio de
interpolagoes de Lagrange. A forga calculada é distribuida sobre os pontos eulerianos na
forma de um termo fonte adicionado as equacgoes de balanco, de modo que a condigao de
contorno desejada para a fronteira imersa seja satisfeita. Assim como o método proposto
por Mohd-Yusof (1997), o VPM néo necessita de constantes adicionais e se auto-ajusta ao

escoamento.

Uma variacdo do método de imposigao direta da forca foi proposto por Wang, Fan
e Luo (2008), onde o termo forcante devido a presenga da fronteira imersa é calculado
por meio processos iterativos, a fim de se melhorar a acuracia da solucao. Este método
foi denominado de método da miltipla imposigao da forga (Multi-Direct Forcing — MDF,
em inglés) e devido a sua facil implementagdo e bons resultados vem sendo amplamente

utilizado.

2.2.3 Fronteira Imersa Térmica

Os métodos de fronteira imersa foram desenvolvidos inicialmente para se resolver a
dindmica de escoamentos sobre corpos imersos. Portanto estes métodos visam impor as
condigoes de contorno de nao deslizamento sobre a fronteira imersa. Com a necessidade
de se resolver escoamentos nao isotérmicos, acabou se tornando inevitavel a expansao
dessa metodologia para se tratar problemas térmicos, onde diferentemente dos problemas
dindmicos, em que as condi¢ées de contorno na fronteira imersa sao dadas por uma
velocidade prescrita (condigdo de contorno de Dirichlet), nos problemas térmicos as
condigbes de contorno podem ser temperatura prescrita, fluxo térmico prescrito (condigao

de contorno de Neumann) ou uma combinagao das duas (condi¢do de contorno de Robin).

Kim e Choi (2004) propdem um método para solugdo da equacao de balango de
quantidade movimento linear e energia térmica sobre geometrias complexas em malhas
cartesianas, por meio do método da fronteira imersa. Nesta metodologia, Kim e Choi (2004)
além do classico termo de forca utilizado para satisfazer a condi¢ao de nao deslizamento

na fronteira imersa, também utilizam um termo fonte de massa para satisfazer a equacao
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da continuidade nas células que contém a fronteira imersa. Para a equacao da energia
térmica eles apresentam dois tipos de termos de fluxos térmicos a serem adicionados a
equacao, a fim de satisfazer a condigao de contorno de temperatura ou de fluxo térmico

prescrito na fronteira imersa.

Em analogia ao método da multipla imposigao da forga, Wang et al. (2009) apre-
sentam o método da multipla imposicao térmica (Multi-Direct Heat — MDH, em inglés),
desenvolvido para problemas térmicos com temperatura prescrita na fronteira imersa.
Neste método é utilizado um processo explicito iterativo para a avaliacdo do termo de
fluxo térmico, o qual é adicionado a equacao de balango da energia térmica, a fim de

satisfazer a condi¢ao de contorno na fronteira imersa.



38

3 Modelo Matematico

A grande maioria dos fené6menos fisicos podem ser representativamente traduzidos
através de equagoes matematicas, obtidas por meio da aplicagao de hipdteses simplifica-
doras, a fim de se analisar quantitativamente propriedades e fendmenos de interesse de
um determinado sistema fisico. Quando conduzida de forma criteriosa e fundamentada
sobre leis e postulados fisicos, a modelagem matematica tendera a fornecer resultados

condizentes com as observagoes a cerca do mundo material.

O presente capitulo é destinado a construgdo da modelagem matematica para os
subdominios fluido e sélido, isto é, a determinacao das equagoes mateméaticas que modelam

o balanco de energia em ambos os subdominios.

3.1 Hipodtese do Continuo

De acordo com a fisica moderna a matéria é descontinua, sendo intrinsecamente
constituida por atomos, e estes ainda por particulas subatomicas. Porém, a maior parte
das aplicagoes da mecanica voltadas a engenharia nao se preocupa com o movimento
individual de cada uma dessas particulas, mas sim com o comportamento médio de um

aglomerado de particulas de matéria.

Ao se tratar o comportamento mecanico dos meios fluidos e sélidos em nivel
macroscopico, se ingressa a area da mecénica do continuo. Conforme Spencer (2004),
com a mecanica do continuo modela-se a natureza microscopica da matéria e a trata
como uniformemente distribuida ao longo de todas as regioes do espago, podendo-se assim
associar a ela grandezas fisicas, sendo estas func¢oes continuas e variaveis com a posi¢ao no
espacgo, ou seja, as variagoes das propriedades fisicas da matéria ocorrem de forma suave,

de modo que o calculo diferencial possa ser empregado.

Essa hipdtese s6 é valida ao se tratar problemas cujas dimensoes caracteristicas
sao superiores a um volume-limite na qual a hipotese do continuo se fundamenta, sendo
este um parametro que define duas regides de trabalho distintas: a primeira situada em
aplicagoes cujo comprimento caracteristico ¢ menor que o volume-limite, onde efeitos
moleculares e atomicos sao modelados explicitamente; a segunda é para aplicagbes com
comprimentos caracteristicos acima do volume-limite, no qual os efeitos microscépicos
sao modelados ao nivel macroscopico. Para os meios fluidos o volume-limite geralmente

¢ maior que o livre caminho médio molecular, ja para corpos solidos este comumente é
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superior as distancias interatomicas.

3.2 Subdominio Fluido

No presente trabalho o desenvolvimento das equac¢des matematicas que modelam
a dindmica dos fluidos, tal como o transporte e as transformacoes de energia por eles
sofrida, sao baseadas na hipdtese do continuo e as equacoes sao formuladas por meio dos
balancos de massa, de quantidade movimento linear e de energia interna, considerando-se

uma formulagao euleriana.

3.2.1 Equacdo da Continuidade

O primeiro principio fisico a ser analisado é o balango de massa. Este balanco ao
ser realizado em um sistema fechado, garante que a massa do mesmo deve permanecer
constante. Porém, diferentemente de um sistema fechado, um volume de controle euleriano
é um sistema aberto, ou seja, massa pode cruzar sua fronteira, de modo que a analise

necessita ser realizada sobre o fluxo méssico liquido na superficie de controle.

Considera-se um volume de controle {2, cuja fronteira seja representada por 0€2,

a quantidade de massa presente no interior deste volume de controle é dada por:

m(@s,t) = [[[ o(@ v, (3.1)

onde p(Z,t) é a massa especifica do elemento diferencial de fluido e dV representa seu

volume.

Ao se analisar um volume de controle euleriano, observa-se que a quantidade de
massa dentro do volume varia em virtude da massa que entra ou sai pela superficie de
controle, portanto a variagdo da massa no interior do volume é igual a diferenca entre o
que sai e o que entra pela fronteira. Em outras palavras pode-se dizer que, a taxa total de
variacao da massa no interior do volume de controle é igual ao fluxo maéssico liquido que

cruza sua fronteira. Matematicamente esta relacao é expressa da seguinte forma:
d -
ﬁf//pdV%-//pV-ﬁdA:O, (3.2)
Q 0

onde V representa a velocidade do elemento diferencial de fluido, 77 é o vetor unitario normal
a fronteira 02; e dA simboliza a area do elemento diferencial, conforme esquematizado na

figura 7.

Em virtude do volume de controle euleriano permanecer fixo, pode-se permutar a

derivada temporal e a integral de volume do primeiro termo da equagao (3.2). Ao segundo
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Figura 7 — Representagdo de um elemento de fluido em um volume de controle euleriano
qualquer.

Fonte: Do préprio autor.

termo, aplica-se o teorema da divergéncia com o intuito de se transformar a integral de
superficie em uma integral de volume, resultando assim em duas integrais volumétricas

que podem ser combinadas em uma so:
dp = -
é// lat+v- (pV)] dv = 0. (3.3)
s

Como a equagao (3.3) foi formulada baseando-se em um volume de controle Qy
genérico, esta igualdade sempre devera ser verdadeira independentemente de seu formato,
porém tal fato somente ocorrera se o integrando da equacgao (3.3) for identicamente nulo,
de acordo com o Teorema da Localizagao, conforme Chandrasekharaiah e Debnath (1994).
Dessa forma, obtém-se a equagao diferencial para o balango de massa, popularmente
denominada de equacao da continuidade:

dp = -

5 TV (pV) =0. (3.4)

Outra maneira bastante comum de se escrever a equacao da continuidade, consiste
em expandir o termo contendo o divergente, através da regra do produto, e se utilizar da

notacao de derivada total ou derivada material para agrupar os termos contendo a massa

especifica:
1Dp = =~
-4 v.V =0, 3.5
oDt (3.5)
onde a derivada material é representada pelo operador:
D) _9() (o .¢
Tt_ﬁ+(v-v)(). (3.6)

3.2.2 Equacao de Cauchy

A segunda analise a ser realizada é feita sobre a segunda lei de Newton ou balanco

de quantidade de movimento linear. Em um sistema fechado a segunda lei infere que a
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variacao da quantidade de movimento linear do sistema é numericamente igual a forca

liquida que age sobre o mesmo.

Para um volume de controle euleriano qualquer, como o representado na figura 7,
a quantidade de movimento linear presente no interior deste volume de controle é expressa

por:

L(#t) = / / / (T, )V (T, £)dV. (3.7)

Similarmente a andlise do balango de massa, em um volume de controle euleriano existe
fluxo de quantidade de movimento linear cruzando as fronteiras do volume de controle, o
qual deve ser contabilizado ao se realizar o balang¢o da quantidade de movimento linear.

Portanto, a segunda lei de Newton é reescrita da seguinte maneira:
d — — — - —
%///deVjL//pV(V-n)dA:ZF, (3.8)
Q o905
onde S F representa o somatorio de todas as forcas externas que agem sobre o sistema.

Basicamente dois tipos de forgas externas atuam sobre o sistema fluido, forcas
de campo e forgas de superficie. As forcas de campo decorrem da existéncia de campos
externos nos quais a particula de fluido encontra-se, estes campos atuam em cada particula
de fluido no interior do volume de controle. Ja as forcas de superficies ocorrem devido as

tensoes que agem sobre cada parcela da fronteira do volume de controle.

As forgas de campos sao provenientes de campos gravitacionais, magnéticos ou
potenciais elétricos, porém no presente trabalho serd abordada apenas a forca gravitacional
decorrente de um campo gravitacional. Deste modo, sobre cada elemento diferencial
de fluido, no interior do volume de controle, o campo gravitacional exerce uma forca
proporcional a massa do elemento, de modo que a forca gravitacional total atuante no

volume de controle é dada por:
Fy = [[] gav. (3.9)
Qf

sendo ¢ o campo gravitacional que atua sobre o volume de fluido.

Diferentemente das forcas de campo, a analise das forgas superficiais que agem
sobre o elemento de fluido é um trabalho bastante arduo, pois estas forcas sao compostas
por componentes nas dire¢coes normais e tangenciais a superficie de controle do elemento
fluido. Sendo assim, faz-se necessaria a definicao de um tensor de segunda ordem conhecido

como tensor de tensoes (), para descrever as tensoes superficiais que atuam sobre cada
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elemento fluido. Suas componentes sao representadas por o;;, sendo j a direcao na qual a

tensao atua e ¢ a direcao normal a superficie de controle no ponto de atuagao da tencao.

O produto interno do tensor de tensdes com o vetor unitario normal a um elemento
diferencial de area contido na fronteira do volume de controle, resulta no vetor de tensoes
que age sobre o elemento superficial. Portanto, a forca superficial total que atua sobre a

superficie de controle é avaliada através da equagao:

F = //? CAdA. (3.10)

09

A forca total que atua sobre o volume de controle é dada pela soma das forcas de

campo e das forcas de superficies, nesse caso:
Zﬁ:ﬁgﬂﬂi:///pgdv+//ﬁ-ﬁdA, (3.11)
Q 0

aplicando a relagao (3.11) na equacao de balango de quantidade de movimento linear (3.8),

obtém-se:

jt///dev+//pV(x7-ﬁ)dA:///pgdv+//a-ﬁdA. (3.12)
o 86 (o a9

Novamente, utiliza-se do fato do volume de controle euleriano ser fixo para se
permutar a derivada temporal e a integral volumétrica na equagao (3.12). Em seguida,
utiliza-se do teorema da divergéncia para transformar as integrais de superficie em integrais

volumétricas, agrupando-as em uma tnica integral de volume:

é{/ o ( .

gtv) +V - (pVV) = pg—V 7| dV =0 (3.13)

A formulacao da equacao (3.13) é baseada em um volume de controle qualquer,
logo para que a integral volumétrica seja sempre identicamente nula, o integrando devera
também ser nulo. Obtém-se entdo a equagao diferencial para o balango de quantidade de

movimento linear ou equacao de Cauchy:

a(pV) - .. ;
(apt) +V-(pVV) =pg+ V-7, (3.14)

onde o produto VV é chamado produto exterior do vetor velocidade por si mesmo, sendo

este um tensor de segunda ordem.

A equagao de Cauchy ainda pode ser reescrita de outra forma, a fim de se eliminar

o tensor de segunda ordem proveniente do produto exterior do vetor de velocidade com ele
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mesmo. Basta aplicar a regra da derivada do produto aos termos a esquerda da igualdade

na equagao (3.14) e em seguida reagrupar os termos, obtendo-se a seguinte equagao:

—

pat+vwat+v-@vﬂ44(v-v)vng+v-m (3.15)
o termo entre colchetes representa a equac¢ao da continuidade (3.4), logo é identicamente
nulo, obtendo-se entdao a denominada forma nao divergente da equacao de balanco de

quantidade de movimento linear:

V.5 (3.16)

3.2.3 Hipotese de Stokes

A grande dificuldade da modelagem da dinamica dos fluidos consiste na modelagem
do tensor de tensoes. Para a grande maioria dos fluidos o tensor de tensoes pode ser

descrito como uma fun¢ao dependente apenas do tensor taxa de deformacao:

7= f(@), (3.17)

onde € é o tensor de taxa de deformacoes, cujas componentes ¢;; representam a taxa de
deformagao na direcao j avaliada na fronteira do elemento fluido cuja normal aponta para

a direcao 1.

Quando a relagao (3.17) é linear o fluido é denominado newtoniano e o coeficiente
de proporcionalidade é denominado de coeficiente de viscosidade molecular (). J& quando
esta relagdo nao é linear, denomina-se o fluido de nao-newtoniano. Para o presente trabalho

as andlises realizadas serao focadas em fluidos newtonianos.

Um dos primeiros a tentar entender a relagao entre o tensor de tensoes e taxa de
deformagoes para fluidos newtonianos foi Stokes (1845). Em seu trabalho ele propoem, por
analogia a lei da elasticidade de Hooke, que a variacao da tensao com a taxa de deformagcéao
em um elemento de fluido segue uma lei linear. Toda a teoria de Stokes é baseada em trés

postulados:

1. O fluido é continuo e o tensor de tensdes & ¢ uma funcdo linear das taxas de

deformacoes €.

2. O fluido é isotropico, isto é, suas propriedades nao sdo dependentes da direcao. Deste
modo a lei de deformagao é independente do sistema de coordenadas em que é

expressa.

3. Quando a taxa de deformacao é nula, a lei de deformacao deve-se reduzir a condicao

fluidostatica, considerando apenas os efeitos de pressao.
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A partir desses trés postulados e algumas suposi¢oes sobre a invariancia dos
tensores, Stokes chegou a seguinte equagao para o tensor de tensoes que agem sobre fluidos

newtonianos:
7=l +p (V74 (V7)) =20 (¥ V)T, (3.18)

onde p representa a pressao, T é a matriz identidade, vV éo gradiente do vetor velocidade,
o qual resulta em um tensor de segunda ordem, e por fim (6‘7>T ¢é o transposto do
tensor gradiente de velocidade. Mais detalhes do desenvolvimento da equacao (3.18) sdo
encontrados em White (2006).

A aplicacao da equagao (3.18) na equagao de balango de quantidade de movimento
linear (3.14), tém como resultado as famosas equagoes de Navier-Stokes em sua forma

divergente:

o(pV) - ., .. L L Lo
(gt ) +V- (pVV) = pj—Vp+V- [u (vv+ (vv)Tﬂ —gv (uV-V), (3.19)

em sua forma nao divergente as equagoes do movimento sao reescritas da seguinte maneira:

DV 1o 1o TN 212/ = -
Sr =i Vpt Ve | (VP4 (7)) | = LoV (49 V). 3.20
or =9 pp+p I +( ) 35 (u ) (3.20)
As equagdes de Navier-Stokes estabelecem uma relagao de causa e efeito entre as variagoes
da quantidade de movimento linear sofrida por uma particula de fluido, e as alteragoes de

forcas sobre a mesma.

3.2.4 Equacao da Energia Térmica

A terceira e ultima analise a ser realizada é fundamentada na primeira lei da
termodinamica. Ao ser aplicada sobre um sistema fechado, a primeira lei enuncia que a
transferéncia de energia para o sistema, nas formas de calor ou trabalho, ¢é igual a variacao

de sua energia total.

A energia total contida dentro do volume de controle é expressa por:

E(T,t) = / / / e(Z,1)p(Z, 1)dV, (3.21)
Qy

sendo e a energia especifica, isto é, energia por unidade de massa, e pode representar
diversos tipos de energias: interna, cinética, potencial, quimica, nuclear, magnética e elétrica.
Para o presente trabalho apenas os trés primeiros tipos de energia serao abordados, de

modo que a energia especifica é dada por:

e=a+-V-V-2-7 (3.22)

N | —
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Analogamente aos casos anteriores, deve-se contabilizar o fluxo de energia que
cruza a fronteira do volume de controle euleriano. Desta forma, o balango de energia pode

ser representado da seguinte forma:
d ~ dE  dQ dW
il d // R)dA= — = —~ — —, 2
dt /// epdV + [[ ep (V -1i) dt ~ dt  dt (3.23)
Q 0

onde () representa o calor e W o trabalho. Define-se () positivo quando energia é acrescida

ao volume de controle e W positivo quando o trabalho ¢ realizado pelo volume de controle.

O trabalho pode ser dividido em dois tipos principais: trabalho de eixo e trabalho

de deformacao.
W = Weixo + Wdeformagéo == We + Wd> (324)

o trabalho de eixo é o trabalho realizado por uma fonte externa inserida no interior do
volume de controle. Por outro lado, o trabalho de deformacao ocorre devido as tensoes

que atuam na fronteira do volume de controle.

A taxa de trabalho de deformacao é medida através da integracao sobre a fronteira
do volume de controle do produto da componente de tensao que atua na direcao do vetor

de velocidade na dire¢do normal a superficie de controle:
dW, S
o9
considerando que nao exista nenhuma fonte de poténcia externa, na forma de eixo, atuante
no volume de controle:

dw,
dt

0. (3.26)

O calor que atua na fronteira do volume de controle pode ter natureza radioativa
ou condutiva. No presente trabalho efeitos radioativos de transferéncia térmica serdo
desconsiderados, e o calor serd modelado considerando apenas efeitos de condugao, os

quais seguem a lei de Fourier:
7= —kVT, (3.27)

onde ¢ é fluxo térmico na forma de calor, k é o coeficiente de condutividade térmica e T’
representa o campo de temperatura. O fluxo de energia térmica na forma de conducao que

atua sobre toda a superficie de controle é dada por:

‘f :(4 ~q-dA = [[ k9T - 7dA, (3.28)

a9
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o sinal negativo é devido a hipdtese de que energia deixa a fronteira da superficie de

controle na forma de calor.

Substituindo as equagoes (3.25), (3.26) e (3.28) na equagdo (3.23):
dt///epdwr//ep (V-i1) dA = //k;VT AdA — // (V-5)-@dA. (3.29)
oy oy

Recorre-se novamente ao fato do volume de controle euleriano ser fixo para permutar a
integral volumétrica e a derivada temporal, aplica-se ainda o teorema da divergéncia para
transformar as integrais de superficies em integrais de volume e agrupa-las em uma tnica

integral:

///l ot +V - (eV) - v’(kﬁT)—ﬁ(Va)] dv = 0. (3.30)

De maneira similar aos casos anteriores, a equagao (3.30) é valida para condigdes
gerais em relagao a forma do volume de controle, logo a integral de volume sé sera nula

caso o integrando também seja nulo, obtendo-se:

K)o G - (epV) =9 (k9T) 49 (V-5), (331)

expandindo as derivadas a esquerda da igualdade, a equacao (3.31) pode entao ser reescrita

da seguinte forma:
e /e (V)| =V - (kVT)+ V- (V-7) (3.32)
Dt ot ’
onde o termo entre colchetes é nulo devido a equagao da continuidade (3.4).

A derivagao total da energia especifica em relagdo ao tempo fornece:

De Di - DV - |

substituindo a equacgao (3.33) na equagao (3.32), obtém-se:

P00 2V GG () 4T (V7). (3.3)

Nota-se que, ao se realizar o produto escalar entre o vetor velocidade e as equagoes de
balango de quantidade de movimento linear em sua forma nao divergente (3.16) obtém-se

como resultado:

—

v.plg_v.pg:v.(ﬁ.a), (3.35)
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substituindo a equacao (3.35) na equagao (3.34):

P =T (W) + [V (V7) - V- (V7). (3.36)

O termo entre colchetes na equagao (3.36) pode ser desenvolvido utilizando-se a lei
de deformagao para fluidos newtonianos (3.18) proposta por Stokes (1845), obtendo-se a

seguinte relacao:
V- (V-3)-V-(V:7)=—p(V - V)+0, (3.37)

onde ¢ é denominada de funcao de transformacao viscosa, sendo responsavel por trans-
formar energia cinética em energia interna no fluido através de efeitos viscosos, ela é

matematicamente descrita através da seguinte equacao:
d=p (ﬁV + (ﬁV)T> (VV) - 2M (V- 17)2 : (3.38)
3
Por fim, substituindo a equagao (3.37) em (3.36), chega-se a equacao diferencial de balango
de energia interna em uma particula de fluido:

pl;i‘ =V (kVT) =p(V-V) + . (3.39)

A energia interna pode ainda ser correlaciona a uma propriedade de interesse do
escoamento que é o campo de temperatura. Borgnakke e Sonntag (2013) mostram que
um fluido ao sofrer transformacgoes isocéricas (a pressdo constante), tem sua variagao
da energia interna proporcional a variacao de sua temperatura, onde o coeficiente de
proporcionalidade ¢ a capacidade térmica do fluido a pressao constante c,, obedecendo a

seguinte equagao de estado:
di ~ c,dT, (3.40)

a aplicagdo da equagao de estado na equagao de balango de energia interna (3.39), resulta

na equagao diferencial da energia térmica:

DT

Per = V- (kVT) =p(V-V) + 0. (3.41)

3.2.5 Escoamentos Incompressiveis e a Aproximacao de Oberbeck-Boussinesq

Os escoamentos estudados em engenharia, em grande parte, sdo ditos incompressi-
veis, isto €, as variagoes de massa especifica sdo muito pequenas e podem ser negligenciadas.
Portanto, assume-se que a taxa de variagao da massa especifica é nula:

Dp

—0 3.42
Dt (3.42)
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a partir dessa suposi¢ao, a equagao da continuidade (3.5) é simplificada para uma relagao

apenas do campo de velocidade:

V-V =0 (3.43)

O fato de divergente do campo de velocidade ser nulo, indica que o elemento de
fluido néo sofre nenhuma expansao ou contragao de volume (WHITE, 2006). Como seu
volume se mantém inalterado e as variagbes de massa especifica sao negligenciaveis, o
fluxo massico pela superficie do volume de controle deve entao ser controlado através do
campo de velocidade. Desse modo, pertubacoes do campo de velocidade em uma regiao do

escoamento desencadeiam alteracoes imediatas em todo o escoamento.

Considerando-se algumas propriedades do fluido constantes, como por exemplo, o
coeficiente de viscosidade 1 e o coeficiente de condutibilidade térmica k, e a hipotese de
escoamento incompressivel para que a equagao (3.43) possa ser valida. As equagoes de
balango de quantidade de movimento linear (3.20) e balango da energia térmica (3.41),

sao simplificadas:

017 S oy o 1- L Moo

= : == £ 44
at+(v V)V pr+g+pVV (3.44)
o/ k i)

—+(V-V)T=—VT+—. (3.45)
ot pCp PCp

A substitui¢ao de ¢, por ¢, na equagao (3.45) é fundamentada no fato de que, ao se
desprezar os termos de pressao da equagao de balango da energia interna (3.39), a variagao
da energia interna pode ser aproximada por uma variacao de entalpia de acordo com a
seguinte equagao de estado (WHITE, 2011):

di ~ dh = c,dT. (3.46)

As equagoes (3.43), (3.44) e (3.45) formam um sistema de equagoes diferenciais
parciais nao lineares que modelam o balanco de energia em escoamentos incompressiveis de
fluidos newtonianos com propriedades fisicas constantes. Este sistema é composto por trés

equagoes e trés incognitas (V, p e T'), ou ainda, cinco equagbes escalares e cinco incognitas.

Enquanto o campo de temperatura é escrito em funcao do campo de velocidade, as
equagoes da continuidade e de Navier-Stokes sdo completamente independentes do campo
de temperatura. Sendo assim, as equagoes da continuidade e do balango de quantidade de
movimento linear podem ser resolvidas separadamente da equagao de balanco de energia
térmica, onde o resultado do campo de velocidade é utilizado na solu¢do do campo de

temperatura.
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Ao analisarem os efeitos da convecgao natural sobre escoamentos, Oberbeck (1888)
e Boussinesq (1903) chegaram a conclusao de que o campo de temperatura exerce influéncia
no balanco de quantidade de movimento linear, através do desequilibrio entre as forcas
peso e empuxo, ocasionado pelas variagoes na massa especifica do fluido. Dessa forma, a
aproximacao de Oberbeck-Boussinesq baseia-se na hipdtese de que, com excecao do termo
gravitacional, as variagoes da massa especifica no escoamento sao minimas e podem ser

negligenciaveis.

As variagoes de temperatura ao longo do escoamento causam variagdes na massa

especifica do fluido. Desse modo, um valor de referéncia para a massa especifica do fluido
é definido (po):
Ap = p— po. (3.47)

Os efeitos gravitacionais (peso e empuxo) sao definidos como a integral sobre o volume de

controle do produto da variagdo da massa especifica (3.47) pelo campo gravitacional:

F = / / / ApgdV, (3.48)
Qf

a variacao na massa especifica pode ser relacionada a uma variagdo na temperatura do
escoamento através do coeficiente de expansao térmica (BORGNAKKE; SONNTAG, 2013):

10 1A
— 9P 2P (3.49)
po OT po AT

reescreve-se entao a forga gravitacional (3.48) em funcao do coeficiente de expansao térmica:

Fy = [[[ —posargav =~ [[[ ps(r - Ty)gav, (3.50)
(o)) op

sendo Tj uma temperatura de referéncia do escoamento.

Ao se substituir a forga gravitacional as forcas de campo na deducao das equagoes
de Navier-Stokes, obtém-se:

o o 1o i

— +(V-V)V=—-—Vp-8(T -Ty)j+ —V>V. 3.51

o t(VV) - (T =T+ (3.51)
Ao se analisar gases ideais, o coeficiente de expansao térmica pode ser aproximado como o

inverso da temperatura de referéncia (8 = 1/Tp).

3.2.6 Caracterizacao do Escoamento

A dindmica do escoamento é caracterizada através de um conjunto de nimeros
adimensionais, dentre eles, serao abordados no presente trabalho apenas o niimero de

Reynolds (Re) e os coeficientes de arrasto (Cp) e sustentacao (Cp).
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O nimero de Reynolds é um niimero adimensional frequentemente utilizado para o
calculo do regime do escoamento. Fisicamente ele é interpretado como a razao entre os

efeitos inerciais e os efeitos viscosos no escoamento de um fluido newtoniano:

Re = @, (3.52)
w

onde U e L sao as grandezas caracteristicas de velocidade e de comprimento no escoamento,

respectivamente.

Para escoamentos sobre geometrias imersas, os coeficientes de arrasto e sustentagao
sao nimeros adimensionais bastante usuais, uma vez que, a partir deles é possivel determinar
a forca que o escoamento aplica sobre a superficie imersa. Fisicamente eles podem ser
entendidos como a razao entre a forga de arrasto e/ou sustentacao pela forga dindmica.

Matematicamente podem ser expressos da seguinte maneira:

Fy

Fy
Cp =2, 3.54
L IpU2A, (3.54)

onde F4 e Fg sao as forcas de arrasto e sustentagao, respectivamente, e A, representa uma

area de referéncia da geometria imersa.

Assim como na dindmica do escoamento, o transporte de energia também pode
ser caracterizado por um conjunto de nimeros adimensionais. Para o presente trabalho se
dard foco apenas aos seguintes adimensionais: nimero de Prandtl (Pr), nimero de Nusselt
(Nu) e ntmero de Rayleigh (Ra).

O numero de Prandtl é um importante nimero adimensional de escoamentos
nao isotérmicos, ele é definido como a razao entre a difusividade de momentum linear
e a difusividade térmica. Fisicamente pode ser interpretado como uma relacdo entre a
efetividade do transporte por difusdo de quantidade de movimento linear e de energia

térmica.

Pr=-—"-. (3.55)

O ntmero de Nusselt relaciona a transferéncia de energia térmica por advecgao e por
conducgao. Fisicamente ele é uma medida quantitativa da transferéncia de energia térmica
por conveccao em uma superficie. Matematicamente ele é representado pelo gradiente de

temperatura adimensional em uma superficie:

I/
AT 0On ’

n=superficie

Nu (3.56)
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onde AT ¢é a diferenca entre a temperatura local e a temperatura de referéncia e n

representa uma dire¢ao normal a superficie em que se deseja avaliar o nimero de Nusselt.

Por fim, o nimero de Rayleigh é um similar do niimero de Reynolds para a convecgao
natural, se mostrando como um critério para definir o regime do escoamento nesta condicao.
Sua interpretacao fisica se da como a razao entre as forcas gravitacionais e forgas viscosas.
Tal adimensional é expresso pela seguinte equagcao:

3
gﬁ (Ts - TO)L
Ra = : (3.57)

ra

onde v é conhecido como viscosidade cinematica, razao entre o coeficiente de viscosidade
dindmica e a massa especifica, o é denominada de difusividade térmica (o = k/pc,), Ts é
a temperatura de uma superficie de referéncia, T, é uma temperatura de referéncia, g é o

modulo do campo gravitacional.

3.3 Subdominio Sélido

Diferentemente do subdominio fluido, o subdominio sélido é caracterizado como
um sistema fechado, onde sdo aplicaveis as leis fisicas fundamentais sem a necessidade de
se contabilizar fluxos advectivos através de fronteiras. Isto acontece devido o volume de
controle lagrangiano nao ser fixo e acompanhar as particulas sélidas, deformando-se para

abrange-las, caso estas se movimentem.

Para o presente trabalho, o subdominio sélido sera considerado fixo e indeformavel,
tendo atuacao somente no transporte e transformagao de energia. Deste modo, a tnica lei

fisica a ser analisada sera a primeira lei de termodinamica:

dE  dQ dw

devido ha auséncia de movimento relativo no interior do sistema, nao ha variacao de
energia mecanica e o trabalho realizado pelo sistema também é nulo (dW/dt = 0). Dessa

forma, a energia total sera igual a energia interna:

CZQ/ psidV = C;Cf, (3.59)

sendo p, a massa especifica do sélido.

Similarmente ao caso do subdominio fluido, apenas efeitos térmicos condutivos
sao considerados, porém para o subdominio sélido também sera considerada uma fonte
interna de energia térmica, a qual é proporcional ao volume do elemento sélido. Assim, a

aplicagao da lei de Fourier para avaliagdo da taxa de calor por condugio na equacao (3.59)
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e a adicao da fonte interna de energia térmica, resulta em:

jt///psﬁdv — [[ k5T 7aa+ [[[ dav (3.60)
o} o9, 0.

onde k é o coeficiente de condutividade térmica do solido e ¢ é a taxa de transferéncia de

energia na forma calor, adicionada ou extraida do elemento sélido.

Como para o presente trabalho o dominio lagrangiano é considerado fixo e inde-
forméavel, a derivada temporal e a integral de volume podem ser permutadas no primeiro
termo da equagao (3.60). Para o segundo termo aplica-se o teorema da divergéncia, trans-
formando a integral de superficie em uma integral volumétrica. Rearranjando os termos

obtém-se:
[

a equagao (3.61) foi obtida sobre a hipdtese de um volume de controle de formato genérico,

~ V- (kVT) - q} dV =0, (3.61)

logo a integral volumétrica serd nula somente se integrando for nulo:

ps(?;z =V (kVT) +4, (3.62)

onde usou-se da hipotese de que nao ha transformacao de fase no dominio sélido, de modo
que a massa especifica possa ser considerada constante no tempo e variavel apenas no

espaco.

A variacao de energia interna pode ser relacionada a variacgao de temperatura
através da equacao de estado (3.46), obtendo-se a equacao de balango da energia térmica

para um meio sélido:

o = =
pacp, 5 =V (KVT) +4, (3.63)

onde ¢,, ¢ o coeficiente de capacidade térmica do sélido.

Considerando as propriedades fisicas constantes, a equacao de balanco de energia

térmica no dominio sélido é entao reescrita da seguinte formas:

oT
pucr, Gy = kV*T + 4, (3.64)

esta equacao ¢ denominada no presente trabalho como equacao de balanco de energia

térmica.
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4 Modelo Numérico-Computacional

A matematica classica se mostra bastante limitada para buscar solucoes continuas
para problemas mais gerais de transferéncia térmica conjugada. Devidos a estas limitagoes,
utiliza-se da modelagem numérico-computacional, com o objetivo de se obter solugoes
aproximadas, por meio de métodos numéricos, para as equagoes obtidas através dos

modelos matemaéaticos diferenciais.

Este capitulo é destinado a abordar a metodologia numérico-computacional uti-
lizada no desenvolvimento deste trabalho, para a solugao de problemas bidimensionais
de transferéncia térmica conjugada, onde o escoamento é incompressivel e o fluido é

considerado newtoniano.

4.1 Subsistema Fluido

O subsistema fluido é modelado com as equacoes da continuidade, de Navier-
Stokes segundo a aproximacao de Oberberck-Boussinesq e de balanco da energia térmica,

as quais por facilidade serao aqui novamente reescritas considerando-se a hipotese de

incompressibilidade:
V-V =0, (4.1)
W (7-9)V = e s - g+ By (42)
8t p 0 D ) :
oT - = k P
—+(V-V)T=—VT+—. (4.3)
ot PCp PCp

Muitos sao os métodos numéricos desenvolvidos para a solugao de sistemas de equagoes
diferenciais parciais, como o previamente apresentado. Para o presente trabalho utilizou-se
o método de diferencas finitas para a discretizacao e solucao das equagoes diferenciais

parciais.

4.1.1 Discretizacdo Temporal

A discretizacao temporal de equagoes diferenciais parciais geralmente é realizada
seguindo uma das trés formulagoes: explicita, implicita ou semi-implicita (LEVEQUE,
1955). Neste trabalho a formulagao explicita é empregada, isto é, o conjunto de equagoes
diferenciais é discretizado visando a obtencao de uma equacao de diferencas que seja

dependente de termos previamente conhecidos de iteragoes anteriores.



Capitulo 4. Modelo Numérico-Computacional 54

Considera-se uma funcao escalar qualquer ¢, de modo que, sua discretizacao no
dominio temporal, a fim de se obter uma formulacao explicita, possa ser realizada ao se
efetuar a expansao em série de Taylor da fungdo ¢ em torno do ponto (Z,t) acrescida de

um incremento temporal At:

- o - a¢(f, t) 182¢(fa t) 2 183(?(57 t)
O(Z, t + At) = (2 t) + e At + 5 ap At” + 6 or

isolando a derivada temporal da funcao ¢, obtém-se:

AP+ (44)

Op(T,t) ot +At) —o(T,t) &1 (1)
ot At - kz::l (k+1)! otk A% (4:5)
%(af’ ) _o(&t+ AAti — 0@ t) O(AD), (4.6)

onde o somatorio representa o erro nimero do processo de discretizagao, que é de primeira
ordem (O(At)).

O esquema de discretizagao apresentado na equagao (4.6) é uma derivada progressiva
que sera utilizada no esquema de Euler explicito para a discretizagao temporal das equagoes.
Onde a funcao ¢, sendo uma funcao escalar, pode representar uma das componentes de

velocidade (u e v) ou o campo de temperatura (7).

4.1.2 Acoplamento Pressao-Velocidade

A equagao da continuidade (4.1) e a equagdo do balango de quantidade de mo-
vimento linear (4.2) sdo independentes, de modo que, para solugao do escoamento se
faz necessario o tratamento do acoplamento pressao-velocidade. Ao analisar escoamentos
incompressiveis Chorin (1968) observou que a pressao nao exerce papel termodinamico,
sendo responsavel apenas por forcar a condi¢ao de incompressibilidade. A partir de seus
estudos, Chorin introduz uma metodologia de discretizacao baseada na decomposicao de
operadores. Tal metodologia ¢ conhecida como métodos de projecao ou métodos de passo

fracionado.

Esta metodologia ¢é caracterizada por solucionar o campo de pressao e velocidade em
duas etapas: Na primeira etapa, um campo de velocidade estimada é calculado utilizando-
se a equacao de balango de quantidade de movimento linear, ignorando-se os efeitos de
incompressibilidade; na segunda etapa, o campo de velocidade estimado é projetado sobre
um espaco vetorial selenoidal, isto é, com divergéncia nula, a fim de se impor a condicao de
incompressibilidade, calculando-se entdo a pressao ou um fator de correcao para a pressao.
Através deste fator de correcao o campo de velocidade estimado é corrigido, obtendo-se o

campo de velocidade do escoamento.

Na literatura varios métodos de discretizagao dos métodos de projecao ou passo

fracionado sdo apresentados, os quais divergem entre si basicamente na forma como o
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campo de velocidade estimado e o fator de correcao de pressao sao avaliados. Neste trabalho

sera utilizada a metodologia de discretizacao apresentada por Kim e Moin (1985).

Para o método apresentado por Kim e Moin, a discretizacao da equacao de balango
de quantidade de movimento linear, considerando uma discretizacao temporal seguindo
um esquema de Euler explicito (4.6), é dada por:

“/’n+1 _ f/’n

—

onde o super indice n simboliza a discretizagao temporal.

Ly o 1o .
+ (V- V)V = —;vpn+1 — BT — To)§" + ZVQV", (4.7)

Observa-se que na equagao (4.7) os termos de velocidade e temperatura avaliados
no passo de tempo atual (‘7” e T™) sdo conhecidos, sendo as unicas incégnitas da equagao
o campo de velocidade e pressao do passo de tempo posterior (\7”“ e p"*1). Partindo-se
somente da equagao (4.7), ndo é possivel a determinacao das duas incégnitas, logo, define-se
um campo de velocidade estimado V* o qual é obtido através da equacao de balango de
quantidade de movimento linear considerando-se o campo de pressao do passo de tempo
atual:

—
* n

— — - — 1 = /’[‘ 7
_ vn. V= —ZVp" — B(T" —Ty)g" + =V2V" 4.8
() VPt =B 0"+ VIV, (4.8)
subtraindo-se a equagao (4.8) da equagao (4.7), obtém-se uma relagao entre os campos de
velocidade e pressao:
Vel v 1.

X —;v (" —p"). (4.9)

Das observagoes de Chorin, é possivel modelar o campo de pressao no passo de
tempo posterior como a soma do campo de pressao no passo de tempo atual mais um

fator de correcao de pressao p':
anrl — pn +p/, (410)

aplicando a equacao (4.10) na equagao (4.9) e rearranjando os termos, obtém-se uma
relagao entre o campo de velocidade no passo de tempo posterior, o campo de velocidade

estimado e o fator de correcao de pressao:

. S Ato
R VA 7vp’, (4.11)

nota-se que a equagao (4.11) é composta por duas incdgnitas, Vrtl o p’, porém, o campo

de velocidade no passo de tempo posterior deve satisfazer a equacao da continuidade (4.1).

Aplicando entédo o divergente sobre a equagao (4.11):

= — = — At -
V.Vl =V <v* - vp’> =0, (4.12)
p
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reagrupando os termos, obtém-se a chamada equacgao de Poisson, a partir dela é possivel a
determinacao do fator de correcao de pressao:

2/_£_"_'*
Vi = V-V (4.13)

A técnica de discretizacao proposta por Kim e Moin, para um esquema de discreti-

zagao explicita, pode entao ser resumida através das seguintes etapas:

1. As componentes do campo de velocidade sao estimadas através da equacao de balanco
de quantidade de movimento linear, utilizando-se os campos de velocidade e pressao

do passo de tempo atual:

. At - Qe o L.
V= =S A (V- 9) V" — ALB(T™ — To)g" + At’;v%/" v

2. O fator de correcao de pressao é calculado através da equagao de Poisson, a qual é
obtida através da combinacao das equagoes de balanco de quantidade de movimento

linear e continuidade:

p — —

Vi = =V
P= At

3. O campo de pressao no passo de tempo posterior é atualizado por meio do fator de

correcao de pressao e do campo de pressao no passo de tempo atual:
anrl — pn + p/

4. Por fim, o campo de velocidade é corrigido através do fator de correcdo de pressao e

do campo de velocidade estimado:

AR VA 7Vp’.

4.1.3 Discretizacao Espacial

Para o solugao do conjunto de equagoes obtidas para o meio fluido, via modelo
numeérico, primeiramente é necessario a discretizagdo do dominio fluido, ou seja, deve-se
transformar um conjunto continuo e infinito de informagoes em um conjunto discreto e
finito, no qual a metodologia numérica possa ser empregada. Para o presente trabalho
serd considerado um dominio espacial bidimensional retangular Qy = [0, L,] x [0, L,], o
qual sera particionado em K partes iguais na direcao horizontal e em M partes iguais na
direcao vertical. Gera-se entao a malha retangular M, ou seja, um conjunto de pontos

discretos no dominio §24:

My ={(xi,y;); zi =iAzx, y; = jAy; i=0,...,K; j=0,..., M}, (4.14)



Capitulo 4. Modelo Numérico-Computacional 57

onde Az e Ay sao os incrementos espaciais nas diregoes horizontal e vertical, definidos
por Az = L, /K e Ay = L,/M, respectivamente.

Uma vez o dominio de calculo ja discretizado com seu respectivo conjunto de células,
deve-se agora definir a localizagdo das varidveis de interesse do escoamento dentro da célula
computacional. Para o presente trabalho foi adotado o esquema de células deslocadas
MAC, introduzidas por Harlow e Welch (1965). Neste esquema de discretizacao as varidveis
escalares, pressao e temperatura, sao definidas no centro da célula computacional, enquanto
o campo vetorial de velocidade é definido nas faces da célula. De modo que, a componente
horizontal de velocidade é definida no centro da face vertical e a componente vertical de

velocidade no centro da face horizontal, conforme representado na figura 8.

Figura 8 — Representacao esquematica da malha computacional euleriana adotada para o
dominio fluido.

>0 ° ° ° o e
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—é—». e >0 >0 >0 >0 >0 ——>.—§—>
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>0 >0 >0 >0 1>0 —>0 >0 >0 <>
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-§->. 4+0 >0 t+0 o >0 o ——>o—§—>
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—: velocidade horizontal (u), 1: velocidade vertical (v), e: pressao e temperatura (p e T).

Fonte: Do préprio autor.

A escoalha desse tipo de malha se deve a facilidade em se definir aproximacoes por
diferencas finitas de segunda ordem para as derivadas espaciais dos campos de velocidade
e temperatura. Da figura 8 nota-se ainda a existéncia de uma camada adicional de células
que envolve o dominio (linhas pontilhadas), este conjunto de células é denominado de

células fantasmas e sao utilizados para se viabilizar a aplicacao das condi¢oes de contorno.

Para ilustrar o esquema de discretizacao das derivadas espaciais, utiliza-se nova-
mente a funcao escalar ¢, que pode representar qualquer variavel escalar do escoamento.
Assim como a discretizacao do termo temporal, a discretizagao das derivadas espaciais
também se baseia no processo de expansao em série de Taylor da fun¢dao ¢ em torno do
ponto (Z,t) = (x,y,t), porém, fazendo um incremento e um decremento em cada diregao.

Para exemplificar, serd realizado o processo de discretizacdo para a derivada de ¢ na
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direcao x:
B ¢ 19% o, 1% ,
B 0o 10% o, 180, ,
o(x — Az, y,t) = ¢(x,y,t) — an + E@AI — E%Ax + e (4.16)
subtraindo a equacdo (4.16) da equagdo (4.15), obtém-se:
09 10% 4 1 96, -

Isolando a derivada de primeira ordem em z, obtém-se a equacgao de diferencas centradas
(central difference scheme — CDS):

00(Z,t)  o(x+ Ax,y,t) — ¢(x — Az, y,t) & 1 0L (7)t)

B _ 2k
or 2Ax ,; (2k + 1) 9a2h+1 i
(4.18)
09(7,t) ¢z + Aw,y,t) — ¢z = Az, y,t) O(AD?), (4.19)

ox 2Ax
onde o somatério representa o erro numérico do processo de discretizagao.

As equagoes de balanco, além das derivadas de primeira ordem no espago, também
possuem derivadas de segunda ordem no espago, as quais sao relacionadas aos termos
difusivos. Tais derivadas também devem ser discretizadas, processo o qual se da de forma
semelhante até a obtengao das equagoes (4.15) e (4.16), que agora em vez de serem

subtraidas serdao somadas, resultando na seguinte equacao:

dr—Ax,y, t)+p(x+Ax,y,t) = 26(x t)—l—QE@AxQ—i-ZL@AmA—i-- -+ . (4.20)
>y7 7y7 - 7y7 28372 24 8.334 : .
Isolando a derivada de segunda ordem em x, obtém-se:
ox? Ax?

> 2 0*Fg(Tt)
AR (4.21
kz::l 2k +1))  0z2k+D) a™, (4.21)

2 (= _ _

Fo(@,t) _ ¢la—Any,t) — 26w,y t) + e+ Az,y,t) O(Az?), (4.22)

ox? Ax?
onde novamente o somatorio representa o erro resultante do processo de discretizacao.

4.1.4 Discretizacdo das Equacdes de Balanco

A seguir é apresentada a discretizacao do conjunto de equagdes obtido pelo modelo
numeérico, em um dominio bidimensional euleriano. Para a discretizacao espacial das
equagoes é utilizado o método de diferencas finitas centradas com malhas deslocadas, a
fim de se obter segunda ordem. E para a discretizacao temporal utiliza-se o esquema de

Euler explicito.
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4.1.4.1 Discretizacdo do Campo de Velocidade Estimado

O campo de velocidade estimado pode ser determinado numericamente, para tanto
deve-se traduzir a equagao diferencial do balanco de quantidade de movimento linear para
o dominio discreto. Dessa forma, é apresentada a discretizacdo para a componente = de

cada um dos termos da equacao.

o Termo temporal:

* n

i Wi
. 4.23

U

e Termo advectivo:

n n n n n n n n
n <Ui+1,j ~ “z‘—Lj) L Vimag TV T Vi Vi <“m‘+1 - uz}j—1>

b 2Ax 4 2Ax
(4.24)
o Gradiente de pressao:
1pi; —Dpity
_; J X J (4.25)
o Termo gravitacional:
n i
—5(Tz‘,j —T0)g = — ?(’) —1) gs. (4.26)
o Termo difusivo:
pof iy — 2ui Uy Ul — 2 U
; ( A2 + Ay . (4.27)

4.1.4.2 Discretizacdo da Correcao de Pressao

O fator de correcao de pressao é determinado através da solucao de uma equacao
de Poisson, onde todos os termos da equacao sao avaliados no mesmo passo de tempo, ou
seja, tanto p’ quanto V* sdo avaliados em t = (n+ 1)At. A discretizagao da corregao de

pressao é apresenta a seguir:

p;—l,j - 2p;,j +pg+1,j I p;;,j—l - 2p;,j +P§,j+1 _ P U?ﬂ,j - u:‘:j + ij+1 - U;j ‘
Ax? Ay? At Ax Ay

(4.28)

Como todos os termos sao avaliados no mesmo intervalo de tempo, considera-se

entao que os termos sao acoplados, constituindo assim um sistema linear. Desse modo, ao
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se denominar os termos presentes no lado direito da equagao (4.28) por B, j, o sistema
linear para a determinacao do fator de correcao de pressao pode ser representado da

seguinte maneira:

Appij + An (p;‘—l,j +p;+1,j) + Ay (p;,j—l +p;,j+1) = B, (4.29)
onde,
1 1 1 1
A= -2 —+— Ay = — A, = —. 4.30
P (AZL‘Z + Ay2> P T A Ay? (4.30)

Para a solugao da equagao de Poisson discreta (4.29), foi utilizado o método dos
gradientes bi-conjugados estabilizados (VAN DER VORST, 1992).

4.1.4.3 Discretizacdo da Correcao do Campo de Velocidade

Apos a obtencao do fator de correcao de pressao através da solugao do sistema linear
(4.29), deve-se corrigir o campo de velocidade, a fim de que a equagdao da continuidade
seja satisfeita. A correcao do campo de velocidade é dada pela discretizacao aqui retratada

na direcao x:

At (D — Dy
n+l | % 4,J 1—1,j
wyt = = (m - (4:31)

4.1.4.4 Discretizacdo do Campo de Temperatura

De forma similar ao campo de velocidade, o campo de temperatura também pode
ser numericamente estimado, portanto deve-se transformar a equacao diferencial da energia
térmica do dominio continuo para o discreto. Resultando assim na seguinte discretizacao

para cada um dos termos da equagcao.

o Termo temporal:

n+1 n
i;m =13

4.32
A7 (4.32)
e Termo advectivo:
u?;rl + “?:11] Tﬁrl,j - Tin—l,j n vﬁfl + “?;rll 1 — 7?,19'—1 (4.33)
2 2Azx 2 2Azx ' ’
e Termo difusivo:
13 (Tzzl,j ~ 2T+ Thay | T = 2T+ T+> ' s
PCyp Az Ay
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o Termo de transformagao viscosa:
1

—, ;. (4.35)
pey

A funcao de transformacao viscosa (P), em sua forma discreta, é representada

através da seguinte equagao:

n+1 n+l\ 2 n+1 n+l\ 2
Uipr,; — Uiy Vij+1 — Vi

Ax Ay
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 2
<U1+1,j T Vit 1 — Vit — Viti 4 I Ui jr T Wiy 1 — Wij—1 — Wigy i1
4Ax 4Ay

(4.36)

4.1.5 Convergéncia e Estabilidade

Em métodos numéricos é importante atentar-se ainda as condi¢des de convergéncias,
que sao relagoes entre propriedades fisicas do escoamento e caracteristicas geométricas do
dominio discreto que devem ser respeitadas, a fim de que a metodologia numérica produza
resultados condizentes com o modelo matematico. Neste trabalho, para o dominio fluido

duas condigoes de convergéncia devem ser satisfeitas, uma dindmica e outra térmica.

Portanto, para correta solu¢ao do escoamento, deve-se limitar a malha computacio-
nal em funcao de nimeros adimensionais calculados localmente, isto é, sdo calculados em
funcdo do tamanho da malha computacional. Define-se entdo os niimeros de Reynolds e

de Péclet locais, respectivamente:

UA UA
Rep, = u, Pep, = x, (4.37)
W o

onde a correta modelagem numérica é alcancada quando ambos os adimensionais sao

menores que dois, caracterizando assim as condigoes de convergéncia:
Rea, <2 e Pep, < 2. (4.38)

Estas condigoes de convergéncia foram determinadas através de empirismo computacional

durante o desenvolvimento do cédigo computacional utilizado no presente trabalho.

A estabilidade de um método de diferencas finitas representa a capacidade de
uma equagao de diferencas de nao amplificar erros numéricos provenientes de iteragoes
precedentes. Geralmente a estabilidade do método é definida por uma regidao em fungao
das caracteristicas fisicas do escoamento, do tamanho da malha computacional e do passo

de tempo.
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A andlise de Von Neumann (CHARNEY; FJORTOFT; NEUMANN, 1950) é uma
importante ferramenta para a analise de estabilidade de métodos de diferencas finitas.
Neste trabalho, ela é aplicada sobre as equagoes de diferencgas construidas através de uma

formulacao explicita, obtidas através das equagoes da difusao e da adveccao, resultando
nos seguintes critérios de estabilidade (STRIKWERDA, 1989):

1 (AzAy)?
< —— = .
At < 200 Ax? + Ay?’ (4.39)
At, < min A : Ay : (4.40)
max |u| max |v]

onde os subindices d e a indicam o passo temporal da discretizacao da equacao da difusao

e da advecgao, respectivamente.

Nas equagoes de Navier-Stokes, ocorre a presenca simultaneamente de termos
difusivos e advectivos. Sendo assim, Villar (2007) propoem que o critério de estabilidade

para a discretizagdo explicita das equagoes de Navier-Stokes possa ser dado por:
At = CFLmin(Atg, At,), (4.41)

onde o coeficiente difusividade térmica («) é substituido pela viscosidade cinematica
(v = u/p), e a constante CFL é definida por Courant, Friedrichs e Lewy (1967) e admite

valor entre 0 e 1, onde para o presente trabalho é adotado o valor de 0,25.

4.2 Fronteira Imersa

No método de fronteira imersa, dois dominios de célculo sao considerados: o dominio
euleriano ), cartesiano e fixo, no qual as equagoes de balanco para o subdominio fluido
sao discretizadas e resolvidas; o dominio euleriano I', que representa a fronteira imersa,
isto é, uma malha computacional auxiliar utilizada para descrever a superficie do corpo

imerso.

Dentro do dominio fisico, as geometrias de interesse a serem modeladas sao inseridas
através da malha lagrangiana, na qual sao impostas as condi¢oes de contorno desejadas
através do método da fronteira imersa. Qualquer ponto euleriano, pertencente ao dominio
fisico, é posicionado através de um vetor &, enquanto os pontos lagrangianos pertencentes
a fronteira imersa sao posicionados através de um vetor X , conforme representado na

figura 9 a seguir.
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Figura 9 — Representagao esquematica dos dominios de calculos utilizados no método da
fronteira imersa.

s Y

81

YA
X

xT

>
>

Fonte: Do préprio autor.

A imposicao das condigdes de contorno da geometria imersa é feita através da

utilizagao de termos forcantes adicionados as equagoes de balanco:

oV = =\ = J S, HPoow f

v Vv V=—"Vp—pB(T-T VAV + = 4.42
o+ (V-V) pr A( 0)7 + pV o (4.42)
oT S o k d q

= 4 (V-V)T="VT+ — + L, 4.43
8t ( ) pcp pcp pcp ( )

onde f e ¢ representam o termo de forca e fluxo térmico sofridos pelo escoamento devido

a presenca da fronteira imersa, respectivamente.

Os termos f e ¢ tem o papel de representar dindmica e termicamente a fronteira

imersa no dominio euleriano €2;. Estes termos sdo dados por Kinoshita (2015):

(Xt T=X

fap = | 0 e T =X, (1.44)
0 se ¥ # X,
X.t r=X

(7, 1) = ar (X, ¢) e (4.45)
0 se ¥ £ X,

onde fr e gr sdo a forga e o fluxo térmico lagrangianos, respectivamente, definidos na

interface imersa I.

A defini¢do dos termos forcantes para as equacoes de Navier-Stokes e da energia
térmica, dados pelas equagoes (4.44) e (4.45) levam a formagao de um campo descontinuo,
o qual s6 é numericamente solucionavel quando os pontos lagrangianos que compoem a
interface imersa sao coincidentes com os pontos da malha euleriana do subdominio fluido,
o que raramente ocorre, principalmente quando se trabalha com geometrias complexas.
Para contornar esse obstaculo, os termos forcantes, quando nao ha coincidéncia entre as

malhas, sdo distribuidos sobre a malha euleriana na vizinhanga da fronteira imersa.
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A distribuicao das informagoes do dominio lagrangiano para euleriano é feita através

da seguinte fungao de distribuigao proposta por Peskin (1972):
B(E,t) =D or(X, 1)5(F — X)As?, (4.46)
r

ja a interpolacao de informagoes do dominio euleriano para o lagrangiano é realizada pela

funcao de interpolacgao:
or(X,t) =3 ¢(7.1)8(7 — X)AzAy, (4.47)
Q

onde ¢ é uma funcao escalar qualquer no dominio euleriano e ¢r sua representacao no
dominio lagrangiano, As é o espagamento entre os pontos do dominio lagrangiano e ¢
representa a fungao delta discreta:

57— X) = — dh<$;xX)dh<y;yY>, (4.48)

onde dj, representa o peso da funcao de distribuicao.

Na literatura varias fungoes pesos sao propostas, porém para este trabalho utilizou-

se a fungdo peso também proposta por Peskin (1972):

1
g(3—2|r|+,/1+4|r\—4r2) se 0<r <1,

1
dn(r) = 3 (5 —2lr| — \/—7—1— 12|r] — 4r2> se 1 <r <2 (4.49)

0 ser > 2.

4.2.1 Imposicao da Condicao de Contorno Dinamica

Para a imposicao da condi¢ao de contorno dinamica utiliza-se o método da multipla
imposicao da forga, proposto por Wang, Fan e Luo (2008). Neste método, a imposicao da
condi¢ao de contorno dinamica se da através da aplicacao do termo forcante nas equagoes
de Navier-Stokes.

O termo forcante, que representa a forga lagrangiana é calculado inicialmente

através do campo de forga euleriano:

- V' e o a) = .
f=p (at + (V : V) V) + Vp + pB(T — Tp)§ — uV>?V, (4.50)
devido a equagao (4.50) ser concebida tendo como base a hipdtese do continuo, e como

a fronteira imersa I' pertence ao dominio fluido ¢, a equagao (4.50) pode ser reescrita

sobre os pontos lagrangianos:

. oV Lo o . . .
fr=p (a[ + (V- V) vr) + Vpr + pB(Tr = T)j — nV° Vi, (4.51)
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onde as varidveis com subindice I' indicam que sao avaliadas sobre a fronteira imersa, no

dominio lagrangiano.

Utilizando-se um esquema explicito para a discretizacao da derivada temporal da
equagao (4.51), obtém-se:
Vit - v

(X, t)=p A tRHSE (4.52)

onde At é o incremento de tempo, f}()? ,t) é a forca lagrangiana que age sobre a coordenada

X da fronteira imersa no passo de tempo atual, e RH St representa o termo:

RHSr = p (Vi - V) Ve + Vpr + pB(Tr — To)g — pV>Vr. (4.53)

O método da multipla imposicao da for¢a é uma variacdo do método da imposicao
direta da forga proposto por Mohd-Yusof (1997). Onde, nesta metodologia é adicionado e
subtraido um parametro adicional ao termo discreto da derivada temporal:

o _’n+1_‘7n ‘7*_‘7*
)= T T

+ RHSP, (4.54)

sendo V**! o valor da condicio de contorno na fronteira imersa no passo de tempo

posterior, o qual é conhecido a priori.

Utilizando-se o principio da superposi¢ao, pode-se decompor a equagao (4.54) em
duas equagoes independentes no mesmo passo de tempo:
Vi —

At + RHSICL = 6, (4_55)

o Vn+1_‘7*
X, t)=p———F
fF( Y ) p At Y

as equacoes (4.55) e (4.56) embora tenham sido formuladas no dominio lagrangiano,

p

(4.56)

também sao validas para o dominio euleriano:

—

Ve yr .
> Vn-l—l _ ‘7*
fay =,V (458)

At ’

o parametro V* é analogo ao campo de velocidade estimado do método do passo fracionado.

Deste modo, o método da imposicao direta da forga, para uma discretizacao

explicita, pode ser descrito através das seguintes etapas:

1. Calcula-se inicialmente o campo de velocidades estimado no dominio euleriano:
Vi =V"— —RHS",
P
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2. O campo de velocidade estimado é entao interpolado sobre os pontos lagrangianos,

através da funcao de interpolagao:

‘7; = Z ‘7*5(5 — )?)A:L‘Ay,
Qy

3. A forca lagrangiana é entdo avaliada sobre cada um dos pontos da fronteira imersa:
_’n—i—l - ‘7*
7V r

4. A forca lagrangiana é entdo distribuida para o dominio euleriano por meio da fungao

de distribuicao:
f=3 fro(@ = X)As*,
r

5. Por fim, o campo de velocidade é atualizado considerando o campo de forca devido

a presenca da fronteira imersa:

. N
e |

No método da multipla imposicao da forga, as etapas de 2 a 5 sdao repetidas, dentro
de um mesmo passo de tempo, até um nuimero de iteragoes preestabelecido ou até que a
variagao entre o campo de velocidade e/ou o campo de forca entre duas iteragoes sucessivas

seja menor que uma tolerancia previamente estabelecida.

4.2.2 Imposicao da Condicao de Contorno Térmica

As condig¢oes de contorno térmicas, como dito anteriormente, podem ser do tipo
temperatura ou fluxo térmico prescito sobre a superficie imersa. Porém, neste trabalho,
utilizou-se somente a condigdo de contorno de primeiro tipo (Dirichlet), de modo que
pode-se aplicar o método da multipla imposi¢ao térmica proposto por Wang et al. (2009),

método o qual foi inteiramente inspirado na metodologia da miltipla imposi¢ao da forca.

No método da miultipla imposicao térmica, a condicdo de contorno térmica de
temperatura prescrita, ¢ imposta através da utilizacao de um termo forcante adicionado
a equacgao de balango de energia térmica. Este termo forgante, que representa o fluxo
térmico lagrangiano, é em um primeiro momento calculado por meio de um campo de
fluxo térmico euleriano:

q = pc, (%f + (17 : ﬁ) T) — kV2T — @, (4.59)
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similarmente ao caso dindmico, a equagao (4.59) pode ser reescrita no dominio lagrangiano:

oT; S -
qr = pCp (atr + (VF . V) Tr) — ]{fVQTF — (I)F, (460)

onde novamente, as variaveis com subindice I' sdo avaliadas sobre a fronteira imersa.

Utilizando um esquema de discretizagao Fuler explicito para a derivada temporal
da equacao (4.60):
n+1l Tn

sendo RH STt o termo:
RHSTy = pe, (Vo - V) Ty — kV?Ty — . (4.62)

Analogamente a fronteira imersa dinamica, soma-se e subtrai-se um termo a discretizacao da

derivada temporal da equacao (4.61), que representa um campo de temperatura estimado:

T T T — T
L FAj L L + RHSTY, (4.63)

qr = pPCp

onde T7 %! é a temperatura prescrita sobre a fronteira imersa, a qual é conhecida devido a

condicao de contorno de Dirichlet e T} representa o campo de temperatura estimado.

A equagao (4.63) é dividida em duas equagoes ao se utilizar o principio da super-

posicao:
1 =17
pcp% + RHSTY =0, (4.64)
Tn+1 _ T*
qr = pchTtFa (4.65)

no dominio euleriano as equagoes (4.64) e (4.65) s@o escritas como:

T —=1T"
Tn+1 _T*
qr = pcpT. (467)

Deste modo, o método da multipla imposicao térmica, para uma tnica iteragao,

pode ser descrito através das seguintes etapas:

1. Calcula-se o campo de temperatura estimado através do campo de temperatura no

passo de tempo anterior e do campo de velocidades no passo de tempo atual:

TF=T" — ﬁRHST”,
PCp
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2. O campo de temperatura estimado é interpolado sobre os nés da malha lagrangiana,

por meio da fungao de interpolacao:

Ty =Y T%8(Z — X)AzAy,
Qy

3. O fluxo térmico lagrangiano ¢ avaliado sobre cada um dos pontos da malha lagrangi-
ana:

Tn+1 _ T
ar = pey——x—

4. O fluxo térmico lagrangiano ¢é distribuido sobre a malha euleriana utilizando a fungao

de distribuicao:

q=> qrd(@ — X)As?,
T

5. Finalmente, a temperatura do fluido é atualizada considerando-se o fluxo térmico

devido a presenca da fronteira imersa:

At
Tn+1 — T* + —
PCp

Para mais de uma iteracao, as etapas de 2 a 5 sao repetidas dentro de um mesmo
passo de tempo até se atingir um ntmero de iteragoes previamente estabelecido, ou até
que a diferenga entre o campo de temperatura e/ou o fluxo térmico entre duas iteragoes

sucessivas seja menor do que uma tolerancia estipulada.

4.3 Subsistema Sdélido

O subsistema sélido é composto apenas pela equagao de balango de energia térmica,

a qual é novamente reescrita:

oT .
PsCp,—— = ks VT +q. (4.68)
ot
Para o subdominio sélido, por apresentar apenas uma equacao diferencial parcial, a qual
deve ser resolvida para geometrias arbitrarias, optou-se neste trabalho pela utilizacao do

método dos elementos finitos (MEF) para a discretizagao e solugao desta equagao.

4.3.1 Malha Numérica

Para a aplicagao da metodologia de elementos finitos, o dominio sélido deve ser
discretizado, isto ¢, um conjunto continuo e infinito de informacoes devem ser transformadas

em um conjunto discreto e finito no qual a metodologia é aplicavel. Para isto, o dominio
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solido bidimensional €2, é particionado em n/NO pontos discretos e nEF elementos finitos
triangulares, onde cada elemento finito contém um né em cada um de seus vértices,
representando os pontos de avaliagdo das propriedades de interesse, conforme esquematizado

na figura 10 a seguir.

Figura 10 — Representacao esquematica de uma malha computacional nao estruturada
adotada para o dominio sélido.

Fonte: Do préprio autor.

A partir da discretizacao do dominio sélido, gera-se entao a malha irregular M,

que representa um conjunto de pontos discretos dentro do dominio €2,:

M, ={(zK y5), i=1,2,3, K=1,... nEF}, (4.69)

7
onde o super indice K representa o elemento triangular dentro do dominio sélido, e o

subindice ¢ representa os vértices do elemento triangular onde se situa os pontos discretos

em que é avaliada as variaveis de interesse.

Cada n6 dentro do dominio sélido representa um grau de liberdade o qual é mapeado
através de um ntmero inteiro m, assim como cada elemento finito é associado a um nimero
inteiro K, de modo que a partir da malha computacional Mg, pode-se gerar uma matriz
denominada matriz de conectividade. Esta matriz contém a informacao de cada nimero
inteiro associado a um ponto discreto pertencente a cada elemento finito, isto é, para cada
elemento finito esta matriz de conectividade informa os pontos discretos associados a ele.

Deste modo:

MCiz = [mi,ms,mi, i=1,...,nEF, (4.70)

4.3.2 Discretizacao pelo Método dos Elementos Finitos

Para a discretizagdo espacial da equagao de balango de energia térmica (4.68)
através do método dos elementos finitos, utiliza-se o método de Galerkin (LOGAN, 2007).
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A aplicagdo do método de Galerkin baseia-se na utilizagdo das chamadas fungoes de forma,
também conhecidas como fungoes de interpolacoes, que em um dominio bidimensional séao
representadas por N; = N;(z,y), com i = 1,...,n, sendo n o niimero de nés que compdem

um elemento finito.

As fungoes de forma sao responsaveis por interpolar os valores das variaveis de
interesse dos nods para o interior de um elemento finito. Deste modo, para a solugao
da equagao de balanco de energia térmica via elementos finitos, define-se uma solugao
aproximada para o campo de temperatura que é uma combinacao linear entre as funcoes

de forma e o valor da temperatura nos nés do elemento:

n

T(r.y) = N, y)Ts = [N ) (T}, (4.71)
onde
7,
IN(z,p)] = [N] = [Ny, No,-- -, N, e ey =4 L
Tn

Ao se aplicar a solugao aproximada (4.71) na equacao de balango de energia térmica
(4.68), gera-se um residuo, uma vez que a solugdo aproximada nao é necessariamente igual
a solucao exata:
oT .
R(z,y) = PsCo, 5 ~ ksVT — g, (4.73)
este residuo deve ser minimizado, a fim de que a solugdo aproximada seja o mais préxima
possivel da solucao exata. Esta minimizacao é realizada através da ponderagao do residuo

por fungoes peso w(x,y), sendo este produto integrado sobre todo o elemento finito K, de

modo que esta integral seja nula:

//w(x, Y)R(z,y)dA =0, Keq,

" o7 (4.74)
- _ 27 — 7 = ().

l / Wpscy, 5 dA 4 / Wk V2TdA 4 / widA =0

O préximo passo a ser realizado é a aplicacao do teorema de Green no segundo termo da
equacao (4.74), a fim de se enfraquecer o residuo ponderado, eliminando as derivadas de

segunda ordem presentes no laplaciano do campo de temperatura:

/ / Wk V2TdA = — / / Vo - (k,VT)dA + / wk ST - fids, (4.75)
K K oK
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observa-se que o termo kT - it representa o fluxo térmico ¢’ que atua na fronteira da
superficie de controle do dominio sélido. Logo, usando deste fato e substituindo a equagao
(4.75) na equagao (4.74), obtém-se:

I/{/ isCpsaaj;dA + 4/ Vw - (k,VT)dA :84 wq'ds + 4/ wqdA, (4.76)

esta é conhecida como a formulagao fraca do método de elementos finitos.

O método de Galerkin garante que a funcao peso é igual as fungoes de forma
definidas em (4.72) (SAYAS, 2015), ou seja:
Nl ('7:7 y)
No(z,
wiang) =4 P g (4.77)
Ny(2,y)

A partir da definicdo da aproximagao para o campo de temperatura (4.71), pode-se

determinar seu gradiente assim como sua derivada temporal:

VT = V([N (z,y) {T}) = [VNHT}, (4.78)
or 9 o{T)} »
= = 5 (IN{TO}) = INJZ 2 — (N7}, (4.79)
onde {T®)}:
i
T

(T = (4.80)

T,

Finalmente, substituindo as equagoes (4.77), (4.78) e (4.79) na formulagao fraca
do método de elementos finitos (4.76), obtém-se a discretizagdo da equagao de balango de

energia térmica em um dominio sélido através do método dos elementos finitos:

// psCp, [NTIN{T©}dA + // k VNI [V N{T©}dA = / INJT§ ds+

+// TdA, (4.81)

como os valores de temperatura nodais sao constantes dentro de cada elemento, assim
como o termo fonte de calor ¢, estes podem sair da integral de area resultando na seguinte

equagao em formato matricial:
C(e){T(E)} + K(e){T(e)} — {Q(E)}7 (4.82)

onde C® ¢ a matriz de capacidade térmica elementar, K(® é a matriz de condutividade

térmica elementar e {Q(©)} é o vetor de fluxo térmico elementar.
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4.3.3 Funcoes de Forma

Definido o tipo de elemento finito utilizado para a discretizacao do dominio solido,
parte-se para a construgao das fungoes de forma. Define-se entao fungoes polinomiais com
as quais é possivel a interpolacao de informacoes a partir dos valores nodais, em uma base

local, continua e regular, na qual a realizacdo da integragdo numérica se torna conveniente.

Para a construcao das fungoes de forma, deve-se inicialmente transformar o elemento
finito do sistema cartesiano para uma base local em um sistema paramétrico. Deste modo,
os pontos p; = (24, y;), com i = 1,2 e 3, vértices do elemento triangular, sdo relacionados

aos pontos (0,0), (1,0) e (0,1) do sistema paramétrico, conforme esquematizado na figura
11.

Figura 11 — Representacao de um elemento finito triangular no sistema de coordenadas
cartesiana e paramétricas.
(a) Coordenadas cartesianas. (b) Coordenadas paramétricas.
YA NA
p3 = (23,Y3)

b3 = (0’ 1)

b2 = (1’2,3/2)

pP1 = (551,?/1)

\]

p1 = (0,0) p2 = (1,0)

Fonte: Do préprio autor.

Um ponto genérico (x,y) em um elemento triangular é relacionado a um ponto

(&,m) do sistema local, através da seguinte aplicagao linear:

[ :; ] =a; + a2§ + asn. (483)

Utilizando os valores nodais, considerando a transformacao representada na figura 11, é

possivel determinar os coeficientes a1, as e as, obtendo a transformacao linear:
T

H —(1-¢-7)
) U1

tal que, 0<¢<1e0<n< 1.

)

Y2

+¢£ +n

Y3

= ] , (4.84)

Observa-se que a equacao (4.84) representa um mapeamento do dominio de cada

elemento finito para as coordenadas cartesianas (x,y) a partir das coordenadas locais (£, 7).
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Este mapeamento é realizado através das fungoes de forma para um elemento triangular:

N1:1_§_777 N2:§7 N3:77 (485)

Observa-se que as fungoes de forma sdo escritas em relacao a base local no sistema
paramétrico, porém na discretizagdo da equacgao de balanco de energia térmica por
elementos finitos (4.81) é necessario a realizagdo do cédlculo do gradiente das fungdes
de forma no dominio cartesiano, assim como a propria integracao. Deste modo, deve-se
utilizar a chamada matriz Jacobiana, formada a partir das derivadas parciais da funcao de

transformagao de variaveis (4.84):

or dy
85 35 To—T1 Y2 — U1
% @ T3 —T1 Ys— W .
dn On

(4.86)

4.3.4 Matrizes Elementares

As matrizes elementares presentes na equagao (4.82) sao dadas a partir da integracao
do produto das fungoes de forma ou do gradiente das func¢oes de forma sobre o elemento

finito K:

C = [[ pucy NI [N]dA, (4.87)
K© = / / k, [V N]T[VN]dA, (4.88)

observa-se que a integracgao ¢ realizada no sistema de coordenadas cartesiana, de modo
que dA = dxdy e o dominio de integracao do elemento finito K compreende o tridngulo

formado pelos pontos (zX,yX), com i =1,2 e 3.

A integracdo no sistema cartesiano é complexa devido a geometria do elemento
finito, que pode ser um triangulo escaleno de orientagdo arbitraria. Deste modo, parte-se
para a integracao no sistema local, com coordenadas paramétricas, onde qualquer elemento

triangular é representado por um triangulo isésceles de orientacao bem definida.

No sistema local a integracao da matriz de capacidade térmica elementar ¢ dada

por:

c© = / ] pecy. INTT[N] det (3)dedn, (4.89)

onde devido a mudanca de varidveis dA = det(J)d&dn.
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Para a matriz de condutividade térmica deve-se proceder de forma similar, porém
antes é necessario avaliar as derivadas das fungoes de formas, que sao realizadas no sistema
cartesiano. Deste modo, as derivadas parciais das fun¢oes de forma no sistema cartesiano

global sao dadas por:

=1 L = 21 4.
Ox o dx  On Ox’ oy 0 Oy 0On Oy’ (4.90)
ou em notac¢ao matricial:
ox _ Oxr Ox 0& _ g o0& (4.91)
ON; 9§ On ON; ON;
dy oy 0Oy an an
Deste modo:
1 1-n
- / / ko [I7 1%, N]T 31V, N] det(3)dédn, (4.92)
00

onde V¢, representa o operador gradiente em relagao ao sistema local com coordenadas

paramétricas.

A integragao das equagoes (4.89) e (4.92) muitas vezes sdo complexas o suficiente
para inviabilizarem a solugao analitica, desta forma parte-se para a utilizagdo de métodos
de integracao numérica, como o método da quadratura de Gauss-Legendre (GAUSS, 2011).
Em um elemento finito triangular, a quadratura de Gauss-Legendre para uma funcao ¢
qualquer é dada por (ONATE, 2013):

[

sendo n, o nimero de pontos (&,,7,) de integracao e w, é o peso de integracao associado

n

D\T

(& m)dedn = 3 D&y, 1)y, (4.93)
p=1

a cada ponto p =1,...,n,.

Aplicando-se entao a integragao numérica, através da quadratura de Gauss-Legendre
(4.93) nas equagoes (4.89) e (4.92), obtém-se as matrizes elementares de capacidade térmica

e condutividade térmica, respectivamente.

4.3.5 Elementos de Contorno

Definidas as matrizes elementares, parte-se para avaliacdo do vetor de fluxo térmico

elementar da equacao (4.82):

Q) = / 17§ ds + // TidA, (4.94)
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o segundo termo a direita da igualdade na equagao (4.94) pode ser calculado através da

integracao numérica, conforme exposto anteriormente:

J[N7aaa = [ [N gdet(3)ddn = i_p:[zv@p, )| det (T (4.95)

J& o primeiro termo de (4.94) representa uma integral de linha avaliada sobre as fronteiras
do dominio sélido, onde a condi¢ao de contorno de Neumann vigora. Para computar esta
integral, faz-se necessario a utilizagao de elementos de contornos, que representam as

arestas dos elementos triangulares onde a condi¢ao de fluxo térmico prescrito é imposta.

Assim como os elementos triangulares possuem suas fungoes de forma, os elementos
de contornos também as tém, de modo que, analogamente ao caso bidimensional utiliza-se
uma base local para transformar o segmento de reta de orientagdo qualquer, representado
pela aresta do elemento triangular, em um segmento de reta bem orientado, conforme

figura 12.

Figura 12 — Representagao de um elemento de contorno no sistema de coordenadas carte-
siana e paramétricas.

(a) Coordenadas cartesianas. (b) Coordenadas paramétricas.
yA A ¢
p2 = (2, Y2) i
p2 =1
L
p1 = (21,91) x
> oep1=0

Fonte: Do préprio autor.

Assim, um ponto genérico (z,y) pertencente ao elemento de contorno é relacionado

a variavel ¢ da base local do sistema paramétrico, através da seguinte transformacao linear:

1))
Y n

tal que, 0 < ¢ < 1. Fornecendo o conjunto de funcoes de forma:

+¢
Y2

w2 ] , (4.96)

Nep=1-¢ Neo=¢ (4.97)
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Definida as func¢oes de forma para os elementos de contornos, parte-se agora para
avaliacdo da integral de linha presente no primeiro termo da equagao (4.94):

1

[INJTq'ds = [INJTq"Ldc, (4.98)

oK 0
onde devido a mudancga de variaveis para o sistema local ds = Ld(, sendo L o comprimento

do elemento de contorno.

O fluxo térmico ¢” que atua sobre o elemento de contorno, pode ser aproximado

pelo valor do fluxo térmico que age no ponto médio do elemento. Deste modo:

q"(x,y)=q" =" (pl ;pz) : (4.99)
como ¢” é constante, por ser funcao dos valores nodais, ele pode sair da integral (4.98),
resultando:
I / L1
JINIT@'Ld¢ = 'L [INJTdC = 4" { 1 } . (4.100)
0 0

Finalmente, a partir das equagoes (4.100) e (4.95) a determinacao do vetor de fluxo
térmico é possivel, finalizando a discretizacao a nivel elementar da equacao de balanco de

energia térmica através do método dos elementos finitos.

4.3.6 Matrizes e Vetores Globais

As matrizes de capacidade e condutividade térmica, assim como o vetor de fluxo
térmico, foram definidos em niveis elementares, isto é, sdo aplicaveis a um elemento finito
isolado dentro do dominio computacional. Para aplicacao do método sobre todo o dominio

solido é necessario a formulagao das matrizes e vetores globais.

Para a montagem das matrizes e vetores globais utiliza-se da matriz de conectividade
MC, onde a partir dela as matrizes e vetores elementares sao rearranjados e somados de

acordo com a conectividade dos elementos:

nEF

C= > T/CYT, (4.101)
=1
nEF

K=Y T/K®T, (4.102)

=1
nEF

{Q} = T/{Q"“}, (4.103)

i=1
onde T; é uma matriz auxiliar, construida a partir da matriz conectividade e da matriz
identidade I de tamanho nNO x nNO:

T; =I(MC(i,1:3),1:nNO). (4.104)
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A partir das equagoes (4.101), (4.102) e (4.103) em conjunto com a equagao (4.82),
obtém-se a discretizagao a nivel global da equacao da energia térmica através do método

dos elementos finitos:

C{T} + K{T} = {Q}. (4.105)

4.3.7 Discretizacao Temporal

A solugao da equagao (4.105) demanda a discretizagdo da derivada temporal
do vetor de temperaturas. A discretizacao temporal é realizada de maneira similar a
discretizacao das derivadas temporais do dominio fluido, porém, ao invés de empregar
o método de Euler explicito, optou-se pela utilizagao do esquema implicito. Uma vez
que, como o esquema explicito requer uma condi¢ao de estabilidade para o incremento
temporal e este ja foi definido para o dominio fluido, para o dominio sélido utiliza-se o
esquema implicito, de modo que o passo de tempo do dominio fluido possa ser utilizado

sem problemas de estabilidade numérica.

Assim, a equagao (4.105) é discretizada da seguinte forma:

T n+1l _ Tn
C <{ } N { } >+K{T}n+l _ {Q}n-i-l’ (4.106)
reagrupando os termos, chega-se no seguinte sistema linear:
C C
— +K) {1\ = —{T}" ntl 4.107
(5 + KT = ATY + @), (4.107)

como o vetor {@Q}"! é conhecido através das condigoes de contorno e da fonte interna de
calor e {T'}" representa a temperatura no passo de tempo atual, que também ¢é conhecida,
a solugao do sistema linear (4.107) fornece o campo de temperatura no meio sélido para o

passo de tempo posterior.

Assim como a equagao de Poisson discreta do subsistema fluido (4.29), o sistema
linear resultante da discretizacdo via método dos elementos finitos (4.107), também é
resolvida através do método dos gradientes bi-conjugados estabilizados (VAN DER VORST,
1992).

4.4  Acoplamento Térmico

Definidos os modelos numéricos para os subsistemas fluido e sélido, parte-se agora
para a modelagem da iteracao térmica entre ambos, isto é, o acoplamento das solugoes
térmicas. Para o presente trabalho, utiliza-se a metodologia particionada de natureza forte,
onde as solugoes desacopladas de cada subsistema individual sao combinadas por meio de

processos iterativos a cada passo de tempo.
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A solucao acoplada, proveniente do método bloco-Gauss-Seidel nao linear, ¢é utilizada
na imposicao das condi¢oes de contorno térmicas dos modelos desacoplados no passo de
tempo que se segue. Desse modo, visando a utilizacao dos métodos da multipla imposicao
da for¢a (MDF) e da miltipla imposi¢ao térmica (MDH) na fronteira imersa, onde utiliza-se
da condicao de contorno de primeira espécie, optou-se pela utilizacao do método FFTB

para a comunicacao entre os subdominios.

Para a solucao do problema térmico acoplado, faz-se necessaria a utilizacao de trés
malhas numéricas distintas. A malha euleriana, cartesiana estruturada, onde o modelo
matematico para o subsistema fluido foi discretizado, a malha lagrangiana, formada por
segmentos de retas que modelam a interface da geometria imersa, empregada na meto-
dologia da fronteira imersa, e a malha lagrangiana triangular, empregada na modelagem
do dominio sélido. A informacao entre as malhas sao transmitidas através de funcoes de

interpolacao e distribuicao.

O acoplamento térmico via método bloco-Gauss-Seidel nao linear é descrito a

seguir:

1. Inicialmente com a distribuicao de temperatura advinda de uma iteragao anterior o
campo de temperaturas do dominio fluido é resolvido através do método da multipla

imposi¢ao térmica (MDH);

2. A partir do campo de temperatura do dominio fluido, calcula-se o fluxo térmico no

ponto médio dos elementos de contorno da malha lagrangiana do dominio sélido;

3. Com o fluxo térmico como condi¢ao de contorno, o campo de temperatura no dominio

sélido é resolvido;

4. Com o novo campo de temperatura advindo do dominio sélido, o valor da temperatura

é interpolada nos pontos da malha lagrangiana da fronteira imersa térmica;

5. Verifica-se se a diferenca entre a nova distribuicao de temperatura e a anterior é

maior que a tolerancia pré-estabelecida;

6. Em caso afirmativo repete-se os passos de 1 a 5, caso contrario avanca-se para o

préoximo passo de tempo.

O fluxograma apresentado na figura 13 a seguir, ilustra o processo iterativo descrito
anteriormente, que foi utilizado para o acoplamento térmico entre os subsistemas através

do método bloco-Gauss-Seidel nao linear.
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Figura 13 — Fluxograma do processo de acoplamento térmico entre os subsistemas via

método bloco-Gauss-Seidel ndo linear.
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Na figura 13, T representa o campo de temperatura no subdominio fluido, T é

o campo de temperatura no subdominio sélido e

fronteira imersa.

Tt a distribuicao de temperatura na
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5 Resultados

Concluida a modelagem matematica e definida a metodologia numérico-computacional,
rotinas computacionais sao entao implementadas, a fim de se resolver computacionalmente
o problema térmico conjugado. No presente trabalho foram desenvolvidos algoritmos
computacionais na linguagem de programacao Fortran 90, com o propédsito de se obter
solugoes aproximadas para: escoamentos bidimensionais de fluidos newtonianos com ou sem
presenca de fronteira imersa, distribuicao de temperatura em corpos sélidos bidimensionais

e problemas térmicos conjugados bidimensionais.

As simulagoes computacionais de fendmenos fisicos devem apresentar resultados
condizentes com as observagoes e analises feitas a respeito do evento fisico de interesse.
Sendo assim, os algoritmos computacionais construidos para tal finalidade necessitam
passar por um rigoroso processo de testes de verificacao e validagao. Segundo Silva e Villar
(2010), no que tange a mecanica dos fluidos computacional, verificagdo e validacao sao
conceitos distintos e independentes, dessa forma um nao substitui o outro, porém ambos

se complementam.

O processo de verificagao, de acordo com Oberkampf, Trucano e Hirsch (2004),
consiste na analise do algoritmo computacional implementado, a fim de verificar se, de
fato, a precisao dos resultados computacionais apresentados é condizente com o que é
esperado, tendo em vista o método numérico empregado. Portanto, a verificacdo é um
procedimento puramente mateméatico, nao necessitando nenhum realismo fisico. Por outro
lado, Oberkampf, Trucano e Hirsch caracterizam o procedimento de validagao como
uma avaliacao da acuracia da solugao computacional, ao ser comparada com dados de
experimentagdes materiais. Desse modo, o realismo fisico é uma fator essencial na validagao,

onde as leis fisicas que regem o fendomeno observado devem ser satisfeitas.

Este capitulo é destinado a apresentagao dos resultados de verificacao dos cdédigos
computacionais construidos separadamente para solugdo de cada subdominio (fluido e
s6lido), assim como a validagdo dos mesmos e do acoplamento térmico necessario para
solugdo dos problemas conjugados. Os testes de verificagao sao realizados por meio do
método das solugoes manufaturadas, afim de se analisar a taxa de convergéncia. Ja para
os testes de validacao, simulagoes computacionais sao conduzidas e os resultados sao

confrontados com os dados de experimentos materiais publicados na literatura.
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5.1 Estudo de Ordem de Convergéncia

O estudo da ordem de convergéncia de um método numérico é baseado na hipotese
de que a solugao numérica, obtida através dos algoritmos computacionais implementados,
possua uma expansao assintética em poténcias do comprimento caracteristico da malha
computacional. Assim, define-se para o subsistema fluido uma malha euleriana, regular e
uniforme, com h = Az = Ay, e para o subsistema sélido a malha lagrangiana triangular
uniforme, formada por tridngulos isésceles bem orientados, cujos os lados de tamanhos

iguais possuem dimensao h.

A hipdtese de uma expansao assintética sugere que, dado um problema matematico,
cuja fungao escalar ¢(Z,t) seja sua solugao analitica e ¢(Z,t, h) a sua solu¢ao numérica
baseada em uma malha de tamanho caracteristico h, a solu¢ao numérica pode ser expandida
assintoticamente do seguinte modo (RAMNATH, 2012):

O(T,t,h) = G(T, 1) + N\ (T, )R + Neyr (T, )R o0 (5.1)

sendo os coeficientes \;(7,t) independentes do tamanho caracteristico da malha computa-

cional.

Caso a solugao continua ¢(Z,t) seja conhecida, entdo procede-se resolvendo nume-
ricamente o problema através da metodologia proposta obtendo-se a solucao numérica
©(Z,t, h), em seguida a solugdo numérica é novamente obtida, porém dessa vez para um
meio do comprimento caracteristico da malha computacional, ou seja, deve-se resolver
©(Z,t,h/2). Assim, a solu¢do numérica nas malhas de tamanhos caracteristicos h e h/2

sao expandidas assintoticamente:

o(Z,t, h) = @(Z,t) + N\ (7, )", (5.2)
e
2n

onde ambas as equagoes foram trucadas no termo de maior ordem.

o(Z,t,h/2) = (X, t) + \o(Z, 1) (5.3)

A parir das equagoes (5.2) e (5.3), pode-se comparar as solugoes numéricas nas
malhas de comprimentos caracteristicos h e h/2 com a solugdo continua. Deste modo,
fazendo a razao entre a norma da diferenca relativa das solu¢oes numéricas com a solugao

continua, observa-se a seguinte relacao:

r = ng(iata h) — ¢(f7 t)H
le(Z,t, h/2) = o(Z, 1)]]

aplicando o logaritmo na base dois na equagao (5.4), obtém-se a ordem de convergéncia k

~~ 2", (5.4)

do método numérico implementado:

k =~ log,r. (5.5)
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Para a estimativa da ordem de convergéncia deve-se agora definir as normas. No
subsistema fluido devido a utilizacao de células computacionais deslocadas, distinguem-se

trés conjuntos de pontos:

T . . ~
. Q’}’ : Conjunto de pontos em que as propriedades escalares do escoamento sao

dispostas;

« (%: Conjunto de pontos onde a componente horizontal do campo de velocidade do

escoamento é calculada;

« %: Conjunto de pontos onde a componente vertical do campo de velocidade do

escoamento ¢é calculada.
J& no subsistema sélido apenas um conjunto de pontos é evidenciado:
« QF: Conjunto de pontos onde a temperatura do corpo sélido é avaliada.

Dados os conjuntos de pontos onde propriedades de interesse sao mensuradas,
define-se entao as normas para tais conjuntos. A norma euclidiana || - ||, e a norma infinito

|| [|oo, de uma uncio qualquer ¢ definida em ¢ sdo calculadas respectivamente por:

i€Qe

1
||o]l2 = \lm > il (5.6)
[1¢llo0 = max|es|, (5.7)

em que |Q?| é a cardinalidade do conjunto 2%, ou seja, representa a quantidade de pontos

que pertencem a este conjunto.

5.1.1 Método das Solucdes Manufaturadas

Para Roache (2019), o método das solugoes manufaturadas (Method of Manufactured
Solutions — MMS, em inglés) representa um procedimento genérico e metodico para
a obtencdo de solugbes analiticas, para a verificacdo dos algoritmos computacionais
implementados. Uma solugdo manufaturada, segundo Salari e Knupp (2000), é uma solugao
exata de uma equagao diferencial parcial ou de um conjunto de equacgoes diferenciais
parciais, que sdo construidas ao se adicionar termos forcantes as equacoes. Tais termos
forcantes sao definidos afim de que a solucao manufaturada proposta satisfaga a equacao
ou o conjunto de equagoes diferenciais. Assim, o conceito fundamental do método das
solucoes manufaturadas ¢ a definicao de termos forcantes para um sistema de equagoes

diferenciais, dado um conjunto de solu¢des manufaturadas previamente estabelecido.
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Para o subdominio fluido, o conjunto de equagoes que modelam a dindamica, o
transporte e a transformacgao de energia, considerando escoamentos incompressiveis de

fluidos newtonianos com a aproximacao de Oberbeck-Boussinesq, sdo aqui novamente

expressas:
6 V =0, (5.8)
°r — —ZVUp—B(T-T Lt .
o (v v)v pr A( 0)7 + pV V+ 7, (5.9)
oT E o, d
T+ — ) 1
o +(V-V)1 pcpv + e + fr (5.10)

O subdominio sélido tem sua modelagem composta apenas pela equagao de balanco
térmico, novamente reescrita:
oT .

PsCps gy = kNPT + G+ sr, (5.11)

onde f e fr sao os termos forcantes para as equacoes de balanco de quantidade de

movimento linear e balanco de energia térmica no subsistema fluido, respectivamente, e

st é o termo forcante para a equacao de balanco térmico no subsistema soélido.

Como o subsistema fluido é composto por um conjunto de equacoes diferenciais
parciais, as solugoes manufaturadas que podem ser utilizadas neste subsistema, devem
satisfazer primeiramente a equacdo da continuidade (5.8), a qual ndo possui termos
forcantes. Assim, o conjunto de solugdes manufaturadas a serem utilizadas para o subsistema
fluido se tornam limitadas pela condig¢ao de divergéncia nula, enquanto o subsistema solido,
que é formado apenas por uma equagao diferencial parcial, possui uma maior variabilidade
de escolhas por nao apresentar restricoes. Cada subsistema sera tratado de forma individual,
assim, nao necessariamente a solucao manufaturada utilizada para o subsistema fluido

sera também aplicada ao solido.

Apés a definigao das solugoes manufaturadas a serem utilizadas (ue, ve, pe, Te),
parte-se para a determinacgao dos termos forcantes presentes nas equacoes. Estes termos
podem ser definidos através da aplicacao das solugoes propostas nas equacoes diferenciais.

Desse modo, para o subsistema fluido obtém-se:

fo = 85;@ +ue%1;j + v aal;e + pé?ape + B(Te — T0) g (%2;;6 + %?;) ;o (5.12)
fy= 881: + ue?;;: - ve?;;j + p%l;; + B(Te — To)gy — l; (8;;26 + %z;e) , o (5.13)
2 2
fr= agf uea;; —1—068;; R (%j;“’ + %yi;e) - ;I)CZ. (5.14)
Para o subsistema sélido tém-se:
T = pscpsaaz;e —k (%Zj;e + 3;;;) —q. (5.15)
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Definidos os termos forcantes, procede-se com a metodologia numérica proposta

para cada subdominio, com as seguintes condigbes iniciais:

u(x7 y?o) = /U’e(x7 y70)7 /U(x7 y?o) == /Ue(x7 y70)7
p(x,y,0) = pe(z,y,0), T(z,y,0) =Te(x,y,0).

5.1.2 Ordem de Convergéncia do Subsistema Fluido

Inicialmente serd analisada a ordem de convergéncia do subsistema fluido. Para
isto dividiu-se a verificagdo em duas etapas: uma desconsiderando efeitos térmicos e

gravitacionais, para avaliacao da dinamica do escoamento e outra com estes inclusos.

5.1.2.1 Vértices de Taylor-Green

Na primeira verificagao realizada buscou-se avaliar a implementacao da dindmica
do escoamento desconsiderando efeitos gravitacionais e térmicos. Para isso, foram adotadas

as solugoes manufaturadas propostas por Taylor e Green (1937):

Ue(T,y,t) = cos(x)sen(y)efzpﬁ, (5.16)
ve(z,y,t) = —sen(z) Cos(y)efgﬂ&, (5.17)
Pe(x,y,t) = —g (cos(2x) + cos(2y)) e r (5.18)

Uma vantagem apresentada por esse conjunto de solugdes é que os termos fontes da
equagao de balango de quantidade de movimento linear, (5.12) e (5.13), sdo nulos. A figura
14, a seguir, apresenta as componentes de velocidade e o campo de pressao da solugao

manufaturada proposta por Taylor e Green em um instante inicial t = 0 s.

Figura 14 — Vértices de Taylor—Green emt=0s.

) ue(,y,0 ) ve(z,y,0 ) Pe(z,y,0

F | o — — | o — F | )
0.00 0.50 1.00 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 0.00 0.25 0.50

Fonte: Do préprio autor.

Para analisar numericamente a convergéncia do método, cinco malhas regulares e
uniformes foram utilizadas (16 x 16, 32 x 32, 64 x 64, 128 x 128 e 256 x 256), definidas
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em um dominio computacional quadrado Q; = [0, 27| x [0, 27]. As propriedades do fluido
sao mantidas com valor unitario (p = 1 % e up=1Pa-s) e o tempo de simulagao ¢ fixo

em 0,1 s.

As condigoes de contorno para as variaveis do escoamento sdo alternadas, de
forma que, ou seja imposto Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao,
ou Neumann para a pressao e Dirichlet para as velocidades, totalizando assim em dez
simulagoes realizadas. Os resultados obtidos através do estudo de ordem de convergéncia

sao apresentados nas tabelas 1 e 2 a seguir.

Tabela 1 — Condigao de contorno de Dirichlet para as velocidades e Neumann para a

pressao.
Malha 1 - {]oo Razdao  Ordem IRIE Razdao  Ordem
16 x16 2,4793-107% — ——— ———— 1,2045-107% — — —— —— ——

32x32  6,2868-1071 13,9436  1,9795 2,9616-10~* 4,0672  2,0240

u  64x64 1,5772-107* 3,9862  1,9950 7,3215-107° 4,0451  2,0162
128 x 128 3,9451-107°  3,9977  1,9992 1,8200-107° 4,0229  2,0082
256 x 256 9,8640-107%  3,9996  1,9998 4,5373-107% 4,0111  2,0040

16 x 16 2,4793-107% — — —— ———— 1,2045-1073 — ——— — —_——
32x32  6,2868-107% 13,9436  1,9795 2,9616-10~* 4,0672  2,0240

v 64x64 1,5772-107% 13,9862  1,9950 7,3215-10"° 4,0451  2,0162
128 x 128 3,9451-10"° 3,9977  1,9992 1,8200-107° 4,0229  2,0082
256 x 256 9,8640-1076  3,9996  1,9998 4,5373-10" 4,0111  2,0040

16x16 2,1154-1072 — — —— ———— 7,8555-107% — ——— —— ——
32x32  6,1475-1073  3,4411  1,7829 2,1216-10"% 3,7026  1,8885

p  64x64 1,6210-107% 3,7925 1,9231 5,3988-10"*% 13,9298 11,9744
128 x 128 4,1458 -10~* 13,9099  1,9671 1,3562-10"* 3,9809  1,9931
256 x 256 1,0476-10"* 3,9575  1,9846 3,3943-107° 13,9955 11,9984

Observa-se dos resultados expostos nas tabelas 1 e 2, que o erro numérico do
método ¢é reduzido em aproximadamente quatro vezes para uma reducao de duas vezes
no passo da malha computacional, tanto para as componentes do campo de velocidade
quanto para o campo de pressao, independentemente da condigao de contorno adotada.
Essa caracteristica ¢ comumente observada em sistemas numéricos de segunda ordem.
Portanto, assim como era esperado, o codigo computacional implementado atingiu segunda

ordem de convergéncia.
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Tabela 2 — Condicao de contorno de Neumann para as velocidades e Dirichlet para a

pressao.

Malha 1 1o Razdo  Ordem - ]2 Razao  Ordem

16 x16  2,2095-10% — - —— ———— 9,6065-107% — ——— —— ——
32x32 57761-107%  3,8253 1,9356  2,4089-10"% 3,9879  1,9956

u  64x64 1,4711-107* 3,9264 1,9732 6,0251-10~° 3,9981  1,9993
128 x 128 3,6890-107° 3,9877  1,9956 1,5034-107° 4,0076  2,0027
256 x 256 9,2339-107%  3,9951 1,9982  3,7547-107% 4,0041  2,0015
16x 16 2,2095-107% — — —— — ——— 9,6065-107% ———— —— ——
32x32 57761-107%  3,8253 1,9356  2,4089-10"% 3,9879  1,9956

v 6Ax64  1,4711-107* 3,9264  1,9732 6,0251-10-° 3,9981  1,9993
128 x 128 3,6890-107° 3,9877  1,9956 1,5034-107° 4,0076  2,0027
256 x 256 9,2339-107%  3,9951  1,9982 3,7547-107¢ 14,0041  2,0015
16x16 1,7161-1072 —— —— ———— 14136-1072 ———— —— ——

32 x 32  4,4205-107%  3,8821 1,9568  3,5897-107% 3,9379  1,9774

p 64x64 1,1121-1073 3,9748  1,9909 9,0067-10~* 3,9856  1,9948
128 x 128 12,7859 -107*  3,9920 1,9971  2,2557-107%  3,9928 11,9974
256 x 256 6,9679-107°  3,9982  1,9993 5,6430-107° 3,9974  1,9991

5.1.2.2 Solucao Manufaturada

Visando agora verificar a implementagao térmica e o acoplamento com a dinamica

do escoamento, as seguintes solu¢oes manufaturadas foram utilizadas:

e(2,y,
e(2,y,
pe(z, 9,
Te(, y,

IS

S

= sen(m(x +t)) cos(my),

€
[§)

— cos(m(x + t))sen(my),

cos®(m(x +t)) cos?(my),
sen’(m(z + t))sen®(my),

a figura 15 apresenta as componentes do campo de velocidade, os campos de pressao e

temperatura para o instante inicial £ = 0 s.

= i
-1.00  -0.50 0.00

(a) ue(2,y,0).

Figura 15 — Solugdo manufatura em t = 0 s.

(b) ve(,y,0).

I 1
-0.50 0.00 0.50 1.00

(©) pe(,y,0).

(d) Te(,y,0).

Fonte: Do préprio autor.
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A convergéncia do método é analisada por meio da utilizagao de quatro malhas
regulares e uniformes (16 x 16, 32 x 32, 64 x 64 e 128 x 128), definidas em um dominio
computacional quadrado € = [0,1] x [0, 1]. As propriedades do fluido sdo mantidas com
valor unitario (p =1 %, p=1Pa-s k=1 % ecy= 1%), a temperatura de referéncia
é também escolhida como a unidade (7y = 1 K), para o coeficiente de expansao térmica é
utilizada a formulacdo para gases ideais (8 =T, ' =1 K~') e o tempo de simulacdo é fixo

em 0,1 s. Os resultados sao apresentados nas tabelas 3 a 6, adiante.

Tabela 3 — Condicao de contorno de Dirichlet para as velocidades, Neumann para a pressao
e Dirichlet para a temperatura.

Malha - oo Razdao  Ordem - ]2 Razdo  Ordem

16 x16  4,5220-107% — — —— ———— 2/1282-107% — ——— ————
32x32 1,1637-107% 3,8860  1,9583 5,4044-10"* 3,9379  1,9774
64 x 64  2,9604-10"* 3,9309  1,9748 1,3615-10"* 3,9695  1,9889
128 x 128 7,4648-107° 3,9658  1,9876 3,4163-107° 3,9853  1,9947

16 x16 4,7707-1073 — ——— ———— 2/1237-1073 — ——— ————
32x32  1,1927-107*  4,0000  2,0000 5,3932-10"* 3,9377  1,9774
64 x 64 2,9798-10"* 4,0026  2,0009 1,3591-10"* 3,9683  1,9885
128 x 128 7,4470-107° 4,0013  2,0005 3,4112-107° 3,9841  1,9943

16x16 9,7516-1072 — ——— ———— 1,880 1072 ———— ————
32x32  4,9183-107% 11,9827  0,9875 5,6332-1073 3,3480  1,7433
P64 % 64 2,4669-1072  1,9937  0,9955 1,6077-1073 3,5040  1,8090
128 x 128 1,2349-1072  1,9976  0,9983  4,4648-10~* 3,6008  1,8483

16x 16 8,6461-1073 — — —— ———— 40390-1073 — — —— —— ——
32x32 2,2834-1073 3,7866  1,9209 1,0119-10% 3,9916  1,9970
64 x 64 5,8709-10"% 13,8893  1,9595 2.5310-10~* 3,9979  1,9992
128 x 128 1,4869-10~* 13,9483  1,9812 6,3284-1075 3,9995  1,9998

Observa-se dos resultados apresentados nas tabelas precedentes que independente-
mente da condicao de contorno utilizada os campos de velocidade e temperatura atingiram
ordem dois de convergéncia numérica. Entretanto, o campo de pressao apresentou flutua-
¢oes, quando resolvido com condi¢oes de contorno de Dirichlet ele apresenta ordem dois,
porém quando resolvido com condi¢oes de contorno de Neumann a norma infinito tende a
ordem um e a norma euclidiana tende a algum valor entre a ordem um e ordem dois. Este
comportamento ja era esperado como é mostrado nos trabalhos de Villar (2007) e Nos
(2007).
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Tabela 4 — Condicao de contorno de Dirichlet para as velocidades, Neumann para a pressao
e Neumann para a temperatura.

Malha - ]oo Razao  Ordem - ]2 Razdao  Ordem

16x 16 4,5251-1073 — ——— ———— 21354-1073 ———— —— _——
32x32 1,1640-10"% 3,8874 1,9588 5,4218-10~% 13,9386  1,9777
64 x 64  2,9607-107* 13,9316  1,9751 1,3658-10"% 13,9696  1,9890
128 x 128 7,4652-107° 3,9660  1,9877 3,4271-107° 3,9853  1,9947

16 x16  4,7954-1073 — ——— ———— 2/1315-1073 — ——— ————
32x32  1,1983-107* 4,0018  2,0007 5,4120-10~* 3,9385  1,9776
64 x 64 2,9930-10"* 4,0037  2,0013 1,3637-10"* 3,9685  1,9886
128 x 128 7,4809-107° 4,0008  2,0003 3,4229-107° 3,9842  1,9943

16x16 9,6376-1072 — ——— ———— 1,7920-1072 — ——— ————
32x32  4,8976-107% 11,9678  0,9766 5,4183-1073 3,3074  1,7257
P64 % 64 2,4627-1072  1,9887  0,9918 1,5586-1073  3,4765  1,7976
128 x 128 1,2340-1072  1,9957  0,9969 4,3521-10"* 3,5812  1,8404

16x16 1,2336-102 ———— ———— 54710-1073% ———— ————
32x32  3,0867-107%  3,9967  1,9988 11,3638 -1073 4,0116  2,0042
64 x 64 7,7219-107*  3,9973  1,9990 3,4068 - 10~* 4,0032  2,0011
128 x 128 1,9300-10"* 4,0011  2,0004 8,5152-1075 4,0009  2,0003

Tabela 5 — Condigao de contorno de Neumann para as velocidades, Dirichlet para a pressao
e Dirichlet para a temperatura.

Malha [ [loo Razao  Ordem - |2 Razao  Ordem

16 x 16 4,4320-1073 — — —— ———— 1,3336-107% — — —— —— ——
32x32 1,1166-107% 13,9699  1,9891 3,1904-10~% 4,1801  2,0635
64 x 64 2,7981-10"% 13,9906  1,9966 7,7979-1075 4,0913  2,0326
128 x 128 7,0006- 1075  3,9970  1,9989 1,9274-10"° 4,0458  2,0164

16x16 3,881-107% — - —— ———— 1,2718-107% — - —— ————
32x32  9,6558-107* 13,9749  1,9909 3,0357-10"* 4,1895  2,0668
64 x 64 2,4191-107*  3,9915  1,9969 7,4122-107° 4,0956  2,0341
128 x 128 6,0521-107°  3,9971 1,9990 1,8312-107° 14,0478  2,0171

16x16 1,2001-102 ———— ———— 6,0313-107% — ——— ————
32x32  3,0778-107% 13,8990  1,9631 1,5093-1073 3,9961  1,9986

P 64 x 64 7,7800- 107 3,9561 1,9841  3,7743-107*  3,9989  1,9996
128 x 128 1,9570-10"* 3,9756  1,9912 9,4365-107° 3,9997  1,9999

16 x 16  8,5608-107% — ——— ———— 3,8062-107% ———— ————
32 %32  2,2729-107*  3,7665  1,9132 9,5489-10"% 3,9860  1,9949
64 x 64  5,8577-107%  3,8801 1,9561 2,3894-107* 3,9964  1,9987
128 x 128 11,4853 -10"*  3,9438  1,9796 5,9748-107° 3,9991  1,9997
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Tabela 6 — Condicao de contorno de Neumann para as velocidades, Dirichlet para a pressao
e Neumann para a temperatura.

Malha ] Razdo  Ordem - ]2 Razdao  Ordem

16 x16  4,5208-107% — ——— ———— 1,37128-107% — ——— ————
32x32  1,1391-107%  3,9687  1,9887 3,2946-10"* 4,1668  2,0589
64 x 64  2,8546-107*" 3,9905  1,9966 8,0658-107° 4,0847  2,0302
128 x 128 7,1416-107°  3,9972  1,9990 1,9952-107° 4,0425  2,0153

16 x 16 4,2536-10% — - —— ———— 1,3154-107% — - —— — — ——
32x32  1,0701-107%  3,9751  1,9910 3,1452-107* 4,1824  2,0643
64 x 64 2,6805-10"* 13,9919  1,9971 7,6851-107° 4,0925  2,0330
128 x 128 6,7057-107° 3,9974  1,9991 1,8992-10° 4,0464  2,0167

16 x16 1,1965-1072 —— —— —— —— 50425.-1073 — ——— — — ——
32x32  3,0590-1073 3,9112  1,9676 1,4865-10=% 3,9976  1,9991
Pgax64  7,7272-107%  3,9588  1,9851 3,7169-10"* 13,9993  1,9998
128 x 128 1,9422-10"% 3,9785  1,9922 9,2928-10° 3,9998  1,9999

16 x16 1,2877-1072 —— —— —— —— 6,4580-1073% — ——— — — ——
32x 32  3,2443-107%  3,9601  1,9888 1,6142-10~% 4,0008  2,0003
64 x 64 8,1223-104 13,9943  1,9979 4,0353-10~* 4,0001  2,0000
128 x 128 2,0309-10~% 13,9995  1,9998 1,0088-10~* 4,0000  2,0000

5.1.3 Ordem de Convergéncia do Subsistema Sélido

Para o subsistema sélido, por ser modelado apenas por uma equacao diferencial
parcial, a analise de ordem de convergéncia ¢ realizada considerando-se apenas a seguinte

solugdo manufaturada proposta para o campo de temperatura:
Te(z,y,t) = sen(w(z — t))sen(my), (5.23)

a figura 16 a seguir, apresenta o campo de temperatura para a solu¢do manufaturada

proposta em t = 0 s.

Figura 16 — Solucao manufatura para o subdominio solido em ¢ = 0 s.

—_— | | —
0.0 0.25 0.50 0.75 1.0

Fonte: Do préprio autor.
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A convergéncia do método numérico é analisada pela utilizagdo de cinco malhas
formadas por elementos finitos triangulares regulares e uniformes (2 x 8 x 8, 2 x 16 x 16,

2 x32x32,2x64x64e2x 128 x 128), conforme esquematizado na figura 17 adiante.

Figura 17 — Representacao de uma malha 2 x 8 x 8 formada por elementos finitos triangu-
lares regulares e uniformes.

Fonte: Do préprio autor.

As malhas numéricas sdo definidas em um dominio computacional quadrado €, =

[0,1] x [0,1], onde as propriedades fisicas do sélido admitem valor unitario (p, = 1 %,
ks =1 = e c, = 1) e a fonte interna de energia térmica ¢ definida como nula

(g=0 %) Sao adotadas condi¢oes de contorno de Dirichlet em todas as fronteiras e o
tempo de simulagao ¢ fixo em 0,1 s, sendo o passo de tempo proporcional ao quadrado do
comprimento caracteristico dos elementos triangulares, At = h?. Os resultados do teste de

verificacao sdo expostos na tabela 7 a seguir.

Tabela 7 — Anélise de ordem de convergéncia para o subsistema soélido.

Malha - oo Razao  Ordem -2 Razdao  Ordem

2x8x8  3,4150-1072 — — —— ———— 1,5426-1072 — — —— — ———
2x16x 16 8,9145-1073 3,8309 1,9377 4,2052-10~% 3,6683  1,8751
2x32x32 2,2516-107% 3,9591  1,0852 1,0942-1073 3,8431  1,9423
2% 64x64 5,6470-107% 13,0873  1,9954 2,7830-10~* 3,9319  1,9752
2% 128 x 128 1,4126-10~*  3,9975  1,9991 7,0159-10~° 3,9667  1,9879

Similarmente ao subsistema fluido nota-se que, ao se refinar a malha lagrangiana em
duas vezes o erro numérico tende a apresentar uma reducao de quatro vezes em seu valor.
Assim como era esperado, o algoritmo computacional implementado para o subdominio

solido atingiu ordem de convergéncia dois.
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5.2 Cavidade com Tampa Deslizante

A figura 18 apresenta um esquema simplificado de uma cavidade e suas condigoes
de contorno, sendo nas paredes laterais e inferior imposta a condi¢ao de nao deslizamento.
Na parede superior é também imposta a condicao de nao deslizamento, porém, com uma

condicao de velocidade horizontal constante Uy, e velocidade nula na componente vertical.

Figura 18 — Representacao esquematica de uma cavidade com tampa deslizante.

u=Uyx,v=0

/)

Fonte: Do préprio autor.

No presente trabalho é analisado o escoamento em uma cavidade quadrada, com
aresta de comprimento unitario (L = 1 m). Inicialmente ¢ realizada uma verificacao de
independéncia de malha, isto é, diferentes malhas computacionais sao adotadas, a fim de
verificar se os resultados obtidos se apresentam, de forma geral, independentes da malha de
calculo. Na tabela 8 a seguir, apresenta-se os valores maximos e minimos da componente
horizontal de velocidade na linha de simetria vertical e da componente vertical na linha de
simetria horizontal, para quatro malhas computacionais distintas. O nimero de Reynolds
utilizado foi 100 e o tempo de simulacao foi de 120 s, tempo necessario para se atingir o

regime permanente do escoamento.

Tabela 8 — Anadlise de independéncia de malha em uma cavidade quadrada com tampa
deslizante.

Malha  max{u(L/2,2)} min{u(L/2,2)} max{v(y,L/2)} min{v(y,L/2)}

50 x 50 0,9331709214  —0,2109220728  0,1764599158  —0, 2503941522
100 x 100 0,9670380829  —0,2133044143  0,1788343239  —0, 2528251188
200 x 200 0,9835723673  —0,2138661807  0,1793925434  —0, 2535667060
300 x 300 0,9890547039  —0,2139646893  0,1794897142  —0,2537011458

Nota-se pelos resultados apresentados na tabela 8 que, a partir de um determinado
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refinamento de malha as variagoes sofridas pelo campo de velocidade sdo pequenas o
suficiente para serem desprezadas, de modo que, os resultados numéricos obtidos através do
algoritmo computacional implementado nao tem grandes variagoes de precisao em virtude
da malha numérica utilizada. Desse modo, conclui-se que o sistema é numericamente

independente da malha de céalculo.

Simulacoes sao realizadas para quatro valores distintos do niimero de Reynolds:
100, 400, 1000 e 3200. A validacao é conduzida por meio da comparacao entre resultados
obtidos através das simulacées computacionais, e os resultados em regime permanente
apresentados por Ghia, Ghia e Shin (1982). As figuras 19 e 20 a seguir, mostram as linhas
de corrente do escoamento obtidas através na metodologia apresentada e as obtidas por

Ghia, Ghia e Shin em seu trabalho, respectivamente.

Figura 19 — Linhas de corrente para diferentes valores do nimero de Reynolds em uma
cavidade quadrada com tampa deslizante.

(b) Re = 400. (c) Re = 1000. (d) Re = 3200.

Fonte: Do préprio autor.

Figura 20 — Linhas de corrente para diferentes valores do nimero de Reynolds em uma

cavidade quadrada com tampa deslizante apresentadas por Ghia, Ghia e Shin
(1982).

(a) Re = 100. (b) Re = 400. (c) Re = 1000. (d) Re = 3200.

Fonte: Ghia, Ghia e Shin (1982).

Qualitativamente os resultados obtidos se mostram coerentes quando comparados
com a literatura. Porém, é conveniente também se realizar uma analise quantitativa dos

resultados. Assim, para cada uma das simulagoes realizadas o perfil de velocidade horizontal
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na linha de simetria vertical e o perfil de velocidade vertical na linha de simetria horizontal

sao comparados com os dados numéricos fornecidos por Ghia, Ghia e Shin (1982).

Para realizagao das simulagoes numéricas utilizou-se as seguintes malhas compu-
tacionais: 300 x 300 para os numeros de Reynolds 100, 400 e 1000; e 400 x 400 para o
numero de Reynolds 3200. Para todas as simulagoes realizadas, o tempo final foi estipulado
em 120 s, tempo suficiente para que os escoamentos atingissem o regime permanente. Os

resultados obtidos sdo apresentados na figura 21 a seguir.

Figura 21 — Comparacao dos perfis de velocidade horizontal e vertical nas linhas de simetria
de uma cavidade quadrada com tampa deslizante.

(a) Re = 100.
0.2
1.04 Presente Trabalho
e  Ghia et al. (1982)
0.14
0.84
0.6 0.0
=13 S
0.4 —o1d
0.24
—— Presente Trabalho —0.24
shia et al. 2
0.0 e  Ghiaet al. (1982)
—0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0 0.0 0.2 04 . 06 08 L0
u L
(b) Re = 400.
1.0 Presente Trabalho * Presente Trabalho
e  Ghia et al. (1982) 0.2 e Ghia et al. (1982)
0.84
0.64 0.0
= S
041 —0.21
0.24
—0.44
0.0
04 06 08 10 0.0 0.2 04 . 06 0.8 1.0
u L
(¢) Re = 1000.
0.44
101 —— Presente Trabalho & Presente Trabalho
e  Ghia et al. (1982) 0.2 e Ghia et al. (1982)
0.0
>
—0.21
~0.4
01 0% 08 o 0.0 0.2 04 0.6 08 10

s

Fonte: Do préprio autor.
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Figura 21 — Comparacao dos perfis de velocidade horizontal e vertical nas linhas de simetria
de uma cavidade quadrada com tampa deslizante (continuagao).

(d) Re = 3200.

Presente Trabalho
e  Ghia et al. (1982)

. 0.4

Presente Trabalho
e  Ghiaet al. (1982)

0.81 0.21
0.6
=
0.4

0.01
>

—0.21

0.2 —0.44

0.0 —0.6-

04  —02 00 0.2 04 06 0.8 10 00 02 04 06 08 10

IS
=

Fonte: Do préprio autor.

Observa-se por meios dos graficos da figura 21 que os resultados obtidos por meio
das simulagoes numéricas-computacionais conduzidas estdo em conformidade com os

publicados por Ghia, Ghia e Shin (1982) em seus estudos.

5.3 Cavidade Diferencialmente Aquecida

Para avaliar o acoplamento entre os efeitos térmicos e os dinamicos, simulagoes
foram realizadas em uma cavidade quadrada de aresta unitaria (L = 1 m) diferencialmente
aquecida, de modo que os efeitos de conveccao natural sao avaliados. A figura 22 adiante,

apresenta uma representacao esquematica da cavidade com suas condig¢oes de contorno.

Figura 22 — Representacao esquematica de uma cavidade quadrada diferencialmente aque-

cida.
oT
:0, :0,7:0
U ) dy
r
u=20 u =
v=20 v=20
T=T, T =Ty
T
uzO,UzO,Z—yzO
v,
L

Fonte: Do préprio autor.
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Nas simulagoes conduzidas, em todas as paredes da cavidade sao impostas a
condi¢ao de nao deslizamento, as paredes superior e inferior sao termicamente isoladas,
enquanto a parede esquerda é mantida aquecida (7}) e a direita resfriada (7%), a fim de se
induzir um gradiente térmico no interior da cavidade. O fluido inicialmente encontra-se

em repouso, com uma temperatura 7' = (1, + 1) /2.

A analise de independéncia de malha é realizada para trés malhas computacionais
distintas (50 x 50, 100 x 100 e 200 x 200), sendo as simulagoes conduzidas com um nimero
de Prandt] fixo em 0, 71, onde avaliou-se quatro valores do adimensional de Rayleigh: 103,
10%, 10° e 10°. Ao se atingir o regime permanente do escoamento, o valor do ntimero de
Nusselt médio foi avaliado na parede esquerda e comparado para cada uma das malhas

utilizadas. Os resultados sao dispostos na tabela 9 adiante.

Tabela 9 — Avaliacao do niimero de Nusselt médio na parede esquerda de uma cavidade
quadrada diferencialmente aquecida em funcao da malha computacional.

Ra
103 104 10° 106

50 x 50  1,118664 2,256001 4,606081 9,411657
100 x 100 1,118008 2,247609 4,542574 8,966175
200 x 200 1,117844 2,245514 4,526860 8,860085

Malha

Observa-se que, de fato, existe pouca variagdo do valor do nimero de Nusselt em
funcao da malha computacional adotada, e que este tende a convergir para um valor fixo

com o refinamento da malha.

A fim de se avaliar os resultados computacionais obtidos, as isotermas para os
quatro regimes de escoamento, simuladas com a malha mais fina, sao comparadas com
os resultados apresentados por Duarte (2018). As figuras 23 e 24 a seguir, apresentam as
isotermas obtidas no presente trabalho e as apresentadas por Duarte, respectivamente, em

ambos os resultados o nimero de Prandtl se manteve em 0, 71.

Figura 23 — Isotermas para diferentes nimeros de Rayleigh.

(a) Ra = 103. (b) Ra = 10%. (c) Ra = 10°.
N TTTTTTTT] T T T T T R
ezl

Fonte: Do préprio autor.
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Figura 24 — Isotermas para diferentes nimeros de Rayleigh apresentadas por Duarte
(2018).

(a) Ra = 103. (b) Ra = 10%. (c) Ra = 10°. (d) Ra = 106.

=

Fonte: Duarte (2018).

O tempo de simulacao foi de 120 s, tempo necessario para se assegurar que o regime
permanente fosse atingido em todos os casos simulados. Qualitativamente os resultados
obtidos estdao em concordancia com a literatura. Uma anélise quantitativa ¢ empregada por
meio da comparacao do nimero de Nusselt médio na parede esquerda da cavidade, desta
forma, o nimero de Nusselt foi calculado e comparado com os trabalhos de Duarte (2018),
Gangawane, Bharti e Kumar (2015), Wang et al. (2013) e Davis (1983). Os resultados sao
expostos na tabela 10 a seguir, onde observa-se bastante conformidade entre os resultados

computacionais obtidos e os apresentados pela literatura.

Tabela 10 — Comparagao do valor do nimero de Nusselt médio na parede aquecida de
uma cavidade quadrada diferencialmente aquecida para diferentes ntimeros
de Rayleigh.

Rayleigh 103 10% 109 108
Duarte (2018) 1,072 2,090 4,390 8,901
Gangawane, Bharti e Kumar (2015) — —— 2,257 4,570 8,816
Wang et al. (2013) 1,118 2,245 4,522 8,827
Davis (1983) 1,118 2,243 4,519 8,800
Presente trabalho 1,118 2,246 4,527 8,860

Analogamente ao caso da cavidade com tampa deslizante, as componentes ho-
rizontal e vertical do campo de velocidade nas linhas de simetria vertical e horizontal,
respectivamente, assim como a temperatura sao analisados. Os resultados sao apresentados

nas figuras 25 e 26, a seguir.

Observa-se que com o aumento do nimero de Rayleigh, os efeitos térmicos passam
a influenciar mais ativamente o balang¢o de quantidade de movimento linear, resultando
em maiores velocidades no escoamento do fluido no interior na cavidade, como é observado
na figura 25 pelo aumento da amplitude da velocidade adimensional. Maiores velocidades

do escoamento também favorecem o transporte de energia térmica por advecgao, assim a
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Figura 25 — Perfis de velocidade nas linhas de simetrias da cavidade quadrada diferencial-
mente aquecida.

(a) Velocidade horizontal na linha de sime-  (b) Velocidade vertical na linha de simetria

tria vertical. horizontal.
1.04 Ba— 10° 3001 —— Ra=10°
Ra = 10* Ra = 10*
0.8 Ra — 10° 2001 —— Ra=10°
[ — 6
—— Ra =10° 1001 Ra = 10
0.6
3
SIS S 0
0.44
~1001
0.2 5001
0.0 —3001
—100 —50 0 50 100 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
ul z
v L

Fonte: Do préprio autor.

Figura 26 — Perfis de temperatura nas linhas de simetrias da cavidade quadrada diferenci-
almente aquecida.

(a) Temperatura na linha de simetria verti- (b) Temperatura na linha de simetria hori-

cal. zontal.
1.0 1.0 Ra — 10°
Ra = 10*
0.81 0.81 — Ra=10°
—— Ra =105
0.61 e 06
= %3.\
0.4 ‘g 0.4
0.2 0.2
0.01 0.0 : : : : :
0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

=

T(L,y)

Fonte: Do préprio autor.

temperatura tente a se homogeneizar mais rapidamente ao se distanciar da parede, como

¢ visto pelos graficos da figura 26 e nas isotermas 23.

5.4 Escoamento Sobre um Cilindro Circular

Um problema bastante classico do ponto de vista da mecanica dos fluidos compu-
tacional é o escoamento bidimensional sobre um cilindro circular. Por ser um problema
amplamente estudado e documentado por diversos autores, este é um excelente problema a

ser utilizado para a validacao da implementacdo do método da fronteira imersa dinamica.
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A figura 27 exibe um esquema simplificado do escoamento sobre um cilindro circular
de diametro D, com as dimensoes do dominio computacional e suas respectivas condi¢oes

de contorno.

Figura 27 — Representacao esquematica do escoamento sobre um cilindro circular.

ou_,
oy dy
A
5 15D
du _
u=Usy Ox v
_ A
v=20 v _ 0
ox
9 9 15D
du_o v _
10D | 30D

Fonte: Do préprio autor.

No presente trabalho é considerada uma inje¢do uniforme de fluido na entrada do
dominio, de modo que a fronteira da esquerda admite uma velocidade horizontal constante
U, e velocidade vertical nula. Na superficie do cilindro imerso é considerada a condicao de
nao deslizamento e no restante do dominio admite-se a condicao de contorno de Neumann,

representando a condi¢ao de saida livre.

Uma simulagdo é conduzida com uma malha euleriana regular e uniforme de
800 x 600, de forma que exista aproximadamente 20 células computacionais por diametro.
Para a malha lagrangiana, o niimero de pontos é definidos de acordo com a sugestao de

Uhlmann (2005), onde busca-se que a area das células lagrangianas e eulerianas sejam

semelhantes:
D

onde h = Ax = Ay.

A dindmica do escoamento é analisada para uma condi¢do de niimero de Reynolds
igual a 40, condi¢@o na qual o regime permanente pode ser atingido, pois nao ha a formacéao
de esteiras de Von Karman. Deste modo, para um cilindro de didmetro D = 0,1 m o
tempo de simulacao necessario para se garantir o regime permanente é de 30 s. A figura 28
mostra a comparagao das linhas de corrente obtidas através da metodologia apresentada e

as obtidas por Andrade (2015), respectivamente. Ja a figura 29, compara os contornos de
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iso-vorticidade obtidos através do cdédigo computacional desenvolvido e os apresentados
por Kim, Kim e Choi (2001).

Figura 28 — Comparacao entre as linhas de corrente sobre um cilindro circular para
Re = 40.

(a) Presente Trabalho.

Fonte: Do préprio autor.

Figura 29 — Comparacao entre os contornos de iso-vorticidade sobre um cilindro circular
para Re = 40.

(a) Presente Trabalho.

(b) Kim, Kim e Choi (2001).

Fonte: Do préprio autor.
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Em ambas as figuras (28 e 29) é possivel notar bastante semelhanca entre os resul-
tados obtidos através da implementacao numérica-computacional proposta e os resultados
divulgados na literatura. Nota-se ainda que o escoamento é totalmente simétrico em torno
do eixo horizontal, resultado esperado para a condi¢ao de Re = 40, indicando que o
campo de velocidade e vorticidade foram bem capturados pelo método da fronteira imersa

utilizado.

Para um analise quantitativa, é avaliado o comprimento normalizado da zona de
recirculagao formada a jusante do cilindro (L/D), assim como a posi¢ao de seu centro em
relagao a borda do cilindro plano (a/D,b/D), conforme esquematizado na figura 30, além
do calculo do coeficiente de arrasto. Os resultados obtidos sao dispostos na tabela 11 e

comparados com valores experimentais e numéricos presentes na literatura.

Figura 30 — Representacao esquematica da zona de recirculacao formada a jusante de um
cilindro circular em escoamento permanente.

- »
‘

e T — \ b2

Y

-

Fonte: Do préprio autor.

Tabela 11 — Comparagao de caracteristicas de um escoamento permanente sobre um
cilindro circular para Re = 40.

L a b

— — —

D D D P
Coutanceau e Bouard (1977) 3 0,76 0,59 1,53

2.1

Berthelsen e Faltinsen (2008) 2,29 0,72 0,60 1,59
Linnick e Fasel (2005) 2,28 0,72 0,60 1,61
Andrade (2015) 2,25 0,75 0,60 1,56
Presente trabalho 2,45 0,79 0,62 1,61

L : comprimento da zona de recirculagao, (a,b) : posi¢oes relativas do centro da recirculagao e

C'p : coeficiente de arrasto.

Observa-se que os resultados computacionais obtidos no presente trabalho estao
em conformidade com os resultados experimentais e numéricos apresentados na literatura.
Portanto, conclui-se que, de fato, a metodologia implementada foi eficiente em capturar os

efeitos dindmicos provenientes da presenca da geometria imersa.
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5.5 Conveccao Natural Entre Dois Cilindros Circulares Concéntricos

Dentre os casos de validagao do subdominio fluido, o ltimo a ser conduzido ¢é a
conveccao natural entre dois cilindros circulares concéntricos, cujo o objetivo é a validacgao
da implementacao do método da fronteira imersa térmica, e o acoplamento dos efeitos

térmicos e dindmicos provenientes da existéncia de uma geometria imersa.

A figura 31, a seguir, é uma representacao esquematica do dominio utilizado
para realizacao desta simulacao. O cilindro interno de raio r; é mantido aquecido a uma
temperatura constante 7}, enquanto o cilindro externo de raio r. é mantido resfriado a
temperatura 7', o campo gravitacional age na coroa circular formada pelos dois cilindros,
0S quais sao concéntricos e posicionados no centro do dominio computacional quadrado. As
superficies de ambos os cilindros admitem condi¢ao de nao escorregamento, com velocidade
horizontal e vertical nula. As condigoes de contorno impostas nas fronteiras do dominio
computacional quadrado sao: condigao de fluxo livre (derivadas nulas) para as velocidades

e condicao de isolamento térmico para a temperatura.

Figura 31 — Representacao esquematica do escoamento entre dois cilindros circulares
concéntricos.

Fonte: Do préprio autor.

O fluido no interior da coroa circular encontra-se inicialmente a uma temperatura
T = (T, + Tf)/2, e o escoamento se incia devido a diferenca de temperatura entre as

superficies cilindricas.

Para o presente trabalho é fixado um ntimero de Prandtl de 0,71, a razao entre
os raios também é mantida constante xy = r./r; = 2,6 e trés numeros de Rayleigh sao

avaliados: 103, 10* e 10°. Sendo L = r, — r; o comprimento caracteristico utilizado para
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mensuracao do adimensional.

O dominio euleriano retangular tem comprimento de 0,5 m, enquanto os raios dos
cilindro sdo dados por r; = 0,0625 m e r. = 0, 1625 m. A malha utilizada para o dominio
euleriano é de 300 x 300 nés, de modo que exista aproximadamente 75 células de fluido no
didametro do cilindro menor. As malhas lagrangianas das fronteiras imersas sao mensuradas
através da utilizagdo da equagao (5.24). Para as trés simulagoes conduzidas o tempo de
simulacao adotado foi de 120 s, suficiente para se garantir que o regime permanente tenha

sido atingido.

Na figura 32, a seguir, apresenta-se a comparacao das iso-linhas de temperatura
obtidas com a implementacao da metodologia proposta e as publicados por Padilla, Cam-
pregher e Silveira-Neto (2006), onde estes utilizaram de uma modelagem por coordenadas
polares para solu¢ao do problema. Ja na figura 33 é comparado, também com o trabalho
de Padilla, Campregher e Silveira-Neto, as linhas de corrente para os valores de Rayleigh

escolhidos.

Figura 32 — Comparacao das isotermas na coroa circular formada por dois cilindros con-
céntricos para diferentes niimeros de Rayleigh, com Pr =0,71 e x = 0, 26.

(a) Ra = 103. (b) Ra = 10%.

(a), (b) e (c): Presente trabalho, (d), (e) e (f): Padilla, Campregher e Silveira-Neto (2006).
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Figura 33 — Comparacao das linhas de corrente na coroa circular formada por dois cilindros
concéntricos para diferentes nimeros de Rayleigh, com Pr = 0,71 e xy = 0, 26.

) Ra = 103 (b) Ra = 10%. (c) Ra = 10°.
) Ra =10°. ) Ra =10
(a), (b) e (c): Presente trabalho, (d), : Padilla, Campregher e Silveira-Neto (2006).

Observa-se bastante similaridade entre os resultados obtidos e os divulgados pela
literatura, indicando que qualitativamente os resultados computacionais estao coerentes
e o método numérico-computacional é adequado para capturar os fenémenos fisicos que
ocorrem no escoamento. Para uma analise quantitativa, o nimero de Nusselt local é

avaliado tanto no cilindro interno quanto no externo por meio das equagoes (5.25) e (5.26),

respectivamente:
re\ 0T
w5 ol (529
8T
Nu, =rel , 5.26
()] o

onde a derivada 07 /0r é avaliada com o auxilio da malha lagrangiana.

As figuras 34 e 35 adiante, apresentam a comparacao do nimero de Nusselt local
calculado na superficie dos cilindros interno e externo, respectivamente. Os resultados
obtidos sdo comparados com os apresentados por Padilla, Campregher e Silveira-Neto

(2006), onde a orientagao do dngulo 6 segue a representagao esquematizada na figura 31.
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Figura 34 — Comparacao do nimero de Nusselt na parede do cilindro interno para diferentes
numeros de Rayleigh, com Pr = 0,71 e x = 0, 26.

(a) Ra = 103. (b) Ra = 10%.
1.50 e00e%68%0e,
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(c) Ra = 105.
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4 .
33
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N/ e Padilla et al. (2006)
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0° 457 90°  135° 180° 225° 270° 315" 360°
0

Fonte: Do préprio autor.

Figura 35 — Comparagao do niimero de Nusselt na parede do cilindro externo para dife-
rentes nimeros de Rayleigh, com Pr =0,71 e x = 0, 26.

(a) Ra = 103. (b) Ra = 10%.
wtoee y
o Padilla et al. (2006) »  Padilla et al. (2006)
15 —— Presente Trabalho 4 —— Presente Trabalho
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0 45° 90" 135% 180° 225" 270" 3157 360 0° 45 90° 135 180° 225° 270° 315" 360°
0 0
(c) Ra = 105.
15 oo e Padilla et al. (2006)
—— Presente Trabalho
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3
Z,
5
0

0° 45° 90" 135° 180° 225° 2707 315" 360°
0

Fonte: Do préprio autor.
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Ainda é avaliado, para cada um dos nimeros de Rayleigh, o perfil de temperatura
adimensional em fung¢do do raio, também adimensional, na coroa circular em # = 90°. Os
resultados sao novamente comparados com os divulgados por Padilla, Campregher e Silveira-
Neto (2006) e apresentados na figura 36 em seguida. A adimensionalizagdo da temperatura

e do raio sdo conduzidas por meio das equagoes (5.27) e (5.28) , respectivamente:

. T-T;

n 5.27
T,— Ty (5.27)
A )

P = . 5.28

" Te —T; ( )

Figura 36 — Comparacao do perfil de temperatura na coroa circular formada entre os
cilindros em 6 = 90° para diferentes nimeros de Rayleigh, com Pr = 0,71 e

x = 0, 26.
(a) Ra = 103, (b) Ra = 10%.
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SHISE SSE

0.25 0.25 o Padilla et al. (2006)

—— Presente Trabalho
0.00 0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Te—Ti Te—Ti

0.25 e Padilla et al. (20006)

—— Presente Trabalho

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r—ri
Te—T;

Fonte: Do préprio autor.

Observa-se que, tanto os perfis obtidos para os nimeros de Nusselt locais (figuras
34 e 35) quanto os perfis de temperatura em uma regiao da coroa circular (figura 36) estao
em concordancia com a literatura. Assim, de fato, ambas as metodologias de fronteira

imersa (térmica e dindmica) estao corretamente implementadas.

5.6 Difusao Térmica em uma Chapa Retangular Longa

Nas secoes de 5.2 a 5.5 testes de validacao para o subsistema fluido foram conduzidos.
Assim, esta secdo é destinada a validagdo do subsistema sélido, onde para isto é simulada

a difusdo térmica em uma chapa retangular longa.
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5.6.1 Extremidades com Temperatura Constante

A figura 37 apresenta uma representagao esquematica do problema em questao,
assim como suas condi¢oes de contorno. Onde a parede da esquerda ¢ mantida aquecida a
uma temperatura constante 7, enquanto a parede da direita é mantida resfriada a uma
temperatura 7', também constante. As paredes horizontais sao adiabdticas, ou seja, os
fluxos térmicos nas paredes superior e inferior sao nulos. O comprimento da chapa L é
parametrizado em func¢ao de sua altura H, de modo que, buscando uma aproximagao para

um problema de conduc¢ao unidimensional, este é definido como L = 10H.

Figura 37 — Representacao esquematica da difusao térmica em uma chapa fina, retangular
e longa, com temperatura imposta nas extremidades.

/
T /oy =0
Tq H Tf
aT' /oy =0
L |-

Fonte: Do préprio autor.

Para os casos em que L > H, a difusdo da energia térmica ocorre majoritariamente
na dire¢do do comprimento da chapa, de forma que, pode-se considerar que a chapa seja
isotérmica na direcao vertical, porém que sua temperatura sofra variagoes na direcao
horizontal. Esta condi¢ao de conducgao térmica é praticamente um problema de difusao
térmica unidimensional, o qual em regime permanente e sem fontes internas de energia (§ =
0 %), é possivel a obtencao de uma solugdo continua para a distribuicao de temperatura:

T(x) = 711 + (1 = E) T, (5.29)

onde considera-se que o eixo x esteja orientado da parede da esquerda para a direita.

Definida uma solugdo exata (5.29), procede-se com a metodologia numérica proposta
para o subsistema sélido, onde no presente trabalho sao utilizadas trés malhas regulares
e uniformes (2 x 4 x 40,2 x 8 x 80 e 2 x 16 x 160), a fim de se comparar os resultados

numéricos com a solugao continua.

Todas as simulagoes sao conduzidas para um valor de difusividade térmica o, =

0,1 %2, sendo esta definida por:

ks
g =

PsCp

(5.30)
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A chapa inicialmente encontra-se em uma temperatura 7' = (1, + 17)/2, e possui altura
H = 0,1 m, de modo que o tempo de simulacdo necessario para se garantir o regime
permanente foi de 10 s, sendo o passo de tempo definido como o quadrado do comprimento

caracteristico do elemento triangular, At = h?.

A figura 38 a seguir apresenta o perfil de temperatura na linha de simetria horizontal
da placa (y = 0,5H) para as diferentes malhas adotadas, e os confronta com a solugao

exata.

Figura 38 — Comparacao do perfil de temperatura na linha de simetria horizontal de uma
chapa retangular longa com temperatura prescrita nas extremidades, para
diferentes tamanhos de malhas.

1.00 —— Solucao Exata
.......... 2 X 4 X 40
0.751 ——= 2x8x 80
=y - 2 x 16 x 160
&~
Eﬁ I_0.501
SIS
0.251
0.001 ‘ : ‘ ‘ ;
0.0 0.2 0.4 - 0.6 0.8 1.0
L

Fonte: Do préprio autor.

Como a solugao continua é uma funcao linear, e as fun¢do de forma utilizadas no
método dos elementos finitos também sao fungoes lineares, a solugao numérica obtida
através da resolugao do sistema linear é equivalente a solugao continua, a menos dos erros
de arredondamento de maquina. Tal fato pode ser observado ao se notar que para todas
as malhas utilizadas, os perfis de temperatura das solugdes numéricas e da solucao exata

na figura 38 sao coincidentes.

Figura 39 — Solucao computacional da distribuicao de temperatura na chapa em regime
permanente.

(a) Campo de temperatura.
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Figura 39 — Solucdo computacional da distribuicao de temperatura na chapa em regime
permanente (continuagao).

(b) Iso-valores de temperatura.

Fonte: Do préprio autor.

A figura 39 precedente, apresenta a distribuicao de temperatura na chapa, assim
como suas isotermas, para a solugdo numérica obtida na malha de 2 x 16 x 160, apds o
regime permanente ser alcancado. Através das isotermas da figura 39b, nota-se que, a
temperatura é constante na se¢ao transversal da barra e variavel somente na direcao de
seu comprimento, confirmando a hipotese de condugao unidimensional adotada para a

construcao da solugao exata (5.29).

5.6.2 Extremidades Isoladas

O mesmo caso da difusdo térmica em uma chapa retangular, fina e longa é novamente
simulado. Porém, agora admite-se que todas as fronteiras sao adiabaticas, isto é, todas as

laterais da chapa estao termicamente isoladas, como é esquematizado na figura 40.

Figura 40 — Representacao esquematica da difusao térmica em uma chapa fina, retangular
e longa, com as extremidades isoladas.

77
/ aT/dy = 0 A

or _ g 9T _
or /995
T /0y =0
e
-l L .

Fonte: Do préprio autor.

Novamente assumindo que, para L > H a conducao térmica é aproximadamente
unidimensional, uma solugao continua pode ser obtida. O problema de conducao térmica
unidimensional com condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas foi resolvido por
Boyce e DiPrima (2010), onde mostram que para uma condigao inicial T'(z,0) = cos(%*),
a solucao exata é dada por:

oy 2
T(x,t) = Cy + cos (T) exp ( AT t) : (5.31)

L2
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sendo Cj o valor médio da distribui¢ao de temperatura no instante inicial:

L
1
Co = 17 O/COS (T) dx =0, (5.32)

onde novamente adotou-se L = 10H, com H =0,1 me a, =0,1 m;

Simulagoes outra vez foram realizadas para as malhas de elementos triangulares
uniformes e regulares com 2 x 4 x 40,2 x 8 x 80 e 2 x 16 x 160, onde um ponto localizado
no plano de simetria da extremidade esquerda da chapa, isto é, =0 e y = H/2, tem sua
temperatura comparada com a solugao continua. O tempo de simulac¢ao adotado foi de
3 s, e o passo de tempo é determinado de maneira similar ao caso anterior. A figura 41
adiante, apresenta a evolucao temporal da temperatura neste ponto para as diferentes
malhas adotas e também para a solugdo continua.

Figura 41 — Comparagao da evolucao temporal da temperatura em um ponto na extremi-

dade esquerda da linha de simetria horizontal de uma chapa retangular longa,
para diferentes tamanhos de malhas.

1.001 — Solugao Exata
44444444444 2% 4 x40
075, ————— 2 x 8 x 80
------ 2 % 16 x 160
&~ 0504
0.251

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t

Fonte: Do préprio autor.

Tendo posse da solugao continua, pode-se proceder com um teste de ordem conver-
géncia numérica, como discutido na secao 5.1, a fim de se avaliar a evolugdo temporal da
solucdo em relacao a malha numérica. Os resultados sao expostos na tabela 12 a seguir,
onde observa-se novamente ordem de convergéncia dois para o método numérico.

Tabela 12 — Teste de convergéncia de um ponto em evolugao temporal na extremidade
esquerda de uma placa retangular longa sobre processo de difusao térmica.

Malha 1 1] Razao  Ordem [ ]2 Razdao  Ordem

2x4x40 7,5429-107° — ——— ———— 57694-107° ———— —— ——
2x8x 80 1,8893-107° 13,9925  1,9973 1,4433-107° 3,9974  1,9991
2x 16 x 160 4,7263-107¢  3,9974  1,9991 3,6092-107° 3,9989  1,9996

Além de se analisar a solucao ao longo do tempo, tendo um ponto do dominio fixo,

também é realizada uma analise espacial, desta vez com o tempo fixo. Deste modo, para o
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tempo de t = 3 s, a solugdo numérica na linha de simetria horizontal (y = H/2) é avaliada
entre as malhas adotadas e a solugao continua. A figura 42, em seguida, apresenta os perfis

de temperatura obtidos.

Figura 42 — Comparacao do perfil de temperatura na linha de simetria horizontal de
uma chapa retangular longa totalmente isolada, para diferentes tamanhos de

malhas.
0.0507 — Solugao Exata
.......... 2 X 4 X _10
0.0257 N e 2% 8x 80
----- 2 x 16 x 160
& 0.0004
—0.0251
—0.0501
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

=

Fonte: Do préprio autor.

Novamente é realizado o teste de convergéncia numérica do método, sendo este

apresentado na tabela 13, onde nota-se segunda ordem de convergéncia.

Tabela 13 — Teste de convergéncia na linha de simetria horizontal de uma placa retangular
longa e totalmente isolada, sobre processo de difusao térmica para o tempo
det=3s.

Malha | [loo Razao  Ordem [ |2 Razao  Ordem

2x4x40 3,1098-107° — ——— ———— 22275-107° — ——— — — ——
2x8x80 7,8469-107% 13,9631  1,9866 5,5843-107¢ 3,9888  1,9959
2x 16 x 160 1,9675-107¢ 3,9882  1,9958 1,3957-10"% 4,0012  2,0004

5.7 Estratificacao Térmica Estavel

O primeiro problema de transferéncia térmica conjugada a ser analisado consiste
em uma barra solida retangular posicionada sobre um canal contendo fluido. O fluido esta
inicialmente em repouso e possui uma temperatura inicial menor que a temperatura da
barra soélida. Deste modo, a energia térmica é difundida do sélido para o fluido formando
assim uma estratificacdo térmica estavel, isto é, a regiao de fluido mais quente e mais leve

estd acima da regiao de fluido mais fria e consequentemente mais pesada.

Devido a estratificagdo térmica estavel as forgas gravitacionais de peso e empuxo se
equilibram. Assim o fluido tende a permanecer em repouso, uma vez que nao sao formadas

as instabilidades térmicas de Rayleigh-Bérnard que originam as células de adveccao de



Capitulo 5. Resultados 111

Rayleigh-Bérnard (SILVEIRA NETO, 2020). Como o fluido se mantém em repouso, o
problema se torna de natureza inteiramente térmica, mais precisamente de difusao térmica.
Na figura 43 a seguir, mostra-se uma representacao esquematica do problema com suas

condigoes de contorno térmicas.

Figura 43 — Representacao esquematica do problema térmico conjugado de estratificacao
térmica estavel.

0Ty
ox
T} aT
el A h Fluid F
ox d o or "
AY
Tf = Te x
L

Fonte: Do préprio autor.

Para o caso em que L > hy e L > hs, a hipotese de conducao térmica unidimensi-
onal pode ser utilizada, obtendo-se assim, para o regime permanente ao se considerar o
sistema de referéncia mostrado na figura 43, as seguintes solugoes para a distribuicao de

temperatura no fluido e no sélido, respectivamente:

Ty(y) = (1 - ;j) 1. + %T (5.33)
f f
qh% v\ g y
T,(y) = 1— (L) | =Ly +h)hs [1- L)+, 5.34
=5 (1= () ) - e mang (1= 1)+ (530

onde T; é a temperatura da interface, determinada igualando-se os fluxos térmicos na
interface fluido-sélido:

T;
ks

+ T, (5.35)

e ¢ representa uma taxa de transferéncia de energia térmica na forma de calor para o

corpo solido.

Definida a solugao continua, procede-se com a metodologia numérica proposta

para trés diferentes tamanhos de malhas computacionais para o fluido e para o sélido, a
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fim de avaliar a ordem de convergéncia do método. No subdominio fluido sao utilizadas
malhas de tamanhos 100 x 10,200 x 20 e 400 x 40, para o subdominio solido as malhas

computacionais utilizadas sao de tamanhos 2 x 100 x 5,2 x 200 x 10 e 2 x 400 x 20.

As simulagoes sdo conduzidas considerando-se um dominio computacional de
comprimento L = 1 m, com altura hy = 0,1 m para o subdominio fluido e hy; = 0,05 m
para o sélido. As propriedades fisicas do fluido sao dadas por: py = 1 %, i =1Pa-s,
ky =1 % e ¢y, = 10 % Ja as propriedades fisicas do corpo sélido sao: ps = 1 %,
ks =0,75 . ¢,

necessario para se atingir o regime permanente.

=10 % e ¢=150 % O tempo de simulagao foi de cerca de 3 s, tempo

s

Na figura 44 adiante, é apresentado o grafico do perfil de temperatura na linha
de simetria vertical (z = L/2) para as diferentes malhas utilizadas e os compara com as

solucoes continuas (5.33) e (5.34).

Figura 44 — Perfil de temperatura na linha de simetria vertical do problema térmico
conjugado de estratificagdo térmica estavel.

1.01 Solucao Exata
-—-- 2x1
X 10065 Sélido
084 =~ 2 x 200 x 10
"""" 2 x 400 x 20
0.6
<
=t
<
0.4 1
Solucdo Exata
021 -=-- 100 x 10
Fluido —-— 200 x 20
00 | A R T S 400 X 40
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T-T,
Tma.x_Te

Fonte: Do préprio autor.

No subsistema fluido, como a solug¢ao continua é uma funcao linear e a solugao
computacional é obtida através das aproximagoes lineares do método de diferencas finitas,
entao estas se tornam coincidentes a menos dos erros de arredondamento de maquina. J&
para o subsistema sélido, pode-se proceder com a metodologia de verificagdo de ordem de
convergéncia, a fim de se avaliar a taxa de decaimento do erro numérico. Na tabela 14 a

seguir ¢ apresentado o teste de convergéncia onde se observa novamente segunda ordem.
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Tabela 14 — Teste de convergéncia na linha de simetria vertical do corpo sélido, no problema
térmico conjugado de estratificacao térmica estavel.

Malha I 1] Razao  Ordem [ ]2 Razdao  Ordem

2x100x5 2,5000-107% ———— ———— 25000-107° ———— ————
2x 200 x 10 6,2500-107%  4,0000  2,0000 6,2500-10"* 4,0000  2,0000
2x 400 x 20 1,5625-107%  4,0000  2,0000 1,5625-10"* 4,0000  2,0000

Ainda na figura 45 a seguir, é apresentado o campo de temperatura adimensionali-
zado, onde se nota que, de fato, a hipdtese de unidimensionalidade é satisfeita, uma vez

que o campo de temperaturas s6 sofre variacoes em relagao a coordenada y.

Figura 45 — Campo de temperatura adimensional para o problema térmico conjugado de
estratificagao térmica estavel.

A f—

0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Fonte: Do préprio autor.

Observa-se que, na interface a temperatura 7T; e o fluxo térmico sao determinados
e nao impostos. Na tabela 15 a seguir, sao apresentados os valores destes parametros para

as diferentes malha computacionais utilizadas e os obtidos através da solugao continua.

Tabela 15 — Temperatura adimensional e fluxo térmico na interface fluido-sélido em fungao
da malha computacional no problema térmico conjugado de estratificacao
térmica estavel.

Malha Fluido Malha Sélido Temperatura Fluxo Térmico

100 x 10 2 x 100 x 5 0, 7563 6, 7500
200 x 20 2 x 200 x 10 0,7531 7,1250
400 x 40 2 x 400 x 20 0,7516 7,3125

Solucao Continua 0, 7500 7,5000

5.8 Cavidade Diferencialmente Aquecida com a Presenca de um

Corpo Sélido Condutivo

Por fim, o dltimo caso analisado no presente trabalho é uma cavidade diferenci-
almente aquecida, analogo ao caso apresentado na se¢ao 5.3, porém com a presenca de

um corpo sélido condutivo em seu interior. Para as simulagoes realizadas é considerada
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uma cavidade quadrada de aresta unitaria (L = 1 m), sendo o sélido imerso também um
quadrado, cuja aresta tem tamanho W = 0,5 m. Desse modo, as simulac¢oes sao conduzidas
para uma razao de aspecto, definida como a razdo do comprimento da aresta da cavidade

pelo comprimento da aresta do corpo sélido, de y = W/L =0, 5.

Na figura 46 a seguir, é apresentada uma representacao esquematica do problema
proposto, assim como as condigoes de contorno a ele impostas. Onde observa-se que em
todas as paredes da cavidade, assim como na superficie do corpo sélido, sdo impostas
condigoes de nao deslizamento com velocidades nulas. As paredes superior e inferior da
cavidade sao consideradas termicamente isoladas, enquanto a parede esquerda é mantida
aquecida a uma temperatura constante 7;, e a parede direita ¢ resfriada também a
uma temperatura constante 7y. A condicao inicial imposta ao fluido ¢ de repouso com

temperatura uniforme de T = (T}, + T%)/2.

Figura 46 — Representacao de uma cavidade quadrada diferencialmente aquecida com a
presenca de um sélido imerso condutivo também quadrado em seu interior.

7
u=0,v=0,0T/0y =0

Fluido

u=20 u=>0
U_O v =
T="1T, T="1Ty

w

u=0,v=0,0T/0y =0

L

Fonte: Do préprio autor.

A anélise de independéncia de malha é realizada variando-se as malhas computaci-
onais para o subsistema fluido e sélido. As simulac¢oes sdo conduzidas para um valor de
nimero de Prandtl fixo de 0,71 e um adimensional de Rayleigh de 10°, onde avaliou-se

dois valores para a razao de condutividade térmica k* = k,/k; = 0,2 e 5,0.

Ao se atingir o regime permanente do problema térmico conjugado, o valor numérico
do niimero de Nusselt médio da parede aquecida (parede da esquerda) é avaliado e

comparado para cada uma das malhas computacionais utilizadas. Os resultados obtidos
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sao expostos na tabela 16 abaixo e utilizados como parametros para avaliar a independéncia

dos resultados computacionais da malha numérica utilizada.

Tabela 16 — Avaliacdo do nimero de Nusselt médio na parede esquerda de uma cavidade
quadrada diferencialmente aquecida com um sélido condutivo quadrado em
funcao da malha computacional.

k*
0,2 5,0
50 x 50 2% 25 x 25  4,685159 4,430568
100 x 100 2x25x25 4,617350 4,335830

100 x 100 2x 350 x50 4,618218 4,333236
200 x 200 2x50 x50  4,599866 4,332235

Malha Fluido Malha Sélido

Observa-se que, de fato, a medida que a malha computacional se refina o valor do
ntimero de Nusselt médio sofre cada vez menos variagoes, tendendo a convergir para um

valor fixo.

Os resultados computacionais obtidos com a metodologia proposta sao avaliados
através da comparacao das isotermas, simuladas para o conjunto de malha mais refinado,
com os resultados divulgados por House, Beckermann e Smith (1990). Na figura 47 adiante,
sao apresentadas as isotermas obtidas no presente trabalho e as publicadas por House,
Beckermann e Smith (1990), respectivamente, em ambos os casos o nimero de Prandtl é

fixo em 0,71 e o nimero de Rayleigh se manteve em 10°.

Figura 47 — Isotermas para diferentes valores de razao de condutividade térmica em uma
cavidade quadrada diferencialmente aquecida com a presenca de um sélido
condutivo quadrado para Pr = 0,71, Ra = 10° e x = 0, 5.

(a) k* =0,2. (b) k* =5,0.
j /
— p—
] ]

[ (——
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Figura 47 — Isotermas para diferentes valores de razao de condutividade térmica em uma
cavidade quadrada diferencialmente aquecida com a presenca de um soélido
condutivo quadrado para Pr = 0,71, Ra = 10° e x = 0,5 (continuacgio).

(c) k* =0,2. (d) k* = 5,0.

T T —
—8 = 1.0 0 -1.0 S

(RN

(a) e (b): Presente trabalho, (c) e (d): House, Beckermann e Smith (1990).

O tempo de simulagao utilizado foi de 20 segundos, tempo necessario para que o
regime permanente fosse estabelecido em ambos os subsistemas. Qualitativamente, através
da comparacao das isotermas da figura 47, os resultados computacionais aparentam estar
em conformidade com a literatura. Para uma analise quantitativa do problema em questao é
mensurado o numero de Nusselt médio na parede aquecida da cavidade, o qual é comparado
com os valores apresentados por House, Beckermann e Smith (1990), Merrikh e Lage
(2005), Zhao, Liu e Tang (2006) e Jeon, Kim e Choi (2012). Os resultados sdo comparados

na tabela 17 abaixo.

Tabela 17 — Comparagao do valor do nimero de Nusselt médio na parede aquecida de
uma cavidade quadrada diferencialmente aquecida com a presenca de um
solido condutivo quadrado para diferentes valores da razao de condutividade
térmica, com Pr = 0,71, Ra = 10° ¢ y = 0, 5.

Razao de Condutividade Térmica (k*) 0,2 5,0
House, Beckermann e Smith (1990) 4,626 4,322

Merrikh e Lage (2005) 4,605 4,280
Zhao, Liu e Tang (2006) 4,660 4,362
Jeon, Kim e Choi (2012) ———— 4,326

Presente trabalho 4,600 4,332

Observando os resultados da tabela 17 nota-se que ha bastante conformidade entre
os resultados computacionais obtidos através da metodologia proposta e os apresentados
pelos autores. Assim, confirma-se que a metodologia numérica-computacional descrita no
presente trabalho é capaz de resolver problemas de natureza térmica conjugada, entre

dominios fluidos e sélidos, com uma acuracia adequada.
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Por fim, nas figuras 48 e 49 adiante sao apresentados os perfis de temperatura e de

fluxo térmico adimensionalizados em torno do corpo imerso condutivo, respectivamente.

Figura 48 — Distribuicdo de temperatura ao longo das arestas do sélido condutivo quadrado
em funcao de diferentes valores para a razao de condutividade térmica para
Pr=0,71, Ra=10° e x = 0, 5.

(a) k* =0,2.

0.7 0.60
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0.41 0.454
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A B ¢ T D A A B ¢ T b T A

Posicao ao longo do quadrado Posicao ao longo do quadrado

Fonte: Do préprio autor.

Figura 49 — Distribuicao do fluxo térmico ao longo das arestas do sélido condutivo quadrado
em funcao de diferentes valores para a razao de condutividade térmica para
Pr=0,71, Ra=10% e y = 0, 5.

(a) k* = 0,2. (b) k* = 5,0.
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Fonte: Do préprio autor.

Observa-se dos gréaficos apresentados nas figuras 48 e 49 que, tanto a distribuicao
de temperatura quanto de fluxo térmico ao longo da superficie do corpo imerso nao
representam nenhuma das condigoes de contorno convencionais. Isto é, caso o problema
fosse resolvido com a utilizacao de condi¢oes de contorno na interface imersa de temperatura
constante ou superficie adiabética, os resultados obtidos estariam em divergéncia com a

realidade fisica observada.
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Desse modo, tanto a distribuicao de temperatura quanto de fluxo térmico ao longo
da fronteira do sélido imerso devem ser calculados através da metodologia utilizada para
tratar de problemas de transferéncia térmica conjugada, uma vez que essas grandezas sao

desconhecidas como condi¢ao de contorno do problema.



119

6 Conclusao

No presente trabalho é apresentada a modelagem fisica, matematica e computacional
para problemas de transferéncia térmica conjugada. As modelagens abrangem escoamentos
bidimensionais, incompressiveis de fluidos newtonianos em regime transiente, onde é
avaliada a dinamica e o transporte e transformagao de energia térmica. O subdominio
solido é considerado estatico e indeformavel, dinamicamente, porém o transporte de energia
térmica por efeitos condutivos é avaliado. A dindmica e a termodindmica do subdominio
fluido sdo modeladas através do método das diferencas finitas, enquanto a termodinamica
do subdominio s6lido é modelada através do método dos elementos finitos. A imposicao
das condicoes de contorno dindmicas e térmicas na interface fluido-sélido, associadas a

interacao entre os dois subdominios se da pelo método da fronteira imersa.

Um codigo computacional particionado foi desenvolvido, onde é utilizado o acopla-
mento forte para combinar as solugoes desacopladas, isto é, as solugoes obtidas através das
rotinas computacionais desenvolvidas de forma individual para cada um dos subdominios,
sendo combinadas através de processos iterativos. O subdominio fluido é resolvido em um
dominio bidimensional, euleriano, cartesiano e fixo, onde emprega-se da aproximacao de
Oberbeck—Boussinesq para o acoplamento térmico, enquanto utiliza-se da metodologia do
passo fracionado para o acoplamento pressao velocidade. O subdominio sélido é resolvido
em um dominio também bidimensional, porém formado por elementos triangulares irre-
gulares. Para a comunicacao dos subdominios através da interface, utiliza-se do método
FFTB para imposicao das condi¢oes de contorno na fronteira imersa do subsistema fluido

e nas fronteiras do subsistema sélido.

Simulagoes sao conduzidas, a fim de se verificar e validar os algoritmos computa-
cionais implementados para cada meio, onde para o processo de verificagao utilizou-se
do método das solugbes manufaturadas para a analise de ordem de convergéncia dos
métodos numéricos implementados, enquanto no processo de validacao diferentes casos
foram conduzidos e os resultados foram confrontados com os resultados computacionais e
experimentais divulgados na literatura. A ordem de convergéncia dois foi alcancada com os
c6digos computacionais destinados a ambos os subdominios, o que era esperado em virtude
dos métodos numéricos implementados. A partir dos resultados obtidos para os casos de
validagao, observa-se bastante concordancia entre os resultados divulgados na literatura e
os obtidos através da modelagem desenvolvida, indicando uma correta modelagem dos
fendmenos fisicos presentes nos escoamento e sua integragao com um corpo solido nao

isotérmico.
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O presente trabalho foi proposto com o objetivo de dar continuidade ao tema de
transferéncia térmica conjugada, o qual até entao, foi desenvolvido no Laboratorio de
Mecanica dos Fluidos (MFLab) da Universidade Federal de Uberlandia (UFU) para tratar
o problema da placa plana, sendo as malhas coincidentes entre os subsistemas fluido e
solido. Deste modo, com o presente trabalho implementou-se o método da fronteira imersa
para o subdominio fluido, e a utilizacao do método dos elementos finitos para o subdominio
solido, a fim de se estender a aplicagao da metodologia para problemas mais gerais, cujas
geometrias do solido imerso nao sejam limitadas aos contornos das células da malha do

dominio fluido.

Grandes sao os desdobramentos desta dissertagdo em termos de pesquisa e desen-

volvimento. A seguir, lista-se algumas sugestoes de trabalhos futuros:

o Implementacao de métodos de solugao de sistemas nao lineares mais robustos, como

por exemplo o método de Broyden;

« Adaptagdo do cddigo para utilizacdo de fronteiras imersas nitidas (Ghost-Cell

Method);

» Adaptacao do codigo para utilizacao de outras formas de comunicagdo via interface,
onde a simplificacao de regime estacionédrio para a termodinamica do subsistema

sélido possa ser aplicavel;
» Paralelizacao dos algoritmos desenvolvidos;
» Expansao da metodologia do subsistema fluido para escoamentos tridimensionais;

« Expansao da metodologia do subsistema solido para corpos solidos e cascas sélidas

tridimensionais;
» Integracdo com a plataforma MFSim do MFLab;
e Acoplamento com modelos estruturais para o subdominio sélido;

o Implementacao da abordagem monolitica para o acoplamento térmico conjugado.
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