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RESUMO

Tradicionalmente, as Leis de Fourier e Fick sdo utilizadas para a caracterizacdo dos modelos
de transferéncia de calor e massa, respectivamente. Apesar de produzirem bons resultados na
grande maioria dos estudos de casos, ha algumas situacdes em que estas leis ndo apresentam
uma boa precisdo. Isso € observado quando se t€m escalas muito pequenas das varidveis
espacial e temporal e os gradientes de temperatura e concentragao sao consideravelmente
altos. Nesses casos verifica-se a ocorréncia de fendmenos andmalos. Uma das estratégias que
tém sido utilizadas para generalizar as duas leis corresponde ao uso de modelos compostos
por derivadas de ordem ndo inteira. Neste trabalho considera-se um modelo que apresenta
derivadas temporais de primeira e segunda ordem, um pardmetro de atraso no tempo e
derivadas espaciais, sendo uma de primeira ordem ¢ a outra de ordem fracionaria. Para
resolver o modelo foram propostas duas abordagens, o Método Pseudo-Espectral de Legendre
e o Método das Diferengas Finitas Fraciondrio, considerando uma defini¢do de derivada
fraciondria para cada abordagem. Ambos os métodos foram aplicados em problemas
puramente matematicos, para fins de validacao, e em problemas de transferéncia de calor e de
massa. Com o objetivo de estimar os parametros do modelo, um problema inverso de
transferéncia de calor na pele utilizando dados experimentais sintéticos e trés problemas
inversos de transferéncia de massa empregando dados experimentais reais foram formulados e
resolvidos considerando o algoritmo de Evolugdo Diferencial. Para garantir a consisténcia
dimensional dos termos difusivos fraciondrios, um fator de correcdo de unidades foi proposto.
De forma geral, as duas estratégias utilizadas na resolucdo dos problemas diretos
demonstraram uma boa precisao quando comparadas as solugdes aproximadas e analiticas. Do
ponto de vista fisico foi possivel verificar a influéncia dos parametros do modelo nos perfis de
temperatura e concentra¢do obtidos. Os resultados obtidos na resolu¢do de cada problema
inverso estdo qualitativamente de acordo com os apresentados na literatura especializada e
indicam que o modelo hiperbolico fracionario espacial proposto ¢ uma boa alternativa para

descrever fendmenos anomalos de transferéncia de calor e de massa.

Palavras-chave: Fendmenos Anomalos. Transferéncia de Calor e de Massa. Modelo
Hiperbodlico Fraciondrio Espacial. Método Pseudo-Espectral de Legendre. Método das

Diferencas Finitas Fracionario. Evolu¢ao Diferencial.
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ABSTRACT

Traditionally, Fourier and Fick Laws are used for the characterization of heat and mass
transfer models, respectively. Despite producing good results in many cases, there are some
situations in which these laws do not have a good precision. This is observed when the scales
of spatial and time variables are very low and the gradient of temperature and concentration
are very high. In these cases, the anomalous phenomena is characterized. One of strategies
that have been used to generalize both laws corresponds to use of models with non-integer
order derivatives. In this work, one model that presents first and second order temporal
derivatives, one time delay factor and spatial derivatives, being one with first order and other
with fractional order, is considered. To solve the model, the Legendre Pseudo-Spectral
Method and the Fractional Finite Difference Method were proposed. Each one considers a
definition for fractional derivative. Both methods were applied in purely mathematic
problems, for validation purposes, and heat and mass transfer problems. To estimate the
parameters of the model, one inverse heat transfer problem in the skin using synthetic
experimental data and three inverse mass transfer problems using real experimental data were
formulated and solved by considering the Differential Evolution Algorithm. To guarantee the
dimensional consistency of fractional diffusive terms, a correction factor was proposed. Both
strategies used to solve direct problems demonstrated a good accuracy when approximate and
exact solutions were compared. From the physical point of view, it was possible to verify the
influence of model parameters on obtained temperature and concentration profiles. The
obtained results considering all inverse problems are qualitatively coherent in relation with
those presented in specialized literature and indicate that the proposed spatial fractional
hyperbolic model configure a good alternative to describe the anomalous phenomena in heat

and mass transfer.

Keywords: Anomalous Phenomena. Heat and Mass Transfer. Spatial Fractional Hyperbolic
Model. Legendre Pseudo-Spectral Method. Fractional Finite Difference Method. Differential

Evolution.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos mecanismos de transferéncia de calor e massa configura um tema de
pesquisa relevante e atual, visto o grande numero de aplicagcdes que podem ser desenvolvidas.
Dentre estas, podem-se citar: a transferéncia de calor e massa em colunas de destilagdo
fracionada de petroéleo, a condugdo de calor em tecidos, a produg¢do de materiais de cobre e o
resfriamento de reatores nucleares (HAYAT et al., 2017; SOHAIL et al., 2017).

Do ponto de vista fisico, a grande maioria destas aplicagdes considera modelos que
utilizam as tradicionais Leis de Fourier e Fick para descrever os mecanismos de transferéncia
de calor e massa. Segundo a Lei de Fourier a relagdo entre o fluxo de calor e o gradiente de
temperatura ¢ linear (SMITH; DAIVIS; TODD, 2019). Processos relacionados a transferéncia
de calor em equipamentos de seguranca com prote¢do térmica € ao aquecimento e
resfriamento de so6lidos correspondem a alguns exemplos em que se t€ém obtido resultados
precisos com a utilizagdo da Lei de Fourier. Isso também tem ocorrido em boa parte dos
processos que envolvem o escoamento de fluidos (CHRISTENSEN; NISSEN, 2015; LI; GE;
LU, 2019).

Apesar de ser aplicada em muitos sistemas de engenharia, hd alguns casos em que a
Lei de Fourier ndo representa satisfatoriamente um modelo para a condugdo de calor.
Processos em que isso ocorre sdo denominados fendmenos andmalos (FALCINI; GARRA;
VOLLER, 2019). Quando a Lei de Fourier ¢ utilizada considera-se que a velocidade de
propagacao do sinal térmico ¢ infinita. Essa hipotese ndo € valida para problemas nos quais as
temperaturas sdo extremamente baixas, os gradientes de temperatura sdo consideravelmente
altos ou o tempo de duracao do processo ¢ muito pequeno (LIU; LI; LOU, 2019). Fendmenos
andmalos no contexto da Lei de Fourier sdo observados, por exemplo, em estudos de caso que
envolvem a fusdo e a solidificagdo rdpida de metais, o controle da temperatura de
supercondutores, o comportamento térmico transiente de meios porosos e a transferéncia de
calor em tecidos e nanomateriais (LIU et al., 2018; PENG et al., 2018).

Neste mesmo cenario, o conhecimento dos mecanismos de transferéncia de massa
também ¢ muito importante em diversas aplicagdes. Alguns exemplos correspondem a
reacdes quimicas que envolvem a catdlise ambiental e ao projeto de reatores que produzem
hidrocarbonetos a partir de metano (VANDEWALLE et al., 2019; CAO et al., 2021). Isso
também ¢ verificado no tratamento de efluentes e em processos de ozonizacao (LIU et al.,
2018; YANG et al., 2021).

A Lei de Fick tem uma estrutura matematica analoga a estrutura apresentada pela Lei



de Fourier e ¢ empregada para descrever a variagdo da massa de um componente de uma
mistura no tempo e no espaco (SANTOS, 2019). Em muitos problemas, a difusdo de massa
pode ser bem descrita pelo uso dessa lei. Alguns exemplos consistem nas transferéncias de
massa em alimentos e em solos porosos (XU et al., 2017). Em estudos de caso relacionados a
absorcdo de dgua em matrizes poliméricas e a difusdo de massa de solventes de baixa
viscosidade em hidrocarbonetos viscosos, a Lei de Fick também apresenta uma boa precisao
(KESHMIRI et al., 2019; IMOISILI; JEN, 2020).

Contudo, ha casos nos quais ndo sao obtidos bons resultados ao se aplicar a Lei de
Fick. Isso pode ser observado, por exemplo, na difusdo de espécies iOnicas em
supercondutores, de néutrons em reatores nucleares e em processos de transferéncia de massa
em meios microporosos. Fendomenos anémalos na Lei de Fick ocorrem em problemas nos
quais o gradiente de concentragcdo ¢ muito alto, os meios apresentam alta heterogeneidade e as
escalas de tempo envolvidas sdo muito pequenas (CHEN; LIU, 2003; BARBEIRO;
FERREIRA; PINTO, 2011; RASMUSSEN; CIVAN, 2015; ZHOKH, 2019). A ocorréncia de
fendmenos anomalos na Lei de Fick justifica-se por esta implicar em uma velocidade infinita
de propagacdo das particulas no meio, o que ndo ocorre para todas as situagdes praticas
(QUIROZ et al., 2019).

Com o objetivo de obter generalizagdes da Lei de Fourier, a literatura especializada
tem-se dedicado a diversos tipos de modelos. As equacdes de Cattaneo-Vernotte (1958) e de
Tzou (1995) foram propostas com a finalidade de ampliar essa lei através da inclusdo de
termos de atraso no gradiente de temperatura e no fluxo de calor. Essas equacdes tém sido
aplicadas com frequéncia em problemas andmalos que envolvem mudanga de fase. Exemplos
desse tipo de problema correspondem aos processos de solidificacdo rapida, de crioterapia
para tratamento de tumores e de fusdo de nanoparticulas (SCHWARZWALDER; MYERS;
HENNESSY, 2020). Outra maneira de generalizar a Lei de Fourier consiste na aplicagdo de
modelos que apresentam derivadas com ordem fraciondria. Com o uso desses modelos tem-se
obtido resultados muito interessantes e promissores, por exemplo, em problemas andmalos
relacionados ao aquecimento de filmes finos de metais através de laser e em aplicagdes que
envolvem multiplas camadas em tecidos (MOZAFARIFARD; MORTAZAVINEJAD;
TOGHRALIE, 2020).

Novas abordagens também tém sido propostas para generalizar a Lei de Fick. Neste
caso também se pode usar equacdes diferenciais com ordem fraciondria, assim como ocorre
na generalizacdo da Lei de Fourier (GERASIMOYV, 2021). A aplicagdo desse tipo de modelo

pode ser observada em problemas andmalos de transferéncia de massa que envolvem meios



geologicos fraturados, o movimento de proteinas e solidos amorfos (LI et al., 2020). Para
generalizar a Lei de Fick, também se t€ém considerado modelos que apresentam derivadas de
ordem superior a dois da concentragao em relacdo a varidvel espacial (PARADISI et al.,
2001). Problemas de transferéncia de massa nos quais se observa o fenomeno da retengao de
particulas podem ser descritos com uma boa precisdio por modelos desse tipo
(BEVILACQUA, GALEAO; COSTA, 2011a,b). Além disso, tém sido utilizadas equagdes
nas quais se considera que o coeficiente de difusdo ¢ dependente do tempo e/ou da
concentracdo. Estudos de caso que envolvem a transferéncia de massa em zeodlitas e a
absorc¢ao de agua em calcario correspondem a alguns exemplos em que esse tipo de equagdo
tem sido aplicado na descrigdo de fenomenos anomalos (LIMA; LOBATO; AROUCA, 2019;
ZHOKH; STRIZHAK, 2019).

De forma a descrever fenomenos anomalos de transferéncia de calor e de massa,
também tém sido utilizados modelos compostos por equagdes diferenciais estocasticas.
Alguns destes correspondem ao modelo de caminhadas aleatérias com tempos continuos, aos
voos e caminhadas de Lévy, a equagdo de Langevin generalizada e a equacdo mestra
generalizada (SHLESINGER; ZASLAVSKY; KLAFTER, 1993; KLAGES; RADONS;
SOKOLOV, 2008; VISWANATHAN et al., 2011; MEROZ; SOKOLOV, 2015).

Embora a generalizacdo das tradicionais leis seja extremamente interessante, a
complexidade dos modelos oriundos da incorporagdo destas novas ideias faz com que estes se
tornem muito mais dificeis de serem resolvidos, seja analiticamente ou numericamente
(KHEYBARI; DARVISHI; HASHEMI, 2020). Assim, de forma geral, pode-se dizer que a
resolucdo numérica de problemas que caracterizam fenomenos andmalos representa um
grande desafio, visto que estes exigem o desenvolvimento ou aprimoramento de estratégias ja
existentes de forma a reduzir o custo computacional associado (GREER; BERTOZZI;
SAPIRO, 2006). Além disso, também se deve ressaltar a dificuldade de obtengdo de pontos
experimentais para fins da determinagdo dos parametros adicionais presentes em modelos
andmalos (LIU et al., 2017; SCHWARZWALDER; MYERS; HENNESSY, 2020).

No contexto analitico, observa-se o desenvolvimento de abordagens para a resolucao
de modelos andmalos. O método da transformada de Laplace tem sido utilizado para resolver
problemas andmalos que envolvem a difusdo de gases e a transferéncia de calor em sistemas
biologicos (RASMUSSEN; CIVAN, 2015). O método da separacdo de variaveis tem sido
aplicado com frequéncia na resolugdo de modelos andmalos de transferéncia de calor em
aletas ¢ em tecidos (KUNDU; LEE, 2013). Problemas anomalos de transferéncia de massa

que envolvem a secagem em meios porosos também tém sido resolvidos por esse método



(GOU; CAI, ZHANG, 2005). Muitas solugdes analiticas de modelos anomalos também tém
sido obtidas através dos métodos da transformada de Fourier e das fung¢des de Green
(GHAZANFARIAN; SHOMALI; ABBASSI, 2015).

Os métodos analiticos empregados para a resolucdo de problemas anomalos
apresentam algumas limitagdes, dentre as quais se podem citar: a alta complexidade da
estrutura matematica e a necessidade de simplificagdo dos modelos (LIU; LI; ZHANG, 2020).
Neste caso, pode-se chegar a situagdes em que estes ndo sdo capazes de representar a
realidade. Como exemplo pode-se citar problemas anomalos de transferéncia de calor em
tecidos (KENGNE; LAKHSSASSI, 2015). Muitas das solugdes analiticas desses problemas
sdo obtidas para o regime permanente ou em um dominio infinito. Além disso, muitos
problemas anomalos envolvem geometrias complexas e equagdes ndo lineares. Em ambos os
casos, as solugdes analiticas sdo obtidas com muita dificuldade (RIVERA et al., 2010).

Devido as limitagcdes apresentadas pelas solu¢des analiticas, muitos pesquisadores
tém-se dedicado ao desenvolvimento ou aprimoramento de métodos numéricos para a
resolucao de modelos anomalos. Neste cenario, o método das diferencas finitas tem sido
aplicado em problemas andmalos de transferéncia de calor em tecidos e de transferéncia de
massa descritos por equagdes que apresentam termos fonte ndo lineares (SINGH; GUPTA;
RAIL 2011; BU; XIAO; ZENG, 2017). O método dos volumes finitos tem sido utilizado com
frequéncia em problemas andmalos, principalmente, em sistemas biologicos (KUMAR; RAI,
2017). Também se pode citar a aplicacdo do método da perturbagdo homotopica na resolucao
de modelos andomalos nesses sistemas. Outro exemplo de aplicacdo desse método corresponde
a problemas andmalos de transferéncia de massa em catalisadores porosos. Aplicacdes
considerando os métodos dos elementos de contorno e dos elementos finitos em modelos
andmalos também podem ser encontradas (HOSSEINI; SLADEK; SLADEK, 2013).

Muitos estudos tém sido realizados com o objetivo de propor e resolver problemas de
estimacdo de parametros de modelos que descrevem fendomenos andmalos. Isso pode ser
observado em trabalhos que avaliam a transferéncia de calor em tecidos e materiais porosos
(GHAZIZADEH; AZIMI, MAEREFAT, 2012; BROCIEK et al., 2019). A estimacao de
parametros também tem sido realizada no contexto andmalo em termos da transferéncia de
massa em meios porosos € da absorcdo de dgua em diferentes materiais (FAN; JIANG;
CHEN, 2016; LIMA; LOBATO; AROUCA, 2019). Para a resolugdo desses problemas
inversos diferentes métodos podem ser empregados, dentre os quais se podem citar: os
algoritmos de Evolucdo Diferencial e da Colonia de Formigas no contexto heuristico e dos

Gradientes Conjugados no contexto classico (BROCIEK et al., 2019; LIMA; LOBATO;



AROUCA, 2019; MATTOS, 2021).

Além disso, tem-se empregado diversos softwares na resolucdo de problemas
andmalos. Neste contexto, as equacgdes diferenciais com ordem fracionaria que representam
fendmenos andmalos de transferéncia de calor em tecidos e de transferéncia de massa em
meios porosos tém sido resolvidas com o auxilio do software MATLAB® (DAMOR;
KUMAR; SHUKLA, 2015; GHANMI; ABBAS, 2019; LIANG et al., 2019; HOBINY et al.,
2020). Este também tem sido utilizado na simulacdo de modelos que apresentam termos de
atraso no fluxo de calor e no gradiente de temperatura em tecidos e em aletas e de modelos
nos quais se considera o coeficiente de difusdo dependente do tempo, utilizados na descricao
de fendmenos andmalos de difusdo de vapor (KUMAR; RAI 2016; XU et al., 2017; SINGH;
KUMAR; RAI 2018). Outro software frequentemente utilizado em problemas andmalos ¢ o
MATHEMATICA®. Modelos que apresentam derivadas de ordem fracionaria e descrevem a
transferéncia de massa em meios fraturados t€ém sido resolvidos com o uso desse software
(FOMIN; CHUGUNOYV; HASHIDA, 2011). Este também tem sido aplicado na resolucao de
equagdes nas quais se considera um coeficiente de difusdo de massa dependente da
concentracdo e de modelos que apresentam termos de atraso no fluxo de calor e no gradiente
de temperatura (KHAIRY, 2011; ZHOKH; STRIZHAK, 2019). Também se podem encontrar
aplicagdes usando o software COMSOL Multiphysics® na resolucio de equagdes nas quais se
encontram termos de atraso no fluxo de calor e no gradiente de temperatura, utilizadas na
descrigdo da transferéncia de calor em diversos meios (RIVERA et al., 2010; PAUL; PAUL,
2018; RIETH; KOVACS; FULOP, 2018). Em problemas anomalos que envolvem a
transferéncia de calor em meios bioldgicos, equagdes diferenciais com ordem fracionaria tém
sido resolvidas numericamente com o uso do software MAPLE® (ABDULHUSSEIN; ODA,
2020; ROOHI; HEYDARI;, AVAZZADEH, 2021). Este também tem sido utilizado na
resolugdo de equagdes diferenciais de ordem fraciondria que descrevem a transferéncia de
massa e de equacdes que apresentam termos de atraso no fluxo de calor e no gradiente de
temperatura (ZHANG; SHANG, 2015; KHEYBARI; DARVISHI; HASHEMI, 2020).

Conforme pode ser constatado, o conhecimento dos perfis de temperatura e de
concentragdo em aplicagdes distintas configura um tema de grande importancia nos dias
atuais. Do ponto de vista matematico, a grande maioria destas aplicacdes ainda se restringe a
resolucao de modelos baseados nas tradicionais Leis de Fourier e de Fick. Assim, o estudo de
modelos generalizados para as tradicionais leis de transporte configura um tema promissor,
tanto do ponto de vista numérico quanto do ponto de vista experimental (GOUDARZI;

AZIMI, 2019; ZHOKH, 2019).



Diante do que foi apresentado, a presente tese tem por objetivo principal avaliar um
modelo hiperbolico diferencial parcial fraciondrio no espaco em relacdo a contribui¢ao
difusiva para a representagao de fenomenos anomalos de transferéncia de calor e de massa.

Como objetivos especificos citam-se:

e Estender o Método Pseudo-Espectral de Legendre e o Método das Diferengas Finitas
para o contexto fraciondrio para resolver o modelo proposto (Equacdo de Advecgao-
Dispersdo Hiperbolica Fraciondria);

e Comparar os resultados obtidos por estas duas abordagens considerando estudos de
caso que apresentam solucao analitica e resultados reportados na literatura. Neste caso,
também se objetiva avaliar a capacidade de ambas as metodologias propostas no que
tange a resolu¢do de modelos simplificados (modelos parabdlicos com ordem inteira e
fracionaria);

e Avaliar a influéncia dos parametros deste modelo nos perfis obtidos;

e Propor uma estratégia para corrigir, dimensionalmente, os modelos fracionarios
considerados;

e Formular e resolver problemas inversos sintéticos e reais para estimar os parametros
do modelo proposto, bem como dos modelos resultantes da simplificacdo desse
modelo. Para essa finalidade o algoritmo de Evolugdo Diferencial ¢ considerado como

estratégia de otimizagao.

Este trabalho esta estruturado como segue. No Capitulo 2 ¢ apresentado o estado da
arte no que tange a modelagem das transferéncias de calor e de massa, os métodos aplicados
para a resolucdo de problemas andmalos, uma breve revisdo sobre derivadas fraciondrias e
informagdes referentes as caracteristicas e aos métodos de resolugdo de problemas inversos. O
Capitulo 3 apresenta a descricdo da metodologia utilizada na resolugdo dos modelos
considerados e dos problemas inversos propostos. No Capitulo 4 sdo apresentados os
resultados e a discussdo dos mesmos. Finalmente, no ultimo capitulo sdo apresentadas as

conclusdes deste trabalho e as sugestdes para trabalhos futuros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo ¢ dedicado a revisitar o estado da arte no que tange o escopo deste
trabalho. Neste caso sdo apresentadas informagdes referentes aos modelos empregados para
representar fendmenos andmalos de transferéncia de calor e de massa, aos métodos
tradicionalmente usados para a resolug¢do (analitica e numérica) desses modelos, uma breve
revisdo do célculo fracionario e a formulagdo e resolucdo de problemas inversos, com
destaque para a modelagem matematica e o algoritmo de Evolugdo Diferencial, técnica

empregada para a resolucdo deste tipo de problema de otimizagao.
2.1 Leis Classicas da Conducao de Calor e Difusao de Massa

A transferéncia de calor ¢ definida como o transito de energia térmica, que se deve a
diferenga de temperaturas no interior de um meio ou entre mais de um meio (INCROPERA et
al., 2006). Esse processo pode ocorrer através dos mecanismos de condugdo, convecgdo e
radiagdo. A condug@o ocorre em nivel molecular e consiste na transferéncia de calor entre as
particulas de um meio estaciondrio. No caso da convecg¢do, a energia ¢ transferida entre uma
superficie ¢ um fluido em movimento. Ao contrario dos processos anteriores, a transferéncia
de calor por radiagdo ndo necessita de um meio material para ocorrer. A radiacdo consiste na
energia emitida por uma matéria cuja temperatura ¢ diferente de zero. Essa emissdo de energia
deve-se a mudangas ocorridas nas configuracdes eletronicas dos atomos e moléculas
constituintes da matéria (INCROPERA et al., 2006).

A equagdo mais utilizada para descrever a conducao de calor corresponde a Lei de
Fourier. Essa equacdo fenomenoldgica tem sido aplicada em diversos problemas de
engenharia. Segundo essa equacdo, o fluxo de calor ¢ diretamente proporcional ao gradiente
de temperatura. De acordo com Bird, Stewart e Lightfoot (2002), a Lei de Fourier ¢ dada pela
Equagdo (2.1).
qg=—kVT, (2.1)

em que ¢ ¢ o fluxo de calor, k£ ¢ a condutividade térmica e 7' ¢ a temperatura.

J4 a transferéncia de massa consiste no transito de massa de um componente de uma
mistura. Esse processo ocorre da regido de maior para a de menor concentracdo do
componente e se deve a um gradiente de concentracdo. A transferéncia de massa pode ocorrer
de dois modos andlogos a conducdo e a convecgdo de calor. A transferéncia de massa que

ocorre de maneira semelhante a conducao de calor corresponde a difusdo de massa

(INCROPERA et al., 2006).



Em grande parte dos problemas de engenharia, a difusdo de massa ¢ descrita pela Lei
de Fick. Assim como a Lei de Fourier da condug¢do de calor, essa equacdo também ¢

fenomenologica. Segundo Welty et al. (2007), a Lei de Fick ¢ dada pela Equacao (2.2).
J,=-D,VC,, (2.2)
em que J,4 ¢ o fluxo massico difusivo do componente A, D45 ¢ o coeficiente de difusdo e Cy ¢

a concentracao massica do componente A.
2.2 Fenomenos Andomalos

Tradicionalmente, os processos de condugao de calor sdo descritos pela Lei de Fourier,
principalmente em sistemas macroscopicos. O uso dessa lei implica em uma velocidade
infinita de propagagdo do calor no meio. Porém, em muitos problemas de engenharia ¢
necessario utilizar modelos que consideram um valor finito dessa velocidade. Esse € o caso,
por exemplo, de estudos de caso referentes a transferéncia de calor em tecidos e em
nanomateriais. Fendmenos em que a aplicagdo da Lei de Fourier ndo gera resultados razodveis
sd0 denominados fendomenos anomalos (WANKHADE; KUNDU; DAS, 2018). Estes
ocorrem, principalmente, em problemas nos quais o gradiente de temperatura ¢ muito alto, as
variaveis do espago e do tempo encontram-se em uma escala nano ou micro e as temperaturas
envolvidas sdo extremamente baixas (DANESHJOU et al., 2016).

Fenomenos andmalos também ocorrem em transferéncia de massa, devido ao fato da
Lei de Fick também estar relacionada a hipotese de velocidade infinita de propagacao. No que
tange a transferéncia de massa, esses fenomenos sdo observados quando o gradiente de
concentracdo ¢ muito alto, os meios envolvidos sdo altamente heterogéneos e em problemas
nos quais a varidvel temporal apresenta valores muito baixos (CHEN; LIU, 2003;
BARBEIRO; FERREIRA; PINTO, 2011; ZHOKH, 2019). Nesses casos, a relacao entre fluxo
massico difusivo e gradiente de concentragdo deixa de ser linear e se torna necessario
adicionar termos referentes aos efeitos ndo lineares na Lei de Fick (FERREIRA; PENA;
ROMANAZZI, 2016). Fendmenos anOmalos para essa lei tém sido observados com
frequéncia em meios porosos, ja que a mesma nao considera efeitos de memoria e as
restricdes geométricas presentes na estrutura desses meios (QUIROZ et al., 2019). Também se
tem verificado a ocorréncia desses fendmenos na difusdo de massa em células e no plasma
(SULEIMAN et al., 2020).

Richardson (1926) observou uma baixa precisdo da Lei de Fick para a difusdo

turbulenta na atmosfera. O autor considerou uma difusdo relativa entre duas particulas



inicialmente proximas e verificou o aumento da difusividade relativa com o incremento da
distancia entre as particulas. Crank e Park (1951) observaram um comportamento anomalo da
difusdo em polimeros de alta massa molecular a partir da realizagdo de experimentos de
adsor¢ao e dessorcao. Styris € Tomizuka (1963) também realizaram experimentos para avaliar
a difusdo de zinco em cristais de cobre. Para valores baixos de distdncia de penetragdo, foi
observado que o processo apresentou caracteristicas andmalas. Brown, Chung e Matthews
(1966) estudaram a transferéncia de calor em H¢lio liquido e em alumina em baixas
temperaturas. Os autores analisaram os perfis de temperatura obtidos experimentalmente e
concluiram que, para ambos 0s materiais, 0 processo apresentou um comportamento andémalo.
Nicholas (1966) observou a difusdo andmala de impurezas de boro e fosforo em cristais de
silicio. Isso foi verificado para concentragdes altas das impurezas. Ott et al. (1990) avaliaram
a difusdo de sondas fluorescentes em um sistema de micelas alongadas. Para baixas
concentragdes, os autores observaram um comportamento normal do processo. Para altos
valores de concentragdo, foi verificada uma difusdo andmala. Isso foi observado para tempos
inferiores a um determinado valor.

Mitra et al. (1995) realizaram experimentos para estudar a transferéncia de calor em
uma amostra de carne processada. A partir dos resultados os autores observaram uma
diferenga significativa entre os perfis de temperatura obtidos experimentalmente e os preditos
pela Lei de Fourier. Davydov et al. (2001) estudaram a transferéncia de calor em tecidos
musculares, onde foram observadas caracteristicas anomalas. Kiintz e Lavallée (2001)
avaliaram dados experimentais da absor¢do de dgua em amostras de argila e calcério,
presentes nos trabalhos de Carpenter et al. (1993), Pel et al. (1995) e Pel, Kopinga e Brocken
(1996). Esses dados foram obtidos através da técnica de ressonancia magnética nuclear. Os
autores verificaram que, para ambos os materiais, 0 processo apresentou um comportamento
andmalo. Roetzel, Putra e Das (2003) determinaram experimentalmente os perfis de
temperatura de amostras de cinco materiais: esferas de cobre revestidas, silica, alumina em
po, hidroxido de sédio em pd e carne processada. Os autores observaram um comportamento
hiperbolico do processo para todos os materiais considerados.

Silva (2006) utilizou o método da ressonancia magnética nuclear para avaliar a difusdo
de agua em zeolitas. A partir dos experimentos realizados, o autor obteve perfis de
concentracao de agua em fun¢do do comprimento de penetragao no sélido e do tempo. Ao
analisar esses perfis, o autor verificou que o processo apresentou caracateristicas subdifusivas.
Derec et al. (2010) estudaram a difusdo de um ferrofluido em 4gua. Inicialmente, foram

realizados experimentos sem a presenga de um campo magnético. Nesse caso, 0s autores
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observaram um comportamento normal da difusdo. Posteriormente, os experimentos foram
realizados na presenca de um campo magnético. Para esta condicdo experimental, foi
verificada uma difusdo anomala.

De acordo com Bevilacqua, Galedo e Costa (2011a), processos de difusdo nos quais
ocorre o fendmeno da retengdo de particulas ndo podem ser descritos pela lei tradicional da
difusdo. Esse fenomeno foi observado por Atsumi (2002) para a difusdo de hidrogénio em
grafite, D’ Angelo et al. (2003) no escoamento de fluidos ndo newtonianos em meios porosos
e Muhammad (2004) para a difusdo de contaminantes inorganicos em bentonita. Van et al.
(2017) avaliaram a transferéncia de calor unidimensional em amostras de um capacitor, de
calcario, de uma rocha e de uma espuma metdlica. Nesse estudo foram realizados
experimentos em que se produziram pulsos de calor sobre as amostras. Para os quatro
materiais utilizados, os perfis de temperatura determinados experimentalmente mostraram-se
distantes dos obtidos quando se considerou a Lei de Fourier. Fiilop et al. (2018) realizaram
experimentos semelhantes aos efetuados por Van et al. (2017). Utilizando amostras de basalto
de trés espessuras diferentes, os autores verificaram que o aumento da espessura das amostras
ocasionou a elevagao da diferencga entre os perfis de temperatura obtidos e os preditos pela Lei
de Fourier. Além disso, para as trés amostras avaliadas foi verificada uma baixa precisdo da
lei tradicional da condugao de calor.

Com o objetivo de descrever os fendmenos andomalos de maneira mais precisa, as Leis
de Fourier e de Fick tém sido generalizadas a partir de diversos tipos de estratégias. Dentre
estes, destacam-se: os modelos que apresentam derivadas de ordem fraciondria, os compostos
por derivadas de ordem superior a dois, os que apresentam termos de atraso no fluxo, de calor
ou de massa, e no gradiente, de temperatura ou de concentragdo, e os em que se considera que
o coeficiente de difusdo depende do tempo e/ou da concentracdo, ou que a condutividade
térmica ¢ funcdo do tempo e/ou da temperatura (PARADISI et al., 2001;ZHOKH;
STRIZHAK, 2019; MOZAFARIFARD; MORTAZAVINEJAD; TOGHRAIE, 2020). Além
destes modelos, equagdes estocasticas também té€m sido utilizadas para descrever fendmenos
andmalos (SHLESINGER; ZASLAVSKY; KLAFTER, 1993; KLAGES; RADONS;
SOKOLOV, 2008; VISWANATHAN et al., 2011; MEROZ; SOKOLOV, 2015).

2.2.1 Modelos Anomalos que Apresentam Termos de Atraso

O primeiro modelo para descrever fenomenos anomalos na Lei de Fourier foi proposto
por Cattaneo (1958) e Vernotte (1958) e ¢ conhecido como modelo da onda térmica ou

modelo hiperbolico da conducao de calor (BARMAN; RATH; BHATTACHARYA, 2021).
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Esse modelo ¢ dado pela Equagdo (2.3).
gl +7,)=~kvT(x,1), (2.3)

em que x € a coordenada espacial, ¢ € o tempo e 7, € o tempo de relaxagdo térmica no fluxo de
calor.

A Equacdo (2.3) apresenta um termo de atraso, denominado tempo de relaxacdo
térmica no fluxo de calor ou fator de atraso, que corresponde ao tempo necessario para que o
fluxo de calor seja iniciado, apds a imposi¢ao de um gradiente de temperatura, e, de certa
maneira, consiste em uma medida da inércia térmica do meio. Segundo esta equagdo, depois
da aplicacao desse gradiente, o fluxo de calor ndo se inicia de maneira instantanea, como a lei
de Fourier implica. Nesse caso, o fluxo de calor sofre um aumento gradual, que depende do
valor do tempo de relaxagdo térmica. Esse parametro esta relacionado com o intervalo entre
duas colisdes consecutivas que ocorrem entre elétrons e fonons (ORDONEZ-MIRANDA;
ALVARADO-GIL, 2009). Do ponto de vista fisico, quanto maior o valor do tempo de
relaxagdo térmica de um material, mais tempo as particulas deste levam para transferir o calor
para as particulas vizinhas (SOHAIL et al., 2017).

Em materiais homogéneos, o fator de atraso apresenta um valor muito pequeno, entre
10% e 10" segundos, o que indica que nesses materiais pode-se descrever a condugdo de
calor através da Lei de Fourier. Em problemas que envolvem a transferéncia de calor em
outros meios, como, por exemplo, tecidos, trocadores idnicos e areia, o valor do tempo de
relaxagdo térmica ¢ mais consideravel, da ordem de segundos (ROETZEL; PUTRA; DAS,
2003; GUPTA; SRIVASTAVA, 2019).

O modelo hiperbdlico da condugdo de calor soluciona o problema da velocidade
infinita de propagacdo do sinal térmico da Lei de Fourier, mas também apresenta algumas
limitacdes. Dentre estas, destaca-se a sua baixa precisdo em processos de transferéncia de
calor muito rapidos. Isso se deve ao fato de o modelo ndo considerar os efeitos micro
estruturais que ocorrem nesses processos (ZHUKOVSKY; SRIVASTAVA, 2017,
GOUDARZI; AZIMI, 2019). Além disso, em alguns casos, o uso do modelo da onda térmica
implica em valores negativos de entropia e energia térmica, os quais sdo fisicamente
impossiveis (ASKARIZADEH; AHMADIKIA, 2014).

Com o objetivo de generalizar o modelo da onda térmica, Tzou (1995) propds uma
equagdo que contém um termo adicional de atraso no gradiente de temperatura. Essa equagao
¢ conhecida como modelo de duplo atraso da condug@o de calor, apresentado na Equagao

(2.4).
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q(x, I+, )= —kVT(x, t+7; ), (2.4)

em que 77 € o tempo de relaxacdo térmica no gradiente de temperatura.

Os valores dos termos de atraso no fluxo de calor e no gradiente de temperatura sdo
fundamentais na precisao desse modelo (ELTEJAEI; BALAVAND; MOJRA, 2021). Apesar
de ser muito abrangente, o modelo do duplo atraso da condugdo de calor ndo gera resultados
satisfatorios em todas as situagdes. Isso ocorre em problemas nos quais o caminho livre médio
das particulas carregadoras de energia, tais como os elétrons e fonons, encontra-se na mesma
ordem de grandeza do comprimento caracteristico do meio. Também se verifica uma baixa
precisdao do modelo do duplo atraso quando o tempo de relaxacao das particulas carregadoras
de energia ¢ da mesma ordem de grandeza do tempo de duragdo do processo
(GHAZANFARIAN; SHOMALI; ABBASSI, 2015; WANG; XU; WANG, 2018).

O primeiro modelo para generalizar a Lei de Fick foi proposto por Cattaneo (1958),
através de uma equac¢do andloga ao modelo hiperbdlico da condugdo de calor (CARELLA;
DORAO, 2010). Neste modelo, dado pela Equagao (2.5), a velocidade de propaga¢ao da onda
de concentragdo deixa de ser infinita, sendo esta descrita pela Equacao (2.6).

J(x, )+ z; a]g;’t) =-D 8Ca(x,t)’ (2.5)
' X

_|D
Ve = |—
7

) (2.6)
em que J ¢ o fluxo massico difusivo, D é o coeficiente de difusdo, C é a concentracdao
massica, 7; € o tempo de relaxagdo no fluxo de massa e v¢ € a velocidade de propagagdo da
onda de concentragao.

Também se pode utilizar um modelo de duplo atraso para a difusdo de massa, dado

pela Equacdo (2.7), em que 7¢ representa o tempo de relaxa¢do no gradiente de concentracao

(WILMERS; BARGMANN, 2014).
J(x,t+rj):—DVC(x,t+rc). 2.7

2.2.2 Modelos Anomalos que Apresentam Derivadas de Ordem Superior a Dois

Em alguns casos, a Lei de Fick pode ser generalizada a partir da consideragao de
derivadas parciais de ordem maior que dois da concentragdo em relagdo as variaveis espaciais
(ROUSSEL; ROUSSEL, 2004). Modelos com essas derivadas tém sido aplicados para
descrever processos de retencdo que ocorrem durante a difusao de particulas em alguns meios

especificos (BEVILACQUA; GALEAO; COSTA, 2011a). Para uma distribui¢io simétrica,
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esse fenomeno pode ser descrito pela Equagdo (2.8).

o'C

oC
k,(1-k,)K, o 2.8)

o’C
= (l-k K, = -
ot (1=, K, o’

em que &, ¢ a fracdo massica, K, € o coeficiente de difusdo e K4 o coeficiente de retencdo para
o processo de difusao.

A retengdo de particulas também pode ocorrer em processos de propagacao nos quais
as particulas sdo transferidas para um sentido especifico (BEVILACQUA; GALEAO;
COSTA, 2011b). Nesses casos, o fendmeno ¢ descrito pela Equagao (2.9).

oC oC o’C
E:_kalg-i_km(l_km)KS ax_3’ (29)

em que K; ¢ a velocidade do transporte de massa e K3 o coeficiente de retencdo para o

processo de propagacao.

2.2.3 Modelos Anomalos em que a Condutividade Térmica e o Coeficiente de Difusido

nao sao Constantes

A Lei de Fourier também pode ser generalizada ao se considerar que a condutividade
térmica depende da temperatura. Essa dependéncia é observada, principalmente, quando as
temperaturas sdo muito baixas. Geralmente, considera-se uma relacdo linear entre essas duas
varidveis (KOVACS; ROGOLINO, 2020). Assim, a condutividade térmica pode ser
determinada pela Equag¢do (2.10).

KT)=ky+a,(T-T,) (2.10)

em que ky ¢ a condutividade térmica na temperatura de referéncia, 7y ¢ a temperatura de
referéncia e a; ¢ um parametro da equagao.

A dependéncia entre condutividade térmica e temperatura também pode ser
determinada através de métodos de estimagao de parametros. Nesses casos, considera-se que a
relacdo entre essas duas variaveis ¢ descrita por um polindmio com coeficientes
desconhecidos, que podem ser determinados por algum desses métodos (ZHOU; HU, 2019).
Alguns autores também consideram que a condutividade térmica depende do tempo. Pode-se
determinar essa dependéncia a partir da formulagdo e resolucdo de problemas inversos
(HUSSEIN; LESNIC, 2015).

Outra forma de generalizag¢ao da Lei de Fick consiste em considerar um coeficiente de
difusdo dependente da concentragdo. Nesse caso, tem-se a Equacdo (2.11). A dependéncia do

coeficiente de difusdo com a concentragdo pode ser representada por diversas expressoes.



14

Dentre estas, destacam-se a relagdo linear e a relacdo exponencial entre essas variaveis

(ZHOKH; STRIZHAK, 2019). Essas relacdes sdo descritas pelas Equagdes (2.12) e (2.13),

respectivamente.

ocC 0 oC

-\ DplC) =

ot ﬁx( €) ﬁx} @11
D(C)=D,(1+.C), 2.12)
D(C)=D, exp(l+ B.C) (2.13)

em que D ¢ o coeficiente de difusdo, C € a concentragdo massica, Dy ¢ coeficiente de difusao
inicial, f. e f. sdo parametros a serem determinados.

Kiintz ¢ Lavallée (2001) consideraram a Equacdo (2.11) para avaliar a difusdo
andmala de agua em materiais porosos. Os autores definiram uma variavel ¢, dada pela
Equagao (2.14), e reescreveram a Equagdo (2.11), considerando essa variavel. Dessa forma,

foi obtida a Equagao (2.15).

-t (2.14)
éd_c+i(D(C)d_C) _o. (2.15)
2dp " dg dp

Kiintz e Lavallée (2001) propuseram outra generaliza¢do da Lei de Fick, dada pela

Equagdo (2.16).

oc_ Q[D(C)(%]n ] (2.16)
ot Ox ox

Lockington, Parlange e Dux (1999) consideraram uma dependéncia exponencial entre
o coeficiente de difusdo e a concentracdo para estudar a difusdo de dgua em concreto. Silva
(2006) utilizou uma relagdo desse tipo entre ambas as variaveis para avaliar a difusdo anomala
em zeolita. Esse tipo de relacdo entre o coeficiente de difusdo e a concentracdo também foi
considerado por Lima, Lobato e Arouca (2019) na proposi¢do e resolu¢do de problemas
inversos envolvendo difusdo anémala.

Também se pode generalizar a Lei de Fick através da consideragdo de que o
coeficiente de difusdo depende do tempo. Isso tem sido utilizado, por exemplo, no estudo da
difusdo de cloretos em concretos (PETCHERDCHOO, 2013). Nesse caso, a relagdo entre
coeficiente de difusdo e tempo ¢ dada pela Equagao (2.17).

D(t)= Hﬁl , (2.17)

t
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em que ¢t ¢ o tempo de exposicdo do concreto e S, ¢ um pardmetro determinado

experimentalmente.
2.2.4 Modelos Anomalos que Apresentam Derivadas com Ordem Fracionaria

O surgimento do calculo fracionario data do dia 30 de setembro de 1695, em uma carta
escrita por Leibniz para L’Hopital, na qual o autor questionava se seria possivel generalizar o
significado das derivadas de ordem inteira para derivadas de ordem nao inteira. Na resposta a
carta, L’Hopital levantou a possibilidade de se utilizar uma derivada de ordem igual a 1/2.
Leibniz respondeu dizendo que isso poderia gerar um paradoxo, mas que no futuro poderiam
ser tiradas conclusdes tuteis a partir desse paradoxo (MALINOWSKA; ODZIJEWICZ;
TORRES, 2015).

Em 1697, Leibniz enviou cartas para J. Wallis e J. Bernoulli, nas quais sugeriu que
uma derivada de ordem #n, sendo » um valor ndo inteiro, poderia ser definida de acordo com a

Equagio (2.18) (ABBAS; BENCHOHRA; N’GUEREKATA, 2012).

d"e™ 0
" =me-. (2.18)
Em 1730, Euler sugeriu que a derivada de ordem ndo inteira de uma fungdo que
apresenta uma poténcia poderia ser dada pela Equacdo (2.19), em que I' representa a fungao
Gama, definida segundo a Equacdo (2.20). Assim, o autor obteve a expressao dada pela
Equagdo (2.21) para a derivada de ordem 1/2 da fungdo f(x)=x (ABBAS; BENCHOHRA;

N’GUEREKATA, 2012).

d"x" _ T(m+1) o (2.19)
dx" F(m—n+1)

(&)= Tﬁ-le-fdt, (2.20)

2 1
d lxﬁ/ﬁ -2 (2.21)
> Vz
Em 1812, Laplace propds uma formulagio para uma derivada de ordem fracionaria em

termos de uma integral (ORTIGUEIRA, 2013). O termo “derivada de ordem arbitraria” foi

utilizado pela primeira vez no livro escrito por Lacroix (1819). O autor propos a Equagao
(2.22) para a determinagdo da derivada de ordem n da fungdo f{x)=x", sendo m um niimero

inteiro positivo € # um niimero inteiro menor que m.
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d'x" m!

dx" (m—n)!

X" (2.22)

Substituindo o simbolo fatorial pela funcdo Gama na Equagdo (2.22), o autor
determinou a expressdo dada pela Equacdo (2.23) para o calculo da derivada de ordem o da
fungao f(x)ZxB , sendo a e f nimeros nao inteiros. Usando a Equagao (2.23), Lacroix obteve a

expressao para a derivada de ordem 1/2 da funcao f{x)=x. A Equacdo (2.24) representa essa

expressao.
a . p
' __DPY) e (2.23)
dx*  T(f-a+l1)
1
5 1
d>x _ T(2) oo |X (2.24)

1 3 '
> 12
dx [2j

Fourier (1822) propos a Equagdo (2.25) para representar uma fungdo f{x). A partir
dessa equagdo, o autor obteve uma expressao para a derivada de ordem » da fun¢do, sendo n

um valor ndo inteiro. Essa expressao ¢ dada pela Equagao (2.26).

flx)= i If(z)dz_[cos(px— pz)dp, (2.25)
d;igx) - i L / (Z)dewp" CO{px —pz+n %)dp- (2.26)

Abel (1823) resolveu a Equacdo (2.27), presente no problema da tautcrona, e propds

que a solucdo dessa equacao ¢ definida pela Equacao (2.28).

Lo gl
il gk 0o
g(x)= r(ll_a)%I (XJ: (Z)) du. (2.28)

Liouville (1832) foi o primeiro autor a apresentar uma teoria sobre derivadas
fraciondrias e definiu uma expressao para a derivada de ordem o da funcdo exponencial,
sendo oo um numero arbitrario. Essa expressao ¢ dada pela Equagdo (2.29) e foi obtida a partir
da extensdo da derivada de ordem inteira dessa fungdo (DEBNATH; BHATTA, 2006).

d%e”™

dx”

Daeax _

=a%e™. (2.29)

Considerando que uma fun¢do f{x) pode ser representada por uma série de fungdes

exponenciais, de acordo com a Equacdo (2.30), Liouville obteve a expressdo dada pela
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Equacdo (2.31) para a derivada de ordem arbitraria dessa func¢do. Essa equacdo ¢ conhecida
como primeira expressdo de Liouville para a derivada fracionaria (DEBNATH; BHATTA,
2006).

flx)=c,e™, (2.30)
D* f(x)= icnafe”"x. (2.31)

A Equagdo (2.31) ¢ valida para qualquer valor de a, porém somente pode ser aplicada
para fungdes que apresentam a forma descrita pela Equagao (2.30). Por isso, Liouville propos
outra defini¢do para a derivada de ordem ndo inteira. Essa defini¢cdo baseia-se na fungdo
Gama, foi obtida para a fung¢ao j(x)Zx'ﬂ , sendo £ maior que zero, e ¢ dada pela Equacao (2.32)
(DEBNATH; BHATTA, 2006).

vt _ (L D@t B) —ayp 2.32
Dt = (1) L, 232)

A Equagdo (2.32) ¢ denominada segunda expressdo de Liouville para a derivada
fracionaria e também nao ¢ valida para uma faixa muito ampla de fungdes. Para uma fungao
constante, na qual £ ¢ equivalente a zero, tem-se que a derivada ¢ nula, de acordo com a
Equagdo (2.32), ja que I'(0)=o. Esse resultado difere do obtido pela expressdo apresentada
por Lacroix, pois substituindo =0 na Equacdo (2.23), observa-se que a derivada ndo ¢ nula.
Por isso, alguns autores consideram que a derivada fracionaria pode ser obtida pela expressao
proposta por Lacroix e outros que a definicao de Liouville ¢ correta (DEBNATH; BHATTA,
2006).

A defini¢do de integral fracionaria de Riemann-Liouville é apresentada na Equacdo
(2.33), na qual ,D,” e ,J," representam o operador integral de Riemann-Liouville. A definigdo
de integral fracionaria de Liouville ¢ obtida fazendo-se a=-o na Equagdo (2.33). Fazendo-se
a=0 nessa equagdo, obtém-se a definicdo de integral fracionéria de Riemann (HILFER, 2000).
DS 1) = s e o 2.33)

Desde o surgimento do célculo fraciondrio, muitas defini¢cdes de derivadas de ordem
fracionaria foram propostas. Dentre estas, destacam-se as definigdes de Riemann-Liouville,
Griinwald-Letnikov e Caputo, representadas pelas Equacdes (2.34), (2.35) e (2.36),
respectivamente. Nessas equagoes, n corresponde a um numero inteiro (GOUDARZI; AZIMI,

2019).



18

a 1 dn 0 n—a-1
a o D: f(t):F(n—a) o !(z‘—r) f(r)dr, n—1<a<n, (2.34)
H
oo DFF(O)=Timh™ 3 (= ( J t - kh), (2.35)
0= )j(t_r)"-a-l O, n-1<a<n, (2.36)
n—o

A definicdo de derivada fracionaria de Riemann-Liouville foi fundamental para o
desenvolvimento do calculo fracionario. Em problemas que apresentam essa derivada, sdo
necessarias condi¢des iniciais que incluem os valores limites da mesma em 7=0. Esses valores
ndo apresentam um significado fisico muito claro. Por isso, essa definicdo de derivada
fracionaria tem sido utilizada com muito mais frequéncia em problemas de matematica pura
do que em problemas de engenharia (GHAZIZADEH; MAEREFAT; AZIMI, 2010;
KHEYBARI; DARVISHI; HASHEMI, 2020).

A definicdo de derivada fracionaria de Griinwald—Letnikov ¢ equivalente a de
Riemann-Liouville para uma ampla gama de fungdes. Por isso, derivadas fracionarias de
Riemann-Liouville podem ser aproximadas numericamente através da defini¢dao de Griinwald-
Letnikov (GHAZIZADEH; MAEREFAT; AZIMI, 2010).

Em problemas nos quais as condi¢des iniciais apresentam um significado fisico claro,
o uso de derivadas fraciondrias de Caputo ¢ muito interessante. Isso pode ser explicado pela
semelhanca entre as condigdes iniciais de equagdes que apresentam essas derivadas e as
condigdes iniciais de equagdes diferenciais em que se encontram derivadas de ordem inteira
de fung¢des em =0 (KHEYBARI; DARVISHI; HASHEMI, 2020).

Durante a maior parte do periodo apos o surgimento do calculo fracionario, este se
desenvolveu e foi aplicado quase exclusivamente no contexto da matematica pura. Somente
nas ultimas trés décadas, as derivadas e integrais de ordem fraciondria comecaram a ser
utilizadas em outras areas da ciéncia e da engenharia. Em muitas dessas areas, esses tipos de
derivadas e integrais tém-se mostrado mais adequados na descri¢do de fendmenos do que as
derivadas e integrais de ordem inteira (LONGIJIN; REN; QIU, 2010).

Em um trabalho de revisdo bibliografica, Sun et al. (2018) apresentam diferentes
aplicagdes em que se tem utilizado o célculo fraciondrio. Na fisica podem ser encontradas
aplicacdes em problemas que envolvem a difusdo andmala em meios complexos, a
espectroscopia de impedancia elétrica e a formagao e dissolugao de nanoprecipitados em ligas

metalicas. Segundo os autores, também se tem utilizado o célculo fracionario para descrever o
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escoamento de fluidos viscoeldsticos em microcanais, o transporte de gases em meios
heterogéneos e o comportamento viscoeldstico de nanoestruturas. No referido trabalho
podem-se encontrar modelos constituidos por derivadas de ordem fracionaria para o
tratamento de tumores por hipertermia e analise da dindmica do sistema nervoso. Ainda de
acordo com Sun et al. (2018) os modelos fracionarios também tém sido utilizados na
economia, na estimagdo de pardmetros em problemas que envolvem supercapacitores e na
descricdo de propriedades dielétricas andmalas de alguns materiais e do comportamento
termomecanico de polimeros amorfos.

Modelos que apresentam derivadas de ordem fraciondria tém-se mostrado muito
eficientes na descricdo de fendmenos andmalos, principalmente, em problemas de conducao
de calor. Esses modelos diferenciam-se dos modelos continuos, como o modelo hiperbolico e
o modelo do duplo atraso da conducao de calor, por apresentar uma natureza nao local. Além
disso, os modelos fracionarios sdo capazes de descrever os efeitos de memoria presentes no
processo (KUMAR; RAI 2017).

Compte e Metzler (1997) propuseram um modelo fracionario de condugdo de calor,
dado pela Equacgdo (2.37). Esse modelo apresenta uma derivada de ordem fracionaria em

relacdo ao tempo, definida segundo a definicdo de Riemann-Liouville.
q(x, )+ Ty % = —kVT(x,1), (2.37)
t

em que a € um nimero ndo inteiro, maior que 0 e menor que 1.
Eliminando-se o fluxo de calor da Equagao (2.37), tem-se a Equagao (2.38).

oT (x,1) e 3" T (x,1)
at q atHa

= kV>T(x,1). (2.38)

Com o objetivo de generalizar o modelo hiperbdlico da conducdo de calor,
Ghazizadeh, Maerefat e Azimi (2010) aplicaram uma expansao em séries de Taylor
fraciondria. Assim, os autores obtiveram a Equagao (2.39).

r, 0%gl(x, t)

Ml+a) o (2.39)

q(x,t+rq)=q(x,t)+

2

em que I ¢ a funcdo Gama.

Segundo os autores, podem-se combinar os termos referentes a funcdo Gama e ao
tempo de relaxagdo. Substituindo o modelo de Cattaneo-Vernotte na equacao anterior, tem-se
o modelo hiperbolico fracionario da condugdo de calor, dado pela Equacdo (2.40).

Eliminando-se o fluxo de calor, os autores obtiveram a Equacao (2.41).
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q(x,2)+ Ty %@ = —kVT(x,1), (2.40)
oT(x,t) _, 0" T(x,t
gt )., s at”(“ )_ kV>T(x,1). (2.41)

Como se observa, as equagdes fracionarias para a condugao de calor sao idénticas em
relacdo aos termos das equagdes. Porém, estas consideram defini¢des diferentes de derivada
fracionaria. No modelo proposto por Ghazizadeh, Maerefat e Azimi (2010), a derivada de
ordem fraciondria em relagdo ao tempo ¢ definida de acordo com a definicdo de Caputo. Isso
ocorre, porque com o uso dessa definicdo ¢ possivel aplicar as condi¢des iniciais ¢ de
contorno de maneira mais pratica do que quando se considera a definicdo de Riemann-
Liouville.

Em problemas andmalos de difusdo de massa, também tém sido aplicados modelos
compostos por equacdes diferenciais de ordem fracionaria. A Lei de Fick pode ser
generalizada usando derivadas de ordem nao inteira em relagdo ao tempo, ao espaco ou a
ambas as varidveis independentes. Segundo Yu e Jiang (2013), a equacao fracionaria da Lei
de Fick em relagdo ao tempo e ao espaco ¢ dada pela Equacdo (2.42). Nesse caso, os autores
consideraram a definicdo de derivada fracionaria de Riemann-Liouville.

o [a“c(x,z)

Jm (x7 t) = _D/la atl_g axa_l

j,0<i£1,l<a£2, (2.42)

em que J,, ¢ o fluxo massico difusivo e D), € o coeficiente de difusao andmala.

A equacdo fracionaria da Lei de Fick em relagcdo ao tempo pode ser obtida igualando o
valor de a a 2. Fazendo /=1, obtém-se a equagdo fracionéria da Lei de Fick em relacdo ao
espaco (YU; JIANG, 2013). Assim, os modelos fracionarios da Lei de Fick em relacdo ao

tempo e ao espaco sao dados, respectivamente, pelas Equagdes (2.43) e (2.44).

™" (aC(x,t)
J ——D e LY .
m (x,t) Ao atl_g ( ax ja (2 43)
a—1
J (xt)=—-p, L&l C(_’f’t ). (2.44)
ox“

Zhokh (2019) também considerou um modelo fracionario da Lei de Fick em relagao
ao tempo, dado pela Equacdo (2.45). Nesse caso, o autor utilizou a definicdo de derivada
fracionaria de Caputo.

a 2
6 C = D/Ia a_f
ot” Ox

(2.45)
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2.2.5 Modelos Anomalos Representados por Equacdes Diferenciais Estocasticas

A difusdo andmala ¢ caracterizada por uma relacdo ndo linear entre o deslocamento
quadratico médio das particulas e o tempo, ao contrario do que se verifica na difusao normal
(VLAHOS et al., 2008). Para fendmenos andmalos, essa relacao pode ser dada pela Equagao
(2.46).

(), (2.46)

em que (7) é o deslocamento quadrético médio.

Com base no valor de y, o processo de difusdo pode ser classificado em: subdifusao,
difusdo normal e superdifusdao. A subdifusdo caracteriza-se por um valor desse expoente
inferior a unidade. Para processos de difusdo normal, y ¢ equivalente a 1. Quando o valor de y
¢ superior a unidade, tém-se processos superdifusivos (VLAHOS et al., 2008).

Com o objetivo de descrever a difusdo andmala, também tém sido utilizadas equacdes
baseadas em conceitos da teoria estocastica. Dentre estas, destacam-se: o modelo de
caminhadas aleatorias com tempos continuos, os voos e as caminhadas de Lévy, a equacdo de
Langevin generalizada e a equacdo mestra generalizada (SHLESINGER; ZASLAVSKY;
KLAFTER, 1993; KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008; VISWANATHAN et al., 2011;
MEROZ; SOKOLOV, 2015).

O modelo de caminhadas aleatdrias com tempos continuos (CATC) foi proposto por
Montroll e Weiss (1965). Nesse modelo, considera-se que o tempo entre dois passos na
caminhada e o comprimento dos passos na caminhada, representados, respectivamente, por t;
e /;,, seguem uma distribuicdo continua. Quando os momentos de 7 ou / sdo divergentes,
observa-se a difusdo andmala. A particula realiza » saltos em um intervalo de tempo (0,7) e se
encontra na origem entre o tempo inicial ¢ um determinado tempo ¢;. Nesse instante, ocorre
um salto da particula, cujo comprimento € representado por /;. Até que seja atingido um valor
de tempo #, superior a ¢;, a particula permanece nessa posi¢dao. No instante #,, ocorre um novo
salto da particula e esta atinge a posi¢ao /;+/,. Dessa forma, sdo definidos os tempos de espera

71 € 7o, de acordo com as Equacgodes (2.47) e (2.48).
T, =t, (2.47)
T,=1t,—1. (2.48)

O deslocamento da particula, apds esta realizar n saltos, ¢ dado pela Equacao (2.49).

x=>1, (2.49)
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em que x ¢ o deslocamento da particula.
As funcgdes distribuicdo de probabilidade do comprimento dos saltos e distribui¢ao do

tempo de espera, representadas, respectivamente, por A(/) e w(z), sdo dadas pelas Equacdes

(2.50) e (2.51).

All)= Tl//(l,r)dr : (2.50)

w(r)= Tw(l,r)dl, (2.51)

em que y(/,7) ¢ a fungdo densidade de probabilidade conjunta, que representa a probabilidade
da particula realizar um passo de comprimento / em um instante 7.
O tempo de espera médio e a variadncia do comprimento dos saltos, representados por

<T>e ¢, respectivamente, podem ser determinados através das Equacdes (2.52) e (2.53).
(1) = [o(c)wt, (2.52)
0

o’ = Txl(l)lzdl. (2.53)

A fungdo distribuicdo de probabilidade no dominio de Fourier-Laplace ¢ dada pela
Equacdao (2.54), que pode ser utilizada para descrever processos subdifusivos e

superdifusivos.

) (S){ o (1 7 (k)}, (2.54)

N N

em que Yy € a fungdo distribui¢do de probabilidade no dominio de Fourier-Laplace, w.(s) ¢ a
transformada de Laplace da fun¢do w(7) e Ar(k) € a transformada de Fourier da fun¢ao A(/).
Quando se tem uma divergéncia no primeiro momento da fungdo distribuicdo do
tempo de espera, observa-se uma subdifusdo. Quando essa divergéncia ocorre no segundo
momento da fungdo distribuicao de probabilidade do comprimento dos saltos, sdo observados
voos de Lévy. Nesses processos, a funcdo A(/) decai seguindo uma lei de poténcia (LIMA,

2013). Dessa forma, tem-se a Equacao (2.55).
AD)oc |l ™, 1<p<3. (2.55)
Além dos voos, também existem as caminhadas de Lévy. Na prética, os voos de Lévy

nao sdo aplicados diretamente em fendmenos fisicos. Isso ocorre, pois em voos de Lévy o

desvio quadratico médio ndo depende do tempo, ja que sao considerados passos instantaneos
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de duragdo nula. Isso se deve a dependéncia da velocidade e do tempo total de percurso da
particula em relagdo ao comprimento do passo e ao nimero de passos, quando sdo observados
voos de Lévy. No caso das caminhadas de Lévy, a velocidade da particula apresenta um valor
finito e ndo depende do tamanho do passo. Enquanto isso ha uma proporcionalidade entre o
tempo de percurso e a distancia total percorrida. Com isso, verifica-se uma dependéncia
superlinear do desvio quadratico médio em relagdo ao tempo. Isso caracteriza um
comportamento anomalo da difusao (LIMA, 2013).

A generalizagdo da equagao de Langevin foi proposta por Mori (1965) e Kubo (1966)
e também pode ser utilizada em estudos de sistemas com memoria. Para o caso

unidimensional, a equacdo de Langevin generalizada ¢ dada pela Equacdo (2.56).

% = —[T(e =t W)t + R(e), > 1,, (2.56)

em que v ¢ a velocidade da particula, I'(¢) ¢ a funcdo memoria e R(¢) ¢ a forga estocastica que
atua sobre a particula, ndo correlacionada com a velocidade inicial v(#).
A fungdo memoria e a forga estocéstica que atua sobre a particula satisfazem as

relagdes dadas pelas Equagdes (2.57), (2.58) e (2.59).

}Lngl“(t) =0, (2.57)
(R@)=0, (2.58)
C(t—1)=(R(t)R(t)) = gT(t 1) (2.59)

em que C(f - t’) s@o as correlagdes entre as forgas estocésticas e g € uma constante.
Kannan e Bharucha-Reid (1972) formularam a equacdo de Langevin generalizada

como uma equacao integral dada pela Equagao (2.60).

e, 0) = vty )+ | [T — Wl ) + | mt (e, o)l + [ ol s 0))dM (), (2:60)

fo to ty ly
em que M(¢,w) € um processo estocastico, considerado como uma martingale continua.

O unico processo estavel que apresenta variancia finita corresponde ao movimento
Browniano. Por isso, pode-se considerar que a equag¢do de Langevin generalizada é governada
por processos a-estaveis de Lévy, cuja varidncia ¢ infinita. Santos (2011) determinou a
solucdo dessa equagdo para processos desse tipo e demonstrou que essa consideragdo ¢
interessante. Ao incluir o fator de memoria, a equagdo de Langevin generalizada pode ser
utilizada na descri¢ao de fendmenos anomalos (LIMA, 2013).

A equacdo mestra generalizada, também denominada equagdo mestra com memoria, €
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dada pela Equagdo (2.61). Essa equag¢do ¢ utilizada para descrever a evolucdo da
probabilidade de uma particula encontrar-se em uma determinada posi¢do em um instante ¢,
em processos nao locais no tempo e no espaco. Estes sdo denominados processos nao-

Markovianos (VAN KAMPEN, 1998).

i".t )t (2.61)

ot

aP(i’t;il,tl) - jZ[wi,i’(t _Z')P(i"t,|il’tl)_a)i’,i(t _t')P(il’tl
4 1

em que P ¢ a probabilidade da particula estar em uma determinada posi¢do em um instante ¢ e

¢ uma probabilidade de transigao.
2.3 Métodos para a Resolucio de Modelos Anomalos

Cada modelo utilizado para descrever fenomenos andmalos apresenta caracteristicas
particulares. Além disso, ha algumas dificuldades de resolugcdo que todos esses modelos
apresentam de maneira geral como, por exemplo, o alto custo computacional envolvido nesse
procedimento. Em muitos casos, ¢ muito dificil determinar os pardmetros desses modelos
experimentalmente, o que também dificulta a analise fisica do problema (LIU et al., 2017).
Também ¢ importante enfatizar que os fendmenos andmalos podem apresentar dinadmicas
muito diferentes entre si. Com isso, a determinagdo experimental dos pardmetros pode variar
muito de um modelo para o outro (METZLER; JEON; CHERSTVY, 2016).

Na resolu¢do de modelos que apresentam derivadas de ordem superior a dois, sdo
encontradas dificuldades relacionadas a implementacdo das condi¢gdes de contorno e,
principalmente, ao passo no tempo. Nesses modelos, 0 passo no tempo encontra-se mais
restrito do que em modelos que apresentam equacdes diferenciais de segunda ordem. Isso
dificulta muito a resolugdo desses modelos através de métodos explicitos. A resolucdo de
equagoes diferenciais de ordem maior que dois através de métodos implicitos também nao ¢é
muito simples, pois nesses casos o uso de tais métodos envolve a inversdo de sistemas
compostos por muitas equagdes (GREER; BERTOZZI; SAPIRO, 2006).

No caso dos modelos compostos por equagdes que consideram que o coeficiente de
difusdo ou a condutividade térmica depende de varidveis como concentragdo, temperatura ou
tempo, a principal dificuldade encontrada consiste na obtencdo da solugdo analitica. Quando
se consegue obter essa solucdo, isso ¢ realizado de maneira muito complicada. Por isso, a
maioria desses modelos € resolvida através de métodos numéricos (ZHOKH; STRIZHAK,
2019).

Os modelos com termos de atraso também apresentam alguns problemas de resolucdo.
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A solugdo da equagdo de Cattaneo, por exemplo, em alguns casos, apresenta inconsisténcias
do ponto de vista fisico, principalmente, valores negativos de concentragdo (BRASIELLO et
al., 2019). No caso do modelo hiperbdlico de conducdo de calor, a solugdao apresenta
oscilagdes nas regides proximas a descontinuidades abruptas. Essa corresponde a principal
dificuldade de resolugdo desse modelo (YMELI et al., 2019).

A principal dificuldade encontrada na resolucdo de modelos compostos por equagdes
diferenciais de ordem fraciondria corresponde ao alto custo computacional. Isso ocorre,
porque esses modelos sdo caracterizados como modelos nao locais (CHEN et al., 2017). Além
disso, na pratica, ¢ muito dificil a determinacdo de solucdes em forma fechada dessas
equacdes. Por isso, muitos autores tém buscado obter solugdes aproximadas mais precisas

através de diversos métodos numéricos (KHEYBARI; DARVISHI; HASHEMI, 2020).
2.3.1 Métodos Analiticos para a Resolucio de Modelos Anomalos

A obtengdo de solugdes analiticas ¢ muito importante, ja que estas representam de
maneira mais adequada as caracteristicas fisicas dos modelos. Além disso, a precisao das
solucdes aproximadas, obtidas por métodos numéricos, pode ser verificada com base na
comparagdo com as solucdes exatas (KENGNE; LAKHSSASSI, 2015).

Muitos métodos analiticos tém sido aplicados na resolugdo de modelos que descrevem
fendmenos andmalos. Dentre estes, destacam-se os métodos da transformada de Laplace e da
separacdo de varidveis. Outros métodos de obtencdo de solugdes exatas utilizados nesses
problemas consistem nos métodos da transformada de Fourier e das fun¢des de Green
(GHAZANFARIAN; SHOMALI; ABBASSI, 2015; RASMUSSEN; CIVAN, 2015).

No método da separacdo de varidveis, propde-se uma solucao na forma de um produto
de fungdes exclusivas de cada variavel independente da equagdo diferencial parcial. Com a
aplicagdo desse método, obtém-se um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, que podem
ser resolvidas analiticamente por diversos métodos. O produto das solugdes dessas equacdes
diferenciais ordinarias corresponde a solucao analitica da equagdo diferencial parcial (RICE;
DO, 1995).

Gou, Cai e Zhang (2005) aplicaram o método da separacdo de variaveis em um
problema de transferéncia de calor e de massa com caracteristicas andOmalas em um meio
poroso. Os autores obtiveram solucdes analiticas que apresentaram uma estrutura matematica
relativamente simples. Moosaie (2009) utilizou o método da separacdo de varidveis para
determinar a solucdo analitica da equagdo de Cattaneo-Vernotte para a condugdo de calor

bidimensional em uma esfera oca. O autor considerou que o material era homogéneo e
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isotropico. Assim, foi desconsiderada a influéncia da temperatura nas propriedades térmicas
do material. Devido a ndo homogeneidade das condi¢des de contorno na direg¢do radial, a
solucao do problema foi decomposta em duas partes, sendo uma correspondente a solugdo em
estado estacionario e outra a solugao em regime transiente. Lin (2013) determinou a solugao
analitica do problema de conducdo de calor unidimensional no tecido da pele, considerando o
modelo tradicional, a equacdo de Cattaneo-Vernotte € o modelo de duplo atraso. Para obter as
solucdes analiticas dos dois modelos que apresentam termos de atraso, o autor utilizou o
método da separagdo de variaveis.

De acordo com Boyce e Diprima (2006), a transformada de Laplace de uma fungao £{r)
¢ definida pela Equacdo (2.62), na qual s corresponde a uma varidvel complexa representada
pela Equagdo (2.63).

]

LI ()] = F(s)= [ £(t)exp(—st)dt, (2.62)

0

s=a +bi, (2.63)

em que a, ¢ a parte real da varidvel e b, € a parte imaginaria da variavel.

Ao aplicar o método da transformada de Laplace em uma equagao diferencial parcial,
obtém-se uma equacdo diferencial ordinaria, que pode ser resolvida por diversos métodos
analiticos. Assim, ¢ obtida a fun¢do F(s). Para determinar a fungdo f{¥), realiza-se a inversao
da funcao F(s) (BOYCE; DIPRIMA, 2006). A transformada de Laplace ¢ um operador linear,
o que dificulta sua aplicagdo em problemas ndo lineares. Apesar disso, esse método tem uma
grande vantagem em relacdo a outros métodos analiticos de resolugdo de equagdes
diferenciais parciais. Essa vantagem reside no fato desse método facilitar muito a resolugdo de
equagoes simultaneas (RICE; DO, 1995).

Ghazanfarian e Abbassi (2009) avaliaram a conducdo de calor em uma placa fina,
descrita pelo modelo de duplo atraso. Os autores utilizaram o método da transformada de
Laplace para obter a solucao analitica do modelo. O problema foi resolvido considerando uma
nova condi¢do de contorno, que foi proposta pelos autores e permitiu a consideracao de saltos
na temperatura. Os autores verificaram que o uso dessa nova condi¢do de contorno permitiu
que a conduc¢do de calor em escalas micro e nano fosse adequadamente descrita pelo modelo
de duplo atraso. Fomin, Chugunov e Hashida (2011) utilizaram uma equagao diferencial que
apresenta uma derivada de ordem fracionaria em relacdo ao tempo para descrever a
transferéncia de massa unidimensional em meios fraturados. Para a resolucdo da equagdo, os

autores aplicaram o método da transformada de Laplace. As simula¢cdes do modelo foram
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realizadas no software MATHEMATICA®. Os autores observaram que a equagio diferencial
de ordem fracionaria mostrou-se bastante precisa para a descri¢do do processo.

Rasmussen e Civan (2015) utilizaram um modelo baseado na equacdo de Cattaneo
para descrever a difusdo andomala de gases em um meio heterogéneo. Para obter a solucao
desse modelo, os autores aplicaram o método da transformada de Laplace. Zhang e Shang
(2015) estudaram a condugdo de calor bidimensional em um meio semi-infinito, considerando
coordenadas cilindricas. Para descrever o processo, os autores consideraram o modelo
hiperbolico, cuja solucao exata foi obtida através do método da transformada de Laplace. A
transformada inversa foi determinada com o auxilio do software MAPLE®.

Liang e Chen (2018) utilizaram um modelo composto por uma derivada parcial de
ordem ndo inteira em relagdo ao tempo para avaliar a difusdo andmala em coloides de vidro
de alta densidade. O modelo foi resolvido analiticamente pelo método da transformada de
Laplace. Singh, Kumar e Rai (2018) consideraram o modelo hiperbdlico para descrever a
transferéncia de calor unidimensional em uma aleta. Os autores resolveram o modelo através
do método da transformada de Laplace e obtiveram a transformada inversa com o uso do
software MATLAB®. Hobiny et al. (2020) estudaram a transferéncia de calor no tecido da
pele através de um modelo composto por uma equacdo diferencial parcial que apresenta uma
derivada de ordem fracionéria em relagdo ao tempo e um termo de atraso no fluxo de calor.
Para obter a solugdo analitica do modelo, os autores aplicaram o método da transformada de
Laplace usando o software MATLAB®™ para a obtengdo da transformada inversa. Li et al.
(2020) utilizaram um modelo composto por uma derivada de ordem nao inteira em rela¢do ao
tempo no estudo da difusdo andmala de poluentes em meios fraturados. A solug¢do exata do
modelo foi obtida através da aplicacdo do método da transformada de Laplace.

Segundo Serov (2017), a transformada de Fourier também ¢ um operador integral
linear. A transformada de Fourier de uma funcdo f(x) ¢ definida de acordo com a Equacao

(2.64).

F[f(X)]ZF(é)=ﬁTf(X)exp(—ixé)dx- (2.64)

Ao aplicar o método da transformada de Fourier em equagdes diferenciais ou integrais,
sdo obtidas equacdes algébricas. Realizando-se a inversdo da solugdo dessas equagdes, pode-
se determinar a solu¢do analitica das equagdes originais. Por se tratar de um operador linear,
esse método também ¢ dificilmente aplicado em problemas ndo lineares (DEBNATH;

BHATTA, 2006).
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Antaki (1998) obteve a solucdo analitica do problema da conducdo de calor
unidimensional em uma placa semi-inifinita. O autor utilizou o modelo de duplo atraso para
descrever o processo. A solugdo analitica do problema foi determinada através da aplicacao
do método da transformada de Fourier. Jabbar ¢ Nimr (2003) avaliaram a condugdo de calor
unidimensional em uma placa fina, considerando oscilagdes harmonicas de temperatura como
condi¢des de contorno. Os autores utilizaram o modelo de duplo atraso para descrever o
processo ¢ o método da transformada de Fourier para obter a solugdo analitica do problema.
Os autores verificaram que ¢ fundamental considerar os termos de atraso no fluxo de calor e
no gradiente de temperatura, principalmente, quando a frequéncia de oscilagdo na condigdo de
contorno ¢ alta. Khairy (2011) aplicou o modelo de duplo atraso para avaliar a condugao de
calor unidimensional em uma placa fina. O autor resolveu o modelo analiticamente através do
método da transformada de Fourier. Para realizar as simula¢des do modelo com diferentes
condi¢des do problema, o autor utilizou o software MATHEMATICA®.

Quiroz et al. (2019) consideraram um modelo composto por uma derivada de ordem
fracionaria em relagdo ao tempo e um termo de atraso na descri¢ao da difusdo anomala de
massa em particulas de catalisadores. Para obter a solugdo exata do modelo, os autores
utilizaram o método da transformada de Fourier. Zhang e Yi (2019) estudaram o
comportamento anémalo da difusdo de massa em um sistema no qual ocorria uma reagao
quimica reversivel. Os autores utilizaram o modelo de caminhadas aleatorias com tempos
continuos para descrever esse processo. A solucdo analitica do modelo considerado foi obtida
pelo método da transformada de Fourier. Feng et al. (2021) avaliaram o uso de um modelo
composto por uma derivada de ordem ndo inteira em relacdo ao tempo para descrever a
subdifusdo em meios heterogéneos. A partir da aplicacio do método da transformada de
Fourier, os autores obtiveram a soluc¢ao exata do modelo.

Alguns autores como, por exemplo, Loureiro, Wrobel e Mansur (2012), aplicam o
método das fungdes de Green para obter a solugdo analitica de problemas de condugdo de
calor. Com o conhecimento da funcdo de Green, podem-se utilizar equagdes integrais para
determinar essa solucdo, considerando qualquer tipo de condicdo inicial ou de contorno.
Apesar disso, ndo hd muitas fungdes analiticas de Green em problemas que envolvem
geometrias muito complexas. Isso limita a aplicagdo desse método nesses problemas.

Supondo que se tem uma equacdo diferencial parcial ndo homogénea dada pela
Equagdo (2.65), na qual f{x) representa a solucdo da equagdo, g(x) uma fun¢do nao

homogénea e D, o operador diferencial parcial, dado pela Equagao (2.66).
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D, f(x)= glx), (2.65)

ol
Dd :Zam (X)ax;nl— (266)

m, °
...0x,

em que x sdo as variaveis independentes, representadas por xj, X, ..., X,; m sdo as ordens das
derivadas da equagdo, representadas por m,, my, ..., m,; a,(x) sdo funcdes diferenciaveis.

De acordo com Braga (2006), a solu¢do da Equacgao (2.65) pode ser obtida com o uso
de uma fung¢do de Green, representada por G(x,x’). Para isso, propde-se que essa solugdo pode

ser dada pela Equacao (2.67).
flx)= IG(x, x")g (" )elx'. (2.67)

A funcdo de Green G(x,x’) corresponde a solugdo da Equagdo (2.68), na qual o(x-x")
representa a fungao delta de Dirac, dada pela Equagao (2.69).

D,G(x,x')=8(x-x'), (2.68)
N0, x =X
S(x—x')= {OO v (2.69)

Tang e Araki (1999) analisaram a condug¢do de calor unidimensional em placas finitas
expostas a pulsos curtos de laser. Os autores consideraram o modelo de duplo atraso para
descrever o processo e obtiveram a solugdo analitica do problema aplicando o método das
func¢des de Green. Khairy (2012) resolveu quatro problemas, sendo trés unidimensionais € um
bidimensional, de conducao de calor, nos quais utilizou o modelo de duplo atraso. O autor
obteve a solucdo exata dos problemas através do método das fungdes de Green. As solugdes
obtidas foram comparadas com as solugdes dos mesmos problemas j4 existentes na literatura,
as quais foram determinadas através de outros métodos. O autor verificou que as solucoes
obtidas pelo método das fungdes de Green apresentaram uma boa precisao.

Sheikh, Monte e Beck (2013) utilizaram o modelo hiperbdlico na descri¢do da
condug¢do de calor unidimensional em placas finas de materiais dielétricos, que foram
submetidas a um aquecimento rapido. Para obter a solugdo exata do problema, os autores
utilizaram o método das funcdes de Green. Tavares et al. (2020) estudaram o comportamento
andmalo de processos de adsorcdo e dessor¢do. Os autores consideraram a equacdo de
Cattaneo e um modelo que apresenta uma derivada de ordem ndo inteira em relagdo ao tempo
para descrever esses processos. Em ambos os casos, as solugdes analiticas dos modelos foram
obtidas pelo método das funcdes de Green. Lenzi et al. (2022) consideraram um modelo no

qual o coeficiente de difusdo depende da varidvel espacial em um estudo sobre a difusao
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andmala em regime transiente em um meio heterogéneo. Os autores aplicaram o método das

funcdes de Green e obtiveram a solugdo exata do modelo.
2.3.2 Métodos Numéricos para a Resolucio de Modelos Anémalos

Como descrito anteriormente, obter a solucdo analitica de um problema ¢ sempre a
melhor alternativa. Todavia, na grande maioria dos casos ndo ¢ possivel obter uma solugdo
analitica, o que implica no uso de abordagens para a obten¢ao de solugdes aproximadas (LI et
al., 2020). Isso se observa, por exemplo, em problemas anomalos de condugdo de calor em
aletas (LIU; LI; ZHANG, 2020). Os métodos aproximados também sdo necessarios para a
resolugdo de modelos nos quais se considera que o coeficiente de difusdo depende da
concentracao. Isso se deve ao fato da estrutura das solugdes analiticas desses modelos nao ser
muito simples (JOANNES; MAZE; BUNSELL, 2014). Problemas anomalos descritos por
modelos nos quais se considera o coeficiente de difusdo dependente do tempo e/ou da
concentragdo ou a condutividade térmica dependente do tempo e/ou da temperatura
apresentam maior dificuldade de obtencao da solugao analitica, devido as nado linearidades dos
modelos (KUMAR; SINGH; RAJEEV, 2020). Muitas das solucdes analiticas de problemas
andmalos sdo obtidas para geometrias relativamente simples. Isso ocorre, porque, a medida
que se aumenta a complexidade das geometrias envolvidas, a dificuldade de determinacdo das
solucdes exatas também se eleva (RIVERA et al., 2010).

Os principais métodos numéricos utilizados para resolver modelos que apresentam
derivadas de ordem fracionaria correspondem aos métodos das diferengas finitas, dos
elementos finitos e dos elementos de contorno (CARRER et al., 2021). Esses também sao os
métodos numéricos mais aplicados em modelos de transferéncia de massa nos quais se
considera o coeficiente de difusdo dependente do tempo (GUO; CHEN; GAO, 2012). A
solugdo aproximada de modelos de conducdo de calor que apresentam termos de atraso no
fluxo de calor e/ou no gradiente de temperatura pode ser obtida por diversos métodos. Dentre
estes, destaca-se 0 método dos volumes finitos (GHAZANFARIAN; SHOMALI; ABBASSI,
2015). Outro método numérico utilizado na resolu¢ao de problemas andomalos corresponde ao
método da perturbagdo homotopica, que tem sido aplicado, por exemplo, para resolver
modelos que descrevem fendmenos andmalos de condugdo de calor em tecidos (KUMAR;
RAL 2017).

A aplicacdo do método das diferencas finitas ocorre em trés etapas. A primeira
corresponde a discretizacdo dos dominios das varidveis independentes, que consiste na

divisdo desses dominios em subdominios. A segunda etapa do procedimento corresponde a
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aproximacao das derivadas parciais através de expressdes de diferencgas finitas. A aplica¢dao
do método encerra-se com a substituicdo dessas expressdes na equacdo diferencial e nas
condigdes de contorno. Com isso, obtém-se um sistema de equagdes algébricas. A partir da
resolucao desse sistema, a solugdo da equagao diferencial € obtida (PINTO; LAGE, 2001).

No método das diferencas finitas, geralmente, as expressdes que aproximam as
derivadas da equacgdo sdo obtidas através de expansdes em séries de Taylor. De acordo com
Pinto e Lage (2001), dada uma funcdo y(x), os valores desta nos pontos x;+; € x;;, sendo x; um
ponto arbitrario, sdo dados pelas Equagdes (2.70) e (2.71). Para uma malha uniforme, tem-se a

Equacgdo (2.72).

2 C_x P 3 P
Wep)=ya=y,+ %(xﬂ1 —x, )+ fo (e 2!x,) ; ZX;V an . ) . (2.70)
d Ay, =xf  adyly,—x,.
y(xjfl)Zyjfl =yj—d—z(xj—xj,1)+ dxzy (x’ 2);’ ‘) —dxf (xf ;;f ’) +..., (2.71)
Xog—X;=Xx,-X,, =h (2.72)

Subtraindo a Equacdo (2.71) da Equagdo (2.70) e desconsiderando os termos
referentes as derivadas de ordem superior a dois, encontra-se uma expressao para a derivada
de primeira ordem. Essa expressao ¢ denominada aproximacao por diferenca central da

derivada e ¢é dada pela Equagdo (2.73), na qual o termo O(h’) representa o erro de

truncamento.

d}/ y,‘+1 - y;—l 2

4 +0ln 2.73
dx 2h ( ) ( )

Y

A derivada de primeira ordem da fun¢do y(x) em relacdo a x pode ser obtida de
maneira direta pelas Equacgdes (2.70) e (2.71), truncando a série no segundo termo. Assim,
tém-se as Equacdes (2.74) e (2.75), que representam a aproximagao por diferenca para frente
e a aproximagdo por diferenca para tras da derivada, respectivamente. Nessas equacdes, 0O

termo O(h) corresponde ao erro de truncamento.

() (2.74)
X ¥,

B DT o) (2.75)
dx|, h

Somando as Equacgdes (2.70) e (2.71) e desconsiderando os termos referentes as

derivadas de ordem superior a dois, obtém-se uma expressdo para aproximar a derivada de
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segunda ordem. Essa expressdo ¢ dada pela Equagdo (2.76) e denominada aproximagao por

diferengas centrais dessa derivada.

| v 204y )
_ 4 ofn 2.76
dx2 hZ ( ) ( )

xj

As expressdes apresentadas anteriormente sdo validas para aproximar as derivadas de
primeira e segunda ordem presentes em uma equagdo diferencial ordinaria. No caso de
equagoes diferenciais parciais, podem ser obtidas expressdes semelhantes, a partir da
realizagdo de um procedimento andlogo de discretizacdo dos dominios das varidveis.

Considerando uma fun¢do u(x,),f) € um ponto arbitrario da malha de discretizagdo,
representado pela Equagdo (2.77), uma expressdo para aproximar a derivada parcial de

primeira ordem da fun¢ao em relagdo a x ¢ dada pela Equacao (2.78).

u! =ulx,y,.1,) 2.77)
ul _ iy T o) 2.78)
ox|, h

Uma das principais vantagens do método das diferencas finitas em relacdo a outras
abordagens numéricas para a resolu¢ao de equacdes diferenciais parciais corresponde a sua
formulacao simples, o que facilita sua aplicagdo em problemas multidimensionais. Apesar
disso, a utilizacdo desse método em problemas que apresentam geometrias irregulares ou que
envolvem condig¢des de contorno complexas nio é muito simples (OZISIK et al., 2017).

As expressoes utilizadas em métodos numéricos de resolugdo de equagdes diferenciais
que envolvem o tempo podem ser classificadas em: explicitas e implicitas. Nas expressoes
explicitas, os valores das varidveis dependentes sdo obtidos de maneira direta, a partir dos
valores dessas variaveis no passo de tempo anterior, os quais sao conhecidos. Nas expressoes
implicitas, os valores das varidveis dependentes sdo determinados em funcdo do passo de
tempo atual. Nesse caso, para se obter os valores das varidveis dependentes ¢ necessaria a
resolucdo de um sistema de equagdes. Geralmente, os métodos que utilizam expressdes
implicitas apresentam um custo computacional maior do que os que aplicam expressoes
explicitas. Isso pode ser explicado pela necessidade de, em muitos casos, serem utilizados
métodos iterativos para a resolugdo do sistema de equagdes. Por outro lado, os métodos nos
quais se aplicam expressdes explicitas também apresentam algumas limitagdes,
principalmente relacionadas ao passo no tempo utilizado. Normalmente, ¢ necessario utilizar
passos muito pequenos no tempo, para que critérios de estabilidade sejam atendidos. Com

1ss0, sd0 necessdrios muitos passos no tempo para se obter a solugdo do problema. Além
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disso, o valor critico do passo no tempo ¢ muito dificil de ser estimado, principalmente em
problemas nio lineares (SOARES, 2020).

Bevilacqua, Galedao e Costa (2011b) avaliaram a transferéncia de massa com retengao
de particulas através de modelos compostos por derivadas de ordem superior a dois da
concentracdo em relacdo a varidvel espacial. As solugdes numéricas dos modelos foram
obtidas através da aplicacio do método das diferengas finitas. Petcherdchoo (2013)
consideraram um coeficiente de difusao dependente do tempo para descrever a difusao de
cloreto em concreto. A partir da utilizacdo do método das diferencas finitas, os autores
obtiveram a solu¢do numérica do modelo considerado. Joannes, Mazé e Bunsell (2014)
estudaram a absor¢ao anémala de 4gua em uma matriz polimérica, utilizando um modelo no
qual se considera um coeficiente de difusao dependente da concentragdo. Para obter a solugdo
do modelo, os autores aplicaram o método das diferengas finitas.

Damor, Kumar e Shukla (2015) utilizaram uma equacdo diferencial de ordem
fracionaria em relacdo ao tempo para descrever a transferéncia de calor no tecido da pele.
Para obter a solu¢do aproximada do modelo, os autores empregaram o método das diferencas
finitas. Ferras et al. (2015) avaliaram o uso de um modelo composto por uma derivada parcial
de ordem fracionaria em relacdo ao tempo para descrever a condugdo de calor em tecidos.
Com a aplicagdo do método das diferengas finitas, os autores obtiveram a solu¢do do modelo
proposto. Os autores verificaram que a solucao obtida mostrou-se estavel e convergente. Wei,
Chen e Hon (2016) estudaram a difusdo unidimensional de particulas em meios porosos
através de um modelo composto por derivadas de ordem fraciondria em relagdo ao tempo e
dois modelos que consideravam um coeficiente de difusdo dependente da concentragdo. A
resolucao numérica dos modelos estudados foi realizada através do método das diferengas
finitas.

Zhang, Chen e Li (2017) utilizaram o modelo hiperbdlico para descrever a conducao
de calor tridimensional no tecido da pele. A solugdo aproximada do modelo foi obtida com a
aplicacdo do método das diferencas finitas. Os autores utilizaram expressoes explicitas de
diferencas centrais para aproximar as derivadas parciais de segunda ordem em relagdo ao
tempo e as variaveis espaciais. Para realizar as simula¢des do modelo, os autores utilizaram o
software ANSYS®™. Akula e Maniyeri (2020) avaliaram o uso do modelo baseado na Lei de
Fourier e do modelo hiperbolico na descri¢ao da condugdo de calor bidimensional em tecidos.
Os autores observaram que, para tempos de relaxacdo pequenos, os resultados obtidos pelos
dois modelos foram muito semelhantes, ao contrario do que foi observado para tempos de

relaxacdo maiores. Para resolver o modelo hiperbolico, os autores utilizaram o método das
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diferengas finitas. As derivadas parciais em relagdo ao tempo e as varidveis espaciais foram
aproximadas por expressoes de diferengas centrais e implicitas.

Assim como no método das diferencas finitas, a primeira etapa de aplicagdo do
método dos volumes finitos consiste na discretizagdo do dominio de calculo, que, nesse caso,
¢ dividido em volumes de controle, também denominados células. Esses volumes de controle
sdo delimitados por superficies denominadas faces. Os vértices dos volumes de controle
também sao chamados nos. Com a discretizacao da equacao diferencial, sdo obtidas equagdes
algébricas. A partir destas, determina-se o valor médio da varidvel dependente da equacao
diferencial em cada volume de controle. Esse valor médio ¢ definido de acordo com a
Equacdo (2.79) e corresponde ao valor da variavel dependente no centro do volume de
controle. Nessa equagdo, ¢, representa o valor médio da variavel dependente no volume de
controle e V) corresponde ao volume do volume de controle (MAZUMDER, 2016).

1
b= [gav. (2.79)

0

Considerando a equagdo diferencial ordinaria dada pela Equacao (2.80), e realizando a
integracdo desta entre a face esquerda, representada por w, e a face direita, representada por e,
de um volume de controle genérico, sdo obtidas as Equagdes (2.81) e (2.82). Nessas equagoes,
S; corresponde ao valor médio de S; no volume de controle i e Ax; representa o tamanho desse

volume de controle.

d|rdo|_ 2.80

dx{rdx} Sy (280)

e d d¢ e

{E rEde:—ls¢dx, (2.81)

{r@} —[r@} = —S.Ax,. (2.82)
X e, d‘x w,i

A etapa seguinte do método dos volumes finitos corresponde a aproximacao das
derivadas da variavel dependente nas duas faces em que se realiza a integragdo. Geralmente,
essas aproximacoes sao obtidas a partir de expansdes em séries de Taylor, que, para a face

direita, sdo dadas pelas Equacdes (2.83) e (2.84).

Axdg| 1(Ax) d’¢ 1(ij3d3¢
g Axdd LAY dg LAYy A 2.83
P ¢e+2dxe+2[2)dxze+6 2 dx3e+ (2.83)
Axdpl 1(Ax\' d*¢ 1(ij3d3¢
g _Axdg  1(Ax _fAx 2.84
b= 2 dx|, Z(ZJ dx*| 6\ 2 ) dx’|, (2.84)
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Subtraindo a Equagdo (2.84) da Equagdo (2.83), obtém-se uma expressdo para
aproximar a derivada de primeira ordem da varidvel dependente em relacdo a x. Essa

expressao ¢ dada pela Equagao (2.85).
df| _ b~ (&) d°|

dx Ax 24 dx’|,

e

4. (2.85)

Desprezando os termos referentes as derivadas de ordem maior ou igual a trés da
Equacdo (2.85) e substituindo essa equacdo e uma expressao analoga para a face esquerda do

volume de controle na Equagao (2.82), obtém-se a Equagao (2.86).

1—~6i ¢i+1 _¢i _FWi ¢i _¢i—l — —Sle. (286)
T Ax T Ax

Os valores de I' nas faces do volume de controle podem ser determinados por
interpolagdo. Esses valores podem ser obtidos através das Equacdes (2.87) e (2.88).

Substituindo essas equagdes na Equacgado (2.86), obtém-se a Equagao (2.89).

L, = Lut Ly (2.87)
’ 2
r, =Ltlo (2.88)
’ 2
T, I TI.+T, I, I, r +T,
i+l + i + i + i—1 ¢,~ _ il + i ¢i+] _ i i—1 = Sle (2.89)
2Ax 2Ax 2Ax 2Ax

Como, geralmente, tanto no método das diferengas finitas quanto no método dos
volumes finitos, as expressoes utilizadas para aproximar as derivadas presentes nas equagoes
diferenciais sdo determinadas a partir de expansdes em séries de Taylor, os erros nas solugdes
obtidas pelos dois métodos apresentam a mesma ordem de grandeza. Uma das principais
vantagens do método dos volumes finitos corresponde ao fato da equacdo diferencial ser
satisfeita em todo o dominio de célculo, independentemente do tipo de condi¢do de contorno
do problema ou das caracteristicas da malha utilizada. Além disso, por ser um método
integral, o método dos volumes finitos apresenta uma maior facilidade de aplicagdo do que o
método das diferengas finitas em problemas nos quais se observam descontinuidades nas
propriedades dos materiais. Ao se aplicar o método dos volumes finitos, a conservacao global
da propriedade fisica descrita pela equagdo diferencial ¢ garantida, ao contrario do que ocorre
quando se utiliza o método das diferencas finitas (MAZUMDER, 2016).

Han (2016) aplicou o método dos volumes finitos na resolu¢cdo do modelo hiperbolico
da conducdo de calor bidimensional em meios heterogéneos. O autor considerou que a

condutividade térmica do meio dependia da temperatura. Para verificar a precisdo do método
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utilizado, o autor aplicou o mesmo em um problema semelhante, no qual considerou um meio
homogéneo e a condutividade térmica constante. O autor verificou que os resultados obtidos
foram proximos as solugdes analiticas desse problema e observou que a velocidade de
propagacao do sinal térmico foi influenciada de maneira significativa pela consideragao de
que a condutividade térmica do meio dependia da temperatura. Challansonnex, Casalinho e
Perré (2019) estudaram a transferéncia anomala de massa em materiais de origem bioldgica.
Os autores utilizaram um modelo que apresenta fun¢des de memoria, que foram determinadas
experimentalmente. Esse modelo foi resolvido pelo método dos volumes finitos.

Goudarzi e Azimi (2019) avaliaram o uso de um modelo alternativo para a condugao
de calor unidimensional no tecido da pele. O modelo apresentava uma modificagdo do modelo
hiperbolico de condugdo de calor, através da introducao de uma derivada parcial de ordem
fracionaria em relagdo ao tempo. Para resolver o modelo, os autores utilizaram o método dos
volumes finitos. Eltejaei, Balavand e Mojra (2021) estudaram a conducdo de calor
bidimensional no tecido do pulmao, considerando o modelo de Fourier, o modelo hiperbolico
e 0 modelo de duplo atraso. Para obter a solugdo dos modelos, os autores aplicaram o método
dos volumes finitos. Os autores realizaram experimentos nos quais foram aplicados fluxos de
calor no tecido e a temperatura foi medida. Os parametros do modelo hiperbolico e do modelo
de duplo atraso foram obtidos ajustando-se os dados experimentais aos respectivos modelos.
Os autores realizaram a comparagdo entre os resultados obtidos e as solugdes analiticas de
problemas semelhantes ao estudado, com condi¢gdes mais simples. Com base nisso, os autores
verificaram que os resultados obtidos pela aplicacdo do método dos volumes finitos foram
precisos. Fang, Zhang e Sun (2022) utilizaram um modelo composto por uma derivada de
ordem nao inteira em relagdo a variavel espacial para estudar a superdifusdao de massa em um
meio heterogéneo. Para resolver o modelo considerado, os autores aplicaram o método dos
volumes finitos.

Assim como nos métodos anteriores, a primeira etapa do método dos elementos finitos
consiste na discretizagdo do dominio de calculo em subdominios, que, nesse caso, sdao
denominados elementos. Posteriormente, realiza-se a selecdo das funcdes de interpolagdo,
utilizadas para descrever como a variavel dependente varia nos elementos. A terceira etapa do
método corresponde a determinagdo das equacdes matriciais, a partir das quais as
propriedades de cada elemento sdo representadas (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU,
2004). No caso da equagdo da conducao de calor unidimensional descrita pela Lei de Fourier,
representada pela Equacdo (2.90), a equagdo matricial para um elemento genérico ¢ dada pela

Equagdo (2.91).
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do
= —kd, 22
q S

k4| 1 =1{]0.| |4,
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em que k ¢ a condutividade térmica, L, ¢ o comprimento do elemento, i € j s30 0s nos que

(2.90)

b

formam o elemento, 6; € ; sdo os valores de temperatura nos nds, ¢; € g; sdo as taxas de
transferéncia de calor por conducao e 4, ¢ a area da se¢do transversal.

A etapa seguinte consiste em combinar as equagdes matriciais de cada elemento, de
forma a determinar a equag¢do matricial global para o dominio completo do problema.
Posteriormente, aplicam-se as condi¢cdes de contorno do problema e o sistema de equagdes
algébricas representado pela equagdo matricial global é resolvido. Dessa forma, obtém-se a
solugdo aproximada do problema (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2004).

Com o uso do método dos elementos finitos, problemas que envolvem geometrias
muito complexas e multiplas dimensdes podem ser resolvidos com facilidade. Essa
corresponde a principal vantagem desse método. H4 duas maneiras de aumentar a precisdo da
solucao obtida pelo método dos elementos finitos: a diminui¢ao do tamanho dos elementos e
o aumento do grau da funcdo de interpolacdo utilizada. Essas duas estratégias podem ser
combinadas, o que permite que sejam utilizadas fun¢des de interpolacdo de graus diferentes
para cada elemento. Isso garante uma maior flexibilidade ao método dos elementos finitos, em
comparagdo com os métodos das diferencas finitas e dos volumes finitos. Apesar disso, o
método dos elementos finitos apresenta algumas desvantagens. Dentre estas, destaca-se o fato
desse método ndo ser capaz de garantir a conservagao local e global da propriedade descrita
pela equacgao diferencial, ao contrario do que ocorre quando se utiliza, por exemplo, o0 método
dos volumes finitos (MAZUMDER, 2016).

Rivera et al. (2010) avaliaram o uso do modelo hiperbolico na descrigdo da
transferéncia de calor em tecidos. Para obter a solu¢do do modelo, os autores utilizaram o
método dos elementos finitos e o software COMSOL Multiphysics®. Comparando a solugao
obtida com a solu¢do analitica, os autores observaram uma diferenca relativa menor que 5%,
0 que demonstrou uma boa precisdo da solucdo obtida numericamente. Bevilacqua et al.
(2013) estudaram a difusdo andmala de massa com retencdo de particulas através de um
modelo composto por derivadas de ordem superior a dois da concentragdo em relacdo as
varidveis espaciais. Para resolver o modelo, os autores aplicaram o método dos elementos

finitos.
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Wilmers e Bargmann (2014) estudaram a difusdo tridimensional em polimeros
amorfos, considerando o modelo tradicional e 0 modelo de duplo atraso. No modelo de duplo
atraso, os autores consideraram uma dependéncia exponencial entre o coeficiente de difusao e
a concentracdo. A resolucdo dos modelos foi realizada através da combinacao de dois
métodos. As derivadas parciais em relagdo as variaveis espaciais e em relacao ao tempo foram
discretizadas pelos métodos dos elementos finitos e das diferencas finitas, respectivamente.
Comparando os resultados obtidos com dados experimentais presentes na literatura, os autores
observaram que o modelo de duplo atraso em que se considerou a dependéncia do coeficiente
de difusdo com a concentragdo descreveu de maneira precisa a difusdo andmala nos polimeros
estudados.

Kumar ¢ Rai (2016) avaliaram o uso do modelo de duplo atraso na descrigao da
transferéncia de calor em tecidos que apresentam mais de uma camada. Para a resolucao do
modelo, os autores utilizaram o método dos elementos finitos e o software MATLAB®. Os
autores compararam a solucdo obtida com a solucdo analitica para um caso particular e
observaram uma boa precisao da solugdo obtida pelo método numérico. Paul e Paul (2018)
estudaram a transferéncia de calor em tecidos através do modelo de duplo atraso. Os autores
aplicaram o método dos elementos finitos para obter a solugdo do modelo. O software
utilizado para auxiliar a resolu¢do do modelo foi o COMSOL Multiphysics®. Com o uso do
modelo de duplo atraso, os autores foram capazes de observar o efeito de onda térmica
causado pelos termos de atraso no fluxo de calor e no gradiente de temperatura. Os autores
também verificaram que, nas condi¢des de equilibrio, o perfil de temperatura obtido pela
aplicacdo do modelo de duplo atraso aproximou-se do obtido pelo uso do modelo tradicional.

Rieth, Kovacs e Fiilop (2018) resolveram o modelo de duplo atraso da transferéncia de
calor através dos métodos das diferengas finitas e dos elementos finitos. Para a resolugdo da
equacdo pelo método dos elementos finitos, os autores utilizaram o software COMSOL
Multiphysics®. Os autores verificaram que a solugdo obtida pelo método das diferengas finitas
apresentou uma boa precisao em relacao a solucao analitica e convergiu rapidamente. No caso
da solugao obtida pelo método dos elementos finitos, esta ndo se mostrou muito precisa.

O método dos elementos de contorno ¢ utilizado para resolver equagdes integrais de
contorno, que sao obtidas como uma alternativa para a resolucao de equagdes diferenciais. A
transformagdo de uma equacao diferencial em uma equagdo integral no contorno do dominio
do problema ¢ realizada através da aplicacdo do teorema de Green. Com a solugdo obtida no
contorno do problema, pode-se determinar a solu¢do nos pontos internos do dominio do

problema (MOHAN, 2002).
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Considerando o problema de valor de contorno dado pela Equagdo (2.92) e pelas

condi¢des de contorno nas fronteiras S; e S», representadas, respectivamente, pelas Equacdes
(2.93) e (2.94).

Viu =0, (2.92)
u=f, (2.93)
ou

o _ 2.94

on S (2.94)

De acordo com o teorema de Green, tem-se a Equacao (2.95), na qual v representa

uma funcao que ¢ solucao da Equagao (2.96).

j(uvzv—vvzu)dV:I(u@—va—ujd& (2.95)
’ s\ On  0On
Viv=0. (2.96)

Considerando um problema bidimensional, a fun¢do v pode ser escrita de acordo com

a Equacdo (2.97), em que xy e )y representam as coordenadas de um ponto P do dominio do

problema.

v=Iny(x—x,)" +(y-2,)" 2.97)
Como a fun¢do u também ¢ uma solucdo da Equagdo (2.96), pode-se escrever a

Equacao (2.98).

j (u@ - vZ—u]dS =0. (2.98)

s\ on n

A funcdo v apresenta uma singularidade no ponto (xy,yy). Assim, pode-se avaliar a
integral anterior, considerando um circulo de raio ry ao redor desse ponto. Dessa forma, tem-
se a Equagdo (2.99). A medida que ry aproxima-se de zero, sdo obtidas as Equagdes (2.100) e
(2.101).

0=2rx al
| (u olnr _ lnra—ude+ | (u 25 ing, a—ujrodﬁ =0, (2.99)
S on on oo on on
un%(ro Inr,)=0, (2.100)
77 dlnr,
lim [ u—=Lr,d0=-u(Plr. (2.101)
0T 0o n

Assim, tem-se a Equacgdo (2.102) para um ponto interno do dominio do problema.
Considerando-se que o ponto P encontra-se em uma das fronteiras do dominio, € obtida a

Equagdo (2.103).
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u(P)= 1 (u olnr _ lnra—ude, (2.102)
2 on on

u(P)= lj(u olnr _ lnra—ude. (2.103)
T on on

Substituindo as condigdes de contorno, obtém-se a equacgdo integral de contorno do

problema, dada pela Equagdo (2.104).

Olnr ou Olnr
P)= —Inr— |dS+ — f, Inr |dS. 2.104
u(P) J(fl - nranj 5[(u - /o nr} ( )

Para a resolugdo da Equacao (2.104), considera-se que a fungdo u e sua derivada em
relagdo as variaveis espaciais podem ser aproximadas por fungdes testes, que sao conhecidas
nos pontos internos do dominio. Ao substituir essas aproximagdes na equacdo integral de
contorno, sdo obtidos os valores da funcdo u e de suas derivadas no contorno. A partir desses
valores, podem ser determinados os valores da fungdo u e de suas derivadas nos pontos
internos do dominio (FINLAYSON; BIEGLER; GROSSMANN, 2006).

Uma das principais vantagens do método dos elementos de contorno corresponde ao
fato da discretizagdo ser realizada apenas nas fronteiras do problema e ndo em todo o
dominio, o que facilita a resolu¢do numérica do problema. Em problemas que envolvem
dominios infinitos, esse método ¢ aplicado com mais facilidade do que outros métodos
numéricos, como, por exemplo, o método dos elementos finitos. Com a aplicacdo do método
dos elementos de contorno, as derivadas das varidveis dependentes envolvidas no problema
sdo descritas com uma boa precisdo. Outra vantagem do método dos elementos de contorno
consiste na possibilidade de se avaliar a solugdo obtida e as derivadas dessa solu¢do em todos
os pontos do dominio em qualquer instante de tempo. Apesar disso, 0 método dos elementos
de contorno apresenta algumas desvantagens. Dentre estas, destaca-se o fato de ser necessario
conhecer a solucdo fundamental do problema para a aplicacdo do método. Com isso, a
resolucdo de problemas ndo lineares e ndo homogéneos através do método dos elementos de
contorno apresenta uma grande dificuldade. Além disso, quando se utiliza esse método sao
gerados sistemas de equacdes que, quando escritas na forma matricial, apresentam matrizes
totalmente preenchidas e ndo simétricas, ao contrario do que ocorre, por exemplo, com a
aplicagdo do método dos elementos finitos. Apesar disso, geralmente, essas matrizes
apresentam dimensdes menores quando se aplica o método dos elementos de contorno
(KATSIKADELIS, 2016).

Guo, Chen e Gao (2012) utilizaram um método de elementos de contorno para
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resolver um modelo de difusdo de cloretos em estruturas de concreto, considerando um
coeficiente de difusdo dependente do tempo. A obteng¢do da equagdo correspondente ao
método foi realizada com o uso de func¢des de Green como fungdes peso. A precisdo do
método utilizado foi verificada com a aplicacdo deste em trés problemas de difusdo de
cloretos em placas de concreto, considerando diferentes tipos de dependéncia do coeficiente
de difusdo com o tempo. Os autores validaram o modelo utilizado com base em dados
experimentais de concentragdo de cloretos em estruturas marinhas de concreto. Yao, Yao e
Yu (2015) estudaram a transferéncia de calor bidimensional em regime transiente em um
meio isotropico. Os autores consideraram a equacdo de Cattaneo-Vernotte para descrever o
processo. A solu¢do do modelo foi obtida pelo método dos elementos de contorno.

Carrer et al. (2021) resolveram um modelo de difusdo bidimensional composto por
uma derivada parcial de ordem fracionaria em relagdo ao tempo, utilizando um método de
elementos de contorno. Para obter a equagdo correspondente ao método aplicado, os autores
utilizaram como fung¢@o peso a solugdo analitica do modelo tradicional da difusdo em regime
permanente. Os autores verificaram que o método utilizado produziu resultados precisos,
inclusive para valores muito pequenos da ordem da derivada fracionaria. Essa corresponde a
principal vantagem do método, ja que, segundo os autores, muitos métodos numéricos de
resolugdo de modelos fracionarios ndo apresentam resultados precisos quando se consideram
valores muito baixos da ordem da derivada fraciondria. Fahmy (2021) estudaram a
transferéncia de calor em meios bioldgicos, considerando um modelo que apresenta termos de
atraso no fluxo de calor e no gradiente de temperatura. Além desses termos, o modelo
considerado pelos autores ¢ composto por derivadas de ordem ndo inteira em relacdo a
variavel espacial e ao tempo. Para resolver o modelo, os autores aplicaram o método dos
elementos de contorno.

Muitos métodos de perturbagdo podem ser utilizados para resolver problemas ndo
lineares. Geralmente, esses métodos consideram a presenga de um pardmetro muito pequeno
na equagdo, o que restringe muito a aplicacdo desses métodos, j& que a maior parte dos
problemas ndo lineares ndo apresenta parametros tdo pequenos. Além disso, para se
determinar esses parametros devem ser utilizadas técnicas muito especificas. Se a
determinagdo desses parametros nao for muito precisa, os resultados obtidos para a solugdo
dos problemas se tornam muito ruins. Dentre os métodos de perturbagdo, destaca-se o método
da perturbagao homotdpica. Ao contrario dos métodos tradicionais de perturbacdo, a aplicacdo
desse método ndo se baseia na existéncia de pardmetros pequenos nas equacdes, 0 que

corresponde a principal vantagem do método (HE, 1999). Além disso, geralmente, ¢
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necessario utilizar poucos termos para que a solucdo obtida tenha uma boa precisdo
(YILDIRIM; KOCAK, 2009).
Considerando a equagdo diferencial ndo linear dada pela Equagdo (2.105) e as

condig¢des de contorno dadas pela Equacao (2.106).

A,()-f(r)=0,reQ, (2.105)
Bf[u,g—Zj:O,reF, (2.1006)

em que 4, € um operador diferencial, f{r) ¢ uma fun¢do analitica conhecida, By ¢ um operador

de fronteira, {2 ¢ o dominio do problema e I" ¢ a fronteira do dominio do problema.
Considerando que o operador diferencial da Equacdo (2.105) apresenta uma parte

linear, representada por L;, € uma parte ndo linear, representada por N, tem-se a Equagao

(2.107).

L,(u)+N,(u)-f(r)=0. (2.107)
Usando a técnica da homotopia, pode-se definir uma fungdo v(r,p,) que ¢é solugdo da

Equagdo (2.108). Nessa equacdo, p, representa um parametro de inser¢do e uy a solugdo

aproximada inicial da Equacdo (2.105). Considerando p, equivalente a 0 e 1, tém-se as

Equagoes (2.109) e (2.110), respectivamente.

Hlp, )= (- p, L, 0)= L, 1+ p, [4,0)- ()]= 0. p, <[o1], (2.108)
H(v,0)=L,(v)-L,u, } (2.109)
HW)=4,(v)- 1) (2.110)

Quando o valor do parametro de inser¢do varia entre 0 € 1, a fungdo v(r,p,) varia entre
ug(r) e u(r). De acordo com o método da perturbacdo homotopica, inicialmente se considera
que o parametro p, € pequeno, de forma que se pode escrever a solu¢do da Equacdo (2.108)
como uma série de poténcias em p,, representada pela Equagdo (2.111). Aplicando o limite
quando p, tende a 1 nessa equagdo, pode-se obter a solucdo da Equagdo (2.105). Essa solugio

¢ expressa pela Equagao (2.112) (HE, 1999).

v:vo+ppvl+p[2)v2+..., (2.111)
u:lin}v=v0+v1+v2+.... (2.112)
 Zd

Li, Xu e Jiang (2009) descreveram a difusdo em uma matriz polimérica através de um
modelo em que a derivada parcial em relagdo ao tempo apresenta uma ordem fracionaria. Os

autores consideraram uma condi¢do de contorno mével e determinaram a solugao aproximada
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do modelo aplicando o método da perturbagdo homotdpica. Os autores verificaram que os
resultados obtidos foram muito préoximos de resultados disponiveis na literatura, os quais
foram determinados através da aplicagdao de outros métodos numéricos de resolugdo. Singh,
Gupta e Rai (2011) utilizaram um modelo composto por uma derivada parcial de ordem
fracionaria em relagdo ao tempo e uma derivada parcial de ordem fraciondria em relagdo a
varidvel espacial para descrever a condugdo de calor em tecidos. As ordens das derivadas
parciais em relacdo a cada variavel eram diferentes entre si. Com a aplicacao do método das
diferencas finitas, os autores transformaram o modelo em um problema de valor inicial, que

foi resolvido pelo método da perturbagcdo homotdpica.
2.4 Aproximacio de Integrais e Derivadas Fracionarias

Odibat (2006) propds uma expressdo para aproximar integrais fraciondrias cujas
ordens sdo superiores a zero. Essa expressdo consiste em uma modificagdo da regra dos
trapézios de integragdo numérica. O autor dividiu um intervalo [0,a] em k subintervalos
[xj,x;+/]. Considerando que todos os subintervalos apresentavam o mesmo tamanho, dado por
h, sendo h=a/k, e usando nos de integracdo representados por x/=jh, com j variando entre 0 e

k, o autor obteve a Equagao (2.113).

72 1) = [k =1 (ke 1)k ]Fh(aff 2)) rh(;ffaz)) ’

h"‘f(xj)
T(a+2)

2.113)

k-1
3 [tk gt = 2= )yt (k- -]

J=1
Odibat (2006) também propds uma expressao para aproximar derivadas fracionarias de
Caputo que apresentam ordens superiores a zero. Para obter essa expressao, o autor utilizou a
regra dos trapézios modificada e considerou que essa derivada de ordem fracionaria de uma
funcdo pode ser dada por uma soma ponderada da fungdo e dos valores das derivadas de
ordem inteira da mesma em pontos especificos. O autor realizou as mesmas consideragdes

descritas para o caso anterior, em relacdo ao nimero de subintervalos, ao tamanho destes e a

representacdo dos pontos. Assim, o autor obteve a Equagdo (2.114).

e =1y —(k =n+ =Dk [r(0)+ £(a)+

c.Df(t)= m+2 ) z[k j+1) "‘”—2(k—j)"_a+l+(k—j—1)"‘“+1]f(n)(xj). (2.114)

Murio (2008) desenvolveu um método implicito de diferengas finitas para obter a
solugdo da equacao diferencial de ordem fracionaria dada pela Equagdo (2.115). As condicdes

inicial e de contorno dessa equagdo sdo dadas pelas Equagdes (2.116), (2.117) e (2.118). O
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autor considerou que a variavel espacial e a ordem da derivada fracionaria encontravam-se no
intervalo entre 0 ¢ 1. Além disso, foi considerada a definicdo de Caputo para a derivada de

ordem fracionaria.

0t _0%u 2.115)
ot*  ox?

u(x,0)= f(x), 0<x<1, (2.116)
u(0,2)=0, >0, (2.117)
u(1,7)=0, t > 0. (2.118)

O autor considerou que o dominio da variavel espacial, dado por [0,1], € 0 dominio do
tempo, dado por [0,7], poderiam ser divididos em pontos representados pelas Equagdes

(2.119) e (2.120).
x, =ih, i=012,...,X, (2.119)
t,=nk,n=012,....M, (2.120)

em que X e M sdo valores inteiros positivos, ~ ¢ o tamanho da malha em relagdo a variavel
espacial e equivale a 1/.X, e k ¢ o tamanho da malha em relagdo ao tempo e equivale a 7/M.
Assim, os valores das fungdes u e f nos pontos da malha foram representados pelas

Equacdes (2.121) e (2.122).

u =ulx,t,), (2.121)

i%°n

fi=1(x) (2.122)
Para aproximar a derivada de ordem fracionaria, o autor utilizou uma férmula de
quadratura simples. Dessa forma, foi obtida a Equagao (2.123).

aau(x,l‘ ) (a) 1 1 1 L - . 1-a — i+l —j
ol pleyr -~~~ —(7—1 I 2.123
ot” e F(l—a)l—a k“ _,Z_;'J (J ) (ul . ) ( )

Cai e Li (2020) apresentaram as principais estratégias presentes na literatura para
avaliar integrais e derivadas de ordem fracionaria. De acordo com os autores, os métodos de
aproximagdo dessas derivadas e integrais podem ser divididos em: métodos baseados na
interpolagdo polinomial, métodos baseados em quadraturas de convolu¢do e métodos
baseados na aproximacdo difusiva. Os métodos L1, L2 e L2C correspondem a alguns
exemplos de métodos baseados na interpolagdo polinomial. Geralmente, a precisdo destes
depende da ordem da integral ou da derivada fracionaria. Os métodos baseados em

quadraturas de convolugdo apresentam uma precisdo de ordem inteira. Os métodos baseados
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na aproximacao difusiva apresentam um custo computacional menor do que os outros dois
tipos de métodos. Esses métodos sdo obtidos a partir da consideragdo de que as integrais
fracionarias podem ser reformuladas como integrais infinitas de solugdes de equacdes
diferenciais de ordem inteira. Na descricdio dos métodos apresentados, os autores
consideraram uma fung¢do f(x) em um intervalo [a,b] dividido em N subintervalos [x;,x;].
Também se considerou que todos os subintervalos apresentavam o mesmo tamanho, dado por
h=(b-a)/N, e que os pontos poderiam ser representados por x=a+jh, com j variando entre 0 e
N.
Segundo os autores, a integral de ordem fracionaria da fung¢do f(x) no ponto x; pode ser
dada pela Equacdo (2.124).
1 & 1xk+1
Dz )., " T (x, =) () (2.124)
F(a =0

k
A ideia geral dos métodos baseados na interpolacao polinomial consiste em aproximar

a fungdo f{x) por uma fungdo de interpolagdo, representada por f(x), em cada subintervalo.

Assim, obtém-se a Equagado (2.125) para a determinagdo da integral de ordem fracionaria o da
funcdo f{x) no ponto x;. Nessa equagdo, wy representa os valores dos respectivos coeficientes
da funcdo de interpolacdo. Essa equacdo corresponde a forma geral das expressdes utilizadas

para aproximar integrais fraciondrias pelos métodos baseados na interpolagao polinomial.

D2/ =S osx) 1<, .19

A regra dos trapézios modificada, proposta por Odibat (2006), pode ser obtida ao se

considerar uma fungao de interpolacdo linear dada pela Equacdo (2.126).

7 Xppg —X

flx)=

X=X,

S )+ Sl ) xelxox.,] (2.126)

Xpo — X, X — X,
Também se pode obter uma regra de Simpson modificada para aproximar as integrais
de ordem fracionaria. Essa expressdo ¢ obtida ao se considerar a fun¢do de interpolagdo dada
pela Equagdo (2.127) e o ponto xji;», representado pela Equacdo (2.128). Na Equacao
(2.127), Ik dx) representam os polindmios de Lagrange definidos nos pontos da malha
{x,. ,seS},sendo §={0,1/2,1}. Esses polindmios sdo dados pela Equagao (2.129).
)= 20, () () x el ] 2.127)
ies

X+ X

x =5 Y (2.128)



46

L,(x)= ] —=, ies. (2.129)

seSys#i Xpri — Xigs
Dessa forma, obtém-se a expressdo que aproxima a integral fraciondria através da
regra de Simpson modificada, que ¢ dada pela Equagado (2.130). Os coeficientes presentes no
interior dos somatorios sdo dados pela Equagdo (2.131).

s, = - chj S )+ 26 f(xﬂ (2.130)

a+3 =

= 4o+ 2)( k)" + (k=) 8k -Gk -] 0sk< -,
—alie (-] (@ 2B+ (-0 (20 1)

e, = a2k + )"+ (k1) +6( k) ]+ (2.131)
wdl—k 1) = (- -1 1<k < -1,
c,;=2-a.

A aproximagdo de uma integral de ordem fracionaria através do uso de quadraturas de

convolugdo ¢ dada pela Equacao (2.132).
DOxf h“Za),n] (jh)+h” an] f(jh), x=a+nh. (2.132)

Nessa equacdo, w;; representa os pesos da quadratura de convolug¢do, sendo j maior ou
igual a zero. O termo w,; corresponde aos pesos iniciais da quadratura, sendo » maior ou igual
a zero e j variando entre 0 e s, onde s representa um valor inteiro fixo menor ou igual a n.
Nesse caso, os pesos da quadratura de convolugdo apresentam valores equivalentes aos
respectivos coeficientes das expansdes em séries de Taylor das fungdes geradoras

correspondentes, as quais sao dadas pela Equacgao (2.133).

! a ©
W,@(z){zla—z)ﬂ S, | <1, .

o k j=0

Considerando s=0, obtém-se a expressdo de Lubich, dada pela Equagdo (2.134),
quando se tem f{0)=0.

=h" szn- f(jr) x =a+nh. (2.134)

De acordo com a aproximagdo difusiva, a integral de ordem fracionaria pode ser
avaliada através da solucao de equagdes diferenciais de ordem inteira. Aplicando as relacdes
expressas pelas Equacdes (2.135) e (2.136), pode-se reescrever a integral de ordem

fracionaria, cujo valor de a encontra-se entre 0 e 1, de acordo com a Equacao (2.137).
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a)= Texp(— z)z%\dz, (2.135)
T(1-a)(a)= ﬁm) (2.136)

Eexp(—Z)( - jla %}f(t)dt- (2.137)

Definindo a variavel z através da Equacdo (2.138) e aplicando o Teorema de Fubini,

obtém-se a Equagao (2.139).

z=w?(x—1), ©>0, (2.138)
D« (x)= 2sen—(7m) T o' {I exp[— o (x - t)lf(t)dt}da). (2.139)
’ 7 0 0

Definindo uma funcdo auxiliar representada pela Equagdo (2.140), pode ser obtida a
Equagao (2.141).

X

¢(a),x) 2sen(7ra 12"fj.exp w? t)lf(t)dt, (2.140)

DO‘";f(x):T¢(a),x)da), O<a<l. (2.141)

A fungdo auxiliar ¢ uma solucdo do problema descrito pelas Equacdes (2.142) e

(2.143).

od(w, x) _ 2sen(rza)
ox

#(,0)=0. (2.143)

@' f(x)— 0*@(e, x), (2.142)

Assim, a avaliagdo da integral fracionaria pode ser realizada em duas etapas. A
primeira corresponde a resolucdo do problema descrito pelas Equagdes (2.142) e (2.143),
enquanto a segunda etapa consiste na determinacao da integral definida pela Equagdo (2.141),
que pode ser obtida a partir de quadraturas adequadas.

Um dos principais métodos utilizados para a avaliagdo da derivada fraciondria de
Riemann-Liouville corresponde ao método conhecido como L1. De acordo com este, essa
derivada fraciondria pode ser determinada através da Equagdo (2.144), que ¢ valida para

valores de e entre O e 1.

(x—a)’ ,
LD S ()= - )f( )j(x )< () (2.144)
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Considerando malhas uniformes e aproximando a derivada da fungdo f{x) pela
Equagao (2.145), em cada subintervalo [xx,xx+;], obtém-se a Equacdo (2.146), que representa a

aproximacao da derivada fracionaria de Caputo pelo método L1.

=L (e, )h— S(x) (2.145)
DL S, JIORIEAE )h Ty -
_ bl )= £(n)) 0<a<l, 1< /<N, (2.146)
b, = Fé_aa)[(ml)” k] o<k<j-1.

Considerando que o intervalo [a,b] é dividido de forma que se obtém uma malha ndo
uniforme, pode-se generalizar o método L1 para esse tipo de malha. De acordo com esse

método, a derivada fraciondria de Caputo ¢ dada pela Equacao (2.147).

‘ _$ 1 -5 ) -F -5, ) G -G @
[cDa,xf(x)]x:;/ _kZ()? )ch)l—'(2—a)[( ; k) ( j k+l> If( k+l) f( k)]‘ (2.147)

0 \Mk+1

Quando se tem uma malha ndo uniforme, na qual os pontos podem ser representados

pela Equagdo (2.148), obtém-se a Equacao (2.149).

Ro =% % =x =JTJ1 j=12,..., (2.148)
2
J
[ D (x)]x:;/_ ( /+1) Z( ] k+1) (gk)_ij(xo)’
k=1
(k+1)™ k" ,
b, = , 0<k<j, . 2.149
k (2—a)h“ / ( )
1 l-a
2(j+2j —2j
= , 0<j<N.
j 2ok /

Substituindo a relacdo dada pela Equagdo (2.150), pode-se obter a Equacao (2.151),

que representa a aproximagao da derivada fracionaria de Caputo pelo método L1 modificado.

1) f( j S+ £ x)

X )= ) 2.150
k > : (2.150)
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’ ——lj - x+x+b—0x.+x<+
[CDa,xf(‘x)]xx - 2;([7‘/1( bj—k+11f( k—l) f( k)] 2[f( A/+1) f( j)] (2.151)
_B_;f(xo)'

Quando se tem a=0 ¢ o valor da ordem da derivada fracionaria encontra-se entre 1 e 2,

tem-se que a derivada fracionaria de Caputo ¢ dada pela Equacao (2.152).

1 J=1 Ykl

e Dg. 1 (X)]x:x;, "o _a); ){t” f(x, — 2. (2.152)

A derivada de segunda ordem em cada subintervalo [x;,x;+;] pode ser aproximada por
uma expressdo de diferengas centrais, dada pela Equagdo (2.153). Dessa forma, obtém-se a
Equagdo (2.154), que representa a expressao utilizada para avaliar a derivada fracionaria de

Caputo de acordo com o método L2.

ol ) L )20y e oy ) ey
1 J
D; AR /4 ,
0., e B
W, =1,
Wo=27"3, (2.154)

e A i RET VR
=231 = (-2,

WJ
W= = -1

A expressdo utilizada para aproximar a derivada fracionaria de Caputo segundo o

método L2C ¢ dada pela Equagdo (2.155). Essa equagdo ¢ obtida ao se considerar que a
derivada de segunda ordem em um subintervalo [xx.;,x;] pode ser aproximada pela expressao

apresentada na Equacao (2.156).
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20 Rpe——

co,x e=x; 21“(3—a)h“ ~ k j—k P

W, =1,

W, =2 -2,

W, =37 -2, (2.155)

W, =|(k+2) =20k +1)" +2(k 1) = (k - 2)“‘1 2<k<j-2,
=22 == (-3)

=20 -1 = =2

W_;‘+1 = jzia - (J - 1)2—01 >

e, —1)= floe,=x0)- £y, _xk+12)}; fle, —x)- £y, —xk). 2156

Com o uso de polindmios de interpolagdo de graus maiores, sdo obtidas aproximacgdes
mais precisas das derivadas fraciondrias. Aplicando as expansdes em séries de Taylor das
funcdes f{xx+1), flxx) e fixr.;) no ponto x, tem-se a Equagdo (2.157), que aproxima a derivada

de primeira ordem.

f'(x): f(xk+1 )z_hf(xk—l)+ f(xk+1)_2j;z(2xk)+ f(Xk_l)(x—xk)_ f(3)3('xk)h2 .
®(x,) ' (2.157)
NACATA

Assim, pode-se obter a aproximagdo de ordem equivalente a (3-a) para a derivada
fracionaria de Caputo, dada pela Equagao (2.158). Nesse caso, tem-se que a ordem fracionaria

¢ maior que 0 e menor ou igual a 1.

" I = LRa [f(xk+1)_f(xk—l )]"'
e0ns ol = g )Z{w (/s )27(s, )+ £, >]}°
o= -0 k-] (2.158)

o, =k -(-k-1)""-Q2-a)j-k-1)""0<k<j-1 I<j<N.

A avaliag¢do da derivada fraciondria de Riemann-Liouville pode ser obtida através de
relagdes que envolvem a derivada fracionaria de Caputo. Essas relagcdes sdo expressas pelas

Equagoes (2.159) e (2.160).

m—1 (k) Y«
DS (x)=cDa,if(x)+kZ_(;f rgﬁ(}; _‘;)) , (2.159)
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(1) fOB)b—x)
= T(+k-a) (2.160)

RL Df,bf(x%cDx,Zf(x)"'

2.5 Consisténcia Dimensional para Modelos Diferenciais Fracionarios

O uso de modelos matematicos baseados no célculo fracionario para representar
fendmenos da natureza pode resultar no aumento da precisdo dos mesmos, especialmente em
processos com efeito de memoria (DAMOR; KUMAR; SHUKLA, 2013). Todavia, ao
substituir uma ordem inteira por uma fraciondria em um modelo fisico, observa-se que o
mesmo se torna dimensionalmente inconsistente. Para fins de aplicacdo considere o modelo

de transferéncia de calor em tecidos fracionario no tempo e unidimensional (PENNES, 1948):

o“T 0T
ptct_:kax_2+Wbcb(

~ T,,-T)+q,, t>0,0<x<L, 2.161)
¢

a

em que x e ¢ representam as coordenadas espacial e temporal, respectivamente, 7 ¢ a
temperatura, p, € ¢, representam a densidade e o calor especifico do tecido, respectivamente, k
¢ a condutividade térmica, W, ¢ a taxa de perfusdo sanguinea, ¢, € o calor especifico do
sangue, T, € a temperatura ambiente e g, € o calor metabolico.

Para « igual a unidade tem-se a seguinte analise dimensional:

2
P, ¢, T °r

ot ox’
Kg J °C J °C Kg J 5 J
# el V-] ][ el B0 )
m Kg°C S ms°C m m’s] | Kg°C m’s
lado esquerdo é igual ao direito e estes tém a mesma unidade, a saber, [J/(m’s)]. J4 o modelo

Wb cb (Tamb - T) + qm
(2.162)

Do ponto de vista dimensional, o modelo com ordem inteira € consistente, visto que o

com ordem fracionaria igual a « resulta na seguinte analise dimensional:

0T o°T
ata # k ax_z Wb cb (Tamb - T) + Qm

H el B[l ) [ee) 00 - 5]

Nesta andlise percebe-se que o lado esquerdo tem unidade diferente da encontrada no

p, ,
(2.163)

lado direito, isto &, [J/(m’s*)] ¢é diferente de [J/(m’s)] devido & presenca da ordem fracionaria.
Assim, se 0 modelo diferencial fraciondrio representar um fenomeno fisico, 0 mesmo deve ser
corrigido do ponto de vista dimensional. Para essa finalidade, duas abordagens tém sido

empregadas na literatura.
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Uma dessas abordagens consiste na insercdo de um parametro auxiliar, denominado
fator de correcdo, no termo que apresenta a derivada de ordem nao inteira do modelo. No caso
do modelo dado pela Equagdo (2.161), a unidade deste parametro seria a mesma do tempo.
Assim, a consisténcia dimensional do modelo seria garantida ao se multiplicar o lado
esquerdo da equacdo por esse pardmetro elevado a (a-1). Essa abordagem foi utilizada por
Lima, Lobato e Steffen Jr. (2021b) em um estudo no qual se considerou um modelo que
apresenta ordem fraciondria no tempo para avaliar sistemas massa-mola-amortecedor.

Lima, Lobato e Steffen Jr (2021a) utilizaram outra abordagem para corrigir
dimensionalmente um modelo diferencial de ordem ndo inteira em relagdo ao tempo, que foi
considerado para descrever um processo de fermentacdo. Nesse caso, a consisténcia
dimensional do modelo foi atingida ao se modificar a unidade da propriedade que se encontra
proxima ao termo fracionario. No modelo apresentado na Equacdo (2.161), por exemplo, de
acordo com esta abordagem, poderiam ser modificadas as unidades da densidade, do calor
especifico ou de ambas as propriedades do tecido. Essa modificagdo das unidades das
propriedades envolveria a inser¢do de o no interior das mesmas. Chang e Sun (2018) também
aplicaram essa abordagem na correcdo dimensional de um modelo composto por derivadas
temporais e espaciais de ordem fracionaria. Os autores consideraram esse modelo em um

estudo envolvendo a difusdo de CO; em um meio poroso saturado com n-tetradecano liquido.
2.6 Problemas Inversos

Segundo Keller (1976) um problema ¢é inverso de outro problema quando a
formulacao deste envolve o primeiro. De acordo com outra defini¢do, um problema inverso
consiste em determinar as causas quando os efeitos sdo conhecidos. Em um problema direto,
por sua vez, as causas sdo conhecidas e se desejam identificar os efeitos (KERN, 2016).

Os problemas inversos apresentam algumas dificuldades, pois diferentes causas podem
dar origem aos mesmos efeitos. Com isso, esses problemas apresentam diversas solugdes.
Para diferencia-las, sdo necessarias informacgdes adicionais. Além disso, para a resolucao de
um problema inverso, ha a necessidade de um bom conhecimento do problema direto, o que
implica na utilizagdo de muitos conceitos matematicos e fisicos (KERN, 2016).

Os problemas inversos sdo caracterizados por serem problemas mal postos, ao
contrario do que se verifica para problemas diretos. O conceito de problema bem posto foi
definido por Hadamard (1923). De acordo com o autor, um problema ¢ bem posto quando trés
condi¢cdes sdo atendidas: existe solucdo, a solugdo ¢ Unica e a dependéncia entre a solucdo e

os dados de entrada ¢ continua. Geralmente, no minimo uma dessas condi¢des nao ¢ satisfeita
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em problemas inversos (KERN, 2016).

A importancia dos problemas inversos pode ser verificada em diversas areas da ciéncia
e da engenharia. Esses problemas tém sido aplicados, por exemplo, na determinagdo de
permeabilidades de reservatorios de petroleo e de constantes de reacdes quimicas (KERN,
2016). A utilizagdo de problemas inversos também ¢ observada no estudo da combustdo no
interior de fornos, na estima¢do da condutividade térmica e do coeficiente de difusdo de
materiais e na identificagao de alteragcdes em tecidos biologicos (NETO; NETO, 2013).

Dentre os problemas inversos utilizados na engenharia, destacam-se os problemas de
estimacdo de parametros, que t€m sido aplicados com frequéncia no estudo de fendmenos
anomalos. Ghazizadeh, Azimi e Maerefat (2012) consideraram um modelo composto por uma
derivada de ordem fracionaria da temperatura em relacdo ao tempo para descrever a
transferéncia de calor em carne processada. Utilizando o método de Levenberg—Marquardt, os
autores resolveram um problema inverso e estimaram os pardmetros do modelo. Fan, Jiang e
Chen (2016) aplicaram o método Bayesiano para estimar os pardmetros de um modelo que
apresenta uma derivada de ordem ndo inteira da concentragdo em relagdo ao tempo. Os
autores utilizaram esse modelo para descrever a difusdo anomala em meios porosos. Liu,
Chen e Cheng (2016) estudaram a transferéncia de calor em carne processada, considerando o
modelo de duplo atraso. A partir da aplicagdo do método dos Minimos Quadrados, os
parametros do modelo foram estimados. Silva (2016) obteve solugdes de um problema de
estimacdo de pardmetros dos modelos propostos por Bevilacqua, Galedo e Costa (2011a,b)
para a difusdo andmala. As solugdes foram obtidas pelos algoritmos de Evolugdo Diferencial,
de Colisdo de Particulas e de Otimizacao baseada em Relampagos.

Brociek et al. (2019) avaliaram a precisao de trés modelos fracionarios para descrever
a transferéncia de calor em aluminio poroso. Foram consideradas duas defini¢des diferentes
de derivada fracionaria. Inicialmente, utilizou-se um modelo composto por uma derivada de
ordem ndo inteira somente em relagdo ao tempo. Posteriormente, foi considerada uma
derivada fracionaria apenas em relacdo a variavel espacial. Por fim, os autores consideraram
derivadas de ordem ndo inteira em relagdo as duas varidveis independentes. A partir da
aplicacdo do método da Colonia de Formigas, os autores resolveram problemas inversos e
estimaram os parametros dos trés modelos utilizados. Lima, Lobato e Arouca (2019)
formularam dois problemas inversos envolvendo a difusdo andmala em dois materiais. Ambos
os problemas foram resolvidos pelo algoritmo de Evolucdo Diferencial. A partir da resolucdo
dos problemas inversos, os autores estimaram os pardmetros de um modelo empirico e de um

modelo fenomenologico.
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Yu e Jiang (2019) aplicaram o método dos Gradientes Conjugados para estimar os
parametros de um modelo que apresenta derivadas de ordem ndo inteira da temperatura em
relagdo ao tempo. Esse modelo foi utilizado na descricdo da transferéncia de calor em um
tecido esférico composto por duas camadas. Mattos (2021) resolveu um problema de
estimacao de parametros referente aos modelos de difusdo anémala de Bevilacqua, Galedo e
Costa (2011a,b). Para a resolugdo do problema, o autor utilizou os algoritmos de Evolucao

Diferencial, de Luus-Jaakola Modificado e Firefly.
2.6.1 Formulacao Matematica do Problema de Otimizacao

Um problema de otimizagdo apresenta trés caracteristicas: a funcdo objetivo, as
variaveis de projeto e as restricdes. A fungdo objetivo envolve as varidveis de projeto e
corresponde ao critério em relacdo ao qual o sistema ¢ otimizado. A natureza do problema
influencia consideravelmente a escolha da fun¢do objetivo. As varidveis de projeto, também
denominadas varidveis de decisdo, consistem no conjunto de quantidades que definem um
sistema e que ndo apresentam valores fixos (RAO, 2009). Os valores da funcdo objetivo
podem ser modificados através da variagcdo dessas variaveis (VANDERPLAATS, 1999). As
restricdes correspondem aos requisitos que as variaveis de projeto devem atender (RAO,
2009). Assim como a fungdo objetivo, as restricdes também s3o fungdes das varidveis de
projeto. Essas funcdes sdo responsaveis pela delimitacdo das regides do espaco de projeto
(VANDERPLAATS, 1999).

A descrigdo matematica do problema de otimizacdo ¢ dada pelas Equagdes (2.164) e

(2.165). O vetor x ¢ definido de acordo com a Equagdo (2.166) (BHATTI, 2000).

min f(x). (2.164)
g,.(x)SO, i=12,....m
h(x)=0, i=12,...p (2.165)
xf<x, <x7, i=12,...n
x:(xl,xz,...,xn)T, (2.166)

em que f{x) ¢ a funcdo objetivo, x € o vetor das variaveis de projeto, gi(x) sdo as restri¢gdes de
desigualdade, /;(x) sdo as restri¢des de igualdade, xi e x;Y sdo as fronteiras do problema.

Em algumas situagdes, ha a necessidade de minimizar ou maximizar mais de uma
funcdo objetivo. Nesses casos, tem-se um problema de otimizagao multi-objetivo. A descrigao

matematica desse problema ¢ dada pelas Equagdes (2.167) e (2.168) (DEB, 2001).
min £, (x), m=12,...,M. (2.167)



55

J
k=12,..K (2.168)
1

2.6.2 Classificacao dos Métodos para a Resolucao do Problema de Otimizacao

Na literatura, ha diversos métodos para a resolucao de problemas de otimizagdo. O uso
de um método de resolugao adequado ¢ fundamental para que seja garantida a obtencao das
solucdes otimas. Muitos fatores influenciam a selecao do método de resolugdo de problemas
de otimizagdo. Dentre estes, destacam-se: o tipo de problema, a natureza do método, a
qualidade desejada das solugdes, o tempo e os recursos computacionais disponiveis
(KOZIEL; YANG, 2011).

De maneira geral, os métodos de resolugdao de problemas de otimizacdo podem ser
classificados em: métodos deterministicos, também denominados classicos, ¢ métodos
heuristicos, também conhecidos como estocasticos, probabilisticos ou nido deterministicos
(RANGAIAH, 2010). Nos métodos deterministicos, ¢ gerada uma sequéncia deterministica de
pontos na regido de busca, através da utilizacdo de propriedades analiticas do problema de
otimizagdo. Essa sequéncia de pontos converge para um 6timo global (RANGAIAH, 2010).
Para a aplicacdo desses métodos, considera-se que a fungdo objetivo e as restricdes sio
fungdes continuas (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).

Podem-se classificar os métodos cldssicos em: métodos diretos e métodos indiretos.
Os métodos diretos caracterizam-se por utilizar apenas a fungdo objetivo e as restrigdes no
processo de busca. Nos métodos indiretos, sdo utilizadas as derivadas de primeira e/ou
segunda ordem da fung¢do objetivo e/ou das restrigdes. Por isso, a convergéncia dos métodos
indiretos ocorre mais rapidamente do que a dos métodos diretos. Os dois tipos de métodos
classicos apresentam dificuldades em comum. Uma destas corresponde a dependéncia da
convergéncia em relacdo a solucdo inicial escolhida. Além disso, esses métodos nao
apresentam uma boa eficiéncia em problemas nos quais a regido de busca ¢ discreta (DEB,
2001). Em muitas aplicacdes praticas, as fungdes objetivo de problemas de otimizagdo ndo
sdo continuas. Isso limita a aplicabilidade dos métodos classicos (RAO, 2009).

Um exemplo de método classico indireto corresponde ao método de Newton, que
representa um dos métodos utilizados com mais frequéncia em problemas de otimizagdao. Um
dos fatores que mais influenciam a eficiéncia desse método consiste na escolha do tamanho
do passo. Quando esse valor ¢ muito pequeno, a convergéncia para o 6timo local ¢ muito

lenta. Por outro lado, um valor muito grande do tamanho do passo pode implicar na
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divergéncia do método. O método dos Gradientes Conjugados também consiste em um
método cléssico indireto. Esse método foi utilizado pela primeira vez por Hestenes e Stiefel
(1952) e ¢ um dos métodos mais aplicados em problemas de otimizacao (KOZIEL; YANG,
2011).

Alguns exemplos de métodos classicos diretos consistem nos métodos de Hooke-
Jeeves e da Regido de Confianca. Quando o método de Hooke-Jeeves ¢ aplicado, sdo
consideradas as iteragdes anteriores para a obtencdo de uma nova direcdo de busca, ao
contrario do que ocorre quando se utiliza o0 método de Newton. Com isso, a convergéncia ¢
atingida mais rapidamente. Muitos problemas de otimizagao tém sido resolvidos pelo método
da Regido de Confianga, no qual sdo utilizadas expansdes em séries de Taylor para aproximar
a fungdo objetivo. Para avaliar a qualidade da aproximacdo, pode-se calcular a razdo entre a
diminui¢do real e a diminui¢do predita da func¢do objetivo. Quanto mais proximo da unidade ¢
o valor dessa razdo, maior ¢ a qualidade da aproximacgao (KOZIEL; YANG, 2011).

Os métodos heuristicos caracterizam-se pela busca do 6timo global ser baseada em
sequéncias aleatorias e pela utilizagdo de elementos probabilisticos. Esses métodos sao
utilizados na manipulagdo de uma solug¢do Unica ou de um conjunto de solucdes em cada
iteracdo ou avaliacdo da funcdo objetivo. Uma desvantagem dos métodos heuristicos
corresponde ao fato da otimalidade global ndo ser garantida. Apesar disso, esses métodos
apresentam algumas vantagens. Dentre estas, destaca-se a menor quantidade de hipoteses
necessarias em relacdo as caracteristicas do problema (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET;
RANGAIAH, 2011).

Podem-se classificar os métodos heuristicos em: métodos de busca aleatoria, métodos
evolutivos e métodos de inteligéncia de enxame. Alguns exemplos de métodos de busca
aleatoria correspondem aos métodos da Busca Aleatoria Pura, do Recozimento Simulado e da
Busca Tabu. Os Algoritmos Genéticos e de Evolucdo Diferencial consistem em métodos
evolutivos. Os métodos de inteligéncia de enxame podem ser exemplificados pelos métodos
da Colonia de Formigas e do Enxame de Particulas. Também ha métodos que ndo se
encontram em nenhum dos trés tipos de métodos apresentados anteriormente. Os métodos da
Busca Harmonica e do Tunelamento Aleatorio sdo alguns exemplos (RANGAIAH, 2010).

O método mais simples de busca aleatoria corresponde ao método da Busca Aleatoria
Pura. Brooks (1958) foi o primeiro autor a definir esse método. Com a aplicacdo do método
da Busca Aleatoria Pura, obtém-se uma sequéncia de pontos distribuidos de maneira uniforme
na regido viavel. Enquanto isso se observa o melhor ponto encontrado até o momento atual

(ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).
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O método do Recozimento Simulado foi desenvolvido por Kirkpatrick, Gelatt e
Vecchi (1983), através de uma analogia com o processo de recozimento de metais, o qual
apresenta duas etapas. A primeira corresponde ao aquecimento do metal até este atingir o
estado fundido. Posteriormente, realiza-se o resfriamento de maneira lenta até que o metal
retorne para o estado sdlido. Com isso, o equilibrio térmico ¢ atingido com o minimo de
energia. No método do Recozimento Simulado, além do ponto com o melhor valor, aceitam-
se pontos com valores ruins com uma determinada probabilidade. Essa probabilidade diminui
a medida que o processo de busca avanca (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET;
RANGAIAH, 2011).

No método da Busca Tabu, os pontos encontrados ndo sdo avaliados novamente. Esse
método foi proposto por Glover (1989). A primeira etapa da aplicacdo do método consiste na
avaliagdo de um conjunto de solucdes escolhidas, as quais sdo armazenadas em uma lista.
Posteriormente, realiza-se a comparagdo entre a nova solucdo obtida e as solugdes
inicialmente escolhidas (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).

O método dos Algoritmos Genéticos foi desenvolvido por Holland (1975). Esse
método realiza uma analogia com o processo de evolucdo que ocorre na natureza. A primeira
etapa do método consiste em inicializar uma populacdo de solugdes de teste, que sdo
produzidas de maneira aleatoria no interior da regido viavel. Posteriormente, realiza-se a
avaliacdo da funcdo objetivo dessas solugdes e estas sdo submetidas aos processos de
reproducdo, cruzamento e mutagcdo. Com a realizacdo desses trés processos, cria-se uma nova
populagdo, que ¢ submetida aos mesmos procedimentos até o critério de parada ser atingido
(ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).

Storn e Price (1995) propuseram o algoritmo de Evolucao Diferencial. Esse algoritmo
baseia-se na ideia de adicionar a diferenca entre dois individuos a um terceiro individuo, de
forma a produzir um novo individuo. As etapas de aplicacdo do algoritmo de Evolugdo
Diferencial sao semelhantes as do método dos Algoritmos Genéticos. Apesar disso, quando se
utiliza o algoritmo de Evolucdo Diferencial, o processo de busca ¢ guiado pela mutacao,
enquanto no caso do método dos Algoritmos Genéticos, o cruzamento € responsavel por guiar
esse processo (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).

O método da Colonia de Formigas foi desenvolvido por Dorigo, Maniezzo e Colorni
(1996) e imita o comportamento do forrageamento de colonias reais de formigas. Nesse
método, formigas artificiais depositam feromoénio, de forma a construir caminhos que sdo
seguidos pelas demais formigas presentes na colonia. Dessa forma, hd uma cooperacdo entre

as formigas na busca de solugdes de qualidade. O método da Colonia de Formigas apresenta
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duas etapas. A primeira corresponde ao movimento das formigas para regides vizinhas
viaveis. Nessa etapa, ocorre o armazenamento das informagdes coletadas nos caminhos de
feromonio. A segunda etapa consiste na evaporagdo de feromomio, o que implica em um
efeito menor dos valores de feromonio nas geragdes posteriores do que nas anteriores. Com
base nessa informacgao, sdo tomadas as decisdes das formigas, que seguem uma distribuicao
de probabilidade. Para a determinacdo dessa distribui¢do, sdo utilizados os valores relativos
de feromdnio correspondentes aos resultados possiveis das varidveis de projeto (ZHANG;
BONILLA-PETRICIOLET; RANGAIAH, 2011).

Kennedy e Eberhart (1995) desenvolveram o método do Enxame de Particulas. Nesse
método, o 6timo global é encontrado a partir da utilizagdo do comportamento social de um
sistema biologico, tais como um bando de passaros ou um cardume de peixes. As particulas
presentes no enxame movimentam-se em uma determinada velocidade, de uma posicao inicial
para uma nova posi¢ao. Essas particulas correspondem a possiveis solugdes na regido de
busca. Inicialmente, produz-se de maneira aleatéria uma populagdo de particulas na regido de
busca. Posteriormente, ¢ realizado um ajuste do movimento de cada individuo, com base na
melhor posicdo individual e global das particulas, no enxame como um todo, em cada passo
de tempo. Dessa forma, obtém-se o 6timo global (ZHANG; BONILLA-PETRICIOLET;
RANGAIAH, 2011).

2.6.3 Evolucao Diferencial

O algoritmo de Evolugdo Diferencial apresenta algumas vantagens. Dentre estas,
destaca-se a sua maior simplicidade de implementacdo em comparagdo com outros métodos
evolutivos. Além disso, esse algoritmo apresenta uma quantidade pequena de parametros de
controle e hd& um bom conhecimento sobre o efeito desses parametros na eficiéncia do
algoritmo (DAS; SUGANTHAN, 2011). O algoritmo de Evolucao Diferencial apresenta uma
boa eficiéncia em uma grande variedade de problemas, inclusive aqueles que envolvem
funcgdes objetivo que sdo nao diferencidveis, ndo lineares ou multimodais. Outra caracteristica
importante desse algoritmo corresponde as boas propriedades de convergéncia (STORN;
PRICE, 1997).

No algoritmo de Evolugdo Diferencial considera-se uma populagdo composta por Np
vetores. Essa quantidade de vetores mantém-se constante durante o processo de otimizagao. A
escolha da populagdo inicial ¢ realizada de maneira aleatoria e, geralmente, segue uma
distribui¢do de probabilidade uniforme. A partir da adi¢do da diferenga ponderada entre dois

vetores a um terceiro vetor, € criado um novo vetor, conhecido como vetor modificado. Esse



59

processo ¢ denominado mutacao. Posteriormente, ocorre o processo denominado cruzamento,
no qual se realiza uma mistura entre os parametros do vetor modificado ¢ de um vetor pré-
determinado, conhecido como vetor alvo. Dessa forma, ocorre a geracdo de um vetor
denominado vetor tentativa. A etapa seguinte do algoritmo corresponde a selecdo, em que se
comparam os valores da fun¢do objetivo do vetor tentativa e do vetor alvo. A ultima etapa de
aplicagdo do algoritmo consiste na utilizagdo de um critério de parada (STORN; PRICE,
1997).
A Equagao (2.169) descreve o processo de mutacdao (STORN; PRICE, 1997).

viGH :xf]? +F(XG xrfl i=1,23,....N

53

(2.169)

P

G+l . G« I e
em que v;_ ¢ o vetor modificado, x;” € o vetor alvo, 7|, 7, € 3 sdo indices aleatorios inteiros

diferentes entre si e do indice i e F € o fator de perturbagdo. Os indices 7, ; € r3 encontram-se
no intervalo entre 1 e Np. O valor do fator de perturbacdo ¢ positivo, real, constante e pertence
ao intervalo compreendido entre 0 e 2.

O vetor tentativa pode ser representado pela Equacao (2.170) (STORN; PRICE, 1997).

G+1_( G+1 , G+1 G+1
u =l gty (2.170)

em que uiGﬂ ¢ o vetor tentativa e n ¢ o numero de componentes do vetor.
As componentes do vetor tentativa sdo definidas de acordo com a Equacdo (2.171)

(STORN; PRICE, 1997).

vi", serand, < CRou j = rand,,
uﬁ“ =<x%, serand, > CRou j # rand, (2.171)
j=12,...,n,

em que rand; é a j-ésima avaliagdo de um gerador de nimeros aleatdrios uniforme com
resultado entre 0 e 1, CR ¢ a probabilidade de cruzamento, cujo valor também se encontra no
intervalo entre 0 e 1, e rand; ¢ um indice escolhido aleatoriamente, que se encontra no
intervalo entre 1 e n.

Caso alguma componente do vetor tentativa ndo se encontre dentro da regido de busca,

pode-se utilizar uma regra de reparo, de acordo com a Equagao (2.172) (OLIVEIRA, 2006).

1

x" se uA[<x;“f,
j (2.172)

sup sup
X', 8e Uy >x,
inf ~ .
em que x;" e x;"* sdo as fronteiras do problema.
Se o valor da fungdo objetivo do vetor tentativa ¢ inferior ao do vetor alvo, o vetor

tentativa corresponde ao vetor alvo da geracdo seguinte. Caso contrario, o vetor alvo continua
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sendo o utilizado anteriormente. As etapas de aplicagdo do algoritmo s3o repetidas até a
obtencdo do 6timo ou que o critério de parada seja atingido (PRICE; STORN; LAMPINEN,
2005).

A eficiéncia do algoritmo de Evolugao Diferencial depende dos trés parametros do
algoritmo, que consistem no tamanho da populacdo, no fator de perturbagdo e na
probabilidade de cruzamento. Com o aumento do tamanho da populacdo, hd uma maior
garantia de que o 6timo global seja encontrado. Apesar disso, o incremento desse parametro
implica em uma convergéncia mais lenta. Geralmente, recomenda-se que o valor de Np esteja
entre 5 ¢ 20 vezes o numero de variaveis de projeto. Quanto maior o valor do fator de
perturbagdo, maior ¢ a probabilidade de obtencdo do 6timo global. Porém, isso também
aumenta o custo computacional. O valor recomendado de F, normalmente, encontra-se entre
0,2 e 2. Para boa parte dos problemas, um valor do fator de perturbacao proximo a 0,8 ¢
considerado bom. O efeito da probabilidade de cruzamento na eficiéncia do algoritmo de
Evolugdo Diferencial ¢ inferior ao efeito do fator de perturbacdo. Por isso, geralmente, valores
baixos, proximos a 0,1, e altos, proximos a 0,9, de CR implicam em desempenhos
semelhantes do algoritmo (RANGAIAH; SHARMA, 2017).

Com base no vetor a ser modificado, na quantidade de diferencas ponderadas
utilizadas e no esquema de cruzamento considerado, podem-se classificar diferentes
estratégias do algoritmo de Evolucdo Diferencial. Para isso, considera-se a notagdao definida
por Storn e Price (1995), segundo a qual essas estratégias podem ser escritas como DE/x/y/z.
Nessa notacdo, a sigla DE representa as letras iniciais do algoritmo utilizado (Differential
Evolution) e x € o vetor a ser modificado, que pode ser denotado “rand”, caso seja um vetor
escolhido aleatoriamente, ou “best”, se este corresponde ao vetor para o qual o valor da
funcdo objetivo é o menor dentre todos os vetores que compdem a populagdo. A quantidade
de diferencas ponderadas utilizadas ¢ representada por y. O esquema de cruzamento
considerado ¢ representado por z. Se o esquema de cruzamento ¢ binomial, z ¢ denotado
“bin”. Quando o esquema de cruzamento ¢ exponencial, z ¢ denotado “exp”. A Tabela 2.1
apresenta a representacdo das estratégias do algoritmo de Evolugdo Diferencial. Nessa tabela,
ry, 12, '3, 14 € 7's sdo indices aleatdrios que apresentam valores diferentes entre si e de i. O vetor
X014 € um vetor da geragdo anterior, escolhido aleatoriamente (OLIVEIRA, 2006).

O algoritmo de Evolucao Diferencial pode ser resumido de acordo com as seguintes

etapas (OLIVEIRA, 2006):

e Definir os valores do fator de perturbacdo e da probabilidade de cruzamento, e
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escolher a estratégia utilizada;

e Gerar uma populagdo inicial aleatoria;

e Selecionar um vetor aleatorio ou utilizar o melhor vetor, representado por Xxps, COMO 0
vetor alvo;

e Escolher trés ou cinco vetores aleatdrios diferentes entre si, dependendo da estratégia,
e gerar o vetor modificado, a partir do processo de mutagao;

e Gerar o vetor tentativa, através do processo de cruzamento;

e Realizar o processo de selegdo e analisar os valores da funcdo objetivo do vetor
tentativa e do vetor alvo;

e C(Caso o critério de parada seja satisfeito ou o 6timo seja obtido, finalizar o algoritmo.
Caso contrario, seguir para a proxima geragdo e retornar a etapa de escolha de um

vetor aleatorio ou do melhor vetor.

Tabela 2.1 - Representagdo das estratégias do algoritmo de Evolucdo Diferencial (STORN;
PRICE, 1995).

Estratégia Representagdo Notac¢do
1 vl _xbi” + F( ; xrf) DE/best/1/exp
2 viG+1 = x‘ + F(xG —xC ) DE/rand/1/exp
3 Vit =x0 +F ( b~ xo[; )+ F3(er — x’G) DE/rand-to-best/2/exp
4 viG bem + F( X )+ F(erz_ erS) DE/best/2/exp
5 vit =x + F(x, —x 2)+ F(x; - erS) DE/rand/2/exp
6 vjc = be + F( G) 5 DE/best/1/bin
7 =x0 + F(xrz - x¢ ) DE/rand/1/bin
8 o =xG + F( X6 —xG )+ Flx0 ~x0)  DE/rand-to-best/2/bin
9 v xbis, + F( x9 )+ F(xrcs_ xrcs) DE/best/2/bin
10 v =x0 + F(ﬁ - xr:)+ F(xG - XG) DE/rand/2/bin

Este capitulo teve por objetivo apresentar conceitos importantes para o bom
entendimento dos problemas a serem abordados neste trabalho. De forma geral, pode-se
observar que existem varias vertentes para a caracterizagdo dos fendmenos andmalos, sendo
cada uma pertinente para uma dada aplicagdo. No proximo capitulo serd apresentada a
metodologia proposta para resolver os problemas alvo desta tese e para a estimagdao dos

parametros do modelo considerado.
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3 METODOLOGIA

Como descrito anteriormente, o estudo dos diferentes fendmenos encontrados na
natureza ndo ¢ uma tarefa facil, visto que estes sdo inerentemente nao lineares, o que na
pratica implica em modelos fenomenologicos com grande complexidade. Como exemplo,
pode-se citar o processo de difusdo (SILVA, 2006). Em nivel macroscopico, o
comportamento coletivo das particulas apresenta regularidade, sendo o mesmo representado
pela classica Lei de Fick (PEDRON, 2003). Todavia, em nivel microscopico, esta abordagem
pode nao ser suficiente para representar outros fenomenos que podem ocorrer paralelamente a
difusdo usual, tais como os fendomenos de atraso de tempo, de retencdo de particulas e de
aceleragdo do processo difusivo (SILVA, 2016). Estes fenomenos secundarios levam a um
processo denominado difusdo andmala, no qual o deslocamento quadratico médio ndo ¢
fungdo linear do tempo, diferentemente do que ocorre no processo tradicional de difusao
(PEL, 1995; PEL et al., 1995; PEL; KOPINGA; BROCKEN, 1996).

Matematicamente, o fendmeno andmalo tem sido representado, basicamente, por cinco
diferentes abordagens, a saber, uma puramente empirica, uma fundamentada nas tradicionais
equagoes diferenciais parciais em que os termos de transporte sao fungdes das variaveis
dependentes (concentracdo, temperatura, entre outras), por meio de equagdes diferenciais com
derivadas fraciondrias, usando equagdes diferenciais parciais com ordem superior a dois €
considerando equagdes estocasticas (LIMA; LOBATO; AROUCA, 2019; SHLESINGER;
ZASLAVSKY; KLAFTER, 1993; KLAGES; RADONS; SOKOLOV, 2008;
VISWANATHAN et al., 2011; MEROZ; SOKOLOV, 2015).

Especificamente em relagdo a derivadas fracionarias, estas apresentam natureza nao
local em comparagdo com o comportamento local de derivadas inteiras (PODLUBNY, 1999).
Tal caracteristica pode ser atrativa para fins da representacdo dos estudos de caso em que, por
exemplo, as Leis de Fick e Fourier ndo conseguem descrever com exatiddo o comportamento
de transporte relacionado, conforme apontado por Kumar, Kumar e Rai (2015).

Neste contexto, como um dos objetivos deste trabalho ¢ a representagdo do fendmeno
de transferéncia de calor em soélidos, considera-se que o termo de condugdo € representado
pela Lei de Fourier com a introdugdo de um termo de atraso no tempo (CATTANEO, 1958;
VERNOTTE, 1958):

g(x,7)+ T%z—kVT(x,t), 3.1
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em que 7 ¢ a temperatura, ¢ (¢ > 0) é o tempo, x (0 <x < 1) é a coordenada espacial, g ¢ o fluxo
de calor, £k ¢ a condutividade térmica e 7t ¢ denominado de fator de atraso no tempo,
responsavel por capturar as respostas de micro-escala no tempo.

Como também se pretende avaliar a transferéncia andmala de massa, ¢ considerada
uma equagdo andloga a Equagdo (3.1), com o objetivo de generalizar a Lei de Fick, conforme

a Equacdo (3.2).
J(x,t)+7, % = —DVC(x,1), (3.2)

em que J ¢ o fluxo maéssico difusivo, D € o coeficiente de difusdo, C ¢ a concentragdo massica
e 7; ¢ o tempo de relaxacdo no fluxo de massa, termo analogo ao fator de atraso no tempo
presente na Equacao (3.1).

Na pratica, se os parametros 7 e 7; forem iguais a zero, as Equacdes (3.1) e (3.2) se
reduzem as tradicionais Leis de Fourier e de Fick, respectivamente. Cabe destacar que o uso
das equacdes classicas implica em uma velocidade de propagacdo infinita ndo fisica em
termos da perturbagdo do sistema em andlise (KUMAR; KUMAR; RAI 2015). Assim, para
generalizar o comportamento observado nas Leis de Fourier e de Fick, Cattaneo (1958) e
Vernotte (1958) propuseram a inclusao do fator de atraso no tempo.

A partir do que foi apresentado, o modelo fenomenoldgico abordado nesta tese
consiste de uma equacado diferencial parcial hiperbdlica unidimensional com ordem inteira no
tempo (em termos das derivadas primeira e segunda) e com duas derivadas espaciais, sendo
uma de primeira ordem e uma com ordem fracionaria (resultante da generalizagdo das Leis de
Fourier e de Fick). Tal modelo ¢ proposto para representar fendmenos de transferéncia de
calor e de massa transientes unidimensionais, sendo representado matematicamente como:

o%u(x,1)

au(x’t)+Q 6“u(x,t)+Q 8u(x,t)+Q u(x,0)+ 0, =0 (3.3)
or* ’ ! T © |

ot ox“” Ox

o

+0,

em que x e ¢ sdo as varidveis independentes, u ¢ a variavel dependente, a (1 <a <2) ¢ a ordem
fracionaria e Q; (i=1, ..., 6) representa os coeficientes que ponderam cada um dos termos do
modelo apresentado, ou seja, estes definem as caracteristicas do modelo que serdo avaliadas.
Genericamente, as condi¢des iniciais € de contorno para o referido modelo sao definidas

como:
u(x,t)=f(x), t=0e 0<x<1, (3.4)

du(x,t) _

5 g(x), t=0e 0<x<1, (3.5)
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Bulx.0)+ B, a”éx’t) =By, x=0, 120, (3.6)
X
ou(x,1)
Bu(x,t)+ p—"2 =8, x=1,1t>0, 3.7)
ox
em que fix) e g(x) sdo fungdes que definem as condigdes iniciais e f; (=1, ..., 6) sdo

constantes que definem o tipo de condi¢ao de contorno considerada.

E importante ressaltar que o modelo apresentado tem uma derivada de ordem néo
inteira em relacdo ao termo espacial difusivo. Enfatiza-se que termos fraciondrios nas
derivadas temporais também poderiam ser considerados (WANG et al., 2021). Todavia, ao
considerar um modelo com inimeras contribui¢des fracionarias deve-se avaliar o real efeito
fisico da presenga de tais derivadas nos perfis obtidos. Também seria possivel considerar uma
derivada de ordem nao inteira em substitui¢dao a derivada espacial de primeira ordem. Porém,
o termo relacionado a essa derivada nao ¢é proveniente da generalizacdo da lei de formacao (de
Fourier ou de Fick), ao contrario do que ocorre com o termo referente a derivada de segunda
ordem em relagdo ao espaco. Por isso, apenas a contribuicdo fraciondria que substitui a
derivada espacial de segunda ordem ¢ considerada nesta contribuigdo.

Finalmente, destaca-se que no modelo considerado observa-se a presenca de um termo
que apresenta uma derivada parcial de segunda ordem da variavel dependente em relagdo ao
tempo. Esse termo indica que a perturbagdo do sistema em analise propaga-se como uma onda
que possui velocidade finita, ao contrario do que as leis tradicionais implicam (ORDONEZ-

MIRANDA; ALVARADO-GIL, 2009).

3.1 Métodos Numéricos Propostos para a Resolucio do Modelo Diferencial Parcial

Hiperbolico Fracionario de Interesse

Para que os perfis referentes ao modelo descrito anteriormente possam ser analisados
do ponto de vista fisico, bem como a influéncia dos pardmetros possa ser avaliada, os mesmos
devem ser obtidos. Para essa finalidade, a seguir sdo apresentadas duas abordagens propostas
para a resolucdo do modelo descrito, a saber, o Método Pseudo-Espectral de Legendre e o

M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario.
3.1.1 Método Pseudo-Espectral de Legendre

O M¢étodo Pseudo-Espectral de Legendre (MPEL) ¢ uma abordagem tradicionalmente
usada para resolver problemas de valor de contorno em que todas as derivadas possuem

ordem inteira. Em linhas gerais, essa abordagem ¢ baseada na definicdo de uma funcao de
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aproximacao, geralmente uma funcdo polinomial, que pode ser escolhida de acordo com suas
propriedades particulares e que a tornam adequada para a andlise de determinados tipos de
problemas (ESMAEILI; SHAMSI; LUCHKO, 2011). Apés a escolha da aproximagdo
polinomial, a solu¢do numérica ¢ avaliada considerando um determinado numero de pontos
dentro do dominio de interesse (Numero de Pontos de Colocagdo - NPC) (VILLADSEN;
STEWART, 1967). Assim, a equagdo original deve satisfazer a fun¢do de aproximagdo nos
pontos considerados, bem como nas condigdes iniciais € de contorno.

Para obter a solugdo do modelo diferencial apresentado, ¢ necessario definir uma
funcdo de aproximacdo. Neste caso, para aplicar o MPEL sera considerado o polindmio de
Lagrange (PL). E importante mencionar que esta escolha deve-se a redugdo do custo
computacional associado a aproximagao numérica das derivadas em comparagdo com outras
aproximacodes (VILLADSEN; STEWART, 1967; VILLADSEN; MICHELSEN, 1978).

Considerando o conjunto de pontos de dados (X, Y1), (X2, Y2), ..., (Xnpcs1, Yapcel),
define-se uma formula de interpolacdo que passa por esses pontos (um polindmio de
interpolagdo de NPC-ésimo grau), dada como:

NPC+1

YNPC(X): ZYili(X)’ (3.8)

em que /; (X) é o polindmio de interpolagdo de Lagrange definido como:
NPC+1 X _ Xj
L(X)= H Y ox, (3.9)
Se o subscrito i € igual a j, [(X) € igual a 1. Caso contrario, /{(X) ¢ igual a 0. Como essa
aproximacao ¢ uma funcao continua, ela pode ser diferenciada e integrada. Assim, a primeira
e a segunda derivadas para uma raiz especifica X; podem ser expressas, respectivamente,
como:
dYye(X ;) Y2 dl(x))
TR YR

, j=1,...,NPC +1, (3.10)

dYe(x,) e a?l(x,)
—_— = Y ——25, j=1,...,NPC +1. 3.11
e Zl el (3.11)
Como o problema original possui duas varidveis independentes, a aproximacao
polinomial para a varidvel dependente ¢ definida como:

NPC

”(x’t): ;li(x)¢i(t)7 (3.12)

em que ¢; (i=1, ..., NPC+1) sdo os coeficientes que devem ser encontrados.
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Substituindo essas aproximag¢des no modelo original, as expressdes residuais para a
variavel dependente podem ser calculadas. Esses residuos devem ser minimizados para cada
raiz do polindmio ortogonal calculado. Assim, para cada i-ésima raiz, uma equagao
diferencial em relacdo a ¢ ¢ definida. O sistema formado por todas as equagdes ¢ resolvido
por meio de uma estratégia especifica.

Finalmente, para a aplicagdo da aproximacdo polinomial considerada, faz-se
necessario avaliar a mesma nos pontos de colocagdo, os quais sao definidos de acordo com a
fungao ortogonal escolhida (VILLADSEN; STEWART, 1967; VILLADSEN; MICHELSEN,
1978). No caso da aproximagdo espectral de Legendre, considere Ly(x) como sendo o
polindmio de Legendre de N-ésima ordem em fun¢do da variavel independente 7, definido
como (BECERRA; GALVAO, 2010):

Ly()=— a" oy -1)" .

= (3.13)

Assim, definindo-se a ordem N, pode-se obter o respectivo polindmio. Por exemplo, os

polindmios para N iguais a 0, 1, 2 e 3 s@o descritos, respectivamente, como:

Lo(n)=1. (3.14)
Li(7)=mn, (3.15)
L.(7) = (n* 1) (3.16)
Ls(n)=%( n* —3n) (3.17)

Neste caso, os nos (pontos de colocacao) de Legendre-Gauss-Lobatto associados ao
polindmio Lx(n) sdo definidos como [-1 #; 1] (=1, 2, ..., N-1), em que #; correspondem as
raizes da derivada de Ly(#) com relacdo a #.

Apesar das fungdes de base empregadas serem polindmios de Lagrange, utilizam-se os
pontos de coloca¢do de Legendre-Gauss-Lobatto. Por isso, define-se a aproximacdo como
Pseudo-Espectral de Legendre. Além disso, enfatiza-se que a principal vantagem associada ao
uso deste tipo de abordagem ¢ a reducgdo do erro ao se comparar com estratégias em que sao
considerados pontos igualmente espagados, bem como a redugdo do sistema de equacdes que
deve ser resolvido (VILLADSEN; STEWART, 1967; VILLADSEN; MICHELSEN, 1978).
Cabe ressaltar que quando se utiliza uma aproximagdo polinomial em que se consideram
pontos igualmente espacados, pode ocorrer o denominado fendmeno de Runge, que se
caracteriza pelo aumento exponencial dos erros. Por outro lado, quando sao utilizados pontos

de colocagdo, os erros diminuem exponencialmente (BECERRA; GALVAO, 2010).
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Em resumo, o MPEL empregado para resolver equacdes diferenciais de ordem inteira

¢ descrito como:

e Definir os pardmetros de entrada: caracteristicas do modelo matematico de interesse,
condigdes iniciais € de contorno, ordem (N=NPC) de aproximagdao (o polindmio
possui coeficientes NPC+1) e polindmio ortogonal usado para gerar os pontos de
colocagao;

e Calcular os pontos de colocagao (raizes do polindmio ortogonal);

e Gerar o polindbmio ortogonal de Lagrange considerando os pontos de colocacao
computados anteriormente. Nesse caso, a solucao ¢ aproximada pela Equacao (3.12).
O numero de coeficientes desconhecidos é reduzido considerando a avaliagdo das
condig¢des iniciais € de contorno;

¢ O modelo resultante (equacdo residual) é resolvido usando uma estratégia numérica
particular. Por se tratar de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias no tempo, o
mesmo ¢ integrado considerando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg (FEHLBERG,
1968);

e Verificar se a solugdo obtida ¢ sensivel com relagdo ao aumento do grau de

aproximacao.

Conforme abordado por Villadsen e Michelsen (1978), a qualidade do resultado obtido
depende da fun¢do de aproximacao considerada e do nimero de pontos de colocagdo. Assim,
aumentar o numero de pontos de colocagdo ndo significa, necessariamente, melhorar os

resultados obtidos.
3.1.2 Método Pseudo-Espectral de Legendre no Contexto Fracionario

Na secao anterior foi revisitado o MPEL para resolver equagdes diferenciais de ordem
inteira. Como o objetivo desta tese € avaliar modelos hiperbodlicos fracionarios no espaco, a
presente secao trata da extensdo desta abordagem para o contexto fraciondrio. Para esta
finalidade, o termo que contém a ordem fraciondria no espago deve ser avaliado a partir da
definicdo de derivada fraciondria, conforme descrito no Capitulo 2. Assim, considere a
derivada de Caputo (CAPUTO; MAINARDI, 1971) para representar o operador fracionario,
isto €:

% _ ”ch“r(n;_a)!(x_y)"-a-lzn(y)gzsi(t)dy, j=1,...,NPC +1, (3.18)

J=1
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em que n=[a]+1 e [a] ¢ um operador que representa a parte inteira de a.

A informacao contida na Equacdo (3.18) ¢ substituida no modelo original, permitindo
que o modelo fracionario-espacial hiperbodlico possa ser avaliado e, consequentemente, a
solucao aproximada possa ser obtida.

E importante mencionar que a escolha deste tipo de derivada fracionaria deve-se ao
efeito de memoria por meio de uma convolucdo entre a derivada de ordem inteira ¢ uma
poténcia do tempo. Neste caso, as condigdes iniciais para as equagdes diferenciais fracionarias
podem ser tratadas por analogia com o caso classico (derivada ordinaria) (AGUILAR et al.,
2012).

Assim, com base na descricdo apresentada para a ordem inteira, 0 MPEL proposto
nesta tese para resolver uma equagao diferencial com ordem fracionaria no espago pode ser

resumido da seguinte forma:

e Definir os parametros de entrada: modelagem matematica do problema de interesse
(ordem fracionaria, parametros do modelo, condi¢des iniciais € de contorno), ordem
(NPC) de aproximagdo (o polindmio tem coeficientes NPC+1) e polindmio ortogonal
usado para gerar os pontos de colocacao;

e Calcular os pontos de colocagao (raizes do polindmio ortogonal);

e Gerar o polindbmio ortogonal de Lagrange considerando os pontos de colocagdo
computados anteriormente. O niimero de coeficientes desconhecidos pode ser reduzido
via atendimento das condi¢des que caracterizam o problema em analise;

e Substituir a fungdo de aproximagao considerando a contribuigdo fracionaria no modelo
original, bem como avaliar a mesma considerando os pontos de colocagdo
computados;

¢ O modelo resultante (equacdo residual) ¢ resolvido usando uma estratégia numérica
particular. Por se tratar de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias no tempo, o
mesmo ¢ integrado considerando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg (FEHLBERG,
1968);

e Verificar se a solugdo obtida ¢ sensivel com relagdo ao aumento do grau de

aproximacao.

Esta modificacdo no MPEL original permite resolver uma equagdo diferencial parcial
hiperbolica com contribuicao fraciondria (ou inteira se assim for desejado) no espacgo. Neste

caso, preservam-se as principais caracteristicas da estratégia original com ordem inteira. E
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importante frisar que, para o problema em andlise, um novo pardmetro deve ser analisado
durante a etapa de simulacdo, a saber, a ordem fraciondria (parametro «). Finalmente, ¢
importante enfatizar dois aspectos. O primeiro diz respeito a resolugdo do modelo hiperbdlico
no tempo. A abordagem proposta foi desenvolvida para um modelo com derivada primeira no
tempo. Neste caso, esta metodologia ¢ valida, visto que o modelo hiperbdlico apresentado
pode ser facilmente convertido em um sistema com duas equacgdes diferenciais de primeira
ordem no tempo (ou pode ser integrado diretamente considerando um sistema diferencial de
segunda ordem no tempo). Assim, a metodologia proposta pode ser aplicada sem a perda de
generalidade no que tange o modelo considerado. O segundo aspecto diz respeito a faixa
considerada para a coordenada espacial, a saber, -1 < x < 1, devido ao tipo de polindmio
ortogonal utilizado pelo MPEL. Este tipo de faixa ¢ interessante para problemas que
apresentam simetria em relacao a coordenada espacial. Para o caso do modelo apresentado no
inicio deste capitulo, cujo dominio foi definido como sendo 0 < x < 1, o mesmo pode ser
facilmente convertido em -1 < x < 1, a partir de uma mudanca de variavel, de modo que a
abordagem proposta pode ser aplicada a estudos de caso com outras faixas no que tange a

coordenada espacial, sem qualquer tipo de dificuldade.
3.1.3 Método das Diferencas Finitas

O tradicional Método das Diferencas Finitas (MDF) consiste em aproximar as
derivadas presentes em uma equacdo diferencial através da substituigdo das mesmas por
relacdes obtidas considerando a avaliacdo da série de Taylor em determinados pontos de
referéncia e truncando os termos para as derivadas de interesse. Neste caso, para apresentar a
abordagem proposta, seja o modelo descrito pelas Equacdes (3.3)-(3.7) e novamente definido
como:
0%u(x,1)

= 8u(x,t) +0, 8“u(x,t) +0, au(x

1) _
= P~ P» +Quu(x,)+Q, =0, (3.19)

@) +0,

em que x e ¢ sdo as varidveis independentes, u ¢ a variavel dependente, a (1 <a <2) ¢ a ordem
fracionaria e Q; (i=1, ..., 6) representa os coeficientes que ponderam cada um dos termos do
modelo apresentado, ou seja, estes definem as caracteristicas do modelo que serdo avaliadas.

As condigdes iniciais e de contorno para o referido modelo sao definidas como:
u(x,t)= f(x), t=0e 0<x<1, (3.20)

ou(x, 1)

= =g(x), t=0e0<x<I, (3.21)
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t
Buu(x,t)+ f, a”éx’ )op. x=0.120 (3.22)
X
t
Bau(x,t)+ B a”(gx’ ) Bs. x=1,1>0, (3.23)
X
em que fix) e g(x) sdo fungdes que definem as condic¢des iniciais e f; (=1, ..., 6) sdo

constantes que definem o tipo de condi¢do de contorno considerada.

Os pontos em que sdo determinados os valores da variavel dependente apresentam
coordenadas x; e #, definidas de acordo com as Equagdes (3.24) e (3.25). Os termos Ax e At
sdo determinados pelas Equagdes (3.26) e (3.27), em que N corresponde ao niimero de pontos
em que o dominio espacial ¢ dividido e M ao nimero de pontos em que o dominio do tempo é

dividido (PINTO; LAGE, 2001).

x, =iAx, i=0,12,...,N, (3.24)

t, =kAt, k=02,...M, (3.25)

Ay =L (3.26)
N’ '

At = Limat. (3.27)
M

Inicialmente, ¢ apresentada a abordagem para a avaliacdo de uma equagdo hiperbolica
com derivada espacial em que a ordem ¢ inteira (o € igual a 2 na Equacdo (3.19)) e
denominada aqui por MDF. Posteriormente, apresenta-se a abordagem proposta para resolver
o problema fraciondrio espacial e denominada aqui por Método das Diferencas Finitas
Fracionario (MDFF). Para resolver o problema hiperbdlico com ordem inteira, podem-se
utilizar duas estratégias, a saber, a discretizagdo direta do modelo, considerando uma
aproximagdo de segunda ordem temporal, ou a reducdo da ordem do modelo em relagdo ao
tempo, através da mudanca de varidvel. Neste trabalho, considera-se a primeira op¢ao. Assim,
sejam as aproximacoes de derivadas temporais e espaciais para o problema hiperbolico com
ordem inteira (a=2) (PINTO; LAGE, 2001):

1

oul'  uf—ut

oul _ U P (3.28)
ot |, At

o’u ¢ ul —2u +ul?

or? I,- B (Ar) -9
oul"  ub, —ut

= = HITAxH’ (3.30)
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k
Ou| _ufy —2uf +uf, (3.31)
ox’|, (Ax)’

Substituindo essas aproximagdes na equagao diferencial parcial, tem-se que:

[ o, .0 }u{ o 0 20 +Qs}u!‘+[ 90,__o, }uh:

(Ax) T oAx (At At (Ax) (Ax)”  2Ax (3.32)
[2-gh- g
Pela condi¢ao de contorno em x=0, pode-se escrever a seguinte equagao:
Bus + B, 2Axk = f,. (3.33)
Assim, ¢ obtida a seguinte equagdo para u-":
=t 4 2P 28P, (3.34)

e B

Substituindo essa expressao na Equagdo (3.32), obtém-se a seguinte equacdao de

discretizagdo para i=0:

o .0, 20, 24,0, ﬁlQﬂ 0,205 {291 Qz}
= + 0, + —— lu, + u, = +==u
{(A;) At (Axy T B B |0 (Ax) (Acy  Ar " (3.35)
Ql k=2 2ﬂ3Q3 ﬂ3Q4
e T e e e
T R YOI N
Pela condi¢do de contorno em x=1, tem-se que:
k
ul, —uk_
,B4uN + fs % = - (3.36)
Logo, obtém-se a seguinte expressao:
ko k _2Axﬂ4 uk+2Axﬂ6. (3_37)

Uy = Uy, N
Bs Ps

Substituindo essa expressdo na Equacdo (3.32), obtém-se a seguinte equagdo de

discretizagdo para i=N:

RS A V)

_ O i 280, SO
(ac) " BAx B

{ o 0 20 2,0 _mgﬁuk . 20, 21:[2QI +Q2}ulkv_l+

AT B (7Y Y] (3.38)

De acordo com a primeira condi¢do inicial, tem-se que:

u! = f(x) (3.39)
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As Equagoes (3.32), (3.35) e (3.38) sdo validas para valores de k entre zero e M.
Porém, fisicamente ndo existem valores de u;'. Logo, ¢ necessaria a utilizagdo da segunda
condi¢do inicial para se obter as equagdes de discretizacao para k equivalente a um. Dessa

forma, tem-se que:

k=0 1 -1
ou u, —u;

= = — ] 3.40

o, o~ &0 (3.40)
Logo, obtém-se a seguinte expressio para u;

u' =u! —2g(x)At. (3.41)

Fazendo k=1 e substituindo a relagdo entre u;' ¢ ;' nas Equacgdes (3.32), (3.35) e

(3.38), sao obtidas as equacdes de discretizagdao para o primeiro passo no tempo.

2Ql &_ 2Q3 2ﬂ1Q3_ﬁ1Q4 1 2Q3 1 _ 2Q1 & 0
{(At)“m &) O }”“(Ax)z " me*m}”“ (3.42)
+2g(x)Q1 +2:B3Q3 _ﬁ3Q4 -0
At Brx B,
0, 0, | 2000, 20 | Oy O _
Lmr " zm}”’“ {w TANTS } {w)z zAx}““ 343
o (3.43)
(29 D)o, 280)0
_{(At)erAt}uiJr a9
200 .0, 20 280, RO |, 20, _[20 O],
Lm)”m & a4 }””(Axf {(Ao“m} o (3.44)

+ 2g(x)Q1 _ 25,0, _ BsQ,
At Psdx ps

Assim, sdo obtidos dois sistemas de equacdes para a determinagdo dos valores da

0.

variavel dependente. Um sistema ¢ composto pelas equagdes de discretizagdo para k igual a
um e outro pelas equacdes de discretizacdo para os demais valores de k. Esses sistemas de

equacdes podem ser escritos na forma matricial:
Au! = B. (3.45)
Na Equacao (3.45), 4 representa a matriz de coeficientes, ul o vetor de incognitas e B

o vetor dos termos ndo homogéneos. Para o primeiro passo no tempo, os termos presentes

nessa equacao sao dados por:
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a b 0 0 0 O 0
b a" " 0 0 0 0
A | (3.46)
: 0
0 0 0 O b'" a b"
0 0 0 O 0 b a"
-
U
ul
1
ub =| "2, (3.47)
MJIV—I
| uy
du + 2g(x)Ql 2ﬂ3Q3 /33Q4_Q6‘
2)91 -0,
5 dul + (A)Ql—gé | (3.48)
dugl"'%xt)gl_Qé
du’, + 2g(x)Q1 _ 2895 PO, -0,
. At BsAx ps i
Para os demais passos no tempo, a matriz 4 e os vetores u! e B sdo dados por:
(¢ b 0 0 0 0 - O]
b ¢ " 0 0 0 -+ 0
A A | (3.49)
: : . 0 :
0O 0 0 0 -+ b " b
00 0 0 - 0 b "]
_u(’)‘
uf
uk
ut = 2|, (3.50)
”];/—1
[ uk |




~ . k
Nas equacdes que definem a matriz 4 e os vetores u; ¢ B, tem-se que:

b

b

du,” +euy” +—2'B3Q3 A —Qé_
PAx B,
du™ +eu” - Q,
B a’uéH + eué"2 -0,
du,/f,ill +eu§/:21 -0
At 4 eu? — 289y POy _ 0.
i Bsdx  p; |
20 0, 20, 280, PO,
Ty A ey S e s
20, O, 20,
Tl A
20 0 20 +0 28,0y PO,
(A A () T B B
_ 20,
(Ax)*”
b/ — Q3 _ Q4
() 2a¢°
b”: Q3 + Q4 ,
(Ax)?  2Ax
_ O 9 20 280, PO,
©= (Ar)y Al (Ax)’ TOs LA B,
O 0 20,
Tl e ey
o O O 20, 208,05 B0,
¢ ~(Ar) At (Ax) tOs BAx P
d _ 20 +&,
(At) A
)

(ac)
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(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

O sistema linear descrito apresenta uma caracteristica particular, a saber, o mesmo ¢

tri-diagonal. Neste caso, tem-se uma matriz quadrada onde apenas os elementos da diagonal

principal e os que estdo acima e abaixo dela sdo ndo nulos. Para este tipo de estrutura, ¢ um

desperdicio computacional armazenar os zeros presentes nesta matriz, ja que eles nunca serao

utilizados para a solugdo do sistema. Em resumo, para resolver problemas com esta
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caracteristica considera-se o algoritmo de Thomas (THOMAS, 1949), o qual requer um custo
computacional bem inferior aos tradicionais métodos de eliminagdo, além de ser uma técnica

analitica ¢ nao numérica.
3.1.4 Método das Diferencas Finitas no Contexto Fracionario

Ap6s ser apresentado o MDF para o termo difusivo com ordem inteira, nesta se¢ao ¢
apresentada a extensdo deste método para o contexto fracionario. Para essa finalidade
considera-se a contribui¢do fraciondria no espago representada pela derivada fracionaria de
Griinwald-Letnikov e as expressdes tradicionais para aproximar as derivadas parciais com

ordem inteira presentes na Equagdo (3.19) (PINTO; LAGE, 2001; SOUSA, 2012):

k _ _
62u| ut —2uf +ul

- L (3.63)
o |, (Ac)?
oul' _uf —uf” (3.64)
or |, At '
oul' _uf, —uf, (3.65)
ox|, 2Ax

k .

x|, (" (

Na Equagdo (3.66), w; corresponde a uma fungdo cujo valor € igual a unidade para j
equivalente a zero. Para os demais valores de j o valor dessa fung¢do ¢ determinado através de
uma relacdo de recorréncia, dada pela Equacgdo (3.67).

w, = [1 - a—ﬂ}wil. (3.67)
A F A

Substituindo essas aproximacdes na equagdo diferencial parcial, obtém-se a Equagao

(3.68). O termo f'¢ dado pela Equacao (3.69).
o2 litn| e o - et Sty | 22 Sl
2Ax (Ar) At 2Ax = (ar) A (3.68)

Ql k-2
(acy

_Qﬁ’

f=- (3.69)

Segundo a condi¢do de contorno em x=0, tem-se que:
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k k
U —u,

2Ax

B + s = f;. (3.70)

Logo, obtém-se a seguinte equagdo para u-,":

ut, = uf + 2P i 28 (3.71)
b, b,
Fazendo-se i=0 na Equacdo (3.68), tem-se que:
9 - +&+Qs _ 59, u(/)( +f”1k _ 2Q12 +& u(})ﬁl _ Q12 ugfz _ B0, -0,. (3.72)
(Ar) At B, (Ar) At (At) B,
De acordo com condi¢do de contorno em x=1, tem-se que:
Bk + Uy — U y (3.73)
4N 5 2AX 6°

Assim, pode ser obtida a seguinte expressao:

_285fy g 20 (3.74)
2 2

Substituindo essa expressdo na Equacdo (3.68), obtém-se a seguinte equacdo de

ko k
Uy = Uy

discretizagdo para i=N:

cJo o o 2 g0 o _[200 0],
fuN_l+{(At)2+At+Q5 5. 5. }uN+ij=;wjuN+l_j {(At)szAt}uN +

L O i 2MB B0,
(acy " Bs Bs

Segundo a primeira condi¢do inicial, tem-se que:
ul = f(x). (3.76)

Neste caso, também ha a necessidade da aplicacdo da segunda condig¢do inicial, para

(3.75)

_Q6~

que sejam obtidas as equagdes de discretiza¢do para o primeiro passo no tempo. Dessa forma,

tem-se que:

oul™"  u' —u

- = ! L . 3.77
el VL, (3.77)

Logo, obtém-se a seguinte expressio para u; :
u' =u —2g(x)At. (3.78)
Igualando & a unidade e realizando a substituicao dessa relagdo nas Equagdes (3.68),

(3.72) e (3.75), obtém-se as equacdes de discretizagdao para o primeiro passo no tempo.
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1200 O, PO, |20 0], 2600 O 379
[ Rt o e () v it o
i 9, 1 20, & 1_ 9 3 1 _ 20, & 0

K 2&}”’“ +[(At)2 a9 }”" 2Ax +sz:;w"'u”“" B [(At)z iy, }”" T 380)
Zg(x)Ql_

Y Qs

C L2000 2ayB BO] L s (200 0],
e e e KaP AN [~ 2o 8 B8
28()0 289, Bils

At B B

Os valores da variavel dependente também s3o determinados por dois sistemas de
equacdes diferentes, sendo um sistema valido para k igual a um e outro para os demais valores

de k. Esses sistemas de equagdes também podem ser escritos na forma matricial:
Au' =B, (3.82)

Nesse caso, como ha um somatério nas equagdes de discretizagdo, os elementos da
matriz A sao diferentes do caso em que se considera a ordem inteira da derivada da variavel
dependente em relagdo a variavel espacial. A seguir sdo apresentados os termos que compdem
os dois sistemas de equagdes, considerando que N equivale a 6.

Para o primeiro passo no tempo, a matriz 4 e os vetores u;* ¢ B sdo dados por:

g f 0 0 0 0 0
m g+ fw / 0 0 0 0
0 m+fw, g'+fw l 0 0 0
’ b (3.83)
A=|0 fw, m+ fw, g'+ fw / 0 0 ,
0 Sw, Sw, m+ fw, g'+ fw, l 0
0 SWs Sw, Sw; m+ fw, g'+ fw, !
|0 Jw, fws fw, fw, f+fw, g"+ fw |
_ué_
1
u,
1
u,
uf =lu. |, (3.84)
g
s
|t




_Q6

78

(3.85)

Para os demais passos no tempo, os termos presentes na Equagao (3.82) sdo dados por:

du® + 2g(X)Q1 B9 -0,
5 P
duO (x)Ql _
b 0,
2g\x)0
du, + (At) 1 -0
2g\x)0
B= duy + (At) - =0
L 28)o,
du -
4 ) Q6
x)Q
d”? _Q6
a0+ 280 Javfp, _ B0
Y Bs P
[P f 0 0
m p'+ fw [ 0
0 m+fw, p'+ fw /
A=|0 Sw, m+ fw, p'+ fw
0 fw, Sy m+ fw,
0 Sws Sw, Sws
L0 fwg Jws Sy
_uo -
u,
i
ul =|uk|,
g
s
Lus |
du(l)( -1 +eu(l)( 2 IB3Q4 _Q6
B,
dul™ +eul - Q,
dul™ +eul” - Q,
B= dul™ +eut” - Q,
du™ +eul” - Q,
dut™ +eut” -Q,
dug 'Y eu g 2 _ZAx{ﬂﬁ _186Q4
L B Bs

p,+fwl
m+ fw,

Sws

— 0

~ O O O

~ O O O O

P+ fw
[+ fw,

S O O o O

[

P+ |

(3.86)

(3.87)

(3.88)

Os termos presentes nas equacoes que definem as matrizes A e os vetores ule B sdo

dados pelas Equacdes (3.89) a (3.98).
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_20 9, PO 3.89
(At)2 + Ar + Qs 5. (3.89)
,:(ZAQ)12 +%+Q5’ (3.90)
t
"_ 20, & _ 2Axf,34 _ ﬁ4Q4 391
g ) 5 Y 5. 5. (3.91)
I=f+ 2% , (3.92)
m=— 2% 7 (3.93)
_ 9 9 ., BY 3.94
p (At)2+At+Q5 5, (3.94)
P it o
"_ Ql & _ 2Axf184 _ ﬁ4Q4 3.96
p (At)2+At+Q5 B, 5 (3.96)
_20 9 3.97
¢ (At) A 27
e=— (AQI)Z . (3.98)
t

Neste caso, diferentemente do modelo discretizado com derivada inteira, aqui se tem
um sistema de equagdes lineares que ndo € tri-diagonal. Assim, o mesmo ¢ resolvido

considerando o Método da Decomposi¢ao LU (CAMPOS FILHO, 2018).
3.2 Determinacio de Parametros via Formulacio e Resolucio de Problemas Inversos

Um dos objetivos deste trabalho ¢ a determinagdo dos parametros do modelo
diferencial parcial hiperbodlico fracionario espacial. Para esta finalidade € necessario formular
e resolver o denominado problema inverso. Em linhas gerais, neste tipo de problema deseja-se
minimizar um funcional denominado de fun¢do objetivo, que ¢ definida como sendo o
somatorio da diferenga entre os pontos experimentais e preditos pelo modelo proposto. Assim,
0 problema inverso ¢ sujeito ao modelo, bem como as restrigdes laterais que definem o
dominio de cada variavel de projeto que se deseja encontrar. Apds definir o problema deve-se
empregar um otimizador, que neste caso serd o algoritmo de Evolucdo Diferencial, para a

obtencdo dos parametros via minimiza¢do da fun¢do objetivo. Cabe enfatizar que a escolha
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deste algoritmo de otimizagdo deve-se ao sucesso e nimero de aplicagdes desta estratégia em
problemas em diferentes campos da ciéncia, o que demonstra a sua confiabilidade e robustez.
O procedimento geral ¢ apresentado no fluxograma a seguir e descrito de acordo com

0s seguintes passos.

Entrada
Pontos Experimentiais »| | ParAmetros da ED, fung¢io
(reais ou sintéticos) | objetivo, vetor de variaveis
Parametros do Integrador| de projeto e o espago de
Numérico | projeto

Gerar, aleatoriamente, populacao
de candidatos a solugdo

|

Avaliar a populagdo de candidatos de
acordo com a fung¢do objetivo
e as restricoes

!

Aplicar os operadores da ED:
Mutac¢do, Cruzamento e Selecdo

!

O critério de parada foi satisfeito?
SIM |

Solugdo do problema inverso

Figura 3.1 - Representagdo esquematica da estrutura do problema inverso proposto.

1° Passo: Definir os pardmetros de entrada do modelo (informagdes que séo
conhecidas, tais como tipo de modelo diferencial parcial (inteiro ou fracionario), condi¢des
inicial e de contorno, parametros termo-fisicos conhecidos, geometria, entre outros); do
método numérico para a integracdo do modelo matematico (nimero de pontos de
discretizagdo nas diregoes temporal e espacial e solver usado para resolver o problema
discretizado); do algoritmo de Evolucao Diferencial (vetor de varidveis de projeto, espaco de
projeto (dominio de cada varidvel de projeto), tamanho da populagdo, probabilidade de
cruzamento, taxa de perturbacdo, nimero de geracdes e estratégia) e os pontos experimentais
(reais ou sintéticos);

2° Passo: Gerar, a partir dos limites estabelecidos para cada variavel de projeto e do
nimero de individuos, uma popula¢do inicial de forma aleatdria;

3° Passo: Aplicar os operadores de mutagdo e de cruzamento do algoritmo de
Evolugdo Diferencial, de forma a gerar uma nova populacdo com candidatos em potencial a

solucao do problema de otimizagao;
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4° Passo: Avaliar, para cada novo candidato gerado, a fungdo objetivo;

5° Passo: Aplicar o operador de sele¢do do algoritmo de Evolugdo Diferencial para
obter a populagao corrente. Esta, geralmente, ¢ formada por candidatos pertencentes as duas
populagdes (corrente e a gerada pela aplicagcdo dos operadores);

6° Passo: Se o critério de parada adotado for satisfeito, apresentar os pardmetros
estimados, o valor da fun¢do objetivo e o custo computacional (tempo de processamento e
numero de chamadas da funcdo objetivo). Caso contrario, voltar para o terceiro passo.
Geralmente, o critério de parada utilizado ¢ o nimero méaximo de geracdes, definido pelo
usuario.

E importante ressaltar que nem sempre existem pontos experimentais a disposicio.
Neste caso, podem-se gerar pontos "experimentais" denominados de sintéticos para a
formulacao do problema inverso. Estes consistem da associagdo entre os resultados obtidos
via simulagdo do modelo (considerando que todas as informacgdes necessarias para a
simulagdo sdo conhecidas) e um ruido (para representar os erros que sdo inerentes em todo
procedimento experimental real). De forma geral, o ruido ¢ definido como sendo o produto

entre o desvio padrao esperado para o experimento ¢ um aleatorio compreendido entre -1 e 1.

3.3 Abordagem para Corrigir Dimensionalmente o Termo Difusivo em Modelos

Diferenciais Fracionarios

Como mencionado e discutido no capitulo anterior, os modelos fenomenoldgicos
fracionarios ndo sdo dimensionalmente consistentes. Neste cenario, faz-se necessario corrigir
os termos diferenciais para que estes modelos sejam validos do ponto de vista dimensional.
No presente trabalho ¢ considerada a metodologia empregada por Lima, Lobato e Steffen Jr
(2021b) para a correcao do operador temporal. Como o modelo proposto neste trabalho ¢
fracionario no espago, a abordagem apresentada por Lima, Lobato e Steffen Jr (2021b) ¢
adaptada para o operador espacial.

Do ponto de vista fisico, o operador derivativo espacial inteiro d*/dx* tem dimenséo
[espago™]. Ja o operador derivativo espacial fracionario d“/dx* (1 < a < 2) tem dimensdo
[espaco™]. Neste caso, para corrigir este termo diferencial um pardmetro auxiliar o é

introduzido no operador difusivo fracionario como segue:

d? 1 d“
- ,l<a <2, 3.99
dx? o dx” ( )

em que ¢ ¢ um parametro auxiliar.
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Assim, se a for igual a 2, esse operador fraciondrio torna-se um operador de ordem

@9 corrige a

inteira. Além disso, como o parametro ¢ tem unidade de espaco, o fator o
unidade do termo diferencial fracionario, de forma que o mesmo sempre tera a unidade do
operador d*/dx’, garantindo a consisténcia dimensional do modelo fisico. Finalmente, para
que o parametro ¢ ndo influencie os perfis, visto que este ¢ apenas um fator de correcdo, o
mesmo pode ser considerado como sendo sempre igual a unidade.

No proximo capitulo, as metodologias propostas sao testadas a uma série de estudos de
caso que possuem solugdo analitica, de forma a avaliar a qualidade da solugao encontrada em
funcdo dos parametros considerados em cada abordagem. Além disso, também sao
formulados e resolvidos problemas inversos considerando pontos experimentais e sintéticos

para a determinagdo dos parametros em problemas diferenciais hiperbdlicos fracionarios no

espaco.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O presente capitulo tem como objetivos: i) apresentar os resultados obtidos
considerando as metodologias propostas, a saber, o Método Pseudo-Espectral de Legendre
(MPEL) e o Método das Diferengas Finitas Fracionario (MDFF), em uma série de estudos de
caso que apresentam solucdo analitica conhecida; i7) avaliar a influéncia do nimero de pontos
de colocacdo (NPC), de discretizagdo nas dire¢des de x (ny) e de ¢ (n,), da ordem fraciondria
(a) e do fator de atraso no tempo (r) no valor do somatdrio dos erros absolutos (E)
computados em relagdo as respectivas solugdes analiticas; e iii) formular e resolver problemas
inversos considerando pontos experimentais sintéticos e reais utilizando modelos diferenciais
parabdlicos e hiperbdlicos.

De forma geral, os estudos de caso analisados nesta tese podem ser agrupados em duas
classes, a saber, a de simulacdo e a de problemas inversos, conforme ilustrado no fluxograma
a seguir. Nesta figura também ¢ possivel observar os tipos de modelos matematicos

considerados para fins de avaliagdo do MPEL e do MDFF.

Simulacdo I Problema Inverso
“Parabolicas | Pontos Pontos
Fracionarias | Experimentais 4 Experimentais
~ no Espago Sintéticos Reais
______________ e
Hiperbdlicas ! - - -
~ com Ordem Algoritmo de Evolugdo Diferencial
Inteira no Espago ¥
R Parabolicas com Ordem Inteira no Espago |
Hiperbdlicas . ) .
Fracionarias | ;Parabé]icas com Ordem Fracionaria no Espaco
no Espago ¥ ‘
L """"""" ‘ - Hiperbolicas Fracionarias no Espago
‘ e

|| Método Pseudo Espectral de Legendre Fracionario
| e/ou Método das Diferencas Finitas Fracionario

| sl o dsDienasFntes Fraciois |

Figura 4.1 - Estruturacio geral dos estudos de caso analisados nesta tese.

Os itens i e ii apresentados no inicio do capitulo consistem na resolugdo de problemas
diretos, visto que todas as informagdes necessarias para a simulacdo sao conhecidas. Assim,
para o bom entendimento dos resultados apresentados nas se¢des de 4.1 a 4.3 faz-se

necessario destacar as seguintes informacdes:
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e Para a simulagdo de cada estudo de caso consideram-se 100 pontos interpolados e
igualmente espagados, de forma que o erro possa ser computado;

e O tempo de processamento (TP) ¢ estimado utilizando um computador Notebook Intel
Core i5-6200 com 8 GB de memoria. E importante destacar que os valores
apresentados de TP sdo valores médios;

e C(Cada uma das abordagens propostas ¢ implementada em uma linguagem de
programacao diferente, a saber, 0o MPEL no Maple 2013 e o MDFF no Scilab 6. Isto se
deve as caracteristicas particulares de cada linguagem de programacgao, facilitando a
implementagao de cada uma das rotinas em uma dada plataforma do que em outra;

e Conforme descrito anteriormente, os sistemas de equagdes diferenciais resultantes da
aplicagdo do MPEL tradicional ¢ do MPEL estendido para o contexto fracionario sao
resolvidos considerando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg (FEHLBERG, 1968),
empregando n, pontos de discretizacdo no tempo, bem como NPC pontos de
colocacdo. Os sistemas de equacdes algébricas obtidos pela aplicagdo do MDFF para
os problemas nos quais a equivale a 2 sdo resolvidos considerando o algoritmo de
Thomas (THOMAS, 1949). No caso dos problemas em que o valor de a ndo ¢ inteiro,
para a resolucdo dos sistemas resultantes da aplicagdo do MDFF considera-se o
M¢étodo da Decomposi¢cdo LU (CAMPOS FILHO, 2018);

e Com o objetivo de avaliar cada uma das abordagens, problemas puramente
fracionarios e puramente hiperbolicos sdo considerados separadamente. Assim, pode-
se verificar se a metodologia proposta ¢ capaz de resolver problemas particulares em
relacdo ao modelo diferencial parcial hiperbdlico fracionario;

e Por fim, ¢ estudado um problema hiperbdlico fracionario para fins de aplicagdo do

MPEL e do MDFF em um estudo de caso de interesse nesta contribuigao.
4.1 Equacdes Diferenciais Parciais Paraboélicas Fracionarias no Espaco

Nesta se¢do, sdo apresentados os resultados obtidos considerando problemas

fraciondrios na coordenada espacial e a metodologia proposta.
4.1.1 Estudo de Caso 1

Considere a seguinte equagdo diferencial parcial fracionaria proposta e estudada por

Salehi, Darvishi e Schiesser (2018):



Gu(x,t)_ 24x“ 8au(x,t)

o T(5+a) &x°

—2u(x,t), 0<x<1, £>0,
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(4.1)

em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as variaveis independentes espacial e

temporal, respectivamente. Neste caso, sao consideradas as condi¢des inicial e de contorno

dadas pelas Equagoes (4.2), (4.3) e (4.4). A solucdo analitica ¢ apresentada na Equagdo (4.5).

u(x,O) =x"* 0<x<]1,

u(0,£)=0, >0,

u(l,t): e, t>0,

u(x,t)=e"'x*.

(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)

A Tabela 4.1 apresenta o somatério do erro absoluto (£) e o tempo de processamento

(TP) obtidos pelas metodologias propostas para o primeiro estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores de a ¢ malhas distintas, sendo as solu¢des analiticas e

numéricas avaliadas em ¢ igual a unidade.

Tabela 4.1 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o primeiro estudo

de caso fracionario, em termos do nimero de pontos de discretizagao e da ordem fracionaria.

Método Pseudo-Espectral de Legendre

NPCxn, o=1,25 o=1,5 o=1,75 o=1,95 o=2 TP (s)
2x100 2,466 x 107 1,715x 107 6,058 x 10° 8,845x 10° 1,154x 107 0,213
3x100 4,933 x10° 3,713x 107 3,224x 10° 5219x10° 5,824x10° 0,259
4x100 1,611 x10™* 2,501 x 10* 3,465x 10* 3,628 x 10* 3,575x 10" 0,384
5100 1,418 x10° 1,481 x 10> 9,134x 10° 8,456x 107 4,647x 107 1,247
6x100  432x 10° 3,085x10° 2,016x 10° 2273x 10° 1,498 x 10° 22,015

M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
X1y o=1,25 o=1,5 o=1,75 o=1,95 o=2 TP (s)
50x50 1,323 x10° 8,946x 107 6,419x 10* 5472x10* 5305x10* 2,575

50100 1,271x 107 7,777x10* 434x10* 2,786 x 10* 2,653 x 10* 4,376
100x50  4,145x 10* 3,457x10* 2,991 x10* 2,71 x 10* 2,658x 10" 6,927

100x100 3,31x10* 2226x 10* 1,603x 10* 1,365x 10" 1,325x 10" 11,886

150150 1,472x10* 9.88x10° 7,13x10° 6,06x10° 5,88x10° 30,187

Nesta tabela pode-se observar que os erros obtidos pelo MPEL sdao maiores do que os
estimados pelo MDFF, quando se consideram dois e trés pontos de colocagdo. Para NPC igual
a 4, o MPEL implica em erros de mesma ordem de grandeza que o MDFF, quando sdo
utilizados cem pontos de discretizagdo na dire¢ao de x e cinquenta pontos de discretizagdao na
direcdo de 7. Quando se consideram cinco e seis pontos de colocagdo, verifica-se o
comportamento contrario do observado para as duas primeiras quantidades de pontos de

colocagdo. Neste caso, sao obtidos os menores valores dos erros absolutos.
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Observa-se que, para os trés primeiros valores de ordem fraciondria, & medida que o
valor de NPC aumenta, os erros gerados pelo MPEL diminuem. Quando se eleva a quantidade
de pontos de colocagdo de cinco para seis e para as ordens fracionarias iguais a 1,95 e 2,
pode-se verificar o aumento dos erros. Isso pode estar relacionado a precisao dos resultados
interpolados para o calculo do erro. Verifica-se a elevacdo do tempo de processamento a
medida que o nimero de pontos de colocacdo aumenta, conforme era esperado, visto que a
dimensao do sistema a ser integrado eleva-se.

No caso do MDFF, pode ser observado que o aumento da quantidade de pontos de
discretizag¢do nas duas direcdes causa a elevagdo do tempo de processamento e a diminuicao
dos erros absolutos. Esse resultado também esta de acordo com o esperado. Verifica-se que os
tempos de processamento sdo significativamente menores quando se utiliza o MPEL.

Salehi, Darvishi e Schiesser (2018) utilizaram o Método das Linhas e Splines para
resolver este estudo de caso. O somatério dos erros absolutos obtido por esse método
encontra-se na ordem de 10~. Assim, pode-se dizer que, para o MDFF, quando se consideram
cento e cinquenta pontos de discretizacdo nas direcdes de x e ¢, sdo obtidos resultados tao
precisos quanto os obtidos por estes autores para o entre 1,5 e 2. Observa-se que quando sdo
considerados cinco e seis pontos de colocacdo os resultados obtidos pelo MPEL apresentam
uma qualidade maior do que os gerados pelo método utilizado por Salehi, Darvishi e
Schiesser (2018). No referido trabalho, ndo ¢ apresentado o tempo de processamento do
método, sendo impossivel comparar com os estimados nesta tese.

A Figura 4.2 apresenta as solugdes analiticas e numéricas considerando o MPEL para
cinco pontos de colocagdo, o tempo final igual a um e diferentes valores da ordem fracionaria.
Nesta figura pode-se observar que os valores da variavel dependente aumentam a medida que
o valor da ordem fracionaria diminui. Verifica-se uma grande proximidade entre as curvas
correspondentes as solugdes obtidas para os valores da ordem fraciondria equivalentes a 1,95
e 2. Isso demonstra, para este estudo de caso, que o valor de a ndo tem grande influéncia nos
perfis obtidos para esses dois valores da ordem ndo inteira. Pode-se verificar que, para todos
os valores da ordem fraciondria, as solu¢des numéricas sdo muito proximas das respectivas
solucdes analiticas, para a quantidade utilizada de pontos de colocacdo. Portanto, € possivel
concluir que, para esse valor de NPC, o MPEL apresenta uma boa precisao.

Na Figura 4.3 sdo apresentados os erros residuais, dados pelos moédulos das diferengas
entre os valores calculados pelo método e os valores exatos da variavel dependente, do MPEL
para este estudo de caso, considerando ¢ igual a unidade, diferentes valores da ordem

fraciondria e cinco pontos de colocagdo. Nesta figura observa-se que nao ha uma tendéncia
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em relagdo a influéncia do valor da ordem fracionaria nos erros residuais. Verificam-se
valores pequenos dos erros residuais para todos os valores de a considerados. Isso demonstra

uma boa precisao do MPEL, conforme observado na Figura 4.2.

0,40
03 0,25 analitica a=1,25
331 020 ® numérica o= 1,25
0,301 analitica o= 1,5
0,25 - 0,151 A numérica = 1,5
~~ analitica ¢ = 1,75
:“ 0,20 10,10+ v numérica a= 1,75
= 0.15 - analitica o= 1,95
> 0,05 .
> ¢ numérica = 1,95
0,10 1 0.7 analitica o =2
0,05 - , 0O numérica =2
0,00 esesss & &880
0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
X

Figura 4.2 - Solugdes analiticas e numéricas obtidas pelo MPEL para o primeiro estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para a e cinco pontos de colocagao.

T T T T T T T T T T T a= 1’25
AS— T—2—a=1,5
“-’o e a=1,75
— —<— a=1,95
\>.</6 —— =2
E
2 4 -
w2
o
224 ]

m R ATA
'4‘//"%@? % o ’
O_I ==% ~ ' T 'I ' T T T T | —
0,0 0,1 0,20,3040,50,6 0,70,80,91,0

X

Figura 4.3 - Erros residuais do MPEL para o primeiro estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o e cinco pontos de colocacao.

A Figura 4.4 apresenta as solugdes analiticas e numéricas considerando o MDFF, cem
pontos de discretizagdo nas direcdes de x e de ¢, diferentes valores da ordem fraciondria e o
tempo final igual a unidade. Assim como na Figura 4.2, na Figura 4.4 verifica-se que o
aumento da ordem fracionaria implica na diminuicdo do valor da varidvel dependente.
Também pode ser observada uma sobreposicdo das curvas correspondentes as solucdes

obtidas para os valores da ordem fraciondria equivalentes a 1,95 e 2, além de uma boa
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proximidade entre as solugdes numéricas e analiticas. Isso indica uma boa precisdo do MDFF

para esse estudo de caso.
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Figura 4.4 - Solugoes analiticas e numéricas obtidas pelo MDFF para o primeiro estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para a € cem pontos de discretizagao nas
dire¢des de x ¢ ¢.

A Figura 4.5 apresenta os erros residuais do MDFF, considerando diferentes valores
de a, o tempo equivalente a um e cem pontos de discretizacdo nas diregdes de x e ¢. Nesta
figura sdo observados valores maiores dos erros residuais para os menores valores da ordem
fracionaria. De maneira geral, verifica-se o aumento dos erros com o incremento do valor de
x. Apesar disso, pode-se considerar que os valores dos erros residuais obtidos indicam boa

precisdo do método.
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Figura 4.5 - Erros residuais do MDFF para o primeiro estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o € cem pontos de discretizacdo nas dire¢des de x e ¢.
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4.1.2 Estudo de Caso 2

A segunda aplicacdo considera uma equacgdo diferencial parcial fraciondria com
condi¢do de contorno do tipo Neumann (SALEHI; DARVISHI; SCHIESSER, 2018):

M=F(4—a)x“aau—(x’t)+e”x2(7x+2a—7), 0<x<1,¢>0, (4.6)
ot ox“

em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as varidveis independentes espacial e

temporal, respectivamente. Para esta aplicacao, consideram-se as seguintes condic¢des inicial e

de contorno apresentadas nas Equagoes (4.7), (4.8) e (4.9). Na Equacao (4.10), observa-se a

solugdo analitica.

u(x,0)=x> —x*, 0<x <1, 4.7)
u(0,£)=0, t >0, (4.8)
u(1,t)=0, £ >0, (4.9)

u(e,t)= (x> —x* ). (4.10)

Na Tabela 4.2 sdo apresentados o somatério do erro absoluto () e o tempo de
processamento (TP) obtidos pelas metodologias propostas para o segundo estudo de caso
considerando diferentes quantidades de pontos de discretizagdo e valores da ordem
fraciondria. As solugdes analitica e numéricas também sdo avaliadas para o tempo equivalente

a unidade.

Tabela 4.2 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o segundo estudo
de caso fracionario, em termos do niimero de pontos de discretiza¢ao e da ordem fraciondria.

Meétodo Pseudo-Espectral de Legendre
NPCxn;, o=1,25 oa=1,5 o=1,75 oa=1,95 o=2 TP (s)
2x100 3,596 x 1077 1,335x 107 3,028 x 107 1,753 x 107 1,544x 107 0,261
3x100 8,826 x 107 7,982x10° 4,627x 107  64x107 3388x 107 0,322
4x100  3,49x 107 9254x 107 3.647x 107 6,746x 10° 593x 10° 0421
5100 9,435x 107 2366x 107 8868 x 10° 8751x 10° 4,445x 10° 1,228
6x100 2,187 x10° 6,926x 107 2.81x107 1,56x107 9,793x 10® 15,290
M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
N X1y o=1,25 oa=1,5 o=1,75 oa=1,95 o=2 TP (s)
50x50 9,374x 10* 3,785x 10* 1,357x 107 2,268 x 107 2,657 x 10° 2,617
50100  1,065x 107 5,061 x 10* 1,355x 10" 9,54x 10° 1,326 x 10* 4,464
100x50 1,787 x 10* 836x 10° 8,83x10° 1,234x 10* 1,329x 10* 6,624
100x100 2,374 x 10 9,54x10° 337x10° 5,66x10° 6,63x10° 10,811
150x150 1,06x 10*  425x10° 1,5x10°  2,51x10° 2,95x10° 30,241

Nesta tabela verificam-se erros menores quando se aplica o MPEL do que quando se

utiliza o MDFF. Isso ¢ observado para todos os valores de NPC. Logo, pode-se dizer que,
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para esta aplicagdo, o MPEL ¢ mais preciso do que o MDFF. Pode-se verificar que ndo ha
uma tendéncia em relacdo ao efeito da quantidade de pontos de colocagdo nos valores dos
erros gerados pelo MPEL. Isso demonstra que, para este caso, a qualidade dos resultados
obtidos nao ¢ influenciada pelo valor de NPC. Ja o tempo de processamento aumenta a
medida que se eleva a quantidade de pontos de colocagdo, o que estd de acordo com o
esperado.

Para o MDFF, verifica-se que os erros absolutos diminuem a medida que as
quantidades de pontos de discretizagdo nas duas diregdes aumentam. Além disso, o aumento
do numero de pontos da malha implica na eleva¢dao no tempo de processamento do método.
Neste estudo de caso, também se verifica que a aplicagio do MPEL demanda tempos de
processamento consideravelmente inferiores aos exigidos pelo MDFF. Observa-se também
uma mudanca significativa dos erros absolutos obtidos para diferentes valores da ordem
fracionaria. Porém, ndo se verifica nenhuma tendéncia em relagdo ao efeito desse pardmetro
no comportamento da qualidade dos resultados obtidos por ambos os métodos.

Salehi, Darvishi e Schiesser (2018) também resolveram esse problema pelo Método
das Linhas e Splines. Nesse caso, o0 método utilizado pelos autores apresenta um somatdrio
dos erros absolutos na ordem de 107, quando o valor da ordem fracionaria é equivalente a 1,5.
Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.2, observa-se que os somatorios dos erros
absolutos obtidos pelo MDFF, para todas as malhas avaliadas e este valor de a, encontram-se
em uma ordem de grandeza superior a 10°. Logo, pode-se dizer que, para o segundo estudo
de caso fracionario, o MDFF ¢ um pouco menos preciso do que o Método das Linhas e
Splines. Por outro lado, verifica-se que, para o valor da ordem fracionaria igual a 1,5, os
somatorios dos erros absolutos gerados pelo MPEL encontram-se na ordem de 107 a 107,
para todas as quantidades de pontos de colocacdo consideradas. Portanto, pode-se dizer que,
para esse estudo de caso, o MPEL apresenta uma precisdo maior do que o método aplicado
pelos autores. Para o segundo estudo de caso fracionario, também ndo se apresentam dados
referentes ao tempo de processamento do método utilizado por Salehi, Darvishi e Schiesser
(2018). Isso impede que os tempos de processamento do MPEL e do MDFF sejam
comparados com o do método empregado pelos autores.

Na Figura 4.6 sdo apresentadas as solucdes analitica e numéricas considerando o
MPEL, cinco pontos de colocacao, ¢ igual a unidade e diferentes valores de a. Nesta figura
pode-se observar que, para essa quantidade de pontos de colocagdo, as solucdes numéricas
para todos os valores da ordem fraciondria sobrepdem-se. Isso se deve ao fato dos erros

absolutos obtidos pelo método apresentarem valores muito pequenos. Também se verifica
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uma grande proximidade entre as solugdes numéricas e a solucdo analitica. Assim, demonstra-

se uma boa precisao do método para esse estudo de caso.
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Figura 4.6 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL para o segundo estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para a e cinco pontos de colocagao.

A Figura 4.7 apresenta os erros residuais do MPEL, considerando NPC igual a 5,

diferentes valores da ordem fracionaria e o tempo equivalente a um.
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Figura 4.7 - Erros residuais do MPEL para o segundo estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o e cinco pontos de colocagdo.

Assim como no estudo de caso anterior, na Figura 4.7 observa-se que os erros
residuais obtidos sdo pequenos, o que demonstra que as solu¢cdes numéricas sdo proximas a
solucdo analitica. Nesse caso, de maneira geral, observam-se erros menores a medida que o

valor de x aumenta.
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Na Figura 4.8 apresentam-se as solugdes analitica e numéricas considerando o MDFF,

cem pontos de discretiza¢do nas diregoes de x e de ¢, diferentes valores de a e ¢ equivalente a

unidade.
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0,04 O numérica a=1,75
~ <> numérica o= 1,95
5 0,03 ~ [] numérica a=2
< | _®00ssy gt

0,02 -

0,01 -

0,00 SR~ 04 05 06

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

X

Figura 4.8 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MDFF para o segundo estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para o e cem pontos de discretizagdo nas
direcoes de x e 7.

Nesta figura pode-se verificar que as curvas correspondentes as solugdes obtidas para
os valores de o iguais a 1,75, 1,95 e 2 sobrepdem-se. Isso demonstra uma grande semelhanga
entre os valores da variavel dependente obtidos para esses trés valores da ordem fracionaria.
Observa-se que as solugdes numéricas para os valores da ordem fraciondria equivalentes a
1,25 e 1,5 sdo um pouco mais distantes da solugdo exata. Isso indica que para esses dois
valores da ordem fracionaria o MDFF ¢ um pouco menos preciso.

Na Figura 4.9 sdo apresentados os erros residuais do MDFF, considerando n, e n;
iguais a 100, ¢ equivalente a unidade e diferentes valores da ordem fracionaria. Nesta figura
observa-se que os maiores valores dos erros residuais sao obtidos para a igual a 1,25. Isso
demonstra uma maior distdncia entre a solucdo numérica obtida para esse valor da ordem

fracionaria e a solugdo analitica, o que corrobora com o verificado na Figura 4.8.
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Figura 4.9 - Erros residuais do MDFF para o segundo estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o e cem pontos de discretizagdo nas diregdes de x e 7.

4.1.3 Estudo de Caso 3

Na ultima aplicacdo desta secdo considera-se uma equagdo diferencial parcial
fracionaria com termo fonte nao linear (SALEHI; DARVISHI; SCHIESSER, 2018):
M = (F(?) —a)xzmt)m + (x2 — 2u2(x,t)), 0<x<I1 120, (4.11)
Ot ox“
em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as variaveis independentes espacial e
temporal, respectivamente. Para este estudo de caso, sdo consideradas as condigdes inicial e
de contorno dadas pelas Equacdes (4.12), (4.13) e (4.14). A Equacao (4.15) apresenta a

solucao exata.

u(x,0)=0, 0<x<1, 4.12)
u(0.0)+ 2400 o 2o, 4.13)
ox
u(lt)+e” % =t{l+2¢7") t>0, (4.14)
X
u(x,t)=x’t. (4.15)

A Tabela 4.3 apresenta o somatorio do erro absoluto (£) e o tempo de processamento
(TP) obtidos pelo MPEL e pelo MDFF para o terceiro estudo de caso fracionario,
considerando diferentes valores de o e numeros de pontos de discretizagdo. A avaliagdo da
solugdo analitica e das solu¢des numéricas ¢ realizada para ¢ igual a unidade. Nesta tabela
observam-se valores inferiores dos erros obtidos pelo MPEL em comparacao com os gerados
pelo MDFF, para todas as quantidades consideradas de pontos de colocagdo, indicando a

superioridade do primeiro método. De maneira geral, para este estudo de caso, o aumento do
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nimero de pontos de colocagdo resulta na elevagdo dos erros absolutos encontrados pelo
MPEL. Esse resultado, diferente do esperado, pode estar relacionado com a qualidade da
interpolagdo realizada para fins de obtengdo desses valores. Apesar disso, considera-se que
um resultado da ordem de 107 é bem interessante ¢ condizente com uma boa aproximagio
numérica. Como esperado, o tempo de processamento ¢ incrementado a medida que a
quantidade de pontos de colocagdo ¢ elevada.

Em relacido ao MDFF, observa-se que quanto maior a quantidade de pontos de
discretizagdo nas diregdes de x e ¢, mais preciso ¢ o método e maior € o tempo de
processamento exigido. Além disso, verifica-se que os tempos de processamento do MPEL
sdo significativamente inferiores aos requeridos pelo MDFF.

Nessa aplicagao pode-se verificar uma influéncia menor do valor da ordem fracionaria

nos erros absolutos de cada método em relagdo aos dois primeiros estudos de caso anteriores.

Tabela 4.3 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o terceiro estudo
de caso fracionario, em termos do nimero de pontos de discretizagdo e da ordem fracionaria.

M¢étodo Pseudo-Espectral de Legendre

NPCxn; o=1,25 oa=1,5 o=1,75 oa=1,95 o=2 TP (s)
2x100 426x 107  9,77x 107 1,632x10° 9.7x107 3,031x10° 0212
3x100  1,075x10° 6,87x107 9.496x 10° 1,017x10® 4357x10® 0,315
4100 7,645x10° 8,824 x 10° 8,804 x 10° 2,624x10° 2254x10° 0,415
5100 1,638x 107 1,275x 107 1,791x 107 1,82x107 2,715x 107 0,968
6x100 4,724x10° 5,633x10° 4,192x 10° 5,196x 10° 6,506 x 10° 22,934

M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
X1, o=1,25 oa=1,5 o=1,75 oa=1,95 o=2 TP (s)
50x50 2,269x 107 2,378x10° 2,514x10° 2,607 x 10° 2,627x 10° 2,934

50100 1,108 x 107 1,166 x 10° 1,254x10° 1,307x10° 1,317x10° 4,983
100x50 1,168 x 10° 1,204x 10° 1,261 x10° 1,304x 10° 1,314x10° 7,381

100x100 5,743 x 10 5,978 x 10™* 6,307x 10* 6,537x 10" 6,587 x10* 11,816

150150 2,564 x 10 2,662 x 10* 2,806x 10* 2,908 x 10* 293x 10* 30,365

Com relacdo aos resultados reportados por Salehi, Darvishi e Schiesser (2018), usando
o Método das Linhas e Splines, o somatério dos erros absolutos ¢ da ordem de 107 para «
igual a 1,5. Como observado na Tabela 4.3, os somatérios dos erros absolutos gerados pelo
MDFF, para todos os valores considerados de 7, e n,, ¢ maior do que esse valor. Isso indica
que, para a terceira aplicagdo fracionaria, a precisdo do MDFF ¢ um pouco inferior a do
Meétodo das Linhas e Splines. Isso também pode ser verificado para o MPEL quando sdo
empregados seis pontos de colocagdo. Porém, para os demais valores de NPC, o MPEL
apresenta erros que se encontram na ordem de 107 a 10°. Logo, pode-se concluir que a
aplicacdo do MPEL, para este problema, gera resultados de qualidade superior aos reportados

por Salehi, Darvishi e Schiesser (2018). Assim como nos casos anteriores, ndo ¢ possivel
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realizar uma comparacdo dos resultados obtidos por estes autores em termos do tempo de
processamento com as metodologias propostas.

A Figura 4.10 apresenta as solugdes exata e numéricas obtidas pela aplicacdo do
MPEL, considerando cinco pontos de colocagdo, o tempo equivalente a um e diferentes

valores da ordem fracionaria.
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Figura 4.10 - Solucdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL para o terceiro estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para o e cinco pontos de colocagao.

Na Figura 4.10 observa-se uma sobreposicdo entre as solu¢des numéricas
determinadas para todos os valores considerados da ordem fraciondria, o que corrobora com
os valores apresentados na Tabela 4.3.

Na Figura 4.11 sdo apresentados os erros residuais do MPEL, considerando diferentes

valores de a, cinco pontos de colocacdo e 7 igual a um.
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Figura 4.11 - Erros residuais do MPEL para o terceiro estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o e cinco pontos de colocagao.
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Nesta figura verifica-se que os erros residuais aumentam com o valor de x até
atingirem os valores maximos, que sdo observados, aproximadamente, na regido entre x igual
a 0,85 e x igual a 0,9. Apds os valores maximos dos erros serem atingidos, os mesmos
diminuem com o incremento do valor de x. Nesse caso também sdo observados erros residuais
pequenos, o que demonstra a proximidade entre as solugdes numéricas e a solucio exata.

Na Figura 4.12 sao apresentadas as solug¢des analitica e numéricas obtidas pelo MDFF
considerando cem pontos de discretizagdo nas direcdes de x e de ¢, diferentes valores da

ordem fracionaria e o tempo equivalente a um.
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Figura 4.12 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MDFF para o terceiro estudo de
caso fracionario considerando diferentes valores para a e cem pontos de discretizagdo nas
direcoes de x e ¢.

Nesta figura pode-se observar uma sobreposicdo entre as solu¢cdes numéricas obtidas
para os valores de a entre 1,5 e 2. Isso se justifica pelos erros absolutos obtidos para cada um
desses valores da ordem fracionaria. Quando se considera a equivalente a 1,25, verifica-se
uma distancia um pouco maior entre a solu¢do numérica e a solugdo exata. Isso indica que,
para esse valor da ordem ndo inteira, 0 MDFF apresenta uma precisdo um pouco menor do
que para os outros valores considerados da ordem fracionaria.

A Figura 4.13 apresenta os erros residuais do MDFF, considerando cem pontos de
discretizagdo nas direcdes de x e ¢, diferentes valores da ordem fracionaria € o tempo
equivalente a unidade. Nesta figura observa-se que o aumento do valor de x implica no

incremento dos erros residuais obtidos.
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Figura 4.13 - Erros residuais do MDFF para o terceiro estudo de caso fracionario
considerando diferentes valores para o e cem pontos de discretizagdo nas diregdes de x e 7.

4.2 Equacoes Diferenciais Parciais Hiperboélicas com Ordem Inteira no Espaco

Nesta se¢do, apresentam-se os resultados considerando problemas hiperbolicos com
ordem diferencial inteira no espago para avaliar a qualidade das solugdes obtidas pela

metodologia proposta para problemas fracionarios.
4.2.1 Estudo de Caso 1

A primeira equacdo diferencial parcial hiperbdlica analisada corresponde ao
denominado problema linear de Cauchy, que foi proposta e estudada por Mirzaee e Bimesl
(2013) e ¢ definida como:

o%ul(x,t) _ o%ul(x,t)

~ e 0sx<1 120, (4.16)
X

em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as variaveis independentes espacial e
temporal, respectivamente. Neste caso sdo consideradas as condigdes iniciais e de contorno
apresentadas nas Equacdes (4.17), (4.18), (4.19) e (4.20). A solugdo analitica ¢ dada pela
Equagdo (4.21).

u(x,0)=x, 0<x <1, (4.17)

du(x,0) —2.0<x<l, (4.18)
ot

u(0,2)=2¢, t >0, (4.19)

u(l,t)=2t+1, t >0, (4.20)

u(x,t)=2t+x. (4.21)
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Na Tabela 4.4 sdao apresentados os resultados obtidos pelas metodologias propostas
para o primeiro estudo de caso hiperbolico, considerando diferentes valores de NPC, n, e n,. A

solucdo exata e as solu¢des numéricas sao avaliadas no tempo equivalente a um.

Tabela 4.4 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o primeiro estudo
de caso hiperbolico, em termos das malhas de discretizagao.

M¢étodo Pseudo-Espectral de Legendre

NPCxn,  2x100 3%100 4x100 5x100 6x100
= 6,32x10° 1342x 107 3,723x 107 3,839x 10° 3,704 x 10°
TP (s) 0,172 0,344 0,453 1,25 15,969
M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
R 50x50 50x100 100x50 100x100 150150
= 1,94x 10" 6349x10™ 1,111x 10" 1,352x 10" 2,345x 107"
TP (s) 7,135 8,656 10,824 11,746 12,066

Nesta tabela pode-se verificar que, com a aplicagdo do MPEL, sdo obtidos erros
superiores aos encontrados pelo MDEFF, independentemente do numero de pontos de
colocacao considerados. Assim, pode-se dizer que, para este estudo de caso, a precisdo do
MDFF ¢ maior do que a do MPEL. Observa-se o aumento dos erros gerados pelo MPEL com
a elevagdo do valor de NPC. Esse resultado ndo era esperado e, provavelmente, se deve ao
comportamento linear da solu¢do, isto €, quanto maior for o numero de pontos de colocagao,
maior ¢ a ordem do polindmio utilizado para aproximar uma equacao de reta. Em relacdo ao
tempo de processamento, quanto maior o valor de NPC, maior ¢ o seu valor, sendo
observados menores tempos para o MPEL do que para o MDFF, exceto quando se utilizam
seis pontos de colocagdo e uma malha composta por cento e cinquenta pontos de discretizagdo
nas dire¢des de x e .

Em relacio ao MDFF observa-se que a elevagdo da quantidade de pontos de
discretizagdo nas direcdes de x e ¢ implica em uma pequena variacdo no valor dos erros
absolutos e no aumento do tempo de processamento. Porém, na pratica ¢ possivel
desconsiderar essa variagdo dos erros absolutos, ja que estes se encontram em uma ordem de
grandeza entre 1077 ¢ 107, isto &, sdo praticamente nulos.

Mirzaee e Bimesl (2013) utilizaram um método baseado nos polindmios de Euler para
resolver esse problema hiperbdlico. Para esse estudo de caso, os autores ndo apresentam os
erros absolutos e o tempo de processamento do método utilizado, fazendo com que a
comparacao dos resultados obtidos pelo MPEL e pelo MDFF com o método empregado pelos
autores ndo possa ser realizada.

Na Figura 4.14 sao apresentadas as solucdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL,

considerando diferentes valores de NPC e o tempo igual a unidade.
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Figura 4.14 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL para o primeiro estudo de
caso hiperbdlico considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.

Nesta figura verifica-se que as solu¢des numéricas para todas as configuragdes
utilizadas sobrepdem-se e sdo muito proximas da solucdo exata. Isso demonstra uma boa
aderéncia das solugdes aproximadas com relagao a analitica.

A Figura 4.15 apresenta os erros residuais do MPEL, considerando ¢ igual a um e

diferentes nimeros de pontos de colocagdo.
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Figura 4.15 - Erros residuais do MPEL para o primeiro estudo de caso hiperbdlico
considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.

Nesta figura verificam-se erros residuais maiores a medida que o valor de NPC
aumenta, o que se deve ao fato do perfil analitico ser uma equacdo de reta e estd de acordo
com a Tabela 4.4. Os valores dos erros residuais sdo pequenos. Isso demonstra a proximidade
entre as solugdes obtidas pelo método e a solugdo analitica.

Na Figura 4.16 sdo apresentadas as solugdes analitica e numéricas via aplicacao do

MDFF para diferentes valores de pontos de discretizagdo nas direcdes de x e £ € o tempo
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equivalente a unidade. Nesta figura, ndo se observa a influéncia da quantidade de pontos de
discretizagdo na qualidade dos resultados obtidos por este método, ja que hd uma
sobreposicdo entre os perfis obtidos para todas as malhas avaliadas. Portanto, pode-se

concluir que, para esse estudo de caso, 0 MDFF apresenta uma boa precisao.

3,0
] analitica
2.9 v malha 50 x 50
2,8 /N malha 50 x 100
2,7 1 O malha 100 x 50
26 ] <> malha 100 x 100
= [] malha 150 x 150
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X

Figura 4.16 - Solucdes analitica e numéricas obtidas pelo MDFF para o primeiro estudo de
caso hiperbdlico considerando diferentes nimeros de pontos de discretizagdo nas diregdes de
xet

Na Figura 4.17 s@o apresentados os erros residuais do MDFF, considerando o tempo

igual a um e diferentes valores de n, e n,.
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Figura 4.17 - Erros residuais do MDFF para o primeiro estudo de caso hiperbolico
considerando diferentes nimeros de pontos de discretizac¢do nas dire¢des de x e z.

Nesta figura verificam-se erros residuais muito pequenos para todas as configuragdes
de malha consideradas. Isso indica que as solugdes numéricas sdo proximas a solugdo exata, o

que esta de acordo com o observado na figura anterior.
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4.2.2 Estudo de Caso 2

O segundo estudo de caso considera a seguinte equacdo diferencial parcial hiperbdlica

(YANG; LIU; BAIL 2006; MIRZAEE; BIMESL, 2013):

28%Af”)=a%df”)+a%4xﬁ)+h()3xsl,zzo, (4.22)

ot Ox Oxot
em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as variaveis independentes espacial e
temporal, respectivamente. Nesta aplicacdo, consideram-se as condi¢des iniciais e de contorno
dadas pelas Equacdes (4.23), (4.24), (4.25) e (4.26). A Equacao (4.27) apresenta a solucao

exata.

u(x,0)=x, 0<x<1, (4.23)

oulx0) _oepe, (4.24)
ot

u(0,¢)=0,5t%, ¢t >0, (4.25)

u(l,t)=1+1+0,5, t >0, (4.26)

u(x,t)=x+xt+0,5¢>. (4.27)

A Tabela 4.5 apresenta os resultados obtidos pelo MPEL e pelo MDFF para esta
aplicagdo considerando diferentes nimeros de pontos de discretizacdo, sendo as solugdes

analitica e numéricas avaliadas em ¢ igual a unidade.

Tabela 4.5 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o segundo estudo
de caso hiperbolico, em termos das malhas de discretizagao.

M¢étodo Pseudo-Espectral de Legendre

NPCxn, 2x100 3%100 4x100 5%100 6x100
= 1,437x 107 526x10° 2278x107 2,736x 10° 2,272x 107
TP (s) 0,344 0,359 0,396 1,219 13,657
M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
noxn, 50x50 50x100 100x50 100%100 150%150
= 3,187x 10" 2397x 107" 4,065x10™ 5,182x 107" 1,068 x 10™
TP (s) 3,984 4,617 6,057 8,582 9,938

Nesta tabela podem ser observados maiores erros absolutos para o MPEL em
comparac¢ao com os obtidos pelo MDFF. Também se constata a elevagdo dos erros a medida
que a quantidade de pontos de colocacdo aumenta. Provavelmente, tal resultado também esta
associado a tentativa de aproximar uma equag¢do de reta por um polindmio com grau
equivalente a NPC. Assim, para esta aplicacdo, a qualidade dos resultados obtidos pelo MPEL
¢ inferior a dos gerados pelo MDFF. Todavia, isto de forma alguma inviabiliza a aplicacio do

MPEL neste tipo de problema, visto que os resultados sdo coerentes com os reportados por
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Mirzaee e Bimesl (2013) via aplicagdo do Método da Matriz de Euler. Em termos do tempo
de processamento, observa-se que o mesmo aumenta com o incremento no valor de NPC.
Além disso, constata-se que o MPEL requer tempos de processamento significativamente
menores do que os exigidos pelo MDFF, exceto para seis pontos de colocagdo ¢ a malha
composta por cento e cinquenta pontos de discretizagao nas direcdes de x e 7.

Em relagdo aos erros obtidos pelo MDFF, ¢ possivel observar que os mesmos
inicialmente diminuem, posteriormente aumentam e, por fim, voltam a diminuir com o
aumento do nimero de pontos de discretizagdao nas dire¢des de x e ¢. Contudo, assim como
ocorre no primeiro estudo de caso, verifica-se que esses erros sdo praticamente iguais a zero,
ja que a ordem de grandeza dos mesmos é equivalente a 107,

As Figuras 4.18 e 4.19 apresentam as solucdes analitica e numéricas obtidas via
aplicagdo do MPEL e do MDFF, respectivamente, para diferentes configuracdes de malha. De
forma geral, nas duas figuras pode-se observar uma boa concordancia entre os valores reais e

preditos por cada uma das abordagens propostas.
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Figura 4.18 - Solucdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL para o segundo estudo de
caso hiperbolico considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.
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Figura 4.19 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MDFF para o segundo estudo de
caso hiperbdlico considerando diferentes nimeros de pontos de discretizagdo nas diregdes de
xet

Nas Figuras 4.20 e 4.21 sao apresentados os erros residuais do MPEL ¢ do MDFF,
respectivamente, para diferentes valores de NPC, n, e n;,.

Na Figura 4.20 observa-se que, assim como ocorre no estudo de caso anterior, o
incremento do valor de NPC implica no aumento dos erros residuais do MPEL, o que
corrobora com o verificado na Tabela 4.5. Nesse caso também sdo verificados erros residuais
baixos, o que indica uma boa precisdo do método. Ja na Figura 4.21 também se observam
valores muito baixos dos erros residuais. Isso demonstra a proximidade entre as solucdes

obtidas pelo MDFF e a solucao exata.
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Figura 4.20 - Erros residuais do MPEL para o segundo estudo de caso hiperbdlico
considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.
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Figura 4.21 - Erros residuais do MDFF para o segundo estudo de caso hiperbolico

considerando diferentes nimeros de pontos de discretizagdo nas diregdes de x e ¢.

4.2.3 Estudo de Caso 3

A ultima aplicag@o hiperbolica foi estudada por Yousefi (2010) e Mirzaee e Bimesl

(2013) e ¢ descrita como:

o*u(x,t)  ou(x,t)  0%u(x,1)
+4 =
o’ ot ox®

—2u(x,t), 0<x<1, >0, (4.28)

em que u ¢ a variavel dependente e x e ¢ representam as varidveis independentes espacial e
temporal, respectivamente. Para avaliar este estudo de caso, sdo consideradas as condigdes
iniciais e de contorno apresentadas nas Equagdes (4.29), (4.30), (4.31) e (4.32). A solucdo
analitica ¢ dada pela Equagao (4.33).

u(x,0)=sen(x), 0<x<I, (4.29)
%ﬁ’o) — sen(x), 0<x<l, (4.30)
u(0,¢)=0, >0, (4.31)
u(l,t) = e"sen(l), t>0, (4.32)
u(x,1)= e 'sen(x). (4.33)

Na Tabela 4.6 apresentam-se os resultados obtidos pelas abordagens propostas para o
terceiro estudo de caso hiperbolico, considerando diferentes configuragdes de malha. As
solucdes exata e numéricas sao avaliadas no tempo equivalente a unidade. Nesta tabela pode-
se verificar que os erros absolutos obtidos pelo MPEL sdo inferiores aos encontrados pelo

MDFF, exceto quando se utilizam dois pontos de colocagdo. Assim, para esse estudo de caso,
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o MPEL ¢ mais preciso do que o MDFF, quando se consideram de trés a seis pontos de
colocagao.

Também ¢ possivel observar a diminui¢do dos erros absolutos do MPEL com o
aumento de NPC. Esse resultado, diferentemente dos observados para os estudos de caso
anteriores, ¢ mais condizente com o esperado, visto que o perfil analitico ndo ¢ uma equagao
de reta. Em relacdo ao tempo de processamento, pode-se verificar o seu aumento a medida
que o valor de NPC também se eleva.

Observam-se valores consideravelmente menores de tempo de processamento do
MPEL em comparagdo com o MDFF, exceto quando se consideram seis pontos de colocacio
e a malha composta por cento e cinquenta pontos de discretizagdo nas dire¢des de x e z. Ja
para o MDFF observam-se menores valores de erros absolutos a medida que as quantidades
de pontos de discretizagdo nas duas dire¢des aumentam. O aumento do nimero de pontos da

malha também eleva o tempo de processamento do método.

Tabela 4.6 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o terceiro estudo
de caso hiperbolico, em termos das malhas de discretizagao.

M¢étodo Pseudo-Espectral de Legendre

NPCxn,  2x100 3%100 4x100 5x100 6x100
= 1,251 x 10° 2,791 x10° 1,027 x 10° 9,344 x 107 5,829 x 10°
TP (s) 0,266 0,422 0,453 1,328 15,375
M¢étodo das Diferengas Finitas Fracionario
noxn, 50%50 50x100 100x50 100x100 150150
= 432x 10" 2,148x 10" 223x10* 1,118x10°* 5,03x10°
TP (s) 5,660 6,549 8,035 9,613 11,061

Em relacdo ao valor reportado por Mirzace e Bimesl (2013), usando o Método da
Matriz de Euler, os resultados obtidos pelas abordagens propostas sdo, no minimo,
equivalentes, visto que os somatorios dos erros absolutos sdo da ordem de 107,

Nas Figuras 4.22 e 4.23 sdo apresentadas as solugdes analitica e numéricas obtidas

pelo MPEL e pelo MDFF, respectivamente, para diferentes valores de NPC, n, e n,.



106

analitica
v NPC=2
AN NPC=3
O NPC=4
<> NPC=5
] NPC=6

0’2700,85 0,90 0,95 1,00

0,0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1,0
X

Figura 4.22 - Solugdes analitica e numéricas obtidas pelo MPEL para o terceiro estudo de
caso hiperbdlico considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.
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Figura 4.23 - Solug¢des analitica e numéricas obtidas pelo MDFF para o terceiro estudo de
caso hiperbdlico considerando diferentes nimeros de pontos de discretizagdo nas direcdes de
xet.

Na Figura 4.22 observa-se uma sobreposi¢ao das solugcdes numéricas obtidas para trés,
quatro, cinco e seis pontos de colocagdo. Isso ocorre, pois os valores dos erros absolutos
obtidos por esse método para esses valores de NPC sdo muito pequenos. Apesar disso,
verifica-se uma distancia maior entre a solugdo numérica obtida para dois pontos de colocacao
e a solugdo analitica do que a observada entre as solu¢des obtidas para as demais quantidades
de pontos de colocacdo e a solugdo exata. Isso demonstra que para NPC igual a 2 o MPEL nao
¢ tao preciso. Por outro lado, para trés, quatro, cinco e seis pontos de colocagdo, esse método
apresenta uma boa precisdo, para esse estudo de caso. Ja na Figura 4.23 nao ¢ possivel
verificar uma diferenca significativa entre os resultados analitico e numéricos para cada malha

avaliada, o que demonstra uma boa qualidade dos perfis encontrados pelo MDFF.
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As Figuras 4.24 e 4.25 apresentam os erros residuais do MPEL e do MDFF, para

diferentes configuragdes de malha.
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Figura 4.24 - Erros residuais do MPEL para o terceiro estudo de caso hiperbdlico
considerando diferentes nimeros de pontos de colocagao.
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Figura 4.25 - Erros residuais do MDFF para o terceiro estudo de caso hiperbdlico
considerando diferentes nimeros de pontos de discretiza¢do nas dire¢des de x e z.

Na Figura 4.24 verificam-se erros residuais menores a medida que o niimero de pontos
de colocagdo aumenta, o que esta de acordo com a Tabela 4.6. Para NPC igual a 2 observam-
se erros residuais mais significativos do que para os demais valores de NPC, o que demonstra
o observado na Figura 4.22. Ja na Figura 4.25, assim como ocorre nos dois estudos de caso
anteriores, verificam-se valores de erros residuais que indicam uma boa precisdo do MDFF

para todos os valores de n, € n, considerados.
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4.3 Problema Hiperbélico Fracionario em Transferéncia de Calor em Tecidos

Até o presente momento foram avaliados dois tipos de modelos diferenciais, a saber,
um parabolico fracionario e o outro hiperbolico com ordem inteira. Para essa finalidade foram
propostos 0 MPEL no contexto fracionario, em que foi utilizada a defini¢do de Caputo para
aproximar a derivada fracionaria, ¢ o MDFF, no qual se considerou a aproximagdo de
Griinwald-Letnikov para avaliar os termos de ordem nao inteira.

Conforme apresentado anteriormente, o objetivo desta tese ¢ resolver um modelo
diferencial hiperbdlico fracionario no espago, considerado para representar fendmenos
anomalos em sistemas fisicos. Assim, nesta se¢do, ambas as abordagens propostas siao
empregadas para resolver um modelo diferencial hiperbolico fracionério no espaco utilizado
para descrever a transferéncia de calor em tecidos, bem como avaliar a influéncia da ordem
fracionaria e do parametro responsavel por quantificar o fator de atraso no tempo.

Para fins de aplicacdo, considere o modelo do fluxo de calor por conducdo de Cattaneo

no contexto unidimensional:

(1+T£jq(x,t)=—kw, 0<x<L,t>0, (4.34)
ot Ox

em que 7 ¢ a temperatura, x e ¢ representam as coordenadas espacial e temporal,
respectivamente, g € o fluxo de calor, 7 ¢ o fator de atraso no tempo, k£ ¢ a condutividade
térmica e L ¢ o limite superior para a variavel espacial, que corresponde ao comprimento total.
Ressalta-se que, quando 7 tende a zero, a tradicional Lei de conducdo de calor de Fourier ¢
obtida.

Neste contexto, considere a transferéncia de calor em um tecido descrita pela
tradicional equagdo de bio-aquecimento de Pennes, em que as contribuigdes referentes a
perfusdo sanguinea e a geragdo de calor metabodlico em um tecido bioldgico sdo consideradas
(PENNES, 1948). O problema estudado nesta aplicagdo considera o seguinte modelo

hiperbdlico fracionario e adimensionalizado (WANG et al., 2021):

Tw+(1+rg,)m =W w—f;e(zg,yﬁ F,.,, 0<&E<1, y>0, (4.35)

2

dy dy o¢”
em que 0 ¢ a temperatura adimensional, ¢ e y representam as coordenadas espacial e temporal
adimensionais, respectivamente, P, ¢ um adimensional que relaciona a taxa média de perfusdo
sanguinea do tecido, o calor especifico, o comprimento total e a condutividade térmica, w ¢
um parametro proposto para corrigir o modelo dimensional fracionédrio (com ordem a), de

forma que o mesmo seja dimensionalmente coerente. Finalmente, F.., ¢ o termo fonte.
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Conforme proposto por Wang et al. (2021), sdo consideradas as seguintes condi¢des iniciais e

de contorno:

0(£,0)=0, 0< &<, (4.36)

M:o, 0<&<], (4.37)
oy

6(0,7)=0, 7 >0, (4.38)

0(1,y)=0, y >0, (4.39)

sendo F,,, igual a:

3r(3)

F,, :§2(1—§)2{37/2 +Py’ +z‘my+ﬂ,r@y }+
. 3 %(zjza +(1_§)2—a)_ 2F(4) ({:370: +(1_§)3—a)+ ’ (4.40)

TN\
2cos(0,5ar) N r(l;(j')a) ((54_a N (1 _ 5)4_,1)

Para o igual a 2; tigual a 0,1; Pyigual a 1 e wigual a 1,1; a solucdo analitica ¢ dada

pela Equagdo (4.41).
0(&.r)=&(1-¢) r*. (4.41)

E importante ressaltar que, se o parametro 7 for igual a zero, o modelo hiperbolico
torna-se parabolico. Além disso, cabe enfatizar que este tipo de modelo tem sido empregado
com sucesso para a modelagem de fendmenos anomalos de difusdo (KLAGES; RADONS;
SOKOLOV, 2008; FENG et al., 2021).

A Tabela 4.7 apresenta os resultados obtidos pelas metodologias propostas para o
estudo de caso hiperbolico fracionario, considerando a ordem fracionaria equivalente a 2 e

diferentes configuracdes de malha.
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Tabela 4.7 - Resultados obtidos pelas metodologias propostas considerando o estudo de caso
hiperbdlico fracionario, em termos do numero de pontos de discretizacao e de pontos de
colocagao.

Método Pseudo Espectral de Legendre
NPCxn, »=0,5 =10 =15 TP (s)
2x100  3,2904x107*  3,8315x10° 1,4375x10" 0,031
3100 3,3704x107° 3,8232x1071°  1,3843x107 0,047
4x100  3,0234x107° 3,1914x107"°  1,1445%10° 0,053
5100 2,1746x107'° 2.3584x107° 2.5101x107"° 0,281

Método das Diferencgas Finitas Fracionario
X1, y=0,5 y=1,0 »=1,5 TP (s)
25x25  3,7505x107  8,3754x107  1,5948x10° 0,216
50x50  8,9443x107°  1,8474x10"  3,2442x10" 0,577
100x100  2,2844x10°  4,8558x10°  9,0954x10° 3,149
150x150 1,0654x10°  2,7344x10°  6,1843x10° 8,939

*Somatorio do Erro Absoluto (£) no ponto y.

A Figura 4.26 apresenta os perfis de temperatura adimensional considerando o MPEL

(NPC=5) e 0 MDFF (n,=n~=100), o igual a 2 e diferentes valores de y ([0,5 1 1,5]).
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analitica y=0,5 O MPEL y=0,5 O MDFF y=0,5
analitica y =1 O MPEL y=1 0 MDFF y=1
analitica y=1,5 O MPEL y=1,5 O MDFF y=1,5

Figura 4.26 - Perfis de temperatura adimensional obtidos pelas estratégias MPEL e MDFF
para o igual a 2 e diferentes valores de y.

Nesta figura pode-se observar que, para os numeros de pontos de colocacdo e de
pontos de discretizag@o utilizados, os dois métodos apresentam uma boa precisdo, conforme
constatado para os trés valores de tempo adimensional avaliados. Também ¢ possivel verificar
que, com o aumento no valor do tempo adimensional, ocorre uma elevagcdo na temperatura
adimensional do tecido, o que estd de acordo com o esperado fisicamente. Pode-se observar

que os valores maximos de temperatura adimensional sdo atingidos na metade do dominio
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espacial, em ¢=0,5. Isso demonstra a simetria do problema em questdo, conforme as
condi¢des de contorno definidas.
Na Figura 4.27 ¢ apresentada a influéncia da ordem fracionaria no perfil de

temperatura adimensional, considerando y igual a 1,5 ¢ o MDFF (n,=n~= 100).

0,25
———a=1,5
——a=1,6
0,20 —o—a=1,7
—_—a=1,8
QO,IS- —~V—a=1,9
) —Oo—a=2
T 0,10-
0,05+
0,00-

0.0 0,1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1,0
$

Figura 4.27 - Influéncia da ordem fraciondaria nos perfis de temperatura adimensional para y
igual a 1,5 usando o MDFF.

Nesta figura verifica-se que a temperatura adimensional varia significativamente com
a mudanca do valor de a. Isso demonstra a grande importancia que a heterogeneidade espacial
do tecido apresenta sobre o perfil de temperatura adimensional, bem como a importancia de se
conhecer o valor deste parametro para uma aplicacdo em particular. Observa-se que os perfis
de temperatura adimensional obtidos para as ordens fraciondrias equivalentes a 1,5 e 1,6 sao
muito proximos. Conforme esperado, quando o valor de o aproxima-se de 2, o perfil de
temperatura adimensional torna-se mais proximo do obtido quando se considera a tradicional
Lei de Fourier. Pode-se verificar que, com o aumento da ordem fraciondria, a temperatura
adimensional maxima do tecido diminui. Também se verifica que, quanto menor o valor da
ordem fracionaria, maior a ocorréncia de valores negativos para o adimensional de
temperatura e menos simétrico € o perfil em relacdo a coordenada espacial adimensional. Do
ponto de vista fisico, ndo se esperam valores de temperatura inferiores a zero. Porém,
matematicamente isso pode ocorrer para essa aplicacdo, j& que se trata de um adimensional,
cujo valor depende da temperatura de referéncia utilizada para adimensionalizar a variavel.

A Figura 4.28 apresenta a influéncia do pardmetro 7 na temperatura adimensional,

considerando y igual a 1,5, a igual a 2 e 0o MDFF (n,=n,=100).
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Figura 4.28 - Influéncia do parametro 7 nos perfis de temperatura adimensional para y igual a
1,5 usando o MDFF.

Observa-se nesta figura a simetria em relagdo a coordenada espacial, pois,
independentemente do valor de 7, a maior temperatura adimensional ¢ observada em ¢=0,5.
Também se verifica que as temperaturas adimensionais obtidas aumentam com o incremento
no valor de 7. Por isso, também se observam maiores valores de temperaturas adimensionais
maximas do tecido a medida que o valor desse parametro aumenta. Quanto menor o valor de
7, mais o perfil de temperatura adimensional aproxima-se do obtido pelo modelo tradicional
de transferéncia de calor, baseado na Lei de Fourier, quando se tem a ordem fraciondria
equivalente a 2. Qualitativamente, os valores obtidos com a aplicagdo do MDFF sao
condizentes com os reportados por Wang et. al (2021).

E importante destacar que, do ponto de vista matemético, a variacio dos parametros
deste modelo hiperbdlico fracionario permite representar o aumento do niimero de graus de
liberdade do processo em questdo, isto €, pode-se melhorar a aderéncia entre os pontos
experimentais e os preditos por um modelo apenas alterando os valores de a e 7. Assim, para
problemas em que se observa um comportamento diferente do habitual, como em processos
anomalos, pode-se empregar o conhecimento sobre tais parametros para melhorar a qualidade
do modelo utilizado para representar tais fenOmenos, sem ter que, necessariamente, sugerir

novas hipoteses para a elaboragcdo de um modelo fisico.
4.4 Formulac¢ao e Resolu¢cao de Problemas Inversos

Conforme descrito no inicio deste capitulo, o item iii consiste em formular e resolver
problemas inversos empregando pontos experimentais sintéticos e reais. Para essa finalidade

considera-se o modelo diferencial hiperbdlico fraciondrio, bem como um parabdlico com
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ordem inteira e um parabdlico com ordem fraciondria. Cabe destacar que estes dois ultimos
sdo versoes simplificadas do modelo hiperbdlico original e considerados nesta contribui¢ao
para fins de comparacgao.

Para os resultados apresentados a partir desta secdo faz-se necessario destacar os

seguintes pontos:

e O tempo de processamento (TP) sera estimado usando um computador Notebook Intel
Core 15-6200 com 8 GB de memoria. Destaca-se que os valores apresentados de TP
sd0 os valores médios;

e Para a avaliagdo do problema direto em cada problema inverso ¢ considerado como
integrador o MDFF proposto, sendo o sistema linear resultante desta abordagem
resolvido considerando o Método da Decomposi¢ao LU (CAMPOS FILHO, 2018).
Neste caso, ¢ importante destacar que se optou por esta abordagem pelos resultados
obtidos com a simulac¢ao dos problemas diretos;

e As condigdes iniciais ¢ de contorno consideradas em cada aplicacdo sdao definidas
conforme a literatura especializada consultada;

e Para a simulagdo de cada estudo de caso sdao considerados 100 pontos nas dire¢oes das
variaveis espacial e temporal. Esses parametros foram escolhidos a partir de
simulacdes preliminares, de forma que a solugdo encontrada nao fosse dependente de
um maior nivel de refinamento;

e Para o problema inverso sintético ¢ considerada a equagdo de energia hiperbdlica
fraciondria. Ja para os problemas inversos considerando pontos experimentais reais
sao empregados trés modelos de transferéncia de massa, a saber, a Equacdo de
Adveccao-Dispersdo Parabdlica Inteira (EADPI) - com ordem inteira e pardmetro de
atraso no tempo nulo; a Equag¢do de Advecc¢do-Dispersdo Parabdlica Fracionaria
(EADPF) - com ordem fraciondria e parametro de atraso no tempo nulo; e a Equagdo
de Adveccao-Dispersao Hiperbolica Fracionaria (EADHF) - com ordem nao inteira e
parametro de atraso no tempo diferente de zero. Cabe destacar que o modelo de
adveccao-dispersdao foi empregado a partir dos resultados apresentados na literatura
especializada e, neste caso, a equacdo diferencial parcial hiperbolica fracionaria no
espaco empregada nesta tese contempla as caracteristicas deste modelo;

e Em cada problema inverso proposto os pontos experimentais (sintéticos ou reais) sdo
definidos conforme a literatura especializada consultada. No caso dos pontos

experimentais reais, os mesmos foram extraidos de trabalhos publicados na literatura
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via execugdo do software Digitizer”, isto &, a partir de graficos os pontos sdo
capturados de forma que estes possam ser utilizados para a formulacdo da fun¢do
objetivo em cada problema inverso;

A funcdo objetivo empregada em cada estudo de caso ¢ definida como sendo o
somatoério da diferencga entre os pontos experimentais e os preditos por cada modelo.
Sendo assim, para cada aplicagdo, a funcdo objetivo ¢ funcdo da localizagdao e dos
pontos experimentais disponivesis;

O espaco de projeto proposto em cada aplicacdo ¢ definido a partir da literatura
especializada consultada;

Para a resolucdo dos problemas inversos, considera-se o algoritmo de Evolugdo
Diferencial e os seguintes parametros: tamanho da populacdo igual a 25, numero de
geracdes equivalente a 100, probabilidade de cruzamento e taxa de perturbagdo iguais
a 0,8 e a estratégia nlimero 7 (Storn e Price, 1995). Com este conjunto de pardmetros ¢
necessario avaliar cada candidato 25+25x100 vezes. Cabe ressaltar que, para a
obten¢do dos valores médios e dos desvios padrdo, cada problema inverso ¢ resolvido
20 vezes considerando execucdes independentes. E importante destacar que estes
parametros foram escolhidos a partir de simulag¢des preliminares;

Para corrigir as unidades nos modelos fenomenoldgicos fracionarios, a metodologia
apresentada na se¢do 3.3 do capitulo anterior ¢ utilizada. Neste caso, o operador

difusivo fracionario € representado como:

ol N 1 o
ox? o> ox®

,l<a<2, (4.42)

em que o ¢ o parametro introduzido para corrigir a dimensdo do termo fraciondrio.
Com esta substituicdo garante-se que o operador difusivo fracionario sempre sera
dimensionalmente coerente. Para que o parametro ¢ nao interfira, quantitativamente,
nos perfis simulados, este ¢ definido como sendo igual a unidade;

Finalmente, cabe ressaltar que a Unica contribui¢ao fracionaria nos modelos estudados
¢ no termo difusivo devido a generalizacdo das Leis de Fourier e Fick, conforme
destacado anteriormente. Assim, apesar de ser possivel representar outros termos
diferenciais por ordens ndo inteiras, neste trabalho apenas o termo difusivo ¢

considerado como fracionario nos modelos parabodlicos e hiperbolicos analisados.
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4.4.1 Problema Inverso Sintético

Para validar a metodologia proposta e apresentada no capitulo anterior para a
resolucao de problemas inversos, nesta se¢ao considera-se um problema inverso sintético, em
que os pontos experimentais sao gerados a partir do modelo de simulagdo. Assim, como o
vetor de variaveis de projeto ¢ conhecido, pode-se avaliar a robustez do algoritmo de
Evolucdo Diferencial associado ao modelo diferencial hiperbolico parcial fracionario no
espaco considerado.

Dentre as inimeras aplicacdes que podem ser desenvolvidas com o tradicional modelo
de transferéncia de calor, pode-se destacar o seu emprego na quantificacdo de queimaduras
(TOLEDO; LOUREIRO, 2014). Neste caso, a partir da integracdo do modelo diferencial ¢é
possivel mensurar o nivel de queimadura na pele humana via avaliagdo do dano térmico (XU;
LU, 2011; OLIVEIRA; STROHER; STROHER, 2016).

De forma simplificada, a pele humana pode ser subdividida em trés camadas, a saber,
a epiderme, a derme e a hipoderme (subcutaneo) (ver a Figura 4.29), sendo a mesma capaz de

suportar temperaturas de aproximadamente 44°C sem sofrer nenhum tipo de lesd@o ou dano

(XU; LU, 2011).

Epiderme
Musculo Derme
Foliculo L o
e ) Glandula
sebdcea
MNervos _
Subcutineo
Vaso sanguineo Gléndulas sudoriparas

Figura 4.29 - Representacao esquematica da pele humana (TOLEDO; LOUREIRO, 2014).

A presenca de uma fonte externa de calor sobre o tecido gera mudangas em sua
fisiologia, tais como o aumento na perfusdo sanguinea, na permeabilidade vascular e na
atividade metabolica (CONCEICAO, 2014). O fluxo sanguineo é o pardmetro que mais
interfere no fendmeno da transferéncia de calor, visto que o escoamento de sangue pelo

sistema vascular ¢ um dos principais veiculos pelos quais o calor ¢ dissipado dos tecidos.
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Dessa forma, quanto maior a vazdo de sangue maior ¢ a dispersdo de calor gerado e,
consequentemente, menor o dano ao tecido atingido (CONCEICAO, 2014).

Os modelos matematicos empregados para a descrigao do processo de transferéncia de
calor em tecidos tém sido estudados desde meados do século XIX. Desde entdo, muitas
representacdes matematicas tém sido propostas para descrever a complexa interagdo entre o
sistema vascular e os tecidos (ZHU, 2009). Dentre estes modelos, o mais empregado foi
proposto por Harry H. Pennes em 1948. Este modelo considera termos relacionados com o
metabolismo e o fluxo sanguineo.

Matematicamente, o modelo proposto por Pennes (1948) no contexto hiperbodlico
fracionario-espacial unidimensional sem os termos de geracdo de calor metabdlico e calor

gerado ¢ dado pela Equagao (4.43).
epe az_f"‘ (ptct T IPLCL W )a_T T PCyWy (T _Tamb): kaa_z:a t>0e0=<x<L, (4.43)
ot ot Ox

em que x ¢ a coordenada espacial, com comprimento total equivalente a L, ¢ ¢ a coordenada
temporal, 7 é a temperatura, k é a condutividade térmica, ¢, e ¢, representam o calor especifico
do tecido e do sangue, respectivamente, p, € p, representam a densidade do tecido e do
sangue, respectivamente, w, ¢ o coeficiente de perfusdo sanguinea, 7,,» ¢ a temperatura
ambiente, que representa a temperatura do sangue abaixo da camada subcutdnea, 7 € o
parametro de atraso no tempo e o € a ordem do modelo (1 < a < 2). Ressalta-se que se 7 for
igual a zero tem-se um modelo parabolico. Caso contrario, tem-se o modelo hiperbolico.
Além disso, se a ¢ inteiro tem-se um modelo diferencial parcial com ordem inteira em relagao
a varidvel espacial. Caso contrario, tem-se um modelo diferencial parcial com ordem
fracionaria.

Para simular a fonte de calor na pele, considera-se que em x igual a zero a temperatura
¢ equivalente a 60 °C. Em x=L tem-se a condi¢do de fluxo de calor nulo. Inicialmente, é

considerado que o sistema encontra-se a temperatura de 37 °C e que o fluxo de calor é nulo.

Matematicamente, tais condigdes sao definidas pelas Equacdes (4.44), (4.45), (4.46) e (4.47).

7(£,0)=60°C, t >0 ¢ x=0, (4.44)

—OT(”LLO, (>0 e x=1L, (4.45)
ox

7(0,x)=37°C, t=0 e 0<x<L, (4.46)

o) oy _geco<x<t (4.47)

ot
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Para fins de aplicagdo, considera-se que a pele ¢ constituida apenas pelo tecido
subcutaneo, cujas propriedades termo-fisicas sdo apresentadas na Tabela 4.8 (TOLEDO;

LOUREIRO, 2014).

Tabela 4.8 - Propriedades termo-fisicas do tecido subcutineo (TOLEDO; LOUREIRO, 2014).

Propriedade Unidade Valor
L mm 10,00
Dt g/mm’ 1,0x107
Ct J/g°C 2,50
k W/mm°C 2,1x10™*
Ch J/g°C 3,77
WyPp 1/s 1,32x107

Conforme comentado anteriormente, para corrigir a unidade do termo difusivo,

considera-se a inclusdo do fator 1/(6*) na Equacdo (4.43), isto é:

o’T oT 1 0T
rp,c,¥+(p,ct+rphcbwb)5+pbcbwb(T—Y:lmb)zmkax—a, t>0 e 0<x<L, (448)

em que o ¢ o parametro introduzido para corrigir a dimensdo do termo fracionario e definido
como sendo igual a unidade para que o mesmo ndo interfira, quantitativamente, nos perfis
simulados.

A seguir apresentam-se alguns estudos de caso para fins da avaliacdo da influéncia do
parametro 7 e da ordem a nos perfis obtidos, bem como da formulagdo e resolugdo de um
problema inverso considerando pontos experimentais sintéticos com o objetivo de se obter os

valores de 7 e a, usando o algoritmo de Evolugdo Diferencial (ED).
e Estudo de Caso A: Problema Direto para o Modelo Parabdlico com Ordem Inteira

A Figura 4.30(a) apresenta o perfil de temperatura em funcdo da variavel espacial para
os tempos de simulagdo equivalentes a 60, 120 e 200 s, considerando-se o problema direto
para o modelo parabolico que apresenta ordem inteira. Nesta figura observa-se que, para uma
posi¢do fixa, a temperatura aumenta a medida que o tempo eleva-se. Isso estd de acordo com
o esperado, j4 que, com o incremento do tempo, o efeito da fonte de calor torna-se mais
significativo.

Na Figura 4.30(b) ¢ apresentado o perfil de temperatura em fun¢dao do tempo para as
posigdes iguais a 6, 8 e 10 mm. Nesta figura podem-se verificar maiores temperaturas a
medida que o valor da varidvel espacial diminui. Também se esperava esse resultado, pois

quanto menor o valor de x maior ¢ a proximidade em relacao a fonte de calor.
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Figura 4.30 - Perfis de temperatura nas diregdes de x (a) e de ¢ (b) para o modelo parabdlico
com ordem inteira.

e Estudo de Caso B: Influéncia do Pardmetro o nos Perfis de Temperatura no Modelo

Parabolico

Para avaliar o efeito da ordem fracionaria no modelo parabdlico, no qual o parametro
de atraso no tempo ¢ nulo, sdo considerados valores de a equivalentes a 1,95, 1,96, 1,97, 1,98,
1,99 ¢ 2.

Na Figura 4.31(a) apresenta-se o perfil de temperatura em funcdo da variavel espacial
para os diferentes valores da ordem nao inteira e o tempo de simulagao igual a 200 s. A Figura
4.31(b) apresenta o perfil de temperatura em funcao do tempo para os valores considerados de
a e a posicao equivalente a 10 mm. Esses valores referentes as coordenadas espacial e
temporal foram escolhidos por representarem a profundidade limite da camada da pele e o
maior tempo considerado nas simulacdes.

Em ambas as figuras pode-se observar uma varia¢do significativa do perfil de

o~

temperatura a medida que o valor do pardmetro a ¢ modificado. Com base nesse resultado,

o~

possivel verificar que o mecanismo em que ocorre a transferéncia de calor na pele

O~

significativamente influenciado pela heterogeneidade espacial do meio. Além disso,
demonstrado que o conhecimento do valor da ordem ndo inteira nesta aplicacdo ¢ muito
importante. Conforme esperado, pode-se verificar uma maior proximidade entre os perfis
obtidos e os que se obtém ao se utilizar a Lei de Fourier a medida que o valor de a aproxima-
se de 2. Em ambas as figuras observa-se que o aumento da ordem nao inteira implica em

maiores valores de temperatura.
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Figura 4.31 - Perfis de temperatura nas direcdes de x (a) e de ¢ (b) considerando diferentes
valores do parametro a para o modelo parabolico.

e Estudo de Caso C: Influéncia do Parametro 7 nos Perfis de Temperatura no Modelo

Hiperboélico com Ordem Inteira

Na Figura 4.32 observa-se o efeito do parametro de atraso no tempo no modelo
hiperbdlico com ordem inteira considerando 7 iguais a 0, 5, 10, 15 e 20 s. A Figura 4.32(a)
apresenta o perfil de temperatura em fungdo da varidvel espacial para o tempo igual a 200 s e
os diferentes valores do pardmetro de atraso no tempo. Nesta figura até, aproximadamente, a
posicao equivalente a 6 mm ndo se observa uma diferenca muito significativa entre os perfis
obtidos. Por outro lado, na regido entre x=6 mm e x=10 mm verifica-se uma variagdo maior
dos valores de temperatura. Visualmente, isso ndo ¢ muito perceptivel devido a escala do eixo
das ordenadas. Porém, a aplicacdo de um zoom nessa regido permite que seja observada essa
diferenca. J& na Figura 4.32(b) ¢ apresentado o perfil de temperatura em fun¢ao do tempo para
x=10 mm. Nesse caso, como a escala do eixo das ordenadas ¢ menor do que na Figura
4.32(a), pode-se visualizar com mais clareza o efeito do parametro 7 nos perfis de temperatura
obtidos. Além disso, estas duas figuras mostram o aumento da temperatura a medida que se
reduz o valor do parametro de atraso no tempo. Isso demonstra que a velocidade de
propagacao do sinal térmico € maior. Logo, a transferéncia de calor ocorre mais rapidamente
conforme o valor de 7 ¢ reduzido. A diminui¢do deste pardmetro também faz com que os
perfis de temperatura sejam mais proximos daqueles que sdo obtidos quando se considera o

modelo tradicional de transferéncia de calor.
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Figura 4.32 - Perfis de temperatura nas direcdes de x (a) e de ¢ (b) considerando diferentes
valores do parametro 7 para o modelo hiperbolico com ordem inteira.

e Estudo de Caso D: Formulagdo de um Problema Inverso Considerando o Modelo

Hiperbolico Fracionario

Com o objetivo de realizar a estimag¢do dos pardmetros do modelo hiperbolico
fracionario, propde-se um problema inverso cuja func¢do objetivo ¢ dada pelo somatdrio da
diferenca entre os pontos experimentais sintéticos e os preditos pelo modelo para x igual a 10
mm e ¢ igual a 200 s, sendo a e 7 equivalentes a 1,95 e 20 s, respectivamente.

Matematicamente, este problema pode ser formulado de acordo com a Equagao (4.49).

M, (e _ _ VA 7= _T(f 1 ?

min FO = Z (Tzoo,z T(ZOO, Xi ))2 ( 7,10 (tj ’ O))z ’
@7 i1 max(T P (200,x)) =] maX(T P (t,l O))

(4.49)

em que FO ¢ a fungdo objetivo, M, e M, representam as quantidades de pontos experimentais
conhecidos, 7% e T{(t,x) representam os pontos experimentais e simulados pelo modelo
proposto, respectivamente.

O problema inverso deve satisfazer os perfis obtidos via integragdo do modelo
diferencial fracionario, bem como os limites laterais para cada variavel de projeto, a saber, 1,9
<a<2el10s<7<30s.

Como nao se conhecem o0s pontos experimentais, sdo gerados pontos sintéticos,

conforme a Equacgao (4.50).
P = P 4+ §xrand x A, (4.50)

em que P™" e P representam os pontos experimentais sintéticos e os pontos simulados,

respectivamente, d € o desvio padrao considerado para o experimento sintético, A ¢ amplitude
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da variavel dependente em andlise, dada pela diferenca entre o maior e o menor valor
observado, e rand ¢ um gerador de numeros aleatérios dentro do intervalo [-1 1].

Para fins de aplicagdo, sdo considerados trés valores para o desvio padrdo, a saber, 0%,
5% e 10%. Quando se tem um valor nulo de J, ndo existem perturbagdes no modelo, ou seja,
P ¢ P™ 50 idénticos.

Na Figura 4.33 sdo apresentados os perfis de temperatura em fung¢do da distancia e do
tempo para « igual a 1,95, 7 igual a 20 s, M, e M, iguais a 50 e diferentes valores de o
considerados na formula¢ao do problema inverso. Nesta figura pode-se observar que, como

era esperado, quanto maior o valor do pardmetro ¢ maior ¢ a perturbagao associada.

65 38,0
o §=5% o 5=5% “

A

B A5 =10% 37,8' A5 =10%

T T T T T T
40 60 80 100 120 140 160 180 200

x (mm) £(s)
(a) Temperatura versus distancia para ¢ igual ~ (b) Temperatura versus tempo para x igual a
a 200 s e diferentes valores de 0. 10 mm e diferentes valores de o.

Figura 4.33 - Perfis de temperatura sintéticos nas dire¢des de x (a) e de ¢ (b) para o modelo
hiperbolico fracionario.

A Tabela 4.9 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo de Evolugdo Diferencial e

os diferentes conjuntos de dados experimentais sintéticos.

Tabela 4.9 - Resultados obtidos pelo algoritmo de Evolugdo Diferencial considerando
diferentes niveis de ruido para o modelo hiperbdlico fracionario.

Ruido a 7 (s) FO TP° (min)
1,9500° 19,9999 9,0000 x107"°
0 b 9 9
0% 1,2017 x10"®  4,1502 x107  1,9159 x107 31,03
1,9511 20,3835 9,3887 x107
0 b 9 9
5% 3,6902 x107  8,4887 x10°  8,8906 x107"° 35,79
-2
10% 1,9488 20,2303 5,4747 %10 3726

1,7867 x10°  2,4453 x10°  7,9376 x10™'°
"Melhor valor, °desvio padrio e “valor médio requerido em cada execugdo do
algoritmo de ED.
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Nesta tabela pode-se observar uma variacao significativa entre o melhor valor obtido
da fungdo objetivo para os dados experimentais sem ruido e o melhor valor da mesma para os
dados experimentais que apresentam ruido de 5%. Também se verifica um maior valor para
FO quando o ruido equivale a 10%. Isso demonstra que, como esperado, o melhor valor
obtido da funcdo objetivo aumenta a medida que o ruido ¢ incrementado. Para os trés niveis
de ruido avaliados, observam-se valores baixos dos desvios padrao dos pardmetros do modelo
e da fungdo objetivo. Isso indica que o algoritmo estd sempre convergindo para a melhor
solucdo. Além disso, verifica-se que, para os dados experimentais sem ruido, o melhor valor
obtido da fungdo objetivo ¢ praticamente nulo, pois se encontra na ordem de 107, e os
valores de o e 7 obtidos pelo algoritmo sdo muito proximos aos que foram utilizados para a
obtencdo dos pontos simulados. Esses resultados demonstram que o algoritmo de Evolucao
Diferencial foi eficiente para encontrar a solu¢ao do problema inverso proposto.

Finalmente, ressalta-se que a formulacdo e a resolugdo deste problema inverso
sintético permitiram validar a metodologia proposta, isto ¢, ficou demonstrada a qualidade do
algoritmo de Evolucdo Diferencial. A seguir sdo apresentados os resultados obtidos com a
formulacao e resolucdo de problemas inversos considerando pontos experimentais reais

disponiveis na literatura especializada.
4.4.2 Problema Inverso Andomalo A

A estimagdo de parametros presentes em modelos andmalos ¢ de fundamental
importancia para a sua caracterizagdo. Os modelos avaliados nesta tese apresentam, em geral,
dois parametros, a saber, o fator de atraso no tempo (7) e a ordem fraciondria da derivada
espacial (a). Ambos os parametros sao provenientes da aplicacdo de generalizacdes das Leis
de Fourier e Fick, nas quais se considera a equacao de Cattaneo, em que se encontra o fator de
atraso no tempo. Também ¢ considerada uma derivada de ordem ndo inteira em relagdo a
variavel espacial somente no termo difusivo. Os valores dos dois parametros dos modelos
estudados podem ser utilizados no entendimento dos mecanismos em que ocorrem as
transferéncias de calor e massa nos problemas considerados.

Nesta primeira aplicagdo consideram-se os experimentos realizados por Zhao et al.
(2016) para determinar a difusividade de CO, em um meio poroso saturado com n-tetradecano
liquido usando a técnica de imagem por ressonancia magnética. O recipiente em que se
encontrava a amostra consistia em um tubo de vidro que foi preenchido com esferas de vidro.
O gés presente em um cilindro de ago inoxidavel era injetado no meio poroso até que o

equilibrio do sistema fosse atingido, condicao em que o experimento era finalizado. O gés e a
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fase liquida foram mantidos a temperaturas constantes iguais a 20 °C e 30 °C,
respectivamente, e a pressao foi variada de 2000 kPa a 5000 kPa.

Chang e Sun (2018) propuseram, a partir dos experimentos realizados por Zhao et al.
(2016), problemas inversos considerando a tradicional equagdo de advecgao-dispersao no
contexto fracionario e ordens ndo inteiras no tempo e no espago para fins da estimagdo da
velocidade média, do coeficiente de dispersdo do processo e das respectivas ordens
fraciondrias.

Para fins de aplicagdo da metodologia proposta, nesta secdo sdao formulados e
resolvidos trés problemas inversos considerando pontos experimentais reais e diferentes
modelos fenomenologicos. O primeiro modelo descreve o fendomeno de transferéncia de
massa via a equacao de advecgao-dispersdao com ordem inteira e fator de atraso no tempo nulo
(modelo parabdlico). O segundo modelo faz uso da equacdo de adveccdo-dispersdo com
ordem fraciondria e fator de atraso no tempo nulo (modelo parabdlico). O terceiro modelo
considera a equacdo de adveccdo-dispersdo com ordem nao inteira e fator de atraso no tempo
diferente de zero (modelo hiperbdlico). Cabe ressaltar que o modelo hiperbdlico ¢ uma
generalizagdo da equacdo tradicional de adveccdo-dispersdao com ordem inteira. Conforme
apresentado por Gomez et al. (2010), o modelo hiperbodlico surge da teoria da difusdo
hiperbdlica, ou seja, da generalizacdo da tradicional Lei de Fick via a abordagem proposta por
Cattaneo (1958).

Assim, considere a Equa¢do de Advecgdo-Dispersdo Hiperbolica Fracionéria
(EADHF):

2 a
Ta§+a—cz—va—c++l(a—c, t>0, 0<x<L e l<a<2, (4.51)
ot ot ox o9 ox”

em que ¢ e x representam as coordenadas temporal e espacial, respectivamente, C ¢ a
concentracdo, T € o parametro de atraso no tempo, o ¢ a ordem fracionaria referente ao termo
difusivo, v € a velocidade média, K € o coeficiente de dispersdo e o € o parametro introduzido
para corrigir a dimensdo do termo fraciondrio e considerado como sendo igual a unidade.
Neste modelo, as condigdes inicial e de contorno, definidas por Chang e Sun (2018) para o

problema parabdlico, sdo dadas pelas Equagdes (4.52), (4.53) e (4.54).

C(0,x)=0,1=0 ¢ 0<x<L, (4.52)
1, 0<r<10

c(:,o):{ == 50 e =0, (4.53)
0, £>10

L) o yspe ot (4.54)

ox
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Em resumo, para formular cada problema inverso consideram-se os seguintes

modelos, cujas caracteristicas sao descritas como segue:

Equacdo de Advecgao-Dispersdo Parabolica Inteira (EADPI). Neste modelo, a ordem
¢ inteira (a=2) e o parametro de atraso no tempo (7) ¢ igual a 0 na EADHF. Assim,
deseja-se obter a velocidade média (v) e o coeficiente de dispersdao (K). Para essa
finalidade consideram-se os seguintes espacos de projeto (CHANG; SUN, 2018):
0,001 mm/min < v < 0,006 mm/min e 0,001 mm*/min < K < 0,050 mm*/min.

Equacdo de Advecgdo-Dispersao Parabolica Fracionaria (EADPF). Neste modelo,
considera-se que a ordem fracionaria (a) ¢ diferente de 2. Assim, neste problema
inverso deseja-se estimar, além de v e K, a ordem ndo inteira (&), sabendo que o
parametro 7 ¢ nulo. Assim, sdo definidos os seguintes espagos de projeto (CHANG;
SUN, 2018): 0,001 mm/min < v < 0,006 mm/min, 0,001 mm?/min < K < 0,050
mm?/min e 1,5 < a < 2. Cabe enfatizar que o termo fracionario foi inserido apenas na
contribuicdo difusiva, ja que se pretende avaliar a generalizacdo da tradicional Lei de
Fick usando a abordagem proposta por Cattaneo (1958).

O terceiro problema inverso consiste no uso da EADHF sem qualquer simplificagao,
ou seja, deseja-se estimar v, K, a e 7. Assim, s3o definidos os seguintes limites
(CHANG:; SUN, 2018): 0,001 mm/min < v < 0,006 mm/min, 0,001 mm*/min < K <
0,050 mm?*/min e 1,5 < a < 2. Os limites referentes ao parametro de atraso no tempo
foram determinados, apds execugdes preliminares, como sendo iguais a 0 < 7 < 1 min.
Cabe ressaltar que, para o modelo hiperbdlico, € necessario definir uma nova condig¢ao
para a concentracdo no tempo igual a zero. Neste caso, como foi definido que C(0,x) ¢
equivalente a zero, pode-se dizer que a derivada de C(0,x) em relacdo a ¢ ¢ nula.
Assim, tem-se a condicdo inicial dada pela Equagdo (4.55). Além disso, conforme
apresentado para o modelo anterior, o termo fraciondrio foi inserido apenas na
contribuicao difusiva.

%:o,z:owgﬂ. (4.55)

Uma vez especificado o vetor de varidveis de projeto em cada problema inverso, o

mesmo ¢ determinado via aplicacdo do algoritmo de Evolucdo Diferencial. Para essa

finalidade a funcdo objetivo (FO) ¢ definida como sendo o somatério da diferenga entre os

pontos experimentais e os preditos por cada modelo, para ¢ igual a 192 mine 0 <x <L (16,5
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mm), ponderado pelo maior valor experimental observado. Matematicamente, FO ¢ descrita

como.:

min FO = %“ (Cle;;i - C(l 92, x, ))2

= max(C*(192,x)f

(4.56)

em que M, representa a quantidade de pontos experimentais conhecidos, C™* e C(zx)
representam os pontos experimentais e simulados pelo modelo proposto, respectivamente. O
operador max representa 0 maximo valor experimental observado. Os pontos experimentais
considerados neste trabalho foram extraidos do trabalho de Zhao et al. (2016).

Na Tabela 4.10 sdo apresentados os resultados obtidos pelo algoritmo de Evolucao

Diferencial considerando diferentes modelos diferenciais para o problema inverso anomalo A.

Tabela 4.10 - Resultados obtidos pelo algoritmo de Evolugdo Diferencial considerando
diferentes modelos diferenciais para o problema inverso anomalo A.

Modelo o z(min) v (mm/min) K (mm”/min) FO TP® (min)
- - 0,0010 0,0337 0,5053
EADPI 0 0 . 18,47
- - 0,3905x10"  0,5435x10”  0,2543x10
1,8332° - 0,0060 0,0282 0,2942
EADPF 5 18,46
0,7225%10° - 0,0009 0,0570 0,0019
1,7513 0,1575 0,0017 0,0324 0,1850
EADHF 18,53
0,0396 0,0433 0,0002 0,0053 0,0180

*Melhor valor, "desvio padro e valor médio requerido em cada execugdo do algoritmo de Evolugdo Diferencial.

Nesta tabela verifica-se a diminui¢do do valor da funcdo objetivo & medida que o
numero de varidveis de projeto aumenta, isto ¢, o modelo EADHF ¢ o que apresentou o
melhor valor para a funcao objetivo. Este resultado era esperado, ja que a elevacdo do nimero
de variaveis de projeto e, consequentemente, do nimero de graus de liberdade, aumenta a
capacidade de aderéncia do modelo em relagdo aos pontos experimentais.

Como se pode observar, a velocidade média predita pela equacdo tradicional de
adveccdo-dispersdo ¢ inferior a encontrada pela EADPF. Isso pode ser explicado pela
existéncia de caminhos preferenciais nos quais as particulas movimentam-se mais
rapidamente, o que caracteriza um processo superdifusivo. As caracteristicas ndo locais desse
processo podem ser capturadas pelo termo de ordem fraciondria em relagdo a variavel
espacial. Por outro lado, verifica-se uma redugdo da velocidade média quando se considera a
equagao de advecgao-dispersao hiperbolica fraciondria. Pode-se justificar esse resultado pela

ocorréncia de um processo subdifusivo, que se deve ao preenchimento de alguns poros do
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meio por particulas de gas. Esse processo diminui a velocidade das particulas. A razdo entre a
velocidade média e o coeficiente de dispersdo obtidos para os trés modelos avaliados
apresenta valores baixos. Isso demonstra que nos trés casos o fenomeno dominante
corresponde a dispersao, o que permite que ambos os parametros sejam considerados
constantes.

Na Figura 4.34 sdo apresentados os perfis de concentracdo experimental e preditos por

cada um dos modelos considerados para ¢ igual a 192 min em fun¢do da variavel espacial.

0,12+ e Experimento
1 EADPI
0,10+ - = EADPF
1 EADHF
0,08+
é 0,06+
28 ]
© 0,041
0,02 +
0,00

0 2 4 6 8 10 12 14 16
x (mm)

Figura 4.34 - Perfis de concentracdo experimental e preditos por cada um dos modelos
considerados no problema inverso andomalo A.

Nesta figura observa-se que a concentracdo aumenta até atingir o valor maximo.
Posteriormente, a concentragdo diminui com o incremento do valor da varidvel espacial.
Também se verifica que a posi¢ao na qual ocorre o valor maximo de concentracdo diminui a
medida que a quantidade de pardmetros do modelo aumenta. Além disso, pode ser observado
que a precisdo da equacdo de adveccdo-dispersdo hiperbdlica fracionéaria € superior a das
demais equagdes consideradas. Isso estd de acordo com os valores de FO apresentados na
Tabela 4.10.

Chang e Sun (2018) empregaram os dados experimentais considerados neste estudo de
caso para resolver problemas inversos. Porém, o modelo utilizado pelos autores apresenta
derivadas de ordem ndo inteira em relacdo as duas varidveis independentes. Além disso, o
referido modelo ndo apresenta o pardmetro de atraso no tempo. Os autores obtiveram uma
velocidade média igual a 0,01 mm/min e um coeficiente de dispersao equivalente a 0,086
mm"*/min®"’. Os valores das ordens ndo inteiras obtidos pelos autores foram equivalentes a
0,77 para a derivada temporal e 1,85 para a derivada espacial. Como o modelo considerado

por Chang e Sun (2018) apresenta diferengas em relacdo aos modelos utilizados nesta secao,
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ndo ¢ possivel realizar uma comparagdo quantitativa entre os resultados obtidos. Apesar disso,
podem-se comparar os resultados de maneira qualitativa, pois os perfis de concentraciao
obtidos demonstram que os modelos que apresentam uma maior quantidade de parametros sao
mais precisos do que o modelo tradicional de adveccao-dispersao, o que também ¢ verificado
no trabalho de Chang e Sun (2018). Além disso, os autores também obtiveram uma
velocidade média menor quando se considerou a equagdo tradicional de advecgdo-dispersao,
em comparacao com a velocidade média encontrada para o modelo que apresentava derivadas

de ordem fraciondria em relagao as variaveis temporal e espacial.
4.4.3 Problema Inverso Anomalo B

Assim como na secdo anterior, nesta também sido formulados e resolvidos trés
problemas inversos considerando os modelos EADPI (Equagdo de Advecg¢ao-Dispersao
Parabolica Inteira), EADPF (Equacdo de Advecgdo-Dispersdo Parabdlica Fraciondria) e
EADHF (Equacdo de Adveccao-Dispersdo Hiperbdlica Fracionéria). Neste caso, sao
empregados os pontos experimentais obtidos por Bromly e Hinz (2004). Para esta aplicagdo o
objetivo ¢ estimar a velocidade média, o coeficiente de dispersdo, os intervalos de tempo em
que a concentracdo maxima ¢ considerada, a ordem fracionaria e o parametro de atraso no
tempo para colunas com comprimentos diferentes.

Fisicamente, Bromly e Hinz (2004) determinaram experimentalmente a concentragdo
do corante azul brilhante FCF em fung¢ao do tempo e da posi¢do em colunas preenchidas com
areia. Os autores utilizaram trés colunas de mesmo didmetro interno, equivalente a 11 cm, e
diferentes comprimentos, iguais a 10, 20 e 40 cm. Na parte superior das colunas, introduzia-se
agua e o corante azul brilhante FCF era injetado por uma seringa na regido central do topo das
colunas. Foram consideradas duas quantidades diferentes de agua na realizagdo dos
experimentos.

Os pontos experimentais obtidos por Bromly e Hinz (2004) encontram-se na forma
adimensionalizada para a concentragdo. Assim, considera-se o modelo EADHF a seguir no

contexto normalizado (para a concentragao):

2 * * * a *
Tacz Loc o 217 jeas , >0, 0<x<L e l<a<2, (4.57)
ot ot ox o

* r ~ . : r b r A
em que C ¢ a concentragdo adimensional, L ¢ o comprimento da coluna e ¢ ¢ o pardmetro
introduzido para corrigir a dimensdo do termo fraciondrio e considerado como sendo igual a

unidade. Cabe ressaltar que o termo fracionario foi inserido apenas na contribui¢do difusiva,
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j4 que se pretende avaliar a generalizagdo da tradicional Lei de Fick usando a abordagem
proposta por Cattaneo (1958).

Neste caso, consideram-se as condigdes inicial e de contorno apresentadas nas
Equagoes (4.58), (4.59) e (4.60), para o modelo parabolico, as quais foram definidas por
Bromly e Hinz (2004).

C*(0,x)=0,t=0e 0<x<L, (4.58)
0, ser <y,
C*(1,0)=1C™, set, <t<t,,t>0 e x=0, (4.59)
0, set>1¢,
—aca(”L):o, t>0e x=1, (4.60)
X

em que ¢, € £, representam os instantes de tempo que definem a transi¢ao entre o valor minimo
e 0 maximo (C™) da concentragdo adimensional.

As seguintes informagoes sao consideradas na formulagdo de cada problema inverso:

e EADPI: modelo em que o parametro de atraso no tempo () é nulo e a é equivalente a
2 na EADHF. Para este problema deseja-se estimar a velocidade média (v), o
coeficiente de dispersdo (K), a concentragdo maxima (C™) e os instantes de tempo (¢,
e 17). Os espacos de projeto para este problema inverso sdo definidos como sendo: 0,01
cm/min < v <5 cm/min; 0,0001 cm*/min < K <5 em?*/min; 50 min < #; < 150 min; 50
min < # <300 min ¢ 0,001 < C™ <0,05.

e EADPF: modelo no qual a apresenta um valor ndo inteiro e o parametro de atraso no
tempo (7) € igual a zero na EADHF. Nesse caso, deseja-se estimar, além dos valores
de v, K, C™, t| € 1, a ordem fracionaria (), considerando os seguintes espagos de
projeto: 0,01 cm/min <v <5 cm/min; 0,0001 em?’min<K<5 sz/min; 50 min<f <
150 min; 50 min < t, < 300 min; 0,001 < C™<0,05e 1,2<a<2.

e EADHF: modelo em que se deseja estimar v, K, C™™, 11, t,, a e 7. Para essa finalidade
os seguintes espagos de projeto sdo definidos: 0,01 cm/min < v <5 cm/min; 0,0001
cm?/min < K < 5 cm?/min; 50 min < #; < 150 min; 50 min < £ < 300 min; 0,001 < C™>
<0,05el12<a<2e0<r1<10 min. Para avaliar esse modelo, € necessaria a
definicdo de uma nova condi¢do para a concentragdo em ¢ igual a zero. Como C(0x) é
nula, pode-se dizer que a derivada de C*(O,x) em relacdo ao tempo equivale a zero.

Assim, tem-se a seguinte condi¢do adicional para a integracao do modelo hiperbdlico:
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%zO,tzOeOSxﬁL. (4.61)

Para a resolucdo de cada problema inverso usando o algoritmo de Evolucao
Diferencial ¢ necessario formular a fungdo objetivo (FO) para cada coluna considerada. Nesse
caso, define-se a FO como sendo o somatorio da diferenga entre os pontos experimentais € os

preditos por cada modelo em x=10 cm para o tempo de operagdo de cada experimento,

ponderado pelo maior valor experimental observado. Assim, descreve-se O como:

min FO — % <C::)1(g B C* (t91 0))2
i1 maX(C exp (t,l O))2 ’

(4.62)

em que M; representa a quantidades de pontos experimentais conhecidos. C ¢ C*(t,x)
representam os pontos experimentais e simulados pelo modelo proposto, respectivamente. O
operador max representa 0 maximo valor experimental observado.

A Tabela 4.11 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo de Evolucdo Diferencial

considerando diferentes modelos diferenciais para o problema inverso anomalo B.

Tabela 4.11 - Resultados obtidos pelo algoritmo de Evolu¢do Diferencial considerando
diferentes modelos diferenciais para o problema inverso anomalo B.

L=20 cm
T y K 4 t max TP
Modelo o iy (cmymin)  (cm®min)  (min) (min) FO  (min)
- - 0,1743* 1,3647 54,4623 86,9025  0,0226 0,0993
EADPI - - 0,0022° 0,0989 3,4545 5,4545  0,0008 0,0001 212
1,9511 - 0,2221 1,4473 55,6693 90,1289  0,0235 10,0661
EADPE 0,0452 - 0,0089 0,0341 5,4445 3,4545  0,0024 0,0011 22,2
EADUF 1,9920 0,0563  0,0803 1,8098 53,1536 92,2189  0,0255 10,0530 3.5
0,0023  0,0083  0,0124 0,0879 3,4121 3,9898  0,0011 0,0003 ’
L=40 cm
T \% K 1 1) max TP
Modelo ¢ (min)  (cm/min) (cm’/min) (min) (min) ¢ Fo (min)
- - 0,0961 0,7813 123,1061  170,5664 0,0132 0,0835
EADPI - - 0,0011 0,0341 2,5176 5,7876 ~ 0,0003 0,0001 23,3
1,7323" - 0,1226 0,9880 127,2797 183,2759 0,0123 0,0827
EADPF 0,0343° - 0,0033 0,0165 3,9898 4,6776  0,0003 0,0033 23,3
EADHF 1,8360 0,7497  0,1051 1,0278 124,7268  181,0249 0,0125 0,0564 233

0,0015  0,0043 0,0045 0,0676 1,7566 6,7756  0,0006 0,0011

*Melhor valor, "desvio padrio e ‘valor médio requerido em cada execug¢do do algoritmo de Evolugdo Diferencial.

Nesta tabela pode-se observar o aumento da precisao dos modelos a medida que se
eleva a quantidade de varidveis de projeto. Isso ¢ demonstrado pela redugdo do valor da
funcdo objetivo, conforme era esperado. Observam-se valores de o mais proximos de 2
quando se considera a coluna de 20 cm. Isso indica que nessa coluna o efeito da

heterogeneidade espacial do meio € menor do que na coluna de 40 cm. Verifica-se um valor
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superior do parametro de atraso no tempo para a coluna maior. Isso demonstra que nessa
coluna as particulas de corante levam mais tempo para se difundir do que na coluna menor.

Além disso, também se podem observar valores maiores de velocidade média quando
se utiliza o0 modelo EADPF do que quando se considera a equacao tradicional de advecgao-
dispersdo. Isso se deve a presenca de caminhos preferenciais no meio. Quando se utiliza o
modelo EADHF os valores de v diminuem. Isso pode estar relacionado com a existéncia de
zonas mortas no meio, o que causa um fendmeno subdifusivo. Para ambas as colunas e os trés
modelos considerados, verificam-se valores baixos da razdo entre a velocidade média e o
coeficiente de dispersdo. Isso indica que em todos os casos a dispersdo ¢ mais consideravel do
que a advecgdo. Observam-se valores de coeficiente de dispersao maiores para a coluna de 20
cm. Isso demonstra que nessa coluna a dispersao ¢ mais significativa do que na coluna maior.
Verifica-se que a duracao da transi¢ao entre os valores minimo ¢ maximo de concentragdo ¢
maior para a coluna de 40 cm. Além disso, observam-se valores maiores da duragdo dessa
transicao a medida que o nimero de varidveis de projeto aumenta. Também se verifica que as
concentracdes maximas obtidas sdo maiores na coluna de 20 cm.

A Figura 4.35 apresenta os perfis experimentais e preditos por cada modelo para as

colunas de 20 ¢ 40 cm e x=10 cm em fungdo do tempo.

0,025 0,012
® Experimental ® Experimental
EADPI 0.0104 —— EADPI
0,020 - ‘ - — EADPF ’ - — EADPF
EADHF EADHF
0,008 -
0,015+
0 %, 0,006+
0,010+
0,004 +
0,005 -
0,002 -

0,000 . . : : ! 0,000
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Figura 4.35 - Perfis de concentragdo experimentais e preditos por cada um dos modelos
considerados no problema inverso anomalo B ((a) - Coluna de 20 cm ¢ (b) - Coluna de 40
cm).

De maneira geral, na Figura 4.35 observa-se que para as duas colunas o modelo
EADHF apresenta uma precisdao maior do que os outros dois modelos, conforme indicado

pelos resultados da Tabela 4.11. Também se verifica que quando se considera a equacao
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tradicional de adveccdo-dispersdo os tempos em que a concentragdo atinge o valor maximo
sdo superiores aos determinados experimentalmente. Isso demonstra a ocorréncia de
fendmenos anomalos na transferéncia de massa e indica que ha diferentes escalas de tempo
envolvidas nesse processo, o que estd de acordo com o que foi verificado de maneira
experimental por Haggerty et al. (2004). Por outro lado, observa-se que quando se utiliza o
modelo EADHF a concentragdo méxima ¢ atingida em tempos mais proximos dos observados
experimentalmente. Verifica-se que até um determinado instante a concentragdo ¢ nula. Apos
esse instante, observa-se o aumento da concentragdo até que esta atinge o valor maximo.
Posteriormente, a concentra¢do volta a diminuir e tende a se anular novamente. Isso estd de
acordo com as condigdes do problema.

Bromly e Hinz (2004) consideraram quatro modelos para descrever o problema
estudado nesta se¢do. Esses modelos correspondem a equagdo tradicional de advecgao-
dispersdo, ao modelo de caminhadas aleatorias com tempos continuos, ao modelo mével-fixo
de taxa tnica e ao modelo estocastico-convectivo. Assim como observado neste trabalho, os
autores também verificaram uma baixa precisao da equagao tradicional de adveccao-dispersao
e o aumento da qualidade do ajuste dos modelos aos dados experimentais a medida que o
nimero de parametros aumenta. Além disso, os perfis preditos pelos modelos considerados
pelos autores s3o semelhantes aos obtidos pelos modelos utilizados neste trabalho. Assim,
apesar de ndo ser possivel comparar de maneira quantitativa os resultados obtidos, ja que se
trata de modelos diferentes, pode-se dizer que qualitativamente os resultados estdo de acordo

com os apresentados por Bromly e Hinz (2004).
4.4.4 Problema Inverso Anémalo C

Nesta ultima aplicacdo também sdo formulados e resolvidos trés problemas inversos
considerando os dois materiais estudados por Nowamooz et al. (2013), a saber, o arenito € o
granito. Nesta andlise, sdo considerados os modelos EADPI (Equacao de Advecgao-Dispersao
Parabolica Inteira), EADPF (Equacdo de Adveccdo-Dispersdo Parabolica Fracionaria) e
EADHF (Equacao de Adveccao-Dispersdo Hiperbdlica Fraciondria). Nesse caso, o objetivo
corresponde a estimagdo da velocidade média, do coeficiente de dispersdo, da ordem
fraciondria e do parametro de atraso no tempo para cada material.

Nowamooz et al. (2013) realizaram experimentos a partir dos quais se determinou a
concentracdo de uma solu¢do aquosa de azul de metileno durante o escoamento desta em
fraturas de arenito e granito, que foram preenchidas inicialmente com agua e posteriormente

com a solucdo. Na secao de entrada das fraturas foi conectado um reservatorio. Apds este ser
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preenchido com a solu¢do, iniciou-se a injecdo da mesma no interior das fraturas a vazdes
constantes. A partir do processamento de imagens registradas durante os experimentos ¢ da
Lei da atenuacao de Beer-Lambert, os autores determinaram a concentracdo na saida das
fraturas e em diferentes posicoes.

Para a formulacdo de cada problema inverso considerando os modelos EADPI,
EADPF e EADHF, sdo utilizados os pontos experimentais obtidos por Nowamooz et al.
(2013). Estes sdao apresentados na forma normalizada, o que implica que os modelos devem
ser considerados neste contexto. Para essa finalidade, considera-se o modelo EADHF a seguir

no contexto normalizado:

L0°CtoC” . 0C" L0°C"
T + = + K

- - - —, 1'>0,0<x"<lel<a<2, (4.63)

ot ot ox ox
* * . . . .
em que ¢ e x representam as coordenadas temporal e espacial adimensionalizadas,
. * o, ~ . . * o, A

respectivamente, C ¢ a concentracdo adimensional, r ¢ o parametro de atraso no tempo
. . , . , . . . x . , 4.

adimensional, a é a ordem fracionaria referente ao termo difusivo, v € a velocidade média
. . * . . ~ . .

adimensional e K ¢ o coeficiente de dispersao adimensional.

Neste modelo, consideram-se as condigdes inicial e de contorno dadas pelas Equagdes

(4.64), (4.65) e (4.66), para o problema parabodlico, definidas por Nowamooz et al. (2013).

C'(0.x')=0, =0 e 0<x <1, (4.64)

C'(.0)=1 £ >0e x =0, (4.65)

Mw, £>0ex =1 (4.66)
ox

E importante destacar que neste trabalho ndo sdo apresentados os valores de referéncia
utilizados para adimensionalizar a concentragdo, o espaco € o tempo, bem como as relagdes
resultantes de cada manipulacdo algébrica. Tais valores podem ser obtidos considerando o
trabalho de Nowamooz et al. (2013).

Para formular cada problema inverso sao considerados os seguintes modelos:

e EADPI: modelo no qual se considera a ordem inteira (a=2) e o parametro de atraso no
tempo (7 ) nulo na EADHF. Nesse caso deseja-se estimar a velocidade média (v') e o
coeficiente de dispersio (K), ambos no contexto adimensional. Os espagos de projeto
sdo definidos como sendo: 0,01 < v <5e 0,0001 < K <5,

e EADPF: modelo em que a ordem fraciondaria («) ¢ diferente de 2 e o pardmetro de

atraso no tempo (7 ) equivale a zero na EADHF. Para este problema inverso deseja-se
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estimar, além de v' e K, a ordem fracionaria (a). Consideram-se os seguintes espacos
de projeto: 0,01 < V' < 5;0,0001 <K'<5e¢ 1.2<a<2.

e EADHEF: nesse caso deseja-se estimar v, K, o ¢ 7 , considerando os seguintes espacos
de projeto: 0,01 < V' < 5; 0,0001 < K'< 512<a<2e0< t < 1. Necessita-se de
uma nova condi¢do para a concentracdo no tempo equivalente a zero, para que o
modelo hiperbolico seja avaliado. Essa condi¢do ¢ dada pela Equagdo (4.67) e se
justifica pelo fato de C"(0,x") ser nula.

%ﬂ’xﬂ:O, '=0e0<x <I. (4.67)
Para resolver os problemas inversos pelo algoritmo de Evolugdo Diferencial ¢
necessaria a formulacdo da funcdo objetivo (FO) para cada material considerado. Nessa
aplicacdo, a FO ¢ definida como sendo o somatdrio da diferenca entre os pontos

experimentais e os preditos por cada modelo em quatro posigdes espaciais para 0 < ¢t* < 4,

ponderado pelo maior valor experimental observado. Assim, a FO ¢ descrita como:

ool

min FO = ;; max(C rexp (t* X ))z ’

7

(4.68)

em que M, representa a quantidades de pontos experimentais conhecidos. C™ e C*(t*,x*)
representam os pontos experimentais e simulados pelo modelo proposto, respectivamente. O
operador max representa 0 maximo valor experimental observado. Para cada material, x;*
representam as j-ésimas posi¢des espaciais em que a concentragdo adimensional ¢ avaliada.
Assim, para o arenito x;* corresponde as posi¢des adimensionais [0,25 0,45 0,6 0,8]. Ja para o
granito x;* corresponde as posi¢des adimensionais [0,2 0,4 0,6 0,8]. Os pontos experimentais
utilizados foram extraidos do trabalho de Nowamooz et al. (2013).

Na Tabela 4.12 apresentam-se os resultados obtidos pelo algoritmo de Evolugao
Diferencial considerando os trés modelos diferenciais avaliados para o problema inverso
andmalo C. Nesta tabela observa-se que o valor da func¢ao objetivo diminui com a elevagado da
quantidade de variaveis de projeto, conforme era esperado, ja que quanto maior o nimero de
parametros de um modelo, maior a tendéncia de que este se ajuste aos pontos experimentais.
Verificam-se valores baixos dos desvios padrdo dos parametros dos modelos e da funcdo
objetivo, o que demonstra a convergéncia do algoritmo de Evolucdo Diferencial. Pode-se
observar que os valores de FO sao um pouco menores quando se consideram os problemas
inversos formulados para o arenito. Isso indica que os modelos avaliados sdo um pouco mais

precisos para descrever a transferéncia de massa nesse material do que no granito.
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Tabela 4.12 - Resultados obtidos pelo algoritmo de Evolugao Diferencial considerando
diferentes modelos diferenciais para o problema inverso anomalo C.

Arenito
Modelo o T* P K* FO TP (min)
- - 0,0627 0,9944 0,2018
EADFI i ] 12245x107  2.3343x10°  1,7676x10° 15
1,9864° - 0,0566 1,0381 0,1711
EADPF 1,2325x107° - 2,3433x10°  3,4454x10° 1,3434x107 18,9
1,9918 0,1014 1,0166 0,0246 0,1578
EADHE ) 5953010°  4.5454x107 3.4545x10° 1,9545x10° 12934x107 192
Granito
Modelo a T* v* K* FO TP® (min)
- - 0,0714 0,7554 0,3289
EADPI - - 1,6777x107  1,5980x10° 1,5543%x107 17,8
1,9710° - 0,0561 0,8504 0,2011
EADPF 3,5545%x107%° - 2,3433x107  4,5544x107  2,4343x10” 17,8
EADHF 1,9767 0,0820 0,8389 0,0195 0,1878 182

6,5766x107  2.5543x10°  2,3434x10°  4,5656x10° 6,7654x10”

*Melhor valor, "desvio padro e valor médio requerido em cada execugdo do algoritmo de Evolugdo Diferencial.

Além disso, na Tabela 4.12 verifica-se que os valores de a obtidos para o arenito sao
mais proximos de 2 do que os encontrados para o granito. Isso indica que o granito ¢ mais
heterogéneo espacialmente, o que foi verificado de maneira experimental por Nowamooz et
al. (2013). Também se observa um valor maior do fator de atraso no tempo para o arenito.
Isso indica que nesse material as particulas necessitam de um intervalo de tempo maior para
se difundir de um ponto para outro do que no granito.

Para ambos os materiais observa-se que as velocidades médias obtidas quando se
considera a EADPF sdo inferiores as encontradas com a aplicacdo da EADPI. Pode-se
relacionar esse resultado com a retencdo de particulas que ocorre em zonas mortas presentes
no meio, caracterizando um processo subdifusivo. Quando se utiliza a EADHF, os valores
obtidos de v* sdo significativamente superiores aos encontrados para as duas equacdes
anteriores. Verifica-se que a difusdo ¢ mais consideravel no arenito, ja que para esse material
sdo obtidos valores maiores de coeficiente de dispersdo do que para o granito. Pode-se
observar que quando se utilizam as duas equagdes que ndo apresentam o fator de atraso no
tempo, a razdo entre velocidade média e coeficiente de dispersdo apresenta valores pequenos,
o que indica que nesses casos a dispersao ¢ o fenomeno predominante. Ja para a equagdo em
que 7* ndo é nulo verifica-se que o valor dessa razdo ¢ significativamente maior. Isso
demonstra que nesse caso o fendmeno predominante corresponde a advecgao.

Na Figura 4.36 sdo apresentados os perfis de concentragdo experimentais e preditos

. . . . . ~ *
por cada modelo para os materiais considerados em diferentes posi¢des para 0 <t < 4.
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(a) Arenito (x =[0,25 0,45 0,6 0,8]). (b) Granito (x =[0,2 0,4 0,6 0,8]).

Figura 4.36 - Perfis de concentracdo experimentais e preditos por cada um dos modelos
considerados no problema inverso andémalo C ((a) - Arenito e (b) - Granito).

Na Figura 4.36 observa-se que os perfis preditos pela EADHF sdo os mais proximos
dos perfis obtidos experimentalmente. Também se verifica que os perfis preditos pelos
modelos considerados ajustam-se um pouco melhor aos dados experimentais obtidos para o
arenito do que para o granito. Esses resultados estdo de acordo com os apresentados na Tabela
4.12.

Além disso, também se observa que para o mesmo valor de tempo adimensional as
concentragdes sao maiores a medida que o valor da coordenada espacial adimensional
diminui. Isso estd de acordo com o esperado, ja que a inje¢do da solugdo aquosa no interior
das fraturas ocorre na entrada das mesmas, em x =0. J4 o aumento da concentra¢do com a
elevagdo do tempo ocorre até a saturacdo total das fraturas, condicdo em que a concentracao
adimensional ¢ equivalente a unidade. Observa-se que a satura¢do completa da fratura de
granito ocorre em tempos superiores a da fratura de arenito. Isso se deve a maior presenca de
caminhos preferenciais no granito, ja& que este ¢ um material mais heterogéneo do que o
arenito.

Nowamooz et al. (2013) utilizaram a equagdo tradicional de advecg¢do-dispersdo, o
modelo de meio estratificado e o modelo de caminhadas aleatorias com tempos continuos para
representar o problema avaliado nesta aplicagdo. Como os modelos estudados pelos autores
sdo diferentes dos considerados nesta se¢do, ndo hd a possibilidade de se comparar
quantitativamente os resultados obtidos. Os autores também verificaram que o modelo
tradicional nao gerou resultados muito razoaveis e que os modelos compostos por mais

parametros apresentaram maiores qualidades de ajuste aos pontos experimentais. Além disso,
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os perfis preditos pelos modelos avaliados por Nowamooz et al. (2013) apresentam
comportamentos semelhantes aos observados na Figura 4.36. Assim, ¢ possivel concluir que
do ponto de vista qualitativo os resultados obtidos estdo de acordo com os presentes no

referido trabalho.
4.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram aplicadas as duas metodologias propostas, o MPEL ¢ o MDFF,
na resolu¢ao de problemas diretos que envolvem aplicagdes hiperbodlicas e fracionarias.
Ambas as metodologias demonstraram uma boa precisdo, ja que, de maneira geral,
observaram-se solugdes numéricas proximas as analiticas e valores baixos para os erros
absolutos obtidos. Além disso, foram formulados e resolvidos problemas inversos, com o
objetivo de estimar os pardmetros de modelos diferenciais hiperbdlicos e parabolicos. Para a
resolugdo desses problemas, considerou-se o algoritmo de Evolugdo Diferencial, o qual
apresentou uma boa capacidade de predi¢do, haja vista a qualidade dos resultados obtidos.

De maneira geral, os resultados apresentados neste capitulo indicam que os modelos
hiperbolicos fracionarios na variavel espacial representam uma boa alternativa para descrever
fenomenos andmalos nos estudos de caso avaliados quando comparados com versdes

simplificadas.
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5 CONCLUSOES

Como destacado anteriormente, o principal objetivo desta tese foi propor e avaliar um
modelo diferencial parcial hiperbolico fracionario no espago em relagao ao termo difusivo,
empregado para descrever os fendmenos andmalos de transferéncia de calor e de massa em
sistemas de engenharia. Para essa finalidade o modelo proposto ¢ uma equagdo de adveccao-
dispersao hiperbdlica fracionaria, isto ¢, apresenta duas derivadas temporais, sendo uma de
primeira e outra de segunda ordem, um parametro de atraso no tempo, uma derivada espacial
de primeira ordem e uma derivada espacial de ordem fracionaria. Esta equacao ¢ resultado das
generalizagdes das Leis de Fourier e Fick via equagdo de Cattaneo (1958). E importante
destacar que a escolha por um modelo hiperbolico deve-se ao fato deste garantir uma
propagacao de pulso de velocidade finita, enquanto uma velocidade infinita ¢ obtida com os
tradicionais modelos baseados nas Leis de Fourier e Fick (BEVILACQUA, GALEAO;
COSTA, 2011a,b; BEVILACQUA et al., 2013). Além disso, do ponto de vista matematico, a
escolha pelo modelo hiperbodlico também pode ser justificada pelo aumento do ntimero de
variaveis de projeto que devem ser estimadas no problema inverso. Este aumento
naturalmente implica na maior capacidade do modelo ajustar-se aos pontos experimentais.
Finalmente, destaca-se que o modelo hiperbdlico fracionario pode ser simplificado de forma a
se transformar em um parabdlico com ordem inteira ou fracionaria.

Para a resolucdo desses modelos (hiperbolico fracionario e parabolico com ordens
inteira e fracionaria) dois tradicionais métodos utilizados para a resolucdo de equagdes
diferenciais parciais com ordem inteira foram estendidos para o contexto fracionario. O
primeiro ¢ o Método Pseudo-Espectral de Legendre (MPEL) e o segundo ¢ o Método das
Diferencgas Finitas, que, ap0s a extensdao para o contexto fracionario, foi denominado Método
das Diferencgas Finitas Fracionario (MDFF). Neste caso, o MPEL faz uso da definicdo de
derivada fracionaria de Caputo e o MDFF da defini¢do de derivada fracionaria de Griinwald-
Letnikov.

Ambos os métodos foram utilizados para resolver problemas que apresentam solugdo
analitica, de forma a validar as abordagens propostas, e, posteriormente, foram aplicados na
resolucao de problemas diretos de transferéncia de calor. Com o objetivo de estimar os
parametros do modelo hiperbdlico proposto (ordem fracionaria e parametro de atraso no
tempo), formularam-se problemas inversos considerando pontos experimentais reais de
transferéncia de massa em meios porosos. Para resolver cada problema inverso foi utilizado o

algoritmo de Evolucdo Diferencial.
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Com base na metodologia e nos resultados obtidos € possivel concluir que:

Nesta tese foi considerada a abordagem proposta por Cattaneo (1958) para generalizar
as Leis de Fourier e de Fick. Por isso, os modelos utilizados apresentam termos de
ordem ndo inteira somente na contribuicdo difusiva. Todavia, nada impede de
considerar outras contribui¢cdes fracionarias no modelo hiperbdlico, como por
exemplos nas contribui¢des temporais e de derivada primeira no espaco. Entretanto,
ressalta-se que esta generalizag¢do ndo foi objeto de estudo neste trabalho.

De forma geral, com base nos resultados obtidos pode-se dizer que os modelos
hiperbdlicos fracionarios espaciais descrevem com boa precisdo os fenomenos
andmalos de transferéncia de calor ¢ de massa em comparagcdo com outros tipos de
modelos (parabolico com ordens inteira e fracionaria). Na pratica, isso significa que o
MPEL e¢ o MDFF sdo capazes de resolver o problema hiperbolico fracionario no
espaco, bem como problemas resultantes da simplificagdo do mesmo, isto ¢, um
modelo parabdlico com ordens inteira e fraciondria. Isso representa uma boa vantagem
destas metodologias em relacdo a estratégias propostas na literatura, em que apenas
um tipo particular de modelo pode ser resolvido.

Em relagdo ao aumento do nimero de pontos de colocacdo no MPEL e do nimero de
pontos de discretizagdo no MDFF constata-se, como esperado, que o aumento do valor
destes parametros implica no aumento da dimensdo do sistema a ser resolvido e,
consequentemente, no incremento do tempo de processamento. Neste caso, deve-se
balancear o bindmio nivel de refinamento e precisdo, de forma que solucdes precisas e
com bom custo computacional possam ser encontradas.

Na simulag@o dos problemas diferenciais matematicos o MPEL gerou resultados com
uma boa qualidade com poucos pontos de colocacdao, o que configura a sua principal
vantagem. Todavia, ressalta-se que esta abordagem apresenta dificuldades para
problemas em que o tempo de integracdo ¢ muito alto, isto é, a propagacdo dos erros
para tempos elevados pelo fato da malha de discretizagdo ndo ser muito refinada.
Resultados similares podem ser observados com a aplicacdo do MDFF para diferentes
configuragdes de malha. Para esta abordagem, conforme observado nao existiu
limitagdo no que tange o tempo de integragdo. Em se tratando do tipo de definicdo de
derivada utilizada considera-se que cada metodologia foi capaz de obter resultados
com boa precisao em relacdo a solucao analitica, isto €, independentemente do tipo de

derivada os resultados apresentam boa precisao.
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Para os problemas de transferéncia de calor e de massa foi possivel observar a
influéncia dos parametros nos perfis obtidos. No caso das aplicagdes puramente
matematicas, o efeito da ordem ndo inteira ndo pode ser avaliado do ponto de vista
fisico, porém foram verificadas varia¢des nos perfis obtidos a medida que o valor da
ordem fracionaria foi modificado.

Os resultados obtidos com a formulacdo e resolucdo de cada problema inverso
considerando o algoritmo de Evolugdo Diferencial associado com o Método das
Diferencas Finitas Fraciondrio implicaram em parametros cujos perfis simulados estdo
em concordancia com os experimentais. Nos problemas inversos em que foram
utilizados dados experimentais reais, observou-se a reducdo do valor da fun¢do
objetivo com o aumento da quantidade de varidveis de projeto, o que esta de acordo
com esperado, isto €, quanto maior o numero de variaveis de projeto, melhor tende a
ser a aderéncia entre o perfil simulado e o experimental. Além disso, de maneira geral,
foram encontrados valores de desvios padrao dos pardmetros e da funcio objetivo que
demonstram que o algoritmo de Evolucao Diferencial sempre tendeu a convergir para
a mesma solugdo, o que demonstra robustez da referida técnica de otimizagao.
Quantitativamente ndo foi possivel comparar os resultados obtidos nesta tese com
aqueles apresentados em outros trabalhos, visto que os modelos considerados sao
matematicamente diferentes. Além disso, cabe destacar que os pontos experimentais
reais considerados em cada problema inverso foram extraidos usando um software, o
que, naturalmente, também dificulta a comparagdo com resultados apresentados na
literatura. Neste caso, para fins de comparagdo o modelo hiperbolico fracionario foi
simplificado de modo que duas versdes foram obtidas, a saber, um modelo parabdlico
com ordem inteira ¢ um modelo parabolico com ordem fracionaria. A partir das
analises realizadas foi possivel concluir que o modelo hiperbolico fracionario foi o que
apresentou os melhores resultados. Do ponto de vista matematico, este melhor
desempenho do modelo hiperbdlico fraciondrio deve-se ao maior nimero de variaveis
de projeto deste modelo em relagdo aos outros, visto que quanto maior o numero de
graus de liberdade, menor &, a priori, o valor do residuo (funcao objetivo) no problema
inverso.

A partir da resolu¢do de problemas inversos foi possivel relacionar os parametros de
cada modelo com o problema fisico. O valor da ordem ndo inteira indica o grau de

heterogeneidade espacial do meio, enquanto o valor do parametro de atraso no tempo
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estd relacionado com o tempo que as particulas levam para se difundir de um ponto
para outro, no caso de problemas de transferéncia de massa. Com base nos valores dos
parametros podem ser realizadas inferéncias sobre os mecanismos envolvidos nas
transferéncias de calor ¢ de massa. Por exemplo, nos problemas inversos de
transferéncia de massa, os valores obtidos de velocidade média e de coeficiente de
dispersdo podem ser utilizados para verificar se, em cada caso, o processo ¢
predominantemente advectivo ou difusivo.

e Em relagdo ao fator de corre¢do de unidades considerado nesta tese pode-se dizer que
o mesmo atendeu o objetivo, isto €, garantir a consisténcia dimensional do modelo
fenomenologico sem interferir nos perfis obtidos. Este ponto ¢ de grande importancia,
visto que em vdrios trabalhos publicados os autores ndo se preocuparam com O
balango de unidades do modelo, o que na pratica implica na impossibilidade de
utilizagao do mesmo.

e Finalmente, enfatiza-se que a opg¢do de trabalhar com duas definicdes de derivadas
fraciondrias (o MPEL faz uso da defini¢do de derivada fracionaria de Caputo e o
MDFF faz uso da defini¢do de derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov) mostrou-
se interessante, ja que cada uma dessas definicdes apresenta caracteristicas
particulares. Todavia, para as aplicacdes desenvolvidas nesta tese considera-se que nao

houve influéncia significativa do tipo de derivada nos resultados obtidos.
5.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros
A seguir apresentam-se algumas sugestoes para trabalhos futuros:

e Realizar a extensdo de outros métodos tradicionais para o contexto fracionario e os
utilizar na resolucdo dos problemas diretos presentes nesta tese, avaliando a qualidade
dos resultados obtidos. Também estender para modelos bi e tri-dimensionais;

e Formular e resolver problemas inversos de difusdo andmala representados por
modelos diferenciais de ordem fracionaria no contexto da transferéncia de calor
considerando dados experimentais reais;

e Avaliar a aplicabilidade de métodos diferenciais fracionarios estocéasticos para a
solucdo dos problemas inversos;

e Utilizar modelos hiperbdlicos fracionarios, andlogos aos considerados nesta tese, para
descrever a difusao anomala de massa em meios nos quais ocorrem, além da advecgao

e da dispersdo, reagdes quimicas.
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