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Resumo

Resumo: Neste trabalho apresenta-se alguns conceitos e importantes teoremas da teoria de to-
pologia. O principal objetivo € estudar a homologia simplicial e a caracteristica de Euler, que
sdo importantes invariantes topologicos. Como aplicacio desses invariantes, pode-se identificar
espacos nao homeomorfos. Por fim, iremos relacionar a caracteristica de Euler com a homolo-

gia simplicial, por meio da defini¢do dos niimeros de Betti.

Palavras-chaves: Homeomorfismo, homologia simplicial, caracteristica de Euler, nimeros de

Betti.
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Introducao

A Topologia Algébrica consiste em resolver problemas topoldgicos através
de métodos puramente algébricos, € um conceito importante € o de homologia.
Segundo Croom (4): “Para um espaco topolégico X, o grupo de homologia
associado H*(X) reflete a estrutura geométrica de X, particularmente o arranjo
dos “buracos ” no espago.”

Ja a Caracteristica de Euler € outro importante invariante topologico, que
associa aos espacos um ndmero inteiro. Através dela € possivel obter uma clas-
sificagcdo das superficies compactas, conexas e sem bordo.

O principal objetivo desse trabalho € estudar esses dois invariantes topologi-
cos: a homologia simplicial e a caracteristica de Euler-Poincaré. Como aplica-
cado desses invariantes, serdao identificados espagos nao homeomorfos. Por fim,
relacionar a caracteristica de Euler com a homologia simplicial, por meio da
defini¢cdo dos numeros de Betti.

O trabalho esté dividio em trés capitulos. O primeiro aborda alguns concei-
tos basicos de topologia, como espagos topoldgicos, continuidade e homeomor-
fismo. As principais referéncias sao (1), (3), (7) e (8).

Em seguida, o capitulo dois concentra-se no estudo da homologia simplicial.
Serdo estudados os seguintes topicos: poliedros, triangularizagdo, complexo
simplicial, homologia simplicial e possiveis aplicacdes. Para o estudo destes
topicos, usaremos principalmente (4), (5), (9), (10), (11) e (13).

Finalmente, o capitulo trés dedica-se ao estudo da caracteristica de Euler e
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relacdo com a homologia simplicial. As principais referéncias desse capitulo
sdo: (2), (4), (5), (6), (11) e (12).



Capitulo

1

Espacos Métricos e Topologicos

Nesse capitulo, apresenta-se alguns resultados basicos de Topologia

Geral, para maiores detalhes consultar (1), (3), (7) e (8).

1.1 Métrica e exemplos de espacos métricos

Definicao 1.1.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcdod : M X M —
R, que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero real
d(x,y), que chamamos de distancia de x a y, de modo que, para todo x,y e 7
pertencentes a M, sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

I)d(x,x)=0;

1l) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

1) d(x,y) = d(y, x);

IV)d(x,z) <d(x,y) +d(@y,2).

Portanto, um espagco métrico serd um conjunto M munido de uma métrica d.

Exemplo 1.1.1. A métrica "zero-um".
Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico de maneira muito

simples. Basta definir a métrica d : M X M — R da seguinte maneira:

dix,x)=0ed(x,y)=1sex #y.
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De fato, vale:

dl) d(x, x) = 0 pela propria defini¢ao.

d2)Sex #y,d(x,y)=1>0.

d3) Se x = y temos que d(x,y) = 0 = d(y, x).
Se x # y temos que d(x,y) = 1 = d(y, x).

dd))Sex#z#y+x,dx,2)=1<2=1+1=d(x,y)+d(y,2).
Sex=y#z,dx,2)=1=0+1=d(x,y) +d(y,2).
Sex=z#y,dx,2)=0<2=1+1=d(x,y) +d(y,2).
Sex#z=y,dx,2)=1=1+0=d(x,y) +d(y,2).
Sex=z=y,dx,2)=0=0+0=d(x,y) +d(,2).

Observacao 1.1.1. O espaco métrico que se obtém desta maneira é, natural-

mente, bastante trivial, embora seja iitil para contraexemplos.

Exemplo 1.1.2. A reta, ou seja, o conjunto R dos niimeros reais é um espaco

métrico. A distdncia entre os pontos x,y € R é dada por d(x,y) = |x — y|.

As condig¢des sdo verificadas abaixo:

dl) d(x,x) =|x—x| =10 = 0.

d2) Se x # y entdo d(x,y) =[x —y| > O.

d3)d(x,y) =lx =yl == =)=y —xl = d(,x).

d)dx,z) =lx—zl=lx-—y+y—-2d <lx—yl+ly—z2 =dxy) +dQy,2).

Esta é a chamada “métrica usual” da reta.

Exemplo 1.1.3. O espaco euclidiano R" é um espagco métrico. Os pontos de R"
sdo x = (x1,Xx2,...,X,), onde x; € R,i = 1,2,...,n. Dados x = (x1,X2,...,X,) €
y = (31,2, -, Yu) em R, as trés principais distancias definidas neste espagco

sdo:

1
2

d(x,y) = \/(xl — Y1)+ o+ — ) = [Z(xi —yi)zl
i=1
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n
d'(x,y) = ¥t = il + oo+ 16 =yl = > xi = yil.
i=1

d’(x,y) = max{lx; = yil, ..., [x, = yul} = max lx; = yil.

As funcoes d,d’,d"” : R" X R" — R sdo métricas. A métrica d é chamada

euclidiana.

Exemplo 1.1.4. Se (M, d) é um espagco métrico, todo subconjunto S C M pode
ser considerado, de modo natural, como espagco métrico. Para isso, basta con-
siderar a restricdo de d a S X S, ou seja, usar entre os elementos de S a mesma
distdncia que eles possuiam como elementos de M. Quando isto é feito, S
chama-se um subespaco de M e a métrica de S diz-se induzida pela métrica
de M.

Definicao 1.1.2. Num espagco métrico (M,d) define-se uma bola aberta, de cen-

tro a e raio r como
B(a,r) ={x e M;d(x,a) < r}.

Um subconjunto A de M é um conjunto aberto se cada ponto de A é centro

de uma bola aberta inteiramente contida em A.

Observacao 1.1.2. Essas bolas abertas formam o que chama-se de base para
os espagos métricos, no sentido que cada conjunto aberto, é uma reunido de
bolas abertas. Tendo essa nocdo de conjuntos abertos, temos a definicdo de
espaco topologico. No geral, em um espago topolégico ndo possui uma nogdo

de distancia, mas, os conjuntos abertos que caracterizam o espago.

Exemplo 1.1.5. Se M estd munido da métrica zero-um entdo, para todo a € M,
tem-se B(a;r) = M ser > 1, B(a;r) = {a} ser < 1 e ser = 1 temos que
B(a; 1) = {a}.



1.1 Métrica e exemplos de espacos métricos 4

Definicao 1.1.3. Seja S um subespaco do espaco métrico M. Para cada a € S
e cada r > 0, seja Bs(a;r) a bola aberta de centro a e raio r, relativamente a

métrica induzida em S .

Observacao 1.1.3. Tem-se Bs(a;r) = B(a;r) NS, onde B(a;r) é a bola aberta

de centro a e raio r no espagco métrico M.

Definicao 1.1.4. Um conjunto F diz-se fechado num espaco métrico (M, d) se

o seu complementar F€ for um conjunto aberto.

Proposicao 1.1.1. Os subconjuntos abertos de um espaco métrico M satisfazem

as seguintes propriedades:
1) o espagco M e o conjunto vazio O sdo subconjuntos abertos de M;

2) Se (A)) ey for uma familia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos aberto

de M, sua reunido A = UA, é um subconjunto aberto de M;

3) A intersecdo Ay N ... N A, de uma familia (finita) de subconjuntos Ay, ..., A,
abertos em M é um subconjunto aberto de M.

Demonstracao:

1) E evidente que M é aberto. Para mostrarmos que 0 é aberto basta notar que
um subconjunto X C M so6 deixa de ser aberto quando existe um ponto x € X
tal que nenhuma bola de centro x esteja contida em X. Como ndo existe x € (),

o conjunto vazio ndo contradiz a condi¢do que define os conjuntos abertos.

2) Dado x € A, existe um indice A € J de forma que x € A,. Como A, é aberto,

existe uma bola B(x; ) contida em A,. Logo, B(x; ) C A.
3) Sejax e Ay N..NA,. Paracadai = 1,...,n existe uma bola aberta B(x; &;)
contida em A;. Tome & = min{ey, ...,&,}. Entdo € > 0 e B(x;&) C B(x;¢;) C A;

para cada i. Portanto, B(x;e) CA;1 N ...NA,. O



1.2 Fung¢des Continuas 5

Uma pergunta natural, ap6s a demonstracdao acima é: Seja (A,),c; abertos

em M, entao NA ¢, € aberto?

A resposta é nao! Tal fato pode ser comprovado pelo contraexemplo a seguir.

Exemplo 1.1.6. Considere o intervalo (_71, %) ,n € N, conforme Figura 1.1.

Figura 1.1: Intersecdo infinita de abertos

Sabemos que se trata de um intervalo aberto, para todo n. Note que
m(_?], %) = {0}. Ou seja, {0} = (—0,0) U (0, +00) é aberto, e portanto {0}

é fechado.

1.2 Funcoes Continuas

Definicao 1.2.1. Sejam M e N espacos métricos. Uma funcdo f : M — N é

continua no ponto xo € M quando, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
d(x, x0) <6 = d(f(x), f(x0)) <&,

ou seja, quando dado qualquer bola aberta B' = B(f(xy), €) de centro f(xyp),
existe uma bola B = B(xy,0) de centro xy tal que f(B) C B’ = B(f(xp), €).

Diz-se que f : M — N ¢é continua se for continua em todos os pontos de M.

Proposicao 1.2.1. Sejam A, B e C espacos métricos, f e g funcdes continuas.

Se f: A — B é continua no ponto a, e g:B — C é continua no ponto f(a), entdo
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gof : A — C é continua no ponto a, ou seja, a composta de duas fungcoes
continuas é continua.
Demonstracao:

Seja € > 0, como por hipotese g é continua em f(a) podemos obter A > 0 de

forma que paray € B

d(y, f(@)) < A= d(g(y), g(f(a)) < e.

Agora para A > 0, como f é continua no ponto a, obtemos que 6 > 0 tal que:
d(x,a) < 6= d(f(x), f(a) < A.

Logo,

d(g(f(x)), g(f(a))) < &.

Portanto, a composta de duas fungoes continuas é continua. O

Corolario 1.2.1. Seja M um espaco métrico e o conjunto X C M. Se f:M — N
é continua no ponto a € X entdo f|X : X — N é continua no ponto a.
Demonstracao:

Essa restrigdo f|x é uma composicdo do tipo foi, onde 1 : X — M é uma
funcdo de inclusdo, ou seja, 1(x) = x com x € X.

|

Proposicao 1.2.2. Sejam M, N espacos métricos. Para que uma aplica¢cdo
f : M — N seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa
f~Y(A") de todo subconjunto aberto A’ C N seja um subconjunto aberto de M.
Demonstragao:

Seja f continua e A’ C N um aberto, devemos provar que A = f~1(A") é
aberto em M. De fato, para cada ponto a € A, f(a) € A’. Como A’ é aberto,
entdo existe € > 0 tal que B(f(a); &) C A’. Sendo f continua no ponto a, temos

que existe 6 > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a);e) Cc A’. No entanto, note que
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f(B(a;8)) C A’ o que significa que B(a;0) C f~1(A") = A. Logo, A é um aberto
pois, para cada ponto a € M, existe uma bola B(a; 6) contida em A.
Reciprocamente, suponhamos que f : M — N ¢é tal que, para todo aberto
A’ C N, A = fY(A") é aberto em M. Seja a € M um ponto qualquer prova-se
que f é continua no ponto a. De fato, dada a bola B(f(a); &) = A’ é um aberto de
N que contem f{a), consequentemente A = f~1(A’) é um aberto de M contendo

a. Portanto, existe bola B(a; ) C A, assim f(B(a;d)) C A’.

1.3 Espacos Topologicos

Definicao 1.3.1. Uma topologia num conjunto X é uma colecdo v de subcon-
juntos de X, chamados os subconjuntos abertos ( topologia t) satisfazendo as
condicoes:

1) X e o subconjunto vazio ¢ sdo abertos;

1) a reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subcon-
junto aberto;

111) a intersecdo de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subcon-
junto aberto.

Um espaco topologico é um par (X, ) onde X é um conjunto de t é uma to-
pologia em X. No geral, dizemos apenas "espaco topologico X". Dessa forma,
a topologia T somente serd mencionada nos casos em que houver risco de am-

biguidades.

Observacao 1.3.1. O par (X,7) é chamado espago topoldgico, e os elementos de
T sdo chamados de subconjuntos abertos de X. O complementar de um aberto
de X é dito fechado em X.

Todo espaco métrico M pode ser considerado, como um espaco topologico,

quando tomamos M a colecdo de abertos definidos a partir da métrica de M.
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Observacao 1.3.2. Diz-se que X é metrizavel quando for possivel definir uma
métrica d em X tal que os abertos definidos por d, coincidem com os abertos da

topologia de X. Nem todo espago topoldgico é metrizdvel.

Exemplo 1.3.1. Seja X um conjunto qualquer, pode-se definir uma topologia
79 em X tomando todos os subconjuntos de X como abertos. Tal topologia é
chamada de topologia discreta.

O par (X, 1o) € um espaco metrizdvel.

De fato, basta considerarmos a métrica “zero-um”. Se d é a métrica “zero-
um” sobre um conjunto X, entdo todo A C X é aberto. Assim, se A = () é
imediato. Se A # (), entdo A = U{ p} e como cada {p} é uma bola aberta de

pEA
centro p e raio € < 1, entdo A é aberto.
Exemplo 1.3.2. Pode-se considerar uma topologia v, em X, na qual os vinicos
abertos sdo X e o conjunto vazio 0. Essa topologia chama-se caética.

Se X contiver pelo menos dois pontos, (X, 7)) ndo é espagco metrizdvel.

De fato, seja X = {a, b}, com a topologia cadtica, temos que {a} e {b} ndo
sdo abertos.

Mas em todo espaco métrico, dados dois pontos distintos a,b € X, existem

duas bolas abertas disjuntas com centros em a e b, respectivamente. Para isso,
d(a,b)
=3
Com a topologia cadtica ndo é possivel o resultado acima para o conjunto

basta tomar 0 < r <
X ={a, b}. Portanto, (X, T1) ndo é metrizdvel.

1.4 Homeomorfismos

Definicao 1.4.1. Uma aplicacdo f : X — Y, de um espago topologico X num
espago topologico Y, é continua quando a imagem inversa f~'(B) de todo aberto

B C Y for um aberto em X.

Existem fungées continuas bijetivas f : X — Y tais que f7' 1 Y — X é

descontinua.
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Exemplo 1.4.1. Seja S' = {(x,y) € R%; x? + y* = 1} o circulo unitdrio do plano
euclidiano. A fungdo f : [0,27) — S, definida por f(t) = (cos t,sen t) é
continua, pois suas funcdes coordenadas, cosseno e seno, sdo continuas. Na
Figura 1.2 temos a representagdo da funcdo f, denominada funcdo de Euler.
Além disso, f € bijetiva. A aplicagdo inversa, g = ' : S — [0,2n) é

descontinua precisamente no ponto p = (1,0) € S'.

&Y

Figura 1.2: Funcao de Euler

De fato, temos g(p) = 0. Sabe-se que a bola aberta de centro p e raio 6 em
S que é subespaco do espaco métrico R?, é a intersegdo de tal bola em R?
com S1, ou seja, Bs (p,0) = Br2(p,0) N St

Para qualquer 6 > 0, existe n € N tal que z, = f(t,) = f(27r— %) €

Bs (p,0). Considerando € = r, para todo 6 > 0, existe
Zn € Bs,(p,6) = {x € S ';d(x, p) < 8,
logo d(z,,p) <de
n

1 1
|8(Zn)—g(l7)|:‘27T—Z—0‘=27T——>7r:6.

Definicao 1.4.2. Um homeomorfismo h : X — Y, de um espaco topologico X
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sobre um espaco topologico Y é uma aplicacdo continua e biunivoca de X sobre

Y, cuja inversa h™' 1 Y — X também continua.

Exemplo 1.4.2. (Projecdo estereografica) Seja S' = {(x,y) e R%; x> +y* = 1}e
P =(0,1) € S' 0 seu pélo norte. A projecio estereogrdfican : S' —{P} - R

estabelece um homeomorfismo entre a esfera menos o polo norte e a reta R.

Figura 1.3: Projecdo estereografica

Considere a Figura 1.3, a fim de obter uma formula para n, encontramos

a equacdo da reta que passa pelo polo norte e um ponto (a,b) pertencente a

b-—1Dx+a
ST —{P}, tal equacdo éy = L, ou seja, qualquer ponto pertencente

(b—l)x+aa
a

a reta é da forma (x, . Tal ponto pertence a reta R quando y = 0,

. P = )
b-D ortanto, n(a, b) b-1)

, para qualquer (x,y) € S' — {P}. Note que essa funcdo é continua.

lOgO quando X = De modo geral, JT(X, y) =
—X

y-D
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Mostremos que  é um homeomorfismo. De fato, a fungdo

RS —{P)

. 2x  x2 -1
X s
X2 +1 x2+1

é a fungdo inversa de m.

Primeiramente, note que n~'(x) € S' — {P}, pois

2x 2+ xz_12_ 4x? N X =2xr+1 3 X +2xr+1 _1
a2+ 1 2+1) ¥ +2x2+1 Ar2xa2+1) \ A +2x2+1)
2x  x2 -1

2+17x2+1
A fungdo n~(x) é continua, pois suas fungdes coordenadas sdo continuas.

Além disso, 7' (x) = ) +#(0,1) = P.

Calculemos as composigoes:
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7TO7T_1()C):7T( 2x x2-1 _ _xzzfl _ xzzjfl _
X+1 x2+1 (x2—1)_1 1_(x2—1)

2 2
( = J xzfl) 2x  x*+1  2x
= _— = = = — = x

(2+1)-(x>-1)

x2+1

(ﬂ_loﬂ)(x,y)=7r_l( i )Zﬂ_l( x ):

x2 ’ x2
(1+y2—2y) +1 (1+y2—2y) +1

2x (xz—l—y2+2y)
_ 1-y 1+y2-2y _
N (x2+1+y2—2y)’(x2+1+y2—2y) o

1+y2-2y 1+y2-2y

2x 1+y> =2y x*—1-y*+2y 1+y> -2y B
l—y'x2+1+y2—2y’ 1+y>2—2y .x2+1+y2—2y)_
o 2x (1-y)? 1=y +2y\

1—y'x2+1+y2—2y’x2+1+y2—2y)_

et [ 22—y E- (@) 2y
X4+1+y2 -2y 2 -2y -

2x(1—y) x> =x>=y>—y*>+2y

=( 2-2y ° 2-2y )

_ (Zx(l —y) =2y’ + 2y) _ (x 2y (—-y + 1)) — (ny)
2(1-y) " 2(1 -y C2(=y+ 1) o

Observacao 1.4.1. De maneira andloga, pode-se provar que S" — {P}, onde
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P=(0,0,---,0,1) é homeomorfa ao R", considerando

n:8"—{p} - R"
-1

(X1, X0, 5 Xpy Xp1) > ———— - (X1, X%, - -

Xn+l — 1



Capitulo

2

Homologia Simplicial

A homologia simplicial surgiu como uma forma de estudar os espagos to-
pologicos, mais especificamente os n-simplexos. Essa ferramenta calcula os
grupos de homologia de um espaco homeomorfo a um poliedro, esse home-
omorfismo se refere a uma triangularizacdo do espaco dado. As principais
referéncias sdo: (4), (5), (9), (10), (11) e (13).

2.1 Definic¢oes e propriedades da Homologia

Definicao 2.1.1. Um conjunto A = {ay, ay, ..., a,} de n + 1 pontos em R" é geo-
metricamente independente quando os vetores a; — ap, ar — Ay, ... , A, — Ao SAO

linearmente independentes.

Definicao 2.1.2. O conjunto de todos os pontos x € R", que sdo gerados

pelo conjunto de pontos geometricamente independentes {ay, ay, ...,a,}, para
n
oS quais existem niimeros reais ndo negativos Ay, Ay, ..., A, tal que x = E A;a; e

i=0
n

Z A; = 1, é chamado de n-simplexo, e podemos denotar por o".
i=0

Observacao 2.1.1. O 0-simplexo é um conjunto unitdrio, o 1-simplexo é conhe-

cido como um segmento de reta fechado, o 2-simplexo é um triangulo (interior
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e arestas), o 3-simplexo é um tetraedro. Quando se trata de simplexos abertos
teremos respectivamente: o conjunto unitdrio para o 0-simplexo, um segmento
de linha com os pontos finais removidos para o 1-simplexo, o interior de um
tridngulo para o 2-simplexo e o interior de um tetraedro para o 3-simplexo. Os

simplexos estdo representados na Figura 2.1.

N A\

0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo

Figura 2.1: Simplexos

Definicao 2.1.3. Dizer que um simplexo o*

é uma face de um simplexo o™,
k < n, significa que cada vértice de o* é um vértice de . Se o é o simplexo

com vértices agp, dy, ..., d,, escrevemos o' = {dg...d,).

Definicao 2.1.4. Dois simplexos o e 0 sdo propriamente unidos, se c* N o™

€ vazio ou o* N 0? € uma face de ambos. Veja exemplos ilustrados nas Figuras
22e23

o'no=¢g o' Mg’ = {aga)

Figura 2.2: Simplexos propriamente unidos
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g*na = :ia“ hﬂ}

Figura 2.3: Simplexos ndo propriamente unidos

Definicao 2.1.5. Um complexo simplicial é uma familia finita K de simplexos
geométricos, os quais, sdao propriamente unidos e tem a propriedade de que
cada face de um elemento de K é também um elemento de K. A dimensdo de
K é o maior indice positivo r tal que K tenha um r-simplexo. Logo, podemos
dizer que a unido de elementos de K com a topologia do subespago topoldgico

Euclidiano é denotado por |K| e chama-se de poliedro associado de K.

Definicao 2.1.6. A triangularizacdo de um espaco topolégico X consiste num

complexo simplicial K e um homeomorfismo h : |K| — X.

Observacao 2.1.2. Triangularizar uma superficie, nada mais é que cobri-la de
formas triangulares, nos quais ou tem uma face em comum, ou um vértice, ou
uma aresta.

Como exemplo, a seguir na Figura 2.4 uma triangularizacdo da faixa de
Mobius.

gy,

Figura 2.4: Faixa de Mobius
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Definicao 2.1.7. Um n-simplexo orientado, n > 1, é obtido de um n-simplexo
o" = (ay...a,) escolhendo a ordem para esses vértices. A classe equivalente
de permutacoes pares para escolha da ordem, determina o simplexo orientado
positivamente +0", enquanto a classe equivalente das permutacoes impares
determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial orien-
tado é obtido de um complexo simplicial atribuindo uma orientacdo para cada
simplexo. Se os vértices ay, ...,a, de um complexo K sdo os vértices de um p-
simplexo o?, entdo o simbolo +{apa,...a,) denota a classe de permutagdes pares
para indicar a ordem ay, ...,a, e —{apa,...a,) denota a classe de permutagoes

impares. Veja uma exemplificacdo na Figura 2.5

e > ® ® < °®

do +o' a % -G’ &
d, a

dy +G° 4 % -’ a

Figura 2.5: Orientagdo

Definicdo 2.1.8. Seja K um complexo geométrico orientado com simplexos oP*!
e 0P cuja suas dimensées diferem por 1, iremos associar em cada par (oP*!, oP)
um niimero de incidéncia [oP', 0P] a ser definido por: Se o ndo é uma face
de oP*!, entdo [oP*!,0P] = 0. Suponha ainda que oP é uma face de o',
agora ordene esses vértices de modo que o’ = (ay...ap). Seja ainda v o vértice

de oP*', no qual ndo é vértice de o”. Logo oP*! = t(vay...vay). Se for “+” a
p+1

nossa expressdo terd (o', 0"] = 1, caso seja “-” serd [oP*), oP] = -1.
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Definicao 2.1.9. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um nii-
mero inteiro positivo, entdo a p-dimensional cadeia, ou p-cadeia, é uma funcgdo

¢y : K — Z tal que, para cada p-simplexo o?, c,(—=oF) = —c,(+07).

A familia de p-cadeias forma um grupo C,(K) chamado de grupo
p-dimensional cadeia K, com a operagdo adi¢cdo induzida pelos inteiros.
Se K tem a, p-simplexos, entdo C,(K) é isomorfo a soma direta de «,, copias

de Z, através da seguinte correpondéncia

@p
D g0 (81,825 s 8ar).

i=1
Definicao 2.1.10. Seja p > 1 e g.0” é uma p-cadeia elementar, o bordo de g.o”

é definido por
d,(g.0") = Z[O'f”,O'f’_l]gﬂ'f7 , O'f_l € K.
O operador bordo 0 é extendido por linearidade para um homomorfismo
d, : Cp(K) = Cp_1(K).
Desse modo, se ¢, = }, gi.O'f é uma p-cadeia arbitrdria, entdo definimos:
dplcp) = X 0,(81-07).
O bordo de uma 0-cadeia é definido como sendo zero.

Teorema 2.1.1. Se K é um complexo orientado e p > 2, entdo a

composi¢do 0,1 0 0, : C,(K) — C,_»(K) no diagrama a seguir:
8, 81
Co(K) % Cpi(K) 55 Cpoa(K)

é um homomorfismo trivial.
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Demonstracao: (4), Teorema 2.1. O

Seja K um complexo orientado.

Seja p > 0, um p-ciclo é uma p-cadeia z,, tal que d(z,) = 0. O niicleo do
homomorfismo 8, : C,(K) — Cp_1(K) é um subgrupo de C,(K) e é a familia
de p-ciclos. Esse subgrupo é denotado por Z,(K), e é chamado de grupo ciclo
p-dimensional de K. Como definimos o bordo de uma 0-cadeia como sendo 0,
temos 0-ciclo como sendo sinénimo de 0-cadeia, ou seja, o grupo Zy(K) de
O-ciclos é o grupo Cy(K) de O-cadeias.

Seja p > 0, uma p-cadeia b, é um p-bordo em K, se existe uma (p+1) -
cadeia cpy1 tal que O(cp+1) = by. A imagem de 0,41(Cp41(K)) é um subgrupo de
C,(K) e é a familia de p-bordos. Esse subgrupo é denominado de p-dimensional
grupo-bordo de K e é denotado por B,(K). Se n é a dimensdo de K, entdo ndo
existe p-cadeias em K para p > n. Note que ndo existe (n+1) - cadeias em K tal
que C,+1(K) = 0 e portanto B,(K) = 0.

Teorema 2.1.2. Se K é um complexo orientado, entdo B, C Z, para cada inteiro

p tal que O < p < n, onde n é a dimensdo de K.

Demonstracao: (4), Teorema 2.2. O

Defini¢ao 2.1.11. Dados dois p-ciclos x, e y, num complexo K, dizemos que
ambos sdo homdlogos, isto significa que, x, ~ y,, caso exista p+1 cadeia tal
que d(cp+1) = X, — yp. Assim, podemos dizer que se em um p-ciclo t, é bordo

de uma p+1 cadeia, dizemos ser homdlogo a zero, isto é: t, ~ 0.

A relacdo definida anteriormente para p-ciclos é uma relacdo de equivalén-
cia.
As classes de homologia de Z,(K) sdo [y,] = {x, € Z,(K) : x, ~ y,}. Suas

classes laterais sdo: y, + B,(K) = {z, + 0p+1(cp+1) € Bp(K)}
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Definicao 2.1.12. Seja p > 0 e K um complexo orientado, o grupo de homologia
Z)(K)

 By(K)
do operador bordo de dimensdo p e B,(K) é a imagem do operador bordo de

p-dimensional de K é o grupo quociente H, onde Z,(K) é o niicleo

dimensdo p + 1.

Teorema 2.1.3. Se X e Y sdo espagos topoldgicos homeomorfos entdo, Hp(X)

e H,(Y) sdo isomorfos para cada p.

Demonstracao: (6), teorema 4.50. O

2.2 Grupos de Homologia Simplicial do Plano Projetivo

Considere a triangularizagdo do plano projetivo RP?, constituida de dois
0-simplexos v e w, trés 1-simplexos a, b e c, e dois 2-simplexos U e L, conforme

Figura 2.6 a seguir.

IRP% b

w

N

\" \l w
b
Figura 2.6: Triangulariza¢ao do plano projetivo

Agora, serd calculado os grupos de homologia simplicial do plano projetivo.

A sequéncia de cadeia de RP?* é dada por:
0 — CH(RP?) — C1(RP?) — Cy(RP*) — 0,
a qual é equivalente a
& d; 3o
0— <U7L> — <asbac> — <V,W> — 0.

O operador Oy é nulo, entdo Zo(RP?) = (v, w).
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Temos que 01(a) = 01(b) =w —v e di(c) = 0, logo Bo(RP?) = (w — v).

B Zo(RP?) _ {vw)
"~ By(RP2)  (w—v)

Faz-se a mudancga de geradores {v,w} para {v,w — v}.

Hy(RP?)

wv,w—v)

Hy(RP?) = = (V) ~ Z.

(w=v)

Calcula-se Z;(RP?):

01 (g1a + g2b + g3¢) = 0 & g101(a) + 201(b) + g301(c) = 0
—Eg+g8) wW-—=0c=g =-g

& Z;(RP?) = (a—b,c).

Utilizando a mudanca de geradores de {a — b, c} para {a — b + c, c}, obtemos
ZIRP) ={(a-b+c,c).

Observe que 0,(U) = a — b — c e 0,(L) = a — b + ¢, entdo
Imd, ={a—b—-c,a—b+c).

Faca a mudancga de geradores {U, L} para {L,-U + L}.

Calcula-se o operador bordo 0, em C,(RP?) = (L,-U + L), ou seja,
0r(Ly=a—b+cedy(=U+ L) =2c. Logo, BIRP?) = {(a—b + c,2c). Assim,

_Zl(RPZ) _f{a=-b+c,cy (o)

, ~
H\(RP") = Bi(RP?) ~ {a—b+c,2c)y (2¢)

2.

Como ndo hd 3-simplexos, temos que By(RP?) = {0}. Resta calcular o niicleo
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de 82.’

(g U+gl)=0 gi(a—-b-c)+g(a-b+c)=0

(a—b)g1+g)=0 g1—-8=0
—
c(g2—81)=0 g +g =0

= g1 =g =0.

Portanto, Z,(RP?) = {0).
Desse modo, ,

3P = 2ot = 1 = 0
Conclui-se que
Z para n=0
H,RP*) ~37, para n=1

0 para n>?2.

2.3 Grupos de Homologia Simplicial da Garrafa de Klein

Considere K, a garrafa de Klein com a triangularizacdo composta por um
O-simplexo v, trés 1-simplexos a, b e c, e dois 2-simplexos U e L, ilustrado na

Figura 2.7.

Figura 2.7: Triangularizagdo da garrafa de Klein
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Calculemos, os grupos de homologia da garrafa de Klein:

0 — Cy(K) — Ci(K) — Cop(K) — 0,

equivalente a
9 a o
0— (U,L) —<(a,b,c) — (v) — 0.

Temos que Zy(K) = (v), uma vez que 0y é o operador nulo.

Como a imagem do operador bordo 0, ¢ nula, temos

ZyK) _ () _
Bo(K) (0]

Claramente, Z(K) = {a, b, c).

Considere a mudanca de geradores {a,b,c} para {a + b + c,b,c}. Dessa
forma, Z\(K) ={a+ b +c,b,c).

Observe que calculamos 0, nos geradores de C»(K) = (U, L) .

Hy(K) = (v) = Z.

Fagca a mudanga de geradores {U, L} para {U, U — L}.
Calcule o operador bordo em Co(K) = (U, U — L), ou seja, 0,(U) = a+b+c

e 0,(U — L) = 2b.
Assim,
_Zl(K)_<a+b+c,b,c>_<b,c>_ ﬂM
Hi(K) = Bi(K)  {(a+b+c,2b)y  (2b) _<c>®2<b) ~ LD

Finalmente, como o operador bordo 03 é nulo, resta calcularmos o niicleo
do operador bordo 0,:
0(gtU+gl) =0 gi(a+b—-c)+ga—-b+c)=0
b—c)g1—g)=0 g1—8&=0
=
a(g2+g1)=0 g2+8 =0

> g1 = g =0 Zy(K) = {0}.

Logo,
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LK) _ {0 _ o)
By(K) {0} .

H>(K) =

Portanto,

Z para n=0
H(K)~Z®Z, para n=1

0 para n>?2.

2.4 Grupos de Homologia Simplicial do Toro

Considere a triangularizacdo do toro T, constituida por um 0-simplexo, trés

1-simplexos, a,b e c, e dois 2-simplexos U e L orientados, conforme Figura 2.8.

T: b

— v \ v
7

U
a /\ a
c A
L

\

Vv > Vv
b

Figura 2.8: Triangulariza¢do do toro

Agora, calculemos os grupos de homologia simplicial do toro. A sequéncia
de cadeia de T ¢ dada por:

0— Cz(T) E— Cl(T) E— C()(T) E— O,

a qual é equivalente a

0— (U.LY S (ab.oy 2 oy B 0,

O operador 0y € nulo, entdo Zy(T) = {(v).
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Temos que 01(a) = 01(b) = 01(c) =v—v =0, logo By(T) = (0).

Zy(T) _ () _
By(T) {0}
Utilizando a mudanca de geradores de {a, b, c} para {a, b,a+ b — c}, obtemos
Z(T)={a,b,a+b-c).
Observe que 0,(U) = 0,(L) =a+ b — ¢, entdo By = {(a+ b — c).

Assim,

Hy(T) = (v) = Z.

Z(T) {a,b,a+b-c)

B =5~ arb—o

={a,by ~Z® 7.

Como ndo hd 3-simplexos, temos que By(RP?) = {0}. Resta calcular o niicleo
de (92.'

(g U+gl)=0=gi(a+b—-c)+ga+b—-c)=0
—((@a+b-c)gi+g)=0
— 82 =481

= g1U — gL € Z,(T?).

Portanto, Z,(T) é um grupo ciclico infinito gerado por U-L, ou seja,

Desse modo,
ZT) (U-L)

= Z.
By(T) (0)

Hy(T) =

Concluimos que

Z para n=0,2
H,(T)~{Z&Z para n=1

0 para n > 3.
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2.5 Grupos de Homologia Simplicial da Esfera

Considere a triangularizacdo da esfera S?, constituida por quatro 2-simplexos
M, N, U, L, seis 1-simplexos a,b,c,d, e, f e quatro O-simplexos x,y, z,v. Visua-

lize as Figuras 2.9 e 2.10.

82

Figura 2.10: Planificagdo da triangularizacdo da esfera

Agora, calcula-se os grupos de homologia simplicial da esfera. A sequéncia

de cadeia de S? é dada por:

0 — Ca(§%) — C1(S7) — Co($?) — 0,

a qual é equivalente a

0 o 0 O
0= (U,L,M,N) = {a,b,c,d,e, ) = (x,y,2,v) — 0.
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Desse modo, como 0y é nulo, tem-se Zy(S?) = (x,v,z,v). Fazendo a mu-
danca de geradores de {x,y, z,v} para {x,y—x,z—x,x—v} = {A, B, C, D}, entdo
Zo(S?) = (A, B,C, D).

Temos que: 01(a) = x—v =D,01(b) =z—x=C,0i(c)=z—-v=C+D,
01d)y=y—x=B,01(e)=y—v=B+Ded(f)=y—-z=B-C, logo obtém-se
que By(S*) =(D,C,C +D,B,B+ D,B—C) = (D, C, B). Segue que:

2
Zo(S7) _ (A,B,C,D) (A~ T
By(S?) (D, C, B)

Hy(S?) =

Calculemos Z;(S?):
Mantém-se a mudanga de geradores {x,y, z,v} para {x,y — x,z — x, X — v} =
{A,B,C, D}:

01(g1a + g2b + g3c + gad + gse + g f) = 0 & g1(D) + g2(C) + g3(C + D)+
+84(B) + gs(B+ D)+ gs(B—C) =0

B(gsa+85+8) =0
& 1C(g2+83-8) =0
D(g1+g3+85)=0
g4+8+8 =0
= 182+8 -8 =0
g1+t8+g =0

81 = 83— 85

982 =83+ &6

84 = —85 — 86

Dessa forma,
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0':g1a+g2b+g3c+g4d+g5e+g6feZl(SZ)<:>
— 0 =(-g—g5)a+(-g3+ge)b+gsc+(—g5s—ge)d+ gse+gef &
—o=gi3(-a-b+c)+gs(—a—-d+e)+gsb—d+ f) =
Z(SH=(-a-b+c,—~a—-d+e,b—d+ f)=(F,G,H).

Logo, Z,(S 2) = (F,G, H). Calcula-se B,(S 2), temos
hLU)=b+f—-d=H
oH(L)y=-f—-c+e=-F+G-H
oOM)y=a+d-e=-G
Oh(N)=-a+c—-b=F

Assim, B1(S*)=(H,-F +G-H,-G,F)=(H,-G,F) e

Zi(S*)  (F,G,H) _

2\ _
(5% = B\(S2)  (H,-G,F)

{0}.

Por fim, resta calcular Z»(S?):

Mantém-se os geradores {—a—b+c,-a—-d+e,b—d+ f} ={F,G,H}:

02(g1U + g2L + gsM + g4N) = 0 & g1(H) + g2(-F + G — H) + g3(-G) + g4(F) = 0
(81— 8)F +(82-83)G+(g1—g2)H =0
84—8 =0

= 1418-83=0

g1—-& =0
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84 = &2

<:><g3:g2

81 = &2

Dessa forma,

o =g1U+ gL+ giM+ giN € Z,(S?)
S oc=gU+gL+gM+gN
—oc=g0(U+L+M+N)

& Z,(SH =(U+L+M+N).

Note que o operador 03 é nulo, e Z,(S*) = (U + L + M + N).

Desse modo, obtemos:

Z,(S?) (U+L+ M +N)
H-(S?) = = ~ Z.
5= 557 {0}
Portanto,
Z, para n=20,2
HsH~{" "

0 para n=1.

2.6 Aplicacoes
O plano projetivo e a garrafa de Klein sao homeomorfos?

A resposta é ndo!

De fato, obtemos H\(RP?) = Z e H{(K) = Z ® Z», logo pelo Teorema 2.1.3

temos que o plano projetivo e a garrafa de Klein ndo sdo homeomorfos.

O Toro e a Esfera sao homeomorfos?
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A resposta é ndo!

De fato, obtemos H|(T) = Z®Z e H,(S?) = 0, logo pelo Teorema 2.1.3 temos

que o Toro e a Esfera ndo sdo homeomorfos.
A Garrafa de Klein e o Toro sio homeomorfos?
A resposta é ndo!

De fato, obtemos H\(K) = Z® Z, e H((T?) = Z ® Z, logo pelo Teorema 2.1.3

temos que a Garrafa de Klein e a Esfera ndo sdo homeomorfos.



Capitulo

3

Caracteristicas de Euler e os numeros de
Betti

Neste capitulo, apresenta-se a definicdo da Caracteristica de Euler,
que se destaca por ser apenas um niuimero inteiro. Define-se niime-
ros de Betti, utilizando-os para a generalizacdo da Caracteristica de
Euler. As principais referéncias desse capitulo sdo: (2), (4), (5), (6),
(11)e(12).

3.1 Caracteristicas de Euler

Definicao 3.1.1. Seja P um poliedro e denotemos por v, o niimero de vértice, f
o niimero de faces e a o niimero de arestas de P. O niimero y(P) =v—a+ f é

chamado Caracteristica de Euler de P.

Definicao 3.1.2. Um poliedro é convexo se qualquer reta (ndo paralela a ne-

nhuma de suas faces) o corta em, no mdximo, dois pontos.

Curiosidade: Em 1750, Euler enviou uma carta a Goldbach onde falava que
X = 2, para quaisquer poliedro. Mas por volta de 1813, Huillier chamou aten-
cdo para os poliedros ndo convexos onde a propriedade ndo era vdlida, ou seja,

na realidade Euler demonstrou apenas para poliedros convexos.
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Exemplo 3.1.1. Considere os seguintes poliedros, ilustrados na Figura 3.1

|
R
R
P!
1! |:
=Ty
e i L~
<= N
\ 7
A==k
- ~ J

Figura 3.1: Poliedro ndo convexo e convexo

O numero de vértices, arestas, faces e a caracteristica dos seguintes polie-

dros sdo respectivamente:

v=20;,a=40;f=20; y =0
v=6;a=12;f=8 =2

Portanto, verificamos que x # 2 para o poliedro ndo convexo.

Apresentamos algumas defini¢oes topologicas para o proximo passo, que é

calcular a Caracteristicas de Euler de uma superficie.

Definicao 3.1.3. Um espaco topolégico X é de Hausdorff se, dados dois pontos

distintos a e b de X, existem abertos disjuntos A contendo a e B contendo b.

Definicao 3.1.4. Dizemos que um espaco topologico X é conexo se os unicos
subconjuntos simultaneamente abertos e fechados de X sdo (0 e o préprio X.
Equivalentemente, podemos dizer que se X é conexo, A e B sdo abertos disjun-

tos tais que X = AU B, entdo A =0 ou B = ().

Definicao 3.1.5. Um espaco topolégico X é compacto se toda familia de aber-
tos, cuja reunido é X, admite um numero finito de abertos dessa familia, cuja
reunido ainda ¢ X. Em outras palavras, X é compacto se toda cobertura aberta

de X admite uma subcobertura finita.
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Definicao 3.1.6. Uma superficie é um espaco de Hausdorff, compacto e conexo,
tal que para cada ponto existe um aberto que o contém e que é homeomorfo a

uma bola aberta do R>.

Definicao 3.1.7. Uma superficie é trianguldvel quando podemos dividi-la em
um numero finito de vértices, arestas e faces, com as seguintes condicoes:

1) Qualquer aresta é aresta de dois tridngulos;

2) Dados dois tridngulos existe uma sequéncia de triangulos comecando em um
e terminando no outro, de modo que dois tridngulos consecutivos possuem uma

aresta em comum.

Teorema 3.1.1. Se S| e S, sdo duas superficies fechadas, entdo S| é homeo-
morfa a S, se, e somente se x(S1) = x(S2) e ambas sdo orientdveis ou ambas

sdo ndo orientaveis.

Demonstracao: (6), Teorema 5.16.

3.2 Numeros de Betti

Agora, apresenta-se alguns conceitos bdsicos necessdrios para a defini¢do

de nuimero de Betti.

Definicao 3.2.1. Um conjunto de geradores para um grupo G é um subconjunto
S de G, tal que cada elemento de G é um produto de poténcias dos elementos de
S. Um grupo que tem um conjunto finito de geradores é chamado de finitamente

gerado. O niimero de geradores é chamado de posto de G.

Definicao 3.2.2. Um grupo G é dito ciclico quando ele pode ser gerado por um

elemento, isto é, quando G =< g >, para algum g € G.

Definicao 3.2.3. Um grupo que é isomdrfico a uma soma direta finita de Z

é chamado de grupo abeliano livre. Assim, um grupo abeliano livre com n
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geradores é isomorfico a soma direta Z® Z @ ... ® Z(n somas). O inteiro n é

chamado de posto de um grupo.

Teorema 3.2.1. Um grupo abeliano finitamente gerado M é uma soma direta

de subgrupos ciclicos Cy,,...,Cq4, e um grupo abeliano livre L,ou seja,
M=Cy ®..0C; ®L.

Demonstracao: (2), Teorema 14.7.3.

Definicao 3.2.4. Seja G um grupo, um elemento de G diz-se um elemento de
torcdo se é de ordem finita, ou seja, existe n inteiro positivo tal que a" = 1.

Caso contrdrio, o elemento tem ordem infinita.

Definicao 3.2.5. Um grupo abeliano G é de torcdo se cada elemento de G tem
ordem finita e é chamado livre de torcdo se cada elemento de G exceto a iden-

tidade é de ordem infinita.

Teorema 3.2.2. (O teorema fundamental de grupos abelianos finitamente ge-
rados) Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e seja T seu subgrupo de
torgdo.

a) Existe um subgrupo abeliano livre H de G com posto finito  tal que
G=HeoT.

b) Existem grupos ciclicos finitos T, ..., Ty onde T; tem ordem t; > 1.
T=To..0T;

c) O nuimero B e ty, ..., t; sdo unicamente determinados por G.

Demonstracao: (11), Teorema 4.3.

Definicao 3.2.6. O posto do subgrupo abeliano livre H = G/T, denotado por 3,
é chamado de niimero de Betti, os niimeros ty, ..., t;y sdo chamados coeficientes

de torcdo de G.
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Este teorema mostra que qualquer grupo abeliano G finitamente gerado

pode ser escrito como uma soma direta finita de grupos ciclicos, isto é:
C2(Z®..920)8Z,®..07Z,.

Esta representacdo é, em certo sentido, uma "forma canonica'para G. Existe
outra forma candnica, derivada da seguinte forma:
Lembre-se primeiro do fato de que se m e n sdo niimeros inteiros positivos

relativamente primos, entdo:

Segue que qualquer grupo ciclico finito pode ser escrito como uma soma
direta de grupos cujas ordens sdo poténcias de primos. Qualquer grupo G

finitamente gerado, tem-se:
G=(Z®..02)0(Z,®..07Z,)

onde cada a; é uma poténcia de um niimero primo. Esta é outra forma canonica
para G, jd que os nimeros a; sdo determinados exclusivamente por G (até um

rearranjo).

Observacao 3.2.1. Seja K um complexo simplicial orientado. Se H,(K) é fi-
nitamente gerado, o p-ésimo niimero de Betti de K, denotado por R,(K) é o

numero de betti associado ao grupo H,(K), conforme Defini¢do 3.2.6.

Teorema 3.2.3. Seja K um complexo orientado de dimensoes n e para

p =0, ...,nseja a, o niimero de p-simplexos de K. Entdo:

D =ay = Y (-1VRy(K)
p=0 p=0
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onde R,(K) denota o p-ésimo niimero de Betti de K.

Demonstracao: (6), teorema 5.18 O

Definicao 3.2.7. Se K é um complexo de dimensdo n, o niimero:
n
X(K) = 2. (=1)’R,(K)
p=0
conhecido como Caracteristica de Euler de K.
Agora, detalha-se o cdlculo da caracteristica de Euler das seguintes super-
ficies: plano projetivo, garrafa de Klein, toro e esfera.
3.3 Caracteristica de Euler do Plano Projetivo

Considere a triangularizagdo do plano projetivo RP?, constituida de dois

0-simplexos v e w, trés 1-simplexos a, b e c, e dois 2-simplexos U e L, conforme
Figura 3.2.

IRP%: b
w Z V
\
U
a N C \ a
L
~
Vv 7 w
b

Figura 3.2: Triangularizag¢do do plano projetivo

Nota-se que nessa triangularizacdo, temosv =2,a=3e f = 2.

Logo, a Caracteristica de Euler do plano projetivo é
YRP)=v—a+f=2-3+2=1

Os grupos de homologia do plano projetivo calculados na sessdo 2.2 sdo:
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Z para n=0
H,RP*) ~37, para n=1

0 para n>?2.

Agora, calcula-se a Caracteristica de Euler do Plano Projetivo usando os
Numeros de Betti. Segue dai que:
X(RP?) = io(_l)pRp(RPZ)
= (=D°Ro(RP?) + (—pl)lRl(RPZ) + (=1)’Ry(RP?)
= 1.1+(-1).0+1.0
= 1.

3.4 Caracteristica de Euler da Garrafa de Klein

Considere K, a garrafa de Klein com a triangularizacdo composta por um
O-simplexo v, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2 — simplexos U e L, ilustrado na
Figura 3.3.

A

b

Figura 3.3: Triangularizag@o da garrafa de Klein

Nota-se que nessa triangularizacdo, temosv =1,a=3 e f = 2.

Logo, a Caracteristica de Euler da garrafa de Klein é

XK)y=v—-a+f=1-3+2=0
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Na sessdo 2.3, os grupos de homologia da Garrafa de Klein sdo:

Z para n=0
H(K)~Z®Z, para n=1

0 para n>?2.

Calcula-se a Caracteristica de Euler da Garrafa de Klein através dos Na-

meros de Betti. Segue dai que:

2
X(K) = ZO(—l)pRp(K)
e
= (-1)°Ro(K) + (-D'Ri(K) + (-1)*Rx(K)
=1.1+(-1).1+1. 0

= 0.

3.5 Caracteristica de Euler do Toro

Considere a seguinte triangularizacdo do toro T?, conforme Figura 3.4.

b
7

g
b

Figura 3.4: Triangulariza¢do do toro

Nota-se que temos v = 9,a =27 e f = 18. Logo, a Caracteristica de Euler do

toro é

YT =v—a+f=9-27+18=0

Concluiu-se na sessdo 2.4 que o grupos de homologia do toro sdo:
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Z para n=0,2
H(T)~{Z&®Z para n=1

0 para n>3.

Agora, calcula-se a Caracteristica de Euler do Toro usando os Numeros

de Betti. Segue dai que:

2
X(T%) = 3 (=1)PR,(T?)
p=0

= (=D)"Ro(T?) + (-D)'Ri(T?) + (-1)*Ro(T?)
= 1L1+(-1). 2+ 1.1
=0

3.6 Caracteristica de Euler da Esfera

Considere a seguinte triangularizacdo da esfera S?, ilustrada na Figura 3.5

SZ

A = ~

Figura 3.5: Triangularizagdo da esfera

Nota-se que temos v = 4,a = 6 e f = 4. Logo, Caracteristica de Euler da

esfera é
xSH=v-a+f=4-6+4=2

Dado os grupos de homologia da esfera (sessdo 2.5), tem-se:
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Z para n=0
H,(S* ~30 para n=1

Z para n=?2

Agora, resta calcular a Caracteristica de Euler da Esfera usando os Na-

meros de Betti. Segue dai que:

2
X(8?) = X (=1PR,(S?)

p=0

= (=1)°Ro(S?) + (=D)'R1(S?) + (=1)°Rx(S?)
=1.1+(-1). 0+ 1.1
=2
3.7 Aplicacoes
O plano projetivo e a garrafa de Klein sio homeomorfos?

A resposta é ndo!

De fato, vimos que y(RP?) = 1 e y(K) = 0, que sdo inteiros diferentes. Pelo
teorema 3.1.1, comprovamos novamente que o plano projetivo e a garrafa de

Klein ndo sdo homeomorfos.
O Toro e a Esfera sao homeomorfos?
A resposta é ndo!

De fato, vimos que x(T) = 0 e x(S?) = 2, que sdo inteiros diferentes. Pelo
Teorema 3.1.1, comprovamos novamente que o Toro e a Esfera ndo sdo homeo-

morfos.
A Garrafa de Klein e o Toro sao homeomorfos?

A resposta é ndo! Vimos na sessdo 2.6.
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De fato, vimos que y(K) = 0 e y(T?) = 0, ou seja, sdo inteiros iguais. No
entanto, note que isso ndo contradiz o Teorema 3.1.1 o Toro é orientdvel, jd a

Garrafa de Klein ndo é orientdvel.
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