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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns tépicos sobre caos linear, que é um
ramo da analise que estuda evolugoes de sistemas dinamicos lineares. Explo-
raremos principalmente as nog¢oes de hiperciclicidade, caos de Devaney e caos
Li-Yorke no contexto de operadores lineares definidos entre espagos de Ba-
nach. O exemplo mais importante que estudaremos é o operador de Rolewicz
definido em espacos de sequéncias absolutamente p-somaveis. Demonstrare-
mos também um critério de hiperciclicidade que é utilizado para encontrar
varios outros exemplos de operadores hiperciclicos. No ltimo capitulo ex-
ploraremos as duas nogoes classicas de caos de Devaney e caos Li-Yorke, no
contexto mencionado.

Palavras-Chave: Espacos de Banach, hiperciclicidade, operador de
Rolewicz, caos de Devaney, caos Li-Yorke.



Abstract

In this work we will study some topics about linear chaos, which is a
branch of the analysis that study evolution of linear dynamical systems. We
will explore, mainly, the notions of hypercyclicity, Devaney chaos and Li-
Yorke chaos in the context of linear operators defined on Banach spaces.
The most important example we will study is the Rolewicz operator defi-
ned on spaces of absolutely p-summable sequences. We will also prove a
hyperciclicity criterion which is useful to find several examples of hypercyclic
operators. In the last chapter we will explore the two classical notions of
chaos, Devaney and Li-Yorke chaos, in the mentioned context.

Key-Words: Banach spaces, hypercyclicity, Rolewicz operator, De-
vaney chaos, Li-Yorke chaos.
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Introducao

A teoria de caos linear, em suma, pode ser vista como o ponto de
encontro entre duas areas classicas da Matematica, a saber, Anélise Funcional
e Sistemas Dinamicos. Um primeiro comentario cléssico sobre tal ramo ¢é
a antitese causada pela frase “caos linear”, visto que “caos’nos remete a
desorganizagao e falta de regularidade, ja a palavra “linear”nos da a sensagao
de clareza e regularidade. De fato, esta sensagao de que na linearidade nao
hé caos, é verdadeira em dimensao finita. Ou seja, o caos linear é uma
exclusividade da dimensao infinita. Neste trabalho, exploraremos o conceito
de sistemas dinamicos principalmente no caso linear, mais precisamente, um
sistema dinamico linear é um par (X,T), onde X é um espago de Banach e
T ¢é um operador linear e continuo em X. Um dos ingredientes importantes
da teoria de caos é a nocao de hiperciclicidade. Dizemos que um sistema
dinamico linear (X, T") é hiperciclico, se existe a € X, tal que Orb(T,a) = X,
onde

Orb(T,a)={a,T(a), T*(a),...}.

No Teorema 2.28 é demonstrado que hiperciclicidade s6 ocorre para opera-
dores entre espacos de Banach de dimensao infinita, conforme j&a dito. Logo,
os ambientes adequados para se estudar a teoria de caos linear sao espacos
normados de dimensao infinita, o que justifica a importancia das ferramentas
de Anélise Funcional para o estudo do tema. As referéncias [1] e [6] forne-
cem em detalhes e de maneira bastante profunda todo o desenvolvimento da
teoria até o ano de 2011.

Um conceito importante em sistemas dinamicos é a transitividade to-
pologica. Por meio do Teorema da Transitividade de Birkhoff sera mostrado
que, a nivel de espacos de Banach separaveis, as nogoes de hiperciclicidade e
transitividade topoldgica sao equivalentes.

Buscaremos, neste trabalho, dar exemplos de operadores lineares entre
espagos de Banach que satisfazem caracterizagoes de caos, a saber, o caos de
Devaney e o caos Li-Yorke. O principal exemplo seré o operador de Rolewicz,
o qual foi construido em 1969 em [9]. Para 1 < p < oo e a um escalar, o
operador de Rolewicz T'= aB : ¢, = {, é dado por

T(l’l,ZEQ,QTg, .. ) = Oz(ZEQ,QTg, .. .),

onde ¢, denota o espago de Banach de todas as sequéncias de escalares que
sao absolutamente p-somaveis.

Estudaremos também um critério de hiperciclicidade e, por meio dele,
conseguiremos uma gama de exemplos de operadores lineares continuos entre



espacos de Banach que sao hiperciclicos e que, a posteriori, irao satisfazer as
caracterizagoes de caos de Devaney e caos Li-Yorke. Dentre eles, destacamos
o operador de Rolewicz que estudaremos também em um contexto mais geral,
isto é, nos espagos £,(X) das sequéncias p-somdveis com entradas em um
espaco de Banach separavel X.

Finalmente, discutiremos mais a fundo como explorar as noc¢oes de caos
de Devaney e caos Li-Yorke no contexto linear. O estudo de caos Li-Yorke
no contexto linear foi desenvolvido em [2] e [3].



Estrutura do Texto

Abaixo segue um breve resumo sobre o corpo do texto.

O texto contera trés capitulos. O primeiro capitulo recebera o nome
de Preliminares e seu objetivo sera expor defini¢oes e resultados de Anélise
Funcional, Espacos Métricos e Topologia Geral que serao utilizados ao longo
do trabalho.

O segundo capitulo recebera o nome Hiperciclicidade e seu objetivo sera
trabalhar com as duas principais definicoes de todo o texto: Transitividade
Topolégica e Hiperciclicidade. Exploraremos estas defini¢oes sobre operado-
res lineares entre espacos de Banach. Tais conceitos serao fundamentais para
as caracterizacoes de caos que trabalharemos no proximo capitulo.

O terceiro e ultimo capitulo receberd o nome de Caos Linear e seu objetivo
sera trabalhar com duas caracterizacoes de caos sobre operadores lineares
entre espacos de Banach: Caos de Devaney e Caos Li-Yorke.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados que serao utilizados
nos capitulos posteriores.

1.1 Espacos Topolégicos

Definicao 1.1 Uma topologia sobre um conjunto nao vazio X é uma colegao
7 de subconjuntos de X que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) X,0 € T;
(ii) Se A; € 7 para todo i € I, entdo |JA; € T;
i€l

n
(iii) Se A; € T para todoi=1,...,n, entao [ A; € 7.

i=1
Cada elemento de 7 é chamado de conjunto aberto. O par (X, 1) é chamado
de espaco topologico. Quando nao houver perigo de confusao escreveremos
simplesmente X para denotar um espago topoldgico (X, 7). Dizemos que
F C X é fechado se X — F € .

Definicao 1.2 Seja z um elemento do espaco topolégico X. Dizemos que
um conjunto U C X é uma wvizinhanca de x se existe um aberto A de X tal
quexr e ACU.

Dizemos que uma colecao B, de vizinhancas de x é uma base de vizinhancas
de x se para toda vizinhanca U de x, existe V € B, tal que x € V C U.
Dizemos que B é uma base para a topologia de X se todo aberto de X pode
ser escrito como uma uniao dos elementos de B.

Definicao 1.3 Seja f : X — Y uma funcao entre espacos topoldgicos. Di-
zemos que f € continua no ponto a € X se para todo aberto V de Y contendo
f(a), existe uma aberto U de X contendo a tal que f(U) C V. Dizemos que
f é continua se f for continua em todos os pontos de seu dominio.

Proposicao 1.4 As sequintes afirmagoes sao equivalentes para uma fungao
f: X =Y entre espagos topologicos:

a) [ é continua;

b) f7H(A) € aberto em X, para todo aberto A em Y ;

c) f7XF) é fechado em X, para todo fechado F em Y .

Demonstragao. Cf. [8, Proposicao 8.3.,p.20 | m

Definicao 1.5 Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y. Dizemos
que f é:
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i) homeomorfismo se f é continua, bijetora e com inversa continua.
ii)aberta se f(A) é aberto em Y, para todo aberto A C X.
iii) fechada se f(F) é fechado em Y, para todo fechado F' C X.

Proposicao 1.6 Sejam (X, 7x) um espago topoldgico, Y um conjunto e 7 :
X — X uma funcdo sobrejetora. Entdo a colecdo

T ={VCY :n Y (V)erx}

€ uma topologia em Y, chamada de topologia quociente definida por w. Além
disso, T, € a mator topologia em Y que torna w continua.

Demonstragao. Cf. [8, Proposicao 11.3, p.29] m

Proposicao 1.7 Sejam X eY espacos topologicos e : X — Y uma fungao
continua e sobrejetora. Se m € aberta ou fechada, entao a topologia em Y
coincide com a topologia quociente 7.

Demonstragao. Cf. [8, Proposicao 11.5, p.29] m

Se X é um espaco topoldgico, Y um conjunto qualquer e 7 : X — Y uma
aplicagao sobrejetora, entao temos a seguinte relagao de equivaléncia em X:

r,ye X rz~ys w(r)=mn(y).

Denotando por X/ ~ o conjunto das classes de equivaléncia de elementos
de X e por ¥ a classe de equivaléncia de x € X. Nestas condicoes, temos o
seguinte resultado:

Proposicao 1.8 Seja 7 : X — Y wuma funcgdo sobrejetora e continua e
7: X — X/ ~, dada por w(x) =T. Entdo a fun¢ao:

I (X/ N,T;) — (Y, 7,)
T —  m(x)

estd bem definida e € um homeomorfismo.

Demonstragao. Cf. [8, Proposicao 11.9, p.30] m

Os principais exemplos de espagos topoldgicos que estudaremos neste tra-
balho econtram-se nas Sec¢oes 1.2, 1.3, 1.4 e nos Exemplos 7777 e 7777.
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1.2 Espacos Métricos

Definicao 1.9 Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica em M é uma
funcao d : M x M — R que satisfaz as seguintes condigoes:

(D1) d(x,y) > 0, para todos x e y em M, e d(z,y) =0 < x =y.

(D2) d(z,y) = d(y,x), para todos z e y em M.

(D3) d(x,2) < d(z,y) + d(y, z), para todos z,y e z em M.

O par (M,d) é chamado de espago métrico. Quando nao houver perigo
de confusao escreveremos simplesmente M para denotar um espago métrico

(M, d).

Proposigao 1.10 Sejam (M, d"), ..., (M,,d") espagos métricos. Para v =

n

(1, s xn),y = (Y1, ..., yn) € [[ M; as fungoes
i=1

dl,dz,doo : (ﬁMl X ﬁMz> — R
=1 i=1

definidas por:

dl (l’, y) = Zdz(l‘“ yz)a
=1

D=

i=1

da(z,y) = (Z(d"(xi,yi))Q) )

doo(,y) := max {d (i ys);i=1,... ,n} ,
n
sao métricas em [[M;. Tais métricas sao ditas métricas usuais sobre o
i=1
produto cartesiano.

Demonstracao. Cf. [7, Exemplo 8, p.7] =

Definigao 1.11 Seja (M,d) um espago métrico, entao todo subconjunto
N C M pode ser considerado um espaco métrico de maneira natural. Basta
considerar a funcao d restrita a N x N. Neste caso, dizemos que N é um
subespaco métrico do espago métrico M e a métrica de N é induzida de M.

Exemplo 1.12 Os conjuntos R e C dos niimeros reais e dos niimeros com-
plexos respectivamente, com a métrica dada por d(z,y) = |xr—y|, sdo espagos
métricos. Utilizando a Proposicao 1.10 R™ e C™ sao espacos métricos com
qualquer uma das trés métricas usuais.
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Exemplo 1.13 Seja B(X;R) o espaco das fungoes limitadas cujo dominio
e contradominio sao X (um espaco métrico) e R, respectivamente. A fungao

d: (B(X;R))? — R
(f,9) — d(f,g)=§g§|f(:v)—g(x)!

faz de B(X;R) um espago métrico. Para nosso texto, estamos interessados
em um subespago de B(X;R), o espago das fungoes continuas de [0, 1] em R
denotado por C([0,1],R). Pela Defini¢ao 1.11 temos que C([0, 1], R) é uma
espago métrico com a métrica induzida de B(X;R).

Definigao 1.14 Seja (M, d) um espago métrico a € M e r > 0.
a) A bola aberta de centro a e raio r é definida pelo conjunto

B(a,r):={x e M :d(z,a) <r}.

b) A bola fechada de centro a e raio r é definida pelo conjunto
Bla,r]:={z € M : d(z,a) <r}.

c) A esfera de centro a e raio v é definida pelo conjunto
S(a,r):={z e M :d(z,a)=r}.

Definicao 1.15 Sejam M um espago métrico, X € M e a € X. Dizemos
que a é um ponto interior de X se existe r > 0 tal que B(a,r) C X.

O conjunto dos pontos interiores de X é denotado por int(X). Dizemos que
X é aberto se X = int(X).

Dizemos que F C M é fechado se M — F' é aberto em M.

Proposicao 1.16 Seja 7 a colegcao de todos os abertos de um espag¢o métrico
M. Entao:
(i) X, 0 €r;
(i1) Se A; € T para todo i € I, entdo |JA; € T;
il

(i1i) Se A; € T para todo i =1,...,n, entio [ A; € T.

i=1
Demonstragao. Cf. [7, Proposicao 2, p.65] m

Observagao 1.17 i) Utilizando as Leis de De Morgan da teoria de conjuntos
é facil ver que vale um resultado similar ao anterior para conjuntos fechados,
mais precisamente: o espaco todo e o conjunto vazio sao fechados; unioes
finitas de fechados sao fechadas; e interseccoes arbitrarias de fechados sao
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fechadas.

ii) Segue também da proposicao anterior que todo espa¢o métrico é um espago
topoldgico cujos abertos sao exatamente os abertos da definicao de métrica.
Além disso, as bolas centradas em x € M formam uma base de vizinhancas
de x.

Definicao 1.18 Sejam M um espago métrico, X C M e a € M. Dizemos
que a é um ponto aderente a X se para todo ¢ > 0, existe x € X tal que
d(a,z) < e. O conjunto de todos os pontos aderentes a X ¢ dito fecho de X
e é denotado por X.

Dizemos ainda que p é um ponto isolado do espago métrico M se existe
e > 0 tal que (B(p,e) —{p}) "M = Q.

Proposicao 1.19 Sejam M um espago métrico e F' C M. Entao F é fechado
em M se, e somente se F' = F.

Demonstracao. Cf. [7, Proposi¢ao 7, p.74] m

Definicao 1.20 Sejam M um espago métrico e D € M. Dizemos que D é
denso em M se D = M.

Proposicao 1.21 Sejam M um espago métrico, D C M tal que D € denso
em M eae M. Se existe e > 0 tal que (B(a,e) —{a}) N D = O, entio a é
um ponto isolado em M.

Demonstracao. Segue das defini¢oes 1.18 ¢ 1.20. m

Definicao 1.22 Seja M um espago métrico. Uma sequéncia em M é uma
fungdo f : N — M. Denotaremos a imagem f(n) por x,, € M. Assim
utilizaremos as seguintes notagoes (1,2, ..., Tn,...), (1), (Tn)neny OU
(n)n para denotar uma sequéncia. Utilizaremos a seguinte notagao (), C
M para expressar que os termos de tal sequéncia sao pontos de M.

Uma subsequéncia da sequéncia (z,), ¢ uma restricdo da fungdo f acima
a um subconjunto infinito N' = {n; < ny < n3 < ---}. Denotaremos uma

subsequéncia da sequéncia (z,,), Por (Tn, )k OU (T, Tngs Tng, - - -)-

Defini¢ao 1.23 Dizemos que uma sequéncia (x,) C M converge para o
ponto a € M se para todo € > 0, existe ng € N tal que d(z,,a) < €, sempre
que n > ng. Nesse caso, dizimos que a é o limite de (z,) e denotamos por

lim z,, =a ou xz,, — a.
n—oo
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Proposicao 1.24 Seja M um espag¢o métrico (x,) C M e a,b € M. Entao
a) Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente converge para o mesmo
limite.

b) Se x, — a ex, — b, entdo a =b.

Demonstragao. Cf. [7, Proposicao 2, Proposi¢ao 3, p.118] m

Proposicao 1.25 Sejam X um subconjunto de um espagco métrico M e a €
M. Entao:

a) a € X se, e somente se, existe (r,) C X, tal que x, — a.

b) X € denso em M se, e somente se, todo ponto de M € limite de uma
sequéncia de pontos em X.

c) X € fechado em M se, e somente se, X contém todos os limites de suas
sequéncias convergentes em M.

Demonstragao. Cf. [7, Proposigao 10, Coroldrio 2, Corolario 3, p.126,
p.127] m

Definicao 1.26 Sejam M e N espacos métricos, a € M e f: M — N uma
funcao. Dizemos que f é continua em a se para todo € > 0, existe § > 0 tal
que d(z,a) < ¢ implica que d(f(x), f(a)) < e. Dizemos que f é continua se
for continua em todo ponto.

Proposicao 1.27 Sejam M, N espacos métricos, a € M e f: M — N uma
funcao. Entao:

a) f € continua em a se, e somente se para toda sequéncia (z,,) C M tal que
T, — a, tém-se f(x,) — f(a).

b) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) [ € continua.

i) Para todo aberto A C N, tém -se f~*(A) aberto em M.

i) Para todo fechado F C N, tém -se f~Y(F) fechado em M.

Demonstragao. Cf. [7, Proposi¢ao 9, Proposi¢ao 3, Proposi¢ao 9, p.125,
p.68, p.76] m

Proposicao 1.28 Se f : M — N € uma fungao continua entre espagos
métricos e A C M, entdo fla: A — N também é contina.

Demonstragao. Cf. [7, Corolario da Proposi¢ao 1, p.33] m

Exemplo 1.29 Uma funcao f : M — N sobrejetora entre espacos métricos é
dita uma isometria, se d(x,y) = d(f(z), f(y)), para todos z,y € M. Note que
toda isometria é um homeomorfismo. Se d(z,y) < d(f(x), f(y)), para todos
x,y € M, dizemos que f é uma contracao fraca. Note que toda contragao
fraca é continua.
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Definigao 1.30 Seja (M, d) um espago métrico e (x,) C M. Dizemos que
(x,) € uma sequéncia de Cauchy, ou simplesmente é de Cauchy, se para todo
e > 0, existir ny € N tal que para todo m,n > ngy tem-se d(x,,,z,) < €.
Dizemos que o espaco métrico M é completo, se toda sequéncia de Cauchy
em M for convergente para um ponto de M.

Proposicao 1.31 a) Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, € de
Cauchy.

b) Se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente, entao
tal sequéncia é convergente.

Demonstracao. Cf. [7, Proposicao 3, p.162] =

Exemplo 1.32 R, C, R" e C" sao exemplos de espagos métricos completos.
A completude de R™ e C" se da em qualquer uma das métricas dy,ds € du.

Definigao 1.33 Seja M um espago métrico.

a) Dizemos que M é um espago de Baire se a interseccao de cada sequéncia
de subconjuntos abertos e densos de M ¢é ainda um subconjunto denso de
M.

b) Diremos que A C M é de primeira categoria em M se é possivel escrever

A= | A,, comint(A,) =0, Vn e N.
neN
Caso contrario, dizemos que A é de sequnda categoria.

Proposicao 1.34 Cada espaco de Baire nao vazio M ¢é de sequnda categoria
em Si mesmo.

Demonstracao. Suponha que M nao é de segunda categoria, ou seja, M é

de primeira categoria. Logo podemos escrever M = |J A, com A, fechado
neN
e int(A,) = O para todo n € N. Assim

C
@:MC:<UA,L) = N AL,
neN neN

Al ¢ aberto e A_EL = (int(A,))t = M, ou seja, AL é denso em M o que é um
absurdo, pois M é um espaco de Baire. m

Teorema 1.35 Todo espaco métrico completo é um espaco de Baire.
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Demonstragao. Seja M um espag¢o métrico completo nao-vazio (pois M =
O é trivial). Seja (U, )nen uma sequéncia de abertos densos em M e provemos

que (| U, édenso em M. Para tal, basta mostrar que ( N Un) NB(a,r) # O
neN neN
para todo a € M e r > 0. Fixe uma bola B(a,r) em M. Como U; é denso

em M, existe z; € M tal que 27 € Uy N B(a,r). Seja e < 1 tal que
B[Il,&fl] Q UjﬂB(a,T)

Agora para j > 1 temos que como U; ¢ denso em M, existe z; € M tal que
z; € UiN B(xj_1,6j-1). Sejag; < % tal que

Blzj,e;] CU; N B(wj-1,€5-1)

Por recorréncia, contrufmos sequéncias (z,) C M e (g,) com 0 < g, < 1,

satisfazendo

Blzp, e, C U, N B(xy_1,60-1), para todo n € N.

Como Blzy,en] C Blam, ] sempre que n > m, temos que d(zy, 2p) < =

sempre que n > m. Portanto (x,) é de Cauchy e como M é completo, existe
x € M tal que x,, — x. Note que

x € () Blrp,en) C (ﬂ Un) N B(a,r)

neN neN

Portanto (U, é denso em M. m
neN

1.3 Espacos Normados

Definigao 1.36 Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K = R ou C. Uma
norma em E é uma fungado ||-|| : £ — R, que associa a cada z € E o nimero
real ||z||, que satisfaz as seguintes propriedades:

(N1) ||z|| > 0 para todo z € E, e ||z|| =0 < x = 0.

(N2) ||Az]| = |\|||z]|, para todo x € E e A € K.

(N3) ||z + 9| < ||l=|| + ||y]|, para todo z,y € E (desigualdade triangular).

O par (E,||"]|) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente,
espago normado. Dado um espaco normado (F, ||-]|), a funcdo d : Ex E — R
dada por d(z,y) = ||z —y|| ¢ uma métrica em E. Portanto todo espago
normado é um espaco métrico e d é chamada de métrica induzida da norma.
Se F' é um subespago vetorial de E, entao (F, ||| |r) também é um espago
normado com a norma induzida de E.
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Exemplo 1.37 Dados n € Nep =1 ou 2, a funcdo |-|, : K* — R, dada
por

n P
=], := (Z|xz|p) ,com x = (xq1,...,1,) € K"

=1

faz de K™ um espaco normado. A fungao |||, : K” — R, dada por ||z|_ =
max {|z1],...,|z,|}, também faz de K" um espago normado. Observe que
di,ds e ds sao métricas induzidas de |||, |||l € |||, respectivamente. Na
verdade a primeira expressao define uma norma, qualquer que seja p > 1.
Veremos isso, num contexto mais geral, adiante.

Exemplo 1.38 a) O espago B(X, R) se torna espago normado com a fungao
Il : B(X,R) — R dada por || f|| = sup {|f(z)| : 2 € X}.

b) O espago C(]0, 1], R) se torna espago normado com a funcao ||-|| : C([0, 1], R) —

R dada por || f|| = sup{|f(z)| : = € [0, 1]}.

Proposicao 1.39 Sejam E e F espagcos normados e T : E — F uma
aplicacao linear. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) T € continua.

b) T € continua na origem.

c) sup {||Tz| : x € E; ||| <1} < o0

d) Eziste uma constante ¢ > 0 tal que ||Tx| < c||z||, para todo x € E.

Demonstracao. Cf. [5, Teorema 2.1.1., p.25] =

Denotamos por £(FE; F') o espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas
do espago normado E no espaco normado F'. Por meio da ultima proposicao
podemos enunciar o proximo resultado:

Proposigao 1.40 a) (£(E; F), ||-||) € um espago normado com a norma de
T € £(F; F) dada por

T := sup{[|Tz|| : = € E;[lx]| <1}.
b) Sejam A, B € £(E; F). Entao |BA| < ||B|||A]l-
c) Se E é um espag¢o normado de dimensao finita, T,,,T € £(E) para todo
n €N eT,(x) "= T(z) para todo x € E, entio T" "=° T em £(E).

Demonstragao. Para a letra a) confira em [5, Proposicao 2.1.4, p.26]. A
letra b) segue diretamente da definigdo em a). Para a letra c¢) confira em [4,
Proposigao 1.2.3, p.5| =
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Definicao 1.41 Seja (X, ||-|]|) um espaco normado e p > 1. Definimos:
) 5,00 = {o = @en < X S el <o
i=1

1) 120 = { = €nes © X ssup ] < oo

c) co(X) ={z = (& )neny C X : & — Ox}, onde Ox é o vetor nulo de X.
d) Coo(X) = {:IZ' = (fn)nGN Cc X: Hno € N, fl = Ox,Vi > no}.

E facil verificar, com a excegao de £,(X), que os conjuntos definidos acima sao
espagos vetoriais. Além disso ¢o(X) e cgo(X) s@ao subespagos de £ (X). Nosso
proximo passo sera apresentar fungoes que tornam tais espacos vetoriais em
espacos normados. Tendo em vista os proximos capitulos, daremos um foco
maior para os espagos £,(X). Quando X = K, denotaremos ¢,(K) por ¢,.

Proposicao 1.42 Seja (X, ||-||) um espaco normado. Entio ({oo(X), -||.)
¢ um espago normado, onde |||.. : oo — R ¢ dada por ], — sup |zl
J

Portanto co(X) e coo(X) sao espagos normados com a norma induzida de
loo(X).

Demonstracao. Cf. [5, p.12] =

O préximo resultado, conhecido como desigualdade de Minkowski, garante
que £,(X) é espago vetorial, para todo p > 1.

Lema 1.43 Seja (X, ||-||) um espago normado. Sejam (z;);, (y;); € €p(X),
com 1 < p < oo, entdo vale a sequinte desigualdade:

1 1 1
o] P o] ) [ee) )
(z e + yjnp) < (z ||a:j||p) i (z ||yj||p)

Demonstragao. Segue de [5, Proposigao 1.4.2, p.12] m

Proposigao 1.44 Sejam (X, ||-||) um espago normado e 1 < p < co. Entao
(p(X), [Ill,) € um espago normado, onde ||-||,, : £,(X) — R € dada por:

el = (£ ijup)é

Demonstracao. Sejam (z;);, (y;); € £,(X).

-

(N1) )], = (i Ha:jup)p > Jlanl] > 0, ¢
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1
P

il = (£ ost?)
(z;); = 0.

=0 Yzl =0 flzjll = 0,¥j € N «
i=1

1
p

) NGyl = 10l = (£ ||ij||p); = (W) = (5 ijHp)i

=1

(AT CEs)s ], -

Jun
-

(N3) 1(3); + ()il = (s + 4l = (i la; + yjnp) ' < (i ||xj||P)”+
(St?) = Uil + Nl

O operador a seguir tera um papel fundamental em nosso trabalho.

Proposicao 1.45 Seja X um espago normado e a € K. Entao o operador

aB:l,(X) —  ,(X)
(Tn)nen > a(Tny1)nen

€ linear e continuo.
Demonstracao. Dados (2,,)n, (Yn)n € £,(X) e b € K, a linearidade segue de
aB((#n)n + 0(yn)n) = aB((2n + byn)n) = a(Tni1 + byni1)n =
a(Tni1)n + a(byns1)n = aB((xn)n) + baB((Yn)n)

Para a continuidade, demonstraremos que ||aB|| < co. Vejamos que || B|| = 1.
De fato, note que para todo (1, zg, x3,...) € £,(X) com [[(z1, x2, 23, ...)[|, <
1 temos

00 : 50 :
|B(er, 2,0, )], = (zuxnup) < (zuxnnp)
n=2 n=1

= ||(JJ1,ZL‘2,ZE3,. . )“p <1

Agora, para x € X,z # 0, segue que

HB (o,i,o,o,...)
(Ed]

Portanto || B|| = 1 e dai ||aB|| = |a|, o que conclui a prova. m
Seja aR : (,(X) — €,(X) o seguinte operador:

=1
P
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R(x1,22,...) = a(0,z1, 29, ...)

De forma andloga a iltima proposicao prova-se que tal operador é linear,
continuo e ||aR|| = |al.

Definicao 1.46 Seja 7' : ' — F' uma transformacao linear bijetora entre
espagos normados. Dizemos que T é um isomorfismo se T' for um homeo-
morfismo.

1.4 Espacos de Banach

Definigao 1.47 Seja (F,||-||) um espago normado. Dizemos que E é um
espago de Banach se E for completo com a métrica d(z,y) = ||z — y||, pro-
veniente da norma.

Exemplo 1.48 K" munido com qualquer uma das normas dadas no Exem-
plo 1.37 é um espaco de Banach.

Proposicao 1.49 O espaco B(X,R), munido da norma apresentada no Exem-
plo 1.38, é um espago de Banach.

Demonstragao. Cf. [5, Exemplo 1.1.2, p.2] =

Proposicao 1.50 Seja E um espaco de Banach e F' um subespaco de E. Se
F € fechado em E, entdo F' € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (z,), C F uma sequéncia de Cauchy. Como F é um
espago de Banach e (z,), C F' C E, existe z € E tal que x,, - x. Como F'
é fechadox € F. =

Exemplo 1.51 C'(X,R) é um espago de Banach. De fato, pela tltima pro-
posigao basta mostrarmos que C(X,R) é fechado em B(X,R). Para tal, seja
(fa)n € C(X,R) tal que f, — f € B(X,R). Devemos mostrar que f é
continua, e para isso mostraremos que f é continua em todos os pontos de
X. Sejax e X ee>0. Como f, — f, existe np € N tal que

VzeX e n>ng tem-se |[f.(2)— f(2)] <5
Em particular como f,, é continua em z, entao existe § > 0 tal que
Yy € B(x,0) tem-se |fn,(y) — foo(7)] < 5.
Entao para todo y € B(z,J) temos

1f (@) = fW)] = 1(f(2) = fno (@) + (fno (@) = S (W) + (o (¥) = F ()]
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< |f(@) = fo (@) + o (2) = Fro W) + | fno () — fy)] <€
Portanto f é continua em .

Exemplo 1.52 Seja X um espaco de Banache 1 < p < oo. Entéo (£,(X).[][,)
é um espaco de Banach.

De fato, seja (x,), C £,(X) uma sequéncia de Cauchy. Para cada n € N
temos x,, = (a?)j C X. Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que para todos
n,m > ngy tem-se

B =

() Nwn = 2mll, = (lela?—azﬂllﬂ <e

Em particular
lof = a'[| < llwn — wmll, <

para todos n,m > ng e 5 € N. Portanto (a}‘)n é uma sequéncia de Cauchy

em X para cada j € N. Como X é completo existe a; = lim af, para cada
n

j € N. Seja x = (o); e provemos que = € {,(X) e que z,, — z. De fato,
segue de (1) que

" »
p
) (Zlloj—ap|]") <e
j=1
para todos n,m > ng e 7 € N. Fazendo m — oo segue que

k
(z ||a;—ajup) <
7j=1

para todo n > ng e k € N. Logo

S P
> lof —ag" ) <e
J=1

para todo n > ng. Assim x,, —x € £,(X) e ||z, — z[|, < € para todo n > ny.
Segue que £ = —(z, — ) + , € Lp(X) e que z, — .

B =

D=

Exemplo 1.53 Nao ¢ dificil verificar que ((oo(X), [|-|l) é um espaco de
Banach e que ¢g(X) é um subespago fechado de ¢, (X), portanto é também
um espaco de Banach.
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Definicao 1.54 Um espaco métrico é dito separdvel se existir um subcon-
junto enumeravel D C X, tal que D = X.

Exemplo 1.55 E facil ver que K» é um espago separavel. Para K = R,
basta ver que Q" é enumeravel e que Q® = R". Para K = C, basta trabalhar

com (Q x Q)™.

Proposigao 1.56 Seja Py([a,b],R) o conjunto dos polindmios definidos no
intervalo [a,b] que possuem coeficientes racionais. Entio Po([a,b],R) =

C([a,b],R).
Demonstragao. Cf. [5, Teorema 1.6.6, p.17] =

Exemplo 1.57 C([a,b],R) é separdvel. Primeiro observe que Fy([a,b],R) é
enumeravel por conta da bijecao abaixo:

[ Po(la, 0, R) = LGJN{(qi)?:oiinQ}

n .
%qix’ — (@:)i-o
Z:

tendo em vista que o contradominio é enumeravel por ser uma uniao enu-
meravel de conjuntos enumeraveis. Pela tltima proposicao concluimos que
C([a,b],R) é separavel.

Proposigao 1.58 Se (X, || - ||) € um espago separdvel, entio ¢,(X) é um
espago separdvel, para 1 < p < 00,.

Demonstracao. Como X é separavel, existe um conjunto enumerével
D; C X, tal que D; = X. Defina

D = {(a;); € coo(X) : a; € Dy}

Tal conjunto é enumeravel, visto que ele estda em bijecao com o conjunto

J D™, que é enumeravel por ser uma uniao enumeravel de conjuntos enume-
neN
raveis. Provaremos que D é denso em /,(X). Sejam (a;); € £,(X) ee >0

oo
dados. Como > ||ay||” < oo, existe ng € N tal que

n=1
oo
> eyl < (5)P-
n=ng+1
Seja y = (ai,...,0,,,0,0,...). Como D; é denso em X, para cada j =
1,...,ng, existe B; € D; arbitrariamente proximo de «;. Ou seja, existe
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Z:(ﬁh...,ﬁno,o,o,...)ED

tal que
no
Eﬂ%“%MW<(@“
Dai

lz = 2ll, < llz = yll, + [ly = 2[l, =

(S talr) + (10— a) <o

n=ng+1

Portanto D é denso em /,(X). m

1.5 Limite Superior e Limite Inferior

Os conceitos abordados nessa secao serao uteis para o Capitulo 3. Aqui
estaremos utilizando as defini¢coes de infimo e supremo trabalhadas em um
curso bdsico de Andlise Real. Dada uma sequéncia (a,),, denotaremos o
conjunto de seus termos por A = {a,}, e o supremo do conjunto A por
sup {a, }. Analogamente denotaremos o infimo de A por inf {a,}.

n n

Definigao 1.59 Seja (an), C R e {an}, .y 0 conjunto dos termos dessa
sequencia.
a) Para cada N € N, defina Ay = sup {a,},,» 5. Definimos o limite superior

de (a,), como sendo o limite da sequéncia (Ay)y, € 0 denotaremos por
lim sup a,,.
n
b) Para cada N € N, defina By = inf {a,},~ . Definimos o limite inferior
n >
de (a,), como sendo o limite da sequéncia (By)y, € 0 denotaremos por

liminf a,.
n

A seguinte proposicao diz respeito a algumas propriedades aritméticas envol-
vendo limite superior e limite inferior. A demonstracao da mesma é simples
e decorre da defini¢ao acima.

Proposicao 1.60 Sejam (ay), € (bn)n sequéncias de nimeros reais e A > 0.
Entao:
a) liminf a,, <limsup a,.

b) liminf Aa, = A liminf a, e limsup Aa, = A limsup a,.
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¢) liminf — a,, = —limsup a,.

d) limsup (a, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.

e) liminf (a, + b,) > liminf a, + liminf b,.
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2 Hiperciclicidade e Transitividade Topolégica

Esse capitulo foi baseado no Capitulo 2 de [10], na Secdo 2.1 de [4],
nos dois primeiros capitulos de [6] e no Capitulo 1 de [1]. Trabalharemos
inicialmente com o conceito de transitividade topologica e posteriormente
com o conceito de hiperciclicidade. Veremos no Teorema da Transitividade de
Birkhoff que tais conceitos sao equivalentes quando se trabalha com espacos
de Banach separaveis. Veremos também o classico exemplo do operador
de Rolewicz e, por meio de um critério de hiperciclicidade, faremos uma
generalizagao do mesmo.

2.1 Transitividade Topolégica

Defini¢ao 2.1 Um par (X,7T) onde X é um espago métricoe T : X — X
é uma aplicacao continua, recebe o nome de sistema dinamico. Observamos
que tal definicao pode ser estendida para espacos topoldgicos.

Definigao 2.2 Dados (X,T) um sistema dinamico e x € X, definimos a
orbita de x em relacao a T por

Orb(T,z)={T"(x);n € N}

Defini¢ao 2.3 Seja (X, 7T') um sistema dinamico. Dizemos que z € X é um
ponto periodico de T, se existe algum n € N com n > 1 tal que T"(z) = .
O menor n que sastisfaz tal propriedade é dito periodo de .

Observe que, no caso de x ser ponto periédico, Orb(T,z) tem exatamente
n elementos. De fato, para todo p € N, pelo teorema da divisao, podemos
escrever p = ng +r com 0 < r < n. Portanto T?(x) = T"(T"(z)) = T"(x),
onde 0 <r <n.

Definigao 2.4 Um sistema dinamico (X, 7T) é dito topologicamente transi-
tivo se, para quaisquer A;, Ay C X, abertos e nao vazios, existir n € N tal

que T"(A;) N Ay # O.

Durante o texto trabalharemos somente com abertos diferentes do con-
junto vazio, a menos que seja dito o contrario. A seguir, demonstraremos
uma proposicao que nos auxiliard a provar que os sistemas dinamicos mos-
trados nos proximos exemplos sao topologicamente transitivos.
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Proposicao 2.5 Seja (X, T) um sistema dinamico, onde X nao possui pon-
tos isolados. Entao:

1) Se x € X € tal que Orb(T,x) = X, entao Orb(T,T™(z)) = X para
todon > 1.

1) Se existe x € X tal que Orb(T,x) = X, entao (X, T) € topologicamente
transitivo.

Demonstragao. i) Suponha, por absurdo, que existam a € X e € > 0 tais
que
B(a,e) N Orb(T,T"(z)) = O (1).
Logo
Bla,e)n{T’(z);j=1,....n—1} # 0,

pois caso contrario Orb(T, x) nao seria densa em X.

Observe que se i # j, entao T%(x) # T7(x), pois caso contréario x teria
6rbita periédica, logo existiria k > n — 1 tal que T%(x) = T7(z). Portanto
teriamos

B(a,e) NOrb(T, T"(x)) # O. (2)

Seja B = {T™(x),...,T™(x)} C B(a,e) com m;,p < n — 1, para todo
1=1,...,p. Tome

d =min{d(T™ (z),a),...,d(T" (x),a)}.

Se § > 0, entdao B(a,d) N Orb(T,z) = O, logo Orb(T, z) nao é densa (Ab-
surdo). Se & = 0, entdo existe um 7™ @) € B tal que d(T™(z),a) = 0, ou
seja T™i(z) = a. Por (2),

0 == min{d(T™ (x), T™ (z));i=1,...,n—1;i # j} > 0.
Portanto, pela Proposigao 1.21, 7™ (z) é ponto isolado em X, pois
(B(T™i(x),01) — {T™ (x)}) N Orb(T,x) = O
e Orb(T,x) é denso em X (Absurdo).

ii) Sejam A;, As C X abertos. Como Orb(T,z) = X, entdo existe n € N tal
que T"(z) € A;. Pelo item i), Orb(T,T"(z)) = X. Portanto existe m € N,
com m >n — 1, tal que T™(T™(z)) € Ay. Chamando T"(x) = a, temos que
a€ Ay eT™(a) € Ay. Portanto T"(A1)NAy #O. m

Exemplo 2.6 Seja S' = {2 € C;|z|=1}. Dado a € [0,27) definimos a
aplicacao rotacao pelo angulo o como sendo
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Ry :S*— S' R.(2) =€z

Primeiro observe que tal aplicacao estd bem definida. De fato, dado z € S*
temos que |R,(z)| = |e||z| = 1, portanto R.(z) € S*.
Utilizando a métrica induzida pela métrica usual em C note que

|eiazl — emz2| = !eia| |21 — 22| = |21 — 22|, V21, 20 € S™.

Portanto R, é uma isometria, logo continua. Além disso, prova-se de forma
andloga que R" é isometria, para todo n natural. Logo (S, R,) é um sistema
dinamico.

Note que R"(z) = e™z. De fato, para n = 1 a igualdade é trivial. Agora,
supondo que a igualdade seja satisfeita para algum j > 1, temos R/ (z) =
ez, Aplicando R, em ambos os lados obtemos

Ro(RI(2)) = Ro(e792) = (RIFY(2)) = (e'®e¥%) = etlUtDay |
Portanto, por inducao, tal igualdade é valida para todo n € N.

Proposicao 2.7 Se a = 2.7r.§, onde p,q € 7Z sao primos entre si, entao
todo z € S* tem drbita periddica em relacio a aplicagdo R,.

Demonstracao. Dado z € S!, para provar que sua érbita é periédica, basta
mostrar que existe algum n > 1 tal que R?(z) = z. Tomando n = ¢ obtemos
Ri(z) = T iy = 2™y = 2 m

Quando « é como acima, segue do Teorema da Transitividade de Birkhof
(que sera provada mais adiante) que (S', R,) nao é topologicamente transi-
tivo.

Para a proxima proposicao precisaremos do lema abaixo que, além de ser
bem intuitivo, pode ser facilmente demonstrado.

Lema 2.8 Dados a,b € St o tamanho do arco menor compreendido entre
a e b, denotado por ab, é maior que d(a,b), onde d é a metrica induzida da
métrica usual em C.

Proposicao 2.9 Sejam a um numero irracional e o = 2wa. Entdo
Orb(Ry, 2) = S, para todo z € S*.

Demonstragao. Observe que, para qualquer z € S', se R™(z) = R"(z)

entao m = n. De fato,
z

R™(z) = R"'(z) = emmay = ¢i2may 2D giznim—n)a — | = cos(2m(m —n)a) +
i(2r(m—n)a) =1 = sen(2nr(m—n)a) =0= (m—n)a=k € Z K =n.
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Dados w € S' e ¢ > 0, vamos encontrar n € N, tal que d(R"(z),w) <
27

e. Para tal, tome N como sendo o menor natural que satisfaz 5 < e.
Considere os N + 1 pontos de S' dados por R!(z), onde i = 0,..., N. Pelo
dltimo pardgrafo, sabemos que sdo todos distintos. Particionando S em
N arcos de mesmo tamanho, note que cada arco terd tamanho menor que
e. Portanto, pelo Principio da Casa dos Pombos, pelo menos 2 dos N + 1
pontos estarao em um mesmo arco. Logo existem 0 < m <n < N + 1, tais
que d(R(2), R2(z)) < e.

Como R é isometria, entdo d(z, R"™(z)) < €. Por RI™™ também ser
isometria, para todo j € N, tem-se d(RE{‘”(""”)(z), Rfl(n_m)(z)) < e. Como
w esté no arco RY" V™ (2)RPU™ (2 para algum j € N, cujo tamanho
é menor que €, segue do lema acima que d(w, REZO‘”(""”)(Z)) <e m

Quando « é como acima, segue do item ii) da Proposi¢ao 2.5 que (S', R,)

¢ topologicamente transitivo.

Exemplo 2.10 Seja Yo = {(xn)nen; zn € {0,1}}, isto é, o conjunto das
sequéncias cujas coordenadas sao 0 ou 1. Dados x,y € ¥, definimos a se-
guinte métrica em X, :

day) = > gl

Considere a aplicagao o : 9 — 3y dada por o(z1, g, x3,...) = (22, 23, Ty, - . .).
Observe que ¢ é continua, visto que é uma contracao fraca. De fato,

d(o(x), oly)) = i'wzzyn' < io; — d(z,y).

Portanto (¥5,0) é um sistema dinamico. A seguir, provaremos que tal
sistema dinamico é topologicamente transitivo. Mostraremos que ha uma
sequéncia em s, cuja Orbita é densa. Para nos auxiliar, provaremos o se-
guinte lema:

Lema 2.11 Sejam z,y € Y, entao x; = y; para j = 1,...,m se, e somente
se, d(z,y) < 2.

Demonstracao.
S |20 —yn] S S~ 1 _ 1
:>) d(%y)zz on . Z on < Z on T gm-
n=1 n=m-+1 n=m+1

<) Suponha, por absurdo, que para algum j € {1,...,m}, z; # y;. Se
j =m, entao T,, # Ym €

1 |$m - ym| C |$n - yn| 1
— _m Iml - o Inl
om om —; on — 2m’
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ou seja, Ty, = Ym, contradigao. Logo j € {1,...,m — 1}. Mas, neste caso,

1 o=yl =z —yal 1
i o B ) Pn = Inl =
27 27 _; AL — om’

o que também é um absurdo, visto que a funcao f(z) = 2% é decrescente. m
Proposicao 2.12 (X9, 0) € topologicamente transitivo.

Demonstragao. Seja z = (z;)ken € 2o, tal que, z contém todas as sequéncias
finitas cujas coordenadas sao 0 ou 1, ou seja, dada uma sequéncia finita
(Y1,--,Ym) com y; € {0,1} para j = 1,...,m, existe p € N tal que
Zp = Y1, Zpt1 = Y2, - - -, Zptm—1 = Ym. Provaremos que Orb(o, z) = Xs.

Seja w = (wi)ren € Yo e € > 0. Tome ny € N, tal que 5= < . Pela

210
definicao de z, existe p € N, tal que

Zp = W1, Zp41 = W2,y -+ -y Zptng—1 — Wny-
Portanto o?7'(2) = (w1, ..., Wy, --.), ou seja, oP71(2) e w possuem as ng
primeiras coordenadas iguais. Pelo lema anterior,
d(oP™! L
(6P (2),w) < o <€

Portanto, Orb(o,z) = X9 e segue da Proposicao 2.5 item ii) que (Xy,0) é
topologicamente transitivo. m

Proposicao 2.13 Seja (X, T) um sistema dinamico tal que T € inversivel
e possui inversa continua. Entdo (X,T) é topologicamente transitivo se, e
somente se (X, T~1) é topologicamente transitivo.

Demonstragao. =) Devemos mostrar que dados Ay, As C X, abertos,
existe um m € N; tal que T7"(A;)NAs # @. Como (X, T) é topologicamente
transitivo, existe m € N, tal que T (As)NA; # 0. Logo existe x € A, tal que
T™(x) € Ay. Assim, x € T"™(A;) = {y; T™(y) € A1} e x € Ay. Portanto
T-"(A;) N Ay # Q.

<) Anéloga a ida. =

Proposicao 2.14 Seja (X, T) um sistema dinamico tal que T' é inversivel e
possui inversa continua. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1) (X, T) € topologicamente transitivo.

1) Para todo aberto A C X tem-se |JT"(A) = X.

n=1

i9t) Para todo aberto A C X tem-se |JT"(A) = X.

n=1
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Demonstracao. i) = ii): Seja A C X um aberto. Devemos mostrar que

oo

dado um elemento z € X e ¢ > 0, existe a € |JT"(A) tal que a € B(z,¢).
n=1

Ora, como (X,T) é topologicamente transitivo e A e B(x,¢) sao abertos,

existe m € N tal que T™(A) N B(x, &) # Q.

ii) = iii): Seja A C X um aberto. Devemos mostrar que dado um elemento

r e Xee>0, existea e [JT"(A), tal que a € B(x,e). Como B(x,¢) é

n=1

aberto, por hipdtese temos |J T"(B(z,¢)) = X. Logo, existe m € N tal que
n=1
T™(B(xz,e)) N A # . Portanto, existe y € B(z,¢) tal que T™(y) € A, isto
é,yeT™(A)={z¢€ X;T™(z) € A}. Portanto, |JT™(A) N B(z,e) # .
n=1

iii) = i): Dados A1, As, abertos quaisquer de X, devemos mostrar que existe
m € N tal que T™(A;) N Ay # . Por hipdtese temos que U T-7(Ay) = X,

logo existe m € N tal que T-™(A43) N A; # O. Portanto ha um r € A
tal que T™(x) € Ay. Assim, T™(z) € T™(A;), pois x € Ay e T (z) € As.
Entao T™(A;) N Ay # . =

Na préxima definigdo, daremos uma nocao de “igualdade”entre dois sis-
temas dinamicos.

Definicao 2.15 Sejam (X, T) e (Y, F') sistemas dindmicos.

i) Dizemos que (X,T) é quase conjugado & (Y, F), se existe uma fungao
continua ¢ : Y — X, com imagem densa, tal que T o ¢ = ¢ o F', ou seja, o
diagrama abaixo comuta:

y & vy
) e
T
X = X

ii) Dizemos que (Y, F') e (X, T) sdo conjugados, se ¢ é um homeomorfismo.

Observacao 2.16 E claro que se (Y, F) e (X,T) sao conjugados, entdo
(X,T) é quase conjungado a (Y, F') e vice-versa.

Proposicao 2.17 Se (X,T) é quase conjugado a (Y, F) e (Y, F) € topologi-

camente transitivo, entao (X,T) € topologicamente transitivo. Ou seja, a
transitividade topoldgica € preservada por quase conjugacao.
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Demonstracao. Seja ¢ : Y — X continua e com imagem densa, tal que
To¢p=¢olF. Observe que T" o ¢ = ¢ o F™, ¥Yn € N. De fato, vale para
n = 1 por hipdtese. Suponha que tal propriedade vale para algum j € N, ou
seja, T7 o ¢ = ¢ o FJ. Portanto,

To(T?op)=To(poFI)= (T""og¢)=(To¢)oFl =
(Tit 0 @) = (po F)o FI = Fitlo¢ = o Fitl,

ou seja, vale para j + 1. Logo por inducao vale para todo n € N.
Dados A;, Ay C X abertos, queremos mostrar que existe m € N, tal que
T™(A;) N Ay # . Pela continuidade de ¢, temos que ¢~1 (A1), ¢~ 1(Ay) sdo
abertos em Y e nao vazios pela densidade de ¢.

Como (Y, F') é topologicamente transitivo, existe m € N tal que

F™ (¢~ (A1) No ' (Ag) # Q.

Portanto, existe y € ¢~'(A), tal que ¢(y) € A; e F™(y) € ¢ (Ay), ou seja,

¢(F™(y)) € As.
Como ¢(y) € Ay, entao T (¢(y)) € T™(Ay). Por outro lado, como

P(F"(y)) € Az e
P(E™(y)) = (¢ o F™)(y) = (T™ o 9)(y) = T™(¢(y)),
entdo T™(p(y)) € Az. Logo T™(A;) N Ay # D). m

Corolario 2.18 Se (Y, F') e (X, T) sado conjugados, entao (Y, F') é topologi-
camente transitivo se, e somente se (X, T) é topologicamente transitivo.

Demonstracao. Segue diretamente da Observagao 2.16 juntamente com a
Proposicao 2.17. =

Exemplo 2.19 Vamos definir a seguinte relagao em R:
r~ysSIkelZirx—y=~Fk

Tal relacao é de equivaléncia, de fato:

i)z ~x poisx—z=0.

ii) Se = ~ y, entao existe k € Z, tal que z —y = k. Logo y ~ x, visto que
y—x=(—k).

iii) Se x ~ y e y ~ z, entdo existem k,l € Z, taisque x —y =key —z =1l
Portanto x ~ z, visto que x — z = (k +1).

Denotamos o conjunto quociente dessa relacao de equivaléncia por R/Z.
Provaremos a seguir que R/Z, com a topologia quociente, é homeomorfo a

St
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Proposigao 2.20 (R/Z,7:) é homeomorfo a S*.

Demonstracao. Para tal demonstracao, utilizaremos as Proposicoes 1.7 e
1.8. Considere a seguinte aplicacao:
f:R — St
t — 627’rit

Primeiro, observe que tal aplicacao é continua e é claramente sobrejetora.
Além disso, f é aberta, de fato, para todo x € Ree < 7, f(v —e,2 + ¢)
sera um arco de tamanho menor que 7w sem suas extremidades. Portanto,
f(z —e,x + ¢) é aberto, visto que é a interse¢ao de algum semiplano aberto
com S!. Portanto, dado U um aberto da reta e x € U, existe € < 5, tal que
(x —e,x+¢) e U. Logo

f@)e flx—ex+e) C fU)
Aberto

Portanto f é aberta. Observe que :
T~y ST -y ELS = s f(z) = fy)

Portanto, pela Proposigao 1.8, temos que (R/Z, 7z) é homeomorfo a (S*, 7).
Pela Proposicao 1.7 temos que (R/Z, 7;) é homeomorfo a (S*,7), onde 7 é a
topologia usual em S'. =

Denotaremos por f esse homeomorfismo proveniente da Proposicao 1.8.
Seja a € R e defina
T.: R/Z,7:) — (R/Z,73)
x = T+«

E facil ver que tal funcao estd bem definida e é uma bijecao. Provemos a
continuidade. Seja V' um aberto de (R/Z,71z). Por definicdo da topologia
quociente, temos que U := 7~ 1(V) é um aberto da reta. Dado A C R/Z e
a € R/Z, definimos A+ & :={x + a:x € A}.

Observe que T, ' (V) = V — a. Portanto devemos provar que 7 '(V — @) é
um aberto da reta. Note que

U=7'(V)=U-a=rV-a),

onde U—a :={x—a:x €U CR}. ComoU é aberto, entdo U —a é aberto
(pois a fungao translagio na reta é um homeomorfismo). Logo 7=}V — @)
é aberto. Portanto T.,'(V') € 7z. Logo T, ¢é continua. Portanto (R/Z,T,) é
um sistema dinamico.

Note que (R/Z, T,,) é conjugado a (S, Rara), visto que Toof ™1 = f~1oR,,
de fato:
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T, o f—1(627rit) _ Ta@ —fF+ae f—l o R2m(€2mt) _ f—1(62m(t+a)) —fI+a
Portanto, pelo Corolério 2.18, se « € R — Q, entdao (R/Z,T,) é topologica-
mente transitivo. Agora, se o € Q, entdao (R/Z,T,) nao é topologicamente
transitivo, visto que se fosse topologicamente transitivo, entdao (S, Rarq)
seria. Porém isto nao é verdade, conforme visto anteriormente.

Teorema 2.21 (Transitividade de Birkhoff) Seja X um espago métrico

completo, separdvel e sem pontos isolados. Um sistema dinamico (X,T) é
topologicamente transitivo se e somente se existe a € X, tal que Orb(T,a) =

X.

Demonstragao. <) Foi feita na Proposigao 2.5 item ii).

=) Seja
D(T) = {ae X;W:X}.

Nosso objetivo é mostrar que tal conjunto é nao vazio. Como X é separavel,
existe um conjunto denso e enumeravel em X, denotemos esse conjunto por
D = {ay; k € N}. Portanto, dado n € N, as bolas By,,, = B(ay, =) formam
uma base enumeravel para a topologia em X. De fato, seja A um aberto em
X. Entao dado y € A, existe ¢ > 0, tal que B(y,e) C A. Como D é denso
em X, existem a,, € D e n € N, tais que d(ap,y) < % < £. Afirmamos que
Bpn = Blam, %) C B(y,¢). De fato, dado z € By, , temos

d(z,y) < d(2, am) + d(am, y) <5,
logo
A= U {y} CUBn. CA.

yeA

Portanto, A se escreve como uma uniao de bolas do tipo B, .

Afirmamos que © € D(T) se, e somente se, Vk,n € N, existe m € N
tal que T™(x) € By,. De fato, se x tem érbita densa, entao dados ay e
n € N, existe m € N tal que, d(T™(z),a) < %, ou seja, T™(x) € Byp.
Agora provaremos a volta, ou seja, que x tem érbita densa. Dado a € X e
e > 0, existe n € N; tal que % < e. Como D é denso em X, existe a, € D,
onde d(ay,a) < % Portanto a € By a,. Por hipétese, existe m € N tal que

T™(z) € By an, logo
1
d(T™(x),a) < d(T™(z),ar) + d(ag,a) < — < e.
n
Reescrevendo o que acabamos de provar, em notacao de conjuntos, temos
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D(T)= N UT™"(Bim)-
k,meN n=0
Como T' é continua e By, é aberto para todos k,m € N, entao para todo
n € N temos que T~ "(By,,) ¢ aberto. Como qualquer unido de abertos em

X é aberto em X, temos que |J T "(Bym) é aberto. Como (X,T') é topo-
n=0

o
logicamente transitivo, segue da Proposicao 2.14 item iii) que |J 7" (Bym)
n=0
é denso em X. Portanto, temos uma uniao enumeravel de conjuntos abertos

densos, logo pelo Teorema de Baire (Proposi¢ao 1.35) D(T') é denso em A e,
portanto, nao vazio. m

2.2 Hiperciclicidade

Definigao 2.22 O par (X, 7)) é dito um sistema dinamico linear, se X é um
espaco de Banach e T': X — X é um operador linear continuo.

Definicao 2.23 Dizemos que o sistema dinamico linear (X, T") é hiperciclico,
se existe a € X, tal que Orb(T,a) = X. Tal ponto é dito vetor hiperciclico.

Exemplo 2.24 (Operador de Rolewicz): Na Se¢io 1.3 vimos que, em
l,, para 1 < p < oo, o operador T' = aB : {, = {,, com a € K, dado por

T (21,29, 3,...) = a(xg,x3,...)

€ linear e continuo. A sequir, daremos uma condi¢do para que (€,,T) seja
hiperciclico.

s

Teorema 2.25 Sejam 1 < p < 0o e a € K, tal que |a] > 1. Entao ({,,T) é
hiperciclico.

Demonstracao. Na Secao 1.3, mostramos que os operadores aB e aRR, em
,, além de serem lineares e continuos, tém norma igual a |a| (Proposigao
1.45).

Note que B o R = Id, de fato, dado (z1,z2,23,...) € {p, temos que
Bo R(xy,x9,23,...) = B(0, 21, %9, 23,...) = (21,22, 23,...). Suponha agora
que B/ o R/ = Id para algum j € N. Aplicando B a esquerda e R a direita
temos que B/tlo R/*! = RoB = Id. Portanto por inducao, tem-se B"oR" =
Id para todo n € N. Assim, definindo S := %R, temos que 1" o S™ = Id para
todon € N, [|T|| = |a] e ||S|| = ‘7‘1”

Sabemos que o conjunto

D = {x” = (2); € coo : 2} € Q',Vn,j € N},
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ondei =1se K=Rei=2seK=C, édenso em ¢,. Denotaremos por
k(n) o maior indice j de ™ tal que 2} # 0. Para qualquer n € N temos

[E
Ismam |, < I1SI™ lla", = =,

|a|’"

Como |a| > 1, segue que [|S™z"||, "2 0. Logo é possivel construir uma

sequéncia crescente r, de nﬁmeros naturais tais que

rp > max{k(i);1 <i<n}
e

1Sz, < (5+)"

Para cada n € N defina
p(n) = 2:17“,

Provaremos a seguir que
o0
Ty = > Sy
n=1

tem drbita densa em £,, o que conclui a prova. Note que x, € ¢,. De fato,
como para n > 1 temos p(n) = p(n — 1) + r,, entéo

HSp(n)xn”p _ ”Sp(n—l)(Srnxn)Hp < HSHp(n_l) HSrnanp

< o ()" < ()"

'l
p

E para n =1 temos que HSp(l)x < (%)p, portanto

2 [|srmar]], < 32 (30)" < X <
Observe que se 2z = (xin,xgl,...,xz%m),o,(),...) entdo THMz™m = 0, em

particular, T?z™ = 0 para todos m € N e i > k(m). Fixando um n € N
temos que

ZTP ) gp(m) m
ZTP m)gm g TR Gen) gn | S Tw(m) gptm)
m=n-+1
ZTP mg™m 4 g + ZSPWM
m=n+1
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Para 1 <m <n —1, temos

i=m+1
portanto
TP gy — 2" = Z gp(m)=p(n) ..
m=n+1
Logo
| TP g — 2| :H f: Gpm)=p(n) pm|| < i | P =p(m) ]|
P m=n-+1 p m=n+1 P

O 0o
= Z HSP(m—l)—p(n)H HSTml.me - Z \alp(m—ll)—p(n) HSTmmme
m=n+1 m=n+1

< X STl < X 5w =g
m=n-+1 m=n+1
Portanto, para todo n € N, temos que HTP(")IO — x”Hp < 2%
Dado x € ¢,, como D ¢é denso em /,, existe uma sequencia (2™ );eny C D

tal que 2™ 757 2. Dado € > 0 entdo existe mj, € N tal que
mj > mj, = ||la™ — pr <.

1

g
Tomando m; de forma que m; > my, e 5m; < 5, segue que

| TP g — pr < ||TPmi) g — xmﬂ'Hp + [|z™ — @l , < 5+ 5 =¢.
Portanto a drbita de z é densa em ¢, portanto (¢,,7") é hiperciclico. m

A seguir discutiremos algumas propriedades sobre hiperciclicidade. A pri-
meira observagao que faremos é que pela definicao de hiperciclicidade, pode-
mos escrever o Teorema da Transitividade de Birkhof da seguinte forma:

Teorema 2.26 (Transitividade de Birkhoff): Seja (X,T) um sistema

dindmico linear, onde X € um espago de Banach separdvel. Entao (X,T) é
hiperciclico se, e somente se, (X,T) é topoldgicamente transitivo.

Proposicao 2.27 Se (X, T) é um sistema dinamico linear hiperciclico, entao
T > 1.

38



Demonstragao. Suponha por absurdo que ||T|| < 1. Como (X,T) é hi-
perciclico, entao existe a € X tal que Orb(T,a) = X. Por ||T|| < 1 e pela
propriedade ||T™( < ||T]|", temos que

17" (@)l < 171" flall < flall

para todo n € N. Portanto Orb(T,a) C B(0, ||a||), ou seja, a 6rbita de a é
limitada, portanto nao pode ser densa em X, visto que todo espaco normado
nao nulo ¢ ilimitado (Absurdo). m

Pela tultima proposicao, se o operador 1" = aB, apresentado no exemplo
2.24, for tal que |a|] < 1, entdao ||T|| = |a|||B|| < 1. Portanto ele nao ¢é
hiperciclico.

O resultado a seguir garante que os ambientes adequados para se estudar
hiperciclicidade de operadores lineares sao os espagos normado de dimensao
infinita.

Teorema 2.28 Seja (X, T) um sistema dinamico linear, onde X é um espago
normado de dimensdo finita. Entao (X,T) ndo € hiperciclico.

Demonstragao. Faremos uma demonstracao por absurdo, ou seja, suponha
que dim(X) =n < oo e que (X, T) é hiperciclico. Logo, existe a € X tal que
Orb(T,a) = X. Afirmamos que {a,T(a),...,T" '(a)} é linearmente inde-
pendente. Suponha, por absurdo, que tal conjunto é linearmente dependente.
Logo existe uma combinacao linear nao trivial desses vetores resultando em
zero, ou seja, existem a; € K, i =0,...,n—1, onde {a;,i =0,...,n— 1} #
{0}, tais que

n—1
S a;T(a) = 0.
i=0

Retirando todos os elementos a; = 0 de {a;,7 =0, ...,n}, e reordenando os
elementos temos que

l
> a;T(a) =0
i=0

com [ < n — 1, portanto aplicando 77! em ambos os lados da expressao e
utilizando a linearidade de T" temos

(3 a,T () = T"(0) =

i=0 =0

I
a; T a) =0 =

-1 -1
a; 7" a) = —a/T"(a) = 3 — $T"" ! (a) = T"(a)
i=0 i=0
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Portanto 7"(a) é uma combinagao linear dos elementos de

{T" " (a):i=0,...,1—1}.
Logo, para todo k € N, T*(a) é uma combinacio linear dos elementos de
{T"="a) :i=0,...,1— 1}, visto que, todo T*(a), com k > n, pode ser

-1
decomposto em somas > %T"+~!(q). Portanto

il

7=

Orb(T,a) C [a,T(a),...,T" "(a)] e dim[a,T(a),...,T" (a)] <n,

visto que tal conjunto é linearmente dependente. Logo Orb(T,a) # X, que é
um absurdo por hipdtese. Portanto, temos que {a,T(a),...,T" '(a)} ¢ uma
base para X, a qual denotaremos por B.

Dado g € R, com 8 > 0, por X ser um espaco vetorial e a € X, temos
que Ba € X. Pela densidade da érbita de a, existe uma sequéncia de naturais

(ng)ken tal que T (a) Fope Ba. Em particular, dado j < n temos que
T"(T(a)) = T/(T™ () "% T/(Ba) = BT’ (a).
Dado x € X, como B ¢é base de X temos que
n—1 )
r =) bT"(a).
7=0

Logo, aplicando T™ em ambos os lados da expressao acima, temos

T () = ’f;;bm (T9(a)) "5 ﬁgbﬂ%a)) _ Be.

Portanto, para todo x € X tem-se T" (x) — fx.

Seja Sz : X — X um operador linear tal que a matriz de Sz na base
B ¢é BI, onde I é matriz identidade. Por X ter dimensao finita, temos que
Sz € £(X). Dado =z € X, note que Ss(x) = flr = Pz, portanto para
todo z € X tem-se T (x) — Ss(x). Logo, pela Proposi¢ao 1.40, temos que
T — Sz em £(X).

Agora considere a fungao determinante det : M, (K) — K. Note que tal
funcao é continua, visto que o determinante pode ser visto como um po-
lindmio de vérias varidveis. Portanto, como 7™ — Ss entao det(1T") —
det(Sz) = B". Tomando qualquer outro 6 € R e realizando o mesmo procedi-
mento acima, encontraremos outra sequéncia de nimeros naturais (my)gen,
tal que det(7T"*) — det(Sp) = 0". Portanto {|det T"|;n € N} = R, porém
isso é um absurdo, visto que se |det T'| > 1, entao para todo n € N tem-se
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|det T"| = |det T'|" > 1, ou seja tal conjunto nao é denso em R, . De maneira
andloga, teremos o mesmo absurdo se [det 7| < 1. m

O préximo resultado nos permitira provar de maneira simples que a gene-
ralizacao do operador de Rolewicz, visto no Exemplo 2.24, é hiperciclico. Tal
resultado é um critério de hiperciclicidade, ou seja, se um sistema dinamico
linear satisfaz as hipdteses desse teorema, entao o mesmo sistema serd hiper-
ciclico. Com esse critério, nao precisaremos construir um vetor hiperciclico
como foi feito no Teorema 2.25.

Teorema 2.29 (Critério de Hiperciclicidade) Seja (X,T) um sistema
dinamico linear, onde X € um espaco de Banach separdvel e T € limitado,
ou seja, existe ¢ € Ry tal que |T|| < c. Sejam Ay, As C X densos em X,
(ng) uma sequéncia crescente de naturais e fungoes Sy, : Ay — X tais que

i) T™(a) — 0, Ya € Ay;
1) Sy, (a) — 0, Ya € Ay;
iit) T™ o S, (a) — a, Va € As.

Entdao (X,T) é hiperciclico.

Demonstracao. Sejam U,V dois abertos de X. Como A; e Ay sao densos
em X, entao existem a; € A; e ay € Ay taisque a; € AiNU eay € A,NV.
Por i) temos que 7™ (a;) — 0 e por ii) S,, (az) — 0. Logo definindo by :=
a; + Sy, (az), temos que by — a;. Como a; € U e U é aberto, entao existe
ko € N tal que

Vk > ko= b, eU.
Utilizando a linearidade de T e os itens i) e iii), temos
Tk (bk) =Tk (a1 + S"k (ag)) ="k (al) + T o Snk (a2) — Q2

Fazendo a mesma andlise anterior, como V' ¢é aberto segue que existe k; € N
tal que

Vk > ki = T™(b) € V.

Tomando k > max {ko, k1} temos que b, € U e T™(b;) € V, portanto
T (U)NV # O para todo k > max {ko, k1 }. Logo (X,T) é topologicamente
transitivo. Pelo Teorema de Birkhoff, (X, T') é hiperciclico. m

Corolario 2.30 Sejam 1 < p < o0, a € K, tal que |a] > 1 ¢ X um espago
de Banach separdvel. Entio (¢,(X),aB) € hiperciclico.
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Demonstracgao. Utilizaremos o critério de hiperciclicidade nessa demons-
tragdo. Sabemos que /,(X) é um espaco de Banach separavel e que aB
¢ limitado, por ser um operador linear continuo (Proposigoes 1.58 e 1.45).
Tomaremos (ng); como sendo a sequéncia dos naturais. Defina S,, := ainR",
onde R : (,(X) — (,(X), é dada por R(xy,z2,...) = (0,21,22,...). Note
que para todo n € N, tem-se ((aB)" o S,,) = I;. Tomaremos os conjuntos A;
e Ay do enunciado do critério como sendo o conjunto cgo(X). Note que dado
x € coo(X) temos

n z|| a>1
1Sa@)Il < [[S2]" ]l = [k = 0.

Portanto o item ii) do critério é satisfeito. O item i) do critério é trivial
visto que, dado x € ¢oo(X), seja ny o maior indice de z tal que a ny-ésima
coordenada de z seja diferente de zero. Portanto (aB)™ " (x) = 0. Por outro

lado, temos que para todo n € N, ((aB)" 0 S,)(x) = x — =z, logo ¢é satisfeito
o item iii) do critério. Portanto ¢,(X) é hiperciclico. m

Corolario 2.31 (¢,(C[0,1]),T) paral < p < oo € hiperciclico, onde T' = aB
com a € C tal que |a] > 1 .

Demonstragao. Ja foi provado que C10,1] é espago de Banach separdvel
(Exemplo 1.57), portanto usando o Corolario 2.30 concluimos o resultado. m
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3 Caos Linear

Esse capitulo foi baseado na Sec¢ao 2.4 de [10], no Capitulo 1 de [6], e em
[2] e [3]. Inicialmente, por meio dos conceitos trabalhados no Capitulo 2 e da
definicao de dependéncia sensivel as condigoes iniciais, trabalharemos com
a nocgao de caos segundo Devaney. A saber, o operador de Rolewicz e sua
generalizagao serao caodticos nesse sentido e tal fato é bem interessante visto
que, intuitivamente, imagina-se que operadores lineares sao bem comportados
e portanto nao se espera que eles satisfacam condi¢oes de caos. Por fim,
trabalharemos também com outra classica nocao de caos: o caos Li-Yorke.

3.1 Caos de Devaney

Definigao 3.1 Seja (X, 7T') um sistema dinamico com d sendo a métrica em
X. Dizemos que (X,T) tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais se
existe um 0 > 0, tal que para todo x € X e ¢ > 0, existe y € X com
d(z,y) < € de modo que, para algum n € N, d(T"(z),T"(y)) > J. Quando
existe, d é dito constante de sensibilidade de (X, T).

Exemplo 3.2 Provaremos aqui que o sitema dinamico (S, R,) (visto no
Exemplo 2.6) nao tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Como ja
foi visto, para todo n € N, temos que

d(R™(z1), R*(21)) = d(21,22) Vz1,20 € S (1)

Suponha por absurdo que tal sistema tem dependéncia sensivel as condicoes
iniciais, ou seja, existe um ¢ > 0 que satisfaz a condi¢ao da definicao acima.
Em particular, tomando ¢ = g eum x € S qualquer, temos que existe um
n€Neye S comd(z,y) < tal que d(R"(z), R:(y)) > 6. Logo por (1)
temos que:

5 > d(v,y) = d(Ry(x), Ri(y)) > 0,
que é uma contradicao.

Exemplo 3.3 Provaremos nesse exemplo que o sistema dinamico (3, 0)
(visto no Exemplo 2.10) tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais. De
fato, provaremos que § = % ¢ uma constante de sensibilidade de tal sistema.
Dados>Oem€22,tomen€Ntalque2ln < eey € X tal que
suas n primeiras coordenadas sejam iguais as n primeiras coordenadas de x
e as demais sejam diferentes. Portanto pelo Lema 2.11 temos que
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d(z,y) < 5 <e

Agora obeserve que 0" (x) e 0™(y) sdo duas sequéncias pertencentes a ¥y que
se diferem coordenada a coordenada, portanto novamente pelo Lema 2.11
temos

d(o"(x),0"(y)) >

o que conclui a demonstragao.

D=

Vamos relembrar uma definicao que foi dada no capitulo anterior, que serd
muito importante no desenvolvimento desse capitulo.

Definicao 3.4 Seja (X, 7T') um sistema dinamico. Dizemos que x € X é um
ponto periddico de T se existe algum n € N com n > 1 tal que 7"(z) = x. O
menor n que sastisfaz tal propriedade é dito periodo de T. O conjunto dos
pontos periédicos de (X, T) é donotado por Per(T).

Exemplo 3.5 No Exemplo 2.6 provamos que no sistema dinamico (S!, R,),
todos os pontos sao perddicos quando v = 27a, onde a é racional. E também
vimos que quando a ¢é irracional, nenhum ponto é periédico.

Proposicao 3.6 Se (X1,T1) € quase conjugado a (X3, Ts) e Per(Ty) € denso
em Xy, entdo Per(1y) € denso em Xy, ou seja, “ter um conjunto denso de
pontos periodicos”é preservado por quase conjugacao.

Demonstragao. Como (X1, 7}) é quase conjugado a (X, T5), existe ¢: Xo —
X continua, com imagem densa e tal que 71" o ¢ = ¢ o 17" para todo m € N.
Tomando x € X; qualquer, devemos mostrar que dado £ > 0 existe um ponto
periédico p de X tal que p € B(z,¢). Para tal observe que ¢! (B(z,¢)) é
um conjunto aberto em X, (visto que ¢ é continua) e é nao vazio (visto que ¢
tem imagem densa). Com Per(T5) é denso em X existe um ponto periddico
y € Xy (com Ty'(y) =y, para algum n € N) tal que y € ¢! (B(z,¢)).
Portanto ¢(y) € B(z,e) e observe que ¢(y) ¢ um ponto periddico em X; de
periodo n, de fato:

T (o(y)) = o(1T3"(y)) = d(y),

o que conclui a demonstracao. m
Por meio das definig¢oes trabalhadas acima e da definigao de transitividade

topoldgica (trabalhada no Capitulo 2) definiremos a nogao de caos segundo
Devaney.
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Definigao 3.7 (Caos de Devaney - Versao 1): Seja (X,7T) um sistema
dindmico onde (X, d) é um espago métrico sem pontos isolados. Dizemos que
(X,T) é cactico (no sentido de Devaney) se o mesmo satisfaz as seguintes
condicoes:

i) (X,T) tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais.
ii) (X, T) é topologicamente transitivo.

iii) Per(T") é denso em X.

Exemplo 3.8 (X, 0) é cadtico.

Primeiro observe que ¥ nao tem pontos isolados, de fato, dado x € ¥,
eec >0, tome n € N tal que 2% < € e tome y € Yy de modo que suas
n primeiras coordenadas coincidam com as n primeiras coordenadas de .

Portanto, pelo Lema 2.11 temos
d(z,y) < 5= <e.

Provamos no Exemplo 3.3 que (¥5,0) satisfaz a condigao i) da defini¢ao
acima, e no Exemplo 2.10 provamos a condicao ii). Nos resta mostrar que
(32, 0) possui um conjunto denso de pontos peridédicos. De fato, dado = €
(32,0) qualquer e ¢ > 0 devemos mostrar que existe um ponto periédico
y € (X2,0) de modo que y € B(x,¢).

Tome n € N de modo que 2% < €. Defina y de forma que suas n pri-
meiras coincidam com as n primeiras coordenadas de x e que esse bloco de
n coordenadas se repita consecutivamente em y. Mais precisamente, sendo

x1,...,%, as n primeiras coordenadas de x, segue que y serd da forma

Y=(T1, 0 Ty T1y ooy Ty Ty e ey Ty Ty o).

Claramente y é um ponto periédico de periodo n visto que o™(y) = vy, e
y € B(x,e) visto que, pelo Lema 2.11 temos d(z,y) < 2% < g, o que conclui
a demonstracao.

O proximo resultado serd de grande importancia. O mesmo mostra que nao
precisamos da condigao i) da defini¢ao de caos (no sentido de Devaney) para
caracterizarmos o caos de Devaney, ou seja, provaremos a seguir que os itens
ii) e iii) da Definigdo 3.7 implicam o item 1i).

Teorema 3.9 (Banks—Brooks—Cairns—Davis—Stacey): Seja (X,T) um
sistema dinamico, onde (X,d) € um espa¢o métrico que nao possui pontos
isolados. Se (X,T) € topologicamente transitivo e Per(T) é denso em X,
entao (X, T) tem dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais.
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Demonstragao. Nosso objetivo é encontrar uma constante de sensibilidade
0 > 0 que satisfaca a Definicao 3.1. Nessa primeira parte da prova iremos
conjecturar um possivel § > 0; jd na segunda parte mostraremos que ele
cumpre a condicao desejada.

Como X nao possui pontos isolados, X possui uma infinidade de pontos,
portanto conseguimos selecionar pelo menos dois pontos peridédicos p; e po,
com p; # pe, tais que Orb(T,p1) N Orb(T,p;) = . De fato, sejam n; e ny
os respectivos periodos de p; e ps. Suponha que existam r,s € N tais que
T"(p1) = T%(p2). Portanto, py = T7™"2(py) = T*""2(pg) = po, absurdo. Por
meio dessa observacao defina

n:i= % ~min {d(T™(p1), T™(p2)); m,n € Ng} > 0.
Dado x € X, segue da desigualdade triangular que, para todo n € Ny,

20 < d(T"(p1), T"(p2)) < d(T"(p1), @) + d(z, T"(p)),

ou seja, d(T"(p1),x) > n ou d(T™(p2), x) > n. Logo, obtemos uma constante
n de tal forma que existe um ponto periddico p, tal que d(7™(p), x) > n, para
todo n € Ny. Provaremos agora que 0 = 7 ¢ uma constante de sensibilidade.
Como Per(T) é denso em X existe um ponto periddico ¢ tal que, dados
z € X ee >0, temos d(z,q) < min {9, e}.

Sabemos que existe um ponto periédico p (seja N o periodo dele) tal que
d(xz,T™(p)) > n = 40 para todo n € Ny. Pela continuidade de 7', existe uma
vizinhaca V' (aberta) de p tal que

d(T"(p), T"(y)) < 0, ¥Yne{l,...,N}.

Como B(x,e) e V sdo abertos e T' é topologicamente transitivo existem z €
B(x,¢) e k € Ny tal que T*(2) € V. Tome j € N tal que k < jN < k + N.
Portanto

d(TIN (q), TN (2)) = dlq, TPV H(TH(2))) >
d(a, TINH(TH(2))) - d(z, q) >
(e, TINH(p) — d(TNH(p), TINH(TH(2))) - d(z, q) >
46 — 60— 96 =20
Logo,
26 < d(TN (), T/ (2)) < d(TP™ (2), T9()) + d(T™ (), TN (2),
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ou seja, d(TN(z), TN (q)) > § ou d(T'N(z), T"N(z)) > 6 e d(z,2) < c e
d(x,q) < e, o que conclui a demonstragao. ®

O tultimo resultado nos leva a uma nova definicao de caos segundo Deva-
ney.

Definigao 3.10 (Caos de Devaney - Versao 2): Seja (X, T') um sistema
dindmico, onde (X,d) é um espago métrico sem pontos isolados. Dizemos
que (X, T) é cadtico (no sentido de Devaney) se o mesmo satisfaz as seguintes
condigoes:

i) (X, T) é topologicamente transitivo.
ii) Per(T) é denso em X.

Observamos que, essa nova definicao, faz sentido inclusive para espacos
topoldgicos.

Proposicao 3.11 Se (X;,71) € quase conjugado a (Xo,T3) e o dltimo é
Devaney cadtico, entao (X1,T1) € Devaney cadtico, ou seja, a propriedade
de ser Devaney cadtico € preservada por quase conjugagao.

Demonstragao. Como (X, T») é Devaney caético, entao é topologicamente
transitivo e possui um conjunto denso de pontos peridédicos. Portanto, pelas
Proposigdes 2.17 e 3.6 (X;,71) satisfaz as condigbes i) e ii) da definigao
anterior. Portanto (X1,7}) é Devaney caético. m

Exemplo 3.12 No capitulo anterior provamos que (S', Raro) ¢ conjugado a
(R/Z,T,). Sendo « racional, vimos que todos os pontos de S* sao periédicos
(em particular, S' tem um conjunto denso de pontos periédicos), portanto,
pela proposicao anterior (R/Z, T,,) tem um conjunto denso de pontos periédicos.

Lema 3.13 Seja (£,(X),aB), onde X é um espago de Banach separdvel e
a € K, com |a|] > 1. Entdao x € X é um ponto peridédico se e somente se
existen € Ne xy,...,x, € X tal que

r=(21,..., 00,0 ", ..., 0 "Tp, a0y, ... 0" T, a3y, )
Demonstragao. (<) Se z for da forma como enuncia o lema, = é um ponto
periddico de periodo n, visto que T"(x) = x. De fato, seja x; a i-ésima
coordenada de z com ¢ > n. Podemos escrever ¢ como ¢ = pn + r, com
p>1e0<r <n. Portanto x; = a Pz, ¢ x;1, = a~Pthng Aplicando
(aB)" em z, teremos que x;., se deslocarda para a i-ésima coordenada, e
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serd multiplicado por a~". Portanto a i-ésima coordenada de (aB)™(z) sera

igual a i-ésima coordenada de x, para todo ¢ € N. Concluindo assim que
(aB)"(x) = =.

(=) Suponha agora que z é um ponto periddico, seja n o periodo de z e
x1,...,%, suas n primeiras coordenadas. Seja x; a i-ésima coordenada de x
com i > n. Podemos escrever i como i =pn+rcomp>1e0 < r <n.
Provaremos por indugao forte que x; = a”"z, para todo ¢ > n, onde p e r sao
provenientes da igualdade t =pn+rcomp>1e0 <r <n.

Como (aB)"(x) = x, para i = n + 1 teremos que z,4; se deslocara para
a primeira coordenada e sera multiplicado por a”. Utilizando igualdade de
sequencias temos:

a"Tpi1 =T = Tpy1 = a "1

Dadoi+1>n(sendoi+1=pn+rcomp>1e0 <r <n), suponha a
validade da afirmagao para todo j, onde n < j < i+ 1. Como (aB)"(x) = z,
para i+ 1 teremos que x;,1 se deslocard para a (i + 1 —n)-ésima coordenada,
e sera multiplicado por a”. Utilizando igualdade de sequéncias e a hipdtese
de inducao forte, temos

_ _ —1 _ -
a1 = Tig1n = amp )xr = Tpy1 =a "Pxq,
o que conclui a demonstracao. m

Proposicao 3.14 Sejam 1 < p < o0, a € K, com |a| > 1, e X um espago
de Banach separdvel. Entio Per(aB) € denso em {,(X).

Demonstracao. Sabemos que ¢o(X) é denso em £,(X), logo se provarmos

que o conjunto dos pontos periédicos é denso em cgo(X ), concluimos a prova.
o .

Sejae>0ey = (y,--,Yn,0,0,...). Como |a|] > 1, a série >_ |a?|™’"

j=0
converge para todo m € N. Portanto, conseguimos encontrar N > n tal que

o0 .
Z |ap|7]N < HEPP-
= yll

S

Tome x um ponto periédico, de periodo N, tal que suas N primeiras coorde-
nadas coincidam com as N primeiras coordenadas de y. Portanto pelo Lema
3.2 podemos escrever z da seguinte forma

= U 0,0, Ny, o a Ny, 0,000,072 Ny, L),
——— ———

N—n N—n

Portanto
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lz = ylly = [[(aNyr, . a Ny, a Ny, )|

=33 [la N y|[" = X [a N lyll?
j=li=1 j=1

o0
= IIyllﬁig1 @[ < ylly o = &

o que conclui a demonstracao. m

3.2 Caos Li-Yorke

Definicao 3.15 Seja (X,T') um sistema dinamico onde d é a métrica em X.
Dizemos que o par de vetores x,y € X é Li-Yorke cadtico se sao satisfeitas
as duas condigoes abaixo:

i) liminf [d(T"(z),T™(y))] = 0.

n—oo

ii)limsup [d(T"(x), T"(y))] > 0.

n—o0

Definigao 3.16 A C X é dito Li- Yorke misturado (ou simplesmente mistu-
rado) se qualquer par de vetores distintos de A for Li-Yorke cadtico.

Definigao 3.17 Dizemos que (X, T) (ou simplesmeste T") é Li- Yorke cadtico
se existe A C X misturado e nao enumeravel.

Teorema 3.18 Seja (X, d) um espago de Banach diferente do espago nulo,
com d induzida da norma ||-||. SeT : X — X € um operador linear continuo
hiperciclico entao ele é Li-Yorke cadtico.

Demonstracao. Dado x € X hiperciclico, provaremos que o conjunto A :=
{Az;|A| <1} é misturado. Tal conjunto é ndo enumeravel visto que A\ €
(—=1,1).

Sejam y, z € A, logo eles podem ser escritos como y = a.x e z = [.x com
la| < 1 e |B| < 1. Portanto, pela linearidade de T' temos

IT"(y) = T"(2)[| = [T"(a.x) = T"(B-2)[| = [|[(a = B)T" ()] -

i): Vamos demonstrar a seguir que liminf ||(ae — 8)T"(z)|| = 0.
n—oo
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L1 . ~ , —

Como a 6rbita de x ¢é densa, entdo 3(n;); C N tal que T (x) — 0.

Portanto, pela definicao de liminf e como a norma é sempre maior ou igual
a zero tem-se

liminf ||(a — B)T"z|| = |(a — B)[liminf ||[T"z|| = 0.

ii): Para demonstrar que limsup |[(a — 5)T"x|| > 0, bastar tomar um ele-
n—oo

mento w € X com w # 0 (portanto ||w|| > 0) e repetir o mesmo procedi-
mento acima.

Exemplo 3.19 Os espagos £,(X) (sendo X um espago de Banach separavel)
com seus repectivos operadores trabalhados nas secoes anteriores sao Li-
Yorke cadticos pelo teorema anterior.

A seguir, daremos um exemplo geral de que um operador ser Li-Yorke cadtico,
nao implica que ele seja hiperciclico.

Exemplo 3.20 Dados (X, ||-||;) e (Y, |-||,) espagos de Banach diferentes do
espaco nulo com 7 : X — X um operador Li-Yorke cadtico, entao tomando
o espago de Banach (X x Y, |||, +[|;) com T} : X x Y — X x Y dado por
Ti(z,y) = (Tx,y), temos que 17 é Li-Yorke cadtico mas nao é hiperciclico.

De fato, como T é Li-Yorke cadtico entao existe A C X misturado e nao
enumeravel. Provaremos a seguir que A; := A x {0y} C X x Y é misturado
e nao enumeravel. A nao enumerabilidade decorre diretamente de A ser nao
enumeravel. Provaremos a seguir que tal conjunto é misturado:

i) Dados (z1,0), (z2,0) € Ay devemos mostrar que
liggjlf |17 [(21,0) — (22,0)]]] = 0.
De fato,
lim i [[77[(e1,0) — (2, 0)]| = lim inf [[(7" (a1 — ), 0)]| =
i inf (|77 (21 — o) [l + [[0]]y) = lim inf |77 (2, = 25) ][, = 0.
ii) Dados (z1,0), (x2,0) € A; devemos mostrar que

limsup |77 [(z1,0) — (x2,0)]|| = 0.

n—oo

De fato,

limsup [ T7*[(1,0) — (2, 0)][| = limsup [[(T™ (21 — x2), 0)[| =

n—oo n—oo
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lim sup(|[T" (21 — x2)|[; + [0l]5) = limsup |T" (21 — 22)l; > 0.

n—o0 n—o0

Agora vamos demonstrar que 77 nao é hiperciclico, ou seja, nao existe
nenhum (z,y) € X x Y, de modo que Orb[T1, (z,y)] = X x Y. De fato dado
(z,y) € X x Y mostraremos que sua érbita nao é densa em X x Y. Para
tal, tomando z # y com z € Y, seque que dado (z, z) temos que, para todo
n €N,

1Ty (2, y) = (2, 2)[| = [ly — =],

ou seja, nenhum par (x,y) tem Orbita densa com respeito ao operador 77.
Portanto ele nao é hiperciclico.

Definigao 3.21 Seja (X, T) um sistema dindmico linear onde X é um espago
de Banach. Dizemos que z € X é vetor irregular se ele cumpre as duas
condicoes abaixo:

i) liminf ||7"x| = 0.

ii) limsup [|[T"z| = oc.

O préximo teorema nos dard uma boa caracterizacao de caos Li-Yorke;
em tal resultado provaremos a equivaléncia entre caos Li-Yorke, a existéncia
de um vetor irregular e a existéncia de um par Li-yorke cadtico. Para tal
precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 3.22 Sejam (X,T) um sistema dinamico linear onde X € um espago
de Banach e x € X um vetor tal que liminf |T"z|| = 0. Entdo eziste uma
sequéncia crescente de naturais (ng)y tal que a sequéncia de vetores (T™ x)y
converge para zero e satisfaz:

i) [T < g

ok ||tk
it) j04j|T2j1”Tn2ij < || Tz

k—1
5 M :
tih) e >kt J;4j|\T\\"2J‘*1\IT”2jw\|’

onden_1=mn9g=0ed e M sao constantes positivas.

Demonstragao. Primeiro observe que, como liminf ||7"(x)| = 0, entao
n—oo
existe uma sequéncia crescente (my), de naturais tal que lim |7 (z)|| = 0.
n—oo

Nosso trabalho aqui sera construir uma sequéncia (ny)r C (my)x que cumpra
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as trés condigoes do lema. Construiremos tal sequéncia de forma recursiva
em relacao aos indices pares e impares.

Por hipdtese temos que n_; = ny = 0. Agora, suponha que os termos
Nn_1,Ng,...,N9r_1 ja foram encontrados e vamos entao definir os termos ngy
e nogt1. Pelos itens i) e iii) do lema (visto que ngy, aparece pela primeira vez
nesses dois itens) devemos tomar ng; de forma que o mesmo seja maior que
todos predecessores e

k—1
1 4 N
||T7’L2k|| < € AT 21| T2k >k + Zo4j\\T\\n2j_1||Tn2jx|| .
]:

A segunda condicao acima equivale a
-1

k—1
___ ¢ M
AF||T|["2k—1 k + J;)MHTWQJ-_I ”T"ij” > ||Tn2k1’||

Como lim ||7™*(z)|| = 0, conseguimos selecionar um ngy suficientemente
n—oo

grande de forma que o mesmo seja maior que todos predecessores e
-1
k=1

: 0 M
HTanﬁIj‘H < min 4%, W k + j;)‘u”T”an,l HTanxH

Definindo nsy, nos falta agora determinar o termo nox, 1. Para tal trabalha-
remos com o item ii) do lema, visto que tal indice aparece pela primeira vez
em ii). Utilizando a desigualdade

[Trartnasssg| = [T (T | < 77 [[T7500al

obtemos de ii)

I i PR i il
J;J4j||T||2j_1||T”2jm|| = ;)4j||T||2j—1||T”2jx||
= ||T72r+1z]| Xk: 7] Como lim ||[7™*(x)|| = 0, conseguimos
VTP T 5a]] ) no0 ’ °

=0
tomar moxyq suficientemente grande de forma que o mesmo seja maior que
seus predecessores e cumpra

Lo ] ’

o que conclui a demonstracao. m
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Lema 3.23 Sejam (X, T) um sistema dinamico linear, onde X € um espago
de Banach, ||T|| > 1, x um vetor tal que iminf ||T"x|| = 0 e (ng)r a sequéncia
n—oo

definida (com rela¢ao a x) no Lema 2.1. Entdo o vetor

o0
._ T"25
= X e [
7=0

estd bem definido e liminf || T"u|| = 0.
n—oo

Demonstragao. Para provar que o vetor u esta bem definido basta provar
que a sequéncia

k
_ T2
S = 2 BT ]
7=0

é de Cauchy, visto que X é um espacgo de Banach. De fato, dado € > 0, existe

ng tal que 4n0 < e. Tomando k& > [ > ng obtemos

k l
_ T"2j . T™2j —
||Sk — Sl” = “JZ()4j||T||n2j1|’Tn2jx|| §4J\\T\\“2j—1‘|Tn2jx‘| ‘ =
k k "
o [z ]]
' j:zl_:i_14j||T”n2j71 HTTLQjLE“ < J:Z: 4]||T||’"«2J 1 ”T’ﬂ2733H —

Z 4J||T||"2J T < Z ;< Z o

l-l—l Jj=l+1

< < €.

4l 4”0

Portanto u estd bem definido, provemos agora que liminf ||[7"u|| = 0. Dado
n—oo

e > 0 devemos encontrar um indice ng tal que ||[7"u|| < . Tome k de tal
forma que 2% < e eng=ngy1. Logo utilizando as propriedades da sequéncia
(ng)r do Lema 3.22 obtemos

o0 o0 nos+n
_ T2 T2k 41 || T2t 2|
“Tn2k+1uH - §)4j||T”nzj71||Tn§j$” Z:: 49 || 7|25 - 1||Tn23x||
o S e
— ; ‘TH"2] IHT’VL2]1.|| +3§F14]”T”n2J71 ||Tn23$||

[

< 2|7 + Z

VITI [T
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& HT"%“HIIT”%II

T”2k+1
<™=+ 2 Fiae- 1||T”2JacH <t Z 4U||T||”2ﬂ BT

Jj=k+1
o0
1 |T"2k+1 IT|["2k+1
< g + 4|T|"2i-1T — 4F + Z4j+k+1”T””2j+2k+l
Jj=k+1 Jj=0
& HT||>1
_ 1 1 _ 1 1 4
=@ T Z4j+k+1”TH"2g Z4j+k+l ¥ T3
J=0

2 1
< < <5

o que conclui a demonstracao. m

Teorema 3.24 Seja (X, T) um sistema dinamico linear, onde X é um espago
de Banach. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1) T é Li-Yorke cadtico.
2) T admite um par de vetores Li-Yorke cadtico.

3) T admite um vetor irreqular.

Demonstragao. 1) = 2): Tal implicagao é 6bvia, visto que se T' é Li-Yorke
caotico, entao X admite um subconjunto A misturado que contém uma quan-
tidade nao enumeravel de pares Li-Yorke cadticos.

2) = 3): Seja y,z € X um par Li-Yorke cadtico e defina z := y — z. Logo,

hrnmf |IT"z|| =0 e limsup||T"z| > 0.

n— n—00

Se lim sup || T"x|| = oo, acabou pois z serd um vetor irregular. Caso contrario,
n—oo

existe M > 0 tal que limsup ||7"z| = M. Observe também que ||T'|| > 1

n—oo
visto que, dado § < M, existem naturais n > m tais que |[|T"z| > ¢ ¢

|Tmz|| < £. Logo

TN —
2= 2 = 1T

vl
A

e, portanto, ||T|| > 1.
Pelo Lema 3.22 existe uma sequéncia crecente de naturais (ng); tal que
|T™ x| — 0 (n_; = ng = 0) e cumpra as seguintes condigoes:

i) 1772 < 3%

o4



|

0 X sy < 17

k-1
5 M
R e e §)4j||T||"2j*1|!T"2ij

Pelo Lema 3.23 o vetor

o0

_ "%
= L [
estd bem definido e liminf ||7"u|| = 0. Se provarmos que limsup ||7"u|| =
n—o0 n—oo
00, concluimos tal implicagao. Pelo fato de limsup ||T"| = M, existe uma
n—oo
sequencia (my )y, crescente de naturais tal que klim | T || = M, com ||[T™*| >
—00

d para todo k. Como (my) e (ng)x sdo sequéncias claramente ilimitadas de
naturais conseguimos rearranjar-las (excluindo se necessario termos de (my)
e indexando novamente) de modo que

(*)n1<m1<n2<m2<---<nj<mj<nj+1<mj+1<~--
e lim (mgy — nax) = 0.
k—o0

(*x): Como limsup ||T"z|| = M, ent@o para k fixo temos que || 72 ~"2kT72 p|| <
n—oo

M, para todo j.

Dado k temos

(o]

_ . o Tm2E—"n o
HTmzk nzk-&—mJuH = jZ::Oélj”T”anlilHQ;g?ij ‘ =
o
T2k T2k 2Kt
Tt ];CWH“W [ | =

| T™2kz|| T™2k "2k TN25 4 >
APERkal ) S sl | =

T2kl o [Tk 2|
4’“IIT||”2’€—1\TT”2MII a Z4J'||T|\”27'—1||T"2ja:|| =

i#k
S TmZk_"2k+"2jx||

)
T2 1 T2 ] _];WHTH”?J‘—1||T”%I| -
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i n%él _ B k-1 |Tm2k*n2k+"2jx’ B i Tmzk*"2k+"2jx” g
— k i noi_ no i ; noi_ no.; -
4T T2k 2| v L7725 2] S VT L][|7725 2|
5 k-1 v o) ||T||m2k_"2kHT"2jx‘ iii)
4R || T|["2k=1||T 2k x| j;o 43| T||"25 -1 ||T”2jm|| B j:;ﬂ 49||T||™25 -1 ||T"2jm||
o) Mol —Ngk * o 1
J=k+1 j:k+14
——
convergente
oo
Portanto || T2k~ "2k T2 q|| > k — + e fazendo k tender a infinito em am-
j=k+1
bos os lados temos klirn || T2k~ 2kt 125 || = 0o, Portanto lim sup ||T"u|| = co.
— 00

n—oo

3) = 1) Para demonstrarmos tal implicagdo devemos mostrar a existéncia
de um subconjunto A de X misturado. Afirmamos que o conjunto A :=
{/\x; A€ K} é misturado, onde K é o corpo sobre o espaco X. Observe que
a condicao de nao enumerabilidade é satisfeita, visto que K é nao enumerével.
Agora dados dois vetores quaisquer az, fx € A (o # ) temos

lim inf ||T(ax — Bz)|| = | — | lim inf || T'(z)|| = 0
limsup ||T(ox — Bz)|| = |a — B|limsup ||T'(x)|| = oco.

n—oo n—oo

Assim, tal par é Li-Yorke cadtico. m

Para finalizar esse capitulo provaremos um terorema que nos da outra carac-
terizacao para o caos de Li-Yorke. Tal teorema estabelece uma equivaléncia
entre a definicao de caos Li-Yorke e a definigao a seguir.

Definicao 3.25 Seja (X, 7T') um sistema dinamico linear onde X é um espago
de Banach. Dizemos que T (ou (X, 7)) satisfaz o Critério do Caos de Li-
Yorke (CCLY) se existe uma sequéncia crescente (ny), de naturais e um
subconjunto Xy de X satisfazendo as condigoes abaixo:

a) lim |7 z|| = 0 para todo = € Xj.
k—o0

b) sup ||T"|y|| = co. onde YV := [X].
neN

Teorema 3.26 Seja (X,T') um sistema dinamico linear onde X € um espago
de Banach. Entao, T € Li-Yorke cadtico se e somente se satisfaz o CCLY.
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Demonstracgao. Tal prova se baseara na caracterizacao do caos de Li-Yorke
pela existéncia de um vetor irregular conforme o iltimo teorema.

=) Suponha que T é Li-Yorke cadtico. Pelo tltimo teorema, existe o € X

tal que xy é irregular. Tome Xy = {x¢}. Como x, é irregular, existe uma

sequéncia crescente (ny), de naturais tal que klirn |T™ x| = 0 visto que
— 00

lim inf ||7" x| = 0, portanto a condi¢do a) do CCLY ¢ satisfeita. Analisare-
n—oo

mos agora a condigao b):

sup |7}y || = sup <sup \|T"|y<x>u) > sup |77y (27) | =
neN neN neN

[l=f|<1

1

TaorSup [T [y (o) || = oo.

neN

Portanto a condigao b) ¢é satisfeita, o que conclui essa implicagao.

<) Suponha agora que T satisfaz o CCLY, ou seja existe uma sequéncia cres-
cente (si)x de naturais e um subconjunto X, de X que satisfaz as condigoes

da defini¢ao anterior. Se existir x € Xy tal que limsup ||7"z| = oo, junta-
n—oo

mente com a condi¢ao a) temos que z é irregular, portanto T serd Li-Yorke
cadtico, o que conclui a prova. Suponha entao que nenhum vetor de X

é irregular, ou seja para todo u € X, temos que limsup |[|[T"u| < oo e
n—oo

klim |T"Fu|| = 0. Afirmamos que o mesmo ocorre para todos os elementos de
— 00

[Xo], visto que se existe algum u € [X,| tal que limsup ||T"u|| = oo, entao
n—oo
existem uq,...,u, € Xg e ay,...,a, € K tais que aqu; + - - - + a,u, = u €
limsup ||T™ (1w + - - - + o) || = 00 =
n—oo

alimsup |77 (ug)[| + -+ - + elimsup |77 (u,, )| = o0 =

n—00 n—00
Portanto existe j € {1,...,n} tal que limsup ||7"(u;)|| = oo, 0 que é um
n—oo

absurdo. Nosso trabalho agora serd construir um vetor irregular, para tal
construiremos duas sequéncias crescentes de naturais (ng)x e (mg)r € uma
sequéncia de vetores unitarios (u;); de [Xo| satisfazendo as duas condigoes
abaixo:

DTyl < 5,501, k k€N
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11)HTm9uJ|| > 3ij*17j eN

onde M; = sup{||T"w||;i=1,...,j} < oo e M_; = 0. Agora iremos
neN

explicitar o processo de construcao de tais sequéncias. Tome u; como sendo
um vetor unitdrio qualquer de [X,]. Como ||T**u;|| — 0 tome n; como sendo
o menor termo de (sg)k, digamos sk, tal que ||T°*u;|| < 1 e, pela condigao
ii), tome m; qualquer.

Suponha agora que ja foram definidos os j primeiros termos das sequéncias
(ng )k, (Mg )k € (ug)x, trabalharemos agora em construir o termo de indice j+1
para cada uma das sequéncias. Como uy, . .., u; ja foram definidos temos que

o numero M; estd bem definido. Como limsup |||y || = oo, existe um vetor
n—oo

unitario u;-H € [Xo] e mj41 > m; tal que

| T || > 37T M; + 6,

onde § > 0. Como u; 41 € [Xo], existe uma sequéncia de vetores unitarios
(xk)r C [Xo] tal que zf — u;ﬂ. Logo

T+ #2852 HTmmu;HH > 3 4o,

Portanto, existe ko de forma que [T+ x| > 371 M. Defina u;q = xg,.
Para terminar, s6 nos resta definir n;,, para tal basta tomé-lo como o menor
termo da sequéncia (si)x que satisfaz a condigao i). Veja que isso é possivel
pois | T**u|| — 0 para todo u € [Xj).

Agora construiremos um vetor e provaremos que o mesmo ¢ irregular, o
que concluird a prova. Para tal, rearranjaremos as sequéncias (ng)x e (mg)x
(excluindo e reindexando se necessario os termos de (my);) de tal forma que

ny<mp <ng <My <---<N; <Mmy; <Njp1 <Mjyy <---

Também considere um conjunto infinito I C N tal que, para todo j € N, se
i€lei>jentdao 2 > 27 ||T||". Defina agora o vetor

Ui

ui=) o

e observe que tal vetor estd bem definido visto que, considerando I = {i;;j € N},

koo
a sequéncia Sy = 22—3 ¢ de Cauchy. De fato, dados k > [ temos

i=1
koow k _ k

Isc—si= | > 5 < > bl = 5 v
g=i+ j=i+1 =i+



Como X é um espago de Banach, tal sequéncia é convergente. Provaremos
abaixo que limsup ||T"u|| = oo, de fato, dado j € I temos

n—oo
HijuH: TG || _ ij:“j_‘_ Z ijuz- >
7 3 —_
e ! i€l i) 2
T u; Ty,
Il
i€l it]
_— ‘ T s
33]\24;71 _ Z Méz—l . Z H 21_“’”
i€li<j i€li>g
- 37 1 icrs
R %:(5_1)%_1_ Egezi?oooo
i€l,i>] V>0 icli>j
0 converge

Provaremos abaixo que liminf ||7"u|| = 0, de fato, dado j € I temos
n—oo

Tl = | 5 g S D) <
i€l,i<j i€l,i>]
i "3
Z || 2~7iuZ + Z || ;;M
i€l,1<j 1€li>]
T
1€l,i<j i€li>g
Jj—00
IR R R
i€l,i>g

Portanto u é um vetor irregular, o que conclui a prova. m

29



Referéncias

[1] BAYART, F.; MATHERON, E., Dynamics of Linear Operators,
Cambridge University Press, Cambridge, 2009.

[2] BERMUDEZ T. , BONILLA A., MARTINEZ-GIMENEZ F.,
PERIS A., Li-Yorke and distributionally chaotic operators, Journal of
Mathematical Analysis and Applications 373 (2011),83-93 .

[3] BERNARDES N. C., JR, BONILLA A., MULLER V. and
PERIS A., Li-Yorke chaos in linear dynamics. Ergodic Theory and
Dynamical Systems 35 (2015), 1723-1745.

[4] BRAZ, J. H., Dindmica de Operadores Lineares em Espagos de
Frechét. Dissertagao (mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia, 2017.

[5] BOTELHO, G.; PELLEGRINO, D.; TEIXEIRA, E., Funda-
mentos de Andlise Funcional, Sociedade Brasileira de Matematica,

2012.

[6] GROSSE-ERDMANN, K. G.; MANGUILLOT, A. P., Linear
Chaos, Springer Verlag, London, 2011.

[7] LIMA, E. L., Espagos Métricos, IMPA 2* Ed, Rio de Janeiro,
2011.

[8] MUJICA, J., Notas de Topologia Geral, IMECC-UNICAMP,
2005.

[9] ROLEWICZ, S., On orbits of elements, Studia Mathematica
32 (1969), 17-22.

[10] SILVA, L.C., Hiperciclicidade e Caos Linear. Dissertacao
(mestrado) - Universidade Federal da Paraiba, Jodo Pessoa, 2018.

60



