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Resumo

O estudo de Problemas de Controle Ótimo (PCOs) configura uma área de grande interesse e

importância em engenharia e áreas afins devido ao número de aplicações que podem ser desen-

volvidas. Em linhas gerais, o PCO consiste na determinação do perfil da variável de controle

que maximiza (ou minimiza) uma função objetivo sujeito à restrições algébrico-diferenciais.

Comumente, para resolver este tipo de problema pode-se empregrar duas classes de abordagens,

a saber, a Direta e a Indireta, bem como considera-se que as restrições diferenciais apresentam

ordem inteira. Na prática isto simplifica a análise do problema, mas deixa de considerar o

efeito da ordem fracionária nos perfis obtidos. Diante do que foi apresentado, esta tese tem

como principal objetivo resolver PCOs com restrições algébrico-diferenciais fracionárias (Pro-

blema de Controle Ótimo Fracionário - PCOF). Para essa finalidade propõem-se a extensão

do Método da Colocação Ortogonal (MCO) para o contexto fracionário como ferramenta para

integrar os modelos algébrico-diferenciais fracionários que constituem o PCO. Neste cenário

são apresentados resultados considerando: i) a validação da técnica de simulação proposta em

problemas matemáticos e de engenharia; ii) a aplicação do MCO no contexto fracionário em

um problema inverso usando dados experimentais reais; iii) a resolução de PCOFs usando a

abordagem Indireta; iv) a resolução de um PCOF com restrição de fim para a variável de estado;

e v) a resolução de PCOFs usando a abordagem Direta no contexto mono e multi-objetivo. Para

esta última classe de problemas é proposta uma nova estratégia de otimização multi-objetivo

que consiste da associação entre o algoritmo de Busca Fractal Estocástica e os operadores para

a avaliação do critério de dominância de Pareto e distância da multidão. Os resultados obtidos

com a simulação usando o MCO indicam que a metodologia numérica proposta configura-se

como uma abordagem interessante para a resolução de problemas diferenciais fracionários. Ao

avaliar o problema inverso proposto observa-se que a ordem fracionária pode ser empregada para

aumentar a qualidade do ajuste. A partir da resolução de PCOFs usando abordagens Indiretas e

Diretas pode-se verificar a influência da ordem frcionária nos perfis ótimos encontrados. Para o

PCOF com restrição de fim na variável de estado foi possível concluir que, a depender do valor

da ordem fracionária, não é possível encontrar uma solução ótima. Finalmente, ao se avaliar o

algoritmo multi-objetivo proposto é possível constatar a qualidade dos resultados obtidos em

relação ao outra abordagem tradicional da literatura, bem como a influência da ordem fracionária

nos perfis ótimos obtidos.

Palavras-chave: Problema de Controle Ótimo, Equação Algébrico-Diferencial Fracionária,

Ordem Fracionária, Otimização Mono e Multi-objetivo.



Abstract

The study of Optimal Control Problems (OCPs) is an area of great interest and importance

in engineering and related areas due to applications that can be developed. In general, the

OCP consists of determining the control variable profile that maximizes (or minimizes) an

objective function subject to differential-algebraic constraints. Commonly, to solve this type of

problem, two classes of approaches can be used, namely, the Direct and the Indirect, as well

as it is considered that differential constraints present integer order. In practice, this simplifies

the problem analysis, but fails to consider the effect of the fractional order on the obtained

profiles. This thesis has as aim goal to solve Fractional Optimal Control Problems (FOCPs). For

this purpose, the extension of Orthogonal Collocation Method (OCM) to fractional context to

integrate the fractional differential algebraic models is proposed. In this scenario, the following

results are presented: i) validation of the proposed simulation technique in mathematical and

engineering problems; ii) application of the OCM in an inverse problem using real experimental

data; iii) resolution of FOCPs by using the Indirect approach; iv) resolution of a FOCP with

specified state variable; and v) resolution of FOCPs by using the Direct approach in mono

and multi-objective contexts. For this last class, a new multi-objective optimization strategy is

proposed. This consists of association between the Stochastic Fractal Search algorithm and two

operators: Pareto’ dominance and crowding distance. The results obtained with the simulation by

using the OCM indicate that the proposed numerical methodology configures as an interesting

approach for solving fractional differential problems. For the proposed inverse problem, it is

observed that the fractional order can be used to increase the quality of fit. From the resolution of

FOCPs using Indirect and Direct approaches, it is possible to verify the influence of the fractional

order on optimal profiles found. For the FOCP with specified state variable, it is possible to

conclude that, depending on the fractional order value, is not possible to find an optimal solution.

Finally, for the proposed multi-objective algorithm, it is possible to verify the quality of obtained

results in relation to other traditional approach, as well as evaluate the influence of the fractional

order on the obtained optimal profiles.

Keywords: Optimal Control Problem, Fractional Differential Algebraic Equation, Fractional

Order, Mono and Multi-objective Optimization.
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1 Introdução

Os primeiros estudos sobre a teoria de controle datam de 1750 e desde essa época ela vem

se desenvolvendo e se aprimorando. De maneira geral, a teoria de controle pode ser subdividida

em três grandes classes, a saber, a clássica, a moderna e a robusta. A primeira é marcada pela

análise de respostas no domínio da frequência através do uso de funções de transferência e com

aplicabilidade em modelos representados por sistemas lineares invariantes no tempo com uma

única entrada e uma única saída. Já na segunda, a análise de respostas se dá no domínio do tempo

e trabalha com sistemas lineares ou não, modelos invariantes no tempo e compostos de múltiplas

entradas e múltiplas saídas. Por fim, a robusta é caracterizada pela junção das particularidades

das duas anteriores e trabalha com problemas não estáveis calculando uma projeção de erros do

controlador (OGATA, 2010).

Com origem na teoria de controle moderno, o Problema de Controle Ótimo (PCO) é

uma abordagem focada na resolução de estudos de caso dinâmicos que são representados por

modelos no domínio espaço-tempo. O seu objetivo é determinar o perfil do vetor de variáveis de

controle que maximizam (ou minimizam) uma determinada função objetivo (também chamada

de função custo ou índice de desempenho) (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Nas últimas

décadas, a aplicabilidade dos conceitos relacionados ao PCO na indústria tem aumentado

significativamente. Isto se deve, entre outros fatores, à popularidade das ferramentas numéricas

associadas a necessidade de atender a demanda de melhor desempenho das operações de processo,

estas sujeitas a cada vez mais restrições (LOGSDON; BIEGLER, 1989). Neste cenário, como

aplicações práticas pode-se citar: a determinação das condições de operação ótimas para plantas

químicas sujeitas à restrições de segurança, condições operacionais e ambientais (FEEHERY,

1998; MODAK; LIM; TAYEB, 1986) e a determinação da trajetória de robôs mecânicos (STRYK;

HEIM, 2000). Outras aplicações podem ser vistas em processos industriais, sistemas de energia,

veículos (terrestres, marítimos, fluviais, aéreos e espaciais), otimização estrutural, navegação,

identificação de sistemas e etc (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). No caso específico da área

espacial, grande impulsionadora do desenvolvimento do controle ótimo, as aplicações estão na

otimização de trajetórias de lançamento, determinação de órbitas e de atitude (estimação de

estado), em órbitas intermediárias, otimização de órbita de transferência, determinação de órbita

e de altitude na órbita de missão, correção de órbita entre outros (RIOS NETO, 2012).

Em linhas gerais, a resolução do PCO pode ser realizada considerando, basicamente,

dois tipos de abordagens numéricas, a saber, o Método Direto (MD) e o Método Indireto (MI)

(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; LOGSDON; BIEGLER, 1989). O MD tem por objetivo

transformar o problema original em um Problema de Programação Não Linear (PPNL) através

de parametrização das variáveis de controle e/ou de estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979;

LOGSDON; BIEGLER, 1989; STRYK; BULIRSCH, 1992; FEEHERY, 1998; LOBATO, 2004).
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Este tipo de metodologia pode ser classificada em dois sub grupos, a sequencial e o simul-

tâneo (BIEGLER; GROSSMANN, 2004). A estratégia sequencial consiste na discretização

das variáveis de controle, enquanto que a estratégia simultânea consiste na discretização de

ambas, controle e estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Na literatura especializada podem

ser encontrados estudos de caso baseados na discretização usando aproximações por colocação

ortogonal (OH; LUUS, 1977; BIEGLER, 1984), expansões em séries (ÇELIK; KARADUMAN;

BAYRAM, 2003) e colocação ortogonal em elementos finitos (RENFRO, 1986; RENFRO;

MORSHEDI; ASBJORNSEN, 1987; CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON; BIEGLER,

1989; LOGSDON; BIEGLER, 1992). Conforme destacado por Bryson, Ho e Siouris (1979), os

MDs podem fornecer soluções sub-ótimas e resultados menos precisos quando comparada ao

MIs. Todavia, têm como principal vantagem uma rápida convergência.

Por outro lado, o MI é caracterizado pela transformação do Problema de Controle Ótimo

Algébrico-Diferencial (PCOAD) em um equivalente algébrico-diferencial de valor no contorno

a partir da aplicação das condições de otimalidade (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Esta

abordagem surgiu graças ao desenvolvimento do Cálculo Variacional, permitindo desta forma

a dedução das condições necessárias e suficientes para a solução de problemas de otimização

dinâmica (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Os trabalhos de Bryson, Ho e Siouris (1979), Lynn,

Parkin e Zahradnik (1970a) e Lynn e Zahradnik (1970b) aplicaram o princípio de Pontryagin

(que fornece as condições de otimalidade), gerando as equações diferenciais adjuntas (ou de

co-estado) e a condição estacionária necessária para a minimização da função Hamiltoniano.

Atualmente, tal equacionamento pode ser facilmente obtido a partir do uso de programas de

álgebra computacional simbólica, dentre os quais pode-se citar o código OTIMA (GOMES,

2000) e suas atualizações (LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007). Em termos da qualidade, a solução

via aplicação do MI é mais precisa do que aquela encontrada usando os MDs, já que as condições

de otimalidade são atendidas. Por outro lado, o MI tem uma faixa de convergência restrita, bem

como apresenta dificuldade de convergência já que é difícil definir uma estimativa inicial para o

vetor de variáveis adjuntas (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; LOBATO, 2004).

Como observado, ambas as abordagens apresentam vantagens e desvantagens. Para aliar

as principais vantagens dos MDs (convergência) e do MI (precisão), vários autores têm propostos

o acoplamento entre estas duas classes de métodos de forma a desenvolver a denominada

estratégia híbrida (BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991b; BULIRSCH; MONTRONE;

PESCH, 1991a; BULIRSCH; NERZ; PESCH, 1993; STRYK; BULIRSCH, 1992; LOBATO;

OLIVEIRA-LOPES; MURATA, 2007). Neste cenário, emprega-se um MD para resolver o

problema original (ou em equivalente sem restrições) de forma que a solução obtida possa

ser utilizada como estimativa inicial para a resolução considerando o MI. Com esta estratégia

objetiva-se aumentar, gradativamente, a complexidade do problema de forma que ao final do

processo uma solução mais precisa possa ser obtida (BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991b;

BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991a).
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Nas últimas duas décadas, o desenvolvimento de novas técnicas numéricas empregadas

para a resolução de PCOs associadas ao aprimoramento de processadores têm permitido avaliar

aplicações mais complexas. Como exemplo, pode-se citar o estudo do Problema de Controle

Ótimo Fracionário (PCOF), i.e., um PCO que apresenta restrições algébrico-diferenciais com

ordem diferencial diferente da unidade. Assim, o PCOF se torna uma generalização do tradicional

PCO. Do ponto de vista matemático, a ordem fracionária presente nestes modelos configura

um novo parâmetro que deve ser avaliado no PCOF, visto que a variação do mesmo implica

diretamente na dinâmica do modelo algébrico-diferencial que compõe as restrições no PCOF

e, consequentemente, no valor da função objetivo obtida (LIMA; LOBATO; STEFFEN JR,

2021a; LIMA; LOBATO; STEFFEN JR, 2021b). Para o PCOF, naturalmente, faz-se necessário

o desenvolvimento/aprimoramento de novas abordagens para a resolução deste tipo de problema,

i.e., da obtenção das condições de otimalidade para problemas sem restrições (de igualdade e

desigualdade) e com condições de fim para o contexto fracionário (BISWAS; SEN, 2011) e

de estratégias para a integração deste tipo de modelo, como por exemplo o Método Pseudo-

Espectral Fracionário (TANG; SHI; WANG, 2017), o uso de Polinômios Ortogonais de Chebyhev

associado a Fórmula de Quadratura de Legendre-Gauss (BHRAWY et al., 2017) e a aplicação de

Polinômios Ortonormais de Jacobi (DOHA et al., 2015).

O PCO e o PCOF configuram-se como estudos de caso complexos em engenharia e

áreas afins. Isto se deve à presença de singularidades em modelos em que a variável de controle

apresenta-se na forma linear e/ou as restrições de desigualdade não apresentam, explicitamente,

a variável de controle (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Neste caso, utiliza-se o conceito de

índice diferencial como ferramenta para a caracterização deste tipo de problema. Este pode ser

definido como sendo o número mínimo de vezes em que um sistema algébrico-diferencial deve

ser diferenciado, com relação ao vetor de variáveis independentes, de forma que o mesmo se

torne um sistema puramente diferencial (PETZOLD, 1982). Em se tratando do PCO e do PCOF,

as singularidades surgem devido à flutuação do índice diferencial, i.e.; existem regiões (ou fases)

dentro do domínio em que existem ativações e desativações das restrições de desigualdade na

variável de controle, o que, geralmente, proporciona, para cada fase, índices diferenciais distintos

(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979).

Nos últimos anos, vários trabalhos têm sido desenvolvidos para o tratamento de PCOFs.

Todavia, apesar disso, a grande maioria das aplicações analisadas ainda são da área da matemática,

o que, na prática, implica na ausência de interpretações dos perfis obtidos sob o ponto de

vista físico. Neste contexto, o principal objetivo desta tese é resolver PCOFs com diferentes

características, avaliando a influência da ordem fracionárias nos perfis obtidos. Como objetivos

secundários, pretende-se: i) propor a extensão do Método da Colocação Ortogonal (MCO),

desenvolvido originalmente para a resolução de modelos diferenciais com ordem inteira, para o

contexto fracionário; ii) validar a técnica de simulação proposta em problemas matemáticos e

de engenharia; iii) propor e resolver um problema inverso considerando dados experimentais

reais considerando o MCO no contexto fracionário para a determinação da ordem fracionária; iv)
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atualizar o código OTIMA (GOMES, 2000; LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007), responsável pela

geração automática das condições de otimalidade em problemas de controle ótimo e proposto

originalmente para derivadas inteiras, para o contexto fracionário; v) resolver PCOFs usando a

abordagem indireta; vi) resolver PCOFs usando a abordagem direta no contexto mono e multi-

objetivo. Para esta última classe de estudos de caso objetiva-se propor uma nova estratégia de

otimização multi-objetivo, a saber o algoritmo Multi-objective Optimization Stochastic Fractal

Search (MOSFS), baseado na associação entre o algoritmo de Busca Fractal Estocástica (SALIMI,

2015) e os operadores para a avaliação do critério de dominância de Pareto (PARETO, 1896) e

distância da multidão (DEB, 2001).

Essa tese está organizada como segue. O Capítulo 2 apresenta aspectos gerais sobre a for-

mulação do PCO, conceitos gerais empregados para caracterizar equações algébrico-diferenciais

e condições de otimalidade. No Capítulo 3 é apresentado o estado da arte no que tange a clas-

sificação das abordagens para a resolução do PCO, sobre o cálculo fracionário e o MCO. Já o

Capítulo 4 apresenta a metodologia proposta para simular modelos algébrico-diferenciais fracio-

nários e, consequentemente, tratar PCOFs. O Capítulo 5 apresenta os resultados e discussões

considerando estudos de caso com diferentes complexidades e características. Por fim, o Capítulo

6 apresenta as conclusões e as sugestões para trabalhos futuros.
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2 Aspectos Gerais

Neste capítulo são apresentados conceitos gerais sobre o Problema de Controle Ótimo

(PCO), sua formulação matemática e definições sobre o índice diferencial e as condições de

otimalidade considerando a ordem inteira.

2.1 Conceitos Gerais Relacionados ao PCO

Com origem fundamentada na teoria de Controle Moderno, o PCO pode ser descrito

como um estudo de caso em que se deseja determinar o vetor de variáveis de controle para fins

da maximização (ou minimização) de uma função objetivo (também denominada de função

custo ou índice de desempenho). Uma característica muito importante é que este problema é

constituído por restrições algébrico-diferenciais escritas em termos do vetor de variáveis de

estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Para um bom entendimento do PCO sujeito à restrições

algébrico-diferenciais, a seguir são apresentados, brevemente, alguns conceitos.

• Um sistema de Equações Algébrico-Diferenciais (EADs) consiste de um conjunto F

definido genericamente por F (ẋ,x,y,t) = 0 (em que x é um vetor de variáveis que está

na forma algébrico-diferencial e y é um vetor de variáveis que está na forma algébrica)

(PETZOLD, 1982).

• Uma das definições mais importantes empregadas para a caracterização de uma EAD é o

Índice Diferencial. Este representa o número mínimo de vezes que o sistema algébrico-

diferencial ou parte dele é diferenciado em relação à variável independente de forma que

o vetor de variáveis que está na forma algébrica (y) seja escrita na forma diferencial ẏ

(PANTELIDES, 1988). Neste mesmo contexto, tem-se os conceitos de Índice Superior e

de Redução de Índice. EADs de índice superior são sistemas de equações que apresentam

ID maior do que a unidade. Devido à dificuldade associada à solução deste tipo de EADs,

é desejável que o ID seja o menor possível, i.e., igual a unidade, visto que os solvers

existentes para a integração destes modelos algébrico-diferenciais só são capazes de lidar

com sistemas com ID igual a unidade (PETZOLD, 1982). Assim, para sistemas com

índice superior faz-se necessário a redução do mesmo. Esta pode ser obtida por simples

diferenciação das restrições que compõem o modelo original de forma que no final deste

processo o ID seja igual a unidade.

• O Sistema Estendido Correspondente é constituído pelo conjunto de equações algébrico-

diferenciais com índice superior que é reduzido a unidade, bem como de todas as relações

matemáticas obtidas em decorrência desta redução. A obtenção deste sistema estendido
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é muito importante, visto que este é necessário a inicialização consistente do modelo

matemático para fins da integração e da geração das equações de otimalidade (LOBATO,

2004).

• Todo PCO apresenta, no mínimo, restrições algébrico-diferenciais. Todavia, a depender do

estudo de caso abordado também podem ser consideradas restrições de fim (terminais) e

de igualdade/desigualdade. A primeira restrição diz respeito às condições que o vetor de

variáveis de estados deve satisfazer (iniciais e finais). Já o segundo tipo de restrição diz

respeito a presença de restrições de igualdade e/ou desigualdade que devem ser satisfeitas

ao longo da integração do modelo. Como esperado, a inclusão deste tipo de restrições

implica no aumento da complexidade associada ao PCO.

• Por fim, ressalta-se o conceito de Eventos. Estes consistem de pontos específicos no

domínio das variáveis independentes em que ocorre a flutuação do ID, i.e.; onde podem

ocorrer descontinuidades no vetor de variáveis de estado e de controle no PCO (BRYSON;

HO; SIOURIS, 1979). Naturalmente, a localização destes pontos é de grande importância

para a resolução de PCOs, bem como na identificação das fases que caracterizam a

flutuação do ID e da ativação e desativação de restrições (LOBATO, 2004).

2.2 Formulação Matemática de um PCO

O PCO pode ser definido como (LOGSDON; BIEGLER, 1989):

min
u(t)

J = Ψ(x(tf ),tf ) +

∫ tf

0

L(x,u,t)dt (2.1)

sujeito às seguintes restrições algébrico-diferenciais:

h(ẋ,x,u,t) = 0 (2.2a)

g(x,u,t) ≤ 0 (2.2b)

xmin ≤ x(t) ≤ xmax (2.2c)

umin ≤ u(t) ≤ umax (2.2d)

onde t é o tempo, x(t) é o vetor das variáveis de estado, u(t) é o vetor das variáveis de controle,

Ψ e L representam o primeiro e o segundo termos da função objetivo J , sendo Ψ definida no

tempo final tf , h e g representam os vetores de restrições de igualdade (algébricas e diferenciais)

e desigualdade, respectivamente. Os superscritos min e max identificam, respectivamente, os

limites inferior e superior do vetor de variáveis de estado e de controle. Para x ∈ R
nx , u ∈ R

nu ,

t ∈ R
1, Ψ : Rnx → R

1, L : Rnx+nu+1 → R
1, h : Rnx+nu+1 → R

ng e g : Rnx+nu+1 → R
nh .
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2.3 Consistência de Inicialização

Para que um sistema algébrico-diferencial possa ser resolvido é necessário estabelecer

condições iniciais consistentes, i.e., um ponto de partida que atenda todas as equações que fazem

parte do modelo a ser resolvido. Para analisar este conceito considere um sistema de EADs na

sua forma geral:

F (x, ẋ, y, t) = 0 (2.3)

em que t é a variável independente, x e y representam os vetores de variáveis na forma diferencial

e algébrica, respectivamente.

Uma condição necessária mas não suficiente para que as condições iniciais sejam consis-

tentes é que estas satisfaçam ao sistema, i.e.:

F (x0, ẋ0, y0, t0) = 0 (2.4)

onde x0, ẋ0, y0 e t0 são as condições iniciais para as variáveis dependentes e independentes que

constituem o modelo algébrico-diferencial original.

Como aplicação prática considere o seguinte modelo com ID igual a 1 e com condições

iniciais dadas como x10 , x20 , ẋ10 e ẋ20 (PANTELIDES, 1988):

dx1
dt

+
dx2
dt

= a(t) (2.5)

x1 + x22 = b(t) (2.6)

onde a(t) e b(t) são funções contínuas e diferenciáveis.

Para reescrever o modelo acima (algébrico-diferencial) como um puramente diferencial

faz-se necessário transformar a equação algébrica em uma equivalente diferencial. Isto pode ser

realizado via diferenciação da equação algébrica com relação a variável independente t. Neste

caso, para que se tenha uma inicialização consistente, o modelo final deve, obrigatoriamente,

satisfazer a equação resultante da diferenciação, i.e.:

dx1
dt

+ 2x2
dx2
dt

= ḃ(t) (2.7)

Portanto, mesmo os sistemas com ID igual a unidade podem apresentar problemas de

inicialização, que são inerentes a todos os sistemas de índice superior. Em outras palavras,

enquanto a inicialização da maioria dos sistemas de índice 1 é similar à das EDOs, todos os

sistemas de índice superior e alguns sistemas de índice 1 apresentam dificuldades. Além disto, é

preciso localizar e evitar as diferenciações de equações que não trazem informações adicionais.

O que se busca, portanto, são formas de extrair dos sistemas informações fundamentais contidas

nos mesmos, mas que não são aparentes. Conforme destacado por Petzold (1982), os atuais

códigos numéricos empregados para a resolução de EADs frequentemente falham ou se tornam

extremamente ineficientes se os valores iniciais são inconsistentes.
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2.4 Índice Diferencial para Ordem Inteira

Como descrito anteriormente, o ID está relacionado com o número de vezes necessárias

para a transformação de um modelo algébrico-diferencial em um puramente diferencial. Para

ilustrar este conceito, considere o tradicional problema do pêndulo conforme a Figura 1. Este é

formado por um sistema de equações diferencias ordinárias (EDOs) de segunda ordem relativas

às equações do movimento em coordenadas cartesianas associada a uma equação algébrica

geométrica.

Figura 1 – Representação esquemática do problema do pêndulo.

Para fins de aplicação, o modelo original (de segunda ordem) é reescrito como um de

primeira ordem:

dx

dt
= u (2.8)

dy

dt
= v (2.9)

du

dt
= −xλ

m
(2.10)

dv

dt
= −g − yλ

m
(2.11)

Já a restrição geométrica é dada como:

x2 + y2 = L2 (2.12)

onde t é o tempo, x e y representam os deslocamentos, u e v representam as velocidades, g

é aceleração da gravidade, L o comprimento do fio, m a massa da esfera, λ o multiplicador

associado à variável de estado algébrica T , onde T = λ/m. Observe que dT/dt pode ser obtido

derivando Eq. (2.10) e Eq. (2.11), mas isto introduziria derivadas segundas que não poderiam ser

eliminadas. Portanto, derivando a Eq. (2.12) com relação ao tempo e substituindo as derivadas
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definidas em Eq. (2.8) e em Eq. (2.9) tem-se:

x
dx

dt
+ y

dy

dt
= 0 (2.13)

xu+ yv = 0 (2.14)

Diferenciando a Eq. (2.14) e fazendo as substituições necessárias obtém-se Eq. (2.15) e

Eq. (2.16), respectivamente:

x
du

dt
+ y

dv

dt
+ u2 + v2 = 0 (2.15)

−x2T − yg − y2T + u2 + v2 = 0 ⇒ T =
u2 + v2 − yg

L2
(2.16)

Diferenciando a Eq. (2.16) e substituindo as respectivas derivadas obtém-se:

dT

dt
=

−3vg − 2T (ux+ yv)

L2
(2.17)

Portanto, após 3 diferenciações as equações algébrico-diferenciais originais foram trans-

formadas num conjunto de equações puramente diferenciais dadas pelas Eqs. (2.8-2.11) e pela

Eq. (2.17). Isto significa que o índice diferencial deste sistema é igual a 3. Além disso, pode-se in-

tegrar o modelo formado por ẋ, ẏ, v̇, u̇ e Ṫ a partir de uma inicialização consistente, i.e.; definido

os valores iniciais para as variáveis x, y, v e u e conhecendo-se os valores dos parâmetros g e L

obtêm-se a condição inicial consistente para a variável T usando todas as relações encontradas

durante a redução do ID.

2.5 Condições de otimalidade para PCOs com or-

dem inteira

Considere o seguinte PCO (FEEHERY, 1998):

min
u(t)

J = Ψ(x(tf ), tf ) +

∫ tf

0

L(x, u, t)dt (2.18)

sujeito ao sistema de EADs totalmente implícito:

f(ẋ, x, u, t) = 0 (2.19)

e com condições iniciais consideradas consistentes dadas por:

ϕ(ẋ(t0), x0, u(t0), t0) = 0 (2.20)

onde x e u representam os vetores de variáveis de estado (na forma algébrica e diferencial) e

controle, respectivamente, t é o tempo (tf é o tempo final), Ψ e L representam o primeiro e
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o segundo termos da função objetivo J . Além disso, J(.), L(.),Ψ(.) → R, f(.),ϕ(.) → R
mx ,

x ∈ R
mx e u ∈ R

mu .

A função Ψ na Eq. (2.18) pode ser expressa como:

Ψ(x(tf ), tf ) = Ψ(x(t0), t0) +

∫ tf

t0

dΦ

dt
dt (2.21)

Admitindo que o tempo inicial (t0) e a condição x(t0) são fixos, a função objetivo (Eq.

(2.18)) pode ser reescrita como:

J =

∫ tf

t0

L̄(ẋ, x, u, t)dt (2.22)

onde:

L̄(ẋ, x, u, t) =
∂Ψ

∂t
+ L =

∂Ψ

∂t
+

(
∂Ψ

∂x

)T
ẋ+ L (2.23)

A função objetivo aumentada é obtida pela junção das restrições à função objetivo

original através do uso de variáveis adjuntas λ(t):

J̄ =

∫ tf

t0

[L̄(ẋ, x, u, t) + λ(t)Tf(ẋ, x, u, t))]dt (2.24)

Por conveniência a função Hamiltoniano é definida como:

H(ẋ, x, u, λ,t) = L̄(ẋ, x, u, t) + λ(t)Tf(ẋ, x, u, t) (2.25)

Para obter as condições necessárias de otimalidade, é necessário definir a variação de um

funcional:

J̄ =

∫ tf

t0

H(ẋ, x, u, λ,t)dt (2.26)

O incremento do funcional é:

∆J̄ =

∫ tf

t0

[H(ẋ+δẋ, x+δx, u+δu, λ+δλ,t)−H(ẋ, x, u, λ, t)]dt++

∫ tf+δt

tf

H(ẋ, x, u, λ, t)dt

Expandindo o incremento em uma série de Taylor em torno do ponto (ẋ(t), x(t), u(t)) e

extraindo as condições que são lineares tem-se a variação de J̄ :

δJ̄ =

∫ tf

t0

(
∂H

∂ẋ
δẋ+

∂H

∂x
δx+

∂H

∂u
δu+

∂H

∂λ
δλ

)
dt+H(ẋ, x, u,λ, t)δtf (2.27)

que pode ser simplificada através da integração por partes do primeiro termo:

δJ̄ =

∫ tf

t0

((
∂H

∂x
− d

dx

(
∂H

∂ẋ

))
δx+

∂H

∂u
δu+

∂H

∂λ
δλ

)
dt+

(
∂H

∂ẋ

)

t=tf

δx(tf )+

+H(ẋ, x, u, λ,t)δtf (2.28)
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Usando a seguinte relação:

δx(tf ) = δxf − ẋδtf (2.29)

e substituindo a Eq. (2.29) na Eq. (2.28) tem-se:

δJ̄ =

(
∂H

∂ẋ

)

t=tf

δxf +

(
H − ∂H

∂ẋ

)

t=tf

δtf+

+

∫ tf

t0

((
∂H

∂x
− d

dt

(
∂H

∂ẋ

))
δx+

∂H

∂u
δu+

∂λ

∂x
δλ

)
dt (2.30)

As condições necessárias de primeira ordem para o ótimo podem ser determinadas

fixando a variação de J̄ igual a zero. As condições são:
(
∂H

∂x

)
− d

dt

(
∂H

∂ẋ

)
= 0 (2.31a)

∂H

∂u
= 0 (2.31b)

∂H

∂λ
= 0 (2.31c)

(
∂H

∂ẋ

)

t=tf

+

(
H − ∂H

∂ẋ

)

t=tf

= 0 (2.31d)

As Eqs. (2.31a)-(2.31d) definem um sistema de EADs de valor no contorno. Estas

condições podem ser simplificadas, expandindo os termos que incluem Φ na Eq. (2.31a):

∂

∂x

(
∂Ψ

∂x
ẋ+

∂Ψ

∂t

)
− ∂

∂t

(
∂

∂ẋ

(
∂Ψ

∂ẋ
ẋ

)) (
∂2Ψ

∂x∂t
+
∂2Ψ

∂x2
ẋ

)
+

(
∂2Ψ

∂t∂x
+
∂2Ψ

∂x2
ẋ

)
= 0

Admitindo que as derivadas parciais de segunda ordem são contínuas, a ordem de

diferenciação pode se mudada e a expressão inteira igualada a zero.

Substituindo Eqs. (2.25) e (2.26) no sistema constituído pelas Eq. (2.31a) a Eq. (2.31d)

obtêm-se:
∂L

∂x
+ λT

∂f

∂x
− λ̇T

∂f

∂x
− λT

d

dt

(
∂f

∂ẋ

)
= 0 (2.32)

∂L

∂u
+ λT

∂f

∂u
= 0 (2.33)

f(ẋ,x,u,t) = 0 (2.34)

(
λT
∂f

∂ẋ
+
∂Ψ

∂x

)

t=tf

δxf +

(
∂Ψ

∂t
+ L+ λTf − λT

(
∂f

∂ẋ

)
ẋ

)

t=tf

δtf = 0 (2.35)

Estas condições são uma generalização das condições necessárias para o ótimo definidas

a partir de PCOs.
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A abordagem algébrico-diferencial faz com que a dimensão do vetor de variáveis adjuntas

na forma diferencial seja igual à dimensão do vetor das variáveis de estado que estão na forma

diferencial. Entretanto, quando a abordagem está na forma puramente diferencial, a dimensão das

variáveis adjuntas é igual à dimensão de todas as variáveis de estado, independentemente de estas

estarem na forma algébrica ou diferencial. Por se tratar de um problema de valor no contorno,

a solução do sistema se torna interessante pois o número de condições de contorno a serem

especificadas na abordagem algébrico-diferencial é menor do que na puramente diferencial. Por

exemplo, o número de variáveis adjuntas definidas em t = tf será menor.

Na sequência serão apresentados casos particulares que envolvem problemas com tempos

fixos finais ou livres, como também, problemas com variáveis de estado especificadas no tempo

final.

a) Problemas com Tempo Final Fixo

Se tf é fixo então δtf é igual a zero na Eq. (2.35). Se a variável de estado não for

especificada no tempo final, as condições no ponto final têm que satisfazer a:
(
λT
∂f

∂ẋ
+
∂ψ

∂x

)

t=tf

δxf = 0 (2.36)

Como δxf é arbitrário, isso implica que δxf 6= 0, portanto temos nesse caso:
(
λT
∂f

∂ẋ
+
∂ψ

∂x

)

t=tf

= 0 (2.37)

As condições necessárias são dadas pelas Eqs. (2.32) a (2.34).

b) Problemas com Tempo Final Livre

Como tf é livre, não é possível fazer a suposição de que δtf = 0 . Assim, neste caso,

além das condições dadas pelas equações Eqs. (2.32) a (2.34), para o caso em que se tem as

variáveis de estado fixas no tempo final ou variáveis de estado livre, o sistema deverá atender a

seguinte condição: (
λT
∂ψ

∂x
+ L+ λTf − λT

∂f

∂ẋ
ẋ

)

t=tf

= 0 (2.38)

c) Algumas Variáveis são Especificadas no Tempo Final Fixo

Seja o problema de otimização definido pelas Eqs. (2.18) a (2.20), com algumas variáveis

de estado especificadas em t = tf . Se xi, o i-ésimo componente do vetor de estado x, é definido

em t = tf , então como a variação δxi(tf ) na Eq. (2.35) não pode ser nula, é necessário que a

Eq. (2.36) seja satisfeita. A Eq. (2.38), ∂H/∂u = 0 necessita de uma condição adicional para o

problema com restrição final. No presente caso, δu(t) não é completamente arbitrário, o conjunto

admissível de δu(t) é sujeito às restrições:

δxi(tf ) = 0, i = 1, ..., q (2.39)
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Um conjunto admissível de δu(t) pode ser definido como os valores de δu(t) que

satisfazem todas as restrições do problema, como por exemplo a Eq. (2.39). Desde que xi(tf )

especificado para i = 1, ..., q, é consistente considerar que:

ϕ = ϕ(xq+1, ..., xn)t=tf (2.40)

As Eqs. (2.32) a (2.34) permanecem inalteradas para este caso, apenas a condição de

contorno em t = tf passa a ser dada por:

λi(tf ) =





0, para j = 1, ..., q(
∂φ

∂xj

)

t=tf

, para j = q + 1, ..., n
(2.41)

d) Funções de Variáveis de Estado Especificadas no Tempo Final Fixo

Seja o problema de otimização definido pelas Eqs. (2.18) a (2.20) sujeito a restrição

definida pela Eq. (2.42), de dimensão q, função das variáveis de estado e com o valor definido no

tempo final.

ϕ(x(tf ), tf ) = 0 (2.42)

A Eq. (2.42) pode ser adicionada à função objetivo através de multiplicadores de La-

grange ν, um vetor de dimensão q.

J = ψ(x(tf ),tf ) + νTϕ(x(tf ),tf ) +

∫ tf

t0

L(x,u,t)dt (2.43)

Definindo:

Ψ = ψ(x(tf ),tf ) + νTϕ(x(tf ),tf ) (2.44)

O conjunto de parâmetros ν devem ser escolhidos para satisfazer a Eq. (2.42). Portanto

as condições necessárias são dadas pelas Eqs. (2.32) a (2.34) e por:

λT (tf ) =

(
∂Ψ

∂x
+ νT

∂ϕ

∂x

)

t=tf

(2.45)

A Eq. (2.33) determina o vetor u(t), as Eqs. (2.32) a (2.37) formam um sistema de EADs

de valor no contorno com q parâmetros ν para serem determinados na Eq. (2.45) tal que a Eq.

(2.42) seja satisfeita.

e) Problemas com Restrição de Trajetória

Nesta seção consideraremos os problemas de otimização com restrições de trajetória,

que se aplicam a pontos intermediários ou sobre toda a trajetória.
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i) Restrições de Igualdade na Variável de Controle

Seja o seguinte PCO definido como:

min
u(t)

J = Ψ(x(tf ),tf ) +

∫ tf

0

L(x,u,t)dt (2.46)

ϕ(x(tf ),tf ) = 0 (2.47)

f(ẋ,x,u,t) = 0 (2.48)

C(u,t) = 0 (2.49)

onde C(u,t) é o vetor de restrições de igualdade em termos da variável de controle. Neste caso

u(t) é um vetor de variáveis de controle de dimensão m ≥ 2 e C é uma função escalar. O

Hamiltoniano (Eq. (2.25)) será redefinido como:

H(ẋ,x,u,λ,t) = L̄(ẋ,x,u,t) + λTf(ẋ,x,u,t) + µC(u,t) (2.50)

As condições necessárias (Eqs. (2.32), (2.34) e (2.35)) permanecem inalteradas, sendo

que Eq. (2.33) será redefinida como:

∂L

∂u
+ λT

∂f

∂u
+ µ

∂C

∂u
= 0 (2.51)

O sistema formado pelas condições necessárias e pela Eq. (2.49), representa as m+ 1

condições para determinar o m-ésimo componente do vetor de controle u(t) e a função escalar

µ(t).

ii) Restrições de Igualdade nas Variáveis de Controle e Estado

Neste caso a Eq. (2.49) será substituída por:

C(x,u,t) = 0 (2.52)

Aqui as condições obtidas para seção anterior podem ser aplicadas, entretanto um novo

termo será acrescentado à Eq. (2.32), que é reescrita como:

∂L

∂x
+ λT

∂f

∂x
+ µT

∂C

∂x
− λ̇T

∂f

∂ẋ
− λT

d

dt

∂f

∂ẋ
= 0 (2.53)

iii) Restrições de Igualdade na Variável de Estado

Se a restrição não tiver dependência explícita na variável de controle, ocorre uma com-

plexidade adicional. Assim, considere a seguinte restrição:

S(x,t) = 0 (2.54)
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Se esta restrição é aplicada sobre todo o intervalo t0 ≤ t ≤ tf , a derivada temporal da

restrição é nula ao longo da trajetória:

dS

dt
=
∂S

∂t
+
∂S

∂x
ẋ =

∂S

∂x
f(x,u,t) = 0 (2.55)

A Eq. (2.55) pode ou não revelar a dependência da variável de controle u. Se a Eq. (2.32)

revelar a dependência de u, então pode ser tratada como uma restrição do tipo da Eq. (2.52). Para

isto, deve-se eliminar um componente de x como função dos n− 1 componentes remanescentes

usando a Eq. (2.54) como uma condição de contorno em t = t0 ou t = tf . Se a Eq. (2.55) não

revelar a variável de controle explicitamente, deve-se repetir o processo de diferenciar a equação

até que a variável de controle u seja revelada explicitamente. Surge então o conceito de ordem

da restrição de igualdade na variável de controle, que é definida como o número de vezes que a

restrição deve ser diferenciada para que se obtenha a dependência da variável de controle u. A

q-ésima derivada temporal da restrição da Eq. (2.54), é representada por:

Sq(x,u,t) = 0 onde Sq(x,u,t) =
dqS

dtq
(2.56)

Neste caso q componentes de x devem ser eliminados manuseando os (n− q) compo-

nentes remanescentes, usando as q relações:




S(x,t)

S1(x,t)
...

Sq−1(x,t)



= 0 (2.57)

ou adicionando a Eq. (2.57) como um conjunto de condições de contorno em t = t0 ou t = tf .

A existência de restrições de igualdade nas variáveis de estado em um PCO pode

aumentar o ID. É interessante observar que uma restrição de igualdade pode surgir quando um

PCO é formado por Equações Diferenciais Implícitas do tipo:

F (ẋ,x,u,p,t) = 0 (2.58)

onde u é a variável de controle, p é o parâmetro e x é a variável de estado, é reescrito definindo

uma nova variável de controle u∗ = [u, v] tal que o Sistema Aumentado definido como:

ẋ = v (2.59)

G(x,u,p,v,t) = 0 (2.60)

Os teoremas a seguir estabelecem as condições em que a adição da restrição de igualdade

no estado ao sistema original resultará em um sistema aumentado de EADs de índice superior

(FEEHERY, 1998):
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Teorema 2.2.1 : Sejam ng ≤ nu restrições de estado do seguinte tipo:

g(x) = 0 (2.61)

onde ng é o número de restrições de igualdade e nu o número de variáveis de controle e existe

algum χ ⊆ x, χ ∈ R
ng ng tal que ∂g/∂χ é não singular. Para explicitar a variável de controle são

necessárias no mínimo 2 diferenciações, por exemplo, gera-se uma EAD com i ≥ 2, supondo

que a EAD é solucionável.

ẋ− φ(x,u,t) = 0 (2.62)

Teorema 2.2.2 : Sejam ng ≤ nu restrições de estado do tipo:

g(x,u) = 0 (2.63)

Se a EAD é solucionável, então ao explicitar a EDO da forma Eq. 2.63, gera-se uma

EAD com i ≥ 1.

iv) Restrições de Desigualdade nas Variáveis de Controle

Neste caso o problema de otimização considerado para simplificar a análise, é de tempo

fixo e sem restrição definida no ponto final, sujeito a uma restrição de desigualdade do tipo:

C(u,t) ≤ 0 (2.64)

Se o Hamiltoniano for definido por: H0 = λf +L (Eq. 2.25), considerando que δxi = 0,

∂H/∂λ = 0 e para simplificações os coeficientes de δx são iguais a zero, pode ser reescrita

como:

δJ =

∫ tf

0

H0
uδudt =

∫ tf

0

H0
u(x,λ,u,t)dt (2.65)

As condições necessárias para este problema são as Eqs. (2.32) a (2.35). Para u(t) ser

minimizado, δJ ≥ 0 para todo o conjunto admissível de u(t). Isto implica que δH0 ≥ 0 para

todo t e todo conjunto admissível u(t). Os pontos onde ocorrem os valores ótimos de u(t) tem a

seguinte propriedade:

δH0 = δH0
uδu ≥ 0 (2.66)

δC = Cuδu ≤ 0 (2.67)

Se o Hamiltoniano for definido por:

H = λTf + L+ µTC (2.68)

Aqui as condições necessárias são dadas pelas equações Eqs. (2.32) a (2.34), com uma

condição adicional:

µ =

{
≥ 0, se C = 0

= 0, se C < 0
(2.69)
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A exigência do multiplicador ser positivo quando C = 0, pode ser interpretada como

uma condição para que o gradiente Hu ≡ λTfu + Lu seja obtido somente violando as restrições.

Quando a restrição de desigualdade torna-se ativa em algumas porções da trajetória, o problema

de otimização apresenta arcos com restrição e sem restrição. Nos pontos de junção, entre os arcos

restritos e não restritos, a variável de controle, pode ou não ser contínua. Se u(t) for descontínuo,

o ponto é chamado de canto (corner). Os Corners podem ocorrer em qualquer ponto da trajetória,

mas não são mais prováveis de ocorrer nos pontos de junção que no meio do arco sem restrição.

A priori não existe método para determinar a existência dos cantos. Se u(t) for contínuo nos

pontos de junção, seguido da continuidade de λ, ∂H/∂u, H então µ(t) também é contínuo.

v) Restrições de Desigualdade nas Variáveis de Controle e Estado

Neste caso a restrição de desigualdade é dada por:

C(x,u,t) ≤ 0 (2.70)

O problema é manuseado da mesma forma que o problema de funções de variáveis de

estado especificadas no tempo final fixo.

O Hamiltoniano é definido como Eq. (2.68):

H = λTf + L+ µTC (2.71)

em que

µ =

{
> 0, se C = 0

= 0, se C < 0
(2.72)

e as equações de Euler-Lagrange são assim definidas:

λ̇T = −∂H
∂x

{
−Lx − λTfx − µCx, se C = 0

−Lx − λTfx, se C < 0
(2.73)

A condição que determina u(t) é dada por:

Hu ≡ Lu + λTfu + µCu (2.74)

Quando C < 0, µ = 0 a Eq. (2.74) determina u(t). Para C = 0, a Eqs. (2.72) e (2.74)

determinam µ(t) e u(t) simultaneamente.

vi) Restrições de Desigualdade nas Variáveis de Estado

Seja a restrição de desigualdade dada por:

S(x,t) ≤ 0 (2.75)

Considere que S e u são escalares. A derivada temporal da Eq. (2.75) e a substituição de

ẋ devem ser realizadas até que seja revelada a dependência explicita de u. Se forem necessárias
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q derivadas temporais, a Eq. (2.75) é denominada restrição de desigualdade na variável de

estado de q-ésima ordem. Aqui Sq(x,u,t) representa a q-ésima derivada temporal total de S. O

Hamiltoniano é definido como:

H ≡ L+ λTf + µSq (2.76)

onde a restrição está ativa se:

Sq = 0 ⇒ S = 0 (2.77)

A restrição não está ativa se:

µ = 0 ⇒ S < 0 (2.78)

As condições necessárias são dadas pelas Eqs. (2.32) a (2.34), substituindo C por Sq . A

condição necessária para µ(t) se a restrição está ativa é

µ(t) ≥ 0 ⇒ S = 0 (2.79)

Aqui também ocorre o aparecimento de arcos restritos e arcos não restritos. Os arcos

restritos devem ser tangentes aos arcos não restritos nos pontos de junção, o que faz com que

apareçam descontinuidades nos pontos de entrada e saída de qualquer arco. Daqui surgem

as restrições de tangência, que são denominadas restrições de contorno em pontos interiores,

definidas por:

N(x,t) =




S(x,t)

S1(x,t)
...

Sq−1(x,t)



= 0 (2.80)

Pode-se escolher o ponto de entrada em vez do ponto de saída para satisfazer estas

restrições interiores, então os λ e o H serão descontínuos no ponto de entrada t = t1 e contínuos

no ponto de saída. O vetor N(x,t) (Eq. (2.80)) representa as condições de salto. Bryson, Ho e

Siouris (1979) através de manipulações semelhantes mostraram que as condições de salto no

ponto de entrada podem ser obtidas por:

λT (t−1 ) = λT (t+1 ) + πT
∂N

∂x(t1)
(2.81)

HT (t−1 ) = HT (t+1 ) + πT
∂N

∂t1
(2.82)

onde t−1 significa o tempo anterior a t1 e t+1 o tempo logo após o t1, π e um vetor de multiplica-

dores de Lagrange de dimensão q usados para adicionar as condições de junção (Eq. (2.82)) à

função objetivo, que são determinados de tal forma que atendam a estas condições.
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3 Revisão Bibliográfica

3.1 Métodos para a Solução de PCOs

3.1.1 Método Indireto

O Método Indireto (MI) tem a sua fundamentação baseada no desenvolvimento do

Cálculo Variacional. Este consiste na dedução das condições necessárias e suficientes para a

resolução de PCO (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Trabalhos desenvolvidos por Lynn, Parkin

e Zahradnik (1970a), Bryson, Ho e Siouris (1979) e Lynn e Zahradnik (1970b) demonstram o

denominado Princípio de Pontryagin (PP). Este consiste na transformação do PCO original em

um equivalente de valor no contorno algébrico-diferencial. Isso se deve a geração das equações

diferenciais adjuntas (também conhecidas como co-estado) e da condição estacionária, ambas

definidas em função do Hamiltoniano.

Uma das principais vantagem do MI é a precisão associada a este tipo de abordagem

(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; CHUDEJ; GÜNTHER, 1999). Por outro lado, a geração das

equações de otimalidade para PCOs não é uma tarefa simples, dada a não linearidade inerente

neste tipo de problema. Todavia, esta tarefa se torna simples já que existem vários softwares de

álgebra computacional simbólicos capazes de obter tal equacionamento de forma automática.

Uma outra importante desvantagem é a dificuldade de convergência devido à natureza do

problema de valor no contorno algébrico-diferencial resultante da aplicação das condições de

otimalidade (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979).

A seguir são apresentadas as condições necessárias de otimalidade para PCOs com

diferentes características.

3.1.1.1 Códigos Computacionais

A seguir são apresentados alguns dos principais códigos computacionais usados para

solucionar as equações de otimalidade (problemas representados como EADs de valor no

contorno):

• COMMIN (Continuous Optimization using the Maximium Principle with Minimum Pro-

gramming) (OUELLET; BUI, 1993): baseado no método de Euler, o código utiliza aproxi-

mações centrais para resolver o PCO resultante da aplicação do PP. O sistema é resolvido

usando o método de Newton-Raphson com refinamento da malha através da extrapolação

de Richardson.

• COLDAE (Collocation Differential Algebric Equation Method) (ASCHER; SPITERI,
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1994): código que trabalha com MIs e é caracterizado por ser subrotina geral para a solução

de EDOs de valor no contorno. Ele é usado em EADs de valor no contorno não lineares

semi-explícitas de índice no máximo 2 e totalmente implícitos de índice 1. Como método,

o código utiliza a colocação polinomial por partes em pontos gaussianos associado ao

método de projeção de Ascher-Petzold.

• COLFIT (COLlocation FITting) (SCHULZ, 1996): utiliza o método de colocação e foi

desenvolvido na plataforma Fortran. O autor conseguiu demonstrar a aplicação em PCO

singular e com restrições no estado de índice 1. Para determinar as variáveis algébricas,

o código utiliza as condições de consistência em cada nó. As invariantes decorrentes da

redução do índice são empregadas para garantir a estabilização da solução.

• PARFIT (PARameter FITting) (SCHULZ, 1996): implementa o método do chute múltiplo

na plataforma Fortran para explorar as invariantes decorrentes da redução do índice, que

por sua vez, são empregadas para garantir a estabilização da solução.

3.1.1.2 Aplicações do Método Indireto

Lynn, Parkin e Zahradnik (1970a) aplicaram o PP para gerar as equações adjuntas e a

condição necessária para fins da otimização da conversão de reações consecutivas em um reator

tubular com dispersão axial. Para isso, estes autores consideraram um problema de valor no

contorno puramente diferencial e o resolveram pelo método de resíduos ponderados. Já Lynn

e Zahradnik (1970b) também aplicaram o PP para gerar as equações adjuntas e a condição

necessária mas em sistemas distribuídos que eram representados por equações diferenciais

parciais hiperbólicas de primeira ordem e foi nomeada como uma aproximação de trajetória

para controle quase ótimo. San e Stephanopoulos (1984) estudaram a cinética de crescimento

da biomassa e a estratégia de alimentação para a otimização da biomassa final produzida em

um reator batelada. Para esse problema singular foi detectada a ativação dos arcos singulares

e determinadas as condições ao longo e na trajetória final do arco singular. Modak, Lim e

Tayeb (1986) apresentaram, didaticamente, a definição de arcos singulares e de controle singular,

explorando a forma dos perfis de controle ótimo a partir da análise de existência destes arcos

em diversas situações em reator batelada alimentada. Ouellet e Bui (1993) propuseram um

método numérico na solução de um problema de controle ótimo envolvendo processos térmicos

industriais. Gomes (2000) e Lobato (2004) utilizaram o código COLDAE para a resolução de

PCOs em diferentes campos da ciência usando o MI. Simeoni et al. (2012) usaram a técnica

do simples chute para resolver uma série de PCO aplicando o MI. Segundo estes autores a

técnica utilizada mostrou-se rápida e confiável, sendo a convergência quase sempre obtida

automaticamente, sem qualquer interferência do usuário. Foram analisados estudos de caso

clássicos no campo do controle ótimo. Pereira (2021) emprega o PP para a resolução de um

PCO que modela a operação de sistemas de drones usados em operações de busca e salvamento

após desastres, terremotos, inundações, tsunamis, eventos climáticos extremos, entre outros. O
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autor focou em problemas que surgem em vários sistemas de drones durante a comunicação,

planejamento e a execução de operações de busca e de salvamento ágeis e eficazes em diversos

cenários de desastres. Recentemente, Moussouni e Aliane (2021) propuseram um PCO para fins

da maximização do número de pessoas recuperadas e a minimização do número de infectados

considerando o modelo SEIR (Susceptible-Exposed-Infectious-Recovered). O problema foi

resolvido usando o Princípio Pontryagin e seus resultados foram comparados com aqueles

obtidos considerendo outras abordagens. Din, Li e Shah (2021) propuseram um PCO para fins da

erradicação da hepatite B da população. Para essa finalidade foram consideradas como variáveis

de controle o isolamento dos indivíduos não infectados e indivíduos infectados, o tratamento da

doença e a vacinação. Uma vez formulado o PCO, foi provada a sua existência e caracterizada as

condições de otimalidade usando o PP.

3.1.2 Métodos Diretos

Uma revisão da literatura revela que, tradicionalmente, os Métodos Diretos (MDs) têm

sido, preferencialmente, empregados para resolver PCOs em comparação com o MI. Isto se deve

ao desenvolvimento e aprimoramento dos algoritmos empregados para a solução de problemas

de Programação Não Linear (NLP) (BIEGLER, 1984; RENFRO; MORSHEDI; ASBJORNSEN,

1987; CERVANTES; BIEGLER, 1998; BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002). Os MDs

consistem em transformar o PCO em um problema NLP utilizando a técnica de parametrização

das variáveis de controle e/ou de estado. Essa técnica é dividida em duas estratégias, a saber,

a sequencial e a simultânea. A estratégia sequencial baseia-se na parametrização do vetor

de variáveis de controle. Neste caso, o sistema de EADs é discretizado utilizando-se uma

aproximação polinomial e, na sequência, é resolvido por um solver NLP. Por outro lado, a

estratégia simultânea fundamenta-se na parametrização dos vetores de variáveis de controle e

estado (BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002).

Com relação a técnica de discretização, inúmeros são os trabalhos existentes sobre o

assunto. Neste caso podem ser observadas estratégias de discretização baseadas em colocação

ortogonal (OH; LUUS, 1977; BIEGLER, 1984), em expansões em séries (ÇELIK; KARA-

DUMAN; BAYRAM, 2003) e em colocação ortogonal em elementos finitos (RENFRO, 1986;

RENFRO; MORSHEDI; ASBJORNSEN, 1987; CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON;

BIEGLER, 1989; LOGSDON; BIEGLER, 1992). Nesta última classe o tamanho e o número

de elementos podem ser determinados de forma a proporcionar um menor erro no que tange a

discretização (LOGSDON; BIEGLER, 1989; VASANTHARAJAN; BIEGLER, 1990).

A discretização tem duas naturezas: a local que usa os métodos de diferenças finitas e

volumes finitos e a global que trabalha com colocação ortogonal padrão e em elementos finitos

(BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002). A primeira geralmente requer uma grande

quantidade de pontos na discretização para conseguir obter uma solução final mais próxima

possível da solução real. Para isso, conjuntos de dezenas ou centenas de equações devem ser
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resolvidos simultaneamente embora o processo de geração das equações seja simples e pode ser

automatizado. Já a segunda, permite uma excelente redução da malha de discretização. Como

contraponto, o processor de geração das equações discretizadas se torna extremamente complexo.

De acordo com Biegler, Cervantes e Wächter (2002) a principal vantagem dos MDs é a

facilidade de implementação em comparação aos MIs pois não necessitam da geração de um

sistema aumentado e o perfil de controle é aproximado por um perfil constante por partes sobre

elementos finitos de comprimento variável. Como desvantagens pode-se citar: i) o sistema EADs

é resolvido em cada iteração; ii) não existe o manuseio direto das restrições de desigualdade nas

variáveis de estado; iii) pode requerer um elevado custo computacional, a depender do tipo de

abordagem (sequencial ou simultânea); iv) não existe garantia de convergência, assim como em

qualquer estratégia de otimização.

3.1.2.1 Parametrização da Variável de Controle

O MD tem como vantagem a facilidade e generalidade de implementação, i.e., as

variáveis podem ser discretizadas em elementos finitos através de polinômios ou qualquer função

de base. Neste caso, os coeficientes dos polinômios e o tamanho dos elementos são adicionados

como variáveis de decisão ao NLP. O método de parametrização do controle se distingue dos

métodos simultâneos por resolver repetidamente um problema de valor inicial. Na literatura é

possível encontrar inúmeros trabalhos que utilizam a discretização apenas no controle, como por

exemplo os trabalhos de Cuthrell e Biegler (1987), Goh e Teo (1988) e Wong e Luus (1982).

Para fins de aplicação, a variável de controle u pode ser discretizada utilizando colocação

ortogonal em elementos finitos como segue:

uK(t) =
K∑

j=1

uijθj(t) (3.1)

onde K é o número de pontos de colocação ortogonal, i é o número de elementos finitos e θ são

as funções definidas como (BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002):

θj(t) =
K∏

k=1,j

t− tik
tij − tik

(3.2)

3.1.2.2 Parametrização da Variável de Controle e Estado

A discretização tanto da variável de controle quanto da variável de estado tem sido

empregada em inúmeros trabalhos (CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON; BIEGLER,

1989; VASANTHARAJAN; BIEGLER, 1990; CERVANTES; BIEGLER, 1998; HUANG; RE-

KLAITIS; VENKATASUBRAMANIAN, 2002). Isto se deve a estabilidade e propriedades de

precisão observadas (BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002). A seguir é apresentada a

discretização para o controle u e o estado x:
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xK+1(t) =
K∑

k=0,j

xijφj(t) (3.3)

uK(t) =
K∑

j=1

uijθj(t) (3.4)

onde K é o número de pontos de colocação ortogonal, i é o número de elementos finitos.

Deve-se salientar que a diferença entre as ordens é devido à existência das condições iniciais

para x(t), para cada elemento, φ e θ são os funções definidas como (BIEGLER; CERVANTES;

WÄCHTER, 2002):

φj(t) =
K∏

k=0,j

t− tik
tij − tik

(3.5)

θj(t) =
K∏

k=1,j

t− tik
tij − tik

(3.6)

3.1.2.3 Método para a Solução de NLPs

Os problemas de PNL podem ser representados como segue (BIEGLER; CERVANTES;

WÄCHTER, 2002):

minS(x) (3.7)

sujeito a:

hj(x) = 0, j = 1,2,...,m (3.8)

gj(x) ≤ 0, j = 1,2,...,p (3.9)

onde S é a função objetivo, x é o vetor de variáveis de projeto, hj(x) e gj(x) representam as m e

p restrições de igualdade e desigualdade, respectivamente. A grande maioria dos algoritmos de

programação não linear procuram linearizar localmente a fronteira da região viável de forma

a gerar restrições lineares. Alguns aproximam a função objetivo por funções quadráticas e

outros por funções lineares. Portanto, os problemas de programação linear e quadrática são os

mais difundidos na literatura (BIEGLER; CERVANTES; WÄCHTER, 2002). A seguir serão

apresentadas as condições necessárias para a determinação das condições de otimalidade e o

significado dos multiplicadores de Lagrange.

As Condições de Kuhn-Karush-Tucker

As condições necessárias de otimalidade para o problema de PNL são (EDGAR et al.,

2001):

1) Condição Necessária de Primeira Ordem

Para que x∗ seja um ótimo local do problema com restrições, com S(x), g(x) e h(x) diferenciá-

veis em x∗, é necessário que os gradientes das restrições de desigualdade ativas, ∇gj(x∗), e das
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restrições de igualdade, ∇h(x∗), sejam linearmente independentes e que as seguintes condições

sejam satisfeitas:

∇xL(x
∗,λ∗,µ∗) = ∇S(x∗) + (λx∗)

T ∇h(x∗) + (µx∗)
T∇g(x∗) = 0 (3.10)

h(x∗) = 0 (3.11)

g(x∗) ≤ 0 (3.12)

µ∗

jgj(x
∗) = 0 j = 1,2,...,p (3.13)

µ∗

j ≥ 0 (3.14)

2) Condição Necessária de Segunda Ordem

Para que x∗ seja um ótimo local do problema com restrições, com S(x), g(x) e h(x)

diferenciáveis em x∗, é necessário que a condição de primeira ordem de Kuhn-Karush-Tucker

seja satisfeita e que a matriz Hessiana da função de Lagrange, ∇2
xL(x

∗,λ∗,µ∗), seja positiva

semidefinida para todo vetor não nulo d tal que:

dT∇hi(x∗) = 0 i = 1, 2, ...,m (3.15)

dT∇gi(x∗) = 0 (3.16)

para as gj(x∗) isto é, dT∇2
xL(x

∗,λ∗,µ∗)d ≥ 0.

3) Condição Suficiente

Para que x∗ seja um mínimo local do problema com restrições, com S(x), g(x) e h(x)

duas vezes diferenciáveis em x∗, é suficiente que a condição de primeira ordem de Kuhn-Karush-

Tucker seja satisfeita e, que a matriz Hessiana da função de Lagrange, ∇2
xL(x

∗,λ∗,µ∗), seja

positiva definida para todo vetor não nulo d tal que:

dT∇hi(x∗) = 0 i = 1,2,...,m (3.17)

dT∇gi(x∗) = 0 (3.18)

para as gj(x∗) ativas [gj(x∗) = 0 e µj(x∗) ≥ 0].

dT∇gi(x∗) ≥ 0 (3.19)

para as gj(x∗) inativas [gj(x∗) < 0 e µj(x∗) = 0] isto é, dT∇2
xL(x

∗,λ∗,µ∗)d > 0. A positividade

da matriz Hessiana com restrição, isto é:

dT∇2
xL(x

∗,λ∗,µ∗)d > 0 ∈
[

d

dT∇hi(x∗)
= 0, dT∇gi(x∗) = 0, d 6= 0

]
(3.20)
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é garantida se todas as raízes do polinômio característico

∣∣∣∣∣
λI −∇2

xL M

MT 0

∣∣∣∣∣ (3.21)

forem positivas, onde M é a matriz formada pelos gradientes de h(x∗) e g(x∗) ativas, isto é, a

matriz tal que dTM = 0, com m+ pa < n e com o posto completo (pa é o número de restrições

g ativas).

3.1.2.4 Códigos Computacionais

Nesta seção são apresentados alguns códigos computacionais desenvolvidos para a

resolução de PCO no contexto dos MDs.

• gPROMS (Generalised Process Modelling System) (VASSILIADIS; SARGENT; PAN-

TELIDES, 1994): é um código capaz de trabalhar com Equações Diferenciais Parciais

(EDPs) onde as discretizações são realizadas mediante opções previamente escolhidas

pelo usuário. O sistema resultante da discretizaçao é resolvido utilizando o pacote do C++

DASOLV (Differential-Algebraic Equation Solver) (JARVIS; PANTELIDES, 1992).

• COOPT (Control and Optimization of Dynamic Systems) (SERBAN; PETZOLD, 2001):

código baseado na implementação do método do chute múltiplo modificado usado para

solucionar PCOs sujeitos a EADs. Através do chute múltiplo, ele trabalha subdividindo o

intervalo e na sequência o problema de otimização é resolvido por programação quadrática

sucessiva. São geradas matrizes das derivadas parciais através de um pacote específico

para análise da sensibilidade da EADs.

• DIRCOL (Direct collocation method) (STRYK, 1999): pacote numérico capaz de resol-

ver PCOs descritos por equações diferenciais de primeira ordem sujeito a restrições de

igualdade e/ou desigualdade nas variáveis de controle e/ou variáveis de estado. Este utiliza

o método de colocação direto para a discretização das variáveis de estado e de controle

por aproximações polinomiais cúbicas e lineares, respectivamente. O problema de PNL é

resolvido através de Programação Quadrática Sequencial pelo método NPSOL (Nonlinear

Programming at Systems Optimization Laboratory) (GILL et al., 1986). O código informa

estimativas para as variáveis adjuntas, bem como informa os eventos.

• MUSCOD II (Multiple Shooting Code for Optimal Control) (KÜHL et al., 2007): é um

algoritmo destinado a resolução de PCOs descritos por sistemas EDOs e de EADs. Baseia-

se no método de chute múltiplo direto, onde o horizonte de otimização é particionado em

vários subintervalos e as equações diferenciais são resolvidas de forma independente de

cada intervalo. A aproximação reformula ótimo problema de controle em um NLP.
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3.1.2.5 Aplicações do Método Direto

Cuthrell e Biegler (1987) resolveram PCOs sujeitos a restrições de desigualdade nos

perfis de estado e controle, bem como com dependência linear no controle (arcos singulares ou

perfis on-off ) considerando a discretização do controle e do estado. Feehery (1998) aplicaram

a parametrização no controle de PCOs submetidos a restrições nas variáveis de estado. Para

essa finalidade foram analisados estudos de caso com flutuação do índice diferencial. Neste

caso, foi proposto um algoritmo para detectar a ativação e a desativação das restrições durante a

solução do problema de valor inicial Diehl et al. (2002) utilizam a técnica de múltiplos chutes

para resolver um PCO formado por EADs semi-explícitas de índice 1 submetido a restrições

terminais e restrições de desigualdade no estado e no controle. O NLP resultante foi resolvido

considerando a Programação Quadrática Sequencial. O algoritmo proposto foi empregado na

otimização de uma coluna de destilação de alta pureza. Chen-Charpentier e Jackson (2020)

propuseram um PCO composto por EDOs para fins da modelagem da interação entre plantas,

vetores e predadores. O intuito do estudo foi auxiliar os agricultores a determinar o equilíbrio

certo de inseticida e predadores para minimizar o custo total. O PCO formulado foi resolvido

através da discretização de ambas as variáveis (controle e estado).

3.1.3 Métodos Híbridos

O desenvolvimento dos Métodos Híbridos surge como uma tentativa de combinação

entre os MDs e o MI. O intuito é ultrapassar as dificuldades inerentes de cada um destes métodos.

De forma geral, o MI utiliza a técnica de chutes múltiplos como solução numérica e esta requer

uma boa estimativa inicial para que o processo convirja, o que não é uma tarefa muito fácil

visto que é necessário estimar o perfil do vetor de variáveis de co-estado (LOBATO, 2004). Já

os MDs não são tão precisos quanto o MI. Assim, a ideia é associar a precisão do MI com a

grande facilidade de trabalho dos MDs de forma a encontrar estimativas para as variáveis obtidas

(estado e controle) usando os MDs. Com isso, os MDs passam a ser aplicados em problemas

mais simplificados e os resultados obtidos são usados em estimativa para os MIs de fazerem um

refinamento da solução ótima (STRYK; BULIRSCH, 1992; LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007).

Neste contexto, Stryk e Bulirsch (1992) associam o método direto de colocação com o método de

chute múltiplo. Através da abordagem híbrida proposta, os pontos de discretização obtidos pelo

MD se tornam uma boa estimativa para o método de chute múltiplo. Para as aplicações realizadas,

o desvio referente ao valor da função objetivo e do tempo final pelo método direto, comparado

ao método de múltiplo chute, foi de 1%. Stryk e Schlemmer (1994) utilizaram um MD para

determinar os perfis em um problema onde deseja-se a minimização de energia e de tempo de

operação de um robô industrial. Os resultados obtidos foram empregados como estimativas

inicias usando o MI. Oberle e Sothmann (1999) otimizaram o processo de fermentação batelada

alimentada para a biossíntese de penicilina. Para essa finalidade estes autores associaram um MD

(com discretização do estado e do controle) com o MI. Lobato (2004) associou o código DIRCOL
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com o código COLDAE para a resolução de PCOs com diferentes características, dentre as

quais a flutuação do ID. Maurer e Pesch (2008) utilizaram a abordagem híbrida para resolver um

problema muito complexo de microeconomia. Este era composto por quatro variáveis de controle

lineares no sistema EADs e por várias restrições de desigualdade. Cots, Gergaud e Goubinat

(2018) otimizaram ambos o tempo mínimo e o consumo de combustível em uma aeronave em

fase de subida. Os controles considerados são o empuxo e o coeficiente de sustentação e as

restrições de estado são levadas em consideração: inclinação do ar e velocidade limitações. Para

essa finalidade foi utilizado o acoplamento entre o MD com discretização do controle e do estado

com o MI.

3.2 Ferramentas para a Caracterização de EADs

Os problemas constituídos por EADs despertam grande interesse devido à sua importân-

cia em processos dinâmicos e às dificuldades numéricas oriundas nos códigos computacionais

disponíveis (PETZOLD, 1982). Segundo Gear e Petzold (1984), os pacotes computacionais

utilizados e explorados para a resolução das EDOs podem ser utilizados somente para uma

subclasse de EADs, as EADs lineares de índice qualquer e as EADs com ID inferior a 1. Por isso,

devido a essas restrições é necessário caracterizar o conjunto de equações a serem estudadas. Os

métodos de caracterização estão relacionados à estrutura, à resolubilidade, à inicialização e ao

índice diferencial das EADs.

Quando se trabalha com EADs lineares em geral e EADs não lineares de índice superior

não existem pacotes computacionais capazes de resolver tais sistemas. Isso acontece porque o

conjunto de soluções das EDOs subordinadas obtidas pela redução do índice é maior do que

o conjunto de soluções das EADs originais surgindo então uma inconsistência. Além disso,

como as equações algébricas das EADs se tornam apenas implícitas nas EDOs subordinadas,

a solução numérica frequentemente produz flutuações nas restrições algébricas porque estas

não se preservam com a discretização, exceto se elas forem lineares, e levam a instabilidades

(PETZOLD, 1982). Assim, o principal parâmetro de caracterização de EADs é o ID, que

representa o número mínimo de vezes que o sistema de EADs precisa ser diferenciado, em

relação à variável independente, até ser transformado em um sistema de EDOs, cujo índice

diferencial passa a ser zero Gear e Petzold (1984), Gear (1988). Desta forma, pode-se considerar

que os sistemas que apresentam ID menor e igual a 1 comportam-se de maneira semelhante a

sistemas de EDOs e podem ser integrados diretamente. Entretanto, se o sistema apresentar ID

superior, maior que 1, é recomendada que uma redução do seu índice diferencial seja feita para

que este possa ser introduzido a um código de integração (PETZOLD, 1982).

Os algoritmos que fazem a redução do índice podem ter ou não etapas de diferenciação,

e fornecerem ou não sistemas de maior dimensão. Por exemplo, os algoritmos de Gear e Petzold

(1984), Gear (1988), Bachmann et al. (1990) utilizam a diferenciação das restrições algébricas
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com relação ao tempo e a linearidade das novas equações introduzidas pela diferenciação com

relação às derivadas de ordem superior para eliminar os termos onde estas derivadas de ordem

superior aparecem. As novas equações obtidas passam a ser funções das variáveis de estado e

das variáveis algébricas. Assim, as novas equações algébricas obtidas através da redução são

incorporadas ao sistema nos algoritmos de Gear (1988), Bachmann et al. (1990). Por isso, é

importante uma análise cuidadosa e antecipada do problema original no que tange a determinação

do ID e a consistência da inicialização. Na sequência, serão apresentados, brevemente, dois

algoritmos de redução do índice, ALGO e PALGO, que utilizam propriedades estruturais para

caracterizar EADs.

3.2.1 Código ALGO

O Código ALGO é uma ferramenta estrutural implementada na linguagem FORTRAN e

que é baseada na representação estrutural do algoritmo de Gear (GEAR, 1988), proposto para a

redução do ID. Este algoritmo aplica-se a EADs gerais F (x(t), ẋ(t), t) = 0 de dimensão n tendo

como critério de resolubilidade o det(λ(Fẋ)+Fx) ser não identicamente nulo para todo λ pertence

ao campo dos reais. Neste caso, o ID do sistema é igual ao número de iterações deste algoritmo

para transformar as EADs num sistema de EDOs (UNGER; KRÖNER; MARQUARDT, 1995).

3.2.2 Código PALGO

Baseado no algoritmo de Pantelides (1988), o PALGO é uma ferramenta estrutural usada

na resolução de sistemas EADs. De acordo com o autor, um sistema que apresenta característica

semi-explícita quando sua matriz Jacobiana (em relação ao sistema de equações original) for

singular, este não apresenta problemas de inicialização consistente. As restrições acrescidas

ao sistema de equações são consideradas como um subconjunto de equações que deve ser

diferenciado se, e somente se, o grupo de linhas da matriz equivalentes a estas equações forem

linearmente dependentes e se existirem linhas independentes dentro de sub-conjuntos deste

grupo (UNGER; KRÖNER; MARQUARDT, 1995).

O algoritmo de Pantelides tem como atribuição detectar o número mínimo de equações

que devem ser diferenciadas para poder obter a resolução que seja estruturalmente consistente

do sistema.

Ao analisar os resultados fornecidos pelos algoritmos estruturais, é preciso ter em mente

que estes apresentam algumas limitações como (CUNHA; MURATA, 1999; LOBATO, 2004):

• o critério utilizado para verificar a resolubilidade do sistema é eminentemente prático e

sujeito a falhas, i.e., um sistema solucionável pode ser identificado como não solucionável;

• o índice fornecido pode ser inferior ao ID, visto que o ALGO e o PALGO não requerem

um nível de detalhamento sobre o modelo (forma como as variáveis algébrico-diferenciais
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estão relacionadas não é exigido, mas apenas se as mesmas existem ou não no modelo.

Por exemplo, se uma variável está presente em uma equação ela assume o valor 1, caso

contrário 0. Assim, não se identifica se, por exemplo, o modelo é linear ou não linear;

• o número de graus de liberdade dinamicamente definidos pode ser superior ao que seria

obtido através de operações simbólicas;

• o padrão da matriz Jacobiana do sistema gerada estruturalmente pode não coincidir com o

padrão gerado simbolicamente.

Pelos motivos acima mencionados, o ALGO e o PALGO devem ser empregados em

conjunto com outras ferramentas para a caracterização de EADs (LOBATO, 2004).

3.3 Ferramentas para a Caracterização de PCOs

As limitações observadas para o ALGO e o PALGO motivaram o desenvolvimento de

algoritmos simbólicos com o intuito de sobrepor essas dificuldades. Era necessário caracterizar

os sistemas de EADs e reduzir o ID em sistemas em que o índice fosse superior e ainda analisar

a consistência das condições iniciais. A seguir são apresentados alguns códigos empregados para

estas finalidades.

3.3.1 INDEX

O código INDEX (MURATA, 1996) tem como objetivo verificar a resolubilidade de

sistemas lineares que possuam coeficientes constantes e identificar problemas de inicialização

em sistemas de índice 1. O algoritmo baseia-se na determinação da estrutura das equações e na

dependência das variáveis. Ele também pode ser usado para comprovar a caracterização obtida

através dos códigos estruturais, que fornecem apenas um valor inferior para o índice e um valor

superior para os graus de liberdade.

3.3.2 ACIG

Desenvolvido por CUNHA e Murata (1999), o algoritmo ACIG (Análise de Consistência

e Redução do Índice Diferencial baseado no Algoritmo de Gear) é uma ferramenta complementar

que foi acoplada ao código INDEX (MURATA, 1996). O ACIG é uma ferramenta iterativa

implementada em ambiente Mapler com entrada de dados via leitura de arquivo txt. Neste caso o

usuário fornece neste arquivo a dimensão do sistema e o modelo em análise, sendo fundamental

utilizar a nomenclatura padrão do Mapler para as variáveis e suas derivadas. Após essa etapa, o

algoritmo faz a partição do sistema, verifica se ele é semi-explícito, linear, linearmente implícito

ou não linear, identifica sistemas implícitos de índice 1 ou superior ou sistemas semi-explícitos

de Hessenberg de índices 2 e 3. O usuário pode optar por três saídas, a saber, a geração do
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sistema de EADs de índice 1, a geração do sistema de EDOs ou a geração dos dois sistemas

(EADs e EDOs).

3.3.3 OTIMA

Resolver um PCO usando o MI exige a obtenção das condições de otimalidade. As-

sim, a depender do estudo de caso, expressões complexas ou de grande dimensão podem ser

obtidas com a aplicação do PP. Neste contexto, Gomes (2000) desenvolveu o código OTIMA,

implementado em ambiente Mapler, com o intuito de gerar automaticamente estas equações.

A versão desenvolvida por Gomes (2000) era mais restrita, isto é, não era capaz de lidar com

problemas com restrições de desigualdade e com condições de fim. Por esse motivo, Lobato

(2004) desenvolveu uma segunda versão do OTIMA para PCO com restrições de igualdade e

desigualdade. Neste mesmo contexto, Pfeifer (2007) desenvolveu a ferramenta OpCol, também

em ambiente Mapler, a qual consiste em um conjunto de estratégias para a caracterização

do PCO no contexto algébrico-diferencial em relação ao índice diferencial, resolubilidade e

condições iniciais consistentes, a implementação simbólica do algoritmo de Gear e as gerações

de otimalidade pelo OTIMA.

3.4 Modelos Diferenciais Fracionários

Antes de tratar PCOs no contexto fracionário é preciso entender os conceitos particulares

relacionados à modelos matemáticos representados por equações diferenciais fracionárias. Dessa

maneira, os próximos tópicos apresentam o conceito de derivada fracionária, de operador

fracionário, bem como a formulação matemática de alguns tipos de derivadas fracionárias,

respectivamente.

3.4.1 Ferramentas Derivativas

Segundo Ávila et al. (2010), o cálculo fracionário possibilita a obtenção de uma modela-

gem mais precisa de alguns fenômenos físicos, ao custo de uma maior complexidade numérica e

analítica quando comparadas as ferramentas de cálculo tradicional. De acordo com Podlubny

(1998), durante três séculos a teoria das derivadas fracionárias se desenvolveu em um campo

teórico puramente matemático sendo útil apenas para matemáticos. Apenas nas últimas décadas

que finalmente as derivadas e integrais de ordem não inteiras se estenderam para problemas

práticos.

Teodoro (2019) relata a existência de uma grande quantidade de definições envolvendo

o conceito de derivada fracionária onde as mesmas são classificadas em três classes, a saber,

as fracionárias clássicas, as fracionárias locais e as fracionárias com núcleo não singular. A

primeira classe teve início com a formulação proposta por Sonin (1869), a partir da integral de

Riemann-Liouville, uma generalização da integral de Cauchy. Já a segunda classe teve início no
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final da década de noventa e é composta pelas chamadas derivadas fracionárias locais. Após 2012,

novas formulações têm sido propostas, como por exemplo a derivada compatível, introduzida

por Khalil et al. (2014), bem como o chamado cálculo compatível (ABDELJAWAD, 2015); a

derivada fracionária alternativa, introduzida por Katugampola (2014) e, mais recente, várias

outras têm sido introduzidas, das quais pode-se mencionar: a derivadaM e a derivada V (SOUSA

et al., 2018). Por fim, à terceira classe surge na literatura a partir do trabalho de Caputo e Fabrizio

(2015), onde os autores propuseram um núcleo não singular para a integral fracionária. Como

exemplos pode-se citar os trabalhos desenvolvidos por Yang, Srivastava e Machado (2015), em

que propuseram um novo tipo de derivada para estudar o problema de difusão anômala; Atangana

(2016), em que foi proposto um novo modelo para a equação do tipo reação-difusão e Atangana

e Baleanu (2016) introduziram uma derivada com núcleo não singular.

Apesar das três classes apresentadas, nesta seção serão apresentados apenas estudos

das chamadas derivadas fracionárias clássicas. Dentro dessa classe, podem ser encontradas

várias formulações como as de Liouville, Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov,

Marchaud, Chen, Hadamard, Riesz, Weyl, Osler, Hilfer, Davidson-Essex, Coimbra, Canavati,

Cossar, Jumarie, Caputo-Hadamard, Hilfer-Katugampola, derivada fracionária tipo Caputo

(OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2019), derivada pk, ρq-fracionária (OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2018) e

Ψ-Hilfer, sendo essa última uma generalização de vinte e duas outras derivadas.

3.4.2 Critérios de um Operador Fracionário

No tópico anterior foi visto que existe mais de uma formulação para a derivada fracio-

nária (OLIVEIRA; MACHADO, 2014) e que o número de definições vem aumentando com

o passar do tempo, sendo cada uma delas mais adequada a um determinado contexto físico

(RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015; TEODORO; OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2018). Assim, surge

o seguinte questionamento: Quais devem ser os critérios que um operador deve satisfazer para

que este possa ser considerado uma derivada fracionária? (TEODORO, 2019).

Por isso, antes de apresentar a formulação matemática das derivadas fracionárias, nesta

seção serão apresentados dois critérios que auxiliarão no uso ou não de um dado operador

fracionário. Esses critérios foram propostos por Ross (1975) e por Ortigueira e Machado (2015).

Para a apresentação desses é usada a notação Dα para representar uma derivada fracionária de

ordem α.

Critérios de Ross

1. A derivada fracionária de uma função que pode ser localmente expandida em série de

Taylor pode ser obtida facilmente;

2. A derivação fracionária, quando a ordem é um inteiro positivo n, n ∈ N , deve produzir o
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mesmo resultado da derivação ordinária, i.e.:

Dnf(x) =
dnf(x)

dxn
(3.22)

e quando a ordem é um inteiro negativo n, n ∈ N deve produzir o mesmo resultado da

n-ésima integração ordinária, i.e.:

D−nf(x) =

∫ x

0

∫ τn−1

0

...

∫ τ1

0

f(τ)dτdτ1...dτn−1 (3.23)

3. A derivada de ordem zero de uma função é a própria função, D0f(x) = f(x);

4. A derivada fracionária é um operador linear;

5. A lei dos expoentes, DαDβf(x) = Dα+βf(x), α < 0 e β < 0

Critérios de Ortigueira e Machado

1. A derivada fracionária é um operador linear;

2. A derivada fracionária de ordem zero de uma função f com relação à x é a própria função,

i.e., D0f(x) = f(x);

3. A derivação fracionária, quando a ordem é um inteiro deve produzir o mesmo resultado da

derivação ordinária;

4. A lei dos expoentes, DαDβf(x) = Dα+βf(x) é satisfeita para α < 0 e β < 0.

5. Vale a generalização da regra de Leibniz,

Dα(f(x)g(x)) =
∞∑

k=0

(
α

k

)
Dkf(x)Dα−kg(x), (3.24)

sendo (
α

k

)
=

Γ(α + 1)

Γ(α− k + 1)k!
(3.25)

Tendo em vista esses dois critérios, é possível afirmar que todas as derivadas fracionárias

que serão apresentadas na sequência obedencem às cinco propriedades apresentadas pelos auto-

res, i.e., elas atendem aos critérios de linearidade, derivada de ordem zero, derivada de ordem

inteira, lei dos expoentes, a regra de Leibniz (generalização), e, portanto, podem ser consideradas

um operador de derivadas fracionária. Aqui não serão apresentadas as provas matemáticas para

esses critérios, no entanto, elas podem ser analisadas com detalhes em Teodoro (2019).
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3.4.3 Tipos de Derivadas Fracionárias

Como citado anteriormente, existe uma grande quantidade de definições envolvendo o

conceito de derivada fracionária e essa seção será dedicada ao estudo de algumas formulações de

derivadas fracionárias que são comumente aplicadas na resolução de PCOF. Foram escolhidas,

portanto, as formulações conforme os autores a seguir: Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville,

Caputo, Hilfer, Weyl, Riesz e Marchaud.

1) Grünwald-Letnikov

A derivada fracionária de Grünwald-Letnikov foi introduzida por Grunwald (1867) e

por Letnikov (1868). Essa formulação tem grande importância em problemas numéricos e está

baseada na generalização da diferenciação ordinária de ordem n ∈ N .

Definição 1. A derivada fracionária de Grünwald-Letnikov de ordem α, sendo α ∈ R de uma

função f é definida através do limite de uma série:

GDD
αf(x) = lim

h→0

1

hα

∞∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x− kh). (3.26)

2) Riemann-Liouville

O primeiro trabalho que apresentou a derivada de Riemann-Liouville foi proposto por

(SONIN, 1869). Essa é definida em termos da integral fracionária e, por isso, é importante

mostrar primeiramente a definição dessa integral.

A fórmula de Cauchy para integrais repetidas é a base para o desenvolvimento do cálculo

fracionário de Riemann-Liouville. As continuações analíticas da fórmula de Cauchy expandidas

para ordem arbitrária geram as integrais à direita e à esquerda de Riemann-Liouville.

Definição 2. A integral fracionária de Riemann-Liouville de ordem α de uma função f causal é

dada por:

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)α−1dτ, (3.27)

sendo α > 0, t > 0 e J0 = I , sendo I o operador identidade.

Podemos escrever a integral fracionária, Eq. (3.27), como um produto de convolução das

funções f e φα, sendo a função φα conhecida como função de Gel’fand-Shilov e dada por:

φα =





tα−1

Γ(α)
se t > 0

0, se t < 0

(3.28)
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Portanto, podemos escrever

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)α−1dτ = φα(t) ∗ f(t) (3.29)

onde * denota o produto de convolução.

Na sequência são apresentadas as definições de integrais fracionárias de Riemann-

Liouville à direita e à esquerda, no entanto, nessa seção é utilizada a Definição 2 .

Definição 3. Seja [a,b] um intervalo finito no eixo dos números reais. As integrais fracionárias

de Riemann-Liouville à esquerda e à direita de ordem α de uma função f , Iαa+f(t) e Iαa−f(t),

são dadas respectivamente por:

Iαa+f(t) =
∫ t
a
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t ≥ a (3.30)

Iαb−f(t) =
∫ b
t
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t ≤ b (3.31)

Será utilizada a notação Jα o invés de Iα0+ quando for utilizada a Eq. (3.30) com a = 0.

Segundo Santos (2018), para α inteiro as integrais de Riemann-Liouville (Eqs. (3.30)

e (3.31)) coincidem com integrais repetidas usuais da fórmula de Chauchy. Além disso, pelas

definições das Eqs. (3.30) e (3.31) são notórias que as integrais fracionárias de Riemann-

Liouville convergem para quaisquer funções integraveis f se α > 1. Também é possível provar a

convergência das Eqs. (3.30) e (3.31) para as funções f ∈ L1[a, b] mesmo quando 0 < α < 1.

Os operadores de integração aJαx xJαb , definidos nas Eqs. (3.30) e (3.31), desempenham

papel central no cálculo fracionário de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fracio-

nárias de Riemann-Lioville, é importante relembrar que para inteiros positivos n > m vale a

identidade Dm
x f(x) = Dn

x aJm−n
x f(X), onde Dm

x f(x) é uma derivada usual de ordem inteira m.

Tendo em vista a definição da integral fracionária, Definição 2, é apresentado agora a

derivada fracionária segundo Riemann-Liouville.

Definição 4. Seja α um número complexo tal que Re(α) > 0 e m o menor inteiro maior que

Re(α), assim m− 1 < Re(α) ≤ m. A derivada fracionária segundo Riemann-Liouville de uma

função causal f é dada por:

Dαf(t) =
dm

dtm
Jm−αf(t) =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α−m+1
dτ (3.32)

Santos (2018) afirma que uma consequência importante dessa definição é que as derivadas

de Riemann-Liouville são operadores não locais. O operador à esquerda (à direita) definido pela

expressão integro-diferencial (Eq. (3.32)) depende de valores da função à esquerda (à direita) de

t.
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3) Caputo

Caputo em 1967 apresentou uma nova definição de derivada fracionária baseando-se na

definição de derivada fracionária segundo Riemann-Liouville. Essa derivada fracionária passa

a ser mais restritiva que a de Riemann-Liouville e com esta formulação a derivada de uma

constante é definida como zero (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015), ao contrário do que ocorria na

derivada de Riemann-Liouville. As duas formulações são similares onde a diferença encontra-se

na ordem dos operadores de derivação ordinária e de integração fracionária, i.e., Caputo propõe

uma derivada de ordem não inteira utilizando o operador integral de Riemann-Liouville de uma

forma diferente à da definição da derivada de Riemann-Liouville.

Para Salgado (2015), embora tardiamente proposta tal definição, sua aplicação se tornou

bastante útil em modelagem de sistemas físicos devido à forma das condições iniciais em

problemas de valores iniciais de equações diferenciais que, diferentemente da abordagem que

utiliza a derivada de Riemann-Liouville, são dadas em termos de derivadas de ordem inteira.

Definição 5. Sejam α um número complexo tal que a parte real é maior do que zeo e m é o

menor inteiro maior que a parte real de α, i.e., maior do que m − 1 e menor do que m. A

derivada fracionária segundo Caputo de uma função suficientemente bem-comportada f é dada

por:

∗D
αf(t) = Jm−αDmf(t), (3.33)

sendo Jα a integral fracionária conforme Definição 2.

Segundo Santos (2018), uma consequência importante desta definição é que as derivadas

de Caputo são considerados operadores não locais. A derivada à esquerda (à direita) definida pela

expressão integro-diferencial da Eq. (3.33) depende de valores da função à esquerda (à direita)

de t. No caso particular em que a derivada de Caputo for no tempo t, o valor da derivada à

esquerda depende dos valores da função desde o instante inicial até t. Dessa maneira, a derivada

de Caputo à esquerda introduz naturalmente efeitos de memória. Além do mais, a vantagem de

se utilizar as derivadas de Caputo ao invés das derivadas de Riemann-Liouville na modelagem

de problemas reais está no fato ao fato de que o valor das derivadas de Caputo de uma função

constante são zero para todos α > 0, i.e.:

C
a Dα

t 1 = 0, C
t Dα

b 1 = 0. (3.34)

Como consequência deste fato, equações diferenciais envolvendo derivadas de Caputo re-

querem condições iniciais usuais. Diferente do que ocorre com equações diferenciais envolvendo

derivadas Riemann-Liouville onde a solução costuma ser singular no tempo inicial, requerendo

condições iniciais não usuais e de interpretação não clara. Essa análise também é realizada por

Podlubny (1998), em que é confirmada que a principal vantagem da aproximação de Caputo é

que as condições iniciais para soluções de equações diferenciais fracionárias assumem a mesma
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forma que as equações diferenciais de ordem inteira, contendo, portanto, os valores limites das

derivadas de ordem inteira de funções desconhecidas com o terminal inferior de t = a.

A versão expandida da derivada direita e esquerda de Caputo conforme Agrawal (2006)

é dada como segue.

A Derivada Fracionária Esquerda de Caputo (DFEC)

C
αDα

t f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

α

(t− τ)n−α−1

(
d

dτ

)n
f(τ)dτ (3.35)

A Derivada Fracionária Direita de Caputo (DFDC)

C
t Dα

b f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ b

t

(τ − t)n−α−1

(
− d

dτ

)n
f(τ)dτ (3.36)

onde f(t) é a função dependente do tempo, α é a ordem da derivada e (n− 1 ≤ α < 1).

Assim, observa-se que a derivada de Caputo é uma integral fracionária de uma derivada

de ordem inteira e a derivada de Riemann-Liouville é a derivada de ordem inteira de uma

integral fracionária. No entanto, a derivada fracionária de Caputo é mais restritiva que a derivada

fracionária de Riemann-Liouville, uma vez que para a derivada fracionária de Caputo de ordem

α de uma função f exista é necessário a integrabilidade da derivada de ordem m de f , sendo

m− 1 < R(α) ≤ m (CAMARGO, 2009).

Um Breve Comparativo entre Riemann-Louville e Caputo

Como visto anteriormente, as derivadas fracionárias de Caputo e Riemann-Liouville são

operadores não locais, diferindo bastante da definição usual de derivada. De acordo com Santos

(2018), o êxito da utilização do cálculo fracionário está relacionado com escolha do operador

derivada segundo a conveniência de cada questão. O autor também realiza uma breve discussão

sobre as definições segundo Caputo e Riemann-Liouville, uma vez que elas diferem entre si na

ordem dos operadores integral e derivada, o que significa que ao permutar a ordem da integral e

a derivada fracionária, o resultado final sofre alterações.

Assim, seja uma função f(t) a qual possa ser aplicada a integral e a derivada de ordem

não-inteira, então:

Dβf(t) = Dm[Im−βf(t)] 6= Im−β[Dmf(t)] = Dβ
∗
f(t). (3.37)

Santos (2018) afirma que a comutação entre os operadores integral e derivada é possível

quando em t = 0+ pois f(t) e suas derivadas de ordem inteira menores que m se anulam. Neste

caso, para salientar que as versões de Riemann-Liouville e Caputo são correspondentes em

alguns casos, Santos (2018) ilustra o fato chamando a atenção para a derivada fracionária da

função f(x) = xµ de ordem β ∈ R com µ 6= 0 e µ > −1, e afirma que nestas condições

ambas as derivadas coincidem, pois para todo n ≤ m− 1, tem-se f (n)(0+) = 0. Isso pode ser
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evidenciado quando integrando por partes m− 1 < β < m e t > 0, obtendo a seguinte resultado:

Dβf(t) = Dβ
∗
f(t) +

m−1∑

k=0

tk−β

Γ(k − β + 1)
f (k)(0+). (3.38)

A equação acima pode ser reescrita como:

Dβ
∗
f(t) = Dβ

[
f(t)−

m−1∑

k=0

tk

k!
f (k)(0+)

]
. (3.39)

Como conclusão desse comparativo, o Santos (2018) demonstra que a derivada fracio-

nária segundo Caputo é mais abrangente pois engloba tanto os valores iniciais da função f(t)

tanto quanto suas respectivas derivadas de ordem inteira menores que m− 1. Por possuir essa

característica, muitos autores consideram a derivada segundo Caputo mais precisa do que a de

Riemann-Liouville, uma vez que é possível fazer a interpretação física desta definição. Como

já evidenciado, as derivadas fracionárias segundo Riemann-Liouville e Caputo coincidem para

polinômios não-constantes, mas diferem para constantes (VARALTA, 2014).

4) Hilfer

É importante ressaltar que a derivada fracionária de Hilfer recupera, para valores par-

ticulares de parâmetros, as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo (no sentido estrito)

e também a derivada de Weyl, i.e., as derivadas de Weyl são obtidas para um valor particular

extremo da integral e as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo são obtidas para valores

particulares da ordem da derivada através de valores apropriados para a e µ na derivada de Hilfer.

Definição 6. A derivada de Hilfer de ordem α e tipo µ com 0 < α < 1 e 0 ≤ µ ≤ 1 de uma

função f é dada por:

Dα,µ
a± f(t) = ±Iµ(1−α)a± DI

(1−µ)(1−α)
a± f(t) (3.40)

sendo, as integrais Iαa± conforme Eqs. (3.30) e (3.31).

Caso a = ±∞, a derivada de Hilfer recupera a derivada de Weyl. Se µ = 0 e a = 0,

a derivada segundo Hilfer à esquerda recupera-se a derivada de Riemann-Liouville, conforme

a Definição 4, e se µ = 1 e a = 0, a derivada segundo Hilfer à esquerda obtém a derivada de

Caputo, conforme Definição 5. De fato, para 0 < α < 1 temos,

Dα,0
0+ f(t) = I00+DI

1−α
0+ f(t) = DJ1−αf(t) = Dαf(t), (3.41)

e

Dα,1
0+ f(t) = I1−α0+ DI00+f(t) = J1−αDf(t) =∗ Dαf(t). (3.42)

Para um caso mais geral, onde são definidas as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo

à direita e à esquerda, tem-se: 0 < α < 1,

Dα,0
a+ f(t) = I0a+DI

1−α
a± f(t) = DI1−αa+ f(t) = Dα

a+f(t), (3.43)
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e

Dα,1
a+ f(t) = I1−αa+ DI0a+f(t) = I1−αa± Df(t) =∗ Dα

a+f(t). (3.44)

É observado que para γ = µ+ α− αµ com 0 < γ < 1 pode-se escrever a derivada de

Hilfer em termos da derivada de Riemann-Liouville.

Dα,µ
a± f(t) = Iγ−αa+ Dγ

a+f(t). (3.45)

5) Weyl

Weyl (1917) definiu uma nova derivada fracionária e de mesmo nome. A derivada

fracionária de Weyl, também pode ser vista como um caso particular da derivada de Hilfer.

Adicionalmente, o autor propôs uma definição apropriada para funções periódicas (SAMKO;

KILBAS; MARICHEV, 1993).

Definição 7. A derivada de Weyl de ordem α com 0 < α < 1 uma função f é dada por:

Wα
±
f(t) = ± d

dt
I1−α
±

f(t), (3.46)

sendo, I1−α± as integrais fracionárias de Weyl, à esquerda e à direita, dadas por:

Iα+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

−∞

f(τ)(t− τ)α−1dτ, (3.47)

Iα
−
f(t) =

1

Γ(α)

∫
∞

t

f(τ)(τ − t)α−1dτ. (3.48)

É observado que se α = ±∞ e µ = 0 na derivada fracionária de Hilfer, é obtido a

derivada fracionária de Weyl.

6) Riesz

Riesz desenvolveu uma teoria voltada para funções de várias variáveis com a finalidade

de obter solução de problemas em equações diferenciais parciais (OLDHAM; SPANIER, 1974).

Sua formulação de derivada fracionária merece destaque devido à importância nas aplicações, em

particular, quando a ordem fracionária se encontra na variável espacial. A derivada fracionária

de Riesz desempenha papel fundamental na resolução da equação de Schödinger fracionária

além de outras aplicações (OLIVEIRA; COSTA; JR, 2010; BAYIN, 2016).

Uma das formas de se definir a derivada fracionária de Riesz é utilizar as derivadas

fracionárias no mesmo contexto que Weyl. A derivada de Riesz é definida como (CAMARGO;

OLIVEIRA, 2015; OLIVEIRA; MACHADO, 2014):

−(−∆)
α
2 f(x) = −D

α
+f(x) +Dα

−
f(x)

2 cos(πα/2)
, (3.49)
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para α 6= 1, onde Dα
+ e Dα

−
são as derivadas fracionárias de Weyl (HILFER, 2000) à direita e à

esquerda, respectivamente, de ordem α, dadas por:

Dα
+f(x) =

(
d

dx

)n
In−α+ f(x), Dα

−
f(x) =

(
− d

dx

)n
In−α− f(x), (3.50)

e n ∈ N , tal que n − 1 < α < n, e Iα+ e Iα
−

são, respectivamente, as integrais fracionárias à

direita e à esquerda de Weyl de ordem α > 0, dada por:

Iα+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

−∞

(x− ξ)(α−1)f(ξ)dξ, Iα
−
f(x) =

1

Γ(α)

∫
∞

x

(ξ − x)(α−1)f(ξ)dξ.

7) Marchaud

Marchaud em 1927 (MILLER; ROSS, 1993; MACHADO; KIRYAKOVA; MAINARDI,

2011) introduziu uma nova definição para ordem não inteira de derivadas. Para isso, ele conside-

rou uma derivada fracionária de ordem arbitrária α com 0 < α < 1. Esta definição coincide com

a versão de Liouville para determinados tipos de funções (MILLER; ROSS, 1993).

Definição 8. Considerando −∞ < a < b <∞ e 0 < α < 1.

Derivada de Marchaud:

Dα
+f(t) =

α

Γ(1− α)

∫ x

−∞

f(x)− f(ξ)

(x− ξ)1+α
dξ (3.51)

Derivada do lado esquerdo de Marchaud:

Dα
+f(t) =

α

Γ(1− α)

∫
∞

0

f(x)− f(x− ξ)

ξ1+α
dξ (3.52)

Derivada do lado direito de Marchaud:

Dα
−
f(t) =

α

Γ(1− α)

∫
∞

0

f(x)− f(x− ξ)

ξ1+α
dξ (3.53)

3.4.4 Interpretação Geométrica e Física das Derivadas

Fracionárias

Segundo Teodoro, Oliveira e Oliveira (2018), a grande quantidade de definições envol-

vendo derivadas fracionárias que podem ser encontradas na literatura especializada advém do

fato de não haver uma interpretação geométrica e/ou física universalmente aceita em comparação

ao cálculo de ordem inteira (em que a derivada é interpretada como um taxa ou está associada à

tangente de uma curva). Todavia, Podlubny (2001) propõe uma interpretação física e geométrica

de Integração Fracionária e de Diferenciação Fracionária. Dessa maneira, o autor apresenta

uma simples interpretação geométrica baseada na definição de Riemann-Louville utilizando o
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conceito matemático desenvolvido por Bullock (1988). Assim, esta definição pode ser escrita

como:

Iα0 =

∫ t

0

f(τ)dg(τ) (3.54)

com

g(τ) =
1

Γ(α + 1)
[tα(t− τ)α] (3.55)

A partir desta informação plota-se um gráfico tridimensional com os eixos g(τ), f(τ) e τ ,

como apresentado na Figura 2. Tendo o fato que f(τ) é independente de g(τ), a projeção da área

abaixo de f(τ), sobre o plano (τ , f(τ)), é
∫ t
0
f(τ)dτ , é semelhante a definição da integral com

ordem inteira. Já a projeção da área abaixo da curva, sobre o plano f(τ), g(τ), é
∫ t
0
f(τ)dg(τ)

(Eq.3.54), i.e.; a integral da função com uma escala de tempo não homogênea que depende do

parâmetro α.

Figura 2 – Interpretação de Podlubny. A derivada fracionária é considerada a projeção da área abaixo das
funções em uma escala de tempo não linear g(τ), com um parâmetro de deformação α (ordem
da derivada).

Uma segunda interpretação geométrica se baseia no que foi proposto por Machado (2003).

Nesta o autor analisou o cálculo com ordem fracionária sob o ponto de vista probabilístico

considerando a definição de Grünwald-Letnikov. Com base nisso, Gutierrez, Rosario e Machado

(2010) concluíram que a derivada fracionária é uma soma ponderada do valor da função f(x) e

equivale ao declive da reta (θ) que une o valor presente de f(x) ao outro valor simbolizado por

E(x), conforme ilustrado na Figura 2.

Em relação à interpretação física, Podlubny (2001) diz que a integração fracionária de

Riemann-Louville é definida em termos de escala de tempo homogênea e não homogênea. Este

mesmo raciocínio, segundo este autor, pode ser extendido para a análise da derivada fracionária
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Figura 3 – Interpretação de Tenreiro. Os valores próximos ao ponto de avaliação têm uma efeito mais
significativo sobre “o presente” do que outros.

de Riemann-Louville e de Caputo. Além disso, Podlubny (2001) também destaca dois conceitos

a saber, o tempo cósmico e o tempo individual. O primeiro representa um tempo dividido em uma

escala não homogênea, i.e.; o universo está em permanente expansão. Neste caso, ambas as escala

espacial e temporal são dinâmicas. Já o segundo conceito é uma representação de escala de tempo

ideal e, por isso, é dividida de forma homogênea com frações do tempo igualmente espaçadas.

Dessa forma, a escala de tempo homogênea pode ser considerada como uma aproximação do

tempo ideal.

Conforme destacado por Li, Qian e Chen (2011), as derivadas de Caputo e de Riemannn-

Liouville são as mais usadas em diferentes campos da ciência. A primeira é bem mais recebida

justamente porque o valor inicial da equação diferencial fracionária é o mesmo que dá uma

equação diferencial de ordem inteira, i.e.; x(0) = x0 para ambos os modelos com ordem inteira

e fracionária. Entretanto, para as equações diferenciais fracionárias de Riemann-Liouville seus

valores iniciais envolvem derivada e/ou integral fracionárias. Neste caso, analisar fisicamente

o significado destas condições não é uma tarefa trivial, visto que isso significa interpretar tais

derivadas e/ou integrais.

3.4.5 Índice Diferencial para Ordem Fracionária

Na seção 2.4 foi apresentado o conceito de ID no contexto inteiro. Intuitivamente, pode-

se estender este conceito para um sistema de EADs com ordem fracionária. Para esta finalidade

será revisitado o problema do pêndulo (ver a descrição na seção 2.4), todavia, escrito no contexto
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fracionário:

dαx

dtα
= u (3.56)

dαy

dtα
= v (3.57)

dαu

dtα
= −xλ

m
(3.58)

dαv

dtα
= −g − yλ

m
(3.59)

x2 + y2 = L2 (3.60)

onde α é a ordem fracionária (0 < α ≤ 1).

Analogamente para o que foi apresentado para a ordem inteira, deriva-se a Eq. (3.60)

com relação ao tempo. Em seguida as derivadas fracionárias com relação à x e y são substituídas

considerando Eq. (3.56) e Eq. (3.57). Dessa forma obtêm-se:

2x
dαx

dtα
+ 2y

dαy

dtα
= 0 (3.61)

xu+ yv = 0 (3.62)

Diferenciando a Eq. (3.62) e fazendo as substituições necessárias obtém-se Eq. (3.63) e

Eq. (3.64), respectivamente:

x
dαu

dtα
+ y

dαv

dtα
+ u

dαx

dtα
+ v

dαy

dtα
= 0 (3.63)

−x2T − yg − y2T + u2 + v2 = 0 (3.64)

Novamente, diferenciando a Eq. (3.64) e substituindo as respectivas derivadas, obtem-se

a equação diferencial fracionária com relação à variável T :

dαT

dtα
=

−3vg − 2T (ux+ yv)

L2
(3.65)

Assim, observa-se que mesmo adotando uma equação diferencial ordinária fracionária

para compor o sistema puramente diferencial (Eq. (3.56-3.59) e Eq. (3.65)), a quantidade de

diferenciações permaneceu da mesma que a encontrada para o caso com ID inteiro (α = 1),

i.e., foram necessárias três diferenciações para obter, de forma explicita, a equação diferencial

fracionária em relação à variável T . Assim, para este caso particular, o valor do ID não foi

alterado pela ordem fracionária (α).

3.4.6 Consistência Dimensional de Modelos Fracionários

Como observado até o presente momento, os problemas dinâmicos podem ser modelados

por equações diferenciais de ordem inteira ou com ordem fracionária. Ao empregar o cálculo fra-

cionário para esta tarefa deve-se observar dois pontos, a saber, a interpretação física e geométrica
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das integrais e derivadas fracionárias e a consistência dimensional do modelo fracionário. No

que tange a consistência dimensional, ao se trabalhar com uma equação diferencial fracionária

tem-se que observar o balanço de unidades. Para fins de aplicação, considere a função horária da

velocidade em função do tempo:

ds

dt
= v (3.66)

em que s é o espaço, v é a velocidade e t é o tempo. Do ponto de vista dimensional, para o

sistema MKS (metro-kilograma-segundo) de unidades tem-se:
[m
s

]
=
[m
s

]
(3.67)

Assim, para uma equação diferencial com ordem inteira, o lado esquerdo é igual ao lado

direito, i.e.; o modelo apresentado é dimensionalmente coerente. Agora vamos considerar o

mesmo modelo no contexto fracionário:

dαs

dtα
= v (3.68)

em que α é a ordem fracionária. Neste caso, dimensionalmente tem-se:
[m
sα

]
6=
[m
s

]
(3.69)

Como pode ser observado para esta aplicação o lado esquerdo não é igual ao lado

direito no que tange o balanço de unidades. Assim, ao se trabalhar com um modelo diferencial

fracionário que representa um fenômeno físico, deve-se realizar a análise dimensional do mesmo

e a sua correção.

Para esta finalidade, pode-se empregar a definição de tempo cósmico (PODLUBNY,

2001) como forma de corrigir a dimensão de um modelo diferencial fracionário. Neste con-

texto, Gómez-Aguilar et al. (2012) propuseram, baseado neste conceito, um fator de correção

em modelos diferenciais fracionários aplicados a osciladores mecânicos. Assim, para corrigir

dimensionalmente um termo diferencial fracionário em que o tempo é a variável independente

deve-se multiplicar o mesmo por um fator de correção. Neste caso, como a variável independente

é o tempo, este fator, que depende da ordem fracionária, tem, obrigatoriamente, a unidade de

tempo. Neste caso, considerando o sistema MKS, o termo diferencial fracionário corrigido é

definido como (PODLUBNY, 2001):
[

1

σ(1−α)

dα

dtα

]
=

[
1

s

]
, 0 < α ≤ 1 (3.70)

em que 1/(σ(1−α)) é o fator de correção (sendo σ um parâmetro que tem unidade, neste caso, do

tempo).

Ao realizar a análise dimensional para esta equação observa-se que ambos os lados têm a

mesma unidade, i.e.; são consistentes dimensionalmente. Para o caso em que α é igual a unidade,
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a Eq. (3.70) se torna um operador derivativo ordinário com ordem inteira. De forma geral, um

operador diferencial ordinário pode ser substituído pelo operador fracionário derivativo conforme

representado abaixo:
d

dt
→ 1

σ(1−α)

dα

dtα
, 0 < α ≤ 1 (3.71)

Segundo Podlubny (2001) o parâmetro σ pode ser interpretado como a componente do

tempo fracionário no sistema em análise. É importante ressaltar que este mesmo procedimento

pode ser adotado para derivadas de ordem superior.

Para fins de aplicação considere o modelo diferencial fracionário dado pela Eq. (3.68).

Neste caso, aplicando este conceito a este estudo de caso obtêm-se:

1

σ(1−α)

dαs

dtα
= v (3.72)

Se σ tem unidade de tempo, dimensionalmente tem-se:
[

1

s(1−α)

] [
m

sα

]
=

[
m

s

]
(3.73)

Assim, verifica-se que ao se corrigir o operador diferencial fracionário, o modelo se torna

dimensionalmente coerente. Cabe destacar que este conceito têm sido empregado em diferentes

aplicações (GÓMEZ-AGUILAR; RAZO-HERNÁNDEZ; GRANADOS-LIEBERMAN, 2014;

ROSALES et al., 2011; NASROLAHPOUR, 2012; AGUILAR; HERNÁNDEZ, 2014; LIMA;

LOBATO; STEFFEN JR, 2021b). Finalmente, enfatiza-se que, para que o valor de σ não interfira

no valor dos perfis simulados, este pode ser definido como sendo igual a unidade. Assim, este

parâmetro corrige a unidade sem interferir no valor dos perfis simulados.

3.4.7 Aplicações do Cálculo Fracionário

Apesar de o Cálculo Fracionário datar de quase 300 anos atrás, as suas aplicações ainda

são recentes e restritas dentro do campo da ciência e da engenharia. No meio acadêmico já é

possível vislumbrar bons trabalhos nos campos da Física, Biologia, Economia, Engenharia de

Materiais, Engenharia Mecânica entre outros. Na sequência serão apresentados, em categorias,

alguns desses trabalhos.

• Física: nesse campo é possível encontrar trabalhos sobre difusão anômala (METZLER

et al., 2014), viscoelasticidade fracionária (PANDEY; HOLM, 2016), fluidos complexos

(LENZI et al., 2017), eletromagnetismo (BOHANNAN; KNAUBER, 2015), acústica

(CHEN; HU; CAI, 2016), física estatística (VOT; ABAD; YUSTE, 2017) e termo elastici-

dade (POVSTENKO, 2016).

• Controle: é possível encontrar trabalhos sobre teoria de controle com ordem fracionária

(MANDIĆ et al., 2017; KRIJNEN; OSTAYEN; HOSSEINNIA, 2018; AZAR; SERRANO;
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KAMAL, 2021), controle de vibração ativa (FELIU-TALEGON; SAN-MILLAN; FELIU-

BATLLE, 2016), modelagem de sistema (YANG; SRIVASTAVA; MACHADO, 2015) e

implementação numérica (XUE, 2017).

• Processamento de sinal e imagem: podem ser encontrados trabalhos sobre processa-

mento de imagem (YI-FEI, 2007; PU; ZHOU; YUAN, 2009) e processamento de sinal

(NIGMATULLIN; GINIATULLIN; SKORINKIN, 2014; NIGMATULLIN et al., 2015).

• Sistemas mecânicos e dinâmicos: as trabalhos mais recentes tratam sobre sistemas dinâ-

micos (BALEANU et al., 2017; WU; BALEANU; LUO, 2017), mecânica de estruturas

(CAJIĆ; KARLIČIĆ; LAZAREVIĆ, 2017), mecânica de fluidos não Newtonianos e micro-

fluxos (WANG et al., 2017; JIANG et al., 2017), dinâmica de fluidos (MEHDINEJADIANI;

JAFARI; BALEANU, 2013), mecânica de fluidos (SUN et al., 2018), geomecânica (CAI;

CHEN; XU, 2017) e mecânica de materiais (MENG et al., 2016).

• Biologia: os trabalhos encontrados nesse campo são sobre os temas da bioengenharia

(INGO et al., 2014; KARAMAN et al., 2016), dinâmica não linear (SHI; WANG, 2014),

epidemiologia (PINTO; CARVALHO, 2017b; PINTO; CARVALHO, 2017a), biotecnolo-

gia (VALÉRIO; NETO; VINGA, 2019) e mais recentemente, modelagem da transmissão

do COVID-19 e análise das estratégias de disseminação (KHAJJI et al., 2021).

• Medicina: nesse campo, já existem estudos sobre modelo matemático composto por

equações diferenciais fracionárias com objetivo de analisar a relação entre o consumo de

peixes e a mortalidade por doenças cardíacas crônicas no Egito (AMEEN et al., 2020),

assim como sobre modelo de epidemia de ordem fracionária não linear para a transmissão

do HIV (NAIK; ZU; OWOLABI, 2020a).

• Ciência ambiental: é possível encontrar trabalhos sobre corrosão em concreto (WEI;

CHEN; ZHANG, 2017), hidrologia (ZHANG et al., 2016), transporte de sedimentos (SUN

et al., 2015), transporte de soluto (SUN et al., 2014) e química ambiental (BOLSTER;

BENSON; SINGHA, 2017).

• Materiais: existem trabalhos interessantes sobre o tema de polímero com memória de

forma (LI et al., 2017) e materiais plásticos viscoelásticos (XIAO; SUN; CHEN, 2016).

• Economia: nessa área podem ser encontrados trabalhos sobre economia matemática

(TARASOV; TARASOVA, 2016; TARASOVA; TARASOV, 2017) como também novas

análises sobre modelos numéricos que retratam o desenvolvimento monetário mundial

(MAHDY; EL-BARY et al., 2021).

• Campo da engenharia multidisciplinar: nesse outro campo é encontrado aplicações em

materiais dielétricos anômalos (GARRA; GARRAPPA, 2018), materiais eletroquímicos

(ALLAGUI et al., 2016) e energia (ZHOKH; STRIZHAK, 2017).
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Especificamente no campo da Engenharia Mecânica é possível encontrar trabalhos que

associam o estudo do cálculo fracionário a modelagem de sistemas mecânicos. Entretanto, a

maioria dos estudos lidam com o tradicional Controle Clássico. No que se refere aos Problemas

de Controle Ótimo Fracionários (PFOFs) ainda não são muitas as aplicações, o que por um lado

é bastante interessante e se torna um estímulo para o desenvolvimento de trabalhos nessa linha.

É o caso, por exemplo, do estudo realizado por Ávila et al. (2010) em que o cálculo fracionário

é aplicado na modelagem de sistemas vibratórios com amortecimento viscoelástico no âmbito

da Dinâmica Estrutural utilizando Controle Clássico. Nesse estudo, ele foca na simulação do

comportamento dinâmico de sistemas estruturais dotados de amortecedores viscoelásticos no

domínio do tempo. Gómez-Aguilar et al. (2015) realizaram um estudo sobre um sistema massa-

mola-amortecedor utilizando as derivadas de Caputo e de Caputo-Fabrizio. Para preservar o

sistema de unidades físicas é introduzido um parâmetro σ. Os resultados obtidos mostraram o

comportamento viscoelástico produzindo uma fractalidade temporal, bem como a existência

de heterogeneidades do material. Yuan e Agrawal (2002) propuseram um esquema numérico

para resolver sistemas dinâmicos envolvendo derivadas fracionárias. Os autores aplicaram esse

esquema em um sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade composto por um

único amortecedor fracionário. Demir, Bildik e Sinir (2012) estudaram a viscoelasticidade de

uma viga no contexto fracionário via análise das vibrações longitudinais oriundas da aplicação de

uma força harmônica externa. Para essa finalidade foi utilizada a derivada de Riemann-Louivelle.

Büchner (2017) estudou um neutralizador dinâmico de vibrações torcionais viscoelásticos

aplicado em um sistema rotodinâmico. Para a modelagem do sistema, o autor usa um modelo

fracionário da viscoelasticidade linear e afirma que a opção por esse método de modelagem se

deve a habilidade do modelo fracionário em descrever, de forma mais realística, o comportamento

dinâmico de materiais poliméricos. Freundlich e Sado (2020) apresentaram um estudo sobre um

sistema dinâmico não linear com três graus de liberdade composto por um pêndulo esférico e um

amortecedor do tipo fracionário. Nesse trabalho, as propriedades viscoelásticas do amortecedor

são descritas através da derivada de Caputo e o impacto da ordem fracionária não sistema

é estudado. Os autores também enfatizam que na engenharia prática, sistemas que contêm

um pêndulo esférico são úteis para modelar a dinâmica de certos tipos de estruturas. Meng

(2021) apresenta uma abordagem de cálculo fracionário usada para descrever o comportamento

não linear de compósitos poliméricos ferroelétricos de ambas as perspectivas viscoelástica

e dielétrica. Os elementos fracionários para viscoelasticidade e dieletricidade são o “spring-

pot” e o “cap-resistor”, que podem capturar as propriedades intermediárias entre a mola e o

painel de instrumentos ou capacitor e resistor, respectivamente. Para modelar a deformação

viscoelástica, a equação “spring-pot” é usada diretamente como o modelo mecânico fracionário.

As comparações com resultados experimentais sugerem que os modelos propostos podem

descrever bem a deformação viscoelástica, bem como a dependência da frequência da constante

dielétrica e perda dielétrica do ferroelétrico compósitos poliméricos.
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3.5 Problema de Controle Ótimo Fracionário

Conforme apresentado anteriormente, o uso do cálculo fracionário na representação de

sistemas nas diferentes áreas da ciência tem contribuído para uma melhor descrição dos mesmos.

Isto não é diferente quando se trata do Problema de Controle Ótimo Fracionário (PCOF). Este

se diferencia do PCO (com ordem inteira) pela presença de um vetor de restrições diferenciais

fracionárias. Em outras palavras, o PCOF pode ser considerado como uma generalização do

PCO. Assim sendo, do ponto de vista matemático este problema pode ser definido como:

min
u(t)

J = Ψ(x(tf ), tf ) +

∫ tf

0

L(x, u, t)dt (3.74)

sujeito às seguintes restrições algébrico-diferenciais fracionárias:

h(dxα/dtα, x, u, t) = 0 (3.75a)

g(x,u,t) ≤ 0 (3.75b)

xmin ≤ x(t) ≤ xmax (3.75c)

umin ≤ u(t) ≤ umax (3.75d)

onde t é o tempo, x(t) é o vetor das variáveis de estado, α é a ordem fracionária, u(t) é o

vetor das variáveis de controle, Ψ e L representam o primeiro e o segundo termos da função

objetivo J , sendo Ψ definida no tempo final tf , h e g representam os vetores de restrições de

igualdade (algébticas e diferenciais) e desigualdade, respectivamente. Os superscritos min e max

identificam, respectivamente, os limites inferior e superior do vetor de variáveis de estado e de

controle.

A extensão da teoria de controle ótimo para o contexto fracionário é área relativamente

recente da matemática e tem sido desenvolvida a partir da incorporação das definições existentes

no cálculo fracionário.

3.5.1 Condições de otimalidade para PCOs com ordem fra-

cionária

Considere o PCOF definido como:

J(u) =

∫ tf

0

F (x,u,t)dt (3.76)

sujeito ao seguinte modelo diferencial fracionário:

C
0 Dα

t x = G(x,u,t), x(0) = x0 (3.77)

em que J é a função objetivo, t é o tempo, x é a variável de estado (x0 é a condição inicial

associada a essa variável), u é a variável de controle, F e G são duas funções que dependem de
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informações do estado e do controle e α é a ordem fracionária do modelo, sendo 0 < α < 1. Se

α = 1 tem-se o PCO com ordem inteira.

Para encontrar a estratégia de controle ótima, é definido um índice de desempenho

modificado através da abordagem tradicional, conforme apresentado no capítulo anterior, i.e.:

J̄(u) =

∫ tf

0

[F (x,u,t) + λ(G(x,u,t)− 0Dα
t x)]dt (3.78)

onde λ é a variável adjunta (co-estado).

Tomando a variação da Eq. (3.78) obtém-se:

δJ̄(u) =

∫ tf

0

[
∂F

∂x
δx+

∂F

∂u
δu+ δλ(G(x,u,t)− 0D

α
t x)

]
dt+

+

∫ tf

0

[
λ

(
∂G

∂x
δx+

∂G

∂u
δu− δ(0Dα

t x)

)]
dt (3.79)

onde δx, δu e δλ, são as variações de x, u e λ consistentes com a condição terminal especificada,

respectivamente.

Se integrarmos essa equação por partes pode-se obter seguinte o índice de desempenho:

δJ̄(u) =

∫ tf

0

[
δλ(G(x,u,t)− 0Dα

t x) + δx

(
∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
+ tD

α
1λ

)]
dt+

∫ tf

0

[
δu

(
∂F

∂u
+ λ

∂G

∂u

)]
dt (3.80)

Para obter a condição necessária, combina-se as Eqs. (3.76) e (3.77). A partir disso,

obtém-se as variações referentes a essa equação. Em seguida, assim como apresentado para o

PCO de ordem inteira, integra-se este modelo por partes, fazendo com que as variações sejam

iguais a zero, o que implica no seguinte sistema de equações:

C
0 Dα

t x = G(x,u,t), x(0) = x0 (3.81a)

C
t Dα

t λ =
∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
, λ(tf ) = 0 (3.81b)

∂F

∂u
+ λ

∂G

∂u
= 0 (3.81c)

As Equações (3.81a) a (3.81c) representam as condições de otimalidade (ou equações de

Euler-Lagrange) para o PCOF. Estas são semelhantes às desenvolvidas para PCO com ordem

inteira apresentadas por Agrawal (2006). Conforme descrito por Agrawal (2004) e Agrawal

(2008b) a avaliação das condições gerais necessárias para um PCOF depende do tipo de derivada

fracionária considerada. Nesse trabalho, optou-se por trabalhar com Derivada Fracionária de

Caputo devido ao fato desta incorporar de maneira direta as condições iniciais tradicionais

Agrawal (2008a), bem como pelo efeito de memória (GÓMEZ-AGUILAR et al., 2015).
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Neste caso, pode-se generalizar o modelo acima de forma a contemplar contribuições

considerando equações diferenciais com ordem inteira e fracionária, conforme sugerido por

Pooseh, Almeida e Torres (2013) e por Toledo-Hernandez et al. (2014). Para essa finalidade

considere o seguinte modelo diferencial:

Mẋ(t) +N C
a Dα

t x(t) = G(t,x(t),u(t)) (3.82)

com as seguintes condições de contorno:

x(a) = xa (3.83)

Neste modelo, M e N (6= 0) são matrizes que definem a característica do modelo (inteiro,

fracionário ou uma combinação de ambos), xa o vetor que representa a condição inicial para o

vetor de variáveis de estado, e α é a ordem fracionária. Neste caso, se (x, u, λ) é um minimizador

para o modelo diferencial acima, existe um estado adjacente λ que satisfaz a seguinte condição

de otimalidade (POOSEH; ALMEIDA; TORRES, 2013):

Mẋ(t) +N C
a Dα

t x(t) =
∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂λ
, x(0) = xa (3.84a)

Mλ̇(t) +N tD
α
tf
λ(t) =

∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂x
, λ(tf ) = 0 (3.84b)

∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂u
= 0 (3.84c)

para todos os t pertencentes a [a, tf ], sendo tf o tempo ótimo então a função Hamiltoniano H é

definida como:

H(t,x(t),u(t),λ(t)) = F (t,x(t),u(t)) + λ(t)G(t,x(t),u(t)) (3.85)

Sob condições especiais (convexidade e linearidade) do funcional F e do lado direito

de G, as condições de otimalidade dadas pela Eqs. (3.84a) a (3.84c) também são suficientes

(POOSEH; ALMEIDA; TORRES, 2013). Além disso, se a ordem das derivadas fracionárias, α

for igual a 1, o sistema de equações se reduz às equações clássicas.

3.5.2 Estratégias Numérias Aplicadas à PCOFs

Numericamente, resolver um PCOF consiste em utilizar estratégias específicas para o

tratamento de equações diferenciais fracionárias, o que implica, naturalmente, no aumento da

complexidade em relação as abordagens existentes para o PCO. Neste contexto, na literatura

especializada diferentes tipos de abordagens para caracterizar e resolver o PCOF, dentre as

quais pode-se citar: o uso de polinômios ortonormais de Jacobi (DOHA et al., 2015), o desen-

volvimento das equações de Hamilton-Jacobi-Bellman via método da colocação de Legendre

Gauss (RAKHSHAN; EFFATI; KAMYAD, 2018), o emprego do método da colocação de Haar

(HOSSEINPOUR; NAZEMI, 2016), o desenvolvimento de métodos pseudoespectrais fracioná-

rios (TANG; SHI; WANG, 2017), o uso de polinômios ortonormais de Chebyshev associados à

fórmula de quadratura de Legendre-Gauss (BHRAWY et al., 2017).
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3.5.3 Aplicações no Campo do Controle Ótimo Fracioná-

rio

Toledo-Hernandez et al. (2014) aplicaram ferramentas do cálculo fracionário para estudar

o comportamento da fermentação e de um sistema reativo para hidrólise térmica. São apresentadas

as condições de otimalidade para esse problema, que foi resolvido usando abordagem direta

considerado um integrador preditor-corretor fracionário para a obtenção dos perfis referentes a

taxa de diluição ótima.

Rosa e Torres (2018) propuseram um PCOF aplicado a um modelo epidemiológico

empregado para casos de infecção por vírus sincicial respiratório humano. Para esse estudo,

estes autores optaram por usar o modelo SEIRS (Susceptible Exposed Infectious Recovered

Susceptible) no contexto fracionário. O objetivo foi a minimização do número de indivíduos

infectados bem como o custo associado ao controle da doença com o tratamento dos pacientes.

Já a variável de controle está relacionada com o tratamento, i.e., o medicamento adotado. O

problema é tratado com derivadas fracionárias do tipo Riemann–Liouville em que as condições

de otimalidade são obtidas. O problema foi resolvido numericamente com a resolução de um

problema de valor no contorno usando o Método do Chute. A partir dos resultados obtidos os

autores concluíram que o uso de modelos diferenciais fracionários permitiu um melhor ajuste

dos dados reais quando comparado ao modelo com ordem inteira.

Naik, Zu e Owolabi (2020b) desenvolveram um modelo epidemiológico com ordem

fracionária para a transmissão do HIV (Human Immunodeficiency Virus) usando como funda-

mento o modelo baseado em compartimentos SIR (Susceptible Infectious Recovered). O foco

do trabalho foi estudar a propagação do HIV via transmissão sexual. A classe exposta contém

aqueles homens suscetíveis na população que mantém contato sexual com as trabalhadoras do

sexo feminino e que estão expostos à infecção diretamente ou indiretamente.

Tsay et al. (2020) apresentaram um estudo para modelar a dinâmica das populações afeta-

das da COVID-19 no contexto fracionário, bem como estimar os parâmetros do modelo e avaliar

a estratégia de controle ideal para o distanciamento social. Os resultados demonstraram que o

distanciamento social e a quarentena são mais eficazes quando implementados precocemente.

Nguyen, Johnson e Melkote (2020) propuseram um PCOF aplicado a robôs industriais

com seis graus de liberdade. O objetivo do estudo foi encontrar uma alternativa para o sistema

implementado na indústria para a atividade de fresamento de peças, proporcionar uma maior

versatilidade e um maior volume de trabalho.

Neste mesmo cenário, Lounis, Louadj e Aidene (2021) também estudaram um PCOF

aplicado a um robô para encontrar uma estratégia de controle que permita chegar a um destino a

partir de um determinado ponto inicial minimizando o tempo de operação.
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3.6 Problema de Otimização

3.6.1 Formulação Matemática

Matematicamente, o Problema de Otimização Multi-Objetivo (POMO) é definido como

(DEB, 2001):

min fm(x), m = 1, 2, ...,M (3.86)




gj(x) 6 0 j = 1, 2, ..., J

hk(x) = 0 k = 1, 2, ..., K

xLi 6 xi 6 xUi i = 1, 2, ..., n

(3.87)

onde x é o vetor de n variáveis de projeto x = (x1, x2, ..., xn)
T . Os valores de xLi e xUi ,

representam os valores mínimo e máximo para a variável xi, respectivamente. As j desigualdades

(gj) e as k igualdades (hk) são chamadas de funções de restrição.

Cada uma das M funções objetivo f1(x), f2(x), ..., fm(x) pode ser maximizada ou

minimizada. O vetor de funções objetivo f(x) forma um espaço multi-dimensional denominado

espaço de objetivos Z.

3.6.1.1 Ótimo de Pareto

Obter a solução de um problema de otimização multi-objetivo é utilizado o conceito de

dominânica de Pareto (MARLER; ARORA, 2004). A ideia de “ótimo” foi proposta por Francis

Ysidro Edgeworth em 1881 (EDGEWORTH, 1881) e depois aperfeiçoada pelo economista e

socialista Vilfredo Pareto (PARETO, 1896).

A definição de ótimo segundo Edgeworth-Pareto é baseada na convicção intuitiva de

que um ponto x? é tomado como ótimo se “nenhum critério utilizado pode melhorar a solução,

sem piorar pelo menos um outro critério”. No entanto, o ótimo de Edgeworth-Pareto quase

sempre não nos fornece uma solução única, mas sim um conjunto de soluções denominadas não

inferiores ou soluções não-dominadas.

Para resolver um problema de otimização multi-objetivo pode-se fazer uso de abordagens

já existentes, como por exemplo, de métodos clássicos (determinístico) ou de métodos heurísti-

cos (não determinísticos). Nos métodos clássicos consideram-se estratégias para reescrever o

problema multi-objetivo em um equivalente mono-objetivo. Já nos métodos heurísticos, tradicio-

nalmente, o conceito de dominância de Pareto é incorporado a estas abordagens de forma que o

problema multi-objetivo seja resolvido na sua forma original, i.e.; sem qualquer tipo de trans-

formação. Esta última classe de métodos têm recebido interesse crescente nas últimas décadas,

devido a sua simplicidade conceitual, facilidade de incorporação de operadores (dentre os quais

de dominância de Pareto) e versatilidade na resolução de problemas realísticos (FONSECA;

FLEMING et al., 1993; DEB, 2001; COELHO, 2004).



52 Capítulo 3. Revisão Bibliográfica

3.6.2 Métodos Heurísticos

Os Métodos Heurísticos são baseados nos princípios e modelos de evolução biológica,

na genética das populações ou em estratégias puramente estruturais (LOBATO, 2008). Estes têm

como principal característica o fato de não fazerem uso de informações sobre o gradiente da

função objetivo e das restrições para atualizar um candidato em potencial à solução do problema

de otimização. Além disso, também pode-se citar a sua simplicidade conceitual e versatilidade

na resolução de problemas realísticos (FONSECA; FLEMING et al., 1993; GRIFFEL, 2003;

COELHO, 2004). Na literatura especializada inúmeros representantes desta classe de abordagens

podem ser encontradas, dentre as quais pode-se citar os tradicionais Algoritmos Genéticos,

Enxame de Partículas, Colônia de Formigas, entre os outros. A seguir são apresentados dois

algoritmos, um tradicional com grande histórico de aplicações em diferentes campos da ciência

(Evolução Diferencial) e um outro proposto recentemente e que tem sido empregado com sucesso

em problemas com diferentes níveis de complexidade (Busca Fractal Estocástica).

3.6.2.1 Evolução Diferencial

A Evolução Diferencial (ED) é um algoritmo baseado em população proposto por Storn

e Price (1997) para a resolução de problemas de otimização. A ideia principal por trás deste

algoritmo é o esquema proposto para gerar candidatos em potencial a solução do problema de

otimização. Em linhas gerais, este método consiste na realização de operações vetoriais (soma

e subtração) com candidatos escolhidos da população corrente. Os principais parâmetros de

controle na ED são: NP é o tamanho da população, CR é a probabilidade de cruzamento e

F é a taxa de redução, também chamado de fator de escala. Storn e Price (1997) forneceram

algumas regras simples para a escolha de parâmetros-chave de ED para uma nova aplicação.

Normalmente, NP deve ser cerca de 5 a 10 vezes a dimensão (número de parâmetros em um

vetor) do problema. Já F encontra-se na faixa de 0,4 a 1,0. Inicialmente, F = 0,5 pode ser tentado,

a partir daí F e/ou NP é aumentado se a população convergir prematuramente.

O procedimento geral deste algoritmo é dado pelos seguintes passos (STORN; PRICE,

1997):

• Inicialmente, uma população é gerada (aleatoriamente) com NP soluções viáveis (defini-

das de acordo com os limites estabelecidos pelo usuário para cada variável de projeto).

• Em geral, um indivíduo (X1) é selecionado (aleatoriamente) na população para ser substi-

tuído. Dois outros indivíduos (X2 e X3) são selecionados (aleatoriamente) na população

para realizar a subtração vetorial.

• O resultado da operação de subtração entre X2 e X3 é ponderado pelo fator F . Este

resultado (F × (X2−X3)) é adicionado ao indivíduo (X1). Portanto, o novo candidato em

potencial (X) é dado por: X = X1 + F × (X2 −X3). É importante enfatizar que outros

esquemas para gerar candidatos potenciais podem ser usados (STORN; PRICE, 1997).
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• Se o vetor resultante (X) tiver um melhor valor (em termos da função objetivo), ele pode

substituir o candidato alvo (X1). Esta operação ocorre se um número aleatório gerado

for menor que a probabilidade de cruzamento (CR). Caso contrário, o candidato X1

sobreviverá, pelo menos para a próxima geração. Este procedimento é repetido até que

uma nova população com NP candidatos seja gerada (esta população irá conter indivíduos

da população corrente e gerados pelo procedimento apresentado).

• Para finalizar o algoritmo é necessário definir um critério de parada. Geralmente utiliza-se

o número máximo de gerações como forma de finalizar o procedimento iterativo.

Dentre as vantagens observadas para o ED pode-se citar: i) estrutura simples (fácil

concepção conceitual); ii) facilidade de implementação e utilização; iii) rapidez e robustez;

iv) facilidade para lidar com problemas restritos; v) capacidade de escapar de ótimos locais; e

vi) habilidade em trabalhar com variáveis mistas (reais, inteiras, discretas e binárias) (BABU;

GAURAV, 2000; BABU; ANGIRA, 2001; BABU; CHAKOLE; MUBEEN, 2005; PRICE;

STORN; LAMPINEN, 2006).

3.6.2.2 Busca Fractal Estocástica

A Busca Fractal (BF) é uma abordagem base que serviu de inspiração para o desenvol-

vimento do algoritmo de Busca Fractal Estocástica (BFE). De forma geral, o algoritmo de BF

utiliza as seguintes premissas (SALIMI, 2015):

• Cada partícula da população possui uma energia potencial elétrica;

• Cada partícula se difunde, criando outras partículas aleatórias e a energia potencial da

partícula mãe é dividida entre as partículas geradas;

• Apenas as melhores partículas são mantidas em cada geração, sendo o restante eliminado

da análise.

O algoritmo de BF consiste na geração de uma população inicial, que possuiNp partículas.

Cada partícula Pi possui uma energia potencial Ei definida conforme a Eq. (3.88):

Ei =
E

Np

(3.88)

onde E é a energia potencial elétrica máxima considerada para a solução do problema e P é o

número de partículas que compõem a população inicial.

Em cada geração, cada partícula é difundida criando outras partículas baseando-se no

voo de Lévy (VISWANATHAN; RAPOSO; LUZ, 2008). Este pode ser entendido como um tipo

de movimento Browniano que envolve etapas aleatórias em que, de vez em quando, o objeto,
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Figura 4 – Representação esquemática da difusão de uma partícula. Adaptado de Salimi (2015).

aleatoriamente, dá um salto para outra região do espaço. A distribuição de Lévy é apresentada na

Eq. (3.89):

L(λ) =
N (0,σ2

u)

|N (0,σ2
v)|1/λ

(3.89)

onde N () representa a distribuição do tipo normal, λ é o índice de distribuição, compreendido

no intervalo de [0,2] (sendo geralmente arbitrado como sendo igual a 1,5), σv é um parâmetro

definido como sendo igual a unidade e σu é uma função definida como (YANG, 2010):

σu =

(
Γ(1 + λ)) sin(πλ/2)

λΓ((1 + λ)/2)2(λ−1)/2

)1/λ

(3.90)

em que Γ() é a função gamma.

O processo de difusão cria partículas que são distribuídas aleatoriamente em torno da

partícula original, conforme pode ser observado na Figura 4.

Para esse processo são utilizados, além da estratégia proposta por Lévy, o método de

distribuição Gaussiano, conforme as Eqs. (3.91) e (3.93).

x
idif
i = xi + α

idif
i L(λ) (3.91)

onde idif é um índice compreendido entre [0, número máximo de difusões].

Para melhor aproveitar as vantagens das duas abordagens, o algoritmo de BF aplica

ambas as estratégias, todavia de forma aleatória. Para aumentar a velocidade de convergência do

processo de otimização, o parâmetro α pode avaliar duas estratégias para a sua atualização, a

saber, as Eqs. (3.92a) e (3.92b):

αi =
log(min(Ê))(U −D)

Nger log(Ei)
(3.92a)

αi =
(U −D)

(Nger log(Ei))pot
(3.92b)

onde min(Ê) é a energia mínima que cada partícula apresenta. U e D são os limites superior

e inferior do espaço de projeto, Nger é o número de gerações, Ei é a energia da partícula Pi e

pot é considerada a potência. Conforme destacado por Salimi (2015), a primeira garante uma
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convergência mais rápida, enquanto a segunda consegue melhor estimar, com maior precisão, o

resultado final.

Para a geração de um candidato em potencial, o método de distribuição Gaussiano é

empregado. Este pode ser representado como:

x
qdif
i = xi + β Gaussiana(Pi |BP |)− (γBP − γ′Pi) (3.93)

onde qdif é o número de partículas adquiridas no processo de difusão, γ e γ′ são números

aleatórios compreendidos entre 0 e 1, Gaussiana(Pi|BP |), Pi e |BP | representam a média e o

desvio padrão da distribuição Gaussiana, respectivamente, e β é um parâmetro definido como

sendo:

β =
log(Nger)

Nger

(3.94)

em que Nger é o número de iterações (gerações) corrente.

Após a difusão, a energia da partícula original é dividida entre as partículas geradas,

considerando o melhor valor da função objetivo. Essa distribuição ocorre conforme a Eq. (3.95):

Ej
i =

(
fj

fi + Σ
Nger

k=1 fk

)
Ei (3.95)

onde i é o índice da partícula original, j é o índice da partícula gerada, Nger é a quantidade de

gerações corrente, fi é o valor da função objetivo para a partícula original e fj o valor da função

objetivo para a partícula gerada.

Para diminuir o custo de execução do algoritmo, apenas as melhores partículas geradas

sobrevivem até a geração seguinte, sendo a maioria descartada. A energia das partículas des-

cartadas é redistribuída às partículas sobreviventes e utilizada na criação de novas partículas. A

equação de distribuição de energia é tal que:

Et
nova = Et

antiga +

[(
ft

Σζ
k=1

fk

)
φ

]
µ (3.96)

em que φ é a quantidade de energia das partículas descartadas, µ é a taxa de distribuição de

energia entre as partículas sobreviventes e as novas partículas, Et
antiga e Et

nova representam

as energias da t-ésima partícula antes e depois da distribuição de energia e ζ é o número de

partículas na iteração corrente.

O número de partículas criadas e alocadas no espaço de busca é definido conforme a Eq.

(3.97):

ϑ =
log (número de partículas descartadas)

log (número máximo de difusão)
(3.97)

A energia distribuída para cada nova partícula criada é igual para todas e dada conforme

a Eq. (3.98):

E
′

c =
φ(1− µ)

ϑ
c = 1,2,...,ϑ (3.98)
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O algoritmo de BFE tem sido empregado com sucesso em vários campos da ciência,

dentre os quais pode-se citar: funções matemáticas (ZUO et al., 2017), estimação da estrutura

de proteínas 3D (ZHOU et al., 2018), sistemas de distribuição (NGUYEN; TRAN; VO, 2018),

problema do despacho econômico (ALOMOUSH, 2019), despacho de carga econômica (PHAM

et al., 2019), estimativa de parâmetros em um sistema solar fotovoltaico (CHEN; YUE; YU,

2020), e resolução de problemas de controle ótimo fracionários (LIMA; LOBATO; STEFFEN

JR, 2021a).

3.7 Método da Colocação Ortogonal

O Método da Colocação Ortogonal (MCO) é baseado na definição de uma função de

aproximação (geralmente uma função polinomial), na qual sua solução numérica é avaliada

considerando um determinado número de pontos dentro do domínio de interesse, i.e., o Número

de Pontos de Colocação - NPC (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978). A equação original deve

satisfazer a função de aproximação nos pontos considerados, bem como nas condições inicial e

de contorno (caso o problema em questão seja de valor no contorno). Uma função ortogonal é

usada para determinar a posição ótima desses pontos no domínioX . Para esse objetivo, considere

a seguinte relação recursiva (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978):

Π
(ψ,η)
i (X) = (X + ψi)Πi−1 (X) + ηiΠi−2 (X) (3.99)

em que Π é uma função polinomial e ψ e η são coeficientes definidos a partir da aproximação

considerada.

As raízes desta equação são obtidas considerando um polinômio ortogonal de grau NPC,

o peso W (X) e a seguinte condição de Galerkin (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978):

1∫
0

W (X)(ψX + η)Π
(ψ,η)
i (X) dX = 0, i = 0, ..., NPC-2 (3.100)

Multiplicando a Eq. (3.99) por Πi−2 e integrando, a seguinte relação é obtida:

ηi = −

1∫
0

XW (X)Πi−1 (X) Πi−2 (X) dX

1∫
0

W (X)Π2
i−2 (X) dX

(3.101)

Analogamente, multiplicando a Eq. (3.99) por Πi−1 e integrando, o parâmetro ψ pode

ser obtido, i.e.:

ψi = −

1∫
0

XW (X)Π2
i−1 (X) dX

1∫
0

W (X)Π2
i−1 (X) dX

(3.102)
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Considerando, por exemplo, Πi−2 = 0, Πi−1 = 1, W (X) = 1 e η1 = 0, o procedimento

acima pode ser usado para calcular ψ e η e, consequentemente, determinar o polinômio ortogonal

em NPC, i.e., Π(ψ,η)
NPC (X) (LARANJEIRA; PINTO, 2001). As raízes deste polinômio são tomadas

como sendo os pontos de colocação.

Sabe-se que a função de aproximação e os pontos de colocação podem ser escolhidos

usando abordagens diferentes. A metodologia do polinômio de Lagrange (PL) tem sido tradici-

onalmente usada como uma função de aproximação. Essa escolha se deve à redução do custo

computacional associado à aproximação numérica dos derivativos em comparação com outras

aproximações (LARANJEIRA; PINTO, 2001).

Considerando o conjunto de pontos de dados (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (XNPC+1, YNPC+1),

uma fórmula de interpolação que passa por esses pontos (um polinômio de interpolação de

NPC-ésimo grau) é dada por:

YNPC(X) =
NPC+1∑

i=1

Yili(X) (3.103)

em que li(X) é o polinômio de interpolação de Lagrange definido como:

li(X) =
NPC+1∏

j=1

X −Xj

Xi −Xj

(3.104)

Se o subscrito i for igual a j, li(X) é igual a 1. Caso contrário, li(X) é igual a 0. Como

essa aproximação é uma função contínua, ela pode ser diferenciada e integrada. Assim, a primeira

derivada para uma raiz específica Xj pode ser expressa como:

dYNPC(Xj)

dX
=

NPC + 1∑

i=1

Yi
dli(Xj)

dX
, j = 1, 2, ..., NPC+1 (3.105)

Substituindo essas aproximações no modelo original, é possível obter expressões (resi-

duais) para cada ponto de colocação. Estes resíduos devem ser minimizados para cada raiz do

polinômio ortogonal, i.e., devem ser zerados em cada ponto de colocação, bem como devem

satisfazer as condições iniciais e de contorno (caso o problema seja de valor no contorno). O

sistema algébrico resultante, geralmente não linear, deve ser resolvido considerando uma técnica

numérica apropriada, como por exemplo, o Método de Newton.

A seguir é apresentado um consolidado dos passos necessários para a aplicação do MCO

para a resolução de equações diferenciais ordinárias com ordem inteira:

1. Definir os parâmetros de entrada: domínio do problema, função peso para a determinação

do polinômio ortogonal, grau NPC da aproximação (o polinômio tem NPC+1 coeficientes);

2. Calcular o polinômio ortogonal de grau NPC+1-NC, onde NC é o número de condições

que precisam ser satisfeitas;
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3. Calcular as NPC raízes (pontos de colocação) do polinômio ortogonal;

4. Determinar as equações (resíduo nos pontos de colocação);

5. Resolver o sistema de equações resultantes;

6. Verificar se a solução obtida não é modificada com o aumento do grau da aproximação.

É importante ressaltar que, como o MCO apresentado é fundamentado no uso de um

polinômio ortogonal, a variável independente no modelo diferencial ordinário deve estar definida

no intervalo [0 1] para que o MCO possa ser empregado. Caso isso não aconteça, inicialmente

deve-se realizar uma mudança de variável de modo que o modelo seja sempre integrado no

intervalo [0 1].

Finalmente, cabe ressaltar que a qualidade do resultado obtido é função da aproximação

considerada, sendo que um aumento excessivo do grau da mesma não, necessariamente, implica

na melhora da qualidade da solução obtida. Além disso, esse aumento pode ocasionar um com-

portamento oscilatório nas proximidades de regiões onde a solução não experimenta variações

pronunciadas (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978).

No próximo capítulo é apresentada a metodologia proposta para a integração de equações

diferenciais ordinárias fracionárias via extensão do Método da Colocação Ortogonal, bem como

as abordagens para o tratamento do problema de controle ótimo fracionário considerando o

contexto mono e multi-objetivo.
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4 Metodologia

Nesta sessão são apresentadas as metodologias propostas para: i) a extensão do Método

da Colocação Ortogonal (MCO) para o contexto fracionário; ii) a extensão do Código OTIMA

para o contexto fracionário; e iii) o desenvolvimento de um algoritmo de otimização multi-

objetivo baseado no algoritmo de Busca Fractal Estocástico (BFE).

4.1 Extensão do MCO para o Contexto Fracio-

nário

Conforme descrito anteriormente, objetiva-se nesta tese resolver PCOF. Neste caso,

faz-se necessário integrar um modelo diferencial fracionário presente nas restrições do PCOF.

Para esta finalidade, o MCO, proposto originalmente para a resolução de problemas diferenciais

de ordem inteira (ver a seção 3.7), é estendido para o contexto fracionário. Neste cenário, a

partir da definição da derivada fracionária, a mesma é utilizada na etapa de avaliação do modelo

diferencial fracionário analisado. Como utiliza-se o Polinômio de Lagrange durante a formulação

do MCO, as derivadas fracionárias devem ser avaliadas para uma função polinomial.

Com esta modificação no MCO original, os passos para a integração de um modelo

diferencial fracionário são apresentados a seguir:

1. Definir os parâmetros de entrada: domínio do problema, condição inicial, função peso (de-

pende do tipo de polinômio), número de pontos de colocação (NPC), tipo de aproximação

para a derivada fracionária;

2. Obter o polinômio ortogonal;

3. Calcular as raízes do polinômio ortogonal (NPC);

4. Definir a aproximação via polinômio de Lagrange;

5. Substituir, no polinômio de Lagrange, as derivadas fracionárias e, consequentemente, no

modelo a ser resolvido;

6. Determinar as equações resíduo (estas são atendidas nos pontos de colocação);

7. Resolver o sistema de equações resultantes (o tipo de sistema - linear ou não linear -

depende das características do modelo original);

8. Verificar se a solução obtida não é modificada com o aumento do grau da aproximação.
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Conforme destacado anteriormente, nesta tese será utilizada a Derivada Fracionária de

Caputo devido para a extensão do MCO.

4.2 Extensão do Código OTIMA para o Contexto

Fracionário

Conforme já descrito na Seção 3.5.1, as condições de otimalidade para o contexto

fracionário foram apresentadas. Em resumo, estas são descritas pelas seguintes equações:

Mẋ(t) +N C
a Dα

t x(t) =
∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂λ
, x(0) = xa (4.1a)

Mλ̇(t) +N tD
α
Tλ(t) =

∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂x
, λ(T ) = 0 (4.1b)

∂H(t,x(t),u(t),λ(t))

∂u
= 0 (4.1c)

Dessa forma, pode-se observar no equacionamento acima, a obtenção do modelo algébrico-

diferencial fracionário de valor no contorno pode-se tornar uma tarefa chata e tediosa, visto

que o PCOF pode ser completo e/ou com grande dimensão. Para o contexto inteiro já existe o

código OTIMA e suas variantes para a geração das equações de otimalidade (GOMES, 2000;

LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007). Nesta tese é proposta a extensão do referido código para o

contexto fracionário também considerando a linguagem de programação Mapler, escolhido por

sua grande habilidade de lidar com computação simbólica.

Para a geração das equações de otimalidade no contexto fracionário faz-se necessário

a entrada das matrizes M e N , da ordem fracionária α, do vetor G (lado direito do modelo

diferencial original), das suas respectivas condições iniciais e do escalar F . Com a entrada destas

informações, o código OTIMA atualizado para o contexto fracionário gera as condições de

otimalidade. Assim, o modelo algébrico-diferencial fracionário de valor no contorno pode ser

resolvido pela metodologia proposta, a saber, a extensão do MCO para o contexto fracionário.

Finalmente, cabe ressaltar que, se a matriz N for composta por elementos nulos, o

resultado obtido por esta nova versão do OTIMA se reduz ao resultado obtido pela versão

desenvolvida por Gomes (2000), Lobato (2004) e Pfeifer (2007).

4.3 Algoritmo de Otimização Multi-objetivo Ba-

seado na Busca Fractal Estocástica

Devido aos bons resultados obtidos pelo algoritmo de BFE para o contexto mono-objetivo,

a presente seção tem por objetivo apresentar a extensão do mesmo para o contexto multi-objetivo.

A estratégia proposta é denominada de Algoritmo de Otimização Multi-objetivo Baseado na
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Busca Fractal Estocástica, no inglês Multi-Objective Optimization Stochastic Fractal Search

(MOSFS), e apresenta como base fundamental o algoritmo de BFE associado aos operadores

de ordenamento por rank que faz uso do critério de dominância de Pareto (PARETO, 1896) e

de truncamento das soluções não dominadas denominado de distância da multidão (do inglês

crowding distace) (DEB, 2011).

O fluxograma do algoritmo MOSFS é apresentado na Figura 5 e suas etapas básicas são

descritas a seguir:

Figura 5 – Fluxograma do algoritmo Multi-Objective Optimization Stochastic Fractal Search.

• Inicialmente, uma população com NP indivíduos é gerada (aleatoriamente considerando

o espaço de projeto definido pelo usuário).

• Em seguida aplicam-se os operadores do algoritmo de BFE descritos na seção 3.6.2.2.

• Após ter sido gerada uma população com candidatos em potencial, esta é agrupada com a

população corrente formando assim a população P1 de tamanho 2NP .

• P1 é então classificada segundo o critério de dominância. Este consiste na organização dos

indivíduos da população em fronteiras que refletem sua importância no processo evolutivo
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da seguinte maneira: inicialmente, via aplicação do critério de dominância, a população é

classificada e tomada como Rank 1. Esses indivíduos de Rank 1 são retirados da população.

A população restante é novamente classificada segundo esse critério de dominância, sendo

que essa população assume Rank 2. Esses indivíduos são retirados da população atual e

novamente é realizada a classificação dos indivíduos que restaram. Tal procedimento é

repetido até que todos os indivíduos da população sejam classificados.

• Classificada a população, apenas NP indivíduos farão parte da população ao final da gera-

ção corrente. Para reduzir o tamanho da população é empregado o operador de distância

da multidão. Este é responsável pela eliminação das soluções que estão muito próximas

via cálculo da distância Euclidiana referente ao vetor de objetivos. Cabe ressaltar que esta

redução é fundamental para evitar que o número de pontos pertencentes à solução do pro-

blema aumente muito, o que na prática implica no incremento do tempo de processamento

requerido para resolver os problemas. Além disso, também se ressalta que ao eliminar

pontos da curva que são muito próximos, prioriza-se obter uma solução com pontos bem

distribuídos no domínio dos objetivos.

• O processo continua até que um determinado critério de parada seja satisfeito. Para esta

finalidade considera-se como critério de parada o número máximo de gerações.

No próximo capítulo são apresentadas aplicações para validar a metodologia descrita.

Neste caso destacam-se estudos de caso fracionários nas áreas de simulação, problemas inversos,

problemas algébrico-diferenciais de valor no contorno e PCOF nos contextos mono e multi-

objetivos.
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5 Resultados e Discussões

Como destacado anteriormente, o principal objetivo desta tese é resolver PCOFs via

extensão do Método da Colocação Ortogonal para o contexto fracionário, verificar a influência

da ordem fracionária nos perfis obtidos, bem como avaliar outros tipos de aplicações que exigem

a integração de um modelo fracionário. Para esta finalidade também são analisados problemas

de simulação, um problema inverso e problemas de controle ótimo via aplicação da abordagem

indireta. A Figura 6 apresenta os tipos de problemas avaliados nesta tese, com destaque para os

PCOFs aplicando a abordagem direta.

Figura 6 – Consolidado dos problemas avaliados nesta tese.

Nesta figura observa-se que em comum a todos os tipos de aplicações tem-se o Método

da Colocação Ortogonal no contexto fracionário, metodologia empregada para a simulação do

modelo fracionário em todos os tipos de estudos de caso.

Para o bom entendimento de cada uma das aplicações que serão apresentadas, a seguir

são destacados alguns pontos:

• Para os problemas de simulação considerando o MCOF foram avaliados o número de

pontos de colocação (NPC) e a ordem fracionária (α). Para a resolução do modelo final

(linear ou não linear) consideram-se os métodos de Gauss-Siedel e Newton. Em cada um

destes foram utilizadas estimativas iniciais iguais a unidade e como critério de parada o
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somatório dos módulos referentes ao erro absoluto de cada vetor de variáveis, em duas

iterações consecutivas, menor do que 10−8.

• Para avaliar a influência da ordem fracionária nos perfis obtidos foi considerada a simulação

do processo de fermentação da lacase, bem como a formulação de um problema inverso

para a obtenção do valor ótimo para a ordem fracionária considerando pontos experimentais

reais.

• Para aplicar a abordagem indireta, o PCOF original é convertido em um diferencial de

valor no contorno fracionário, conforme apresentado no capítulo 4. Neste caso, o modelo

de valor no contorno é resolvido usando o MCO no contexto fracionário via aplicação do

Método de Newton (abordagem empregada para a integração do sistema de equações não

lineares resultante da aplicação da metodologia proposta). Para a aplicação deste algoritmo

iterativo foi considerado que todas as estimativas iniciais são iguais a unidade para ambas

as variáveis de estado e controle, e como critério de parada o somatório dos módulos

referentes ao erro absoluto de cada vetor de variáveis, em duas iterações consecutivas,

menor do que 10−8.

• Para resolver estudos de caso usando a abordagem direta no contexto mono-objetivo foi

considerada a associação entre o MCO no contexto fracionário e o algoritmo de Evolução

Diferencial (ED) (STORN; PRICE, 1995). Já para a avaliação de estudos de caso no

contexto multi-objetivo foi considerada a associação entre o MCO no contexto fracionário

e o algoritmo Multi-objective Optimization Stochastic Fractal Search (MOSFS), proposto

nesta tese (ver o capítulo 4).

• Para modelos diferenciais com ordem fracionária superior a uma unidade, uma nova

condição inicial é necessária para a integração dos mesmos. Para essa finalidade, em todas

as aplicações em que 1 < α ≤ 2 a seguinte condição (adicional) foi empregada:

dX

dy

∣∣∣∣∣
y=0

= 0 (5.1)

onde X e y representam as variáveis dependentes e independentes, respectivamente. Cabe

ressaltar que esta nova condição pode ser definida visto que as condições iniciais adotadas

nos problemas são valores constantes.

• Para corrigir a dimensão do operador diferencial em cada modelo (dimensional) estudado

será utilizada a estratégia proposta por Gómez-Aguilar et al. (2012), em que um fator de

correção é utilizado para garantir a homogeneidade dimensional, conforme apresentado na

seção 3.4.6 e descrito a seguir:

d

dy
→ 1

σ1−α

dα

dyα
(5.2a)
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d2

dy2
→ 1

σ2(1−α)

d2α

dy2α
(5.2b)

onde y é a variável independente e σ é o parâmetro auxiliar, que tem a mesma dimensão da

variável independente. Cabe ressaltar que para α igual a 1, esses operadores fracionários

se tornam operadores com ordem inteira. Enfatiza-se que esta correção deve ser realizada

em modelos físicos, i.e.; em problemas cujas equações representam balanços de massa,

energia e quantidade de movimento. A única exceção é o problema da fermentação da

lacase em que, para garantir a consistência dimensional do modelo fracionário, alguns

parâmetros foram corrigidos em função de α.

• Para avaliar a sensibilidade dos perfis obtidos em cada uma das aplicações em relação à

ordem fracionária, definiu-se uma faixa para este parâmetro de forma que este represente

uma perturbação em relação ao modelo com ordem inteira. Na prática, a faixa de α foi

definida de forma que, por exemplo, um modelo que é naturalmente modelado por uma

derivada primeira, não seja representado por uma derivada segunda, e vice versa.

• Nas aplicações considerando a abordagem direta faz-se necessário definir o número de

elementos de controle, bem como o tipo de estratégia que será empregada (constante,

linear, cúbica, entre outras). Como os problemas fracionários abordados nesta tese não,

necessariamente, apresentam solução (analítica ou numérica) conhecida, foi adotada a

seguinte estratégia: para o problema com ordem fracionária igual a uma unidade a solução

ótima é conhecida. Assim, inicialmente, foram testados diferentes números de elementos

de controle para α igual a 1 até que fosse encontrada uma boa concordância entre o valor

obtido pela metodologia proposta e a reportada pela literatura. Após esta análise, fixou-se

o número de elementos de controle e variou-se apenas a ordem fracionária para fins da

avaliação deste parâmetro nos perfis obtidos. Neste caso, a partir das características dos

estudos de caso abordados nesta tese, foram adotadas estratégias de controle constantes

por partes (cada elemento de controle é constante), apesar de outras estratégias poderem

ser empregadas, como por exemplo, as lineares e as cúbicas.

• Para mensurar o Tempo de Processamento (TP) em cada uma das aplicações foi conside-

rado um microcomputador Desktop Intel Core i7-4770 com 8GB de memória, Ssd 240gb

e sistema operacional Windows.

• Para avaliar aplicações em que a variável independente é maior do que a unidade, realiza-se

uma mudança de variável de forma que o domínio de interesse seja igual a unidade.

5.1 Influência do Tipo de Derivada Fracionária

A primeira análise deste capítulo consiste em verificar a influência do tipo de derivada

fracionária. Como o MCO faz uso de um polinômio ortogonal para aproximar os perfis de
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controle e estado, a influência do tipo de derivada fracionária será realizada considerando a

seguinte equação:
dαx2

dxα
(5.3)

em que α é a ordem da derivada fracionária e x é a variável independente.

Conforme a definição proposta por S. F. Lacroix (OLDHAM; SPANIER, 1974), a

derivada de uma função polinomial genérica xm (onde m é o grau do polinômio) é dada como:

dαxm

dxα
=

Γ (m+ 1)

Γ (m− α + 1)
xm−α (5.4)

em que Γ é a função Gamma.

Para fins de aplicação serão considerados diferentes valores para α [1/4 1/2 3/4] e

um polinômio de segundo grau (m igual a 2). Neste caso, aplicando a definição acima, as

derivadas fracionárias para cada um dos valores de α considerados no domínio [0 1] são iguais,

respectivamente, à:
d1/4(x2)

dx1/4
= 1,243503x7/4 (5.5a)

d1/2(x2)

dx1/2
= 1,504505x3/2 (5.5b)

d3/4(x2)

dx3/4
= 1,765220x5/4 (5.5c)

A Figura 7 apresenta os perfis obtidos considerando as derivadas definidas por Lacroix,

Caputo, Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov e Chen, respectivamente. De forma geral, nota-

se nesta figura que, para a função polinomial considerada, não foram observadas diferenças

significativas no que tange o tipo de aproximação de derivada fracionária considerada. Este

resultado será utilizado como guia para a definição do tipo de derivada empregada para a

resolução de uma EDOF e, consequentemente, para a resolução de PCOFs.

Neste caso, para todas as aplicações que seguem será utilizada a derivada de Caputo. A

escolha por este operador se deve ao fato desta derivada permitir o uso de condições iniciais

usuais, i.e.; não é necessário nenhum tipo de tratamento para problemas com condições iniciais

definidas em termos de derivadas, diferentemente do que acontece para outras derivadas, como

por exemplo para a definição de derivada fracionária de Riemann-Liouville (CAMARGO;

OLIVEIRA, 2015; SANTOS, 2018).

5.2 Simulação de EDOFs Matemáticas

Para avaliar a metodologia proposta em Equações Diferenciais Ordinárias Fracionárias

(EDOFs) de valor inicial, considere a seguinte equação fracionária:

dαy

dtα
= f(t,y), y(0) = y0 (5.6)
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Figura 7 – Influência do tipo de derivada fracionária na diferenciação de uma função polinomial do
segundo grau.

em que t e y representam os termos independentes e dependentes, respectivamente, α é a ordem

fracionária, f é uma função genérica que depende de ambas as variáveis e y0 é a condição inicial.

Neste caso, são considerados os seguintes estudos de caso (EC):

• EC1: α = 0,98 e y0 = 0,4836488 (JAFARI; TAJADODI; BALEANU, 2013):

f(t,y) = 2y(t)− y(t)2 + 1 (5.7)

cuja solução (aproximada) apresentada pelo autor é:

y(t) = 0,785674t4 − 2,356597t3 + 1,548207t2 + 1,616525t+ 0,483648 (5.8)

• EC2: α = 0,5 e y0 = 0 (GHOMANJANI, 2016):

f(t,y) =
2t1,5

Γ(2,5)
− y(t) + t2 (5.9)

cuja solução (analítica) é:

y(t) = t2 (5.10)

• EC3: α = 0,9999 e y0 = 1 (JAFARI; TAJADODI; BALEANU, 2013):

Ta = −0,98 (5.11a)

f(t,y) = −y(t) + (1 +
√
2Ta) cosh(

√
2t) + (

√
2 + Ta)(sinh(

√
2t)) (5.11b)

cuja solução (analítica) é:

y(t) = cosh(
√
2t)− Ta sinh(

√
2t) (5.12)
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Como descrito anteriormente, para resolver cada estudo de caso considera-se a apro-

ximação de derivada fracionária do tipo Caputo no MCO. Com a aplicação desta abordagem

obtêm-se, para cada um dos estudos de caso, um sistema de equações algébricas (sendo linear

para o EC2 e não lineares para EC1 e EC3) cuja dimensão é função do número de pontos de

colocação (NPC) considerados.

A Tabela 1 apresenta a influência do NPC no valor do somatório do módulo do erro

absoluto (Θ) e o tempo de processamento requerido para esta finalidade. Para calcular os erros

consideram-se 100 pontos igualmente espaçados no domínio de interesse. Nesta tabela percebe-

se que a metodologia proposta foi capaz de encontrar boas estimativas para os perfis em cada

um dos estudos de caso avaliados. Além disso, conforme esperado, quanto maior o valor do

NPC, maior é a ordem do polinômio considerado e, consequentemente, menor é o erro cometido.

Também se destaca que o tempo de processamento aumenta com o aumento do NPC, visto

que quanto maior a dimensão do sistema resultante da aplicação do MCO, maior é o tempo de

processamento necessário para a resolução do mesmo.

Tabela 1 – Influência do NPC na qualidade e no tempo de processamento da solução obtida considerando
a metodologia proposta em EDOFs.

EC1 EC2 EC3
NPC Θ TP (s) Θ TP (s) Θ TP (s)

2 6,30×10−3 1,4 2,43×10−13 1,3 4,13×10−5 1,3
3 4,35×10−13 1,6 8,57×10−14 1,7 1,34×10−14 1,5
4 9,58×10−16 1,8 3,59×10−17 2,1 7,52×10−16 1,9
5 2,55×10−18 2,2 6,77×10−18 2,5 8,98×10−19 2,3

5.3 Simulação do Sistema Massa-Mola-Amortece-

dor

Considere o sistema mola-massa-amortecedor com um grau de liberdade, conforme a

Figura 8.

Figura 8 – Representação esquemática de um sistema massa-mola-amortecedor (GÓMEZ-AGUILAR et
al., 2015).
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Do ponto de vista físico, este sistema pode ser usado para representar o modelo de

amortecimento viscoelástico dependente da frequência de um determinado material (SHOKOOH;

SUÁREZ, 1999). Matematicamente, este sistema mecânico pode ser representado no contexto

fracionário pela seguinte equação diferencial:

MD2αx(t) + CDαx(t) +Kx(t) = F (t), 0 < α 6 1 (5.13)

onde t é o tempo (s),M ,C eK representam a massa (Kg), o coeficiente de amortecimento (Ns/m)

e a rigidez (N/m), respectivamente. F (t) é a força externa aplicada (N) e Dαx(t) (0 6 α 6 1) é

o operador fracionário em relação ao deslocamento x(t).

Para que o modelo fracionário massa-mola-amortecedor seja dimensionalmente con-

sistente, os operadores diferenciais (D/Dt e D/Dtα) e (D/Dt2 e D/Dt2α) devem possuir as

mesmas unidades. Neste caso, para corrigir as unidades do modelo físico será considerado o

fator de correção descrito na seção 3.4.6. A aplicação deste fator resulta no seguinte modelo

fracionário:

M

σ2(1−α)
D2αx(t) +

C

σ(1−α)
Dαx(t) +Kx(t) = F (t), 0 < α 6 1 (5.14)

em que σ é o parâmetro responsável por corrigir a unidade.

A inserção deste parâmetro garante a consistência dimensional do modelo físico. É

importante ressaltar que, para que este parâmetro não interfira nos perfis simulados, o mesmo

pode ser considerado como sendo igual a unidade. Em resumo, este fator corrige o modelo em

termos de dimensão sem interferir no valor dos perfis simulados.

Para avaliar a qualidade da solução obtida pelo Método da Colocação Ortogonal (MCO)

no contexto fracionário, soluções analíticas e numéricas para casos particulares são estudadas.

É importante enfatizar que a solução analítica foi obtida considerando a definição da função

de Mittag-Leffler, conforme demonstrado por Gómez-Aguilar et al. (2015). Já para a solução

numérica é usado o Método Preditor-Corretor (MPC) do tipo Adams-Bashforth-Moulton (DI-

ETHELM; FREED, 1998). Neste caso, para cada configuração de simulações numéricas, os

erros absolutos com relação as soluções analíticas foram determinados considerando 100 pontos

igualmente espaçados.

5.3.1 Primeiro Caso

Este primeiro caso considera um sistema massa-mola (o coeficiente de amortecimento é

igual a zero) com uma fonte constante F (t) = f◦ e duas condições iniciais: x(0) = x◦ (x◦ > 0)

e dx/dt(0) = 0. Neste caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) é dado como:

D2αx(t) =
η2

K
f◦ − η2x(t) 0 < α 6 1 (5.15)

onde η2 é a frequência angular fracionária definida como:

η2 =
Kσ2(1−α)

M
(5.16)
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Conforme apresentado por Gómez-Aguilar et al. (2015), a solução analítica para este modelo é

dado por:

x(t) = (x◦ − f◦/K)E2α(−η2t2α) + f◦/K (5.17)

em que E2α é a função de Mittag–Leffler.

A Tabela 2 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio em

relação as ordens fracionárias consideradas) para o MCO e o Método Preditor-Corretor (MPC)

considerando o sistema massa-mola com uma fonte constante. Para este propósito, os seguintes

parâmetros são usados: x◦ = 1 m, η2 = 1 (Nms2(1−α))/Kg, f◦ = 0,5 N, K = 1 Nm e tempo final

igual a 15 s.

Tabela 2 – Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
massa-mola com fonte constante.

α = 1 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,85 TP (s)
MCO (NPC = 5) 1,23E-05 1,45E-05 1,24E-06 2,88E-06 2,2
MCO (NPC = 6) 2,13E-06 7,35E-06 6,78E-07 1,78E-07 3,8
MCO (NPC = 7) 4,39E-08 2,89E-08 6,35E-08 6,79E-08 5,1
MCO (NPC = 8) 6,43E-10 4,55E-10 2,33E-10 4,56E-10 6,9
MCO (NPC = 9) 8,66E-11 8,89E-11 2,66E-11 6,66E-11 8,6
MCO (NPC = 10) 6,34E-12 2,45E-12 3,45E-12 7,65E-12 10,5
MPC (h = 10−4) 1,46E-10 2,61E-10 1,11E-10 2,56E-10 10,7
h é o tamanho do passo de integração.

Na Tabela 2 observa-se que a metodologia proposta, independentemente da ordem

fracionária, foi capaz de obter bons resultados em comparação com a solução analítica, onde

foram observados erros inferiores a 10−5. Em relação ao MPC observa-se que o MCO obteve

um resultado equivalente para NPC maior do que 7. Em termos do tempo de processamento

verifica-se que a metodologia proposta sempre requereu um menor custo computacional. Este

menor TP se deve à dimensão do sistema final resolvido pelo MCO no contexto fracionário. Na

prática, o NPC significa a dimensão do sistema algébrico a ser resolvido. Assim, NPC igual a 5,

por exemplo, implica num sistema com 5 equações algébricas, o que representa um sistema com

uma dimensão muito menor em comparação com o MPC.

A Figura 9 apresenta o deslocamento considerando o MCO para diferentes ordens

fracionárias e NPC igual a 10 para o sistema massa-mola com uma fonte constante. Nesta

figura observa-se a qualidade da metodologia proposta em comparação com a solução analítica.

Fisicamente, para α igual a 1, a resposta é oscilatória com amplitude constante, o que está

de acordo com o esperado para este tipo de aplicação. Com a redução do valor da ordem

fracionária observa-se um comportamento oscilatório com redução da amplitude ao longo do

tempo. Matematicamente, a redução de α implica na transformação de uma equação diferencial

de ordem dois para uma ordem menor do que dois, causando a redução da amplitude com o

tempo.
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Figura 9 – Sistema massa-mola com uma fonte constante.

É importante ressaltar que, a redução ou aumento da ordem fracionária deve ser avaliada

de forma que um comportamento fisicamente inviável (para as características do estudo em

questão) não seja obtido, i.e.; para uma dada aplicação o valor da ordem não pode resultar

em um perfil incoerente, o que desconfiguraria o estudo de caso. Assim, os valores da ordem

considerados nesta aplicação permitem avaliar um comportamento oscilatório com amplitude

constante e com redução de amplitude.

5.3.2 Segundo Caso

O segundo caso também considera um sistema massa-mola, todavia com uma fonte

periódica F (t) = f◦ cos(wt), onde w é a frequência e as seguintes condições iniciais: x(0) = x◦

(x◦ > 0) e dx/dt(0) = 0. Neste caso, matematicamente tem-se:

D2αx(t) =
η2

K
f◦ cos(wt)− η2x(t), 0 < α 6 1 (5.18)

onde η2 é dado pela Eq. (5.16). A solução analítica desta equação é dada como segue (GÓMEZ-

AGUILAR et al., 2015):

x(t) = x◦E2α(−η2t2α)−
f◦
K

∫ t

0

cos(w(t− u))E2α(−η2u2α)du (5.19)

onde E2α é a função de Mittag–Leffler.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos (erro absoluto e o tempo de processamento

(valor médio em relação aos valores de ordem fracionária empregados)) para o MCO e o MPC
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considerando: x◦ = 1 m, η2= 1 (Nms2(1−α)) / Kg, f◦ = 0,05 cos(t) N, K = 1 Nm, e tempo final

igual a 15 s.

Tabela 3 – Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
massa-mola com uma fonte periódica.

α = 1 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,85 TP (s)
MCO (NPC = 5) 4,34E-04 6,76E-04 7,77E-04 7,55E-04 2,5
MCO (NPC = 6) 1,21E-06 4,57E-06 1,82E-06 3,08E-06 4,2
MCO (NPC = 7) 2,22E-08 2,91E-07 2,78E-07 8,77E-07 5,8
MCO (NPC = 8) 3,34E-09 3,34E-09 3,54E-09 6,77E-09 7,3
MCO (NPC = 9) 4,55E-10 5,55E-11 3,43E-10 3,43E-10 8,7
MCO (NPC = 10) 2,11E-13 1,51E-13 3,11E-13 4,44E-13 11,9
MPC (h = 10−4) 1,46E-10 2,34E-10 5,63E-10 1,33E-10 12,8
h é o tamanho do passo de integração.

Conforme observado para o primeiro caso, neste também foram obtidas boas estimativas

considerando a metodologia proposta, independentemente do valor da ordem fracionária, visto

os valores dos erros absolutos. Além disso, se o NPC aumenta o erro absoluto diminui, como

esperado. Em relação ao MPC é possível observar que, para NPC maior do que 8 os erros têm,

no mínimo, a mesma ordem de grandeza das observadas para o MCO. Em relação ao tempo

de processamento, o aumento do NPC implica em um incremento no valor do TP, oriundo do

aumento do número de equações algébricas que devem ser resolvidas. Além disso, para todos os

NPC considerados, o MCO sempre resultou em um menor valor em relação ao MPC.

A Figura 10 apresenta os perfis de deslocamento considerando o MCO para diferentes

ordens fracionárias e NPC igual a 10 para o sistema massa-mola com uma fonte periódica. Nesta

figura observa-se a qualidade da solução obtida pelo MCO em relação à solução analítica. Fisica-

mente, para α igual a 1 a resposta é oscilatória com amplitude constante, como esperado para este

tipo de sistema. Como a redução do valor da ordem fracionária observa-se um comportamento

oscilatório com redução da amplitude ao longo do tempo, conforme o constatado para a primeira

aplicação. Todavia, esta redução é mais suave do que o primeiro estudo de caso.

5.3.3 Terceiro Caso

Este caso considera um sistema com amortecimento em que a massa é negligenciada,

uma fonte constante F (t) = f◦ é aplicada e com condição inicial x(0) = x◦ (x◦ > 0). Neste

caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) é reduzido a uma equação diferencial fracionária com

apenas um operador diferencial:

Dαx(t) =
τ

K
f◦ − τx(t), 0 < α 6 1 (5.20)

onde o parâmetro τ é definido como:

τ =
Kσ1−α

C
(5.21)
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Figura 10 – Sistema massa-mola com uma fonte periódica.

Conforme destacado por Gómez-Aguilar et al. (2015), a solução analítica para esta

aplicação é dada por:

x(t) = (x◦ − f◦/K)Eα(−τtα) + f◦/K (5.22)

onde Eα é a função Mittag-Leffler.

A Tabela 4 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio)

considerando o MCO com diferentes valores de NPC e de ordem fracionária, bem como os

resultados obtidos pelo MPC para a terceira aplicação. Para esta finalidade os seguinte parâmetros

são considerados: x◦ = 1 m, τ = 1 (m2s−α) / Kg, f◦ = 0,5 N, K = 1 Nm e tempo final igual a 15 s.

Tabela 4 – Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
mola-amortecedor com fonte constante.

α = 1 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,85 TP (s)
MCO (NPC = 5) 1,24E-08 3,44E-08 3,94E-08 9,76E-08 1,3
MCO (NPC = 6) 3,21E-09 4,33E-09 6,24E-09 8,78E-09 2,6
MCO (NPC = 7) 2,33E-09 1,23E-09 4,55E-09 2,54E-09 4,1
MCO (NPC = 8) 2,22E-11 2,23E-11 1,44E-11 8,67E-11 6,2
MCO (NPC = 9) 3,44E-12 5,66E-12 7,88E-12 8,99E-12 7,9
MCO (NPC = 10) 8,67E-14 5,44E-14 2,13E-14 3,49E-14 9,1
MPC (h = 10−4) 5,56E-10 6,43E-10 7,58E-10 6,76E-10 11,4
h é o tamanho do passo de integração.

Nesta tabela é possível observar boas estimativas para os perfis de deslocamento obtidos

pelo MCO em relação às respectivas soluções analíticas, independentemente do valor da ordem



74 Capítulo 5. Resultados e Discussões

fracionária considerada. O erro absoluto para cada condição avaliada também diminui com o

incremento do valor do NPC. Em comparação com os resultados apresentados considerando

o MPC pode-se concluir que, para NPC maior do que 7, os erros computados pelo MCO são

menores, devido à dimensão do sistema algébrico resolvido. Finalmente, em termos do tempo

de processamento, a metodologia proposta sempre requereu menores valores do que o MPC. Já

na Figura 11 são apresentados os perfis de deslocamento considerando o MCO para diferentes

ordens fracionárias e NPC igual a 10 para um sistema com amortecimento com fonte constante.

Figura 11 – Sistema amortecedor-mola com uma fonte constante.

Assim como nas aplicações anteriores, na Figura 11 observa-se uma boa concordância

entre os resultados obtidos pelo MCO em relação às respectivas soluções analíticas. Além disso,

para o sistema físico em análise observa-se um decréscimo da resposta ao longo do tempo devido

à natureza do sistema mola-amortecedor composto por uma fonte constante. Com a redução da

ordem fracionária observa-se valores mais elevados para o deslocamento e, consequentemente,

um maior tempo para que o sistema se estabilize. Assim, para esta aplicação o valor da ordem

não muda as características do perfil mas exige um maior tempo para que o estado estacionário

seja encontrado.

5.3.4 Quarto Caso

Este caso considera um sistema com amortecimento com a presença de uma fonte

periódica F (t) = f◦ cos(wt), onde w é a frequência e a seguinte condição inicial: x(0) = x◦

(x◦ > 0). Matematicamente, o modelo original dado pela Eq. (5.14) é reduzido a:

Dαx(t) = τ
K
f◦ cos(wt)− τx(t), 0 <6 1 (5.23)
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onde o parâmetro τ é dado pela Eq. (5.21). Conforme apresentado por Gómez-Aguilar et al.

(2015), a solução analítica para esta aplicação é dada como:

x(t) = x◦Eα(−τtα)−
f◦
K

∫ t

0

cos(w(t− u))Eα(−τuα)du (5.24)

onde Eα é a função de Mittag–Leffler.

A Tabela 5 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio) consi-

derando o MCO e o MPC para o sistema amortecedor com fonte periódica. Para esta finalidade

são considerados os seguintes parâmetros: x◦ = 1 m, τ = 1 (m2s−α)/Kg, f◦ = 0,05 cos(t) N, K =

1 Nm e tempo final igual a 15 s.

Tabela 5 – Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
mola-amortecedor com fonte periódica.

α = 1 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,85 TP (s)
MCO (NPC = 5) 8,99E-06 5,66E-06 5,87E-07 9,22E-07 1,9
MCO (NPC = 6) 1,15E-08 3,32E-08 2,43E-08 4,45E-08 2,7
MCO (NPC = 7) 1,11E-08 2,12E-09 1,31E-09 2,33E-09 4,3
MCO (NPC = 8) 7,72E-10 7,32E-10 1,43E-10 2,44E-10 7,1
MCO (NPC = 9) 8,89E-11 4,45E-11 3,44E-11 5,43E-11 8,1
MCO (NPC = 10) 3,88E-11 8,22E-13 1,32E-13 2,34E-12 10,9
MPC (h = 10−4) 2,33E-11 1,38E-11 9,01E-11 7,68E-11 13,3
h é o tamanho do passo de integração.

Na Tabela 5 é possível observar boas estimativas encontradas pelo MCO considerando

diferentes valores de NPC e de ordens fracionárias em relação às respectivas soluções analíticas,

haja visto os valores dos erros computados. Como destacado para as aplicações anteriores, quanto

maior o valor do NPC menor é o erro e maior é o tempo de processamento. Para NPC maior do

que 8 observa-se que os erros computados têm a mesma ordem de grandeza dos obtidos pelo

MPC. Em termos de tempo de processamento, a metodologia proposta sempre foi mais eficiente

do que o MPC.

A Figura 12 apresenta os perfis de deslocamento obtidos pelo MCO considerando dife-

rentes valores para a ordem fracionária e NPC igual a 10 para o sistema mola-amortecedor com

uma fonte periódica. Conforme observado nesta figura, os resultados obtidos pela metodologia

proposta apresentam uma boa concordância em relação as respectivas soluções analíticas. Do

ponto de vista físico, devido à existência de uma fonte periódica, observa-se um comportamento

oscilatório ao longo do tempo, diferentemente do estudo de caso anterior onde era considerada

uma fonte constante. Além disso, é importante observar, em relação a α igual a unidade, um

aumento no valor dos deslocamentos para menores valores da ordem fracionária.
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Figura 12 – Sistema amortecedor-mola com uma fonte periódica.

5.3.5 Quinto Caso

Este último estudo de caso considera um sistema massa-mola-amortecedor sem aplicação

de força, i.e.; F (t) = 0, bem como as seguintes condições iniciais: x(0) = x◦ (x◦ > 0) e

dx/dt(0) = 0. Neste caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) é reduzido para:

D2αx(t) + τDαx(t) = −η2x(t) 0 < α 6 1 (5.25)

onde os parâmetros η e τ são dados pelas Eqs. (5.16) e (5.21), respectivamente.

Como apresentado por Gómez-Aguilar et al. (2015), a solução analítica para este modelo

é dada como segue:

x(t) = x◦Eα

(
− C

2M
σ(1−α)tα

)
E2α

(
−
[
K

M
− C2

4M2

])
σ2(1−α)t2α (5.26)

onde Eα é a função de Mittag–Leffler.

A Tabela 6 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio)

considerando diferentes valores de ordens fracionárias para o MCO e o MPC. Para esta finalidade

os seguintes parâmetros são considerados: x◦ = 1 m, M = 1 Kg, K = 1 Nm, C = 0,5 Ns/m, e

tempo final igual a 15 s. Os parâmetros η e τ são calculados a partir das Eqs. (5.16) e (5.21),

respectivamente. A partir dos resultados apresentados nesta tabela é possível concluir que o

MCO foi capaz de obter boas estimativas, independentemente do valor da ordem fracionária,

visto que os valores dos erros absolutos apresentados têm a mesma ordem de grandeza dos

obtidos pelo MPC. Como observado para as aplicações anteriores, o aumento no valor do NPC
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implica na redução dos erros e no incremento do tempo de processamento. Para valores de NPC

maiores do que 7 observam-se erros com, no mínimo, a mesma magnitude daqueles reportados

considerando o MPC.

Tabela 6 – Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MCP para o sistema
massa-mola-amortecedor sem força externa.

α = 1 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,85 TP (s)
MCO (NPC = 5) 2,78E-07 2,11E-07 2,76E-07 3,43E-07 3,2
MCO (NPC = 6) 3,45E-08 1,43E-08 9,30E-09 1,23E-09 5,6
MCO (NPC = 7) 1,65E-08 5,24E-09 2,19E-09 1,03E-09 7,9
MCO (NPC = 8) 3,45E-10 6,76E-10 6,76E-10 5,10E-10 8,7
MCO (NPC = 9) 3,98E-11 3,58E-11 3,77E-11 5,10E-10 10,1
MCO (NPC = 10) 2,91E-12 6,77E-13 5,67E-13 3,21E-12 11,2
MPC (h = 10−4) 8,47E-10 3,88E-10 1,67E-10 2,34E-10 15,5
h é o tamanho do passo de integração.

A Figura 13 apresenta os perfis de deslocamento obtidos pelo MCO considerando

diferentes valores para a ordem fracionária e NPC igual a 10. Nesta figura pode-se observar

uma boa concordância entre os valores analíticos e computados usando a metodologia proposta.

Além disso, como esperado, a resposta apresenta um comportamento oscilatório com amplitude

decrescente ao longo do tempo devido à natureza do sistema massa-mola-amortecedor. Este

comportamento decrescente é mais evidente à medida que o a ordem fracionária é reduzida.

Figura 13 – Sistema massa-mola-amortecedor sem força externa.

Até o presente momento foram apresentados resultados que demonstraram a qualidade

do MCO no contexto fracionário em relação às soluções analíticas e numéricas. Nas aplicações
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de engenharia foi possível constatar que, a depender do valor da ordem fracionária, os perfis

podem apresentar características distintas daqueles observados para o sistema tradicional com

ordem inteira. Isto implica que a ordem fracionária é um parâmetro de grande importância,

visto que uma mudança no seu valor pode ressaltar uma característica particular ou até mesmo

desconfigurar completamente o sistema em análise.

5.4 Processo de Fermentação da Lacase

Para avaliar a qualidade da solução obtida pela metodologia proposta em um problema

inverso considere a determinação de parâmetros cinéticos no processo de fermentação da en-

zima lacase. Esta enzima apresenta diversas aplicações industriais, sendo a mais frequente em

alimentos industriais e no tratamento de efluentes industriais. Especificamente na indústria

alimentícia, a lacase é adicionada para aumentar a transparência e aparência das cores, aroma,

sabor, estabilidade de sucos de frutas e bebidas alcoólicas fermentadas bebidas (ALVES, 2010).

Matematicamente, o processo de fermentação da lacase pode ser representado pelas seguintes

equações que representam o balanço de massa do sistema (ALVES, 2010):

dX

dt
=

µmaxSX

(Ks + S)
, X(0) = Xo (5.27a)

dS

dt
= − 1

YXS

dX

dt
, S(0) = So (5.27b)

dP

dt
=

{
K1 (1− exp (− (t− 0,01) /0,1))S −KpP se t ≤ ts

(K1 −K2) (1− exp (− (t− 0,01) /0,1))S se t > ts
, P (0) = Po (5.27c)

onde t é o tempo (dia), X é a concentração de biomassa (g/L), P é a atividade da enzima lacase

(U/L), S é a concentração do substrato (g/L), µmax eKs são as constantes relacionadas ao modelo

de inibição considerado, YXS é o rendimento de biomassa em relação ao substrato, K1, K2, Kp

são parâmetros que ponderam os modelos no que tange o produto e ts é o tempo de atuação de

cada um destes modelos. Assim, µmax, Ks, K1, K2, Kp e ts são parâmetros desconhecidos que

deve ser estimado através da formulação e solução de um problema inverso.

Para esta finalidade, o problema inverso proposto consiste na determinação dos parâme-

tros cinéticos que minimizam a diferença entre o somatório dos pontos experimentais e previstos

pelo modelo, conforme o funcional FO definido como:

FO =

n1∑

i=1

(Xe
i −Xc

i )
2

max(Xe)2
+

n2∑

i=1

(Sei − Sci )
2

max(Se)2
+

n3∑

i=1

(P e
i − P c

i )
2

max(P e)2
(5.28)

em que Υe e Υc representam os valores experimentais e calculados pelo modelo (Υ = [X S

P ]), max(Υe) é o maior valor experimental observado e ni (i = 1, 2, 3) é o número de pontos

experimentais considerados em cada somatório.

A Tabela 7 apresenta os pontos experimentais considerados (ALVES, 2010).
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Tabela 7 – Pontos experimentais (células, substrato e produto) no processo de fermentação da enzima
lacase.

Tempo (dia) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X (g/L) 0,1 0,1 0,3 0,4 0,7 0,8 1,1 1,1 1,2 1,2 1,2 1,1
S (g/L) 2,0 2,0 1,9 1,6 1,3 1,0 0,8 0,5 0,4 0,2 0,1 1,1
P (U/L) 0 125 1634 3899 5657 7089 5985 1898 175 112 2 0

Para avaliar a influência da ordem fracionária, os termos diferenciais apresentados no

modelo acima foram substituídos por dαX/dtα, dαS/dtα e dαP/dtα, respectivamente. Neste

caso, considera-se NPC igual a 5, derivada do tipo Caputo e o Método de Newton para resolver o

sistema não linear resultante. Além disso, consideram-se os seguintes parâmetros (ALVES, 2010):

µmax = 0,832 dia−α; Ks = 1,95 g/L; YXS = 0,609 g/g; K1 = 3,913 U(g−1diaα); K2 = 7,593

dia−α; ts = 7,07 dia e α = [0,4 0,5 ... 0,9 1 1,1 ... 1,9 2]. Cabe enfatizar que, para garantir a

consistência dimensional do modelo fracionário, alguns dos parâmetros devem ser corrigidos em

função de α.

Na Figura 14 são apresentados os perfis de substrato, células e produto considerando

diferentes valores de α.

Ao se analisar a influência de α percebe-se que, para valores de α próximos a unidade,

os perfis de substrato tendem a diminuir ao longo do tempo, visto que células se alimentam do

substrato para secretar o produto de interesse. Já o perfil de produto aumenta e, após o tempo

limitante ts o mesmo começa a diminuir por conta da inibição por produto. Neste cenário, do

ponto de vista físico, os perfis para α próximos a unidade são coerentes e esperados com o

processo em análise. Todavia, ao se considerar valores de α diferentes da unidade, observa-se

que os perfis começam a assumir formas não coerentes com o que é esperado para este tipo

de fenômeno, i.e.; para valores de α próximos de zero tem-se que o processo assume valores

negativos, o que não tem sentido físico algum. Por outro lado, ao se aproximar α de 2 tem-se um

processo com comportamento oscilatório, o que também não é condizente para o processo em

análise, mas sim para problemas que modelam fenômenos com comportamento oscilatório. Em

resumo, ao se utilizar uma derivada fracionária para representar um processo real, deve-se avaliar

a faixa para a ordem fracionária de modo que perfis fisicamente incoerentes sejam evitados.

Finalmente, cabe enfatizar que as descontinuidades nas derivadas se devem ao tipo de modelo

proposto para o balanço de massa de produto.

Conforme observado, a ordem fracionária em um processo real não pode assumir qual-

quer valor, pois resultados fisicamente incoerentes podem ser obtidos. Neste caso, parece ser

interessante considerar a ordem fracionária como uma variável de projeto no problema de otimi-

zação. Neste contexto, foram propostos dois problemas inversos. O primeiro considera que α é

igual a uma unidade e no segundo que α é uma variável de projeto. Para resolver estes problemas

inversos considera-se o algoritmo de Evolução Diferencial (ED) (STORN; PRICE, 1995). Para

estimar os parâmetros cinéticos e a ordem fracionária (no caso do segundo problema inverso),
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(a) Células (g/L). (b) Substrato (g/L).

(c) Produto (U/L).

Figura 14 – Concentrações de células, substrato e produto considerando diferentes valores de ordem
fracionária no processo de fermentação da enzima lacase.

foram considerados os parâmetros no algoritmo ED: tamanho da população (50), número de

gerações (500), taxa de perturbação (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia número 7. Para

esta configuração de parâmetros, são necessárias 50 + 50 × 500 avaliações da função obje-

tivo. Foram considerados o seguinte domínio para as variáveis de projeto: 0,001 ≤ µmax ≤ 2

dia−α; 0,001 ≤ Ks ≤ 2 g/L; 0,002 ≤ YXS ≤ 3 g/g; 30 ≤ K1 ≤ 30000 U(g−1 dia−α);

50 ≤ K2 ≤ 50000 dia−α; 0,5 ≤ Kp ≤ 1 dia−α; 6 ≤ ts ≤ 11 dia e 0,9 ≤ α ≤ 1 (para o segundo

problema inverso).

A Tabela 8 apresenta os melhores resultados obtidos para cada problema inverso conside-

rando 20 execuções independentes do algoritmo de ED. Nesta tabela percebe-se que os resultados

obtidos considerando a ordem como parâmetro são muito próximos daqueles considerando a

ordem fixa e igual a unidade. Assim, para esta aplicação, conclui-se que não fez diferença utilizar

a abordagem fracionária. Todavia, apesar desse resultado, não se pode garantir que o uso da

abordagem fracionária não produza ganhos significativos em outras aplicações. Do ponto de
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vista matemático, inserir a ordem como variável de projeto significa aumentar o número de graus

de liberdade do problema, o que na prática pode resultar em uma melhor adequação do modelo

aos pontos experimentais.

Tabela 8 – Parâmetros estimados pelo algoritmo de ED no processo de fermentação da enzima lacase
considerando modelos com ordem inteira e fracionária.

µmax (dia−α) 0,832 0,861

Ks (g/L) 1,952 1,951

YXS (g/g) 0,609 0,615

K1 (Ug−1dia−α) 3,914× 103 4,006× 103

K2 (dia−α) 7,598× 103 7,800× 103

Kp (dia−α) 0,999 1,001

ts (dia) 7,079 6,995

α (-) 1 0,938

FO (-) 0,5272 0,5250

A Figura 15 apresenta os perfis experimentais e os simulados considerando os conjuntos

de parâmetros obtidos para cada problema inverso. Nestas figuras, observa-se uma boa concor-

dância entre os perfis experimentais e os simulados considerando a resolução dos problemas

inversos propostos. Como destacado anteriormente, a concentração de células aumenta visto

que estas se alimentam do substrato (que diminuem por este motivo). Já o produto aumenta

até atingir o seu máximo e, em seguida por conta da inibição, a sua quantidade reduz. Final-

mente, é importante ressaltar que a qualidade dos resultados é função dos pontos experimentais

disponíveis, bem como do modelo proposto para representar este fenômeno.

Nesta aplicação o MCO no contexto fracionário foi empregado como ferramenta de

simulação durante a resolução de um problema inverso real. Os resultados obtidos demonstram a

qualidade da metodologia proposta, visto que boas estimativas para os parâmetros cinéticos e

para a ordem fracionária foram encontradas. Nas próximas seções são apresentados os resultados

considerando PCOFs usando duas abordagens, a saber, a indireta e a direta.

5.5 Resolução de PCOFs usando o Método Indi-

reto

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos com a aplicação da abordagem

indireta a PCOFs. Como mencionado anteriormente, o modelo algébrico-diferencial de valor no

contorno resultante da aplicação da abordagem indireta é obtido a partir da execução do código

OTIMA, estendido para o contexto fracionário, de forma a facilitar a geração do modelo em sua

forma final, i.e.; um sistema algébrico-diferencial de valor no contorno.
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(a) Células (experimento x simulado). (b) Substrato (experimento x simulado).

(c) Produto (experimento x simulado).

Figura 15 – Concentrações de células, substrato e produto experimentais e simuladas no processo de
fermentação da enzima lacase.

5.5.1 Primeiro Caso

Esta aplicação tem por objetivo resolver um PCOF via aplicação das condições de otimali-

dade apresentadas anteriormente. Para essa finalidade considere o seguinte PCOF (SAYEVAND;

ROSTAMI, 2018):

min J(x,u,α) =

∫ 1

0

(tu(t)− (α + 2))x(t))2dt (5.29)

sujeito às seguintes restrições:

ẋ(t) +Dαx(t) = u(t) + t2, (5.30a)

x(0) = 0, x(1) =
2

Γ(α + 3)
(5.30b)

em que t e x representam as variáveis independente e dependente, respectivamente, u é a variável

de controle, J é a função objetivo e α é a ordem fracionária. Este apresenta solução analítica,
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dada como (SAYEVAND; ROSTAMI, 2018):

x(t) =
2tα+2

Γ(α + 3)
(5.31a)

u(t) =
2tα+1

Γ(α + 2)
(5.31b)

λ(t) = 0 (5.31c)

J(x,u,α) = 0 (5.31d)

Para resolver este problema usando o MI faz-se necessário a determinação das condições

de otimalidade. Neste cenário, a partir da aplicação do código OTIMA tem-se o seguinte

equacionamento:

H(x(t),u(t),λ(t),t,α) = (tu(t)− (α + 2)x(t))2 + λ(u(t) + t2) (5.32a)

ẋ(t) +Dαx(t) = u(t) + t2, x(0) = 0 (5.32b)

x(1) =
2

Γ(α + 3)
(5.32c)

λ̇(t)−Dαλ(t)− 2(α + 2)(tu(t)− (α + 2)x(t)) = 0, λ(1) = 0 (5.32d)

2t(tu(t))− (α + 2)x(t)) + λ(t) = 0 (5.32e)

O problema acima corresponde a um sistema de equações algébrico-diferenciais fracio-

nárias de valor no contorno, visto que a variável x é definida para t igual a zero e a variável λ

é definida para t igual a unidade. Para resolver este modelo utiliza-se a metodologia proposta,

resultando em um sistema com NPC equações não lineares, sendo este resolvido pelo Método de

Newton.

A Tabela 9 apresenta os resultados obtidos considerando a influência do NPC para α

igual a 0,9. Nesta tabela, percebe-se que foram obtidas boas estimativas para o valor de J e

para os erros absolutos médios para a variável de estado (Ξx) e para a variável adjunta λ (Ξλ).

Também é possível observar que o aumento no valor do parâmetro NPC implica na redução

dos respectivos erros absolutos médios, bem como o valor da função objetivo J . Em termos do

tempo de processamento, como esperado, quanto maior o NPC maior é o valor deste parâmetro

devido ao aumento da dimensão do problema a ser resolvido.

Tabela 9 – Influência do NPC no valor de J e dos erros absolutos médios para o primeiro PCOF matemá-
tico (α = 0,9).

NPC = 2 NPC = 3 NPC = 4 NPC = 5
J 2,699×10−6 2,2455×10−8 8,5868×10−9 6,6769×10−11

Ξx 3,1783×10−7 2,6447×10−9 1,0112×10−9 7,8638×10−12

Ξλ 2,2701×10−4 1,566×10−7 8,5698×10−8 1,2442×10−9

TP (s) 6,45 6,98 8,09 9,85
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A Figura 16 apresenta os perfis das variáveis de estado, co-estado e controle considerando

diferentes NPC e α igual a 0,9. Para os perfis das variáveis de estado e de controle percebe-se

uma boa qualidade de aproximação já para NPC igual a 2. Já para o perfil da variável adjunta,

pode-se perceber que é necessário um maior valor no que tange esse parâmetro para obter uma

solução mais precisa em relação a essa variável.

(a) Controle. (b) Estado.

(c) Adjuntas.

Figura 16 – Influência do NPC nos perfis das variáveis de controle, estado e adjuntas no PCOF matemático
(α = 0,9).

A Tabela 10 apresenta a influência no valor da ordem fracionária em J , Ξx e Ξλ para

NPC igual a 5. Nesta tabela, percebe-se que, para o NPC utilizado, a abordagem proposta foi

capaz de obter boas estimativas para os perfis de variáveis de estado, controle e adjuntas, como

pode ser observado nos valores obtidos para J , Ξx e Ξλ.

A Figura 17 apresenta os perfis das variáveis de estado, co-estado e controle considerando

diferentes valores para α e NPC de valor igual a 5. Nesta figura, percebe-se claramente a

influência da ordem fracionária em cada um destes perfis, sendo que o aumento no valor deste

parâmetro implica na redução da magnitude dos perfis de estado e de controle. Em termos
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Tabela 10 – Influência da ordem fracionária no valor de J e dos erros absolutos médios para o PCOF
matemático (NPC = 5).

α = 0,6 α = 0,7 α = 0,8 α = 0,9 α = 1,0
J 2,1416×10−9 9,7667×10−9 3,3801×10−9 6,6769×10−11 6,0208×10−15

Ξx 3,1373×10−10 1,3266×10−9 4,2689×10−10 7,8638×10−12 6,6809×10−16

Ξλ 2,7090×10−9 1,6247×10−8 1,1191×10−9 1,2124×10−9 9,4868×10−10

da qualidade da solução encontrada constata-se que foram obtidas boas aproximações para as

variáveis de estado e de controle considerando todos os valores de α. Todavia, para os perfis

da variável adjunta, observa-se uma diferença significativa entre estes. Provavelmente, esta

diferença possa ser justificada pelo fato da solução ótima para λ ser igual a zero. Neste caso, os

resultados numéricos obtidos têm magnitudes da ordem (máxima) de, aproximadamente, 10−4.

Assim, apesar desta discrepância, considera-se que a metodologia proposta foi capaz de resolver

o problema em questão.

(a) Controle. (b) Estado.

(c) Adjuntas.

Figura 17 – Influência da ordem fracionária nos perfis das variáveis de estado, co-estado e controle para o
primeiro PCOF matemático (NPC = 5).
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5.5.2 Segundo Caso

Nesta segunda aplicação é considerado o seguinte problema de controle ótimo linear-

quadrático (SWEILAM; AL-AJAMI; HOPPE, 2013):

min J(x,u) =

∫ 1

0

(u(t)− x(t))2dt, (5.33)

sujeito ao sistema dinâmico:

ẋ(t) +C
0 D

α
t x(t) = u(t)− x(t) +

6tα+2

Γ(α + 3)
+ t3 (5.34)

e as seguintes condições:

x(0) = 0, x(1) =
6

Γ(α + 4)
(5.35)

A solução analítica é dada por (SAYEVAND; ROSTAMI, 2018):

(x̄(t),ū(t)) =

(
6tα+3

Γ(α + 4)
,

6tα+3

Γ(α + 4)

)
(5.36)

Para resolver o PCOF usando a abordagem indireta aplica-se o código OTIMA, cuja

saída é o seguinte sistema de equações algébrico-diferenciais de valor no contorno:

H(x(t),u(t),λ(t),t,α) = (u(t)− x(t))2 + λ

(
u(t)− x(t) +

6tα+2

Γ(α + 3)
+ t3

)
(5.37a)

ẋ(t) +C
0 D

α
t x(t) = u(t)− x(t) +

6tα+2

Γ(α + 3)
+ t3 (5.37b)

x(0) = 0, x(1) =
6

Γ(α + 4)
(5.37c)

λ̇(t)−t D
α
1λ(t) + 2u(t)− 2x(t) + 1 = 0 (5.37d)

2u(t)− 2x(t) + λ(t) = 0 (5.37e)

A Tabela 11 apresenta os resultados obtidos considerando a influência do NPC para

α igual a 0,9 bem como a aplicação do Método de Newton. Nesta tabela, percebe-se boas

estimativas para o valor de J e dos erros absolutos médios para ambas as variáveis (estado (Ξx)

e adjunta (Ξλ)). Também é possível observar que o aumento no valor do parâmetro NPC implica

na redução dos respectivos erros absolutos médios, bem como o valor da função objetivo J . Em

termos do tempo de processamento, como esperado, quanto maior o NPC maior é o valor deste

parâmetro devido ao aumento da dimensão do problema a ser resolvido.

Já a Tabela 12 apresenta a influência da ordem fracionária nos valores de J , Ξx e Ξλ

para NPC igual a 5. Nesta tabela, percebe-se que a abordagem proposta foi capaz de obter boas
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Tabela 11 – Influência do NPC no valor de J e dos erros absolutos médios para o segundo PCOF matemá-
tico (α = 0,9).

NPC = 2 NPC = 3 NPC = 4 NPC = 5
J 1,7874×10−6 1,5455×10−8 2,8787×10−9 5,5443×10−12

Ξx 2,3434×10−8 2,7444×10−10 1,2434×10−11 2,3332×10−13

Ξλ 1,1432×10−6 1,6656×10−8 2,6768×10−9 5,6589×10−10

TP (s) 5,57 6,44 9,59 10,54

Tabela 12 – Influência da ordem fracionária no valor de J e dos erros absolutos médios para o segundo
PCOF matemático (NPC = 5).

α = 0,6 α = 0,7 α = 0,8 α = 0,9 α = 1,0
J 2,4332×10−10 7,8781×10−10 5,6561×10−11 2,9888×10−12 2,8434×10−14

Ξx 2,3233×10−10 1,6434×10−10 2,9545×10−11 3,8656×10−13 2,6755×10−15

Ξλ 2,0434×10−10 1,644×10−10 4,9489×10−11 5,6746×10−12 6,8776×10−14

estimativas para a função objetivo e para as variáveis de estado e co-estado, haja visto os valores

obtidos para J , Ξx e Ξλ.

Nas Figuras 18 e 19 são apresentados os perfis das variáveis de estado, co-estado e con-

trole considerando diferentes NPC (α = 0,9) e diferentes valores de α (NPC = 5), respectivamente.

Em ambas as figuras percebe-se a qualidade da metodologia proposta, visto a concordância

entre as soluções obtidas e analíticas. Já na Figura 18 observa-se que uma boa aproximação para

todos os perfis é observada para o menor valor de NPC considerado, i.e.; igual a 2. Na Figura

19 observa-se, claramente, a influência da ordem fracionária em cada um destes perfis, sendo

que o aumento no valor deste parâmetro implica na redução da magnitude dos perfis de estado e

controle.

De forma geral, observa-se com as aplicações realizadas que o MCO estendido para

o contexto fracionário foi capaz de obter boas estimativas para os perfis de estado, co-estado

e controle. Além disso, a execução do código OTIMA eliminou a etapa (tediosa e sujeita a

erros) de geração das condições de otimalidade no contexto fracionário (sistema de equações

algébrico-diferenciais de valor no contorno). Nas próximas seções são apresentados os resultados

considerando a resolução de PCOFs usando a abordagem direta nos contextos mono e multi-

objetivo.

5.6 Resolução de PCOFs Matemáticos Singula-

res usando o Método Direto

Os PCOs denominados de singulares são muito difíceis de serem resolvidos, uma vez

que o gradiente da função Hamiltoniano com relação à variável de controle não fornece nenhuma

informação sobre o controle. Além disso, destaca-se nestes problemas que a sensibilidade da
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(a) Controle. (b) Estado.

(c) Adjuntas.

Figura 18 – Influência do NPC nos perfis das variáveis de controle, estado e adjuntas para o segundo
PCOF matemático (α = 0,9).

função objetivo com relação à mudanças no controle é muito baixa, o que dificulta a resolução

dos mesmos (KOKOSKA; ZWILLINGER, 2000).

Para fins de aplicação, a seguir são apresentados dois estudos de caso singulares no

contexto fracionário (a ordem fracionária α é definida no intervalo compreendido entre 0,8 a 1,2).

Cabe destacar que esta faixa foi escolhida de forma que a mesma representasse uma perturbação

no valor da ordem inteira, tradicionalmente empregada nestes estudos de caso.

5.6.1 Problema de Controle Ótimo Singular 1

Considere o PCO singular estudado por Jacobson, Gershwin e Lele (1970), Flaherty e

O’Malley (1977), Dadebo e McAuley (1995) e Luus (1998). Este é composto por três variáveis
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(a) Controle. (b) Estado.

(c) Adjuntas.

Figura 19 – Influência da ordem fracionária nos perfis das variáveis de controle, estado e adjuntas para o
segundo PCOF matemático (NPC = 5).

de estado e uma de controle. No contexto fracionário, este modelo é dado como:

dαx1
dtα

= x2 (5.38)

dαx2
dtα

= u (5.39)

dαx3
dtα

= x21 (5.40)

em que t é a variável independente, xi (i = 1, 2, 3) representa a i-ésima variável dependente

(estado) e u é a variável de controle. Para integrar este modelo considera-se x(0) = [0 1 0]T e tf
= 5. As restrições impostas para a variável de controle são:

−1 6 u 6 1 (5.41)
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Neste caso, deseja-se obter a lei de controle que minimize a seguinte função objetivo

(FO):

FO = x3(tf ) (5.42)

Para resolver este estudo de caso será considerado o algoritmo ED (STORN; PRICE,

1995) considerando os seguintes parâmetros: tamanho da população (25), número de gerações

(500), taxa de perturbação (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia número 7. Para esta

configuração de parâmetros são necessárias 25 + 25 × 500 avaliações da função objetivo. A

estratégia de controle empregada nesta aplicação considera cinco elementos de controle [u1 u2
u3 u4 u5] definidos em cinco intervalos de tempo ([0 ts1 ts2 ts3 ts4 1]) de forma que −1 ≤ ui ≤ 1

(i = 1, 2, ..., 5); e 0 ≤ tsj ≤ 5 (j = 1, 2, ..., 4).

A Tabela 13 apresenta os melhores resultados obtidos para esta aplicação considerando

α = [0,8 1 1,2] e NPC = 5. Para α igual a uma unidade (valor de referência), a função objetivo

é, aproximadamente, igual a 0,2683 (JACOBSON; GERSHWIN; LELE, 1970; FLAHERTY;

O’MALLEY, 1977; DADEBO; MCAULEY, 1995; LUUS, 1998). Neste caso, observa-se que o

resultado obtido pela metodologia proposta para α igual a uma unidade está em concordância

com este valor. Para esta aplicação, o valor da função objetivo cresce na medida em que o valor

de α aumenta, conforme a Figura 20 (a). Também é observado na Figura 20 (b) que os perfis

de controle são oscilatórios, sendo estes coerentes com os reportados por Dadebo e McAuley

(1995). Já os comportamentos das variáveis de estado x1 e x2 são oscilatórios com suavização

ao longo do tempo, como observado nas Figuras 20 (c, d). Já para a terceira variável de projeto

observa-se, aproximadamente, um comportamento crescrente, a depender da ordem considerada,

como visto na Figura 20 (e). Em relação ao algoritmo de ED, os desvios padrão observados

para a função objetivo são, no mínimo, da ordem de 10−3, o que demonstra que a estratégia de

otimização sempre convergiu para a solução ótima reportada. Finalmente, ressalta-se que, em

média, cada execução do algoritmo de ED requereu um tempo de processamento igual a 21,96 s.

Tabela 13 – Resultados obtidos para o problema singular 1 considerando diferentes valores para α.

α = 0,8 α = 1 α = 1,2
ts1 (-) 1,5558 1,7589 1,6461
ts2 (-) 1,5624 2,7519 1,7784
ts3 (-) 2,2249 2,8394 3,2976
ts4 (-) 4,7215 3,2130 4,0981
u1 (-) -1,0000 -1,0000 -1,0000
u2 (-) -0,9701 1,0000 -0,3250
u3 (-) 0,2792 -1,0000 1,0000
u4 (-) -0,0583 -0,4385 -0,7667
u5 (-) -0,5479 0,0181 0,3219
FO (-) 0,1040 0,2692 0,6460



5.6. Resolução de PCOFs Matemáticos Singulares usando o Método Direto 91

(a) FO × α. (b) Controle.

(c) Estado x1. (d) Estado x2.

(e) Estado x3.

Figura 20 – Influência da ordem fracionária na função objetivo e nas variáveis de controle e estado para o
PCO singular 1.

5.6.2 Problema de Controle Ótimo Singular 2

Nesta aplicação o termo quadrático x22 é adicionado ao integrando da função objetivo

do primeiro estudo de caso singular. Matematicamente este sistema é dado por (JACOBSON;
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GERSHWIN; LELE, 1970):
dαx1
dtα

= x2 (5.43)

dαx2
dtα

= u (5.44)

dαx3
dtα

= x21 + x22 (5.45)

em que t é a variável independente, xi (i = 1, 2, 3) representa a i-ésima variável dependente

(estado) e u é a variável de controle. Também considera-se x(0) = [0 1 0]T , e tf = 5. As restrições

no controle são definidas como segue:

−1 6 u 6 1 (5.46)

Nesta aplicação também deseja-se minimizar a seguinte função objetivo (FO):

FO = x3(tf ) (5.47)

Para resolver este estudo de caso também foi considerado o algoritmo ED (STORN;

PRICE, 1995) com os seguintes parâmetros: tamanho da população (25), número de gerações

(500), taxa de perturbação (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia número 7. Para esta

combinação de parâmetros são necessárias 25 + 25 × 500 avaliações da função objetivo. Da

mesma forma que a aplicação anterior, aqui também são considerados cinco elementos de

controle [u1 u2 u3 u4 u5] definidos em cinco intervalos de tempo ([0 ts1 ts2 ts3 ts4 1]) de forma

que −1 ≤ ui ≤ 1 (i = 1, 2, ..., 5); e 0 ≤ tsj ≤ 5 (j = 1, 2, ..., 4).

A Tabela 14 apresenta os melhores resultados obtidos para este PCO singular consi-

derando α = [0,8 1 1,2] e NPC = 5. Da mesma forma que apresentado no caso anterior, estes

resultados são coerentes, visto que o valor referência (α igual a 1 unidade) encontrado é bem

próximo ao reportado pela literatura, i.e.; 0,7539. Em relação aos desvios padrão encontrados

durante a execução do algoritmo de ED observa-se que, em relação à função objetivo, estes são,

no mínimo, da ordem de 10−3, i.e.; o referido algoritmo sempre convergiu para a mesma solução.

Finalmente, em média, cada execução do algoritmo de ED requereu um tempo de processamento

igual a 23,45 s.

A Figura 21 apresenta os perfis referentes a função objetivo, variáveis de controle e de

estado. Assim como no primeiro estudo de caso singular, nota-se que o valor da FO cresce na

medida em que o valor de α aumenta, conforme a Figura 21 (a). Já na Figura 21 (b) observa-se

um comportamento oscilante, mas com tendência a um amortecimento para maiores valores

da ordem fracionária. Em se tratando dos perfis obtidos para as variáveis de estado x1 e x2
observa-se um comportamento, aproximadamente parabólico, para ambas as variáveis, como

observado nas Figuras 21 (c, d). Já para a terceira variável de projeto, assim como constatado na

primeira aplicação, observa-se, aproximadamente, um comportamento crescrente, a depender da

ordem considerada, como visto na Figura 21 (e).
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Tabela 14 – Resultados obtidos para o problema singular 2 considerando diferentes valores para α.

α = 0,8 α = 1 α = 1,2
ts1 (-) 1,2407 1,3645 1,5476
ts2 (-) 1,5479 1,4527 2,1607
ts3 (-) 2,8481 2,6210 3,3601
ts4 (-) 4,1501 4,9628 4,8786
u1 (-) -1,0000 -1,0000 -1,0000
u2 (-) -0,2532 -0,2373 0,9994
u3 (-) -0,0670 0,2316 0,2351
u4 (-) -0,0534 0,0468 0,0433
u5 (-) -0,0334 -0,0298 0,3767
FO (-) 0,3093 0,7549 1,6563

5.7 Resolução de PCOFs Mono-objetivos usando

o Método Direto

Com o intuito de avaliar a metodologia proposta para a resolução de PCOFs, a seguir são

apresentados estudos de caso de engenharia para essa finalidade.

5.7.1 Mistura de Catalisadores

A primeira aplicação considera a resolução de um tradicional PCO singular em que o

índice diferencial é igual a 3, a saber, o problema da mistura de catalisadores (LOGSDON; BIE-

GLER, 1989). Este problema, adaptado aqui para o contexto fracionário, consiste em determinar

a mistura ótima de dois catalisadores (variável de controle u) ao longo do comprimento fixo

de um reator PFR (Plug-Flow Reactor) onde ocorre uma reação S1 ↔ S2 → S3. Neste caso,

deseja-se maximizar a produção da espécie S3.

Matematicamente, o problema (no contexto adimensional) é descrito de forma a minimi-

zar a seguinte função objetivo:

minFO(u) = −(1− x1(lf )− x2(lf )) (5.48)

sujeito ao seguinte sistema diferencial fracionário:

dαx1
dlα

= u(10x2 − x1), x1(0) = 1 (5.49a)

dαx2
dlα

= u(x1 − 10x2)− (1− u)x2, x2(0) = 0 (5.49b)

em que l é o comprimento do reator (Lf = 1), e x1 e x2 representam as frações molares das

espécies S1 e S2, respectivamente. Este problema apresenta uma restrição na variável de controle,

dada como 0 ≤ u ≤ 1.

Como o objetivo desta aplicação é associar a metodologia proposta para integrar o

modelo diferencial fracionário usando a extensão do MCO à abordagem direta, a variável de
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(a) FO × α. (b) Controle.

(c) Estado x1. (d) Estado x2.

(e) Estado x3.

Figura 21 – Influência da ordem fracionária na função objetivo e nas variáveis de controle e estado para o
PCO singular 2.

controle será discretizada por fases (ls), conforme discutido por Logsdon e Biegler (1989). Neste

caso, o perfil de controle para este problema é obtido considerando três fases, sendo que em

cada uma o controle é constante. Assim, considerando três fases, a restrição original (contínua)
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para a variável de controle pode ser definida como: u = u1 para 0 ≤ l ≤ ls1 (primeira fase),

u = u2 para ls1 < l ≤ ls2 (segunda fase) e u = u3 para ls2 < l ≤ 1 (terceira fase). Em resumo,

o problema original é reescrito como um equivalente em que deseja-se determinar os valores

de u1, u2, u3 (magnitudes das estratégias de controle em cada fase) e os parâmetros ls1 e ls2
(comprimentos onde acontece a troca da estratégia de controle).

Para resolver este estudo de caso considera-se o algoritmo de ED (STORN; PRICE,

1995) com os seguintes parâmetros: tamanho da população (50), número de gerações (250), taxa

de perturbação (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia número 7 (ED/best/1/exp). Neste caso,

são necessárias 50 + 50 × 250 avaliações da função objetivo em cada execução do algoritmo.

Além disso, foram considerados os seguintes domínios para as variáveis de projeto: 0 ≤ u1 ≤ 1;

0 ≤ u2 ≤ 1; 0 ≤ u3 ≤ 1; 0 ≤ ls1 ≤ 0,5 e 0,5 ≤ ls2 ≤ 1.

A Tabela 15 apresenta os melhores resultados obtidos para o problema de mistura de

catalisadores considerando α = [0,8 1 1,2], NPC = 5 e 20 execuções independentes. De forma

geral, os resultados obtidos estão coerentes, visto que para α igual a uma unidade, o melhor valor

encontrado é, aproximadamente, igual -0,0480 e este está em concordância com o reportado por

Logsdon e Biegler (1989). Cabe destacar que um valor da magnitude de 10−4, em relação ao

valor da função objetivo, foi observado para os desvios padrão para cada ordem fracionária, o

que significa que a estratégia de otimização sempre convergiu para a mesma solução. Em termos

do tempo de processamento, cada execução do algoritmo de ED requereu, em média, 27,54

segundos.

Tabela 15 – Resultados obtidos para o problema de mistura de catalisadores considerando diferentes
valores para α.

α ls1 ls2 u1 u2 u3 FO
0,8 0,0738 0,8674 1,0000 0,2938 0,0000 -0,0476
1,0 0,1361 0,7252 1,0000 0,2272 0,0000 -0,0480
1,2 0,0000 0,2256 0,0000 1,0000 0,0000 -0,0538

A Figura 22 apresenta a influência da ordem fracionária no valor da função objetivo

(0,8 ≤ α ≤ 1,2) e os perfis de estado e controle. Na Figura 22 (a) percebe-se que, para α

menor do que, aproximadamente, 0,85; a função objetivo permanece, praticamente constante.

Já para valores da ordem superiores a 0,85 percebe-se que o valor da função objetivo decai,

demonstrando que a ordem influencia sim o valor da função objetivo. Fisicamente, por se tratar

de um problema de maximização, o aumento do valor da ordem fracionária implica no aumento

do valor da concentração da espécie S3 no comprimento final. Na prática, valores de ordem

maiores do que 0,85 implicam no aumento da concentração do produto. Já nas Figuras 22 (b, c,

d) são apresentados os perfis para alguns valores de α ([0,8 1 1,2]). Para cada ordem analisada

é associada a uma estratégia de controle, tornando-se um problema de otimização particular,

i.e.; uma estratégia de controle para uma dada ordem fracionária. Neste caso, apesar de curvas

distintas para cada valor de ordem, todos estes perfis são fisicamente viáveis. Além disso, a
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depender da ordem tem-se estratégias de controle diferentes de forma que, pode até ser possível

reduzir o número de elementos de controle.

(a) Função objetivo versus ordem. (b) Controle.

(c) Fração molar de x1. (d) Fração molar de x2.

Figura 22 – Influência da ordem fracionária no valor da função objetivo e dos perfis de estado e controle
para o problema da mistura de catalisadores.

5.7.2 Reator Batelada

Considere um reator batelada em que acontecem as reações paralelas A
k1→ B, A

k1→ C.

Ambas as reações são de primeira ordem e irreversíveis. O objetivo deste estudo é encontrar

o perfil de temperatura (T ) em função do tempo (t) que maximiza o rendimento da espécie B

no tempo final tf . Os balanços de massa para as espécies A e B são dadas como (ENGLAND;

GÓMEZ; LAMOUR, 2005):

ẋ1(t) = −(k1(t) + k2(t))x1(t) (5.50)

ẋ2(t) = k1(t)x1(t) (5.51)
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em que x1 e x2 representam as concentrações das espécies A e B, respectivamente, ki representa

a i-ésima constante de reação, em que ki = ki0e
−Ei/RT (t) (i = 1, 2), k10 = 106 s−1, k20 = 5,1011

s−1, E1 = 104 cal/gmol e E2 = 2,104 cal/gmol (ENGLAND; GÓMEZ; LAMOUR, 2005).

Este problema de controle ótimo foi estudado por Biegler (1984), Logsdon e Biegler

(1989) e England, Gómez e Lamour (2005). Nestes trabalhos foi considerado que k1(t) ≈ u(t) e

que k2(t) ≈ 0,5u2(t). Assim, o problema de controle ótimo é formulado como segue (em que tf
é igual a 1 s):

min
u(t)

FO = −x2(tf ) (5.52)

sujeito as seguintes restrições:

ẋ1(t) = −(u(t) + 0,5u2(t))x1(t) (5.53)

ẋ2(t) = u(t)x1(t) (5.54)

x(0) = [1 0]T (5.55)

Para resolver este estudo de caso foi considerado o algoritmo ED (STORN; PRICE, 1995)

com os seguintes parâmetros: tamanho da população (25), número de gerações (250), taxa de

perturbação (0,8), taxa de cruzamento (0,8), estratégia número 7 e 20 execuções independentes.

Para esta configuração são necessárias 25 + 25 × 250 avaliações da função objetivo. Nesta

aplicação considera-se cinco elementos de controle ([u1 u2 u3 u4 u5]) definidos em cinco

intervalos de tempo ([0 ts1 ts2 ts3 ts4 1]) de forma que 0 ≤ ui ≤ 5 (i = 1, 2, ..., 5); e 0 ≤ tsj ≤
1(j = 1, 2, ..., 4). É interessante ressaltar que o número de elementos de controle bem como os

parâmetros usados no ED algoritmo foram definidos após terem sido feitas algumas avaliações

preliminares.

A Tabela 16 apresenta os melhores resultados obtidos para o problema do reator batelada

considerando α = [0,8 1 1,2] e NPC = 5. De forma geral, os resultados obtidos pela metodologia

proposta (para α igual a uma unidade) estão em concordância com os reportados por Biegler

(1984), i.e.; o valor da função objetivo é próximo a 0,57. Também pode-se observar que o

aumento do valor da ordem fracionária implica no incremento do valor da função objetivo, isto

é; da concentração da espécie B no tempo final.

Em relação aos desvios padrão para cada ordem fracionária, observa-se um valor da

magnitude de 10−3 em relação a todas as execuções do algoritmo de ED. Isto demonstra

que o algoritmo sempre convergiu para a solução do problema. Por fim, enfatiza-se que o

tempo de processamento médio, em cada execução da estratégia de otimização, foi igual a,

aproximadamente, 23,88 segundos.

A Figura 23 apresenta a variação da função objetivo com relação a ordem fracionária e

os perfis de estado e controle. Na Figura 23 (a) observa-se que o aumento no valor do parâmetro

implica no aumento do valor da FO. Fisicamente, isto significa que quanto maior o valor da

ordem fracionária (associada ao valor da respectiva estratégia de controle) maior é o rendimento
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Tabela 16 – Resultados obtidos para o problema do reator batelada considerando diferentes valores de α.

α = 0,8 α = 1 α = 1,2
ts1 (s) 0,4452 0,3551 0,3209
ts2 (s) 0,7305 0,6181 0,5484
ts3 (s) 0,8881 0,8007 0,6985
ts4 (s) 0,9625 0,9129 0,8382
u1 (1/s) 0,7880 0,8472 1,0096
u2 (1/s) 1,0852 1,1418 1,4756
u3 (1/s) 1,5854 1,6236 2,3543
u4 (1/s) 2,5099 2,5092 4,5000
u5 (1/s) 4,4999 4,5000 0,0000

FO (mol/L) 0,5442 0,5714 0,6038

(a) FO × α. (b) Controle.

(c) Concentração x1. (d) Concentração x2.

Figura 23 – Influência da ordem fracionária no valor da função objetivo e perfis de estado e controle para
o problema reator de batela.

do sistema reacional analisado. Já na Figura 23 (b) observa-se que, praticamente para todas as
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ordens analisadas, que o perfil do controle é crescente. Este resultado está em concordância

com aquele reportado por Biegler (1984). Finalmente para as Figuras 23 (c, d) observa-se um

comportamento de redução para a espécie A e de aumento para a espécie B. Estes estão de

acordo com o esperado fisicamente. Todavia, ressalta-se que para α igual a 1,2; o perfil de

x1 para tempos maiores do que, aproximadamente, 0,8 são fisicamente inviáveis, visto que a

concentração tem sinal negativo. Neste caso, pode-se resolver novamente o PCOF com uma nova

restrição de desigualdade, a saber, x1 > 0. Assim, para este novo problema pode-se verificar se

para a referida ordem, o valor dessa concentração ainda é fisicamente inviável.

Em resumo, a depender do valor da ordem e da estratégia de controle, é possível que se

obtenha um perfil fisicamente inviável. Neste caso, pode-se restringir mais o problema de forma

a verificar se com a adição de novas restrições este comportamento inviável do ponto de vista

físico ainda continua.

5.7.3 Sistema Massa-Mola-Amortecedor

Considere um sistema mecânico com dois graus de liberdade (ver a Figura 24) e que

consiste de corpos com massas m1 e m2 conectados com molas com rigidez k1 e k2 e amorte-

cedores com coeficientes lineares c1 e c2 conectados a uma estrutura rígida (VEERAKLAEW;

MALISUWAN, 2006). Nesta figura, x1 e x2 representam os deslocamentos (m) e u1 e u2 as

forças aplicadas (N) (variáveis de controle do problema em questão).

Figura 24 – Sistema massa-mola-amortecedor com dois graus de liberdade.

O modelo matemático que representa o fenômeno em análise é descrito por um sistema

com duas equações diferenciais ordinárias de segunda ordem definidos em termos das acelerações

dos corpos (ẍ1 e ẍ2). Neste caso, para resolver este modelo faz-se a redução de ordem, i.e., sejam

as variáveis auxiliares definidas como:X1 ≡ x1,X2 ≡ ẋ1,X3 ≡ x2 eX4 ≡ ẋ2. Assim, o sistema

com dois graus de liberdade pode ser representado pela seguinte equação (VEERAKLAEW;

MALISUWAN, 2006):

Ẋ = AX +Bu (5.56)
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em que A e B são matrizes definidas como:

A =




0 1 0 0

−(k1 + k2)/m1 −(c1 + c2)/m1 k2/m1 c2/m1

0 0 0 1

k2/m2 c2/m2 −(k2 + k3)/m2 −(c2 + c3)/m2




(5.57)

B =




0 0

1/m1 0

0 0

0 1/m2




(5.58)

Para esta aplicação deseja-se obter os valores dos controles u1 e u2 de forma a minimizar o

funcional J , definido como sendo a integral do somatório dos controles no intervalo 0 ≤ t ≤ tf .

Além do modelo descrito anteriormente, neste caso também são consideradas as seguintes

condições de contorno X(t0) = (5 0 10 0)T e X(tf ) = (0 0 0 0)T , onde t0 = 0 s e tf = 2

s. Para a simulação dos modelos os seguintes parâmetros são considerados (VEERAKLAEW;

MALISUWAN, 2006): m1 = m2 = 1 kg, c1 = c3 = 1,0 N.s/m, c2 = 2 N.s/m, k1 = k2 = k3 = 3,0

N/m.

Para resolver este PCOF considera-se o algoritmo ED (STORN; PRICE, 1995) com os

seguintes parâmetros: tamanho da população (25), número de gerações (250), taxa de perturbação

(0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia número 7 (o que implica em 25 + 25 × 250 avaliações

da função objetivo). De acordo com Rutquist e Edvall (2010), a solução ótima deste estudo

de caso segue uma estratégia do tipo on-off com três fases (elementos de controle) para cada

variável de controle. Assim, cada estratégia de controle pode ser definida como sendo igual

ao vetor [0 9 0], i.e.; são empregados três elementos de controle em que são conhecidos os

valores do controle em cada fase, mas são desconhecidos os instantes de tempo em que tais

estratégias são aplicadas. Neste caso, para a primeira estratégia de controle tem-se o seguinte

domínio: 0,2 ≤ ts1 ≤ 1,2 e 1,201 ≤ ts2 ≤ 1,915. Já para a segunda estratégia de controle tem-se

o seguinte domínio: 0,2 ≤ ts3 ≤ 1,2 e 1,201 ≤ ts4 ≤ 1,915.

Na Tabela 17 são apresentados os resultados obtidos para o problema massa-mola-

amortecedor com restrição de fim para diferentes valores de α ([0,8 0,94 1 1,02 1,2]).

Nesta tabela, para α igual a unidade, o resultado obtido pela metodologia proposta

(16,4707 N.s) é muito próximo à aquele obtido por Rutquist e Edvall (2010), bem como o

atendimento de todas as restrições de fim são garantidas. Isto demonstra a qualidade da associação

entre o MCO o algoritmo de ED nesta aplicação. Quando o valor da ordem se afasta da unidade

percebe-se que as restrições de fim não são, completamente, atendidas, i.e.; a solução ótima não

foi encontrada. Este não atendimento das restrições é mais evidente para α iguais a 0,8 e 1,2. Na

prática isto evidencia que ao se considerar o sistema com derivadas fracionárias, não implica que
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Tabela 17 – Resultados obtidos para o problema massa-mola-amortecedor considerando diferentes valores
para α.

α = 0,8 α = 0,94 α = 1 α = 1,02 α = 1,2
ts1 (s) 1,2000 0,7244 0,6319 0,6866 0,2000
ts2 (s) 1,9459 1,5613 1,5280 1,5511 1,9131
ts3 (s) 1,2000 1,1331 0,6270 0,3695 0,2000
ts4 (s) 1,2010 1,5657 1,5622 1,6092 1,5883

X1(tf ) (m) 0,7438 0,0002 -0,0004 0,0000 -1,0284
X2(tf ) (m/s) 0,0807 -0,0008 0,0001 -0,0002 -0,0402
X3(tf ) (m) 0,5153 -0,0003 -0,0010 0,0000 -2,0809
X4(tf ) (m/s) -0,7782 -0,0001 -0,0004 0,0000 1,0395
FO (N.s) 7,1552 11,1932 16,4707 19,1052 29,8331

existirá uma ordem associada a uma estratégia de controle de forma que uma solução ótima seja

encontrada (melhor valor em termos da função objetivo associada ao atendimento de todas as

restrições de fim). Também pode-se observar que o valor da função objetivo aumentou com o

incremento do valor da ordem fracionária. No que tange aos desvios padrão para cada ordem

fracionária analisada considerando o algoritmo de ED, valores da magnitude de 10−4, em relação

a função objetivo, foram observados para este parâmetro. O tempo de processamento médio

requerido, em cada execução do algoritmo de ED, foi igual a, aproximadamente, 368 segundos.

A Figura 25 apresenta a variação do valor da função objetivo J em relação a ordem

fracionária, bem como o atendimento das restrições de fim para cada variável de projeto.

(a) J × α. (b) Variáveis de estado no tempo final × α.

Figura 25 – Influência da ordem fracionária no valor da função objetivo e atendimento das condições de
fim.

Nas Figuras 25 (a, b) é possível observar que para ordens mais distantes da unidade não

foi possível atender uma ou mais condições de fim, i.e.; na prática o problema não convergiu

(ver a Tabela 17 para as ordens fracionárias iguais a 0,8 e 1,2). Isto significa que, ao se variar a
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ordem fracionária e ainda exigir o atendimento das restrições de fim, não foi possível obter uma

estratégia de controle com as características apresentadas para esta aplicação. Este resultado é

bem interessante, já que o mesmo permite concluir que a variação da ordem fracionária para

valores distantes do valor de referência (neste caso da unidade) podem levar ao não atendimento

de uma dada condição do problema de otimização. Finalmente, para os valores que convergiram,

observa-se que a função objetivo cresce com o aumento do valor da ordem fracionária.

Já na Figura 26 são apresentados os perfis das variáveis de estado e controle considerando

alguns valores para α = [0,94 1 1,02] e NPC = 5. Neste caso, em se tratando das variáveis

de controle, para cada ordem fracionária observa-se uma combinação diferente entre os dois

controles, o que corresponde a diferentes perfis de deslocamento e de velocidade. É importante

destacar que para estes valores de α, todas as condições de fim foram satisfeitas, conforme

pode ser observado em cada uma destas figuras e que estes estão em concordância com aqueles

reportados por Rutquist e Edvall (2010) para α igual a unidade. Nas figuras referentes as variáveis

de estado também é possível observar que, o fato de α variar considerando valores próximos

a unidade e isso ocasionar a variação da função objetivo (ver a Tabela 17) para uma estratégia

de controle on-off, demonstra a sensibilidade deste problema em relação a ordem fracionária

considerada e a estratégia de controle computada pelo algoritmo de otimização.

5.8 Resolução de PCOFs Multi-objetivos usando

o Método Direto

Nesta seção serão avaliados estudos de caso no contexto multi-objetivo de forma a avaliar

a aplicabilidade da metodologia proposta para a simulação de EDOFs. Para essa finalidade,

conforme apresentado no capítulo anterior, foi proposto o algoritmo Multi-objective Optimization

Stochastic Fractal Search (MOSFS). Este é baseado na associação entre o algoritmo de Busca

Fractal Estocástica com os operadores de ordenamento por rank e truncamento das soluções não

dominadas.

5.8.1 Mistura de Catalisadores

Esta aplicação considera um reator de fluxo pistonado em regime permanente onde

acontecem reações reversíveis e irreversíveis (S1 ↔ S2 → S3) (GUNN; THOMAS, 1965).

Matematicamente, este problema, em sua forma adimensional, pode ser formulado como (GUNN;

THOMAS, 1965):
dαx1(t)

dlα
= −u(x1 − 10x2), x1(0) = 1 (5.59)

dαx2(t)

dlα
= u(x1 − 10x2)− (1− u)x2, x2(0) = 0 (5.60)

onde l representa o comprimento do reator, x1 e x2 são as frações molares das espécies S1 e S2,

respectivamente, u (0 6 u 6 1) é a proporção de mistura entre os dois catalisadores considerados
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(a) Controle u1. (b) Controle u2.

(c) Estado X1. (d) Estado X2.

(e) Estado X3. (f) Estado X4.

Figura 26 – Influência da ordem fracionária no valor dos perfis de estado e controle para o problema da
massa-mola-amortecedor com restrição de fim.

neste processo, sendo a mesma considerada como variável de controle. A função objetivo consiste

em determinar a forma como os dois catalisadores devem ser misturados de forma a maximizar

a produção da espécie S3. No contexto mono-objetivo e com ordem inteira, este problema foi

resolvido considerando diferentes abordagens. Logsdon (1990) resolveu este problema usando a
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colocação ortogonal em elementos finitos. Vassiliadis (1993) também resolveu esse problema

usando a técnica de parametrização de controle. Lobato (2004) propôs uma abordagem híbrida

(associação entre as abordagens direta e indireta) para obter o perfil ótimo da variável de controle.

Lobato e Steffen (2010) propuseram uma metodologia que associa a parametrização de controle

ao algoritmo de Colisão Multipartículas. Já no contexto multi-objetivo e com ordem inteira,

Souza, Lobato e Gedraite (2015) utilizaram a técnica de parametrização de controle associada ao

algoritmo de ED a uma abordagem para o tratamento de robustez para resolver este problema.

Na presente contribuição, o problema multi-objetivo definido por Souza, Lobato e

Gedraite (2015) é considerado. Este é formulado considerando a maximização da produção da

espécie S3 (f1) no comprimento final (igual a uma unidade) e a minimização da quantidade

de catalisadores utilizado durante o processo (f2). Matematicamente, estes objetivos (ambos

escritos na forma de minimização) são descritos como:

min f1 = −(1− x1 − x2) (5.61)

min f2 =

∫ 1

0

udl (5.62)

Para avaliar os resultados obtidos pela metodologia proposta, considera-se o tradicional

algoritmo NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) (DEB, 2011). Os parâmetros

considerados pelo NSGA-II são: tamanho da população (50), número de gerações (200), probabi-

lidade de cruzamento (0,9), probabilidade de mutação (0,02) e torneio binário como estratégia de

seleção. Já os parâmetros considerados pelo MOSFS são: tamanho da população (50), número de

gerações (200) e número de difusões (2). Como estratégia de controle, u é discretizada usando

três elementos de controle constantes por partes. Neste caso, este problema têm cinco variáveis

de projeto: três controles (u1, u2 e u3) (constantes por partes) e dois comprimentos discretizados

(ls1 e ls2). Na prática isto significa que: 0 ≤ u1 ≤ ls1, ls1 < u2 ≤ ls2 e ls2 < u3 ≤ 1. Para resolver

este problema considerando o MCO foram utilizados 5 pontos de colocação para cada variável

de estado. O critério de parada considerado em cada algoritmo multi-objetivo foi o número

(máximo) de gerações. Considerando os parâmetros apresentados, tanto o MOSFS quanto o

NSGA II requereram 50 + 50 × 200 avaliações da função objetivo.

A Figura 27 apresenta as Curvas de Pareto obtidas pelo NSGA-II e MOSFS para α = 1,

bem como a influência da ordem ([0,8 0,9 1,0 1,1 1,2]) nos resultados obtidos pelo MOSFS. Na

Figura 27 (a) observa-se que as soluções obtidas pelo MOSFS e pelo NSGA-II considerando

a ordem inteira (α = 1) são equivalentes, i.e.; o algoritmo multi-objetivo proposto foi capaz

de encontrar a mesma curva de Pareto que o NSGA-II. Este resultado está de acordo com o

reportado por Souza, Lobato e Gedraite (2015). Já na Figura 27 (b) pode-se observar a influência

da ordem fracionária na curva de Pareto. Para valores de f1 maiores que, aproximadamente, -0,02,

o formato da curva de Pareto não muda em relação a α. Este resultado implica valores menores

de quantidade de catalisador e, consequentemente, valores menores para o produto S3 (ver a

Figura 28 (c)). Por outro lado, para valores de f1 menores que, aproximadamente, -0,02, a curva
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de Pareto é influenciada pelo parâmetro α, i.e.; o aumento deste parâmetro aproxima a curva

de Pareto do eixo f1. Isso implica em maiores quantidades de catalisador e, consequentemente,

mais produto S3. Neste caso, pode-se avaliar o compromisso entre os dois objetivos de forma que

o binômio maximização de S3 versus minimização da quantidade de catalisadores seja obtida

para cada ordem fracionária analisada.

(a) NSGA II × MOSFS. (b) MOSFS ([0,8 0,9 1,0 1,1 1,2]).

Figura 27 – Curvas de Pareto para o problema da mistura de catalisadores.

A Tabela 18 apresenta alguns pontos selecionados da Curva de Pareto usando o algoritmo

MOSFS considerando diferentes valores para o parâmetro α. É importante mencionar que esses

pontos foram determinados considerando a menor distância entre cada ponto pertencente a esta

curva e o ponto de referência, definido como os valores médios dos eixos f1 e f2, respectivamente.

De forma geral, estes representam um bom compromisso entre os dois objetivos considerados,

i.e.; para cada ordem fracionária, cada um destes pontos pode ser utilizado na prática.

Tabela 18 – Pontos da curva de Pareto para o problema de mistura do catalisadores.

α = 0,8 α = 0,9 α = 1 α = 1,1 α = 1,2
ls1 0,0508 0,0572 0,0982 0,0925 0,0881
ls2 0,6282 0,5692 0,1282 0,05886 0,0882
u1 0,4072 0,7926 0,7912 0,9492 0,9796
u2 0,1676 0,1074 0,5977 0,0003 0,0206
u3 0,0173 0,0013 0,0003 0,0005 0,0003
f1 -0,0369 -0,0344 -0,0352 -0,0366 -0,0374
f2 0,1175 0,0967 0,0960 0,0920 0,0937

A Figura 28 apresenta os perfis referentes as frações molares das espécies S1 e S2, bem

como as estratégias de controle considerando os pontos listados na Tabela 18. Na Figura 28 (c)

observa-se, para a primeira fase, maiores valores para o controle em função da ordem fracionária.

Já para a segunda e terceira fases observa-se a estrutura singular-min, respectivamente. Este está

de acordo com o esperado para o problema da mistura de catalisadores, conforme observado
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por Souza, Lobato e Gedraite (2015). A partir da variação da ordem fracionária e da respectiva

estratégia de controle computada, obtêm-se os perfis para as variáveis de estado, conforme

observado nas Figuras 28 (a) - 28 (b). Fisicamente estas estão em concordância com o esperado,

i.e.; a redução da fração molar referente a espécia S1 e o aumento e posterior redução da fração

molar da espécie S2, visto que esta é consumida para produzir S3.

(a) Fração molar da espécie S1. (b) Fração molar da espécie S2.

(c) Variável de controle.

Figura 28 – Perfis de variáveis de estado e de controle considerando diferentes ordens fracionárias para o
problema mistura do catalisador.

5.8.2 Reator Batelada

Este último estudo de caso considera um reator do tipo batelada onde acontecem as

reações químicas A → B → C. Este sistema reacional foi estudado por Bilous e Amundson

(1956), sendo o mesmo utilizado como estudo de caso na área de controle por Marroquin e

Luyben (1973), Luus e Okongwu (1999) e Lobato e Steffen (2010). Em se tratando de reações

consecutivas, é necessário maximizar a produção do componente desejado (neste caso B). A

reação em cada etapa é assumida como sendo de primeira ordem, sendo os balanços de massa no
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contexto fracionário:

dαx1(t)

dtα
= −x1

(
5,35× 1010 exp

(
−900

u

))
(5.63)

dαx2(t)

dtα
= x1

(
5,35× 1010 exp

(
−900

u

))
− x2

(
4,61× 1017 exp

(
−15000

u

))
(5.64)

em que t é o tempo (h), x1 e x2 representam as concentrações (mol/L) das espécies A e B,

respectivamente. u é a variável de controle que, para nesta aplicação é a temperatura de operação

do processo (300 K ≤ u ≤ 400 K). As condições iniciais são definidas como [x1(0) x2(0)] =

[0,95 0,05].

O problema de controle ótimo multi-objetivo consiste em maximizar a concentração do

componente B e minimizar o tempo total de operação (tf ). Matematicamente, estes são definidos

como:

min f1 = tf (5.65)

max f2 = x2(tf ) (5.66)

Assim, como no estudo de caso anterior, também se considera o algoritmo NSGA-II

para fins de comparação com o MOSFS. Neste caso, os parâmetros considerados no NSGA-II:

tamanho da população (50), número de gerações (200), probabilidade de cruzamento (0,9),

probabilidade de mutação (0,02) e torneio binário como estratégia de seleção. Já os parâmetros

do MOSFS são: tamanho da população (50), número de gerações (200) e número de difusões

(2). Para resolver este estudo de caso foram consideradas 10 variáveis de controle (constantes

por partes) em 10 posições ao longo do tempo de operação, totalizando 20 variáveis de projeto

(u1, u2, ..., u10, ts1, ts2, ..., ts10 = tf ). Nesse caso, 10 pontos de colocação para cada variável de

estado foram usados no MCO. O critério de parada usado foi o número (máximo) de gerações.

Considerando os parâmetros apresentados, tanto o MOSFS quanto o NSGA-II exigiram 50 + 50

× 200 avaliações de função objetivo.

A Figura 29 apresenta as curvas de Pareto obtidas considerando o NSGA-II e o MOSFS

para α = 1, bem como a curva de Pareto para diferentes valores de α ([0,9 0,95 1,0 1,05 1,1]).

Na Figura 29 (a) observa-se que a curva de Pareto obtida pelo MOSFS está em concordância

com aquela obitda pelo NSGA-II para α = 1. Isto demonstra que o algoritmo proposto foi capaz

de obter uma boa estimativa para a curva de Pareto em comparação com a tradicional técnica

de otimização multi-objetivo baseada nos algoritmos genéticos. Fisicamente, como esperado, o

aumento do tempo total de operação (tf ) implica na maximização do componente B (x2). Já na

Figura 29 (b) é possível observar a influência da ordem fracionária na curva de Pareto obtida pelo

MOSFS. Para este caso, o aumento no valor deste parâmetro implica em aumento na quantidade

de produto desejada. Além disso, observa-se o deslocamento da curva, mas não a mudança no

seu formato.

A Tabela 19 apresenta alguns pontos selecionados da curva de Pareto obtidos pelo

algoritmo MOSFS considerando diferentes valores de α. Conforme comentado anteriormente,
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(a) NSGA II × MOSFS. (b) MOSFS ([0,9 0,95 1,0 1,05 1,1]).

Figura 29 – Curvas de Pareto para o problema do reator batela considerando diferentes valores do parâme-
tro α.

estes pontos foram calculados considerando a menor distância entre cada ponto pertencente à

curva e o ponto de referência (definido como os valores médios para os eixos f1 e f2). Nesta

tabela pode-se observar a variação do tempo de operação em relação a máxima concentração de

B para cada ordem fracionária. Como destacado anteriormente (ver a Figura 29 (b)), maiores

valores de α implicam em maiores concentrações de produto.

A Figura 30 apresenta os perfis de concentração e de controle para os pontos apresentados

na Tabela 19. Em relação ao controle observa-se uma tendência, independentemente do valor da

ordem, de redução do valor desta variável, conforme apresentado na Figura 30 (c). Para estes

perfis de controle e para cada ordem fracionária considerada, observa-se que os perfis de estado

apresentam variações significativas em relação a α igual a unidade. Todavia, estes apresentam

coerência física, visto que a concentração da espécie A sempre decaia (já que este é reagente) e

a concentração da espécie B sempre aumenta (apesar deste estar sendo consumido para virar

C). Isto está relacionado com os parâmetros (fator pré-exponencial e energia de ativação) dos

balanços de massa (Eq.(5.63) e Eq.(5.64)). Na prática, a variação destes perfis faz com que exista,

para cada ordem fracionária, curvas de Pareto distantes entre si, conforme observado na Figura

29 (b).

5.9 Considerações Finais

Este capítulo apresentou aplicações envolvendo a metodologia proposta. A grande maio-

ria das aplicações trata da resolução de PCOFs usando a abordagem direta nos contextos mono e

multi-objetivo. Todavia, outros tipos de aplicações também foram estudados, a saber, o problema

de simulação, o problema inverso e o problema de controle ótimo usando a abordagem indireta.

De forma geral, os resultados obtidos demonstram que a metodologia proposta foi capaz de obter

boas estimativas para os perfis considerando as ordens inteira e fracionária.
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Tabela 19 – Pontos da curva de Pareto para o problema do reator batelada.

α = 0,9 α = 0,95 α = 1 α = 1,05 α = 1,1
ts1 (h) 4,7068 5,0577 1,5507 1,7453 1,3067
ts2 (h) 5,0099 5,3516 4,2127 4,3211 3,8497
ts3 (h) 8,2123 5,6795 9,2460 8,5656 8,2515
ts4 (h) 12,5058 9,0974 12,2914 12,8949 12,0713
ts5 (h) 12,5687 9,4231 14,7734 15,6804 15,9089
ts6 (h) 14,8757 15,1439 16,7935 17,5783 17,6034
ts7 (h) 18,8755 20,2971 17,1344 19,3804 21,3239
ts8 (h) 20,2662 22,6687 20,8722 19,8627 23,2326
ts9 (h) 24,4475 23,1565 23,0431 23,4651 24,5849
ts10 (h) 29,1873 28,8674 29,0342 28,7125 29,9656
u1 (K) 334,6116 334,5286 339,1207 340,5359 341,1192
u2 (K) 326,2002 326,9405 333,2090 332,7365 337,1465
u3 (K) 331,1688 324,1365 329,7018 330,2817 331,8534
u4 (K) 330,4949 332,5975 326,5322 327,0254 326,5687
u5 (K) 313,2508 328,6661 328,8431 327,3400 320,9891
u6 (K) 328,3307 330,0792 328,6064 323,7539 317,1096
u7 (K) 327,1645 327,9285 325,9316 324,0437 315,1164
u8 (K) 328,3302 329,0283 327,1435 318,9952 308,6127
u9 (K) 331,5307 333,4724 325,7436 320,4324 307,8603
u10 (K) 333,7627 330,0574 324,7310 322,7090 307,3735
f1 (h) 29,1873 28,8674 29,0342 28,7125 29,9656

-f2 (mol/K) -0,7011 -0,7307 -0,7646 -0,8025 -0,8578
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(a) Variável de estado x1. (b) Variável de estado x2.

(c) Variável de controle.

Figura 30 – Perfis de variáveis de estado e de controle considerando diferentes ordens fracionárias para o
problema reator batelada.
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6 Conclusões e Trabalhos Futu-

ros

6.1 Conclusões

A partir dos resultados apresentados no capítulo anterior é possível destacar os seguintes

pontos.

• Para uma função polinomial, expressão considerada no desenvolvimento do MCO, os

tipos de derivadas analisadas apresentaram resultados similares em relação à definição

proposta por S. F. Lacroix (derivada fracionária de uma função polinomial genérica). Neste

caso, para os estudos de caso desenvolvidos nesta tese considerou-se a derivada do tipo

Caputo devido à facilidade de interpretação física dos valores iniciais (por definição, a sua

derivada fracionária é equivalente à derivada de ordem inteira de uma integral de ordem

arbitrária).

• Em relação à simulação de problemas diferenciais fracionários, foram resolvidos estudos

de casos matemáticos e um sistema massa-mola-amortecedor com diferentes configurações.

De forma geral, os resultados obtidos demonstraram que a estratégia proposta foi capaz de

obter boas estimativas para os perfis simulados quando comparados com outras estratégias

(solução analítica ou o método preditor-corretor do tipo Adams-Bashforth-Moulton).

Como esperado, o aumento do número de pontos de colocação implicou na redução do

erro computado. Em contrapartida, o tempo de processamento requerido aumenta com o

incremento deste parâmetro. Isto se deve ao aumento do número de equações que devem

ser resolvidas no MCO. Com a variação da ordem fracionária foi possível observar a

influência que este parâmetro tem nos perfis simulados. Por fim, pode-se avaliar o binômio

convergência versus custo computacional de forma que o número de pontos de colocação

ótimo possa ser obtido para cada aplicação. Ressalta-se que a obtenção do número de

pontos de colocação ótimo não foi objeto de estudo neste trabalho.

• Foi formulado e resolvido um problema inverso para fins da determinação dos parâmetros

cinéticos e da ordem fracionária usando dados experimentais reais. Os resultados obtidos

considerando o processo de fermentação da enzima lacase demonstraram que, para esta

aplicação, a inserção da ordem como variável de projeto não fez com que o valor da

função objetivo fosse reduzida significativamente. Todavia, não se pode generalizar esta

conclusão para toda e qualquer aplicação, já que aumentar o número de graus de liberdade

do problema inverso significa aumentar a chance de melhora do valor da função objetivo.
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• É importante ressaltar que a variação indiscriminada no valor da ordem fracionária pode

resultar em perfis fisicamente inviáveis. Além disso, representar um problema físico que,

tradicionalmente é modelado por uma derivada primeira, por uma derivada segunda não é

uma estratégia interessante, visto que isso causaria uma descaracterização do processo em

análise. Em resumo, quanto se propõe utilizar uma derivada fracionária tem-se como meta,

a priori, a flutuação da ordem em torno da derivada inteira. Esta estratégia foi utilizada na

grande maioria das aplicações realizadas neste trabalho.

• O MCO estendido para o contexto fracionário foi aplicado em PCOFs via abordagem

indireta. Neste caso, o problema original (controle ótimo fracionário) é transformado em

um equivalente algébrico-diferencial fracionário de valor no contorno via aplicação das

condições de otimalidade no contexto fracionário. Para esta finalidade o código OTIMA,

idealizado para o contexto inteiro, foi atualizado para o contexto fracionário. Neste código

as equações de otimalidade para o PCOF são geradas automaticamente usando uma

ferramenta de cálculo simbólico, cujo objetivo é reduzir erros referentes a manipulação

destas equações. Para as aplicações avaliadas considerando a abordagem indireta foi

possível perceber que a metodologia proposta obteve boas estimativas em comparação

com a literatura especializada.

• No que tange a aplicação do método direto no contexto mono-objetivo, estudos de caso

puramente matemáticos e que apresentam singularidades foram avaliados. Os resultados

obtidos permitiram avaliar como a ordem fracionária influencia no valor da função objetivo.

Além disso, também foi possível observar que a metodologia proposta foi capaz de

obter boas estimativas em relação a literatura especializada. Em relação as aplicações de

engenharia, foram analisados estudos de caso com diferentes níveis de complexidade, a

saber, o problema da mistura de catalisadores, o problema do reator de batelada e o sistema

massa-mola-amortecedor. Em cada uma destas aplicações foi possível observar a influência

da ordem fracionária nos perfis físicos e no valor da função objetivo. No caso do problema

da mistura de catalisadores, valores da ordem menores do que, aproximadamente 0,9

resultavam em um valor de função objetivo praticamente constante. Já para valores acima

de 0,9 esta função FO decrescia (lembrando que o problema é de maximização). Já para o

problema do reator batelada foi observado que o aumento da ordem fracionária implica no

aumento do valor da função objetivo. Finalmente, para o sistema massa-moal-amortecedor

foi observado que nem toda ordem fracionária associada ao perfil de controle obtido pelo

algoritmo de otimização implica no atendimento de restrições de fim. Isto implica que,

ao variar a ordem fracionária associada a um dado perfil de controle, a integração deste

sistema resulta em um perfil que, não necessariamente, vai atender uma ou mais restrições

de fim. Em resumo, a ordem fracionária influencia diretamente os perfis simulados e a sua

associação com os perfis de controle implicam, como esperado, em soluções particulares,

i.e., para cada valor de ordem fracionária, tem-se uma solução particular para o PCOF
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analisado.

• Aplicações considerando o método direto no contexto multi-objetivo também foram

estudadas. Para essa finalidade o algoritmo de Busca Fractal Estocástica foi estendido

para o contexto multi-objetivo. Nesta abordagem os candidatos em potencial eram gerados

pela referida técnica de otimização heurística. Já o critério de dominância de Pareto

era verificado via aplicação do operador para ordenamento por ranking. Para eliminar

soluções próximas umas das outras e evitar o aumento do tempo de processamento devido

ao incremento do número de soluções não-dominadas durante o processo evolutivo, foi

empregado o operador de distância da multidão. Esta nova estratégia de otimização

multi-objetivo, denominada de Multi-objective Optimization Stochastic Fractal Search

(MOSFS), foi aplicada em dois estudos de caso, a saber, os problemas da mistura de

catalisadores e do reator batelada. Em cada estudo de caso foi avaliada a influência da

ordem fracionária e as respectivas curvas de Pareto foram estimadas. De forma geral foram

obtidas boas estimativas para cada curva de Pareto, visto que estas estão em concordância

com as obtidas usando o Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-II) para ordem

fracionária igual a unidade. Em relação ao problema da mistura de catalisadores observa-se

um descolamento de parte da curva de Pareto, i.e., apenas em uma determinada parte

do perfil observa-se uma influência da ordem fracionária. Já para o problema do reator

batelada verifica-se que, para cada valor de ordem fracionária, curvas de Pareto totalmente

descoladas umas das outras foram obtidas. Isso significa que, a depender da aplicação, a

ordem fracionária pode influenciar de formas diferentes.

• Cabe enfatizar que o uso do cálculo fracionário em problemas de engenharia configura-se

como uma abordagem interessante, visto que essa generaliza a ordem em problemas

diferenciais. Neste caso, a variação da ordem neste tipo de problema implica na mudança

dos perfis físicos simulados, o que na prática, pode implicar em um melhor ajuste dos

modelos matemáticos aos fenômenos físicos observados na natureza.

• É importante destacar que, ao se formular um problema (simulação ou otimização) com

ordem fracionária, implica em um estudo de caso particular, i.e.; mudando-se o valor da

ordem fracionária tem-se um problema distinto e, a priori, este apresenta uma solução

particular. Por este motivo, nesta tese, na grande maioria das aplicações, foi realizada

uma análise de sensibilidade no que tange a ordem fracionária. Neste caso procurou-se

avaliar a influência deste parâmetro nos perfis obtidos e não obter o valor ótimo (ordem

fracionária) para uma determinada aplicação. Todavia, ressalta-se que a ordem fracionária

poderia ter sido considerada como uma nova variável de projeto, i.e.; o valor ótimo para

este parâmetro poderia ser obtido para cada aplicação. Todavia, para este último caso, a

influência deste parâmetro nos perfis não poderia ser realizada. Por esta razão optou-se,

nesta contribuição, por realizar a análise de sensibilidade da ordem fracionária.
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• Ao se analisar a consistência dimensional de modelos diferenciais ordinários fracionários

observa-se que estes devem ser, de alguma forma, corrigidos, visto que estes não são

coerentes dimensionalmente. Para esta finalidade, duas abordagens foram utilizadas nesta

contribuição, a saber, uma em que se utiliza um fator de correção (em quase todas as

aplicações) e a outra que consiste em reescrever as unidades dos parâmetros do modelo em

função da ordem fracionária (somente considerado no problema da fermentação da lacase).

Com relação a primeira, o uso do fator de correção tem como principal vantagem o fato

deste não alterar as unidades dos parâmetros, como acontece com a segunda abordagem,

bem como não alterar os perfis simulados. Incluir na unidade de um parâmetro a informação

referente a ordem fracionária acaba descaracterizando o parâmetro, i.e.; fisicamente o que

este parâmetro com ordem fracionária representa?. Assim, considera-se que a inserção

do fator de correção no operador diferencial fracionário é a melhor opção para garantir a

consistência dimensional de modelos diferenciais ordinários fracionários.

6.2 Contribuições da Tese

O estudo de Problemas de Controle Ótimo Fracionários (PCOFs) consiste da associação

entre duas teorias bem consolidadas, a saber, a de controle ótimo e do cálculo fracionário. Este

tema configura uma linha de pesquisa de grande interesse nos dias atuais devido ao grande

número de aplicações que podem ser desenvolvidas a partir dos conceitos envolvidos. Apesar

disso, pode-se dizer que a quantidade de aplicações na área de engenharia envolvendo PCOFs

ainda é bem tímida. Neste cenário, esta tese lista as seguintes contribuições:

• Revisão e organização do estado da arte no que tange o PCOF;

• Extensão do Método da Colocação Ortogonal (MCO), desenvolvido originalmente para a

resolução de modelos diferenciais com ordem inteira, para o contexto fracionário;

• Simulação de problemas diferenciais fracionários usando o MCO no contexto fracionário;

• Análise da ordem fracionária nos perfis obtidos em diferentes estudos de caso;

• Resolução de PCOFs usando o MCO via aplicação das abordagens direta e indireta;

• Atualização do código OTIMA para o contexto fracionário para aplicações envolvendo o

método indireto;

• Extensão do algoritmo de Busca Fractal Estocástica, proposto originalmente para o con-

texto mono-objetivo, para o contexto multi-objetivo.

• Geração e análise de uma gama de resultados mono e multi-objetivos fracionários de forma

que estes possam ser utilizados por outros pesquisadores para fins de comparação com

outras metodologias.
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• Análise da consistência dimensional de modelos diferenciais ordinários fracionários consi-

derando duas abordagens, a saber, uma em que se utiliza um fator de correção e a outra

que consiste em reescrever as unidades dos parâmetros do modelo em função da ordem

fracionária.

É importante destacar que, devido ao ineditismo dos problemas propostos nesta tese,

nem sempre se tem à disposição resultados publicados por outros pesquisadores para fins de

comparação. Neste caso sempre procurou-se usar o resultado conhecido (com ordem inteira)

ou resolver o problema considerando uma abordagem consolidada na literatura especializada

para fins de comparação. Enfatiza-se também que análises estatísticas poderiam ser realizadas

para verificar a diferença entre os resultados obtidos considerando, por exemplo, a variação do

número de pontos de colocação, os resultados apresentados na literatura especializada, entre

outras comparações possíveis. Ressalta-se que este tipo de análise não foi objeto de estudo desta

tese.

6.3 Sugestões para Trabalhos Futuros

Como propostas de trabalhos futuros pretende-se:

• Estender o Método da Colocação Ortogonal para a resolução de problemas formulados

por equações diferenciais parciais fracionárias;

• Avaliar a influência de outros tipos de aproximações para as derivadas fracionárias, bem

como de outros tipos de polinômios no MCO no que tange a resolução de problemas

matemáticos e de engenharia no contexto fracionário;

• Formular e resolver problemas em que a ordem fracionária é considerada como uma

variável de projeto;

• Estudar outros tipos de problemas considerando o cálculo fracionário. Como exemplo

avaliar a sua aplicabilidade no campo da difusão anômala, em problemas de robótica e de

fermentação alcoólica, entre outros estudos de caso;

• Desenvolver uma interface gráfica e amigável para o OTIMA no contexto fracionário;

• Utilizar ferramentas estatísticas para verificar se os resultados obtidos são distintos ou não

daqueles reportados pela literatura especializada.
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