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RESUMO

O estudo de Problemas de Controle Otimo (PCOs) configura uma drea de grande interesse e
importancia em engenharia e dreas afins devido ao nimero de aplica¢des que podem ser desen-
volvidas. Em linhas gerais, o PCO consiste na determinacao do perfil da varidvel de controle
que maximiza (ou minimiza) uma funcao objetivo sujeito a restricdes algébrico-diferenciais.
Comumente, para resolver este tipo de problema pode-se empregrar duas classes de abordagens,
a saber, a Direta e a Indireta, bem como considera-se que as restricoes diferenciais apresentam
ordem inteira. Na pratica isto simplifica a andlise do problema, mas deixa de considerar o
efeito da ordem fraciondria nos perfis obtidos. Diante do que foi apresentado, esta tese tem
como principal objetivo resolver PCOs com restricdes algébrico-diferenciais fraciondrias (Pro-
blema de Controle Otimo Fraciondrio - PCOF). Para essa finalidade propdem-se a extensdo
do Método da Colocagao Ortogonal (MCO) para o contexto fraciondrio como ferramenta para
integrar os modelos algébrico-diferenciais fracionarios que constituem o PCO. Neste cenario
sdo apresentados resultados considerando: ¢) a validagcdo da técnica de simulagio proposta em
problemas matematicos e de engenharia; i¢) a aplicagdo do MCO no contexto fracionario em
um problema inverso usando dados experimentais reais; 77¢) a resolu¢do de PCOFs usando a
abordagem Indireta; 7v) a resolucdo de um PCOF com restricao de fim para a varidvel de estado;
e v) a resolu¢do de PCOFs usando a abordagem Direta no contexto mono e multi-objetivo. Para
esta ultima classe de problemas € proposta uma nova estratégia de otimiza¢do multi-objetivo
que consiste da associagdo entre o algoritmo de Busca Fractal Estocdstica e os operadores para
a avaliacdo do critério de dominancia de Pareto e distancia da multidao. Os resultados obtidos
com a simulacdo usando o MCO indicam que a metodologia numérica proposta configura-se
como uma abordagem interessante para a resolucao de problemas diferenciais fracionérios. Ao
avaliar o problema inverso proposto observa-se que a ordem fraciondria pode ser empregada para
aumentar a qualidade do ajuste. A partir da resolucdo de PCOFs usando abordagens Indiretas e
Diretas pode-se verificar a influéncia da ordem frciondria nos perfis 6timos encontrados. Para o
PCOF com restri¢ao de fim na varidvel de estado foi possivel concluir que, a depender do valor
da ordem fraciondria, ndo € possivel encontrar uma solu¢do 6tima. Finalmente, ao se avaliar o
algoritmo multi-objetivo proposto € possivel constatar a qualidade dos resultados obtidos em
relacdo ao outra abordagem tradicional da literatura, bem como a influéncia da ordem fracionéria

nos perfis 6timos obtidos.

Palavras-chave: Problema de Controle Otimo, Equagio Algébrico-Diferencial Fraciondria,

Ordem Fraciondria, Otimizagdo Mono e Multi-objetivo.



ABSTRACT

The study of Optimal Control Problems (OCPs) is an area of great interest and importance
in engineering and related areas due to applications that can be developed. In general, the
OCP consists of determining the control variable profile that maximizes (or minimizes) an
objective function subject to differential-algebraic constraints. Commonly, to solve this type of
problem, two classes of approaches can be used, namely, the Direct and the Indirect, as well
as it is considered that differential constraints present integer order. In practice, this simplifies
the problem analysis, but fails to consider the effect of the fractional order on the obtained
profiles. This thesis has as aim goal to solve Fractional Optimal Control Problems (FOCPs). For
this purpose, the extension of Orthogonal Collocation Method (OCM) to fractional context to
integrate the fractional differential algebraic models is proposed. In this scenario, the following
results are presented: ¢) validation of the proposed simulation technique in mathematical and
engineering problems; ¢7) application of the OCM in an inverse problem using real experimental
data; ii7) resolution of FOCPs by using the Indirect approach; ¢v) resolution of a FOCP with
specified state variable; and v) resolution of FOCPs by using the Direct approach in mono
and multi-objective contexts. For this last class, a new multi-objective optimization strategy is
proposed. This consists of association between the Stochastic Fractal Search algorithm and two
operators: Pareto’ dominance and crowding distance. The results obtained with the simulation by
using the OCM indicate that the proposed numerical methodology configures as an interesting
approach for solving fractional differential problems. For the proposed inverse problem, it is
observed that the fractional order can be used to increase the quality of fit. From the resolution of
FOCPs using Indirect and Direct approaches, it is possible to verify the influence of the fractional
order on optimal profiles found. For the FOCP with specified state variable, it is possible to
conclude that, depending on the fractional order value, is not possible to find an optimal solution.
Finally, for the proposed multi-objective algorithm, it is possible to verify the quality of obtained
results in relation to other traditional approach, as well as evaluate the influence of the fractional

order on the obtained optimal profiles.

Keywords: Optimal Control Problem, Fractional Differential Algebraic Equation, Fractional
Order, Mono and Multi-objective Optimization.
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1 INTRODUCAO

Os primeiros estudos sobre a teoria de controle datam de 1750 e desde essa época ela vem
se desenvolvendo e se aprimorando. De maneira geral, a teoria de controle pode ser subdividida
em trés grandes classes, a saber, a cldssica, a moderna e a robusta. A primeira ¢ marcada pela
andlise de respostas no dominio da frequéncia através do uso de fun¢des de transferéncia e com
aplicabilidade em modelos representados por sistemas lineares invariantes no tempo com uma
Unica entrada e uma tnica saida. J4 na segunda, a andlise de respostas se d4 no dominio do tempo
e trabalha com sistemas lineares ou ndo, modelos invariantes no tempo e compostos de multiplas
entradas e multiplas saidas. Por fim, a robusta € caracterizada pela jun¢ao das particularidades
das duas anteriores e trabalha com problemas nio estdveis calculando uma projecdo de erros do
controlador (OGATA, 2010).

Com origem na teoria de controle moderno, o Problema de Controle Otimo (PCO) é
uma abordagem focada na resolu¢do de estudos de caso dinamicos que sdo representados por
modelos no dominio espaco-tempo. O seu objetivo € determinar o perfil do vetor de varidveis de
controle que maximizam (ou minimizam) uma determinada funcao objetivo (também chamada
de funcdo custo ou indice de desempenho) (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Nas udltimas
décadas, a aplicabilidade dos conceitos relacionados ao PCO na industria tem aumentado
significativamente. Isto se deve, entre outros fatores, a popularidade das ferramentas numéricas
associadas a necessidade de atender a demanda de melhor desempenho das operacdes de processo,
estas sujeitas a cada vez mais restricdes (LOGSDON; BIEGLER, 1989). Neste cenario, como
aplicacoes préticas pode-se citar: a determinacao das condi¢des de operacdo Otimas para plantas
quimicas sujeitas a restricdes de seguranca, condi¢cdes operacionais e ambientais (FEEHERY,
1998; MODAK; LIM; TAYEB, 1986) e a determinacao da trajetdria de robds mecanicos (STRYK;
HEIM, 2000). Outras aplicacdes podem ser vistas em processos industriais, sistemas de energia,
veiculos (terrestres, maritimos, fluviais, aéreos e espaciais), otimizacao estrutural, navegacao,
identificacdo de sistemas e etc (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). No caso especifico da area
espacial, grande impulsionadora do desenvolvimento do controle 6timo, as aplicacdes estdo na
otimizagao de trajetérias de langcamento, determinagdo de Orbitas e de atitude (estimagdo de
estado), em Orbitas intermedidrias, otimizacdo de Orbita de transferéncia, determinagdo de orbita
e de altitude na 6rbita de missao, corre¢do de Orbita entre outros (RIOS NETO, 2012).

Em linhas gerais, a resolu¢do do PCO pode ser realizada considerando, basicamente,
dois tipos de abordagens numéricas, a saber, 0 Método Direto (MD) e o Método Indireto (MI)
(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; LOGSDON; BIEGLER, 1989). O MD tem por objetivo
transformar o problema original em um Problema de Programacdo Nao Linear (PPNL) através
de parametrizagcdo das varidveis de controle e/ou de estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979;
LOGSDON; BIEGLER, 1989; STRYK; BULIRSCH, 1992; FEEHERY, 1998; LOBATO, 2004).
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Este tipo de metodologia pode ser classificada em dois sub grupos, a sequencial e o simul-
taneo (BIEGLER; GROSSMANN, 2004). A estratégia sequencial consiste na discretizacio
das varidveis de controle, enquanto que a estratégia simultinea consiste na discretizacao de
ambas, controle e estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Na literatura especializada podem
ser encontrados estudos de caso baseados na discretizacdo usando aproximacdes por colocacao
ortogonal (OH; LUUS, 1977; BIEGLER, 1984), expansdes em séries (CELIK; KARADUMAN;
BAYRAM, 2003) e colocacdo ortogonal em elementos finitos (RENFRO, 1986; RENFRO;
MORSHEDI; ASBJORNSEN, 1987; CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON; BIEGLER,
1989; LOGSDON; BIEGLER, 1992). Conforme destacado por Bryson, Ho e Siouris (1979), os
MDs podem fornecer solugdes sub-6timas e resultados menos precisos quando comparada ao

MIs. Todavia, tém como principal vantagem uma rapida convergéncia.

Por outro lado, o MI é caracterizado pela transformacdo do Problema de Controle Otimo
Algébrico-Diferencial (PCOAD) em um equivalente algébrico-diferencial de valor no contorno
a partir da aplicagdo das condicdes de otimalidade (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Esta
abordagem surgiu gracgas ao desenvolvimento do Célculo Variacional, permitindo desta forma
a deducdo das condicdes necessdrias e suficientes para a soluc@o de problemas de otimizagao
dindmica (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Os trabalhos de Bryson, Ho e Siouris (1979), Lynn,
Parkin e Zahradnik (1970a) e Lynn e Zahradnik (1970b) aplicaram o principio de Pontryagin
(que fornece as condi¢des de otimalidade), gerando as equagdes diferenciais adjuntas (ou de
co-estado) e a condi¢do estaciondria necessaria para a minimizagdo da funcdo Hamiltoniano.
Atualmente, tal equacionamento pode ser facilmente obtido a partir do uso de programas de
algebra computacional simbdlica, dentre os quais pode-se citar o cédigo OTIMA (GOMES,
2000) e suas atualizacdes (LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007). Em termos da qualidade, a solugdo
via aplica¢do do MI € mais precisa do que aquela encontrada usando os MDs, ja que as condi¢des
de otimalidade sdo atendidas. Por outro lado, o MI tem uma faixa de convergéncia restrita, bem
como apresenta dificuldade de convergéncia ja que € dificil definir uma estimativa inicial para o
vetor de varidveis adjuntas (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; LOBATO, 2004).

Como observado, ambas as abordagens apresentam vantagens e desvantagens. Para aliar
as principais vantagens dos MDs (convergéncia) e do MI (precisdo), varios autores t€m propostos
0 acoplamento entre estas duas classes de métodos de forma a desenvolver a denominada
estratégia hibrida (BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991b; BULIRSCH; MONTRONE;
PESCH, 1991a; BULIRSCH; NERZ; PESCH, 1993; STRYK; BULIRSCH, 1992; LOBATO;
OLIVEIRA-LOPES; MURATA, 2007). Neste cendrio, emprega-se um MD para resolver o
problema original (ou em equivalente sem restricoes) de forma que a solucdo obtida possa
ser utilizada como estimativa inicial para a resolu¢do considerando o MI. Com esta estratégia
objetiva-se aumentar, gradativamente, a complexidade do problema de forma que ao final do
processo uma solucao mais precisa possa ser obtida (BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991b;
BULIRSCH; MONTRONE; PESCH, 1991a).



Nas dltimas duas décadas, o desenvolvimento de novas técnicas numéricas empregadas
para a resolugcdo de PCOs associadas ao aprimoramento de processadores t€ém permitido avaliar
aplicacoes mais complexas. Como exemplo, pode-se citar o estudo do Problema de Controle
Otimo Fraciondrio (PCOF), i.e., um PCO que apresenta restri¢des algébrico-diferenciais com
ordem diferencial diferente da unidade. Assim, o PCOF se torna uma generalizacdo do tradicional
PCO. Do ponto de vista matemaético, a ordem fraciondria presente nestes modelos configura
um novo parametro que deve ser avaliado no PCOF, visto que a variacdo do mesmo implica
diretamente na dindmica do modelo algébrico-diferencial que compde as restricdes no PCOF
e, consequentemente, no valor da fun¢do objetivo obtida (LIMA; LOBATO; STEFFEN JR,
2021a; LIMA; LOBATO; STEFFEN JR, 2021b). Para o PCOF, naturalmente, faz-se necessario
o desenvolvimento/aprimoramento de novas abordagens para a resolucio deste tipo de problema,
1.e., da obtenc¢do das condi¢des de otimalidade para problemas sem restri¢des (de igualdade e
desigualdade) e com condicdes de fim para o contexto fraciondrio (BISWAS; SEN, 2011) e
de estratégias para a integracdo deste tipo de modelo, como por exemplo o Método Pseudo-
Espectral Fracionario (TANG; SHI; WANG, 2017), o uso de Polindmios Ortogonais de Chebyhev
associado a Férmula de Quadratura de Legendre-Gauss (BHRAWY et al., 2017) e a aplicacao de
Polinémios Ortonormais de Jacobi (DOHA et al., 2015).

O PCO e o PCOF configuram-se como estudos de caso complexos em engenharia e
areas afins. Isto se deve a presenca de singularidades em modelos em que a varidvel de controle
apresenta-se na forma linear e/ou as restricoes de desigualdade ndo apresentam, explicitamente,
a variavel de controle (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Neste caso, utiliza-se o conceito de
indice diferencial como ferramenta para a caracterizacao deste tipo de problema. Este pode ser
definido como sendo o nimero minimo de vezes em que um sistema algébrico-diferencial deve
ser diferenciado, com relacdo ao vetor de varidveis independentes, de forma que o mesmo se
torne um sistema puramente diferencial (PETZOLD, 1982). Em se tratando do PCO e do PCOF,
as singularidades surgem devido a flutuac@o do indice diferencial, i.e.; existem regides (ou fases)
dentro do dominio em que existem ativagdes e desativagdes das restricdes de desigualdade na
varidvel de controle, o que, geralmente, proporciona, para cada fase, indices diferenciais distintos
(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979).

Nos dltimos anos, varios trabalhos t€ém sido desenvolvidos para o tratamento de PCOFs.
Todavia, apesar disso, a grande maioria das aplicagcdes analisadas ainda sdo da drea da matematica,
0 que, na prética, implica na auséncia de interpretacdes dos perfis obtidos sob o ponto de
vista fisico. Neste contexto, o principal objetivo desta tese € resolver PCOFs com diferentes
caracteristicas, avaliando a influéncia da ordem fraciondrias nos perfis obtidos. Como objetivos
secunddrios, pretende-se: 7) propor a extensao do Método da Colocacao Ortogonal (MCO),
desenvolvido originalmente para a resolu¢do de modelos diferenciais com ordem inteira, para o
contexto fraciondrio; 7z) validar a técnica de simulacdo proposta em problemas matematicos e
de engenharia; 772) propor e resolver um problema inverso considerando dados experimentais

reais considerando o MCO no contexto fraciondrio para a determinag@o da ordem fraciondria; 7v)
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atualizar o c6digo OTIMA (GOMES, 2000; LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007), responsavel pela
geracao automética das condi¢des de otimalidade em problemas de controle 6timo e proposto
originalmente para derivadas inteiras, para o contexto fraciondrio; v) resolver PCOFs usando a
abordagem indireta; vi) resolver PCOFs usando a abordagem direta no contexto mono e multi-
objetivo. Para esta ultima classe de estudos de caso objetiva-se propor uma nova estratégia de
otimizacao multi-objetivo, a saber o algoritmo Multi-objective Optimization Stochastic Fractal
Search (MOSFES), baseado na associagdo entre o algoritmo de Busca Fractal Estocastica (SALIMI,
2015) e os operadores para a avaliacdo do critério de dominancia de Pareto (PARETO, 1896) e
distancia da multidao (DEB, 2001).

Essa tese estd organizada como segue. O Capitulo 2 apresenta aspectos gerais sobre a for-
mula¢do do PCO, conceitos gerais empregados para caracterizar equacdes algébrico-diferenciais
e condi¢des de otimalidade. No Capitulo 3 é apresentado o estado da arte no que tange a clas-
sificacdo das abordagens para a resolu¢ao do PCO, sobre o célculo fraciondrio e o MCO. Jad o
Capitulo 4 apresenta a metodologia proposta para simular modelos algébrico-diferenciais fracio-
ndrios e, consequentemente, tratar PCOFs. O Capitulo 5 apresenta os resultados e discussoes
considerando estudos de caso com diferentes complexidades e caracteristicas. Por fim, o Capitulo

6 apresenta as conclusdes e as sugestoes para trabalhos futuros.



2 ASPECTOS GERAIS

Neste capitulo sdo apresentados conceitos gerais sobre o Problema de Controle Otimo
(PCO), sua formulacdo matemadtica e definigdes sobre o indice diferencial e as condi¢des de

otimalidade considerando a ordem inteira.

2.1 CONCEITOS GERAIS RELACIONADOS AO PCO

Com origem fundamentada na teoria de Controle Moderno, o PCO pode ser descrito
como um estudo de caso em que se deseja determinar o vetor de varidveis de controle para fins
da maximizacdo (ou minimiza¢do) de uma funcao objetivo (também denominada de fungao
custo ou indice de desempenho). Uma caracteristica muito importante € que este problema é
constituido por restricdes algébrico-diferenciais escritas em termos do vetor de varidveis de
estado (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Para um bom entendimento do PCO sujeito a restricdes

algébrico-diferenciais, a seguir sdo apresentados, brevemente, alguns conceitos.

* Um sistema de Equagdes Algébrico-Diferenciais (EADs) consiste de um conjunto F'
definido genericamente por F'(&,z,y,t) = 0 (em que x é um vetor de varidveis que esta
na forma algébrico-diferencial e y € um vetor de varidveis que estd na forma algébrica)
(PETZOLD, 1982).

* Uma das defini¢des mais importantes empregadas para a caracterizacdo de uma EAD € o
Indice Diferencial. Este representa o niimero minimo de vezes que o sistema algébrico-
diferencial ou parte dele é diferenciado em relacdo a varidvel independente de forma que
o vetor de varidveis que estd na forma algébrica (y) seja escrita na forma diferencial y
(PANTELIDES, 1988). Neste mesmo contexto, tem-se os conceitos de Indice Superior e
de Reducio de Indice. EADs de indice superior sio sistemas de equagdes que apresentam
ID maior do que a unidade. Devido a dificuldade associada a solu¢do deste tipo de EADs,
¢ desejavel que o ID seja o menor possivel, i.e., igual a unidade, visto que os solvers
existentes para a integracao destes modelos algébrico-diferenciais sé sdo capazes de lidar
com sistemas com ID igual a unidade (PETZOLD, 1982). Assim, para sistemas com
indice superior faz-se necessario a reducao do mesmo. Esta pode ser obtida por simples
diferenciagdo das restricdes que compdem o modelo original de forma que no final deste

processo o ID seja igual a unidade.

* O Sistema Estendido Correspondente é constituido pelo conjunto de equacgdes algébrico-
diferenciais com indice superior que € reduzido a unidade, bem como de todas as relagdes

matemadticas obtidas em decorréncia desta reducdo. A obtencdo deste sistema estendido
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€ muito importante, visto que este & necessario a inicializacdo consistente do modelo
matematico para fins da integracdo e da geracao das equagdes de otimalidade (LOBATO,
2004).

* Todo PCO apresenta, no minimo, restri¢des algébrico-diferenciais. Todavia, a depender do
estudo de caso abordado também podem ser consideradas restricoes de fim (terminais) e
de igualdade/desigualdade. A primeira restri¢do diz respeito as condi¢des que o vetor de
varidveis de estados deve satisfazer (iniciais e finais). Ja o segundo tipo de restri¢ao diz
respeito a presenca de restricdes de igualdade e/ou desigualdade que devem ser satisfeitas
ao longo da integracdo do modelo. Como esperado, a inclusdo deste tipo de restrigdes

implica no aumento da complexidade associada ao PCO.

* Por fim, ressalta-se o conceito de Eventos. Estes consistem de pontos especificos no
dominio das varidveis independentes em que ocorre a flutuacdo do ID, i.e.; onde podem
ocorrer descontinuidades no vetor de variaveis de estado e de controle no PCO (BRYSON;
HO; SIOURIS, 1979). Naturalmente, a localizag¢ao destes pontos é de grande importancia
para a resolucdo de PCOs, bem como na identificacdo das fases que caracterizam a
flutuacao do ID e da ativacdo e desativagdo de restricdes (LOBATO, 2004).

2.2 FORMULACAO MATEMATICA DE UM PCO

O PCO pode ser definido como (LOGSDON; BIEGLER, 1989):

ty
m(il)qJ = W(z(ty),ts) +/ L(z,u,t)dt 2.1
u(t 0

sujeito as seguintes restricoes algébrico-diferenciais:

h(z,xut) =0 (2.2a)
g(z,ut) <0 (2.2b)
T < gp(t) < e (2.2¢)
u™ < u(t) < um (2.2d)

onde t é o tempo, x(t) é o vetor das varidveis de estado, u(t) é o vetor das varidveis de controle,
U e L representam o primeiro e o segundo termos da fun¢do objetivo J, sendo ¥ definida no
tempo final ¢4, h e g representam os vetores de restri¢des de igualdade (algébricas e diferenciais)
e desigualdade, respectivamente. Os superscritos min e max identificam, respectivamente, os
limites inferior e superior do vetor de varidveis de estado e de controle. Para x € R"*, u € R™,
teRL U :R% — R L:Rwtmtl S RUp Raetretl 5 R e g Rietnutl 3 R4,
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2.3 CONSISTENCIA DE INICIALIZACAO

Para que um sistema algébrico-diferencial possa ser resolvido € necesséario estabelecer
condi¢des iniciais consistentes, i.e., um ponto de partida que atenda todas as equacdes que fazem
parte do modelo a ser resolvido. Para analisar este conceito considere um sistema de EADs na

sua forma geral:

F(z,%,y,t) =0 (2.3)

em que t € a varidvel independente, x e y representam os vetores de varidveis na forma diferencial

e algébrica, respectivamente.
Uma condic¢do necessdria mas nao suficiente para que as condi¢des iniciais sejam consis-
tentes € que estas satisfacam ao sistema, i.e.:
F($0, iOa Yo, tO) =0 (24)

onde g, o, Yo € to S0 as condic¢des iniciais para as varidveis dependentes e independentes que

constituem o modelo algébrico-diferencial original.

Como aplicacdo pratica considere o seguinte modelo com ID igual a 1 e com condic¢des
iniciais dadas como 1, T, 71, € T2, (PANTELIDES, 1988):

dl’l dl’g
T 2.
w1 + 23 = b(t) (2.6)

onde a(t) e b(t) sdo fungdes continuas e diferenciaveis.

Para reescrever o modelo acima (algébrico-diferencial) como um puramente diferencial
faz-se necessario transformar a equacao algébrica em uma equivalente diferencial. Isto pode ser
realizado via diferenciacdo da equacao algébrica com relagcdo a varidvel independente ¢. Neste
caso, para que se tenha uma inicializa¢ao consistente, o modelo final deve, obrigatoriamente,

satisfazer a equacdo resultante da diferenciacdo, i.e.:
+ 21y —2 = b(t) 2.7)

Portanto, mesmo os sistemas com ID igual a unidade podem apresentar problemas de
inicializag¢do, que sdo inerentes a todos os sistemas de indice superior. Em outras palavras,
enquanto a inicializa¢do da maioria dos sistemas de indice 1 € similar a das EDOs, todos os
sistemas de indice superior e alguns sistemas de indice 1 apresentam dificuldades. Além disto, é
preciso localizar e evitar as diferenciacdes de equagdes que nao trazem informagdes adicionais.
O que se busca, portanto, sdo formas de extrair dos sistemas informag¢des fundamentais contidas
nos mesmos, mas que nao sao aparentes. Conforme destacado por Petzold (1982), os atuais
codigos numéricos empregados para a resolu¢ao de EADs frequentemente falham ou se tornam

extremamente ineficientes se os valores iniciais S0 inconsistentes.



8 Capitulo 2. Aspectos Gerais

2.4 INDICE DIFERENCIAL PARA ORDEM INTEIRA

Como descrito anteriormente, o ID esta relacionado com o ndmero de vezes necessarias
para a transformacao de um modelo algébrico-diferencial em um puramente diferencial. Para
ilustrar este conceito, considere o tradicional problema do péndulo conforme a Figura 1. Este é
formado por um sistema de equagdes diferencias ordindrias (EDOs) de segunda ordem relativas
as equacoes do movimento em coordenadas cartesianas associada a uma equagdo algébrica

geométrica.

m

Figura 1 — Representacdo esquematica do problema do péndulo.

Para fins de aplicacdo, o modelo original (de segunda ordem) € reescrito como um de

primeira ordem:

Ccli—? =u (2.8)
Z—ZZ =0 2.9)
du TA
7 (2.10)
% =—g— % (2.11)
Ja a restricdo geométrica é dada como:
24y =172 (2.12)

onde ¢ é o tempo, x e y representam os deslocamentos, u € v representam as velocidades, g
¢ aceleracdo da gravidade, L o comprimento do fio, m a massa da esfera, A o multiplicador
associado a varidvel de estado algébrica T, onde ' = \/m. Observe que dT'/dt pode ser obtido
derivando Eq. (2.10) e Eq. (2.11), mas isto introduziria derivadas segundas que nao poderiam ser
eliminadas. Portanto, derivando a Eq. (2.12) com relacdo ao tempo e substituindo as derivadas
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definidas em Eq. (2.8) e em Eq. (2.9) tem-se:

dx dy

— — =0 2.13
o TV (213)

zu+yv =0 (2.14)

Diferenciando a Eq. (2.14) e fazendo as substitui¢des necessarias obtém-se Eq. (2.15) e

Eq. (2.16), respectivamente:

du dv 9 . 9
- - =0 2.15
i i (2.15)

2 2
2T —yg— 2T+ + 02 =0 = T:W (2.16)
Diferenciando a Eq. (2.16) e substituindo as respectivas derivadas obtém-se:
dI"  —3vg —2T

_ —3ug (uz + yv) 2.17)

dt L?

Portanto, ap6ds 3 diferenciacdes as equagdes algébrico-diferenciais originais foram trans-
formadas num conjunto de equac¢des puramente diferenciais dadas pelas Egs. (2.8-2.11) e pela
Eq. (2.17). Isto significa que o indice diferencial deste sistema € igual a 3. Além disso, pode-se in-
tegrar o modelo formado por z, ¥, v, U e Ta partir de uma inicializacdo consistente, i.e.; definido
os valores iniciais para as varidveis z, y, v € u € conhecendo-se os valores dos parametros g e L

obtém-se a condicao inicial consistente para a varidvel 7" usando todas as relagdes encontradas

durante a redugao do ID.

2.5 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PCOS COM OR-
DEM INTEIRA

Considere o seguinte PCO (FEEHERY, 1998):

ty
win J = U(a(ty).t) +/ Lz, u, t)dt (2.18)
u(t 0

sujeito ao sistema de EADs totalmente implicito:
f(&,x,u,t) =0 (2.19)
e com condig¢des iniciais consideradas consistentes dadas por:
©(2(to), o, u(to), o) = 0 (2.20)

onde x e u representam os vetores de varidveis de estado (na forma algébrica e diferencial) e

controle, respectivamente, ¢ € o tempo (¢ € o tempo final), U e L representam o primeiro e
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o segundo termos da fung¢do objetivo .J. Além disso, J(.), L(.), U(.) = R, f(.),o(.) = R™=,
r € R™ ey e R,
A funcdo ¥ na Eq. (2.18) pode ser expressa como:
b dd
\I/(x(tf),tf) = \I/(l‘(to), to) + / %dt (221)

to

Admitindo que o tempo inicial (y) e a condi¢do x () sdo fixos, a fun¢do objetivo (Eq.

(2.18)) pode ser reescrita como:

ty _
J = / L(&,x,u,t)dt (2.22)
to
onde: .
- ov ov  (ow\T |
L(x,x,u,t)—a—i-L—E—l— (%> T+ L (2.23)

A fungdo objetivo aumentada é obtida pela juncdo das restricdes a funcido objetivo

original através do uso de varidveis adjuntas A(t):

J = / f[E(x',x,u,t) + AT f (@, 2, u,t))]dt (2.24)

to

Por conveniéncia a fungao Hamiltoniano é definida como:

H(i,z,u,\t) = L(&, z,u,t) + AXO)" f(&, 2, u,1) (2.25)

Para obter as condi¢des necessdrias de otimalidade, € necessario definir a variacdo de um

funcional: .
_ f
:/ H(&,z,u,\t)dt (2.26)
O incremento do funcional é:
- tr tp+ot
AJ:/ [H(240z, x40z, u+du, \+0\t)— H (%, z, u, A,t)]dt—i——l—/ H(&,x,u, A\ t)dt
to tf

Expandindo o incremento em uma série de Taylor em torno do ponto (&(t), z(t), u(t)) e

extraindo as condi¢des que sdo lineares tem-se a variacio de J:

OH OH 0 .
0J = / (—51: %(53: a—éu + 55)\) dt + H(&, x,u,\, t)6ts (2.27)

que pode ser simplificada através da integracdo por partes do primeiro termo:

- by OH d (0OH oH OH OH
5J— /t;] (<% — % (ax)) 5ZE+ 8—5U+ 5(5}\) dt‘l‘ (ax)ttf 5!E(tf>+

+H (&, x,u,\t)ots (2.28)
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Usando a seguinte relagao:
5I(tf) = 51’]6 - i‘(;tf (229)

e substituindo a Eq. (2.29) na Eq. (2.28) tem-se:

0H OH
8] = ( ) oz s + (H — —> ot p+
0t /oy, 0t /)y,

Yo (oH OH OH O
+/to ((%__<ax>)5 %5u+£6>\) dt (2.30)

As condi¢des necessdrias de primeira ordem para o 6timo podem ser determinadas

fixando a variacdo de J igual a zero. As condi¢des sdo:

OH d (0H
oH
Su 0 (2.31b)
oH
Sy =0 (2.31¢)
(Q_H) + (H — 3_H) =0 (2.31d)
ot =t 0t -y

As Egs. (2.31a)-(2.31d) definem um sistema de EADs de valor no contorno. Estas
condi¢des podem ser simplificadas, expandindo os termos que incluem ¢ na Eq. (2.31a):

O (ov, 0¥\ _ 0 [0 (0¥, v FVN (Y PV
or\ozx" "ot ) ot \or \ 0z " 0ot a2t gior Tzt ) T

Admitindo que as derivadas parciais de segunda ordem sio continuas, a ordem de

diferenciac@o pode se mudada e a expressao inteira igualada a zero.

Substituindo Egs. (2.25) e (2.26) no sistema constituido pelas Eq. (2.31a) a Eq. (2.31d)

obtém-se: oL o of i (of
N N T () = 2.32
o Mo N o )\dt(&t) 0 2:32)
oL  ,Of

- i 2.
8u+>\ 90 0 (2.33)
f(@,xut) =0 (2.34)

af ov ov of

T 2 LN\ T = 2.

()\ 03: I )ttf oxy + <8t +L+XNf—=A (&7@) x>ttf oty =0 (2.35)

Estas condi¢des sao uma generalizacdo das condi¢des necessdrias para o 6timo definidas
a partir de PCOs.
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A abordagem algébrico-diferencial faz com que a dimensao do vetor de varidveis adjuntas
na forma diferencial seja igual a dimensdo do vetor das varidveis de estado que estdo na forma
diferencial. Entretanto, quando a abordagem estd na forma puramente diferencial, a dimensdo das
varidveis adjuntas € igual a dimensao de todas as varidveis de estado, independentemente de estas
estarem na forma algébrica ou diferencial. Por se tratar de um problema de valor no contorno,
a solucdo do sistema se torna interessante pois o nimero de condi¢des de contorno a serem
especificadas na abordagem algébrico-diferencial € menor do que na puramente diferencial. Por

exemplo, o nimero de varidveis adjuntas definidas em ¢ = ¢; serd menor.

Na sequéncia serdo apresentados casos particulares que envolvem problemas com tempos
fixos finais ou livres, como também, problemas com varidveis de estado especificadas no tempo
final.

a) Problemas com Tempo Final Fixo

Se t; € fixo entdo dt; € igual a zero na Eq. (2.35). Se a varidvel de estado ndo for

especificada no tempo final, as condi¢cdes no ponto final tém que satisfazer a:

(ATa—f + 8_1/1) S =0 (2.36)
X X t=t;

(ATa—f + a_w) =0 (2.37)
t:tf

As condi¢des necessdrias sdo dadas pelas Egs. (2.32) a (2.34).
b) Problemas com Tempo Final Livre

Como ty € livre, ndo € possivel fazer a suposi¢do de que dt; = 0 . Assim, neste caso,
além das condicdes dadas pelas equacdes Eqs. (2.32) a (2.34), para o caso em que se tem as
varidveis de estado fixas no tempo final ou varidveis de estado livre, o sistema deverd atender a
seguinte condic¢ao:

(ATa—w + L+ AT f - ATa—fa':) =0 (2.38)
Ox ox —

c) Algumas Varidveis sdo Especificadas no Tempo Final Fixo

Seja o problema de otimizacdo definido pelas Eqgs. (2.18) a (2.20), com algumas variaveis
de estado especificadas em ¢ = t. Se z;, 0 i-ésimo componente do vetor de estado z, € definido
emt = t;, entdo como a variag@o dz;(¢ ;) na Eq. (2.35) ndo pode ser nula, é necessdrio que a
Eq. (2.36) seja satisfeita. A Eq. (2.38), 0H /Ou = 0 necessita de uma condic@o adicional para o
problema com restri¢do final. No presente caso, du(t) ndo é completamente arbitrario, o conjunto

admissivel de du(t) € sujeito as restri¢oes:

Sri(t;) =0, i=1..¢q (2.39)
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Um conjunto admissivel de du(t) pode ser definido como os valores de Ju(t) que
satisfazem todas as restri¢des do problema, como por exemplo a Eq. (2.39). Desde que z;(ty)

especificado parat = 1, ..., ¢, € consistente considerar que:

© = P(Tqr1, e Tn)i=t, (2.40)

As Eqgs. (2.32) a (2.34) permanecem inalteradas para este caso, apenas a condi¢do de

contorno em ¢ = ¢ passa a ser dada por:

0, paraj =1,...,q
Ailty) =< (99
ax]’

) , paraj=q+1,...n (2.41)
t=t

d) Fungodes de Varidveis de Estado Especificadas no Tempo Final Fixo

Seja o problema de otimizacao definido pelas Egs. (2.18) a (2.20) sujeito a restri¢ao
definida pela Eq. (2.42), de dimensao ¢, funcdo das varidveis de estado e com o valor definido no

tempo final.
p(x(ty),ty) =0 (2.42)

A Eq. (2.42) pode ser adicionada a funcao objetivo através de multiplicadores de La-

grange v, um vetor de dimensao q.
ty
J=(x(ty)ty) + vio(z(ty)ty) + / L(xu,t)dt (2.43)
to
Definindo:
W= (a(tp)ty) + v p(aty) ts) (2.44)

O conjunto de parametros v devem ser escolhidos para satisfazer a Eq. (2.42). Portanto

as condic¢des necessarias sao dadas pelas Egs. (2.32) a (2.34) e por:

o O
T _ T
A (t) = (_(995 .y _3x>t:tf (2.45)

A Eq. (2.33) determina o vetor u(t), as Egs. (2.32) a (2.37) formam um sistema de EADs
de valor no contorno com ¢ parametros v para serem determinados na Eq. (2.45) tal que a Eq.
(2.42) seja satisfeita.

e) Problemas com Restrigcdo de Trajetoria

Nesta secdo consideraremos os problemas de otimizacao com restri¢des de trajetoria,

que se aplicam a pontos intermedidrios ou sobre toda a trajetoria.
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i) Restricoes de Igualdade na Varidvel de Controle

Seja o seguinte PCO definido como:

t
m(gl J = W(x(ty),ty) + / ' L(x,u,t)dt (2.46)
u 0
p(a(ty)ty) =0 (2.47)
fl@zut)=0 (2.48)
Clut) =0 (2.49)

onde C'(u,t) é o vetor de restri¢des de igualdade em termos da varidvel de controle. Neste caso
u(t) € um vetor de varidveis de controle de dimensdo m > 2 e C' é uma fungdo escalar. O

Hamiltoniano (Eq. (2.25)) sera redefinido como:
H(z,xuMt) = L(3,2,u,t) + A f(2,2,u,t) + pC(u,t) (2.50)
As condicoes necessarias (Egs. (2.32), (2.34) e (2.35)) permanecem inalteradas, sendo

que Eq. (2.33) serd redefinida como:

OL ) 9C

gu v o T ou =Y (23D

O sistema formado pelas condi¢Oes necessarias e pela Eq. (2.49), representa as m + 1

condigdes para determinar o m-ésimo componente do vetor de controle u(t) e a fungdo escalar
(1)

ii) Restricoes de Igualdade nas Varidveis de Controle e Estado

Neste caso a Eq. (2.49) serd substituida por:
C(zu,t) =0 (2.52)

Aqui as condi¢des obtidas para se¢do anterior podem ser aplicadas, entretanto um novo

termo serd acrescentado a Eq. (2.32), que € reescrita como:

L .
a—+ﬂg+/ﬂ@—ﬂ%—ﬂiﬁ:0

ox ox ox 0% dt 0z (2:53)

iii) Restrigcoes de Igualdade na Varidvel de Estado

Se a restri¢do ndo tiver dependéncia explicita na varidvel de controle, ocorre uma com-

plexidade adicional. Assim, considere a seguinte restri¢ao:

S(z,t) =0 (2.54)
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Se esta restri¢do € aplicada sobre todo o intervalo ¢y < ¢t < t;, a derivada temporal da
restri¢do € nula ao longo da trajetoria:

as oS 0S. 08
= = B + %x = 8—xf(x,u,t) =0 (2.55)

A Eq. (2.55) pode ou ndo revelar a dependéncia da varidvel de controle u. Se a Eq. (2.32)
revelar a dependéncia de u, entdo pode ser tratada como uma restricao do tipo da Eq. (2.52). Para
isto, deve-se eliminar um componente de x como fun¢do dos n — 1 componentes remanescentes
usando a Eq. (2.54) como uma condicdo de contorno em ¢t = ¢y ou t = t;. Se a Eq. (2.55) ndo
revelar a varidvel de controle explicitamente, deve-se repetir o processo de diferenciar a equacao
até que a varidvel de controle u seja revelada explicitamente. Surge entdo o conceito de ordem
da restricao de igualdade na varidvel de controle, que é definida como o nimero de vezes que a
restricao deve ser diferenciada para que se obtenha a dependéncia da variavel de controle u. A

q-ésima derivada temporal da restricdo da Eq. (2.54), € representada por:

ais

Si(x,ut) =0 onde S9(z,ut)= =

(2.56)

Neste caso ¢ componentes de x devem ser eliminados manuseando os (n — ¢) compo-

nentes remanescentes, usando as q relacdes:

S(z,t)

Sl
@’t) =0 (2.57)

ST ()
ou adicionando a Eq. (2.57) como um conjunto de condi¢des de contorno em ¢ =ty out = 5.

A existéncia de restricdes de igualdade nas varidveis de estado em um PCO pode
aumentar o ID. E interessante observar que uma restri¢io de igualdade pode surgir quando um

PCO ¢ formado por Equacdes Diferenciais Implicitas do tipo:
F(&,xu,pt) =0 (2.58)

onde u € a varidvel de controle, p é o parametro e x € a varidvel de estado, € reescrito definindo

uma nova varidvel de controle u* = [u, v] tal que o Sistema Aumentado definido como:

T =0 (2.59)
G(z,u,pu,t) =0 (2.60)
Os teoremas a seguir estabelecem as condi¢des em que a adi¢@o da restricao de igualdade

no estado ao sistema original resultara em um sistema aumentado de EADs de indice superior
(FEEHERY, 1998):
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Teorema 2.2.1 : Sejam n, < n,, restri¢des de estado do seguinte tipo:

g(x) =0 (2.61)

onde n, € o nimero de restrigdes de igualdade e n,, 0 nimero de varidveis de controle e existe
algum y C z, x € R™ n, tal que Og/0x é ndo singular. Para explicitar a varidvel de controle sdo
necessdrias no minimo 2 diferenciacdes, por exemplo, gera-se uma EAD com ¢ > 2, supondo
que a EAD ¢ solucionavel.

T —¢(xut) =0 (2.62)

Teorema 2.2.2 : Sejam n, < n, restricdes de estado do tipo:
g9(@u) =0 (2.63)

Se a EAD ¢€ soluciondvel, entdo ao explicitar a EDO da forma Eq. 2.63, gera-se uma
EAD com: > 1.

iv) Restrigcoes de Desigualdade nas Varidveis de Controle

Neste caso o problema de otimizagdo considerado para simplificar a andlise, € de tempo

fixo e sem restri¢dao definida no ponto final, sujeito a uma restri¢ao de desigualdade do tipo:
Clu,t) <0 (2.64)

Se o Hamiltoniano for definido por: H® = A\ f + L (Eq. 2.25), considerando que dx; = 0,
OH /OX = 0 e para simplificagdes os coeficientes de Jz sdo iguais a zero, pode ser reescrita
como:
ty ty
6J = / H%5udt = / HO (2, \u,t)dt (2.65)
0 0

As condi¢Oes necessdrias para este problema sio as Eqs. (2.32) a (2.35). Para u(t) ser
minimizado, §J > 0 para todo o conjunto admissivel de u(t). Isto implica que 6 H® > 0 para
todo ¢ e todo conjunto admissivel u(t). Os pontos onde ocorrem os valores 6timos de u(t) tem a
seguinte propriedade:

SH® = §H26u > 0 (2.66)

0C = Cuou <0 (2.67)
Se o Hamiltoniano for definido por:

H=MNf+L+u'C (2.68)

Aqui as condig¢des necessdrias sdo dadas pelas equagdes Eqs. (2.32) a (2.34), com uma

>0, se C=0
_J) =Y 2.69
K {:07 se <0 ( )

condic¢do adicional:
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A exigéncia do multiplicador ser positivo quando C' = 0, pode ser interpretada como
uma condi¢do para que o gradiente H,, = A\’ f, + L, seja obtido somente violando as restri¢des.
Quando a restricdo de desigualdade torna-se ativa em algumas porcoes da trajetoria, o problema
de otimizagdo apresenta arcos com restri¢ao e sem restri¢ao. Nos pontos de jun¢do, entre os arcos
restritos e ndo restritos, a varidvel de controle, pode ou ndo ser continua. Se u(t) for descontinuo,
o ponto € chamado de canto (corner). Os Corners podem ocorrer em qualquer ponto da trajetdria,
mas nao sao mais provaveis de ocorrer nos pontos de juncao que no meio do arco sem restri¢cao.
A priori ndo existe método para determinar a existéncia dos cantos. Se u(t) for continuo nos

pontos de jun¢io, seguido da continuidade de A\, 0H /Ou, H entdo p(t) também é continuo.

v) Restrigcoes de Desigualdade nas Varidveis de Controle e Estado

Neste caso a restri¢ido de desigualdade é dada por:
C(z,u,t) <0 (2.70)

O problema é manuseado da mesma forma que o problema de fungdes de varidveis de

estado especificadas no tempo final fixo.

O Hamiltoniano € definido como Eq. (2.68):

H=Xf+L+u'C (2.71)

em que
>0, se =0 .
o =0, se C<0 2.72)

e as equagdes de Euler-Lagrange sdo assim definidas:

: OH | —L, — \Tf, — uC,, C=0
sr_ OH fo—nCs, se (2.73)
ox —L, — M f,, se C<0
A condicdo que determina u(t) é dada por:
Hy, =L, + M f, + uC, (2.74)

Quando C' < 0, 1 = 0 a Eq. (2.74) determina u(t). Para C' = 0, a Egs. (2.72) e (2.74)

determinam p(t) e u(t) simultaneamente.

vi) Restrigoes de Desigualdade nas Varidveis de Estado
Seja a restricdo de desigualdade dada por:
S(z,t) <0 (2.75)

Considere que S e u s@o escalares. A derivada temporal da Eq. (2.75) e a substitui¢do de

2 devem ser realizadas até que seja revelada a dependéncia explicita de u. Se forem necessarias
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q derivadas temporais, a Eq. (2.75) é denominada restricdo de desigualdade na varidvel de
estado de g-ésima ordem. Aqui S9(x,u,t) representa a g-ésima derivada temporal total de S. O

Hamiltoniano é definido como:

H=L+Nf+puse (2.76)
onde a restri¢ao estd ativa se:
ST=0=5=0 (2.77)
A restricdo ndo estd ativa se:
w=0=5<0 (2.78)

As condigdes necessdrias sdo dadas pelas Eqgs. (2.32) a (2.34), substituindo C por S?. A

condi¢@o necessdria para j(t) se a restri¢do estd ativa é

() >0=5=0 (2.79)

Aqui também ocorre o aparecimento de arcos restritos e arcos ndo restritos. Os arcos
restritos devem ser tangentes aos arcos nao restritos nos pontos de juncao, o que faz com que
aparecam descontinuidades nos pontos de entrada e saida de qualquer arco. Daqui surgem
as restricdes de tangéncia, que sdo denominadas restricdes de contorno em pontos interiores,
definidas por:

S(z,t)
St(x,t)
N(z,t) = ) =0 (2.80)
Sa=1(z,t)

Pode-se escolher o ponto de entrada em vez do ponto de saida para satisfazer estas
restri¢des interiores, entdo os A e o H serdo descontinuos no ponto de entrada ¢ = ¢; e continuos
no ponto de saida. O vetor N(z,t) (Eq. (2.80)) representa as condi¢des de salto. Bryson, Ho e
Siouris (1979) através de manipulagdes semelhantes mostraram que as condicdes de salto no

ponto de entrada podem ser obtidas por:

ON

Tir—\ _ T+ T

M) = ") +7 92(t)) (2.81)

HT(t7) = H'(tF) + N (2.82)
oty

onde ¢, significa o tempo anterior a t; e t{ o tempo logo apds o t1, ™ € um vetor de multiplica-
dores de Lagrange de dimensdo ¢ usados para adicionar as condi¢des de juncao (Eq. (2.82)) a

func¢do objetivo, que sdo determinados de tal forma que atendam a estas condicoes.



19

3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 METODOS PARA A SOLUCAO DE PCOs

3.1.1 METODO INDIRETO

O Método Indireto (MI) tem a sua fundamentacdo baseada no desenvolvimento do
Calculo Variacional. Este consiste na deducio das condi¢cdes necessdrias e suficientes para a
resolucdo de PCO (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979). Trabalhos desenvolvidos por Lynn, Parkin
e Zahradnik (1970a), Bryson, Ho e Siouris (1979) e Lynn e Zahradnik (1970b) demonstram o
denominado Principio de Pontryagin (PP). Este consiste na transforma¢do do PCO original em
um equivalente de valor no contorno algébrico-diferencial. Isso se deve a geracdo das equacdes
diferenciais adjuntas (também conhecidas como co-estado) e da condi¢do estaciondria, ambas

definidas em funcdo do Hamiltoniano.

Uma das principais vantagem do MI € a precisao associada a este tipo de abordagem
(BRYSON; HO; SIOURIS, 1979; CHUDEJ; GUNTHER, 1999). Por outro lado, a geragdo das
equagoes de otimalidade para PCOs ndo € uma tarefa simples, dada a ndo linearidade inerente
neste tipo de problema. Todavia, esta tarefa se torna simples ja que existem varios softwares de
algebra computacional simbdlicos capazes de obter tal equacionamento de forma automaética.
Uma outra importante desvantagem € a dificuldade de convergéncia devido a natureza do
problema de valor no contorno algébrico-diferencial resultante da aplicacdo das condicdes de
otimalidade (BRYSON; HO; SIOURIS, 1979).

A seguir sdo apresentadas as condi¢Oes necessarias de otimalidade para PCOs com

diferentes caracteristicas.

3.1.1.1 CoODpicos COMPUTACIONAIS

A seguir sdo apresentados alguns dos principais c6digos computacionais usados para
solucionar as equacdes de otimalidade (problemas representados como EADs de valor no

contorno):

* COMMIN (Continuous Optimization using the Maximium Principle with Minimum Pro-
gramming) (OUELLET; BUI, 1993): baseado no método de Euler, o cédigo utiliza aproxi-
mag0es centrais para resolver o PCO resultante da aplicagdo do PP. O sistema € resolvido
usando o método de Newton-Raphson com refinamento da malha através da extrapolagdo

de Richardson.

* COLDAE (Collocation Differential Algebric Equation Method) (ASCHER; SPITERI,
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1994): codigo que trabalha com MIs e € caracterizado por ser subrotina geral para a solu¢ao
de EDOs de valor no contorno. Ele € usado em EADs de valor no contorno nao lineares
semi-explicitas de indice no maximo 2 e totalmente implicitos de indice 1. Como método,
o cddigo utiliza a colocagdo polinomial por partes em pontos gaussianos associado ao

método de projecdo de Ascher-Petzold.

* COLFIT (COLlocation FITting) (SCHULZ, 1996): utiliza o método de colocacao e foi
desenvolvido na plataforma Fortran. O autor conseguiu demonstrar a aplicacdo em PCO
singular e com restri¢des no estado de indice 1. Para determinar as varidveis algébricas,
o codigo utiliza as condicdes de consisténcia em cada né. As invariantes decorrentes da

reducao do indice sdo empregadas para garantir a estabilizacdo da solucao.

* PARFIT (PARameter FITting) (SCHULZ, 1996): implementa o método do chute multiplo
na plataforma Fortran para explorar as invariantes decorrentes da reducdo do indice, que

por sua vez, sdo empregadas para garantir a estabilizacio da solugdo.

3.1.1.2 APLICAGOES DO METODO INDIRETO

Lynn, Parkin e Zahradnik (1970a) aplicaram o PP para gerar as equagdes adjuntas e a
condicao necessdria para fins da otimizacao da conversio de reagdes consecutivas em um reator
tubular com dispersdo axial. Para isso, estes autores consideraram um problema de valor no
contorno puramente diferencial e o resolveram pelo método de residuos ponderados. Ja Lynn
e Zahradnik (1970b) também aplicaram o PP para gerar as equacOes adjuntas e a condigao
necessaria mas em sistemas distribuidos que eram representados por equagdes diferenciais
parciais hiperbdlicas de primeira ordem e foi nomeada como uma aproximagdo de trajetdria
para controle quase 6timo. San e Stephanopoulos (1984) estudaram a cinética de crescimento
da biomassa e a estratégia de alimentacdo para a otimiza¢cdo da biomassa final produzida em
um reator batelada. Para esse problema singular foi detectada a ativac@o dos arcos singulares
e determinadas as condi¢Oes ao longo e na trajetoria final do arco singular. Modak, Lim e
Tayeb (1986) apresentaram, didaticamente, a defini¢do de arcos singulares e de controle singular,
explorando a forma dos perfis de controle 6timo a partir da andlise de existéncia destes arcos
em diversas situagdes em reator batelada alimentada. Ouellet e Bui (1993) propuseram um
método numérico na solu¢do de um problema de controle 6timo envolvendo processos térmicos
industriais. Gomes (2000) e Lobato (2004) utilizaram o c6digo COLDAE para a resolucao de
PCOs em diferentes campos da ciéncia usando o MI. Simeoni et al. (2012) usaram a técnica
do simples chute para resolver uma série de PCO aplicando o MI. Segundo estes autores a
técnica utilizada mostrou-se rdpida e confidvel, sendo a convergéncia quase sempre obtida
automaticamente, sem qualquer interferéncia do usudrio. Foram analisados estudos de caso
classicos no campo do controle 6timo. Pereira (2021) emprega o PP para a resolugdo de um
PCO que modela a operacao de sistemas de drones usados em operacdes de busca e salvamento

apos desastres, terremotos, inundacdes, tsunamis, eventos climaticos extremos, entre outros. O
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autor focou em problemas que surgem em varios sistemas de drones durante a comunicagao,
planejamento e a execugdo de operagdes de busca e de salvamento ageis e eficazes em diversos
cendrios de desastres. Recentemente, Moussouni e Aliane (2021) propuseram um PCO para fins
da maximizacdo do nimero de pessoas recuperadas e a minimizagdo do nimero de infectados
considerando o modelo SEIR (Susceptible- Exposed-In fectious- Recovered). O problema foi
resolvido usando o Principio Pontryagin e seus resultados foram comparados com aqueles
obtidos considerendo outras abordagens. Din, Li e Shah (2021) propuseram um PCO para fins da
erradicacdo da hepatite B da populagdo. Para essa finalidade foram consideradas como varidveis
de controle o isolamento dos individuos ndo infectados e individuos infectados, o tratamento da
doenga e a vacinacdo. Uma vez formulado o PCO, foi provada a sua existéncia e caracterizada as
condig¢des de otimalidade usando o PP.

3.1.2 METODOS DIRETOS

Uma revisao da literatura revela que, tradicionalmente, os Métodos Diretos (MDs) tém
sido, preferencialmente, empregados para resolver PCOs em comparagdo com o MI. Isto se deve
ao desenvolvimento e aprimoramento dos algoritmos empregados para a solu¢do de problemas
de Programacdo Nao Linear (NLP) (BIEGLER, 1984; RENFRO; MORSHEDI; ASBJORNSEN,
1987; CERVANTES; BIEGLER, 1998; BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002). Os MDs
consistem em transformar o PCO em um problema NLP utilizando a técnica de parametrizacdo
das varidveis de controle e/ou de estado. Essa técnica € dividida em duas estratégias, a saber,
a sequencial e a simultdnea. A estratégia sequencial baseia-se na parametrizacdo do vetor
de variaveis de controle. Neste caso, o sistema de EADs € discretizado utilizando-se uma
aproximagdo polinomial e, na sequéncia, € resolvido por um solver NLP. Por outro lado, a
estratégia simultanea fundamenta-se na parametrizacao dos vetores de varidveis de controle e
estado (BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002).

Com relacdo a técnica de discretiza¢ao, inimeros sao os trabalhos existentes sobre o
assunto. Neste caso podem ser observadas estratégias de discretizagdao baseadas em colocacao
ortogonal (OH; LUUS, 1977; BIEGLER, 1984), em expansdes em séries (CELIK; KARA-
DUMAN; BAYRAM, 2003) e em colocacao ortogonal em elementos finitos (RENFRO, 1986;
RENFRO; MORSHEDI; ASBJORNSEN, 1987; CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON;
BIEGLER, 1989; LOGSDON; BIEGLER, 1992). Nesta ultima classe o tamanho e o nimero
de elementos podem ser determinados de forma a proporcionar um menor erro no que tange a
discretizacdo (LOGSDON; BIEGLER, 1989; VASANTHARAIJAN; BIEGLER, 1990).

A discretizagao tem duas naturezas: a local que usa os métodos de diferencas finitas e
volumes finitos e a global que trabalha com colocagdo ortogonal padrao e em elementos finitos
(BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002). A primeira geralmente requer uma grande
quantidade de pontos na discretizacdo para conseguir obter uma solucdo final mais préxima

possivel da solucao real. Para isso, conjuntos de dezenas ou centenas de equacdes devem ser
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resolvidos simultaneamente embora o processo de geracao das equagdes seja simples e pode ser
automatizado. J4 a segunda, permite uma excelente redu¢do da malha de discretizacdo. Como

contraponto, o processor de geracdo das equagdes discretizadas se torna extremamente complexo.

De acordo com Biegler, Cervantes e Wichter (2002) a principal vantagem dos MDs € a
facilidade de implementacdo em comparacdo aos MIs pois ndo necessitam da geracao de um
sistema aumentado e o perfil de controle é aproximado por um perfil constante por partes sobre
elementos finitos de comprimento varidvel. Como desvantagens pode-se citar: ¢) o sistema EADs
€ resolvido em cada iteracdo; 7z) ndo existe o manuseio direto das restri¢cdes de desigualdade nas
variaveis de estado; 777) pode requerer um elevado custo computacional, a depender do tipo de
abordagem (sequencial ou simultanea); 7v) ndo existe garantia de convergéncia, assim como em

qualquer estratégia de otimizacao.

3.1.2.1 PARAMETRIZAGAO DA VARIAVEL DE CONTROLE

O MD tem como vantagem a facilidade e generalidade de implementagdo, i.e., as
varidveis podem ser discretizadas em elementos finitos através de polindmios ou qualquer fun¢do
de base. Neste caso, os coeficientes dos polindmios e o tamanho dos elementos sdo adicionados
como varidveis de decisdao ao NLP. O método de parametrizacdo do controle se distingue dos
métodos simultdneos por resolver repetidamente um problema de valor inicial. Na literatura é
possivel encontrar inimeros trabalhos que utilizam a discretizag@o apenas no controle, como por
exemplo os trabalhos de Cuthrell e Biegler (1987), Goh e Teo (1988) e Wong e Luus (1982).

Para fins de aplicagdo, a varidvel de controle u pode ser discretizada utilizando colocacio

ortogonal em elementos finitos como segue:

K
j=1

onde K ¢é o nimero de pontos de colocagao ortogonal, 7 € o nimero de elementos finitos e ¢ sdo
as funcdes definidas como (BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002):
ot

0;t) = ]] (32)

=1 tij — tik

3.1.2.2 PARAMETRIZAGAO DA VARIAVEL DE CONTROLE E ESTADO

A discretizagdo tanto da varidvel de controle quanto da varidvel de estado tem sido
empregada em indmeros trabalhos (CUTHRELL; BIEGLER, 1987; LOGSDON; BIEGLER,
1989; VASANTHARAIJAN; BIEGLER, 1990; CERVANTES; BIEGLER, 1998; HUANG:; RE-
KLAITIS; VENKATASUBRAMANIAN, 2002). Isto se deve a estabilidade e propriedades de
precisao observadas (BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002). A seguir é apresentada a

discretizagdo para o controle u e o estado x:
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K
9€K+1(t) = Z xz’j¢j(t) (3.3)
k=0,j
K
wre(t) = Y iy (¢) (3:4)
j=1

onde K € o numero de pontos de colocagdo ortogonal, 7 € o nimero de elementos finitos.
Deve-se salientar que a diferencga entre as ordens € devido a existéncia das condic¢des iniciais
para z(t), para cada elemento, ¢ e 6 sdo os fun¢des definidas como (BIEGLER; CERVANTES;
WACHTER, 2002):

- t—ti
o= 11— (3.5)
k=0,j
K
t—1t;
0;) =11 7— (3.6)
k=15 i ik

3.1.2.3 METODO PARA A SOLUGAO DE NLPs

Os problemas de PNL podem ser representados como segue (BIEGLER; CERVANTES;
WACHTER, 2002):

min S(x) (3.7)

sujeito a:
hij(x) =0, j=12,..m (3.8)
g9i(x) <0, j=12..p (3.9)

onde S € a fungdo objetivo, x € o vetor de varidveis de projeto, h;(z) e g;(x) representam as m e
p restri¢des de igualdade e desigualdade, respectivamente. A grande maioria dos algoritmos de
programacdo nao linear procuram linearizar localmente a fronteira da regido vidvel de forma
a gerar restricdes lineares. Alguns aproximam a fun¢do objetivo por fungdes quadriticas e
outros por funcdes lineares. Portanto, os problemas de programacao linear e quadréatica sao os
mais difundidos na literatura (BIEGLER; CERVANTES; WACHTER, 2002). A seguir serao
apresentadas as condi¢cdes necessdrias para a determinacio das condi¢des de otimalidade e o

significado dos multiplicadores de Lagrange.

As Condigoes de Kuhn-Karush-Tucker

As condi¢des necessdrias de otimalidade para o problema de PNL sdo (EDGAR et al.,
2001):

1) Condig¢do Necessdria de Primeira Ordem
Para que z* seja um 6timo local do problema com restri¢des, com S(x), g(z) e h(x) diferencid-

veis em z*, € necessdrio que os gradientes das restri¢des de desigualdade ativas, Vg;(z*), e das



24 Capitulo 3. Revisdo Bibliogrdfica

restri¢des de igualdade, Vh(x*), sejam linearmente independentes e que as seguintes condi¢des

sejam satisfeitas:

Vo L(z* N i) = VS(2*) + (A=) VA(Z*) + (1a0) ' Vg(z*) = 0 (3.10)
h(z*) =0 (3.11)

g(z*) <0 (3.12)

1g;(x*) =0 j=1.2,..p (3.13)

wi>0 (3.14)

2) Condigdo Necessdria de Segunda Ordem

Para que z* seja um 6timo local do problema com restrigdes, com S(z), g(z) e h(z)
diferencidveis em z*, € necessdrio que a condi¢cao de primeira ordem de Kuhn-Karush-Tucker
seja satisfeita e que a matriz Hessiana da fungdo de Lagrange, V2L (z*,\*,;1*), seja positiva
semidefinida para todo vetor nao nulo d tal que:

d'Vhi(z*) =0 i=1,2,..m (3.15)
d"Vgi(z*) =0 (3.16)

para as g;(z*) isto &, d" V2 L(z* \*,u*)d > 0.

3) Condigdo Suficiente

Para que z* seja um minimo local do problema com restri¢des, com S(z), g(x) e h(x)
duas vezes diferencidveis em x*, € suficiente que a condi¢do de primeira ordem de Kuhn-Karush-
Tucker seja satisfeita €, que a matriz Hessiana da fungio de Lagrange, V2L (z* \*,11*), seja

positiva definida para todo vetor ndo nulo d tal que:
d"Vhi(z*)=0 i=12,...m (3.17)
d"Vgi(x*) =0 (3.18)
para as g;(z*) ativas [g;(x*) = 0 e p;(x*) > 0].
d"Vgi(z*) > 0 (3.19)

para as g;(z*) inativas [g;(z*) < 0 e p;(x*) = 0] isto é, dT V2 L(z* \*,u*)d > 0. A positividade

da matriz Hessiana com restri¢ao, isto €:

d

T 2L * \ k| k
d'ViL(z" \'u*)d >0 € V()

=0,d"Vgi(z*) =0,d #0 (3.20)
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€ garantida se todas as raizes do polindmio caracteristico

A —V2L M

3.21
AT 0 (3.21)

forem positivas, onde M é a matriz formada pelos gradientes de h(z*) e g(x*) ativas, isto é, a

matriz tal que d¥ M = 0, com m + p® < n e com o posto completo (p® é o niimero de restricdes

g ativas).

3.1.2.4 CODIGOS COMPUTACIONAIS

Nesta secdo sdo apresentados alguns cédigos computacionais desenvolvidos para a

resolugdo de PCO no contexto dos MDs.

* gPROMS (Generalised Process Modelling System) (VASSILIADIS; SARGENT; PAN-
TELIDES, 1994): é um cédigo capaz de trabalhar com Equag¢des Diferenciais Parciais
(EDPs) onde as discretizacdes sdo realizadas mediante op¢des previamente escolhidas

pelo usudrio. O sistema resultante da discretizagao € resolvido utilizando o pacote do C++
DASOLV (Differential-Algebraic Equation Solver) (JARVIS; PANTELIDES, 1992).

* COOPT (Control and Optimization of Dynamic Systems) (SERBAN; PETZOLD, 2001):
c6digo baseado na implementacdo do método do chute multiplo modificado usado para
solucionar PCOs sujeitos a EADs. Através do chute miiltiplo, ele trabalha subdividindo o
intervalo e na sequéncia o problema de otimizagdo € resolvido por programacdo quadratica
sucessiva. Sao geradas matrizes das derivadas parciais através de um pacote especifico

para anélise da sensibilidade da EADs.

* DIRCOL (Direct collocation method) (STRYK, 1999): pacote numérico capaz de resol-
ver PCOs descritos por equagdes diferenciais de primeira ordem sujeito a restricoes de
igualdade e/ou desigualdade nas varidveis de controle e/ou varidveis de estado. Este utiliza
o método de colocacdo direto para a discretizagdo das varidveis de estado e de controle
por aproximagdes polinomiais cubicas e lineares, respectivamente. O problema de PNL é
resolvido através de Programacdo Quadratica Sequencial pelo método NPSOL (Nonlinear
Programming at Systems Optimization Laboratory) (GILL et al., 1986). O cédigo informa

estimativas para as variaveis adjuntas, bem como informa os eventos.

« MUSCOD II (Multiple Shooting Code for Optimal Control) (KUHL et al., 2007): é um
algoritmo destinado a resolu¢do de PCOs descritos por sistemas EDOs e de EADs. Baseia-
se no método de chute multiplo direto, onde o horizonte de otimizacao € particionado em
varios subintervalos e as equacdes diferenciais sdo resolvidas de forma independente de

cada intervalo. A aproximacdo reformula 6timo problema de controle em um NLP.
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3.1.2.5 APLICAGOES DO METODO DIRETO

Cuthrell e Biegler (1987) resolveram PCOs sujeitos a restri¢des de desigualdade nos
perfis de estado e controle, bem como com dependéncia linear no controle (arcos singulares ou
perfis on-off) considerando a discretiza¢do do controle e do estado. Feehery (1998) aplicaram
a parametrizacio no controle de PCOs submetidos a restrigdes nas varidveis de estado. Para
essa finalidade foram analisados estudos de caso com flutuacdo do indice diferencial. Neste
caso, foi proposto um algoritmo para detectar a ativacao e a desativacao das restricdes durante a
solugdo do problema de valor inicial Diehl et al. (2002) utilizam a técnica de multiplos chutes
para resolver um PCO formado por EADs semi-explicitas de indice 1 submetido a restricdes
terminais e restricdes de desigualdade no estado e no controle. O NLP resultante foi resolvido
considerando a Programacao Quadrética Sequencial. O algoritmo proposto foi empregado na
otimizacdo de uma coluna de destilacdo de alta pureza. Chen-Charpentier e Jackson (2020)
propuseram um PCO composto por EDOs para fins da modelagem da interagcdo entre plantas,
vetores e predadores. O intuito do estudo foi auxiliar os agricultores a determinar o equilibrio
certo de inseticida e predadores para minimizar o custo total. O PCO formulado foi resolvido

através da discretizacdo de ambas as varidveis (controle e estado).

3.1.3 METODOS HIBRIDOS

O desenvolvimento dos Métodos Hibridos surge como uma tentativa de combinacdo
entre os MDs e o MI. O intuito € ultrapassar as dificuldades inerentes de cada um destes métodos.
De forma geral, o MI utiliza a técnica de chutes multiplos como solu¢ao numérica e esta requer
uma boa estimativa inicial para que o processo convirja, o que ndao é uma tarefa muito facil
visto que € necessdrio estimar o perfil do vetor de varidveis de co-estado (LOBATO, 2004). Ja
0s MDs ndo sdo tao precisos quanto o MI. Assim, a ideia € associar a precisao do MI com a
grande facilidade de trabalho dos MDs de forma a encontrar estimativas para as varidveis obtidas
(estado e controle) usando os MDs. Com isso, os MDs passam a ser aplicados em problemas
mais simplificados e os resultados obtidos sdo usados em estimativa para os Mls de fazerem um
refinamento da solucdo 6tima (STRYK; BULIRSCH, 1992; LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007).
Neste contexto, Stryk e Bulirsch (1992) associam o método direto de colocagdo com o método de
chute multiplo. Através da abordagem hibrida proposta, os pontos de discretizag@o obtidos pelo
MD se tornam uma boa estimativa para o método de chute multiplo. Para as aplicacdes realizadas,
o desvio referente ao valor da funcao objetivo e do tempo final pelo método direto, comparado
ao método de multiplo chute, foi de 1%. Stryk e Schlemmer (1994) utilizaram um MD para
determinar os perfis em um problema onde deseja-se a minimizac¢ao de energia e de tempo de
operacao de um robd industrial. Os resultados obtidos foram empregados como estimativas
inicias usando o MI. Oberle e Sothmann (1999) otimizaram o processo de fermentagdo batelada
alimentada para a biossintese de penicilina. Para essa finalidade estes autores associaram um MD

(com discretizagao do estado e do controle) com o MI. Lobato (2004) associou o cédigo DIRCOL
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com o c6digo COLDAE para a resolugdo de PCOs com diferentes caracteristicas, dentre as
quais a flutuacdo do ID. Maurer e Pesch (2008) utilizaram a abordagem hibrida para resolver um
problema muito complexo de microeconomia. Este era composto por quatro varidveis de controle
lineares no sistema EADs e por vdrias restricdes de desigualdade. Cots, Gergaud e Goubinat
(2018) otimizaram ambos o tempo minimo e o consumo de combustivel em uma aeronave em
fase de subida. Os controles considerados sdo o empuxo e o coeficiente de sustentacdo e as
restricdes de estado sdo levadas em consideracao: inclinag¢do do ar e velocidade limitacdes. Para
essa finalidade foi utilizado o acoplamento entre 0 MD com discretizacdo do controle e do estado

com o MI.

3.2 FERRAMENTAS PARA A CARACTERIZACAO DE EADS

Os problemas constituidos por EADs despertam grande interesse devido a sua importan-
cia em processos dinamicos e as dificuldades numéricas oriundas nos c6digos computacionais
disponiveis (PETZOLD, 1982). Segundo Gear e Petzold (1984), os pacotes computacionais
utilizados e explorados para a resolu¢do das EDOs podem ser utilizados somente para uma
subclasse de EADs, as EADs lineares de indice qualquer e as EADs com ID inferior a 1. Por isso,
devido a essas restricdes € necessario caracterizar o conjunto de equacdes a serem estudadas. Os
métodos de caracterizacdo estdo relacionados a estrutura, a resolubilidade, a inicializag¢do e ao

indice diferencial das EADs.

Quando se trabalha com EADs lineares em geral e EADs nio lineares de indice superior
ndo existem pacotes computacionais capazes de resolver tais sistemas. Isso acontece porque o
conjunto de solucdes das EDOs subordinadas obtidas pela reduc@o do indice € maior do que
o conjunto de solugdes das EADs originais surgindo entdo uma inconsisténcia. Além disso,
como as equacdes algébricas das EADs se tornam apenas implicitas nas EDOs subordinadas,
a solucdo numérica frequentemente produz flutuacdes nas restricoes algébricas porque estas
nao se preservam com a discretizacao, exceto se elas forem lineares, e levam a instabilidades
(PETZOLD, 1982). Assim, o principal parametro de caracterizacdao de EADs € o ID, que
representa 0 nimero minimo de vezes que o sistema de EADs precisa ser diferenciado, em
relacdo a varidvel independente, até ser transformado em um sistema de EDOs, cujo indice
diferencial passa a ser zero Gear e Petzold (1984), Gear (1988). Desta forma, pode-se considerar
que os sistemas que apresentam ID menor e igual a 1 comportam-se de maneira semelhante a
sistemas de EDOs e podem ser integrados diretamente. Entretanto, se o sistema apresentar ID
superior, maior que 1, é recomendada que uma redu¢ao do seu indice diferencial seja feita para

que este possa ser introduzido a um cédigo de integracdo (PETZOLD, 1982).

Os algoritmos que fazem a reducio do indice podem ter ou nao etapas de diferenciacao,
e fornecerem ou ndo sistemas de maior dimensdo. Por exemplo, os algoritmos de Gear e Petzold

(1984), Gear (1988), Bachmann et al. (1990) utilizam a diferenciacao das restri¢des algébricas
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com relagcdo ao tempo e a linearidade das novas equagdes introduzidas pela diferenciagcdo com
relagdo as derivadas de ordem superior para eliminar os termos onde estas derivadas de ordem
superior aparecem. As novas equagdes obtidas passam a ser fungdes das varidveis de estado e
das varidveis algébricas. Assim, as novas equacgdes algébricas obtidas através da redugdo sio
incorporadas ao sistema nos algoritmos de Gear (1988), Bachmann et al. (1990). Por isso, é
importante uma andlise cuidadosa e antecipada do problema original no que tange a determinagao
do ID e a consisténcia da inicializagdo. Na sequéncia, serdo apresentados, brevemente, dois
algoritmos de reduc¢do do indice, ALGO e PALGO, que utilizam propriedades estruturais para

caracterizar EADs.

3.2.1 Cobpico ALGO

O Cddigo ALGO € uma ferramenta estrutural implementada na linguagem FORTRAN e
que € baseada na representagao estrutural do algoritmo de Gear (GEAR, 1988), proposto para a
reducdo do ID. Este algoritmo aplica-se a EADs gerais F'(z(t), @(t),t) = 0 de dimensdo n tendo
como critério de resolubilidade o det(A(F};)+F) ser ndo identicamente nulo para todo A pertence
ao campo dos reais. Neste caso, o ID do sistema € igual ao nimero de iteragdes deste algoritmo
para transformar as EADs num sistema de EDOs (UNGER; KRONER; MARQUARDT, 1995).

3.2.2 Cobico PALGO

Baseado no algoritmo de Pantelides (1988), o PALGO € uma ferramenta estrutural usada
na resolugdo de sistemas EADs. De acordo com o autor, um sistema que apresenta caracteristica
semi-explicita quando sua matriz Jacobiana (em relacdo ao sistema de equagdes original) for
singular, este ndo apresenta problemas de inicializacdo consistente. As restricdes acrescidas
ao sistema de equacdes sdo consideradas como um subconjunto de equagdes que deve ser
diferenciado se, e somente se, o grupo de linhas da matriz equivalentes a estas equacdes forem
linearmente dependentes e se existirem linhas independentes dentro de sub-conjuntos deste
grupo (UNGER; KRONER; MARQUARDT, 1995).

O algoritmo de Pantelides tem como atribui¢cdo detectar o nimero minimo de equagdes
que devem ser diferenciadas para poder obter a resolucao que seja estruturalmente consistente

do sistema.

Ao analisar os resultados fornecidos pelos algoritmos estruturais, é preciso ter em mente
que estes apresentam algumas limitacdes como (CUNHA; MURATA, 1999; LOBATO, 2004):

* o critério utilizado para verificar a resolubilidade do sistema é eminentemente pratico e
sujeito a falhas, i.e., um sistema soluciondvel pode ser identificado como ndo soluciondvel;

* o indice fornecido pode ser inferior ao ID, visto que o ALGO e o PALGO nio requerem

um nivel de detalhamento sobre o modelo (forma como as varidveis algébrico-diferenciais
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estdo relacionadas ndo € exigido, mas apenas se as mesmas existem ou ndo no modelo.
Por exemplo, se uma variavel estd presente em uma equacao ela assume o valor 1, caso

contrério 0. Assim, ndo se identifica se, por exemplo, o modelo € linear ou nio linear;

* o niamero de graus de liberdade dinamicamente definidos pode ser superior ao que seria

obtido através de operacdes simbdlicas;

* 0 padrdo da matriz Jacobiana do sistema gerada estruturalmente pode ndo coincidir com o

padrao gerado simbolicamente.

Pelos motivos acima mencionados, o ALGO e o PALGO devem ser empregados em

conjunto com outras ferramentas para a caracterizacdo de EADs (LOBATO, 2004).

3.3 FERRAMENTAS PARA A CARACTERIZACAO DE PCOS

As limitacdes observadas para o ALGO e o PALGO motivaram o desenvolvimento de
algoritmos simbdlicos com o intuito de sobrepor essas dificuldades. Era necessario caracterizar
os sistemas de EADs e reduzir o ID em sistemas em que o indice fosse superior e ainda analisar
a consisténcia das condigdes iniciais. A seguir sdo apresentados alguns cddigos empregados para

estas finalidades.

3.3.1 INDEX

O cédigo INDEX (MURATA, 1996) tem como objetivo verificar a resolubilidade de
sistemas lineares que possuam coeficientes constantes e identificar problemas de inicializag¢do
em sistemas de indice 1. O algoritmo baseia-se na determinagdo da estrutura das equagdes e na
dependéncia das varidveis. Ele também pode ser usado para comprovar a caracterizacao obtida
através dos cddigos estruturais, que fornecem apenas um valor inferior para o indice e um valor

superior para os graus de liberdade.

3.3.2 ACIG

Desenvolvido por CUNHA e Murata (1999), o algoritmo ACIG (Anélise de Consisténcia
e Reducio do Indice Diferencial baseado no Algoritmo de Gear) é uma ferramenta complementar
que foi acoplada ao cédigo INDEX (MURATA, 1996). O ACIG € uma ferramenta iterativa
implementada em ambiente Maple® com entrada de dados via leitura de arquivo #xt. Neste caso o
usudrio fornece neste arquivo a dimensao do sistema e o modelo em andlise, sendo fundamental
utilizar a nomenclatura padrio do Maple® para as varidveis e suas derivadas. Apds essa etapa, o
algoritmo faz a parti¢do do sistema, verifica se ele é semi-explicito, linear, linearmente implicito
ou nao linear, identifica sistemas implicitos de indice 1 ou superior ou sistemas semi-explicitos

de Hessenberg de indices 2 e 3. O usudrio pode optar por trés saidas, a saber, a geracdo do
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sistema de EADs de indice 1, a geracao do sistema de EDOs ou a geracao dos dois sistemas
(EADs e EDOs).

3.3.3 OTIMA

Resolver um PCO usando o MI exige a obtencao das condicdes de otimalidade. As-
sim, a depender do estudo de caso, expressdes complexas ou de grande dimensao podem ser
obtidas com a aplicac@o do PP. Neste contexto, Gomes (2000) desenvolveu o c6digo OTIMA,
implementado em ambiente Maple®, com o intuito de gerar automaticamente estas equacdes.
A versao desenvolvida por Gomes (2000) era mais restrita, isto €, ndo era capaz de lidar com
problemas com restri¢des de desigualdade e com condi¢des de fim. Por esse motivo, Lobato
(2004) desenvolveu uma segunda versdao do OTIMA para PCO com restri¢des de igualdade e
desigualdade. Neste mesmo contexto, Pfeifer (2007) desenvolveu a ferramenta OpCol, também
em ambiente Maple®, a qual consiste em um conjunto de estratégias para a caracteriza¢io
do PCO no contexto algébrico-diferencial em relacdo ao indice diferencial, resolubilidade e
condicdes iniciais consistentes, a implementagdo simbdlica do algoritmo de Gear e as geracoes
de otimalidade pelo OTIMA.

3.4 MODELOS DIFERENCIAIS FRACIONARIOS

Antes de tratar PCOs no contexto fraciondrio € preciso entender os conceitos particulares
relacionados a modelos matematicos representados por equagdes diferenciais fraciondrias. Dessa
maneira, os proximos tépicos apresentam o conceito de derivada fraciondria, de operador
fracionario, bem como a formulacdo matematica de alguns tipos de derivadas fraciondrias,

respectivamente.

3.4.1 FERRAMENTAS DERIVATIVAS

Segundo Avila et al. (2010), o cdlculo fraciondrio possibilita a obten¢io de uma modela-
gem mais precisa de alguns fendmenos fisicos, ao custo de uma maior complexidade numérica e
analitica quando comparadas as ferramentas de cdlculo tradicional. De acordo com Podlubny
(1998), durante trés séculos a teoria das derivadas fraciondrias se desenvolveu em um campo
tedrico puramente matemdtico sendo util apenas para matemadticos. Apenas nas ultimas décadas
que finalmente as derivadas e integrais de ordem nao inteiras se estenderam para problemas

préticos.

Teodoro (2019) relata a existéncia de uma grande quantidade de defini¢des envolvendo
o conceito de derivada fracionaria onde as mesmas sdo classificadas em trés classes, a saber,
as fraciondrias cléssicas, as fraciondrias locais e as fraciondrias com nicleo ndo singular. A
primeira classe teve inicio com a formulagdo proposta por Sonin (1869), a partir da integral de

Riemann-Liouville, uma generalizacdo da integral de Cauchy. J4 a segunda classe teve inicio no
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final da década de noventa e é composta pelas chamadas derivadas fraciondrias locais. Ap6s 2012,
novas formulacdes tém sido propostas, como por exemplo a derivada compativel, introduzida
por Khalil et al. (2014), bem como o chamado cédlculo compativel (ABDELJAWAD, 2015); a
derivada fraciondria alternativa, introduzida por Katugampola (2014) e, mais recente, varias
outras t€m sido introduzidas, das quais pode-se mencionar: a derivada M e a derivada V' (SOUSA
et al., 2018). Por fim, a terceira classe surge na literatura a partir do trabalho de Caputo e Fabrizio
(2015), onde os autores propuseram um nucleo ndo singular para a integral fraciondria. Como
exemplos pode-se citar os trabalhos desenvolvidos por Yang, Srivastava e Machado (2015), em
que propuseram um novo tipo de derivada para estudar o problema de difusdo andmala; Atangana
(2016), em que foi proposto um novo modelo para a equagao do tipo reagao-difusdo e Atangana

e Baleanu (2016) introduziram uma derivada com nticleo nao singular.

Apesar das trés classes apresentadas, nesta secdo serdo apresentados apenas estudos
das chamadas derivadas fraciondrias cldssicas. Dentro dessa classe, podem ser encontradas
varias formulagdes como as de Liouville, Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov,
Marchaud, Chen, Hadamard, Riesz, Weyl, Osler, Hilfer, Davidson-Essex, Coimbra, Canavati,
Cossar, Jumarie, Caputo-Hadamard, Hilfer-Katugampola, derivada fracionéria tipo Caputo
(OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2019), derivada pk, pq-fraciondria (OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2018) e

W-Hilfer, sendo essa tltima uma generalizagdo de vinte e duas outras derivadas.

3.4.2 CRITERIOS DE UM OPERADOR FRACIONARIO

No tépico anterior foi visto que existe mais de uma formulagdo para a derivada fracio-
néria (OLIVEIRA; MACHADO, 2014) e que o nimero de definicdes vem aumentando com
o passar do tempo, sendo cada uma delas mais adequada a um determinado contexto fisico
(RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015; TEODORO; OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2018). Assim, surge
o seguinte questionamento: Quais devem ser os critérios que um operador deve satisfazer para

que este possa ser considerado uma derivada fraciondria? (TEODORO, 2019).

Por isso, antes de apresentar a formulagdo matemadtica das derivadas fraciondrias, nesta
secdo serdo apresentados dois critérios que auxiliardo no uso ou nao de um dado operador
fraciondrio. Esses critérios foram propostos por Ross (1975) e por Ortigueira e Machado (2015).
Para a apresentacdo desses € usada a notagdo D para representar uma derivada fraciondria de

ordem «.

Critérios de Ross

1. A derivada fraciondria de uma fun¢do que pode ser localmente expandida em série de

Taylor pode ser obtida facilmente;

2. A derivagdo fraciondria, quando a ordem € um inteiro positivo n, n € N, deve produzir o
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mesmo resultado da derivacao ordindria, i.e.:

_D"f(x)::dzgfj (3.22)

e quando a ordem € um inteiro negativo n, n € N deve produzir o mesmo resultado da

n-ésima integracao ordindria, i.e.:
x Tn—1 1
D_”f(:v):/ / / f(r)drdm...dr,— (3.23)
o Jo 0

3. A derivada de ordem zero de uma fungio € a prépria fungdo, D°f(z) = f(x);
4. A derivada fraciondria € um operador linear;

5. A lei dos expoentes, D*DP f(x) = D“P f(z),a <0e <0
Critérios de Ortigueira e Machado

1. A derivada fraciondria é um operador linear;

2. A derivada fraciondria de ordem zero de uma fun¢@o f com relagdo a = € a prdpria funcio,

ie, D'f(z) = f(x);

3. A derivagdo fraciondria, quando a ordem € um inteiro deve produzir o mesmo resultado da

derivacdo ordindria;
4. A lei dos expoentes, DD? f(x) = D**8 f(x) é satisfeita para v < 0 e 3 < 0.

5. Vale a generalizacio da regra de Leibniz,

D (fa)g(o) = 3 () DA @) D" (o) 6.24)
sendo (a) Tt e
k) T(a—k+1)k! (3-25)

Tendo em vista esses dois critérios, é possivel afirmar que todas as derivadas fraciondrias
que serdo apresentadas na sequéncia obedencem as cinco propriedades apresentadas pelos auto-
res, 1.e., elas atendem aos critérios de linearidade, derivada de ordem zero, derivada de ordem
inteira, lei dos expoentes, a regra de Leibniz (generalizacdo), e, portanto, podem ser consideradas
um operador de derivadas fraciondria. Aqui ndo serdo apresentadas as provas matemaéticas para

esses critérios, no entanto, elas podem ser analisadas com detalhes em Teodoro (2019).
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3.4.3 TiIirPoS DE DERIVADAS FRACIONARIAS

Como citado anteriormente, existe uma grande quantidade de defini¢cdes envolvendo o
conceito de derivada fraciondria e essa secao serd dedicada ao estudo de algumas formulacdes de
derivadas fraciondrias que sdo comumente aplicadas na resolu¢do de PCOF. Foram escolhidas,
portanto, as formulacdes conforme os autores a seguir: Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville,
Caputo, Hilfer, Weyl, Riesz e Marchaud.

1) Griinwald-Letnikov

A derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov foi introduzida por Grunwald (1867) e
por Letnikov (1868). Essa formulacdo tem grande importancia em problemas numéricos e esta

baseada na generalizacdo da diferenciacio ordindria de ordem n € V.

Definicao 1. A derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov de ordem o, sendo o« € R de uma

funcdo f é definida através do limite de uma série:
1
cpDf(a) = lim— Y (~1)* (2‘) f(z — kh). (3.26)

2) Riemann-Liouville

O primeiro trabalho que apresentou a derivada de Riemann-Liouville foi proposto por
(SONIN, 1869). Essa € definida em termos da integral fraciondria e, por isso, € importante

mostrar primeiramente a defini¢do dessa integral.

A férmula de Cauchy para integrais repetidas € a base para o desenvolvimento do célculo
fracionario de Riemann-Liouville. As continuac¢des analiticas da féormula de Cauchy expandidas

para ordem arbitrdria geram as integrais a direita e a esquerda de Riemann-Liouville.

Definicao 2. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o de uma fungdo f causal é

dada por:

JOf(t) = ﬁ /0 f(r)(t — 1) dr, (3.27)

sendoa > 0,t>0e J% =1, sendo I o operador identidade.

Podemos escrever a integral fraciondria, Eq. (3.27), como um produto de convolugdo das

funcdes f e ¢, sendo a funcdo ¢, conhecida como fun¢do de Gel’fand-Shilov e dada por:

tozfl

60 = T(a) se t>0 (3.28)

0, se t<0
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Portanto, podemos escrever

Jf(t) = ﬁ / )t — 1) YT = gu(t) % £(1) (3.29)

onde * denota o produto de convolugao.

Na sequéncia sdo apresentadas as definicdes de integrais fraciondrias de Riemann-

Liouville a direita e a esquerda, no entanto, nessa secao € utilizada a Definicao 2 .

Definicao 3. Seja [a,b] um intervalo finito no eixo dos niimeros reais. As integrais fraciondrias
de Riemann-Liouville a esquerda e a direita de ordem o de uma fungdo f, 13, f(t) e IS f(t),

sdo dadas respectivamente por:

o, ft) = [Lf(r)(t—7)*dr, t>a (3.30)
Ipft)= [ f(r)t—r)tdr, t<b (3.31)

Serd utilizada a notagdo J o invés de I, quando for utilizada a Eq. (3.30) com a = 0.

Segundo Santos (2018), para « inteiro as integrais de Riemann-Liouville (Egs. (3.30)
e (3.31)) coincidem com integrais repetidas usuais da férmula de Chauchy. Além disso, pelas
defini¢Ges das Eqgs. (3.30) e (3.31) s@o notdrias que as integrais fraciondrias de Riemann-
Liouville convergem para quaisquer fungdes integraveis f se o > 1. Também € possivel provar a

convergéncia das Eqs. (3.30) e (3.31) para as fungdes f € L;[a, b] mesmo quando 0 < o < 1.

Os operadores de integragdo ,J5 ,J3, definidos nas Eqs. (3.30) e (3.31), desempenham
papel central no calculo fracionério de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fracio-
ndrias de Riemann-Lioville, € importante relembrar que para inteiros positivos n > m vale a

identidade D" f(z) = D2 I " f(X), onde D" f(x) é uma derivada usual de ordem inteira m.

Tendo em vista a defini¢ao da integral fraciondria, Definicao 2, é apresentado agora a

derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville.

Definicao 4. Seja o um niimero complexo tal que Re(a) > 0 e m o menor inteiro maior que
Re(a), assimm — 1 < Re(«) < m. A derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de uma

fungdo causal f é dada por:

am 1 dm [ f(r)
DYf(t) = —J"“f(t) = d 3.32
f(#) dtm 1) L(m — «) dt™ /0 (t — 7)a—m+l T (3.32)

Santos (2018) afirma que uma consequéncia importante dessa defini¢do € que as derivadas

de Riemann-Liouville sdo operadores ndo locais. O operador a esquerda (a direita) definido pela

expressdo integro-diferencial (Eq. (3.32)) depende de valores da fun¢do a esquerda (a direita) de
t.
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3) Caputo

Caputo em 1967 apresentou uma nova defini¢do de derivada fraciondria baseando-se na
definicdo de derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville. Essa derivada fracionéria passa
a ser mais restritiva que a de Riemann-Liouville e com esta formulacdo a derivada de uma
constante é definida como zero (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015), ao contrario do que ocorria na
derivada de Riemann-Liouville. As duas formulagdes s@o similares onde a diferenca encontra-se
na ordem dos operadores de derivacdo ordindria e de integracdo fraciondria, i.e., Caputo propde
uma derivada de ordem ndo inteira utilizando o operador integral de Riemann-Liouville de uma

forma diferente a da defini¢do da derivada de Riemann-Liouville.

Para Salgado (2015), embora tardiamente proposta tal defini¢do, sua aplicacdo se tornou
bastante udtil em modelagem de sistemas fisicos devido a forma das condi¢gdes iniciais em
problemas de valores iniciais de equagdes diferenciais que, diferentemente da abordagem que

utiliza a derivada de Riemann-Liouville, sdo dadas em termos de derivadas de ordem inteira.

Definicao 5. Sejam o um niimero complexo tal que a parte real é maior do que zeo e m é o
menor inteiro maior que a parte real de o, i.e., maior do que m — 1 e menor do que m. A
derivada fraciondria segundo Caputo de uma funcdo suficientemente bem-comportada f é dada

por:

DO f(t) = T D" f (1), (3.33)

sendo J, a integral fraciondria conforme Definigdo 2.

Segundo Santos (2018), uma consequéncia importante desta definicdo € que as derivadas
de Caputo sdo considerados operadores ndo locais. A derivada a esquerda (a direita) definida pela
expressao integro-diferencial da Eq. (3.33) depende de valores da funcao a esquerda (a direita)
de t. No caso particular em que a derivada de Caputo for no tempo ¢, o valor da derivada a
esquerda depende dos valores da fun¢@o desde o instante inicial até ¢. Dessa maneira, a derivada
de Caputo a esquerda introduz naturalmente efeitos de memoria. Além do mais, a vantagem de
se utilizar as derivadas de Caputo ao invés das derivadas de Riemann-Liouville na modelagem
de problemas reais estd no fato ao fato de que o valor das derivadas de Caputo de uma fungao

constante sdo zero para todos o > 0, 1.e.:

Cpe1 =0, ¢De1=0. (3.34)

Como consequéncia deste fato, equagdes diferenciais envolvendo derivadas de Caputo re-
querem condig¢des iniciais usuais. Diferente do que ocorre com equagdes diferenciais envolvendo
derivadas Riemann-Liouville onde a solu¢do costuma ser singular no tempo inicial, requerendo
condig¢des iniciais ndo usuais e de interpretacao ndo clara. Essa andlise também ¢é realizada por
Podlubny (1998), em que é confirmada que a principal vantagem da aproximacgdo de Caputo é

que as condicdes iniciais para solugdes de equacgdes diferenciais fraciondrias assumem a mesma
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forma que as equacgdes diferenciais de ordem inteira, contendo, portanto, os valores limites das

derivadas de ordem inteira de fun¢des desconhecidas com o terminal inferior de ¢ = a.

A versdo expandida da derivada direita e esquerda de Caputo conforme Agrawal (2006)

¢ dada como segue.

A Derivada Fraciondria Esquerda de Caputo (DFEC)

C o _ 1 ! . n—a—1 i "

ED ) = Form /a (t— 1) ( dT) F(r)dr (3.35)
A Derivada Fraciondria Direita de Caputo (DFDC)

Cpeft) = — b Tl ' d 3.36

FDRI0) = ey | =0 (<) S (3.36)

onde f(t) é a fung¢do dependente do tempo, « € a ordem da derivadae (n — 1 < o < 1).

Assim, observa-se que a derivada de Caputo € uma integral fraciondria de uma derivada
de ordem inteira e a derivada de Riemann-Liouville € a derivada de ordem inteira de uma
integral fraciondria. No entanto, a derivada fraciondria de Caputo € mais restritiva que a derivada
fraciondria de Riemann-Liouville, uma vez que para a derivada fraciondria de Caputo de ordem
a de uma funcdo f exista € necessdrio a integrabilidade da derivada de ordem m de f, sendo
m — 1 < R(a) < m (CAMARGO, 2009).

Um Breve Comparativo entre Riemann-Louville e Caputo

Como visto anteriormente, as derivadas fraciondrias de Caputo e Riemann-Liouville sao
operadores nao locais, diferindo bastante da definicao usual de derivada. De acordo com Santos
(2018), o éxito da utilizac@o do célculo fraciondrio estd relacionado com escolha do operador
derivada segundo a conveniéncia de cada questdo. O autor também realiza uma breve discussao
sobre as defini¢cdes segundo Caputo e Riemann-Liouville, uma vez que elas diferem entre si na
ordem dos operadores integral e derivada, o que significa que ao permutar a ordem da integral e

a derivada fraciondria, o resultado final sofre alteracoes.

Assim, seja uma fun¢do f(t) a qual possa ser aplicada a integral e a derivada de ordem

ndo-inteira, entao:

DPf(t) = D[P £()] # "7 [D™ f(1)] = DIF(1). (3.37)

Santos (2018) afirma que a comutacdo entre os operadores integral e derivada é possivel
quando em ¢t = 07 pois f() e suas derivadas de ordem inteira menores que m se anulam. Neste
caso, para salientar que as versdes de Riemann-Liouville e Caputo sdo correspondentes em
alguns casos, Santos (2018) ilustra o fato chamando a aten¢do para a derivada fraciondria da
funcdo f(x) = z* de ordem 8 € R com pu # 0 e p > —1, e afirma que nestas condi¢des

ambas as derivadas coincidem, pois para todo n < m — 1, tem-se f (n) (0%) = 0. Isso pode ser
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evidenciado quando integrando por partes m — 1 < § < met > 0, obtendo a seguinte resultado:

m—1

th=h
DPf(t) = D f( ® (o). 3.38
f(®) f+§%rk6+f() (338)

A equacgdo acima pode ser reescrita como:
m—1 tk
B8 _ Ol
DAf(t) = -> /(0 (3.39)
k=0

Como conclusio desse comparativo, o Santos (2018) demonstra que a derivada fracio-
ndria segundo Caputo é mais abrangente pois engloba tanto os valores iniciais da funcdo f(t)
tanto quanto suas respectivas derivadas de ordem inteira menores que m — 1. Por possuir essa
caracterfistica, muitos autores consideram a derivada segundo Caputo mais precisa do que a de
Riemann-Liouville, uma vez que é possivel fazer a interpretacao fisica desta definicdo. Como
ja evidenciado, as derivadas fraciondrias segundo Riemann-Liouville e Caputo coincidem para

polindmios ndo-constantes, mas diferem para constantes (VARALTA, 2014).
4) Hilfer

E importante ressaltar que a derivada fraciondria de Hilfer recupera, para valores par-
ticulares de parametros, as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo (no sentido estrito)
e também a derivada de Weyl, i.e., as derivadas de Weyl sao obtidas para um valor particular
extremo da integral e as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo sdo obtidas para valores

particulares da ordem da derivada através de valores apropriados para a e i na derivada de Hilfer.
Definicao 6. A derivada de Hilfer de ordem o e tipo pcom (0 < a < 1e 0 < o < 1de uma
funcdo f é dada por:

Dt f(t) = £L4™ DI £ (1) (3.40)
sendo, as integrais 1, conforme Egs. (3.30) e (3.31).

Caso a = Fo00, a derivada de Hilfer recupera a derivada de Weyl. Se 4y = 0 e a = 0,
a derivada segundo Hilfer a esquerda recupera-se a derivada de Riemann-Liouville, conforme
a Definicdo 4, e se 1 = 1 e a = 0, a derivada segundo Hilfer a esquerda obtém a derivada de

Caputo, conforme Definicao 5. De fato, para 0 < < 1 temos,

Dylf(t) = I, DI f(t) = DJ' " f(t) = Df(t), (3.41)

DM f(t) = 2D, f(t) = J'7Df(t) =. D*f(t). (3.42)

Para um caso mais geral, onde sdo definidas as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo

a direita e a esquerda, tem-se: 0 < o < 1,

D&Y f(t) = I°, DINf(t) = DI f(t) = D2, f(2), (3.43)
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D f(t) = IL.DID, f(t) = IL2°Df(t) =. D, f(1). (3.44)

E observado que para y = y + o — ap com 0 < v < 1 pode-se escrever a derivada de

Hilfer em termos da derivada de Riemann-Liouville.
DL (1) = 117 DY, £ (8). (3.45)

5) Weyl

Weyl (1917) definiu uma nova derivada fraciondria e de mesmo nome. A derivada
fraciondria de Weyl, também pode ser vista como um caso particular da derivada de Hilfer.
Adicionalmente, o autor propds uma definicdo apropriada para fungdes periddicas (SAMKO;
KILBAS; MARICHEV, 1993).

Definicao 7. A derivada de Weyl de ordem o« com 0 < o < 1 uma fungdo f é dada por:

d

WEF(E) =+ L7 f (1), (3.46)

sendo, 1.~ as integrais fraciondrias de Weyl, & esquerda e a direita, dadas por:
IS f(t) / f(T)(t — 1) dr, (3.47)

1
I“f(t) = —t)*d 3.48
= (o) / f(r T. (3.48)
E observado que se &« = 400 e 1 = 0 na derivada fraciondria de Hilfer, é obtido a

derivada fraciondria de Weyl.
6) Riesz

Riesz desenvolveu uma teoria voltada para funcdes de vdrias varidveis com a finalidade
de obter solucdo de problemas em equacdes diferenciais parciais (OLDHAM; SPANIER, 1974).
Sua formulacao de derivada fraciondria merece destaque devido a importancia nas aplicagdes, em
particular, quando a ordem fraciondria se encontra na varidvel espacial. A derivada fraciondria
de Riesz desempenha papel fundamental na resolucdo da equacdo de Schodinger fracionéria
além de outras aplicagdes (OLIVEIRA; COSTA; JR, 2010; BAYIN, 2016).

Uma das formas de se definir a derivada fraciondria de Riesz € utilizar as derivadas
fraciondrias no mesmo contexto que Weyl. A derivada de Riesz € definida como (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015; OLIVEIRA; MACHADO, 2014):

DY f(x) + D2 f(x)

—(—A)%f(x) T 9 cos(ra/2)

(3.49)
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para a # 1, onde D e D¢ sdo as derivadas fraciondrias de Weyl (HILFER, 2000) a direita e a

esquerda, respectivamente, de ordem «, dadas por:

d d

Dys) = () s D) = (—) s, 650

en € N,talquen — 1 < a < n,e I e I? sdo, respectivamente, as integrais fraciondrias a

direita e a esquerda de Weyl de ordem o > 0, dada por:

19 f(x) = ﬁ / Do de, 1) = ﬁ / e — o) p(e)de.

7) Marchaud
Marchaud em 1927 (MILLER; ROSS, 1993; MACHADO; KIRYAKOVA; MAINARDI,

2011) introduziu uma nova defini¢ao para ordem nao inteira de derivadas. Para isso, ele conside-
rou uma derivada fraciondria de ordem arbitraria o com 0 < o < 1. Esta defini¢do coincide com
a versdo de Liouville para determinados tipos de fun¢des (MILLER; ROSS, 1993).

Definicao 8. Considerando —oco <a<b<ooel < a < 1.

Derivada de Marchaud:

- [ e

Derivada do lado esquerdo de Marchaud:

DY f(t) o) / UC £1+a —&) e (3.52)

Derivada do lado direito de Marchaud:

Dof) =y [ T e e (.53

3.4.4 INTERPRETAGCAO GEOMETRICA E FiSICA DAS DERIVADAS
FRACIONARIAS

Segundo Teodoro, Oliveira e Oliveira (2018), a grande quantidade de defini¢cdes envol-
vendo derivadas fraciondrias que podem ser encontradas na literatura especializada advém do
fato de ndo haver uma interpretacdo geométrica e/ou fisica universalmente aceita em comparagdo
ao célculo de ordem inteira (em que a derivada € interpretada como um taxa ou estd associada a
tangente de uma curva). Todavia, Podlubny (2001) propde uma interpretacdo fisica e geométrica
de Integrac@o Fraciondria e de Diferenciacdo Fraciondria. Dessa maneira, o autor apresenta

uma simples interpretacdo geométrica baseada na defini¢ao de Riemann-Louville utilizando o
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conceito matemaético desenvolvido por Bullock (1988). Assim, esta defini¢do pode ser escrita

comao.
I = / £(7)dg(7) (3.54)
com 1
9(1) = m[ta(t —7)°] (3.55)

A partir desta informag@o plota-se um grafico tridimensional com os eixos ¢(7), f(7) e 7,
como apresentado na Figura 2. Tendo o fato que f(7) é independente de g(7), a projecéo da drea
abaixo de f(7), sobre o plano (7, f(7)), é fg f(r)dr, é semelhante a defini¢do da integral com
ordem inteira. J4 a projecdo da drea abaixo da curva, sobre o plano f(7), g(7), é fot f(r)dg(T)
(Eq.3.54), i.e.; a integral da funcdo com uma escala de tempo ndo homogénea que depende do

parametro o.

0 o

1111l Parede ordem inteira
3" Parede ordem fracionaria (escala ndo linear)
Bl Area abaixo da funcio

Figura 2 — Interpretacdo de Podlubny. A derivada fraciondria é considerada a projecdo da drea abaixo das
fungdes em uma escala de tempo ndo linear ¢g(7), com um pardmetro de deformacdo « (ordem
da derivada).

Uma segunda interpretacdo geométrica se baseia no que foi proposto por Machado (2003).
Nesta o autor analisou o cdlculo com ordem fraciondria sob o ponto de vista probabilistico
considerando a definicao de Griinwald-Letnikov. Com base nisso, Gutierrez, Rosario e Machado
(2010) concluiram que a derivada fraciondria ¢ uma soma ponderada do valor da fungdo f(x) e
equivale ao declive da reta (6) que une o valor presente de f(x) ao outro valor simbolizado por

E(z), conforme ilustrado na Figura 2.

Em relagdo a interpretacdo fisica, Podlubny (2001) diz que a integragdo fraciondria de
Riemann-Louville € definida em termos de escala de tempo homogénea e ndo homogénea. Este

mesmo raciocinio, segundo este autor, pode ser extendido para a andlise da derivada fraciondria
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Figura 3 — Interpretacdo de Tenreiro. Os valores proximos ao ponto de avaliacdo tém uma efeito mais
significativo sobre “o presente” do que outros.

de Riemann-Louville e de Caputo. Além disso, Podlubny (2001) também destaca dois conceitos
a saber, o tempo cosmico € o tempo individual. O primeiro representa um tempo dividido em uma
escala ndo homogénea, i.e.; o universo estd em permanente expansao. Neste caso, ambas as escala
espacial e temporal sdo dindmicas. J4 o segundo conceito ¢ uma representacao de escala de tempo
ideal e, por isso, € dividida de forma homogénea com fra¢gdes do tempo igualmente espagadas.
Dessa forma, a escala de tempo homogénea pode ser considerada como uma aproximag¢ao do

tempo ideal.

Conforme destacado por Li, Qian e Chen (2011), as derivadas de Caputo e de Riemannn-
Liouville sdo as mais usadas em diferentes campos da ciéncia. A primeira é bem mais recebida
justamente porque o valor inicial da equagdo diferencial fraciondria € o mesmo que d4 uma
equacdo diferencial de ordem inteira, i.e.; z(0) = xy para ambos os modelos com ordem inteira
e fraciondria. Entretanto, para as equacdes diferenciais fraciondrias de Riemann-Liouville seus
valores iniciais envolvem derivada e/ou integral fraciondrias. Neste caso, analisar fisicamente
o significado destas condi¢Oes ndo € uma tarefa trivial, visto que isso significa interpretar tais

derivadas e/ou integrais.

3.4.5 INDICE DIFERENCIAL PARA ORDEM FRACIONARIA

Na se¢do 2.4 foi apresentado o conceito de ID no contexto inteiro. Intuitivamente, pode-
se estender este conceito para um sistema de EADs com ordem fraciondria. Para esta finalidade

serd revisitado o problema do péndulo (ver a descricao na se¢do 2.4), todavia, escrito no contexto
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fracionario:
‘(% —u (3.56)
% . (3.57)
% = —Q;L—A (3.58)
% _ g % (3.59)
v? oyt = L2 (3.60)

onde « € a ordem fraciondria (0 < o < 1).

Analogamente para o que foi apresentado para a ordem inteira, deriva-se a Eq. (3.60)
com relacdo ao tempo. Em seguida as derivadas fraciondrias com relag@o a x e y sdo substituidas
considerando Eq. (3.56) e Eq. (3.57). Dessa forma obtém-se:

d*x d“y
20— + y—— = 3.61
T T g =0 (3-61)
U+ Yyv = (3.62)

Diferenciando a Eq. (3.62) e fazendo as substitui¢cdes necessarias obtém-se Eq. (3.63) e
Eq. (3.64), respectivamente:
d“u . d“v n d“x . d“y
x u v
date Ve T e T e
—2*T —yg — y*T +u* +v* =0 (3.64)

=0 (3.63)

Novamente, diferenciando a Eq. (3.64) e substituindo as respectivas derivadas, obtem-se

a equacao diferencial fraciondria com relagao a variavel 7":

d*T  —3vg — 2T (ux + yv)
dte L2

(3.65)

Assim, observa-se que mesmo adotando uma equacao diferencial ordindria fraciondria
para compor o sistema puramente diferencial (Eq. (3.56-3.59) e Eq. (3.65)), a quantidade de
diferenciacdes permaneceu da mesma que a encontrada para o caso com ID inteiro (o = 1),
i.e., foram necessdrias trés diferenciacdes para obter, de forma explicita, a equacgao diferencial
fraciondria em relacdo a varidvel T'. Assim, para este caso particular, o valor do ID nao foi

alterado pela ordem fraciondria («).

3.4.6 CONSISTENCIA DIMENSIONAL DE MODELOS FRACIONARIOS

Como observado até o presente momento, os problemas dinAmicos podem ser modelados
por equagdes diferenciais de ordem inteira ou com ordem fracionéria. Ao empregar o calculo fra-

ciondrio para esta tarefa deve-se observar dois pontos, a saber, a interpretacao fisica e geométrica
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das integrais e derivadas fraciondrias e a consisténcia dimensional do modelo fraciondrio. No
que tange a consisténcia dimensional, ao se trabalhar com uma equacao diferencial fracionaria
tem-se que observar o balanco de unidades. Para fins de aplicag@o, considere a funcao horaria da

velocidade em fung¢do do tempo:

ds
— = 3.66
7 (3.66)
em que s é o espago, v € a velocidade e ¢ € o tempo. Do ponto de vista dimensional, para o
sistema MKS (metro-kilograma-segundo) de unidades tem-se:
m m
2] =12 (3.67)
s s
Assim, para uma equacdo diferencial com ordem inteira, o lado esquerdo € igual ao lado
direito, i.e.; o modelo apresentado € dimensionalmente coerente. Agora vamos considerar o
mesmo modelo no contexto fraciondrio:
d“s
— =0 3.68
g0 (3.68)

em que « € a ordem fraciondria. Neste caso, dimensionalmente tem-se:

m m
=]+ 2 (3.69)
s s

Como pode ser observado para esta aplicagdo o lado esquerdo ndo € igual ao lado
direito no que tange o balan¢o de unidades. Assim, ao se trabalhar com um modelo diferencial
fraciondrio que representa um fendmeno fisico, deve-se realizar a andlise dimensional do mesmo

€ a sua correcao.

Para esta finalidade, pode-se empregar a definicdo de tempo cosmico (PODLUBNY,
2001) como forma de corrigir a dimensd@o de um modelo diferencial fracionério. Neste con-
texto, Gomez-Aguilar et al. (2012) propuseram, baseado neste conceito, um fator de correcao
em modelos diferenciais fraciondrios aplicados a osciladores mecanicos. Assim, para corrigir
dimensionalmente um termo diferencial fraciondrio em que o tempo € a varidvel independente
deve-se multiplicar o mesmo por um fator de correcio. Neste caso, como a varidvel independente
€ o tempo, este fator, que depende da ordem fraciondria, tem, obrigatoriamente, a unidade de
tempo. Neste caso, considerando o sistema MKS, o termo diferencial fraciondrio corrigido é
definido como (PODLUBNY, 2001):
{ ! da]:[l], 0<a<l (3.70)

o(1=a) gt s

em que 1/(c(!=%)) & o fator de correciio (sendo o um pardmetro que tem unidade, neste caso, do

tempo).

Ao realizar a andlise dimensional para esta equacdo observa-se que ambos os lados tém a

mesma unidade, i.e.; sdo consistentes dimensionalmente. Para o caso em que « € igual a unidade,
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a Eq. (3.70) se torna um operador derivativo ordindrio com ordem inteira. De forma geral, um
operador diferencial ordindrio pode ser substituido pelo operador fracionério derivativo conforme

representado abaixo:
d 1 d*

£, 2 g<a<1 (3.71)
dt — ol=a) dto -

Segundo Podlubny (2001) o parametro ¢ pode ser interpretado como a componente do
tempo fraciondrio no sistema em andlise. E importante ressaltar que este mesmo procedimento

pode ser adotado para derivadas de ordem superior.

Para fins de aplicagcdo considere o modelo diferencial fraciondrio dado pela Eq. (3.68).

Neste caso, aplicando este conceito a este estudo de caso obtém-se:
1 d°s
o(1=a) dte

- (3.72)

Se o tem unidade de tempo, dimensionalmente tem-se:

) 5] -] 6

Assim, verifica-se que ao se corrigir o operador diferencial fraciondrio, o modelo se torna
dimensionalmente coerente. Cabe destacar que este conceito t€ém sido empregado em diferentes
aplicacdes (GOMEZ-AGUILAR; RAZO-HERNANDEZ; GRANADOS-LIEBERMAN, 2014;
ROSALES et al., 2011; NASROLAHPOUR, 2012; AGUILAR; HERNANDEZ, 2014; LIMA;
LOBATO; STEFFEN JR, 2021b). Finalmente, enfatiza-se que, para que o valor de o ndo interfira
no valor dos perfis simulados, este pode ser definido como sendo igual a unidade. Assim, este

parametro corrige a unidade sem interferir no valor dos perfis simulados.

3.4.7 APLICACOES DO CALCULO FRACIONARIO

Apesar de o Calculo Fraciondrio datar de quase 300 anos atrés, as suas aplicacdes ainda
sdo recentes e restritas dentro do campo da ciéncia e da engenharia. No meio académico ja é
possivel vislumbrar bons trabalhos nos campos da Fisica, Biologia, Economia, Engenharia de
Materiais, Engenharia Mecénica entre outros. Na sequéncia serdo apresentados, em categorias,

alguns desses trabalhos.

* Fisica: nesse campo é possivel encontrar trabalhos sobre difusdo anémala (METZLER
et al., 2014), viscoelasticidade fraciondria (PANDEY; HOLM, 2016), fluidos complexos
(LENZI et al., 2017), eletromagnetismo (BOHANNAN; KNAUBER, 2015), acustica
(CHEN; HU; CALI, 2016), fisica estatistica (VOT; ABAD; YUSTE, 2017) e termo elastici-
dade (POVSTENKO, 2016).

* Controle: é possivel encontrar trabalhos sobre teoria de controle com ordem fraciondria
(MANDIC et al., 2017; KRIJNEN; OSTAYEN; HOSSEINNIA, 2018; AZAR; SERRANO;
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KAMAL, 2021), controle de vibracdo ativa (FELIU-TALEGON; SAN-MILLAN; FELIU-
BATLLE, 2016), modelagem de sistema (YANG; SRIVASTAVA; MACHADO, 2015) e

implementa¢do numérica (XUE, 2017).

* Processamento de sinal e imagem: podem ser encontrados trabalhos sobre processa-
mento de imagem (YI-FEI, 2007; PU; ZHOU; YUAN, 2009) e processamento de sinal
(NIGMATULLIN; GINIATULLIN; SKORINKIN, 2014; NIGMATULLIN et al., 2015).

* Sistemas mecanicos e dindmicos: as trabalhos mais recentes tratam sobre sistemas dina-
micos (BALEANU et al., 2017; WU; BALEANU; LUO, 2017), mecanica de estruturas
(CAJ IC; KARLICIC; LAZAREVIC, 2017), mecanica de fluidos ndo Newtonianos e micro-
fluxos (WANG et al., 2017; JIANG et al., 2017), dindmica de fluidos (MEHDINEJADIANI;
JAFARI; BALEANU, 2013), mecanica de fluidos (SUN et al., 2018), geomecanica (CAI;
CHEN; XU, 2017) e mecanica de materiais (MENG et al., 2016).

* Biologia: os trabalhos encontrados nesse campo sdo sobre os temas da bioengenharia
(INGO et al., 2014; KARAMAN et al., 2016), dindmica nao linear (SHI; WANG, 2014),
epidemiologia (PINTO; CARVALHO, 2017b; PINTO; CARVALHO, 2017a), biotecnolo-
gia (VALERIO; NETO; VINGA, 2019) e mais recentemente, modelagem da transmissao
do COVID-19 e andlise das estratégias de disseminacao (KHAJJI et al., 2021).

* Medicina: nesse campo, ja existem estudos sobre modelo matemdatico composto por
equagoes diferenciais fraciondrias com objetivo de analisar a relagdo entre o consumo de
peixes e a mortalidade por doencas cardiacas cronicas no Egito (AMEEN et al., 2020),
assim como sobre modelo de epidemia de ordem fraciondria ndo linear para a transmissao
do HIV (NAIK; ZU; OWOLABI, 2020a).

» Ciéncia ambiental: é possivel encontrar trabalhos sobre corrosdo em concreto (WEI,;
CHEN; ZHANG, 2017), hidrologia (ZHANG et al., 2016), transporte de sedimentos (SUN
et al., 2015), transporte de soluto (SUN et al., 2014) e quimica ambiental (BOLSTER;
BENSON; SINGHA, 2017).

* Materiais: existem trabalhos interessantes sobre o tema de polimero com memoria de
forma (LI et al., 2017) e materiais pldsticos viscoeldsticos (XIAO; SUN; CHEN, 2016).

* Economia: nessa drea podem ser encontrados trabalhos sobre economia matematica
(TARASOV; TARASOVA, 2016; TARASOVA; TARASOV, 2017) como também novas
andlises sobre modelos numéricos que retratam o desenvolvimento monetdrio mundial
(MAHDY; EL-BARY et al., 2021).

* Campo da engenharia multidisciplinar: nesse outro campo € encontrado aplicagdes em
materiais dielétricos andmalos (GARRA; GARRAPPA, 2018), materiais eletroquimicos
(ALLAGUTI et al., 2016) e energia (ZHOKH; STRIZHAK, 2017).
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Especificamente no campo da Engenharia Mecanica € possivel encontrar trabalhos que
associam o estudo do célculo fraciondrio a modelagem de sistemas mecanicos. Entretanto, a
maioria dos estudos lidam com o tradicional Controle Classico. No que se refere aos Problemas
de Controle Otimo Fraciondrios (PFOFs) ainda ndo sdo muitas as aplicacdes, o que por um lado
€ bastante interessante e se torna um estimulo para o desenvolvimento de trabalhos nessa linha.
E o caso, por exemplo, do estudo realizado por Avila et al. (2010) em que o cdlculo fraciondrio
¢ aplicado na modelagem de sistemas vibratérios com amortecimento viscoeldstico no ambito
da Dinamica Estrutural utilizando Controle Cléssico. Nesse estudo, ele foca na simulagao do
comportamento dindmico de sistemas estruturais dotados de amortecedores viscoelasticos no
dominio do tempo. Gomez-Aguilar et al. (2015) realizaram um estudo sobre um sistema massa-
mola-amortecedor utilizando as derivadas de Caputo e de Caputo-Fabrizio. Para preservar o
sistema de unidades fisicas € introduzido um parametro o. Os resultados obtidos mostraram o
comportamento viscoeldstico produzindo uma fractalidade temporal, bem como a existéncia
de heterogeneidades do material. Yuan e Agrawal (2002) propuseram um esquema numérico
para resolver sistemas dinamicos envolvendo derivadas fraciondrias. Os autores aplicaram esse
esquema em um sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade composto por um
unico amortecedor fracionario. Demir, Bildik e Sinir (2012) estudaram a viscoelasticidade de
uma viga no contexto fraciondrio via andlise das vibracdes longitudinais oriundas da aplicagdo de
uma for¢a harmonica externa. Para essa finalidade foi utilizada a derivada de Riemann-Louivelle.
Biichner (2017) estudou um neutralizador dindmico de vibragdes torcionais viscoeldsticos
aplicado em um sistema rotodinamico. Para a modelagem do sistema, o autor usa um modelo
fraciondrio da viscoelasticidade linear e afirma que a op¢do por esse método de modelagem se
deve a habilidade do modelo fracionario em descrever, de forma mais realistica, o comportamento
dindmico de materiais poliméricos. Freundlich e Sado (2020) apresentaram um estudo sobre um
sistema dindmico ndo linear com trés graus de liberdade composto por um péndulo esférico e um
amortecedor do tipo fraciondrio. Nesse trabalho, as propriedades viscoeldsticas do amortecedor
sdo descritas através da derivada de Caputo e o impacto da ordem fraciondria ndo sistema
€ estudado. Os autores também enfatizam que na engenharia pratica, sistemas que contém
um péndulo esférico sdo uteis para modelar a dindmica de certos tipos de estruturas. Meng
(2021) apresenta uma abordagem de calculo fraciondrio usada para descrever o comportamento
ndo linear de compdsitos poliméricos ferroelétricos de ambas as perspectivas viscoelastica
e dielétrica. Os elementos fraciondrios para viscoelasticidade e dieletricidade sdo o “spring-
pot” e o “cap-resistor”, que podem capturar as propriedades intermedidrias entre a mola e o
painel de instrumentos ou capacitor e resistor, respectivamente. Para modelar a deformacao
viscoeldstica, a equagdo “spring-pot” € usada diretamente como o modelo mecanico fraciondrio.
As comparacdes com resultados experimentais sugerem que os modelos propostos podem
descrever bem a deformacao viscoeldstica, bem como a dependéncia da frequéncia da constante

dielétrica e perda dielétrica do ferroelétrico compdsitos poliméricos.
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3.5 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO FRACIONARIO

Conforme apresentado anteriormente, o uso do cdlculo fracionério na representacao de
sistemas nas diferentes dreas da ciéncia tem contribuido para uma melhor descri¢do dos mesmos.
Isto ndo é diferente quando se trata do Problema de Controle Otimo Fracionério (PCOF). Este
se diferencia do PCO (com ordem inteira) pela presenca de um vetor de restri¢des diferenciais
fracionarias. Em outras palavras, o PCOF pode ser considerado como uma generaliza¢do do

PCO. Assim sendo, do ponto de vista matemaético este problema pode ser definido como:

ty
m(igl J = WU(x(ty), ty) +/ L(x,u,t)dt (3.74)
u(t 0

sujeito as seguintes restricoes algébrico-diferenciais fraciondrias:

h(dx®/dt*, x,u,t) =0 (3.75a)
g(z,u,t) <0 (3.75b)
< p(t) < X (3.75¢)
u™™ < u(t) < u™ (3.75d)

onde t é o tempo, x(t) é o vetor das varidveis de estado, « é a ordem fraciondria, u(t) é o
vetor das varidveis de controle, ¥ e L representam o primeiro e o segundo termos da funcdo
objetivo J, sendo WV definida no tempo final ¢f, /i € g representam os vetores de restri¢oes de
igualdade (algébticas e diferenciais) e desigualdade, respectivamente. Os superscritos min e max
identificam, respectivamente, os limites inferior e superior do vetor de varidveis de estado e de

controle.

A extensdo da teoria de controle 6timo para o contexto fraciondrio € 4rea relativamente
recente da matematica e tem sido desenvolvida a partir da incorporacao das defini¢cdes existentes

no calculo fracionario.

3.5.1 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PCOS COM ORDEM FRA-
CIONARIA

Considere o PCOF definido como:
ty
J(u) = / F(z,u,t)dt (3.76)
0
sujeito ao seguinte modelo diferencial fraciondrio:
YDz = G(z,ut), x(0) =z (3.77)

em que J € a fungdo objetivo, ¢t é o tempo, = € a varidvel de estado (zy € a condigdo inicial

associada a essa varidvel), u € a varidvel de controle, F' e GG sdo duas fun¢des que dependem de
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informacdes do estado e do controle e o € a ordem fraciondria do modelo, sendo 0 < o < 1. Se

a = 1 tem-se o0 PCO com ordem inteira.

Para encontrar a estratégia de controle 6tima, € definido um indice de desempenho

modificado através da abordagem tradicional, conforme apresentado no capitulo anterior, i.e.:
ty

Tw = [ IFat) + NGlaat) - Do) (3.78)
0

onde A € a varidvel adjunta (co-estado).

Tomando a variacdo da Eq. (3.78) obtém-se:

_ b 1oF oF o
0J(u) = /0 [a—x&ﬁ + %510 + ING(z,u,t) — (DS x)} dt+

YT O (0G . 9G .
+/O {)\ (a—xax + 50— 6(oD; x))] dt (3.79)

onde dx, du e O\, s@o as variacdes de x, u e A consistentes com a condicdo terminal especificada,

respectivamente.

Se integrarmos essa equagado por partes pode-se obter seguinte o indice de desempenho:

_ ty F
dJ(u) = / {&\(G(x,u,t) — oDfz) + oz (g_x + )\% + thf‘/\)} dt+
0
tf F
/ {5u (8_ + )\§>} dt (3.80)
0 ou ou

Para obter a condi¢ao necessdria, combina-se as Eqs. (3.76) e (3.77). A partir disso,
obtém-se as variacdes referentes a essa equacao. Em seguida, assim como apresentado para o
PCO de ordem inteira, integra-se este modelo por partes, fazendo com que as variacdes sejam

iguais a zero, o que implica no seguinte sistema de equagdes:

§Dx = G(zu,t), z(0) = xg (3.81a)
OF  0G
Chay —
FDPA = o+ Ao, Alty) =0 (3.81b)
oF  0G
& 81
5 TA5- =0 (3.81c)

As Equacdes (3.81a) a (3.81c) representam as condicdes de otimalidade (ou equagdes de
Euler-Lagrange) para o PCOF. Estas sdo semelhantes as desenvolvidas para PCO com ordem
inteira apresentadas por Agrawal (2006). Conforme descrito por Agrawal (2004) e Agrawal
(2008b) a avaliacdo das condi¢des gerais necessarias para um PCOF depende do tipo de derivada
fraciondria considerada. Nesse trabalho, optou-se por trabalhar com Derivada Fraciondria de
Caputo devido ao fato desta incorporar de maneira direta as condi¢des iniciais tradicionais
Agrawal (2008a), bem como pelo efeito de memoria (GOMEZ—AGUILAR et al., 2015).



3.5. Problema de Controle Otimo Fraciondrio 49

Neste caso, pode-se generalizar o modelo acima de forma a contemplar contribuicdes
considerando equacdes diferenciais com ordem inteira e fraciondria, conforme sugerido por
Pooseh, Almeida e Torres (2013) e por Toledo-Hernandez et al. (2014). Para essa finalidade

considere o seguinte modelo diferencial:
Mi(t) + N ¥Drx(t) = G(t,x(t)u(t)) (3.82)

com as seguintes condi¢des de contorno:

z(a) =z, (3.83)

Neste modelo, M e N (# 0) sdo matrizes que definem a caracteristica do modelo (inteiro,
fraciondrio ou uma combinagdo de ambos), x, 0 vetor que representa a condicao inicial para o
vetor de varidveis de estado, e « € a ordem fraciondria. Neste caso, se (x, u, A\) € um minimizador
para o modelo diferencial acima, existe um estado adjacente \ que satisfaz a seguinte condi¢ao
de otimalidade (POOSEH; ALMEIDA; TORRES, 2013):

~ OH(t,a(t),u(t),A(t))

Mi(t) + N DY (t) = D\ , 2(0) =2, (3.84a)
MA(t) + N DEA(t) = of (t"”(tgf(t)’w)), Alty) =0 (3.84b)
OH(ta()u) D) _ (.50

ou
para todos os ¢ pertencentes a [a, t¢], sendo ¢ o tempo 6timo entdo a fun¢do Hamiltoniano H é

definida como:

H(ta(t) u(t) A(t) = Flta(t)ult)) + MOG(Ea(t)u(t) (3.85)

Sob condig¢des especiais (convexidade e linearidade) do funcional F' e do lado direito
de G, as condi¢des de otimalidade dadas pela Egs. (3.84a) a (3.84c) também sao suficientes
(POOSEH; ALMEIDA; TORRES, 2013). Além disso, se a ordem das derivadas fracionarias, «

for igual a 1, o sistema de equagdes se reduz as equacdes classicas.

3.5.2 ESTRATEGIAS NUMERIAS APLICADAS A PCOF's

Numericamente, resolver um PCOF consiste em utilizar estratégias especificas para o
tratamento de equagdes diferenciais fraciondrias, o que implica, naturalmente, no aumento da
complexidade em relacdo as abordagens existentes para o PCO. Neste contexto, na literatura
especializada diferentes tipos de abordagens para caracterizar e resolver o PCOF, dentre as
quais pode-se citar: o uso de polindmios ortonormais de Jacobi (DOHA et al., 2015), o desen-
volvimento das equacdes de Hamilton-Jacobi-Bellman via método da colocagao de Legendre
Gauss (RAKHSHAN; EFFATT; KAMYAD, 2018), o emprego do método da colocagdo de Haar
(HOSSEINPOUR; NAZEMI, 2016), o desenvolvimento de métodos pseudoespectrais fraciona-
rios (TANG; SHI; WANG, 2017), o uso de polindmios ortonormais de Chebyshev associados a
férmula de quadratura de Legendre-Gauss (BHRAWY et al., 2017).
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3.5.3 APLICAGOES NO CAMPO DO CONTROLE OTIMO FRACIONA-
RIO

Toledo-Hernandez et al. (2014) aplicaram ferramentas do célculo fraciondrio para estudar
o comportamento da fermentacdo e de um sistema reativo para hidrolise térmica. Sao apresentadas
as condi¢des de otimalidade para esse problema, que foi resolvido usando abordagem direta
considerado um integrador preditor-corretor fraciondrio para a obtencdo dos perfis referentes a

taxa de diluicdo 6tima.

Rosa e Torres (2018) propuseram um PCOF aplicado a um modelo epidemiolégico
empregado para casos de infec¢do por virus sincicial respiratério humano. Para esse estudo,
estes autores optaram por usar o modelo SEIRS (Susceptible Exposed Infectious Recovered
Susceptible) no contexto fracionario. O objetivo foi a minimiza¢do do nimero de individuos
infectados bem como o custo associado ao controle da doenca com o tratamento dos pacientes.
Ja a variavel de controle esta relacionada com o tratamento, i.e., 0 medicamento adotado. O
problema ¢ tratado com derivadas fraciondrias do tipo Riemann-Liouville em que as condicdes
de otimalidade s@o obtidas. O problema foi resolvido numericamente com a resolu¢do de um
problema de valor no contorno usando o Método do Chute. A partir dos resultados obtidos os
autores concluiram que o uso de modelos diferenciais fracionarios permitiu um melhor ajuste

dos dados reais quando comparado ao modelo com ordem inteira.

Naik, Zu e Owolabi (2020b) desenvolveram um modelo epidemiolégico com ordem
fraciondria para a transmissao do HIV (Human Immunodeficiency Virus) usando como funda-
mento o modelo baseado em compartimentos SIR (Susceptible Infectious Recovered). O foco
do trabalho foi estudar a propagacao do HIV via transmissao sexual. A classe exposta contém
aqueles homens suscetiveis na populacdo que mantém contato sexual com as trabalhadoras do

sexo feminino e que estdo expostos a infec¢do diretamente ou indiretamente.

Tsay et al. (2020) apresentaram um estudo para modelar a dindmica das popula¢des afeta-
das da COVID-19 no contexto fraciondrio, bem como estimar os parametros do modelo e avaliar
a estratégia de controle ideal para o distanciamento social. Os resultados demonstraram que o

distanciamento social e a quarentena sao mais eficazes quando implementados precocemente.

Nguyen, Johnson e Melkote (2020) propuseram um PCOF aplicado a robds industriais
com seis graus de liberdade. O objetivo do estudo foi encontrar uma alternativa para o sistema
implementado na industria para a atividade de fresamento de pecas, proporcionar uma maior

versatilidade e um maior volume de trabalho.

Neste mesmo cendrio, Lounis, Louadj e Aidene (2021) também estudaram um PCOF
aplicado a um robd para encontrar uma estratégia de controle que permita chegar a um destino a

partir de um determinado ponto inicial minimizando o tempo de operagao.
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3.6 PROBLEMA DE OTIMIZACAO

3.6.1 FORMULACAO MATEMATICA

Matematicamente, o Problema de Otimiza¢ao Multi-Objetivo (POMO) é definido como
(DEB, 2001):

min f,(z), m=1,2,... M (3.86)
he(z) =0  k=1,2,.,K (3.87)
b <oy <2Vl i=1,2,...n
onde z é o vetor de n varidveis de projeto x = (21,29, ...,2,)". Os valores de zF e 2¥,

representam os valores minimo e maximo para a variavel z;, respectivamente. As j desigualdades

(g;) e as k igualdades (h;) sdo chamadas de fungdes de restri¢do.

Cada uma das M fung¢des objetivo fi(z), fo(z), ..., fm(z) pode ser maximizada ou
minimizada. O vetor de fungdes objetivo f(z) forma um espago multi-dimensional denominado

espago de objetivos Z.

3.6.1.1 OTiIMO DE PARETO

Obter a solug@o de um problema de otimizagdo multi-objetivo € utilizado o conceito de
dominanica de Pareto (MARLER; ARORA, 2004). A ideia de “6timo” foi proposta por Francis
Ysidro Edgeworth em 1881 (EDGEWORTH, 1881) e depois aperfeicoada pelo economista e
socialista Vilfredo Pareto (PARETO, 1896).

A definicao de 6timo segundo Edgeworth-Pareto é baseada na convicgao intuitiva de
que um ponto x* é tomado como 6timo se “nenhum critério utilizado pode melhorar a solucdo,
sem piorar pelo menos um outro critério”. No entanto, o 6timo de Edgeworth-Pareto quase
sempre nao nos fornece uma solucao tnica, mas sim um conjunto de solu¢des denominadas nao

inferiores ou solucdes ndo-dominadas.

Para resolver um problema de otimizacao multi-objetivo pode-se fazer uso de abordagens
ja existentes, como por exemplo, de métodos classicos (deterministico) ou de métodos heuristi-
cos (ndo deterministicos). Nos métodos cldssicos consideram-se estratégias para reescrever o
problema multi-objetivo em um equivalente mono-objetivo. J4 nos métodos heuristicos, tradicio-
nalmente, o conceito de dominancia de Pareto € incorporado a estas abordagens de forma que o
problema multi-objetivo seja resolvido na sua forma original, i.e.; sem qualquer tipo de trans-
formacao. Esta ultima classe de métodos tém recebido interesse crescente nas ultimas décadas,
devido a sua simplicidade conceitual, facilidade de incorporagdo de operadores (dentre os quais
de dominancia de Pareto) e versatilidade na resoluciao de problemas realisticos (FONSECA;
FLEMING et al., 1993; DEB, 2001; COELHO, 2004).
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3.6.2 METODOS HEURISTICOS

Os Métodos Heuristicos sdo baseados nos principios € modelos de evolugdo bioldgica,
na genética das populacdes ou em estratégias puramente estruturais (LOBATO, 2008). Estes tém
como principal caracteristica o fato de ndo fazerem uso de informagdes sobre o gradiente da
funcdo objetivo e das restri¢cdes para atualizar um candidato em potencial a solu¢do do problema
de otimizacdo. Além disso, também pode-se citar a sua simplicidade conceitual e versatilidade
na resolucao de problemas realisticos (FONSECA; FLEMING et al., 1993; GRIFFEL, 2003;
COELHO, 2004). Na literatura especializada inimeros representantes desta classe de abordagens
podem ser encontradas, dentre as quais pode-se citar os tradicionais Algoritmos Genéticos,
Enxame de Particulas, Coldnia de Formigas, entre os outros. A seguir sdo apresentados dois
algoritmos, um tradicional com grande histérico de aplicacdes em diferentes campos da ci€ncia
(Evolucao Diferencial) e um outro proposto recentemente € que tem sido empregado com sucesso

em problemas com diferentes niveis de complexidade (Busca Fractal Estocéstica).

3.6.2.1 EVOLUGAO DIFERENCIAL

A Evolugao Diferencial (ED) € um algoritmo baseado em populacido proposto por Storn
e Price (1997) para a resolucdo de problemas de otimizac@o. A ideia principal por trds deste
algoritmo € o esquema proposto para gerar candidatos em potencial a solucdo do problema de
otimizacdo. Em linhas gerais, este método consiste na realizacdo de operagdes vetoriais (soma
e subtracdo) com candidatos escolhidos da populacdo corrente. Os principais parametros de
controle na ED sdo: NP é o tamanho da populagdo, C'R € a probabilidade de cruzamento e
F' ¢ a taxa de redugdo, também chamado de fator de escala. Storn e Price (1997) forneceram
algumas regras simples para a escolha de pardmetros-chave de ED para uma nova aplicacgao.
Normalmente, N P deve ser cerca de 5 a 10 vezes a dimensao (nimero de parametros em um
vetor) do problema. J4 I encontra-se na faixa de 0,4 a 1,0. Inicialmente, /' = 0,5 pode ser tentado,

a partir dai F' e/ou N P € aumentado se a populacdo convergir prematuramente.

O procedimento geral deste algoritmo € dado pelos seguintes passos (STORN; PRICE,
1997):

* Inicialmente, uma populacdo € gerada (aleatoriamente) com N P solucdes vidveis (defini-

das de acordo com os limites estabelecidos pelo usudrio para cada varidvel de projeto).

* Em geral, um individuo (X) € selecionado (aleatoriamente) na populacdo para ser substi-
tuido. Dois outros individuos (X5 e X3) s@o selecionados (aleatoriamente) na populagao

para realizar a subtracdo vetorial.

* O resultado da operagdo de subtragcdo entre X, e X3 é ponderado pelo fator F'. Este
resultado (F' x (X5 — X3)) € adicionado ao individuo (X;). Portanto, o novo candidato em
potencial (X) é dado por: X = X; + F x (X3 — X3). E importante enfatizar que outros
esquemas para gerar candidatos potenciais podem ser usados (STORN; PRICE, 1997).
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* Se o vetor resultante (X)) tiver um melhor valor (em termos da fun¢do objetivo), ele pode
substituir o candidato alvo (X). Esta operacdo ocorre se um nimero aleatério gerado
for menor que a probabilidade de cruzamento (C'R). Caso contrario, o candidato X,
sobreviverd, pelo menos para a préxima geracdo. Este procedimento € repetido até que
uma nova populagdo com /N P candidatos seja gerada (esta populagdo ird conter individuos

da populagdo corrente e gerados pelo procedimento apresentado).

* Para finalizar o algoritmo € necessario definir um critério de parada. Geralmente utiliza-se

o nimero mdximo de geragdes como forma de finalizar o procedimento iterativo.

Dentre as vantagens observadas para o ED pode-se citar: ¢) estrutura simples (facil
concepgao conceitual); ¢2) facilidade de implementagdo e utilizagdo; 7:7) rapidez e robustez;
1v) facilidade para lidar com problemas restritos; v) capacidade de escapar de 6timos locais; e
v1) habilidade em trabalhar com varidveis mistas (reais, inteiras, discretas e binarias) (BABU;
GAURAV, 2000; BABU; ANGIRA, 2001; BABU; CHAKOLE; MUBEEN, 2005; PRICE;
STORN; LAMPINEN, 2006).

3.6.2.2 BuUscA FRACTAL ESTOCASTICA

A Busca Fractal (BF) ¢ uma abordagem base que serviu de inspiracao para o desenvol-
vimento do algoritmo de Busca Fractal Estocastica (BFE). De forma geral, o algoritmo de BF

utiliza as seguintes premissas (SALIMI, 2015):

* Cada particula da populacao possui uma energia potencial elétrica;

* Cada particula se difunde, criando outras particulas aleatdrias e a energia potencial da

particula mae € dividida entre as particulas geradas;

* Apenas as melhores particulas sdo mantidas em cada geracdo, sendo o restante eliminado

da analise.

O algoritmo de BF consiste na geracdo de uma populacéo inicial, que possui NV, particulas.

Cada particula P; possui uma energia potencial F; definida conforme a Eq. (3.88):
E,=— (3.88)

onde F € a energia potencial elétrica maxima considerada para a solucdo do problemae P € o
numero de particulas que compdem a populagdo inicial.
Em cada geracdo, cada particula € difundida criando outras particulas baseando-se no

voo de Lévy (VISWANATHAN; RAPOSO; LUZ, 2008). Este pode ser entendido como um tipo

de movimento Browniano que envolve etapas aleatérias em que, de vez em quando, o objeto,
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Figura 4 — Representagdo esquemadtica da difusdo de uma particula. Adaptado de Salimi (2015).

aleatoriamente, dd um salto para outra regido do espago. A distribuicio de Lévy é apresentada na

Eq. (3.89): N 2)
7Uu

TN (0,02

onde N () representa a distribui¢do do tipo normal, ) € o indice de distribui¢ao, compreendido

L(\) (3.89)

no intervalo de [0,2] (sendo geralmente arbitrado como sendo igual a 1,5), o, € um parametro

definido como sendo igual a unidade e o,, € uma fungao definida como (YANG, 2010):

_( T(1+X))sin(7)/2) 1/
e (Ar«l - A>/2>2<H>/2>

(3.90)

em que I'() é a fungdo gamma.

O processo de difusdo cria particulas que sao distribuidas aleatoriamente em torno da

particula original, conforme pode ser observado na Figura 4.

Para esse processo sao utilizados, além da estratégia proposta por Lévy, o método de

distribui¢do Gaussiano, conforme as Egs. (3.91) e (3.93).

2 = 4 QLT L(N) (3.91)

)

onde i4;r € um indice compreendido entre [0, nimero maximo de difusdes].

Para melhor aproveitar as vantagens das duas abordagens, o algoritmo de BF aplica
ambas as estratégias, todavia de forma aleatdria. Para aumentar a velocidade de convergéncia do
processo de otimizacdo, o parametro o pode avaliar duas estratégias para a sua atualizacgdo, a
saber, as Eqgs. (3.92a) e (3.92b):

~

_ log(min(£))(U — D)

%= N og(E) (3.92a)
__ U=-D)
% = O TR B (3.92b)

~

onde min(F) é a energia minima que cada particula apresenta. U e D sdo os limites superior
e inferior do espaco de projeto, Ny, € 0 nimero de geragdes, [; € a energia da particula F; e

pot é considerada a poténcia. Conforme destacado por Salimi (2015), a primeira garante uma
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convergéncia mais rdpida, enquanto a segunda consegue melhor estimar, com maior precisio, o

resultado final.

Para a geracdo de um candidato em potencial, o método de distribui¢cdo Gaussiano &

empregado. Este pode ser representado como:

2" = z; + 8 Gaussiana(P; |BP|) — (YBP —+'P)) (3.93)

7

onde ¢4y € o nimero de particulas adquiridas no processo de difusdo, 7 e 7' sdo nimeros
aleatérios compreendidos entre 0 e 1, Gaussiana(P;|BP|), P; e | BP| representam a média e o
desvio padrao da distribuicdo Gaussiana, respectivamente, e 5 € um pardmetro definido como

sendo:

~ log(Nger)

=N
ger

em que N, € o nimero de iteragdes (geragdes) corrente.

(3.94)

Apo6s a difusdo, a energia da particula original é dividida entre as particulas geradas,

considerando o melhor valor da funcdo objetivo. Essa distribuicido ocorre conforme a Eq. (3.95):

EF=—X _|E (3.95)
qur ¢

fi+ 220 f

onde 7 € o indice da particula original, j € o indice da particula gerada, Ny, € a quantidade de

geragdes corrente, f; € o valor da funcdo objetivo para a particula original e f; o valor da fungdo

objetivo para a particula gerada.

Para diminuir o custo de execugdo do algoritmo, apenas as melhores particulas geradas
sobrevivem até a geracao seguinte, sendo a maioria descartada. A energia das particulas des-
cartadas € redistribuida as particulas sobreviventes e utilizada na criacdo de novas particulas. A

equacdo de distribui¢io de energia € tal que:

fi
Ve

Et = Etntiga +

nova a

fr|o|u (3.96)

em que ¢ é a quantidade de energia das particulas descartadas, p € a taxa de distribuicdo de
energia entre as particulas sobreviventes e as novas particulas, £, € E},,, representam

as energias da t-ésima particula antes e depois da distribuicdo de energia e ( € o nimero de

particulas na iterac@o corrente.

O numero de particulas criadas e alocadas no espago de busca € definido conforme a Eq.

(3.97):

9 — log (niimero de particulas descartadas)

(3.97)

log (niimero mdximo de difusdo)

A energia distribuida para cada nova particula criada € igual para todas e dada conforme

a Eq. (3.98):
)

' 19 c=1.2,..9 (3.98)
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O algoritmo de BFE tem sido empregado com sucesso em varios campos da ciéncia,
dentre os quais pode-se citar: fun¢des matematicas (ZUO et al., 2017), estimagdo da estrutura
de proteinas 3D (ZHOU et al., 2018), sistemas de distribuicdo (NGUYEN; TRAN; VO, 2018),
problema do despacho econdmico (ALOMOUSH, 2019), despacho de carga economica (PHAM
et al., 2019), estimativa de parametros em um sistema solar fotovoltaico (CHEN; YUE; YU,
2020), e resolucdo de problemas de controle 6timo fraciondrios (LIMA; LOBATO; STEFFEN
JR, 2021a).

3.7 METODO DA COLOCACAO ORTOGONAL

O Método da Colocacdo Ortogonal (MCO) € baseado na defini¢cdo de uma funcdo de
aproximacao (geralmente uma funcado polinomial), na qual sua solu¢ao numérica € avaliada
considerando um determinado nimero de pontos dentro do dominio de interesse, i.e., 0 Nimero
de Pontos de Colocacdo - NPC (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978). A equacao original deve
satisfazer a funcao de aproximacdo nos pontos considerados, bem como nas condicdes inicial e
de contorno (caso o problema em questao seja de valor no contorno). Uma fung¢do ortogonal é
usada para determinar a posi¢do 6tima desses pontos no dominio X. Para esse objetivo, considere
a seguinte relacao recursiva (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978):

ng’n) (X) = (X + )Ly (X) + nll_5 (X) (3.99)

em que II é uma fun¢do polinomial e ) e 1) s@o coeficientes definidos a partir da aproximagao

considerada.

As raizes desta equagdo sdo obtidas considerando um polindmio ortogonal de grau NPC,
o peso W (X) e a seguinte condi¢do de Galerkin (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978):

1
[W(X)pX + I (X)dX =0, i=0,..., NPC-2 (3.100)
0

Multiplicando a Eq. (3.99) por II,_5 e integrando, a seguinte relagdo € obtida:

= — : (3.101)

Analogamente, multiplicando a Eq. (3.99) por II;_; e integrando, o parametro i) pode

ser obtido, i.e.:

= — (3.102)
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Considerando, por exemplo, I1; 5 =0, II;_; =1, W(X) =1 e n =0, o procedimento
acima pode ser usado para calcular ¢ e 1) e, consequentemente, determinar o polindmio ortogonal
em NPC, i.e., H%g) (X)) (LARANIJEIRA; PINTO, 2001). As raizes deste polindmio séo tomadas

como sendo os pontos de colocagio.

Sabe-se que a funcdo de aproximacao e os pontos de coloca¢cdo podem ser escolhidos
usando abordagens diferentes. A metodologia do polindmio de Lagrange (PL) tem sido tradici-
onalmente usada como uma fung¢do de aproximacgdo. Essa escolha se deve a redu¢do do custo
computacional associado a aproximacdo numérica dos derivativos em compara¢ao com outras
aproximagdes (LARANJEIRA; PINTO, 2001).

Considerando o conjunto de pontos de dados (X7, Y7), (X, Y3), ..., (XNpc+1> YNPC+1)s
uma férmula de interpolacdo que passa por esses pontos (um polindmio de interpolacao de
NPC-ésimo grau) é dada por:

NPC+1

Yaec(X) = > Vili(X) (3.103)

em que [;(X) é o polindmio de interpola¢do de Lagrange definido como:

NPC+1
X-X;
LX) =[] S (3.104)
g=1

Se o subscrito ¢ for igual a j, [;(X) é igual a 1. Caso contrario, [;(X) é igual a 0. Como
essa aproximagao € uma funcao continua, ela pode ser diferenciada e integrada. Assim, a primeira

derivada para uma raiz especifica X; pode ser expressa como:

NPC + 1

d YNPC Z Y

Substituindo essas aproximagdes no modelo original, é possivel obter expressoes (resi-

., j=1,2,..,NPC+1 (3.105)

duais) para cada ponto de colocacdo. Estes residuos devem ser minimizados para cada raiz do
polindmio ortogonal, i.e., devem ser zerados em cada ponto de colocagdo, bem como devem
satisfazer as condi¢des iniciais e de contorno (caso o problema seja de valor no contorno). O
sistema algébrico resultante, geralmente nao linear, deve ser resolvido considerando uma técnica

numérica apropriada, como por exemplo, o Método de Newton.

A seguir € apresentado um consolidado dos passos necessdrios para a aplicagdo do MCO

para a resolucdo de equagdes diferenciais ordindrias com ordem inteira:

1. Definir os parametros de entrada: dominio do problema, funcao peso para a determinagdo

do polindmio ortogonal, grau NPC da aproximacdo (o polindmio tem NPC+1 coeficientes);

2. Calcular o polindmio ortogonal de grau NPC+1-NC, onde NC € o nimero de condi¢des

que precisam ser satisfeitas;
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3. Calcular as NPC raizes (pontos de colocacdo) do polindmio ortogonal;
4. Determinar as equacdes (residuo nos pontos de colocacao);
5. Resolver o sistema de equacdes resultantes;

6. Verificar se a solugdo obtida ndo € modificada com o aumento do grau da aproximagao.

E importante ressaltar que, como o MCO apresentado é fundamentado no uso de um
polindmio ortogonal, a varidvel independente no modelo diferencial ordinario deve estar definida
no intervalo [0 1] para que o MCO possa ser empregado. Caso isso ndo acontega, inicialmente
deve-se realizar uma mudanca de varidvel de modo que o modelo seja sempre integrado no

intervalo [0 1].

Finalmente, cabe ressaltar que a qualidade do resultado obtido € funcao da aproximagao
considerada, sendo que um aumento excessivo do grau da mesma nao, necessariamente, implica
na melhora da qualidade da solucao obtida. Além disso, esse aumento pode ocasionar um com-
portamento oscilatério nas proximidades de regides onde a solu¢ido ndo experimenta variagdes
pronunciadas (VILLADSEN; MICHELSEN, 1978).

No préximo capitulo € apresentada a metodologia proposta para a integracio de equagdes
diferenciais ordindrias fraciondrias via extensao do Método da Coloca¢do Ortogonal, bem como
as abordagens para o tratamento do problema de controle 6timo fraciondrio considerando o

contexto mono e multi-objetivo.
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4 METODOLOGIA

Nesta sessdo sdo apresentadas as metodologias propostas para: ¢) a extensao do Método
da Colocacao Ortogonal (MCO) para o contexto fraciondrio; ¢7) a extensao do Codigo OTIMA
para o contexto fraciondrio; e ii¢) o desenvolvimento de um algoritmo de otimiza¢gdo multi-

objetivo baseado no algoritmo de Busca Fractal Estocéstico (BFE).

4.1 EXTENSAO DO MCO PARA O CONTEXTO FRACIO-
NARIO

Conforme descrito anteriormente, objetiva-se nesta tese resolver PCOF. Neste caso,
faz-se necessario integrar um modelo diferencial fraciondrio presente nas restri¢des do PCOF.
Para esta finalidade, o MCO, proposto originalmente para a resolucao de problemas diferenciais
de ordem inteira (ver a secdo 3.7), € estendido para o contexto fraciondrio. Neste cendrio, a
partir da defini¢do da derivada fraciondria, a mesma € utilizada na etapa de avaliagdo do modelo
diferencial fraciondrio analisado. Como utiliza-se o Polindbmio de Lagrange durante a formulagdo

do MCO, as derivadas fraciondrias devem ser avaliadas para uma funcdo polinomial.

Com esta modificacdo no MCO original, os passos para a integracao de um modelo

diferencial fraciondrio sdo apresentados a seguir:

1. Definir os parametros de entrada: dominio do problema, condi¢ao inicial, func¢io peso (de-
pende do tipo de polindbmio), nimero de pontos de colocacdo (NPC), tipo de aproximacao

para a derivada fraciondria;
2. Obter o polindmio ortogonal;
3. Calcular as raizes do polindmio ortogonal (NPC);
4. Definir a aproximagao via polindmio de Lagrange;

5. Substituir, no polindmio de Lagrange, as derivadas fraciondrias e, consequentemente, no

modelo a ser resolvido;
6. Determinar as equagdes residuo (estas sdo atendidas nos pontos de colocagdo);

7. Resolver o sistema de equacgdes resultantes (o tipo de sistema - linear ou ndo linear -

depende das caracteristicas do modelo original);

8. Verificar se a solu¢do obtida ndo é modificada com o aumento do grau da aproximacao.
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Conforme destacado anteriormente, nesta tese serd utilizada a Derivada Fracionaria de

Caputo devido para a extensdao do MCO.

4.2 EXTENSAO DO CODIGO OTIMA PARA 0 CONTEXTO
FRACIONARIO

Conforme ja descrito na Sec¢ao 3.5.1, as condi¢des de otimalidade para o contexto

fraciondrio foram apresentadas. Em resumo, estas sao descritas pelas seguintes equagdes:

OH (t,x(t),u(t),A(t))

Mi(t) + N DY (t) = ) , 2(0) =, (4.1a)
MA(t) + N DIA(t) = aH(t’x(t;’;‘(t)’A(t)), AT) =0 (4.1b)
OH (t,x(t),u(t),\(t)) _0 @.10)

ou

Dessa forma, pode-se observar no equacionamento acima, a obten¢do do modelo algébrico

diferencial fraciondrio de valor no contorno pode-se tornar uma tarefa chata e tediosa, visto
que o PCOF pode ser completo e/ou com grande dimensao. Para o contexto inteiro ja existe o
codigo OTIMA e suas variantes para a geracao das equagdes de otimalidade (GOMES, 2000;
LOBATO, 2004; PFEIFER, 2007). Nesta tese € proposta a extensdo do referido cédigo para o
contexto fraciondrio também considerando a linguagem de programacio Maple®, escolhido por

sua grande habilidade de lidar com computacdo simbdlica.

Para a geragdo das equagdes de otimalidade no contexto fracionério faz-se necessdrio
a entrada das matrizes M e N, da ordem fracionaria «, do vetor GG (lado direito do modelo
diferencial original), das suas respectivas condi¢des iniciais e do escalar F'. Com a entrada destas
informagdes, o codigo OTIMA atualizado para o contexto fraciondrio gera as condi¢Oes de
otimalidade. Assim, o modelo algébrico-diferencial fracionério de valor no contorno pode ser

resolvido pela metodologia proposta, a saber, a extensdo do MCO para o contexto fraciondrio.

Finalmente, cabe ressaltar que, se a matriz N for composta por elementos nulos, o
resultado obtido por esta nova versdo do OTIMA se reduz ao resultado obtido pela versao
desenvolvida por Gomes (2000), Lobato (2004) e Pfeifer (2007).

4.3 ALGORITMO DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO BA-
SEADO NA BUSCA FRACTAL ESTOCASTICA

Devido aos bons resultados obtidos pelo algoritmo de BFE para o contexto mono-objetivo,
a presente secao tem por objetivo apresentar a extensao do mesmo para o contexto multi-objetivo.

A estratégia proposta € denominada de Algoritmo de Otimizacdo Multi-objetivo Baseado na
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Busca Fractal Estocéastica, no inglés Multi-Objective Optimization Stochastic Fractal Search
(MOSES), e apresenta como base fundamental o algoritmo de BFE associado aos operadores
de ordenamento por rank que faz uso do critério de dominancia de Pareto (PARETO, 1896) e
de truncamento das solu¢des ndo dominadas denominado de distancia da multidao (do inglés
crowding distace) (DEB, 2011).

O fluxograma do algoritmo MOSFS ¢ apresentado na Figura 5 e suas etapas bésicas sdo

descritas a seguir:

Inicio da Otimizagio

S — I |
. |
! Funcgoes Objetivo |
: Restrigdes Parametros do BFE | |
: Parametros i
i |

¥

Gerar a Populagio Inicial
¥

Aplicar os Operadores do BFE
para atualizar a Populagdo
[
Avaliar as Fungdes Objetivo
Y

Classificar a Populagio de acordo com
o Cnténio de Dominancia de Pareto

(]

Aplicar o Operador de
Distancia da Multidao

L]
Nao | O Critério de Parada
foi alcangado?

# Sim
Solucio Otima

Figura 5 — Fluxograma do algoritmo Multi-Objective Optimization Stochastic Fractal Search.

Inicialmente, uma populacao com N P individuos € gerada (aleatoriamente considerando

o espaco de projeto definido pelo usudrio).

* Em seguida aplicam-se os operadores do algoritmo de BFE descritos na se¢do 3.6.2.2.

Apb6s ter sido gerada uma populagdo com candidatos em potencial, esta € agrupada com a

populacdo corrente formando assim a populacdo P, de tamanho 2N P.

P, € entdo classificada segundo o critério de dominéncia. Este consiste na organizag¢do dos

individuos da populacdo em fronteiras que refletem sua importincia no processo evolutivo
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da seguinte maneira: inicialmente, via aplicacio do critério de dominéncia, a populacdo é
classificada e tomada como Rank 1. Esses individuos de Rank 1 sdo retirados da populacio.
A populacao restante é novamente classificada segundo esse critério de dominancia, sendo
que essa populacdo assume Rank 2. Esses individuos sao retirados da populacdo atual e
novamente € realizada a classificagdo dos individuos que restaram. Tal procedimento €

repetido até que todos os individuos da populacdo sejam classificados.

Classificada a populacdo, apenas N P individuos fardo parte da populacdo ao final da gera-
¢do corrente. Para reduzir o tamanho da populacdo é empregado o operador de distancia
da multiddo. Este é responsdvel pela eliminagdo das solugdes que estdo muito proximas
via célculo da distancia Euclidiana referente ao vetor de objetivos. Cabe ressaltar que esta
reducdo é fundamental para evitar que o nimero de pontos pertencentes a solucdo do pro-
blema aumente muito, o que na pratica implica no incremento do tempo de processamento
requerido para resolver os problemas. Além disso, também se ressalta que ao eliminar
pontos da curva que sdo muito proximos, prioriza-se obter uma solu¢do com pontos bem

distribuidos no dominio dos objetivos.

O processo continua até que um determinado critério de parada seja satisfeito. Para esta

finalidade considera-se como critério de parada o nimero maximo de geragdes.

No préximo capitulo sdo apresentadas aplicacdes para validar a metodologia descrita.

Neste caso destacam-se estudos de caso fraciondrios nas dreas de simulagdo, problemas inversos,

problemas algébrico-diferenciais de valor no contorno ¢ PCOF nos contextos mono e multi-

objetivos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como destacado anteriormente, o principal objetivo desta tese € resolver PCOFs via
extensao do Método da Colocacdo Ortogonal para o contexto fraciondrio, verificar a influéncia
da ordem fraciondria nos perfis obtidos, bem como avaliar outros tipos de aplica¢des que exigem
a integra¢do de um modelo fraciondrio. Para esta finalidade também sdo analisados problemas
de simulag¢do, um problema inverso e problemas de controle 6timo via aplicacao da abordagem
indireta. A Figura 6 apresenta os tipos de problemas avaliados nesta tese, com destaque para os

PCOFs aplicando a abordagem direta.

Simulacido Otimizacdo
Problema Y Problema de
Inverso Controle Otimo
!
Y |
Abordagem Abordagem
Direta Indireta
F,,,,,n,,,,,,,,i ,,,,,, !
|

.| Algoritmo de Otimizagéo | | OTIMA ||
' | (Mono ou Multi-Objetivo) | T Ea
y ¢ _________ 1_ _____________ l: -

. 1 1 —
| Resultados| | Resultados|

Figura 6 — Consolidado dos problemas avaliados nesta tese.

Nesta figura observa-se que em comum a todos os tipos de aplicacdes tem-se o Método
da Colocacao Ortogonal no contexto fraciondrio, metodologia empregada para a simulacio do

modelo fraciondrio em todos os tipos de estudos de caso.

Para o bom entendimento de cada uma das aplicacdes que serdo apresentadas, a seguir

sdo destacados alguns pontos:

* Para os problemas de simulacido considerando o MCOF foram avaliados o nimero de
pontos de colocacdo (NPC) e a ordem fraciondria (o). Para a resolu¢do do modelo final
(linear ou nao linear) consideram-se os métodos de Gauss-Siedel e Newton. Em cada um

destes foram utilizadas estimativas iniciais iguais a unidade e como critério de parada o
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somatorio dos modulos referentes ao erro absoluto de cada vetor de variaveis, em duas

iteragdes consecutivas, menor do que 1075,

Para avaliar a influéncia da ordem fraciondria nos perfis obtidos foi considerada a simulacio
do processo de fermentacao da lacase, bem como a formulagdo de um problema inverso
para a obtenc¢do do valor 6timo para a ordem fraciondria considerando pontos experimentais

reais.

Para aplicar a abordagem indireta, o PCOF original é convertido em um diferencial de
valor no contorno fraciondrio, conforme apresentado no capitulo 4. Neste caso, o0 modelo
de valor no contorno € resolvido usando o MCO no contexto fraciondrio via aplicagdo do
Método de Newton (abordagem empregada para a integracdo do sistema de equagdes nao
lineares resultante da aplicacdo da metodologia proposta). Para a aplicacdo deste algoritmo
iterativo foi considerado que todas as estimativas iniciais sao iguais a unidade para ambas
as variaveis de estado e controle, e como critério de parada o somatério dos médulos
referentes ao erro absoluto de cada vetor de varidveis, em duas iteracdes consecutivas,

menor do que 1078,

Para resolver estudos de caso usando a abordagem direta no contexto mono-objetivo foi
considerada a associacao entre 0 MCO no contexto fraciondrio e o algoritmo de Evolucdo
Diferencial (ED) (STORN; PRICE, 1995). J4 para a avaliacdo de estudos de caso no
contexto multi-objetivo foi considerada a associag@o entre 0 MCO no contexto fraciondrio
e o algoritmo Multi-objective Optimization Stochastic Fractal Search (MOSFES), proposto

nesta tese (ver o capitulo 4).

Para modelos diferenciais com ordem fraciondria superior a uma unidade, uma nova
condi¢do inicial € necessdria para a integracdo dos mesmos. Para essa finalidade, em todas

as aplicagdes em que 1 < o < 2 a seguinte condi¢do (adicional) foi empregada:

dX

=
Y =0

=0 G.D

onde X e y representam as varidveis dependentes e independentes, respectivamente. Cabe
ressaltar que esta nova condi¢do pode ser definida visto que as condi¢des iniciais adotadas

nos problemas sao valores constantes.

Para corrigir a dimensao do operador diferencial em cada modelo (dimensional) estudado
serd utilizada a estratégia proposta por Gomez-Aguilar et al. (2012), em que um fator de
corre¢do € utilizado para garantir a homogeneidade dimensional, conforme apresentado na

secdo 3.4.6 e descrito a seguir:

d 1 d°

N -
dy O—l—a dya

(5.2a)
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d? 1 d*
d_y2 - o2(1-0) dyy20

onde y € a varidvel independente e o € o parametro auxiliar, que tem a mesma dimensao da

(5.2b)

varidvel independente. Cabe ressaltar que para « igual a 1, esses operadores fracionérios
se tornam operadores com ordem inteira. Enfatiza-se que esta correcdo deve ser realizada
em modelos fisicos, i.e.; em problemas cujas equagdes representam balancos de massa,
energia e quantidade de movimento. A tnica excecdo € o problema da fermentagdo da
lacase em que, para garantir a consisténcia dimensional do modelo fracionério, alguns

parametros foram corrigidos em funcdo de a.

* Para avaliar a sensibilidade dos perfis obtidos em cada uma das aplica¢des em relacao a
ordem fraciondria, definiu-se uma faixa para este parametro de forma que este represente
uma perturbacdo em relacao ao modelo com ordem inteira. Na pratica, a faixa de « foi
definida de forma que, por exemplo, um modelo que € naturalmente modelado por uma

derivada primeira, nio seja representado por uma derivada segunda, e vice versa.

* Nas aplicacdes considerando a abordagem direta faz-se necessario definir o niimero de
elementos de controle, bem como o tipo de estratégia que serd empregada (constante,
linear, ctbica, entre outras). Como os problemas fraciondrios abordados nesta tese nao,
necessariamente, apresentam solucao (analitica ou numérica) conhecida, foi adotada a
seguinte estratégia: para o problema com ordem fraciondria igual a uma unidade a solug¢ao
otima é conhecida. Assim, inicialmente, foram testados diferentes nimeros de elementos
de controle para « igual a 1 até que fosse encontrada uma boa concordancia entre o valor
obtido pela metodologia proposta e a reportada pela literatura. Apds esta andlise, fixou-se
o numero de elementos de controle e variou-se apenas a ordem fraciondria para fins da
avaliacao deste parametro nos perfis obtidos. Neste caso, a partir das caracteristicas dos
estudos de caso abordados nesta tese, foram adotadas estratégias de controle constantes
por partes (cada elemento de controle € constante), apesar de outras estratégias poderem

ser empregadas, como por exemplo, as lineares e as cubicas.

* Para mensurar o Tempo de Processamento (TP) em cada uma das aplicacdes foi conside-
rado um microcomputador Desktop Intel Core 17-4770 com 8GB de memoria, Ssd 240gb

e sistema operacional Windows.

* Para avaliar aplica¢des em que a varidvel independente € maior do que a unidade, realiza-se

uma mudanca de varidvel de forma que o dominio de interesse seja igual a unidade.

5.1 INFLUENCIA DO TIPO DE DERIVADA FRACIONARIA

A primeira andlise deste capitulo consiste em verificar a influéncia do tipo de derivada

fraciondria. Como o MCO faz uso de um polindmio ortogonal para aproximar os perfis de
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controle e estado, a influéncia do tipo de derivada fraciondria serd realizada considerando a
seguinte equacao:
d®x?
dx®

em que « € a ordem da derivada fraciondria e x € a varidvel independente.

(5.3)

Conforme a definicdo proposta por S. F. Lacroix (OLDHAM; SPANIER, 1974), a

derivada de uma fung¢do polinomial genérica 2™ (onde m € o grau do polindmio) € dada como:

d*z™  T'(m+1)
dre  T'(m—a+1)

" (5.4)
em que [' € a funcdo Gamma.

Para fins de aplicacdo serdo considerados diferentes valores para o [1/4 1/2 3/4] e
um polindmio de segundo grau (m igual a 2). Neste caso, aplicando a definicdo acima, as
derivadas fraciondrias para cada um dos valores de o considerados no dominio [0 1] sdo iguais,

respectivamente, a:
dl /4 ( 2 )

— = 1,243503z7/4 (5.5a)
dV/2 (52
ﬁ — 150450523/ (5.5b)
d3/4 2
ﬁ — 1,7652202°/4 (5.5¢)

A Figura 7 apresenta os perfis obtidos considerando as derivadas definidas por Lacroix,
Caputo, Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov e Chen, respectivamente. De forma geral, nota-
se nesta figura que, para a funcao polinomial considerada, ndo foram observadas diferencas
significativas no que tange o tipo de aproximac¢ao de derivada fraciondria considerada. Este
resultado serd utilizado como guia para a defini¢ao do tipo de derivada empregada para a

resolugdo de uma EDOF e, consequentemente, para a resolugdo de PCOFs.

Neste caso, para todas as aplicacdes que seguem serd utilizada a derivada de Caputo. A
escolha por este operador se deve ao fato desta derivada permitir o uso de condicdes iniciais
usuais, i.e.; ndo € necessario nenhum tipo de tratamento para problemas com condic¢des iniciais
definidas em termos de derivadas, diferentemente do que acontece para outras derivadas, como
por exemplo para a definicdo de derivada fraciondria de Riemann-Liouville (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015; SANTOS, 2018).

5.2 SIMULACAO DE EDOFS MATEMATICAS

Para avaliar a metodologia proposta em Equagdes Diferenciais Ordinarias Fraciondrias

(EDOFs) de valor inicial, considere a seguinte equagdo fraciondria:

d“y B B
o f(ty), y(0)=uyo (5.6)
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2,0+
| Lacroix
1,8
1 O Caputo
1’6__ <& Riemann-Liouville o=3/4 .
1,44 A Griinwald-Letnikov
O l Chen
S 1,2
31,04
- |
% 098 7]

x(-)

Figura 7 — Influéncia do tipo de derivada fraciondria na diferenciacdo de uma funcio polinomial do

segundo grau.

em que ¢ e y representam os termos independentes e dependentes, respectivamente, o € a ordem

fraciondria, f é uma funcdo genérica que depende de ambas as varidveis e yy € a condicao inicial.

Neste caso, sdo considerados os seguintes estudos de caso (EC):

* ECl: =0,98 e yy = 0,4836488 (JAFARI; TAJADODI; BALEANU, 2013):

flty) =2y(t) —y(t)* +1
cuja solugdo (aproximada) apresentada pelo autor é:

y(t) = 0,785674t* — 2,356597t> + 1,548207* + 1,616525¢ + 0,483648

* EC2: a=0,5¢e yop =0 (GHOMANIJANI, 2016):

2tH°

r25) y(t) +t°

fty) =

cuja solugdo (analitica) é:
y(t) =1°

* EC3: «=0,9999 e yo = 1 JAFARI; TAJADODI; BALEANU, 2013):
T, = —0,98
Fty) = —y(t) + (1 +V2T,) cosh(V2t) + (V2 + T,) (sinh(V2t))
cuja solugdo (analitica) é:

y(t) = cosh(v/2t) — T, sinh(v/2t)

(5.7)

(5.8)

(5.9

(5.10)

(5.11a)

(5.11b)

(5.12)
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Como descrito anteriormente, para resolver cada estudo de caso considera-se a apro-
ximacao de derivada fraciondria do tipo Caputo no MCO. Com a aplicag@o desta abordagem
obtém-se, para cada um dos estudos de caso, um sistema de equagdes algébricas (sendo linear
para o EC2 e ndo lineares para EC1 e EC3) cuja dimensao € fun¢do do nimero de pontos de

colocacio (NPC) considerados.

A Tabela 1 apresenta a influéncia do NPC no valor do somatério do médulo do erro
absoluto (©) e o tempo de processamento requerido para esta finalidade. Para calcular os erros
consideram-se 100 pontos igualmente espagados no dominio de interesse. Nesta tabela percebe-
se que a metodologia proposta foi capaz de encontrar boas estimativas para os perfis em cada
um dos estudos de caso avaliados. Além disso, conforme esperado, quanto maior o valor do
NPC, maior € a ordem do polindmio considerado e, consequentemente, menor € o erro cometido.
Também se destaca que o tempo de processamento aumenta com o aumento do NPC, visto
que quanto maior a dimensao do sistema resultante da aplicacdo do MCO, maior € o tempo de

processamento necessdrio para a resolu¢do do mesmo.

Tabela 1 — Influéncia do NPC na qualidade e no tempo de processamento da solug@o obtida considerando
a metodologia proposta em EDOFs.

ECI1 EC2 EC3

NPC o TP (s) 5) TP (s) e) TP (s)
6,30x103 | 1.4 | 243x10° 3| 13 | 413x107° | 13
435x10° 5 | 1,6 | 857x10° | 1,7 | 134x10° 7| 1,5
958101 | 1,8 |3,59x10° 7| 2,1 |7,52x107% | 19
255x10° B | 22 [ 6,77x10°® | 25 |898x10° 7| 23

N B W

5.3 SIMULACAO DO SISTEMA MASSA-MOLA-AMORTECE-
DOR

Considere o sistema mola-massa-amortecedor com um grau de liberdade, conforme a

Figura 8.

—x(1)

M —F()

Figura 8 — Representacio esquemdtica de um sistema massa-mola-amortecedor (GOMEZ-AGUILAR et
al., 2015).



5.3. Simulagdo do Sistema Massa-Mola-Amortece-dor 69

Do ponto de vista fisico, este sistema pode ser usado para representar o0 modelo de
amortecimento viscoelastico dependente da frequéncia de um determinado material (SHOKOOH;
SUAREZ, 1999). Matematicamente, este sistema mecanico pode ser representado no contexto

fraciondrio pela seguinte equagao diferencial:
MD?*z(t) + CD%x(t) + Kz(t) = F(t), 0<a<1 (5.13)

onde t é o tempo (s), M, C' e K representam a massa (Kg), o coeficiente de amortecimento (Ns/m)
e arigidez (N/m), respectivamente. F'(t) é a forga externa aplicada (N) e Dx(t) (0 < aw < 1) é

o operador fraciondrio em relagao ao deslocamento xz(t).

Para que o modelo fraciondrio massa-mola-amortecedor seja dimensionalmente con-
sistente, os operadores diferenciais (D/Dt e D/Dt*) e (D/Dt* e D/Dt**) devem possuir as
mesmas unidades. Neste caso, para corrigir as unidades do modelo fisico serd considerado o
fator de correcao descrito na secao 3.4.6. A aplicacdo deste fator resulta no seguinte modelo

fracionario:
M 2c
J2(1_@)D (t) + o(1—a)

em que o é o parametro responsavel por corrigir a unidade.

D%x(t) + Kz(t) = F(t), 0<a<l1 (5.14)

A insercdo deste parametro garante a consisténcia dimensional do modelo fisico. E
importante ressaltar que, para que este parametro ndo interfira nos perfis simulados, o mesmo
pode ser considerado como sendo igual a unidade. Em resumo, este fator corrige o modelo em

termos de dimensao sem interferir no valor dos perfis simulados.

Para avaliar a qualidade da solug@o obtida pelo Método da Colocacdo Ortogonal (MCO)
no contexto fraciondrio, solu¢gdes analiticas e numéricas para casos particulares sao estudadas.
E importante enfatizar que a solugdo analitica foi obtida considerando a definicdo da funcdo
de Mittag-Leffler, conforme demonstrado por Gémez-Aguilar et al. (2015). J4 para a solugao
numérica € usado o Método Preditor-Corretor (MPC) do tipo Adams-Bashforth-Moulton (DI-
ETHELM; FREED, 1998). Neste caso, para cada configuracdo de simulagdes numéricas, os
erros absolutos com relag@o as solugdes analiticas foram determinados considerando 100 pontos

igualmente espacados.

5.3.1 PRIMEIRO CASO

Este primeiro caso considera um sistema massa-mola (o coeficiente de amortecimento é
igual a zero) com uma fonte constante F'(t) = f, e duas condi¢des iniciais: 2(0) = z, (z, > 0)

e dz/dt(0) = 0. Neste caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) é dado como:
2
D (t) = % fomnlz(t) O0<a<l (5.15)

onde 7* é a frequéncia angular fracionaria definida como:

Ko21-a)
i "T (5.16)
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Conforme apresentado por Gomez-Aguilar et al. (2015), a solucao analitica para este modelo é
dado por:
z(t) = (26 — fo/ K)EBaoo(—0*t**) + fo/ K (5.17)

em que s, é a funcdo de Mittag—Leffler.

A Tabela 2 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio em
relacdo as ordens fraciondrias consideradas) para o MCO e o Método Preditor-Corretor (MPC)
considerando o sistema massa-mola com uma fonte constante. Para este propdsito, os seguintes
parametros sdo usados: z, =1 m, 7]2 =1 (NmsQ(l_O‘))/Kg, fo=0,5N, K =1 Nm e tempo final
iguala 15's.

Tabela 2 — Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
massa-mola com fonte constante.

a=1 |a=09|a=090|a=085]|TP(s)
MCO (NPC=5) | 1,23E-05 | 1,45E-05 | 1,24E-06 | 2,88E-06 | 2,2
MCO (NPC=6) | 2,13E-06 | 7,35E-06 | 6,78E-07 | 1,78E-07 | 3,8
MCO (NPC=7) | 4,39E-08 | 2,89E-08 | 6,35E-08 | 6,79E-08 | 5,1
MCO (NPC=8) | 6,43E-10 | 4,55E-10 | 2,33E-10 | 4,56E-10 | 6,9
MCO (NPC=9) | 8,66E-11 | 8,89E-11 | 2,66E-11 | 6,66E-11 | 8,6
MCO (NPC =10) | 6,34E-12 | 2,45E-12 | 3,45E-12 | 7,65E-12 | 10,5
MPC (h=10"%) | 1,46E-10 | 2,61E-10 | 1,11E-10 | 2,56E-10 | 10,7

h é o tamanho do passo de integracdo.

Na Tabela 2 observa-se que a metodologia proposta, independentemente da ordem
fraciondria, foi capaz de obter bons resultados em comparagdo com a solugdo analitica, onde
foram observados erros inferiores a 1075, Em relacdo ao MPC observa-se que o MCO obteve
um resultado equivalente para NPC maior do que 7. Em termos do tempo de processamento
verifica-se que a metodologia proposta sempre requereu um menor custo computacional. Este
menor TP se deve a dimensdo do sistema final resolvido pelo MCO no contexto fraciondrio. Na
prética, o NPC significa a dimensado do sistema algébrico a ser resolvido. Assim, NPC igual a 5,
por exemplo, implica num sistema com 5 equagdes algébricas, o que representa um sistema com

uma dimensdo muito menor em comparacao com o MPC.

A Figura 9 apresenta o deslocamento considerando o MCO para diferentes ordens
fraciondrias e NPC igual a 10 para o sistema massa-mola com uma fonte constante. Nesta
figura observa-se a qualidade da metodologia proposta em comparagdo com a solu¢do analitica.
Fisicamente, para « igual a 1, a resposta é oscilatéria com amplitude constante, o que estd
de acordo com o esperado para este tipo de aplicagdo. Com a reducdo do valor da ordem
fraciondria observa-se um comportamento oscilatério com reducao da amplitude ao longo do
tempo. Matematicamente, a reducao de o implica na transformagdo de uma equagao diferencial
de ordem dois para uma ordem menor do que dois, causando a reducdo da amplitude com o

tempo.
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Figura 9 — Sistema massa-mola com uma fonte constante.

E importante ressaltar que, a redugdo ou aumento da ordem fracionéria deve ser avaliada
de forma que um comportamento fisicamente invidvel (para as caracteristicas do estudo em
questdao) ndo seja obtido, i.e.; para uma dada aplicacdo o valor da ordem nao pode resultar
em um perfil incoerente, o que desconfiguraria o estudo de caso. Assim, os valores da ordem
considerados nesta aplicacdo permitem avaliar um comportamento oscilatorio com amplitude

constante e com reducdo de amplitude.

5.3.2 SEGUNDO CASO

O segundo caso também considera um sistema massa-mola, todavia com uma fonte
periddica F'(t) = f, cos(wt), onde w € a frequéncia e as seguintes condi¢des iniciais: z(0) = x,

(x5 > 0) e dz/dt(0) = 0. Neste caso, matematicamente tem-se:

2
D (t) = % focos(wt) — n?z(t), 0<a<l (5.18)

onde 7? é dado pela Eq. (5.16). A solugio analitica desta equagio é dada como segue (GOMEZ-
AGUILAR et al., 2015):

¢
2(t) = 2o Eoo (—*t**) — %/ cos(w(t — u)) By (—n*u*)du (5.19)
0

onde Fj, é a funcdo de Mittag—Leffler.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos (erro absoluto e o tempo de processamento

(valor médio em relacdo aos valores de ordem fraciondria empregados)) para o MCO e o MPC
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considerando: x, = 1 m, %= 1 (Nms?!=®) / Kg, f, = 0,05 cos(t) N, K = 1 Nm, e tempo final
iguala 15's.

Tabela 3 — Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
massa-mola com uma fonte periddica.

a=1 |a=095a=090|a=085|TP(s)
MCO (NPC =5) | 4,34E-04 | 6,76E-04 | 7,77E-04 | 7,55E-04 | 2,5
MCO (NPC=6) | 1,21E-06 | 4,57E-06 | 1,82E-06 | 3,08E-06 | 4,2
MCO (NPC=7) | 2,22E-08 | 2,91E-07 | 2,78E-07 | 8,77E-07 | 5,8
MCO (NPC =8) | 3,34E-09 | 3,34E-09 | 3,54E-09 | 6,77E-09 | 7,3
MCO (NPC=9) | 4,55E-10 | 5,55E-11 | 3,43E-10 | 3,43E-10 | 8,7
MCO (NPC=10) | 2,11E-13 | 1,51E-13 | 3,11E-13 | 4,44E-13 | 11,9
MPC (h=10"%) | 1,46E-10 | 2,34E-10 | 5,63E-10 | 1,33E-10 | 12,8

h é o tamanho do passo de integrac@o.

Conforme observado para o primeiro caso, neste também foram obtidas boas estimativas
considerando a metodologia proposta, independentemente do valor da ordem fraciondria, visto
os valores dos erros absolutos. Além disso, se o NPC aumenta o erro absoluto diminui, como
esperado. Em relacdo ao MPC € possivel observar que, para NPC maior do que 8 os erros tém,
no minimo, a mesma ordem de grandeza das observadas para o MCO. Em relag¢do ao tempo
de processamento, o aumento do NPC implica em um incremento no valor do TP, oriundo do
aumento do numero de equagdes algébricas que devem ser resolvidas. Além disso, para todos os

NPC considerados, 0o MCO sempre resultou em um menor valor em relacao ao MPC.

A Figura 10 apresenta os perfis de deslocamento considerando o MCO para diferentes
ordens fraciondrias e NPC igual a 10 para o sistema massa-mola com uma fonte periddica. Nesta
figura observa-se a qualidade da solu¢d@o obtida pelo MCO em relagdo a solugdo analitica. Fisica-
mente, para «v igual a 1 a resposta € oscilatéria com amplitude constante, como esperado para este
tipo de sistema. Como a redugdo do valor da ordem fracionéria observa-se um comportamento
oscilatério com reducio da amplitude ao longo do tempo, conforme o constatado para a primeira

aplicacdo. Todavia, esta reducao € mais suave do que o primeiro estudo de caso.

5.3.3 TERCEIRO CASO

Este caso considera um sistema com amortecimento em que a massa € negligenciada,
uma fonte constante F'(t) = f, é aplicada e com condi¢@o inicial 2(0) = x, (x, > 0). Neste
caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) € reduzido a uma equagdo diferencial fracionaria com
apenas um operador diferencial:

-
D%x(t) = ?fo —1x(t), 0O0<a<l (5.20)

onde o parametro 7 € definido como:

Kol
C

(5.21)

T =
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Figura 10 — Sistema massa-mola com uma fonte periddica.

Conforme destacado por Gémez-Aguilar et al. (2015), a solugdo analitica para esta

aplicacao é dada por:

©(t) = (26 — fo/ K)Eo(—1t%) + [,/ K (5.22)

onde £, é a funcdo Mittag-Leffler.

A Tabela 4 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio)
considerando o MCO com diferentes valores de NPC e de ordem fracionéria, bem como os
resultados obtidos pelo MPC para a terceira aplicacdo. Para esta finalidade os seguinte parametros
sdo considerados: v, =1m, 7=1 (m?s™%) / Kg, fo=0,5N, K =1 Nm e tempo final igual a 15 s.

Tabela 4 — Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
mola-amortecedor com fonte constante.

a=1 | a=09|a=090|a=085]|TP()
MCO (NPC =5) | 1,24E-08 | 3,44E-08 | 3,94E-08 | 9,76E-08 | 1,3
MCO (NPC=6) | 3,21E-09 | 4,33E-09 | 6,24E-09 | 8,78E-09 | 2,6
MCO (NPC=7) | 2,33E-09 | 1,23E-09 | 4,55E-09 | 2,54E-09 | 4,1
MCO (NPC=8) | 2,22E-11 | 2,23E-11 | 1,44E-11 | 8,67E-11 | 6,2
MCO (NPC=9) | 3,44E-12 | 5,66E-12 | 7,88E-12 | 8,99E-12 | 7,9
MCO (NPC =10) | 8,67E-14 | 5,44E-14 | 2,13E-14 | 3,49E-14 | 9,1
MPC (h=10"%) | 5,56E-10 | 6,43E-10 | 7,58E-10 | 6,76E-10 | 11,4

h é o tamanho do passo de integracdo.

Nesta tabela € possivel observar boas estimativas para os perfis de deslocamento obtidos

pelo MCO em relagdo as respectivas solug¢des analiticas, independentemente do valor da ordem
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fraciondria considerada. O erro absoluto para cada condi¢io avaliada também diminui com o
incremento do valor do NPC. Em comparacdo com os resultados apresentados considerando
0 MPC pode-se concluir que, para NPC maior do que 7, os erros computados pelo MCO sao
menores, devido a dimensao do sistema algébrico resolvido. Finalmente, em termos do tempo
de processamento, a metodologia proposta sempre requereu menores valores do que o MPC. Ja
na Figura 11 sdo apresentados os perfis de deslocamento considerando o MCO para diferentes

ordens fraciondrias e NPC igual a 10 para um sistema com amortecimento com fonte constante.

1,050 1
0,975 1
—~ 0 900_- Solugdo Analitica
& ’ Solugio Numérica
2 0,825 ¢ a=1
5 A =095
g 0,750+ = =090
Q =0,85
S 0,675 v
b
A

Figura 11 — Sistema amortecedor-mola com uma fonte constante.

Assim como nas aplicagdes anteriores, na Figura 11 observa-se uma boa concordancia
entre os resultados obtidos pelo MCO em relacdo as respectivas solugdes analiticas. Além disso,
para o sistema fisico em andlise observa-se um decréscimo da resposta ao longo do tempo devido
a natureza do sistema mola-amortecedor composto por uma fonte constante. Com a reducgdo da
ordem fraciondria observa-se valores mais elevados para o deslocamento e, consequentemente,
um maior tempo para que o sistema se estabilize. Assim, para esta aplica¢do o valor da ordem
nao muda as caracteristicas do perfil mas exige um maior tempo para que o estado estaciondrio

seja encontrado.

5.3.4 QUARTO CASO

Este caso considera um sistema com amortecimento com a presenca de uma fonte
periddica F'(t) = f, cos(wt), onde w ¢ a frequéncia e a seguinte condi¢@o inicial: z(0) = z,

(o > 0). Matematicamente, o modelo original dado pela Eq. (5.14) é reduzido a:

D%z (t) = & focos(wt) — Tx(t), 0<<1 (5.23)
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onde o parametro 7 é dado pela Eq. (5.21). Conforme apresentado por Gémez-Aguilar et al.

(2015), a solucdo analitica para esta aplicacdo é dada como:

z(t) = woEo(—7t%) — %/0 cos(w(t — u)) Eq(—7u®)du (5.24)

onde F, é a funcdo de Mittag—Leffler.

A Tabela 5 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio) consi-
derando o MCO e o MPC para o sistema amortecedor com fonte periddica. Para esta finalidade
sdo considerados os seguintes pardmetros: z, = 1 m, 7 = 1 (m*s~*)/Kg, f, = 0,05cos(t) N, K =

1 Nm e tempo final igual a 15 s.

Tabela 5 — Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MPC para o sistema
mola-amortecedor com fonte periddica.

a=1 |a=095]a=0090]a=085]TP(s)
MCO (NPC =5) | 8,99E-06 | 5,66E-06 | 5,87E-07 | 9,22E-07 | 1,9
MCO (NPC=6) | 1,15E-08 | 3,32E-08 | 2,43E-08 | 4,45E-08 | 2,7
MCO (NPC=7) | LLIIE-OS | 2,12E-09 | 1,31E-09 | 2,33E-09 | 4.3
MCO (NPC =8) | 7,72E-10 | 7,32E-10 | 1,43E-10 | 2,44E-10 | 7.1
MCO (NPC =9) | 8,80E-11 | 4,45E-11 | 3,44E-11 | 5,43E-11 | 8,1
MCO (NPC = 10) | 3,88E-11 | 8,22E-13 | 1,32E-13 | 2,34E-12 | 10,9
MPC (h=10"%) | 2,33E-11 | 1,38E-11 | 9,01E-11 | 7,68E-11 | 13,3

h é o tamanho do passo de integrac@o.

Na Tabela 5 € possivel observar boas estimativas encontradas pelo MCO considerando
diferentes valores de NPC e de ordens fraciondrias em relag@o as respectivas solucdes analiticas,
haja visto os valores dos erros computados. Como destacado para as aplica¢des anteriores, quanto
maior o valor do NPC menor € o erro e maior € o tempo de processamento. Para NPC maior do
que 8 observa-se que os erros computados t€ém a mesma ordem de grandeza dos obtidos pelo
MPC. Em termos de tempo de processamento, a metodologia proposta sempre foi mais eficiente
do que o MPC.

A Figura 12 apresenta os perfis de deslocamento obtidos pelo MCO considerando dife-
rentes valores para a ordem fraciondria e NPC igual a 10 para o sistema mola-amortecedor com
uma fonte periddica. Conforme observado nesta figura, os resultados obtidos pela metodologia
proposta apresentam uma boa concordancia em relacao as respectivas solugdes analiticas. Do
ponto de vista fisico, devido a existéncia de uma fonte periddica, observa-se um comportamento
oscilatério ao longo do tempo, diferentemente do estudo de caso anterior onde era considerada
uma fonte constante. Além disso, € importante observar, em relagdo a « igual a unidade, um

aumento no valor dos deslocamentos para menores valores da ordem fracionaria.
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Figura 12 — Sistema amortecedor-mola com uma fonte periddica.

5.3.5 QUINTO CASO

Este ultimo estudo de caso considera um sistema massa-mola-amortecedor sem aplicacao
de forga, i.e.; F'(t) = 0, bem como as seguintes condi¢des iniciais: z(0) = z, (z, > 0) e
dx/dt(0) = 0. Neste caso, o modelo original (ver Eq. (5.14)) é reduzido para:

D*x(t) + D (t) = —n?z(t) 0<a<1 (5.25)

onde os parametros 1 e 7 sdo dados pelas Egs. (5.16) e (5.21), respectivamente.

Como apresentado por Gémez-Aguilar et al. (2015), a solucdo analitica para este modelo

€ dada como segue:

C K C?
= [ (1—04) Q@ _ _ 2(1—&) 2a
l'(t) ona ( 2]\/[U t ) E2a < |:M 4M2:|) o t (526)

onde £, é a funcdo de Mittag—Leffler.

A Tabela 6 apresenta os erros absolutos e o tempo de processamento (valor médio)
considerando diferentes valores de ordens fraciondrias para 0o MCO e o MPC. Para esta finalidade
os seguintes parametros sio considerados: v, =1 m, M =1Kg, K =1 Nm, C'=0,5 Ns/m, e
tempo final igual a 15 s. Os parametros 7 e 7 sdo calculados a partir das Eqgs. (5.16) e (5.21),
respectivamente. A partir dos resultados apresentados nesta tabela é possivel concluir que o
MCO foi capaz de obter boas estimativas, independentemente do valor da ordem fracionéria,
visto que os valores dos erros absolutos apresentados tém a mesma ordem de grandeza dos

obtidos pelo MPC. Como observado para as aplica¢es anteriores, o aumento no valor do NPC
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implica na reducdo dos erros e no incremento do tempo de processamento. Para valores de NPC
maiores do que 7 observam-se erros com, no minimo, a mesma magnitude daqueles reportados

considerando o MPC.

Tabela 6 — Erros absolutos e tempo de processamento considerando o MCO e o MCP para o sistema
massa-mola-amortecedor sem forca externa.

a=1 |a=09|a=090 | a=085]|TP(s)
MCO (NPC=5) | 2,78E-07 | 2,11E-07 | 2,76E-07 | 3,43E-07 | 3,2
MCO (NPC=6) | 3,45E-08 | 1,43E-08 | 9,30E-09 | 1,23E-09 | 5.6
MCO (NPC=7) | 1,65E-08 | 5,24E-09 | 2,19E-09 | 1,03E-09 | 7.9
MCO (NPC=8) | 3,45E-10 | 6,76E-10 | 6,76E-10 | 5,10E-10 | 8,7
MCO (NPC=9) | 3,98E-11 | 3,58E-11 | 3,77E-11 | 5,10E-10 | 10,1
MCO (NPC =10) | 291E-12 | 6,77E-13 | 5,67E-13 | 3,)21E-12 | 11,2
MPC (h=10"%) | 8,47E-10 | 3,88E-10 | 1,67E-10 | 2,34E-10 | 15,5

h € o tamanho do passo de integracdo.

A Figura 13 apresenta os perfis de deslocamento obtidos pelo MCO considerando
diferentes valores para a ordem fracionaria e NPC igual a 10. Nesta figura pode-se observar
uma boa concordancia entre os valores analiticos e computados usando a metodologia proposta.
Além disso, como esperado, a resposta apresenta um comportamento oscilatério com amplitude
decrescente ao longo do tempo devido a natureza do sistema massa-mola-amortecedor. Este

comportamento decrescente € mais evidente a medida que o a ordem fraciondria é reduzida.
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Figura 13 — Sistema massa-mola-amortecedor sem forca externa.

Até o presente momento foram apresentados resultados que demonstraram a qualidade

do MCO no contexto fraciondrio em relagdo as solucdes analiticas e numéricas. Nas aplicagdes
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de engenharia foi possivel constatar que, a depender do valor da ordem fraciondria, os perfis
podem apresentar caracteristicas distintas daqueles observados para o sistema tradicional com
ordem inteira. Isto implica que a ordem fraciondria € um parametro de grande importancia,
visto que uma mudanga no seu valor pode ressaltar uma caracteristica particular ou até mesmo

desconfigurar completamente o sistema em anélise.

5.4 PROCESSO DE FERMENTACAO DA LACASE

Para avaliar a qualidade da solugdo obtida pela metodologia proposta em um problema
inverso considere a determinacao de parametros cinéticos no processo de fermentacao da en-
zima lacase. Esta enzima apresenta diversas aplicacdes industriais, sendo a mais frequente em
alimentos industriais e no tratamento de efluentes industriais. Especificamente na industria
alimenticia, a lacase € adicionada para aumentar a transparéncia e aparéncia das cores, aroma,
sabor, estabilidade de sucos de frutas e bebidas alcodlicas fermentadas bebidas (ALVES, 2010).
Matematicamente, o processo de fermentacdo da lacase pode ser representado pelas seguintes

equacoes que representam o balanco de massa do sistema (ALVES, 2010):

dX  fmaxSX
_— = X = X .2
as 1 dX

P { Ky (1—exp(—(t—0,01)/0,1))S — K,P set<t, ,P(0)=P, (527¢)

dt | (K — Ky) (1 —exp(—(t—0,01)/0,1)S set>t,

onde ¢ é o tempo (dia), X € a concentracdo de biomassa (g/L), P € a atividade da enzima lacase
(U/L), S é a concentracdo do substrato (g/L), tmax € K sd0 as constantes relacionadas ao modelo
de inibi¢do considerado, Yx g € o rendimento de biomassa em rela¢@o ao substrato, K, Ky, K,
sdo parametros que ponderam os modelos no que tange o produto e ¢, € o tempo de atuacdo de
cada um destes modelos. Assim, fimax, K5, K1, K2, K, € t; sdo pardmetros desconhecidos que

deve ser estimado através da formulacao e solucdo de um problema inverso.

Para esta finalidade, o problema inverso proposto consiste na determinagdo dos parame-
tros cinéticos que minimizam a diferenga entre o somatdrio dos pontos experimentais e previstos

pelo modelo, conforme o funcional FO definido como:

FO::(XE—XE)QJFZQMJr:M (5.28)

max(X¢)? — max(5¢)? max(P¢)?

em que Y° e T representam os valores experimentais e calculados pelo modelo (Y = [X §
P1), max(1*¢) é o maior valor experimental observado e n; (i = 1, 2, 3) é o nimero de pontos

experimentais considerados em cada somatorio.

A Tabela 7 apresenta os pontos experimentais considerados (ALVES, 2010).
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Tabela 7 — Pontos experimentais (células, substrato e produto) no processo de fermentacdo da enzima
lacase.

Tempo (dia) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
X (g/L) 0,101 03 0,4 0,7 0,8 1,1 1,1 12 1,2 1,2] 1,1
S (g/L) 20120 19 1,6 1.3 1.0 0.8 05 0410210111
P (U/L) 0 | 125 | 1634 | 3899 | 5657 | 7089 | 5985 | 1898 | 175 | 112 | 2 0

Para avaliar a influéncia da ordem fraciondria, os termos diferenciais apresentados no
modelo acima foram substituidos por d* X /dt®, d*S/dt* e d* P/dt®, respectivamente. Neste
caso, considera-se NPC igual a 5, derivada do tipo Caputo e o Método de Newton para resolver o
sistema nao linear resultante. Além disso, consideram-se os seguintes parametros (ALVES, 2010):
fimae = 0,832 dia=%; K, = 1,95 g/L; Yxg = 0,609 g/g; K; = 3,91% U(g~'dia%); K, = 7,593
dia=*; t, = 7,07 diae « =[0,40,5...09 1 1,1 ... 1,9 2]. Cabe enfatizar que, para garantir a
consisténcia dimensional do modelo fraciondrio, alguns dos pardmetros devem ser corrigidos em

funcgdo de a.

Na Figura 14 sao apresentados os perfis de substrato, células e produto considerando

diferentes valores de «.

Ao se analisar a influéncia de o percebe-se que, para valores de o préximos a unidade,
os perfis de substrato tendem a diminuir ao longo do tempo, visto que células se alimentam do
substrato para secretar o produto de interesse. Ja o perfil de produto aumenta e, apds o tempo
limitante ¢, 0 mesmo comega a diminuir por conta da inibicao por produto. Neste cendrio, do
ponto de vista fisico, os perfis para o préximos a unidade sdo coerentes e esperados com 0
processo em andlise. Todavia, ao se considerar valores de « diferentes da unidade, observa-se
que os perfis comecam a assumir formas ndo coerentes com o que é esperado para este tipo
de fendmeno, i.e.; para valores de o proximos de zero tem-se que o processo assume valores
negativos, o que nao tem sentido fisico algum. Por outro lado, ao se aproximar « de 2 tem-se um
processo com comportamento oscilatério, o que também nao é condizente para o processo em
andlise, mas sim para problemas que modelam fendmenos com comportamento oscilatério. Em
resumo, ao se utilizar uma derivada fraciondria para representar um processo real, deve-se avaliar
a faixa para a ordem fraciondria de modo que perfis fisicamente incoerentes sejam evitados.
Finalmente, cabe enfatizar que as descontinuidades nas derivadas se devem ao tipo de modelo

proposto para o balanco de massa de produto.

Conforme observado, a ordem fraciondria em um processo real nao pode assumir qual-
quer valor, pois resultados fisicamente incoerentes podem ser obtidos. Neste caso, parece ser
interessante considerar a ordem fraciondria como uma varidvel de projeto no problema de otimi-
zacdo. Neste contexto, foram propostos dois problemas inversos. O primeiro considera que « é
igual a uma unidade e no segundo que « é uma varidvel de projeto. Para resolver estes problemas
inversos considera-se o algoritmo de Evolu¢do Diferencial (ED) (STORN; PRICE, 1995). Para

estimar os parametros cinéticos e a ordem fraciondria (no caso do segundo problema inverso),
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(¢) Produto (U/L).

Figura 14 — Concentragdes de células, substrato e produto considerando diferentes valores de ordem
fraciondria no processo de fermentacio da enzima lacase.

foram considerados os parametros no algoritmo ED: tamanho da populacdo (50), numero de
geragdes (500), taxa de perturbacao (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia nimero 7. Para
esta configuracdao de parametros, sdo necessarias 50 + 50 x 500 avaliagdes da fun¢do obje-
tivo. Foram considerados o seguinte dominio para as variaveis de projeto: 0,001 < fi,,4, < 2
dia=*; 0,001 < K, < 2 ¢g/L; 0,002 < Yxs < 3 g/g; 30 < K; < 30000 U(g™! dia=);
50 < K3 <50000dia™*; 0,56 < K, <1dia™*;6 <t; <1ldiae0,9 < <1 (para o segundo

problema inverso).

A Tabela 8 apresenta os melhores resultados obtidos para cada problema inverso conside-
rando 20 execugdes independentes do algoritmo de ED. Nesta tabela percebe-se que os resultados
obtidos considerando a ordem como parametro sdo muito proximos daqueles considerando a
ordem fixa e igual a unidade. Assim, para esta aplicacdo, conclui-se que nao fez diferenca utilizar
a abordagem fraciondria. Todavia, apesar desse resultado, ndo se pode garantir que o uso da

abordagem fraciondria ndo produza ganhos significativos em outras aplicagdes. Do ponto de
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vista matematico, inserir a ordem como varidvel de projeto significa aumentar o niimero de graus
de liberdade do problema, o que na pratica pode resultar em uma melhor adequagdao do modelo

aos pontos experimentais.

Tabela 8 — Parametros estimados pelo algoritmo de ED no processo de fermentagcdo da enzima lacase
considerando modelos com ordem inteira e fraciondria.

Limag (dia=®) 0,832 0,861
K, (g/L) 1,952 1,951
Yys (2/2) 0,609 0,615

K (Ug—ldia=®) | 3,914 x 10% | 4,006 x 103
K> (dia=®) 7,598 x 103 | 7,800 x 103

K, (dia—®) 0,999 1,001
ts (dia) 7,079 6,995
o (-) 1 0,938
FO (5 0,5272 0,5250

A Figura 15 apresenta os perfis experimentais e os simulados considerando os conjuntos
de parametros obtidos para cada problema inverso. Nestas figuras, observa-se uma boa concor-
dancia entre os perfis experimentais e os simulados considerando a resolu¢do dos problemas
inversos propostos. Como destacado anteriormente, a concentragdo de células aumenta visto
que estas se alimentam do substrato (que diminuem por este motivo). Ja o produto aumenta
até atingir o seu maximo e, em seguida por conta da inibi¢do, a sua quantidade reduz. Final-
mente, € importante ressaltar que a qualidade dos resultados é func@o dos pontos experimentais

disponiveis, bem como do modelo proposto para representar este fendmeno.

Nesta aplicagdo o MCO no contexto fraciondrio foi empregado como ferramenta de
simulag@o durante a resolucdo de um problema inverso real. Os resultados obtidos demonstram a
qualidade da metodologia proposta, visto que boas estimativas para os parametros cinéticos e
para a ordem fraciondria foram encontradas. Nas proximas secdes sao apresentados os resultados

considerando PCOFs usando duas abordagens, a saber, a indireta e a direta.

5.5 RESOLUCAO DE PCOFS USANDO 0 METODO INDI-
RETO

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos com a aplicacdo da abordagem
indireta a PCOFs. Como mencionado anteriormente, o modelo algébrico-diferencial de valor no
contorno resultante da aplica¢do da abordagem indireta € obtido a partir da execu¢do do codigo
OTIMA, estendido para o contexto fraciondrio, de forma a facilitar a geracdo do modelo em sua

forma final, i.e.; um sistema algébrico-diferencial de valor no contorno.
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Figura 15 — Concentragdes de células, substrato e produto experimentais e simuladas no processo de
fermentacdo da enzima lacase.

5.5.1 PRIMEIRO CASO

Esta aplicacao tem por objetivo resolver um PCOF via aplicacdo das condi¢des de otimali-

dade apresentadas anteriormente. Para essa finalidade considere o seguinte PCOF (SAYEVAND;
ROSTAMLI, 2018):

1
min J(z.,0) — / (tut) — (o + 2))z())%dt (5.29)
0
sujeito as seguintes restricoes:
@(t) + Dx(t) = u(t) + 12, (5.30a)
2

em que t e x representam as varidveis independente e dependente, respectivamente, u € a variavel

de controle, J é a funcdo objetivo e o € a ordem fraciondria. Este apresenta solugdo analitica,
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dada como (SAYEVAND; ROSTAMI, 2018):

21012

2ta+1
At)=0 (5.31¢)
J(zu,0) =0 (5.31d)

Para resolver este problema usando o MI faz-se necessdrio a determinag@o das condi¢oes

de otimalidade. Neste cendrio, a partir da aplicagdo do codigo OTIMA tem-se o seguinte

equacionamento:
H(x(t),u(t) A1), ta) = (tu(t) — (o + 2)z(t)? + Au(t) + ¢2) (5.32a)

@(t) + D (t) = u(t) + 2, z(0) =0 (5.32b)

(1) = F(%%) (5.32¢)

A(t) — DOA(t) — 2(ov + 2) (tu(t) — (v +2)z(t)) =0, A1) =0 (5.32d)

2t (tu(t)) — (a + 2)z(t)) + A(t) = 0 (5.32¢)

O problema acima corresponde a um sistema de equagdes algébrico-diferenciais fracio-
ndrias de valor no contorno, visto que a varidvel x € definida para ¢ igual a zero e a varidvel A
€ definida para ¢ igual a unidade. Para resolver este modelo utiliza-se a metodologia proposta,
resultando em um sistema com NPC equacdes ndo lineares, sendo este resolvido pelo Método de

Newton.

A Tabela 9 apresenta os resultados obtidos considerando a influéncia do NPC para «
igual a 0,9. Nesta tabela, percebe-se que foram obtidas boas estimativas para o valor de J e
para os erros absolutos médios para a varidvel de estado (=,) e para a varidvel adjunta A (=)).
Também € possivel observar que o aumento no valor do parametro NPC implica na redugdo
dos respectivos erros absolutos médios, bem como o valor da funcdo objetivo J. Em termos do
tempo de processamento, como esperado, quanto maior o NPC maior € o valor deste parametro

devido ao aumento da dimensdo do problema a ser resolvido.

Tabela 9 — Influéncia do NPC no valor de J e dos erros absolutos médios para o primeiro PCOF matem4&-

tico (o =0,9).
NPC =2 NPC =3 NPC =4 NPC =5
J 2,699x107% | 2,2455x1078 | 8,5868x107Y | 6,6769x 10~
= 3,1783x1077 | 2,6447x107° | 1,0112x107° | 7,8638x10~'?
=\ 22701 x107% | 1,566x10~7 | 8,5698x10~8 | 1,2442x10~"
TP (s) 6,45 6,98 8,09 9,85
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A Figura 16 apresenta os perfis das varidveis de estado, co-estado e controle considerando
diferentes NPC e «v igual a 0,9. Para os perfis das varidveis de estado e de controle percebe-se
uma boa qualidade de aproximacao ja para NPC igual a 2. Ja para o perfil da varidvel adjunta,
pode-se perceber que € necessario um maior valor no que tange esse parametro para obter uma

solucdo mais precisa em relacdo a essa varidvel.
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Figura 16 — Influéncia do NPC nos perfis das varidveis de controle, estado e adjuntas no PCOF matemético
(a=09).

A Tabela 10 apresenta a influéncia no valor da ordem fracionaria em J, =, e =) para
NPC igual a 5. Nesta tabela, percebe-se que, para o NPC utilizado, a abordagem proposta foi
capaz de obter boas estimativas para os perfis de varidveis de estado, controle e adjuntas, como

pode ser observado nos valores obtidos para .J, =, € =).

A Figura 17 apresenta os perfis das varidveis de estado, co-estado e controle considerando
diferentes valores para v € NPC de valor igual a 5. Nesta figura, percebe-se claramente a
influéncia da ordem fraciondria em cada um destes perfis, sendo que o aumento no valor deste

parametro implica na reducdo da magnitude dos perfis de estado e de controle. Em termos
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Tabela 10 — Influéncia da ordem fraciondria no valor de J e dos erros absolutos médios para o PCOF

matematico (NPC = 5).

a=0,6

a=0,7

a=0_-8

a=209

a=1,0

<

2,1416x 1077

9,7667x 10~

3,3801x 107

6,6769x 101!

6,0208 x 10~1°

3,1373x 10710

1,3266x 10~

4,2689x 1071

7,8638x 10712

6,6809x 10710

(1]} [1]
]

>

2,7090x 10~

1,6247x107°

1,1191x 107

1,2124x 107

9,4868x10~1Y

da qualidade da solucdo encontrada constata-se que foram obtidas boas aproximagdes para as

varidveis de estado e de controle considerando todos os valores de «.. Todavia, para os perfis

da varidvel adjunta, observa-se uma diferenca significativa entre estes. Provavelmente, esta

diferenca possa ser justificada pelo fato da solucdo 6tima para A ser igual a zero. Neste caso, 0s

resultados numéricos obtidos t¢ém magnitudes da ordem (méxima) de, aproximadamente, 10~%.

Assim, apesar desta discrepancia, considera-se que a metodologia proposta foi capaz de resolver

o problema em questao.
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Figura 17 — Influéncia da ordem fraciondria nos perfis das varidveis de estado, co-estado e controle para o
primeiro PCOF matematico (NPC = 5).
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5.5.2 SEGUNDO CASO

Nesta segunda aplicacdo é considerado o seguinte problema de controle 6timo linear-
quadratico (SWEILAM; AL-AJAMI; HOPPE, 2013):

1
min J(z,u) = / (u(t) — z(t))%dt, (5.33)
0
sujeito ao sistema dinamico:
; C na 6o+ 3
(t) +¢ Dyx(t) = u(t) — x(t) + o £3) +t (5.34)
e as seguintes condicdes:
z(0)=0, =z(l)= 6 (5.35)
- - T(a+4) '
A solugdo analitica é dada por (SAYEVAND; ROSTAMI, 2018):
6ta+3 6ta+3
T(t),u(t)) = 5.36
w0a0) = (o5 s s) (536

Para resolver o PCOF usando a abordagem indireta aplica-se o c6digo OTIMA, cuja

saida € o seguinte sistema de equacdes algébrico-diferenciais de valor no contorno:

H (x(t),u(t) \t),t,0) = (u(t) — z(t))* + X (u(t) —z(t) + % + t3> (5.37a)
i(t) +5 Dex(t) = u(t) — x(t) + % + ¢ (5.37b)
6
z(0) =0, =z(1)= Tatd) (5.37¢)
At) —, DOX(t) + 2u(t) — 2z(t) +1 =0 (5.37d)
2u(t) — 2x(t) + A(t) = 0 (5.37¢)

A Tabela 11 apresenta os resultados obtidos considerando a influéncia do NPC para
« igual a 0,9 bem como a aplicagdo do Método de Newton. Nesta tabela, percebe-se boas
estimativas para o valor de J e dos erros absolutos médios para ambas as varidveis (estado (=)
e adjunta (=))). Também € possivel observar que o aumento no valor do pardmetro NPC implica
na reducdo dos respectivos erros absolutos médios, bem como o valor da fun¢do objetivo J. Em
termos do tempo de processamento, como esperado, quanto maior o NPC maior € o valor deste

parametro devido ao aumento da dimensdo do problema a ser resolvido.

Ja a Tabela 12 apresenta a influéncia da ordem fraciondria nos valores de J, =, e =,

para NPC igual a 5. Nesta tabela, percebe-se que a abordagem proposta foi capaz de obter boas
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Tabela 11 — Influéncia do NPC no valor de J e dos erros absolutos médios para o segundo PCOF matema-
tico (v = 0,9).

NPC =2 NPC =3 NPC =4 NPC =5
J 1,7874x107° | 1,5455x107% | 2,8787x 1077 | 5,5443x10712
. | 2,3434x107° | 2,7444x10710 | 1,2434x 107 | 2,3332x107 13
= 1,1432x107° | 1,6656x107% | 2,6768x107° | 5,6589x10~1°
TP (s) 5,57 6,44 9,59 10,54

Tabela 12 — Influéncia da ordem fraciondria no valor de J e dos erros absolutos médios para o segundo
PCOF matematico (NPC = 5).

a=10,6 a=0,7 a=0,8 a=20,9 a=1,0
J | 2,4332x10719 | 7,8781x1071° | 5,6561x 10! | 2,9888x107 12 | 2,8434x 10~
= | 2,3233x10710 | 1,6434x 10710 | 2,9545x10~ ! | 3,8656x107 13 | 2,6755x10~1°
=y | 2,0434x10719 | 1,644x10710 | 4,9489%x 10~ | 5,6746x107 1% | 6,8776x 10714

estimativas para a funcdo objetivo e para as varidveis de estado e co-estado, haja visto os valores

obtidos para J, =, e =).

Nas Figuras 18 e 19 sdo apresentados os perfis das varidveis de estado, co-estado e con-
trole considerando diferentes NPC (a = 0,9) e diferentes valores de oo (NPC = 5), respectivamente.
Em ambas as figuras percebe-se a qualidade da metodologia proposta, visto a concordancia
entre as solugdes obtidas e analiticas. Ja na Figura 18 observa-se que uma boa aproximagao para
todos os perfis € observada para o menor valor de NPC considerado, i.e.; igual a 2. Na Figura
19 observa-se, claramente, a influéncia da ordem fracionaria em cada um destes perfis, sendo
que o aumento no valor deste parametro implica na reducao da magnitude dos perfis de estado e

controle.

De forma geral, observa-se com as aplicacdes realizadas que o MCO estendido para
o contexto fraciondrio foi capaz de obter boas estimativas para os perfis de estado, co-estado
e controle. Além disso, a execucdo do cédigo OTIMA eliminou a etapa (tediosa e sujeita a
erros) de geracdo das condi¢des de otimalidade no contexto fraciondrio (sistema de equagdes
algébrico-diferenciais de valor no contorno). Nas proximas se¢des sao apresentados os resultados
considerando a resolucdo de PCOFs usando a abordagem direta nos contextos mono e multi-

objetivo.

5.6 RESOLUCAO DE PCOFs MATEMATICOS SINGULA-
RES USANDO O METODO DIRETO

Os PCOs denominados de singulares sao muito dificeis de serem resolvidos, uma vez
que o gradiente da fun¢do Hamiltoniano com relacio a varidvel de controle ndo fornece nenhuma

informacdo sobre o controle. Além disso, destaca-se nestes problemas que a sensibilidade da
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Figura 18 — Influéncia do NPC nos perfis das varidveis de controle, estado e adjuntas para o segundo
PCOF matematico (o =0,9).

funcdo objetivo com relagdo a mudancas no controle € muito baixa, o que dificulta a resolucao
dos mesmos (KOKOSKA; ZWILLINGER, 2000).

Para fins de aplicagdo, a seguir sdo apresentados dois estudos de caso singulares no
contexto fraciondrio (a ordem fraciondria o € definida no intervalo compreendido entre 0,8 a 1,2).
Cabe destacar que esta faixa foi escolhida de forma que a mesma representasse uma perturbacao

no valor da ordem inteira, tradicionalmente empregada nestes estudos de caso.

5.6.1 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO SINGULAR 1

Considere o PCO singular estudado por Jacobson, Gershwin e Lele (1970), Flaherty e
O’Malley (1977), Dadebo e McAuley (1995) e Luus (1998). Este é composto por trés varidveis
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Figura 19 — Influéncia da ordem fraciondria nos perfis das varidveis de controle, estado e adjuntas para o
segundo PCOF matematico (NPC = 5).

de estado e uma de controle. No contexto fracionario, este modelo é dado como:

d°z
e =2 (5.38)
dal‘g

- 5.3
Jpa = U (5.39)
d*x
o =11 (5.40)

em que t € a varidvel independente, x; (i = 1, 2, 3) representa a i-ésima varidvel dependente
(estado) e u é a varidvel de controle. Para integrar este modelo considera-se z(0) = [0 1 0]” e ¢,

= 5. As restricdes impostas para a varidvel de controle sdo:

—1<u<l1 (5.41)
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Neste caso, deseja-se obter a lei de controle que minimize a seguinte funcdo objetivo
(FO):
FO = z5(ty) (5.42)

Para resolver este estudo de caso serd considerado o algoritmo ED (STORN; PRICE,
1995) considerando os seguintes parametros: tamanho da populacdo (25), nimero de geragdes
(500), taxa de perturbagdo (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia nimero 7. Para esta
configuracdo de parametros sdo necessdrias 25 + 25 x 500 avaliagdes da fungdo objetivo. A
estratégia de controle empregada nesta aplicagdo considera cinco elementos de controle [u; us
us u4 us] definidos em cinco intervalos de tempo ([0 41 ¢4 ts3 54 1]) de formaque —1 < u; < 1
(t=1,2,..,5;e0<t,; <5(j=1,2,..4).

A Tabela 13 apresenta os melhores resultados obtidos para esta aplica¢do considerando
a=[0,811,2] e NPC =5. Para « igual a uma unidade (valor de referéncia), a funcdo objetivo
€, aproximadamente, igual a 0,2683 (JACOBSON; GERSHWIN; LELE, 1970; FLAHERTY;
O’MALLEY, 1977; DADEBO; MCAULEY, 1995; LUUS, 1998). Neste caso, observa-se que o
resultado obtido pela metodologia proposta para « igual a uma unidade estd em concordancia
com este valor. Para esta aplicacdo, o valor da fun¢do objetivo cresce na medida em que o valor
de o aumenta, conforme a Figura 20 (a). Também é observado na Figura 20 (b) que os perfis
de controle sdo oscilatérios, sendo estes coerentes com os reportados por Dadebo e McAuley
(1995). Ja os comportamentos das varidveis de estado x; € x2 sdo oscilatorios com suavizagao
ao longo do tempo, como observado nas Figuras 20 (c, d). Ja para a terceira varidvel de projeto
observa-se, aproximadamente, um comportamento crescrente, a depender da ordem considerada,
como visto na Figura 20 (e). Em relacdo ao algoritmo de ED, os desvios padrdao observados
para a fungdo objetivo sdo, no minimo, da ordem de 102, o que demonstra que a estratégia de
otimizagdo sempre convergiu para a solu¢ao 6tima reportada. Finalmente, ressalta-se que, em

média, cada execugdo do algoritmo de ED requereu um tempo de processamento igual a 21,96 s.

Tabela 13 — Resultados obtidos para o problema singular 1 considerando diferentes valores para c.

a=08| a=1 | a=1,2
ts1 () | 1,5558 | 1,7589 | 1,6461
tso (-) | 1,5624 | 2,7519 | 1,7784
tss (-) | 2,2249 | 2,8394 | 3,2976
tea (<) | 4,7215 | 3,2130 | 4,0981
uy (-) | -1,0000 | -1,0000 | -1,0000
uy (-) | -0,9701 | 1,0000 | -0,3250
us (-) | 0,2792 | -1,0000 | 1,0000
ug (-) | -0,0583 | -0,4385 | -0,7667
us (-) | -0,5479 | 0,0181 | 0,3219
FO () | 0,1040 | 0,2692 | 0,6460
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Figura 20 — Influéncia da ordem fraciondria na funcdo objetivo e nas varidveis de controle e estado para o
PCO singular 1.

5.6.2 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO SINGULAR 2

Nesta aplica¢do o termo quadratico x3 € adicionado ao integrando da fungio objetivo

do primeiro estudo de caso singular. Matematicamente este sistema € dado por (JACOBSON;
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GERSHWIN; LELE, 1970):

d*x
e = (5.43)
daZEQ
= 5.44
T = U (5.44)
dal’g
dw::ﬁ+x§ (5.45)

em que t € a varidvel independente, x; (i = 1, 2, 3) representa a i-ésima varidvel dependente
(estado) e u € a varidvel de controle. Também considera-se z(0) = [0 1 0]7, e t; = 5. As restrigdes

no controle sdo definidas como segue:

—1<u<l1 (5.46)

Nesta aplica¢do também deseja-se minimizar a seguinte funcéo objetivo (F'O):

FO = x3(t;) (5.47)

Para resolver este estudo de caso também foi considerado o algoritmo ED (STORN;
PRICE, 1995) com os seguintes parametros: tamanho da populagdo (25), nimero de geracoes
(500), taxa de perturbagdo (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia nimero 7. Para esta
combinacao de parametros sdo necessdrias 25 + 25 x 500 avaliacdes da funcdo objetivo. Da
mesma forma que a aplicacdo anterior, aqui também sio considerados cinco elementos de
controle [uy us u3 uy4 us] definidos em cinco intervalos de tempo ([0 ¢4 4 ts3 ts4 1]) de forma
que —1 <wu; <1 (=1,2,.,5;e0<t,; <5(j=1,2..4).

A Tabela 14 apresenta os melhores resultados obtidos para este PCO singular consi-
derando a = [0,8 1 1,2] e NPC = 5. Da mesma forma que apresentado no caso anterior, estes
resultados sdo coerentes, visto que o valor referéncia (« igual a 1 unidade) encontrado é bem
proximo ao reportado pela literatura, i1.e.; 0,7539. Em relacdo aos desvios padrao encontrados
durante a execucdo do algoritmo de ED observa-se que, em relagdo a funcdo objetivo, estes sdo,
no minimo, da ordem de 1073, i.e.; o referido algoritmo sempre convergiu para a mesma solugo.
Finalmente, em média, cada execug¢do do algoritmo de ED requereu um tempo de processamento
igual a 23,45 s.

A Figura 21 apresenta os perfis referentes a funcdo objetivo, varidveis de controle e de
estado. Assim como no primeiro estudo de caso singular, nota-se que o valor da FO cresce na
medida em que o valor de o aumenta, conforme a Figura 21 (a). Ja na Figura 21 (b) observa-se
um comportamento oscilante, mas com tendéncia a um amortecimento para maiores valores
da ordem fraciondria. Em se tratando dos perfis obtidos para as varidveis de estado x; e x5
observa-se um comportamento, aproximadamente parabdlico, para ambas as varidveis, como
observado nas Figuras 21 (c, d). J4 para a terceira variavel de projeto, assim como constatado na
primeira aplicacdo, observa-se, aproximadamente, um comportamento crescrente, a depender da

ordem considerada, como visto na Figura 21 (e).
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Tabela 14 — Resultados obtidos para o problema singular 2 considerando diferentes valores para .

a=08] a=1 a=1,2
ta () | 1,2407 | 1,3645 | 1,5476
to () | 1,5479 | 1,4527 | 2,1607
tes (<) | 2,8481 | 2,6210 | 3,3601
tea (<) | 4,1501 | 4,9628 | 4,8786
uy (=) | -1,0000 | -1,0000 | -1,0000
ug (=) | -0,2532 | -0,2373 | 0,9994
ug (<) | -0,0670 | 0,2316 | 0,2351
uyg (=) | -0,0534 | 0,0468 | 0,0433
us (<) | -0,0334 | -0,0298 | 0,3767
FO (- | 0,3093 | 0,7549 | 1,6563

5.7 RESOLUCAO DE PCOFS MONO-OBJETIVOS USANDO
O METODO DIRETO

Com o intuito de avaliar a metodologia proposta para a resolucdao de PCOFs, a seguir sdo

apresentados estudos de caso de engenharia para essa finalidade.

5.7.1 MISTURA DE CATALISADORES

A primeira aplicacdo considera a resolu¢cdo de um tradicional PCO singular em que o
indice diferencial € igual a 3, a saber, o problema da mistura de catalisadores (LOGSDON; BIE-
GLER, 1989). Este problema, adaptado aqui para o contexto fraciondrio, consiste em determinar
a mistura 6tima de dois catalisadores (varidvel de controle ) ao longo do comprimento fixo
de um reator PFR (Plug-Flow Reactor) onde ocorre uma reagdo S; <> So — S3. Neste caso,
deseja-se maximizar a producdo da espécie Ss.

Matematicamente, o problema (no contexto adimensional) € descrito de forma a minimi-

zar a seguinte funcao objetivo:
min FO(u) = —(1 — z1(ly) — z2(ly)) (5.48)

sujeito ao seguinte sistema diferencial fraciondrio:
dal’l

dl~
=u(zy — 1023) — (1 —u)xe, x2(0) =0 (5.49b)

= u(10xe — 1), z1(0) =1 (5.49a)

dal'g
dle
em que [ é o comprimento do reator (L = 1), e z; € x5 representam as fragdes molares das

espécies 57 e S, respectivamente. Este problema apresenta uma restri¢do na varidvel de controle,

dadacomo 0 < u < 1.

Como o objetivo desta aplicacio € associar a metodologia proposta para integrar o

modelo diferencial fraciondrio usando a extensdo do MCO a abordagem direta, a varidvel de
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Figura 21 — Influéncia da ordem fraciondria na funcdo objetivo e nas varidveis de controle e estado para o

controle serd discretizada por fases (), conforme discutido por Logsdon e Biegler (1989). Neste
caso, o perfil de controle para este problema é obtido considerando trés fases, sendo que em

cada uma o controle € constante. Assim, considerando trés fases, a restricao original (continua)
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para a varidvel de controle pode ser definida como: ©v = wu; para 0 < [ < [ (primeira fase),
u = ug para ly < | <ls (segunda fase) e u = ug para lg < [ < 1 (terceira fase). Em resumo,
o problema original € reescrito como um equivalente em que deseja-se determinar os valores
de uy, us, uz (magnitudes das estratégias de controle em cada fase) e os pardmetros ls € s

(comprimentos onde acontece a troca da estratégia de controle).

Para resolver este estudo de caso considera-se o algoritmo de ED (STORN; PRICE,
1995) com os seguintes parametros: tamanho da populacio (50), nimero de geragdes (250), taxa
de perturbacao (0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia numero 7 (ED/best/1/exp). Neste caso,
s@o necessdrias 50 + 50 x 250 avalia¢des da funcdo objetivo em cada execugdo do algoritmo.
Além disso, foram considerados os seguintes dominios para as varidveis de projeto: 0 < uy < 1;
0<u <1;0<us <1L;0<151<05e0,5 <l <1

A Tabela 15 apresenta os melhores resultados obtidos para o problema de mistura de
catalisadores considerando o = [0,8 1 1,2], NPC =5 e 20 execucdes independentes. De forma
geral, os resultados obtidos estdo coerentes, visto que para « igual a uma unidade, o melhor valor
encontrado é, aproximadamente, igual -0,0480 e este estd em concordancia com o reportado por
Logsdon e Biegler (1989). Cabe destacar que um valor da magnitude de 10~%, em relagio ao
valor da funcao objetivo, foi observado para os desvios padrao para cada ordem fracionéria, o
que significa que a estratégia de otimizagdo sempre convergiu para a mesma solu¢do. Em termos
do tempo de processamento, cada execucdo do algoritmo de ED requereu, em média, 27,54

segundos.

Tabela 15 — Resultados obtidos para o problema de mistura de catalisadores considerando diferentes
valores para a.

o ls1 lso Uy Us U3 FO
0,8 | 0,0738 | 0,8674 | 1,0000 | 0,2938 | 0,0000 | -0,0476
1,0 | 0,1361 | 0,7252 | 1,0000 | 0,2272 | 0,0000 | -0,0480
1,2 | 0,0000 | 0,2256 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | -0,0538

A Figura 22 apresenta a influéncia da ordem fraciondria no valor da funcio objetivo
(0,8 < a < 1,2) e os perfis de estado e controle. Na Figura 22 (a) percebe-se que, para «
menor do que, aproximadamente, 0,85; a funcao objetivo permanece, praticamente constante.
Ja para valores da ordem superiores a 0,85 percebe-se que o valor da fun¢do objetivo decai,
demonstrando que a ordem influencia sim o valor da funcao objetivo. Fisicamente, por se tratar
de um problema de maximizacao, o aumento do valor da ordem fraciondria implica no aumento
do valor da concentracdo da espécie S3 no comprimento final. Na pratica, valores de ordem
maiores do que 0,85 implicam no aumento da concentragdao do produto. J4 nas Figuras 22 (b, c,
d) sdo apresentados os perfis para alguns valores de « ([0,8 1 1,2]). Para cada ordem analisada
€ associada a uma estratégia de controle, tornando-se um problema de otimizagdo particular,
1.e.; uma estratégia de controle para uma dada ordem fraciondria. Neste caso, apesar de curvas

distintas para cada valor de ordem, todos estes perfis sdo fisicamente vidveis. Além disso, a
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depender da ordem tem-se estratégias de controle diferentes de forma que, pode até ser possivel

reduzir o ndmero de elementos de controle.
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Figura 22 — Influéncia da ordem fraciondria no valor da fungéo objetivo e dos perfis de estado e controle
para o problema da mistura de catalisadores.

5.7.2 REATOR BATELADA

. ~ k k
Considere um reator batelada em que acontecem as reagdes paralelas A — B, A = C.
Ambas as reacdes sao de primeira ordem e irreversiveis. O objetivo deste estudo € encontrar

o perfil de temperatura (7") em funcdo do tempo (¢) que maximiza o rendimento da espécie B

no tempo final ¢;. Os balangos de massa para as espécies A e B sdo dadas como (ENGLAND;

GOMEZ; LAMOUR, 2005):
(5.50)
(5.51)

21(t) = — (ki1 (t) + ka(t))z1(2)
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em que z; e x, representam as concentracdes das espécies A e B, respectivamente, k; representa
a i-ésima constante de reacio, em que k; = kype /BT (1 = 1,2), k1o = 10% s, kyg = 5,1011
s~!, By = 10* cal/gmol e F5 = 2,104 cal/gmol (ENGLAND; GOMEZ; LAMOUR, 2005).

Este problema de controle 6timo foi estudado por Biegler (1984), Logsdon e Biegler
(1989) e England, G6mez e Lamour (2005). Nestes trabalhos foi considerado que k1 (t) ~ u(t) e
que ka(t) ~ 0,5u(t). Assim, o problema de controle Gtimo é formulado como segue (em que ¢

éigualals):

m(gl FO = —x,5(ty) (5.52)
sujeito as seguintes restricoes:
#1(t) = —(u(t) + 0,5u*(t))z1(t) (5.53)
Ea(t) = u(t)z (1) (5.54)
z(0) = [10]" (5.55)

Para resolver este estudo de caso foi considerado o algoritmo ED (STORN; PRICE, 1995)
com os seguintes parametros: tamanho da populacao (25), nimero de geracoes (250), taxa de
perturbacao (0,8), taxa de cruzamento (0,8), estratégia nimero 7 e 20 execucdes independentes.
Para esta configuragdo sdo necessarias 25 + 25 x 250 avaliagdes da fun¢do objetivo. Nesta
aplicacdo considera-se cinco elementos de controle ([u; us u3 w4 us]) definidos em cinco
intervalos de tempo ([0 t; t52 53 154 1]) de formaque 0 < wu; <50 =1,2,..,5);e0 <t,; <
1(j =1,2,....4). E interessante ressaltar que o nimero de elementos de controle bem como 0s
parametros usados no ED algoritmo foram definidos apds terem sido feitas algumas avaliacdes

preliminares.

A Tabela 16 apresenta os melhores resultados obtidos para o problema do reator batelada
considerando o = [0,8 1 1,2] e NPC = 5. De forma geral, os resultados obtidos pela metodologia
proposta (para « igual a uma unidade) estdo em concordancia com os reportados por Biegler
(1984), i.e.; o valor da fun¢do objetivo € proximo a 0,57. Também pode-se observar que o
aumento do valor da ordem fraciondria implica no incremento do valor da func¢io objetivo, isto

¢; da concentragdo da espécie B no tempo final.

Em relac@o aos desvios padrio para cada ordem fraciondria, observa-se um valor da
magnitude de 1073 em relagdo a todas as execugdes do algoritmo de ED. Isto demonstra
que o algoritmo sempre convergiu para a solu¢do do problema. Por fim, enfatiza-se que o
tempo de processamento médio, em cada execucdo da estratégia de otimizagdo, foi igual a,

aproximadamente, 23,88 segundos.

A Figura 23 apresenta a variagao da fungdo objetivo com relacdo a ordem fraciondria e
os perfis de estado e controle. Na Figura 23 (a) observa-se que o aumento no valor do pardmetro
implica no aumento do valor da F'O. Fisicamente, isto significa que quanto maior o valor da

ordem fraciondria (associada ao valor da respectiva estratégia de controle) maior € o rendimento
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Tabela 16 — Resultados obtidos para o problema do reator batelada considerando diferentes valores de «.

a=08| a=1 |a=1,2
te1 (8) 0,4452 | 0,3551 | 0,3209
teo (S) 0,7305 | 0,6181 | 0,5484
tez (S) 0,8881 | 0,8007 | 0,6985
tos (8) 0,9625 | 0,9129 | 0,8382
uq (1/5) 0,7880 | 0,8472 | 1,0096
Uy (1/5) 1,0852 | 1,1418 | 1,4756
us (1/s) 1,5854 | 1,6236 | 2,3543
wuy (1/5) 2,5099 | 2,5092 | 4,5000
us (1/s) 4,4999 | 4,5000 | 0,0000
FO (mol/L) | 0,5442 | 0,5714 | 0,6038
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Figura 23 — Influéncia da ordem fraciondria no valor da fungao objetivo e perfis de estado e controle para
o problema reator de batela.

do sistema reacional analisado. J4 na Figura 23 (b) observa-se que, praticamente para todas as
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ordens analisadas, que o perfil do controle é crescente. Este resultado estd em concordancia
com aquele reportado por Biegler (1984). Finalmente para as Figuras 23 (c, d) observa-se um
comportamento de redugdo para a espécie A e de aumento para a espécie B. Estes estdao de
acordo com o esperado fisicamente. Todavia, ressalta-se que para « igual a 1,2; o perfil de
21 para tempos maiores do que, aproximadamente, 0,8 sdo fisicamente invidveis, visto que a
concentracdo tem sinal negativo. Neste caso, pode-se resolver novamente o PCOF com uma nova
restri¢ao de desigualdade, a saber, x; > 0. Assim, para este novo problema pode-se verificar se

para a referida ordem, o valor dessa concentracdo ainda € fisicamente invidvel.

Em resumo, a depender do valor da ordem e da estratégia de controle, é possivel que se
obtenha um perfil fisicamente invidvel. Neste caso, pode-se restringir mais o problema de forma
a verificar se com a adi¢ao de novas restricdes este comportamento invidvel do ponto de vista

fisico ainda continua.

5.7.3 SISTEMA MASSA-MOLA-AMORTECEDOR

Considere um sistema mecanico com dois graus de liberdade (ver a Figura 24) e que
consiste de corpos com massas 1m; € msy conectados com molas com rigidez k; e ko € amorte-
cedores com coeficientes lineares c; e ¢ conectados a uma estrutura rigida (VEERAKLAEW;
MALISUWAN, 2006). Nesta figura, x;, € x5 representam os deslocamentos (m) e u; € uy as

forgas aplicadas (N) (varidveis de controle do problema em questio).

N\

Figura 24 — Sistema massa-mola-amortecedor com dois graus de liberdade.

O modelo matematico que representa o fendmeno em andlise € descrito por um sistema
com duas equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem definidos em termos das aceleracdes
dos corpos (Z e ¥3). Neste caso, para resolver este modelo faz-se a redu¢ao de ordem, i.e., sejam
as variaveis auxiliares definidas como: X;| = 21, X5 = 11, X3 = 25 ¢ X4 = 2». Assim, o sistema
com dois graus de liberdade pode ser representado pela seguinte equacdo (VEERAKLAEW;
MALISUWAN, 2006):

X = AX + Bu (5.56)
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em que A e B s3o matrizes definidas como:

0 1 0 0
A — —(/{31 + kQ)/ml —(Cl + 02)/m1 /{ig/ml Cg/ml (557)
0 0 0 1
ka/my Co /MMy —(kg + k3)/ma  —(ca + c3)/ma
0 0
1 0
B |Y/m (5.58)
0 0
0 1/m2

Para esta aplicacdo deseja-se obter os valores dos controles u; € 15 de forma a minimizar o
funcional J, definido como sendo a integral do somatério dos controles no intervalo 0 <t < ty.
Além do modelo descrito anteriormente, neste caso também sdo consideradas as seguintes
condi¢des de contorno X (fg) = (50100)7 e X(¢ty) = (000 0)”, onde to = Os ety = 2
s. Para a simulacdo dos modelos os seguintes parametros sao considerados (VEERAKLAEW;
MALISUWAN, 2006): m; =mo =1kg, c; =c3=1,0N.s/m, co =2 N.s/m, k; = ky = k3 =3,0
N/m.

Para resolver este PCOF considera-se o algoritmo ED (STORN; PRICE, 1995) com os
seguintes parametros: tamanho da populagdo (25), niimero de geracdes (250), taxa de perturbacdo
(0,8), taxa de cruzamento (0,8) e estratégia nimero 7 (o que implica em 25 + 25 x 250 avaliagdes
da funcao objetivo). De acordo com Rutquist e Edvall (2010), a solugdo 6tima deste estudo
de caso segue uma estratégia do tipo on-off com trés fases (elementos de controle) para cada
varidvel de controle. Assim, cada estratégia de controle pode ser definida como sendo igual
ao vetor [0 9 0], i.e.; sdo empregados trés elementos de controle em que sdo conhecidos os
valores do controle em cada fase, mas sdo desconhecidos os instantes de tempo em que tais
estratégias sdo aplicadas. Neste caso, para a primeira estratégia de controle tem-se o seguinte
dominio: 0,2 <ty < 1,2e 1,201 <ty < 1,915. J4 para a segunda estratégia de controle tem-se
o seguinte dominio: 0,2 < t,3 < 1,2e 1,201 <ty < 1,915.

Na Tabela 17 sdo apresentados os resultados obtidos para o problema massa-mola-

amortecedor com restri¢do de fim para diferentes valores de o ([0,8 0,94 1 1,02 1,2]).

Nesta tabela, para « igual a unidade, o resultado obtido pela metodologia proposta
(16,4707 N.s) é muito proximo a aquele obtido por Rutquist e Edvall (2010), bem como o
atendimento de todas as restricdes de fim sdo garantidas. Isto demonstra a qualidade da associagdo
entre 0 MCO o algoritmo de ED nesta aplicacdo. Quando o valor da ordem se afasta da unidade
percebe-se que as restricdes de fim ndo sdo, completamente, atendidas, i.e.; a solu¢do 6tima ndao
foi encontrada. Este ndo atendimento das restricdes é mais evidente para « iguais a 0,8 e 1,2. Na

prética isto evidencia que ao se considerar o sistema com derivadas fraciondrias, nao implica que
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Tabela 17 — Resultados obtidos para o problema massa-mola-amortecedor considerando diferentes valores

para a.
a=0,8 | a=0,94 a=1 a=1,02| a=1,2

te1 (8) 1,2000 | 0,7244 | 0,6319 0,6866 0,2000

teo (8) 1,9459 1,5613 1,5280 1,5511 1,9131

ts3 (S) 1,2000 | 1,1331 | 0,6270 | 0,3695 | 0,2000

ts4 (S) 1,2010 | 1,5657 | 1,5622 | 1,6092 | 1,5883
Xi(ty) (m) | 0,7438 | 0,0002 | -0,0004 | 0,0000 | -1,0284
Xs(ty) (m/s) | 0,0807 | -0,0008 | 0,0001 | -0,0002 | -0,0402
Xs(ty) (m) | 0,5153 | -0,0003 | -0,0010 | 0,0000 | -2,0809
Xy(ty) (m/s) | -0,7782 | -0,0001 | -0,0004 | 0,0000 | 1,0395
FO (N.s) 7,1552 | 11,1932 | 16,4707 | 19,1052 | 29,8331

existird uma ordem associada a uma estratégia de controle de forma que uma solucdo 6tima seja
encontrada (melhor valor em termos da fungdo objetivo associada ao atendimento de todas as
restricoes de fim). Também pode-se observar que o valor da fung¢io objetivo aumentou com o
incremento do valor da ordem fraciondria. No que tange aos desvios padrao para cada ordem
fraciondria analisada considerando o algoritmo de ED, valores da magnitude de 10~#, em relacio
a funcao objetivo, foram observados para este parametro. O tempo de processamento médio

requerido, em cada execucdo do algoritmo de ED, foi igual a, aproximadamente, 368 segundos.

A Figura 25 apresenta a variacdo do valor da funcdo objetivo J em relagdo a ordem

fraciondria, bem como o atendimento das restricdes de fim para cada varidvel de projeto.

30,0 1 Y 1,40 4
27,54 1,05 4 .
1 v 1 Convergiu
25,01 o =z 0,701
20,0+ o 0,004
217,54 . 7 0,331
217 - <070
< 15,0'_ K g -1,05
12,57 ..‘ Q -1.407
10,04 S ® Convergiu @ -1,75
75] -~ v Nao Convergiu <" 1101
’ | Vvvvvvvvv H ]
5,0 T T T T T T T T T -2745_ T T T T T T T T T
0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
a(-) a(-)
(@ J x a. (b) Variaveis de estado no tempo final x a.

Figura 25 — Influéncia da ordem fraciondria no valor da fungdo objetivo e atendimento das condi¢des de
fim.

Nas Figuras 25 (a, b) € possivel observar que para ordens mais distantes da unidade nao
foi possivel atender uma ou mais condicdes de fim, i.e.; na pratica o problema nao convergiu

(ver a Tabela 17 para as ordens fraciondrias iguais a 0,8 e 1,2). Isto significa que, ao se variar a
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ordem fraciondria e ainda exigir o atendimento das restricdes de fim, ndo foi possivel obter uma
estratégia de controle com as caracteristicas apresentadas para esta aplicacdo. Este resultado é
bem interessante, jd que o mesmo permite concluir que a variagao da ordem fraciondria para
valores distantes do valor de referéncia (neste caso da unidade) podem levar ao ndo atendimento
de uma dada condi¢do do problema de otimizacao. Finalmente, para os valores que convergiram,

observa-se que a funcao objetivo cresce com o aumento do valor da ordem fracionaria.

Ja na Figura 26 sdo apresentados os perfis das varidveis de estado e controle considerando
alguns valores para o = [0,94 1 1,02] e NPC = 5. Neste caso, em se tratando das varidveis
de controle, para cada ordem fraciondria observa-se uma combinagao diferente entre os dois
controles, o que corresponde a diferentes perfis de deslocamento e de velocidade. E importante
destacar que para estes valores de «, todas as condi¢des de fim foram satisfeitas, conforme
pode ser observado em cada uma destas figuras e que estes estdo em concordancia com aqueles
reportados por Rutquist e Edvall (2010) para « igual a unidade. Nas figuras referentes as varidveis
de estado também € possivel observar que, o fato de « variar considerando valores proximos
a unidade e isso ocasionar a variagdo da funcdo objetivo (ver a Tabela 17) para uma estratégia
de controle on-off, demonstra a sensibilidade deste problema em relacdo a ordem fraciondria

considerada e a estratégia de controle computada pelo algoritmo de otimizagao.

5.8 RESOLUCAO DE PCOFSs MULTI-OBJETIVOS USANDO
0 METODO DIRETO

Nesta secdo serdo avaliados estudos de caso no contexto multi-objetivo de forma a avaliar
a aplicabilidade da metodologia proposta para a simulagdo de EDOFs. Para essa finalidade,
conforme apresentado no capitulo anterior, foi proposto o algoritmo Multi-objective Optimization
Stochastic Fractal Search (MOSFES). Este € baseado na associacdo entre o algoritmo de Busca
Fractal Estocéstica com os operadores de ordenamento por rank e truncamento das solu¢des nao

dominadas.

5.8.1 MISTURA DE CATALISADORES

Esta aplicacdo considera um reator de fluxo pistonado em regime permanente onde
acontecem reagdes reversiveis e irreversiveis (57 <> Sy — S3) (GUNN; THOMAS, 1965).
Matematicamente, este problema, em sua forma adimensional, pode ser formulado como (GUNN;

THOMAS, 1965):
daxl(t)
dle

=u(x; —10z3) — (1 —u)xe, 22(0) =0 (5.60)

= —u(z; — 10z2), z1(0)=1 (5.59)
dal’z (t)

dl~
onde [ representa o comprimento do reator, x; e x5 sdo as fracdes molares das espécies 57 e Sa,

respectivamente, v (0 < u < 1) é a propor¢ao de mistura entre os dois catalisadores considerados
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Figura 26 — Influéncia da ordem fraciondria no valor dos perfis de estado e controle para o problema da
massa-mola-amortecedor com restri¢do de fim.

neste processo, sendo a mesma considerada como varidvel de controle. A funcio objetivo consiste

em determinar a forma como os dois catalisadores devem ser misturados de forma a maximizar

a produgdo da espécie Ss3. No contexto mono-objetivo e com ordem inteira, este problema foi

resolvido considerando diferentes abordagens. Logsdon (1990) resolveu este problema usando a
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colocacdo ortogonal em elementos finitos. Vassiliadis (1993) também resolveu esse problema
usando a técnica de parametrizacdo de controle. Lobato (2004) propds uma abordagem hibrida
(associagdo entre as abordagens direta e indireta) para obter o perfil 6timo da variavel de controle.
Lobato e Steffen (2010) propuseram uma metodologia que associa a parametriza¢do de controle
ao algoritmo de Colisdo Multiparticulas. Ja no contexto multi-objetivo e com ordem inteira,
Souza, Lobato e Gedraite (2015) utilizaram a técnica de parametrizacio de controle associada ao

algoritmo de ED a uma abordagem para o tratamento de robustez para resolver este problema.

Na presente contribui¢do, o problema multi-objetivo definido por Souza, Lobato e
Gedraite (2015) € considerado. Este € formulado considerando a maximizacao da produgdo da
espécie S3 (f1) no comprimento final (igual a uma unidade) e a minimizagdo da quantidade
de catalisadores utilizado durante o processo (f2). Matematicamente, estes objetivos (ambos

escritos na forma de minimizagdo) sao descritos como:
min f; = —(1 — x1 — x5) (5.61)
1
min f, :/ udl (5.62)
0

Para avaliar os resultados obtidos pela metodologia proposta, considera-se o tradicional
algoritmo NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) (DEB, 2011). Os pardmetros
considerados pelo NSGA-II sdo: tamanho da populacdo (50), nimero de geragdes (200), probabi-
lidade de cruzamento (0,9), probabilidade de mutacdo (0,02) e torneio bindrio como estratégia de
selecdo. Ja os parametros considerados pelo MOSFS sdo: tamanho da populacao (50), nimero de
geracdes (200) e ndmero de difusdes (2). Como estratégia de controle, u € discretizada usando
trés elementos de controle constantes por partes. Neste caso, este problema tém cinco varidveis
de projeto: trés controles (u1, uy € ug) (constantes por partes) e dois comprimentos discretizados
(ls1 e ls2). Na pratica isto significa que: 0 < uy <lg, g < ug <l el < ug < 1. Para resolver
este problema considerando o MCO foram utilizados 5 pontos de colocagdo para cada varidvel
de estado. O critério de parada considerado em cada algoritmo multi-objetivo foi o nimero
(maximo) de geracdes. Considerando os parametros apresentados, tanto o MOSFS quanto o

NSGA II requereram 50 + 50 x 200 avalia¢des da funcao objetivo.

A Figura 27 apresenta as Curvas de Pareto obtidas pelo NSGA-II e MOSFS para o =1,
bem como a influéncia da ordem ([0,8 0,9 1,0 1,1 1,2]) nos resultados obtidos pelo MOSFS. Na
Figura 27 (a) observa-se que as solug¢des obtidas pelo MOSEFS e pelo NSGA-II considerando
a ordem inteira (o = 1) s@o equivalentes, i.e.; o algoritmo multi-objetivo proposto foi capaz
de encontrar a mesma curva de Pareto que o NSGA-II. Este resultado esta de acordo com o
reportado por Souza, Lobato e Gedraite (2015). J4 na Figura 27 (b) pode-se observar a influéncia
da ordem fraciondria na curva de Pareto. Para valores de f; maiores que, aproximadamente, -0,02,
o formato da curva de Pareto ndo muda em relacdo a «. Este resultado implica valores menores
de quantidade de catalisador e, consequentemente, valores menores para o produto S3 (ver a

Figura 28 (¢)). Por outro lado, para valores de f; menores que, aproximadamente, -0,02, a curva
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de Pareto € influenciada pelo pardmetro o, i.e.; o aumento deste parametro aproxima a curva
de Pareto do eixo f;. Isso implica em maiores quantidades de catalisador e, consequentemente,
mais produto S3. Neste caso, pode-se avaliar o compromisso entre os dois objetivos de forma que
o bindmio maximizac¢do de S3 versus minimizacdo da quantidade de catalisadores seja obtida

para cada ordem fraciondria analisada.

0,30 0,30 g
02547 _ 0,25 - 08
0 NSGAII (a =1,0) i o
0.90. v MOSFS (a = 1,0) 0,204 ;% <v>
5 ‘ V.
g %< *
$<10,151 0,154 *

0.104 \ 0,10

0.051 Q‘b‘? 0,05

Fovy, v
0,00 o NN 0,001 : : : i,
— — : , 20,05 -0,04 -0,03 -0,02 -0,01 0,00
20,05 -004 003 -002 -001 0,00 f
1
(a) NSGA II x MOSFS. (b) MOSFS ([0,8 0,9 1,0 1,1 1,2]).

Figura 27 — Curvas de Pareto para o problema da mistura de catalisadores.

A Tabela 18 apresenta alguns pontos selecionados da Curva de Pareto usando o algoritmo
MOSFS considerando diferentes valores para o pardmetro «v. E importante mencionar que esses
pontos foram determinados considerando a menor distincia entre cada ponto pertencente a esta
curva e o ponto de referéncia, definido como os valores médios dos eixos f; e fs, respectivamente.
De forma geral, estes representam um bom compromisso entre os dois objetivos considerados,

i.e.; para cada ordem fraciondria, cada um destes pontos pode ser utilizado na pratica.

Tabela 18 — Pontos da curva de Pareto para o problema de mistura do catalisadores.

a=08a=09| a=1 |a=11|a=1,2
[s; | 0,0508 | 0,0572 | 0,0982 | 0,0925 | 0,0881
lsy | 0,6282 | 0,5692 | 0,1282 | 0,05886 | 0,0882
uy | 0,4072 | 0,7926 | 0,7912 | 0,9492 | 0,9796
us | 0,1676 | 0,1074 | 0,5977 | 0,0003 | 0,0206
ug | 0,0173 | 0,0013 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0003
fi | -0,0369 | -0,0344 | -0,0352 | -0,0366 | -0,0374
fo | 0,1175 | 0,0967 | 0,0960 | 0,0920 | 0,0937

A Figura 28 apresenta os perfis referentes as fragcdes molares das espécies S5 e Sy, bem
como as estratégias de controle considerando os pontos listados na Tabela 18. Na Figura 28 (c)
observa-se, para a primeira fase, maiores valores para o controle em funcio da ordem fracionéria.
Ja para a segunda e terceira fases observa-se a estrutura singular-min, respectivamente. Este esta

de acordo com o esperado para o problema da mistura de catalisadores, conforme observado
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por Souza, Lobato e Gedraite (2015). A partir da variacao da ordem fraciondria e da respectiva
estratégia de controle computada, obtém-se os perfis para as varidveis de estado, conforme
observado nas Figuras 28 (a) - 28 (b). Fisicamente estas estdo em concordancia com o esperado,
i.e.; a reducdo da fracdo molar referente a espécia S; e o aumento e posterior reducdo da fracao

molar da espécie S, visto que esta é consumida para produzir Ss.
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(c) Variavel de controle.

Figura 28 — Perfis de variaveis de estado e de controle considerando diferentes ordens fraciondrias para o
problema mistura do catalisador.

5.8.2 REATOR BATELADA

Este dltimo estudo de caso considera um reator do tipo batelada onde acontecem as
reacdes quimicas A — B — (. Este sistema reacional foi estudado por Bilous e Amundson
(1956), sendo o mesmo utilizado como estudo de caso na drea de controle por Marroquin e
Luyben (1973), Luus e Okongwu (1999) e Lobato e Steffen (2010). Em se tratando de reacdes
consecutivas, € necessdario maximizar a producao do componente desejado (neste caso B). A

reacdo em cada etapa € assumida como sendo de primeira ordem, sendo os balangos de massa no
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contexto fracionario:

F— 900
xl( ) = - (5’35 % 1010 exp (_i)) (563)
dta u
4o, (1 1
nlt) o, (5,35 X 10 exp (—@)) . (4,61 X 10" exp (—M» (5.64)
«@ u u

em que t € o tempo (h), x; e x5 representam as concentracdes (mol/L) das espécies A e B,
respectivamente. u € a varidvel de controle que, para nesta aplicacdo € a temperatura de operacao
do processo (300 K < u < 400 K). As condi¢des iniciais sdo definidas como [z1(0) x2(0)] =
[0,95 0,05].

O problema de controle 6timo multi-objetivo consiste em maximizar a concentragdo do
componente B e minimizar o tempo total de operacdo (Z ). Matematicamente, estes sdo definidos
como:

min f; =t (5.65)
max fo = z2(ty) (5.66)

Assim, como no estudo de caso anterior, também se considera o algoritmo NSGA-II
para fins de comparacgdo com o MOSFS. Neste caso, os parametros considerados no NSGA-II:
tamanho da populacao (50), nimero de geracdes (200), probabilidade de cruzamento (0,9),
probabilidade de mutacdo (0,02) e torneio bindrio como estratégia de selecdo. Ja os parametros
do MOSFS sao: tamanho da populacio (50), numero de geracdes (200) e numero de difusdes
(2). Para resolver este estudo de caso foram consideradas 10 variaveis de controle (constantes
por partes) em 10 posi¢des ao longo do tempo de operagdo, totalizando 20 varidveis de projeto
(U1, Ug, ..., U1, tS1, tS2, ..., tS10 = t 7). Nesse caso, 10 pontos de colocagio para cada varidvel de
estado foram usados no MCO. O critério de parada usado foi o nimero (mdximo) de geragdes.
Considerando os parametros apresentados, tanto o MOSFS quanto o NSGA-II exigiram 50 + 50

x 200 avaliagdes de funcao objetivo.

A Figura 29 apresenta as curvas de Pareto obtidas considerando o NSGA-II e o MOSFS
para o = 1, bem como a curva de Pareto para diferentes valores de « ([0,9 0,95 1,0 1,05 1,1]).
Na Figura 29 (a) observa-se que a curva de Pareto obtida pelo MOSEFS esta em concordancia
com aquela obitda pelo NSGA-II para a = 1. Isto demonstra que o algoritmo proposto foi capaz
de obter uma boa estimativa para a curva de Pareto em comparacio com a tradicional técnica
de otimiza¢do multi-objetivo baseada nos algoritmos genéticos. Fisicamente, como esperado, o
aumento do tempo total de operac@o (¢ ;) implica na maximizagdo do componente B (). J4 na
Figura 29 (b) é possivel observar a influéncia da ordem fraciondria na curva de Pareto obtida pelo
MOSES. Para este caso, o aumento no valor deste parametro implica em aumento na quantidade
de produto desejada. Além disso, observa-se o deslocamento da curva, mas ndo a mudang¢a no

seu formato.

A Tabela 19 apresenta alguns pontos selecionados da curva de Pareto obtidos pelo

algoritmo MOSFS considerando diferentes valores de . Conforme comentado anteriormente,
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Figura 29 — Curvas de Pareto para o problema do reator batela considerando diferentes valores do parame-
tro a.

estes pontos foram calculados considerando a menor distancia entre cada ponto pertencente a
curva e o ponto de referéncia (definido como os valores médios para os eixos f; e f5). Nesta
tabela pode-se observar a variacao do tempo de operacdo em relagdo a méxima concentracio de
B para cada ordem fraciondria. Como destacado anteriormente (ver a Figura 29 (b)), maiores

valores de o implicam em maiores concentracdes de produto.

A Figura 30 apresenta os perfis de concentracdo e de controle para os pontos apresentados
na Tabela 19. Em rela¢@o ao controle observa-se uma tendéncia, independentemente do valor da
ordem, de redugdo do valor desta varidvel, conforme apresentado na Figura 30 (c). Para estes
perfis de controle e para cada ordem fraciondria considerada, observa-se que os perfis de estado
apresentam variacOes significativas em relacdo a « igual a unidade. Todavia, estes apresentam
coeréncia fisica, visto que a concentracao da espécie A sempre decaia (ja que este € reagente) e
a concentracao da espécie B sempre aumenta (apesar deste estar sendo consumido para virar
(). Isto esta relacionado com os pardmetros (fator pré-exponencial e energia de ativa¢do) dos
balancos de massa (Eq.(5.63) e Eq.(5.64)). Na pratica, a variagdo destes perfis faz com que exista,
para cada ordem fraciondria, curvas de Pareto distantes entre si, conforme observado na Figura
29 (b).

5.9 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo apresentou aplicagdes envolvendo a metodologia proposta. A grande maio-
ria das aplicagdes trata da resolucdo de PCOFs usando a abordagem direta nos contextos mono e
multi-objetivo. Todavia, outros tipos de aplicacdes também foram estudados, a saber, o problema
de simulag¢do, o problema inverso e o problema de controle 6timo usando a abordagem indireta.
De forma geral, os resultados obtidos demonstram que a metodologia proposta foi capaz de obter

boas estimativas para os perfis considerando as ordens inteira e fraciondria.
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Tabela 19 — Pontos da curva de Pareto para o problema do reator batelada.

a=09 | a=0,95 a=1 a=10| a=1,1
tsy (h) 4,7068 5,0577 1,5507 1,7453 1,3067
tsy (h) 5,0099 5,3516 42127 43211 3,8497
tss (h) 8,2123 5,6795 9,2460 8,5656 8,2515
tsy (h) 12,5058 9,0974 12,2914 | 12,8949 | 12,0713
tss (h) 12,5687 9,4231 14,7734 | 15,6804 | 15,9089
tsg (h) 14,8757 | 15,1439 | 16,7935 | 17,5783 | 17,6034
tsy (h) 18,8755 | 20,2971 | 17,1344 | 19,3804 | 21,3239
tsg (h) 20,2662 | 22,6687 | 20,8722 | 19,8627 | 23,2326
tsg (h) 24,4475 | 23,1565 | 23,0431 | 23,4651 | 24,5849
ts1o (h) 29,1873 | 28,8674 | 29,0342 | 28,7125 | 29,9656
uy (K) 334,6116 | 334,5286 | 339,1207 | 340,5359 | 341,1192
ug (K) 326,2002 | 326,9405 | 333,2090 | 332,7365 | 337,1465
uz (K) 331,1688 | 324,1365 | 329,7018 | 330,2817 | 331,8534
uy (K) 330,4949 | 332,5975 | 326,5322 | 327,0254 | 326,5687
us (K) 313,2508 | 328,6661 | 328,8431 | 327,3400 | 320,9891
ug (K) 328,3307 | 330,0792 | 328,6064 | 323,7539 | 317,1096
u7 (K) 327,1645 | 327,9285 | 325,9316 | 324,0437 | 315,1164
ug (K) 328,3302 | 329,0283 | 327,1435 | 318,9952 | 308,6127
ug (K) 331,5307 | 333,4724 | 325,7436 | 320,4324 | 307,8603
1o (K) 333,7627 | 330,0574 | 324,7310 | 322,7090 | 307,3735
f1 (h) 29,1873 | 28,8674 | 29,0342 | 28,7125 | 29,9656
-fo (mol/K) | -0,7011 -0,7307 -0,7646 | -0,8025 -0,8578
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Figura 30 — Perfis de varidveis de estado e de controle considerando diferentes ordens fraciondrias para o

problema reator batelada.



111

6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTU-
ROS

6.1 CONCLUSOES

A partir dos resultados apresentados no capitulo anterior é possivel destacar os seguintes

pontos.

* Para uma fun¢do polinomial, expressdo considerada no desenvolvimento do MCO, os
tipos de derivadas analisadas apresentaram resultados similares em relacio a defini¢do
proposta por S. F. Lacroix (derivada fraciondria de uma fun¢ao polinomial genérica). Neste
caso, para os estudos de caso desenvolvidos nesta tese considerou-se a derivada do tipo
Caputo devido a facilidade de interpretagdo fisica dos valores iniciais (por defini¢do, a sua
derivada fraciondria € equivalente a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem

arbitraria).

* Em relacdo a simulacdo de problemas diferenciais fraciondrios, foram resolvidos estudos
de casos matemaéticos e um sistema massa-mola-amortecedor com diferentes configuragdes.
De forma geral, os resultados obtidos demonstraram que a estratégia proposta foi capaz de
obter boas estimativas para os perfis simulados quando comparados com outras estratégias
(solucao analitica ou o método preditor-corretor do tipo Adams-Bashforth-Moulton).
Como esperado, o aumento do nimero de pontos de coloca¢gdao implicou na reducdo do
erro computado. Em contrapartida, o tempo de processamento requerido aumenta com o
incremento deste parametro. Isto se deve ao aumento do nimero de equagdes que devem
ser resolvidas no MCO. Com a variacdo da ordem fraciondria foi possivel observar a
influéncia que este parametro tem nos perfis simulados. Por fim, pode-se avaliar o bindmio
convergéncia versus custo computacional de forma que o ndmero de pontos de colocacio
6timo possa ser obtido para cada aplicacdo. Ressalta-se que a obteng¢do do nimero de

pontos de colocag@o 6timo nao foi objeto de estudo neste trabalho.

* Foi formulado e resolvido um problema inverso para fins da determinagao dos parametros
cinéticos e da ordem fraciondria usando dados experimentais reais. Os resultados obtidos
considerando o processo de fermentacdo da enzima lacase demonstraram que, para esta
aplicagdo, a inser¢do da ordem como varidvel de projeto nao fez com que o valor da
funcdo objetivo fosse reduzida significativamente. Todavia, ndo se pode generalizar esta
conclusdo para toda e qualquer aplicagdo, ja que aumentar o nimero de graus de liberdade

do problema inverso significa aumentar a chance de melhora do valor da fung¢ao objetivo.
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* E importante ressaltar que a variagc@o indiscriminada no valor da ordem fraciondria pode

resultar em perfis fisicamente invidveis. Além disso, representar um problema fisico que,
tradicionalmente é modelado por uma derivada primeira, por uma derivada segunda nado €
uma estratégia interessante, visto que isso causaria uma descaracterizacao do processo em
andlise. Em resumo, quanto se propde utilizar uma derivada fracionéria tem-se como meta,
a priori, a flutuagdo da ordem em torno da derivada inteira. Esta estratégia foi utilizada na

grande maioria das aplicac¢des realizadas neste trabalho.

O MCO estendido para o contexto fraciondrio foi aplicado em PCOFs via abordagem
indireta. Neste caso, o problema original (controle 6timo fracionério) € transformado em
um equivalente algébrico-diferencial fraciondrio de valor no contorno via aplicagdo das
condi¢des de otimalidade no contexto fraciondrio. Para esta finalidade o c6digo OTIMA,
idealizado para o contexto inteiro, foi atualizado para o contexto fraciondrio. Neste codigo
as equacgOes de otimalidade para o PCOF sio geradas automaticamente usando uma
ferramenta de cdlculo simbdlico, cujo objetivo é reduzir erros referentes a manipulagao
destas equacdes. Para as aplicagOes avaliadas considerando a abordagem indireta foi
possivel perceber que a metodologia proposta obteve boas estimativas em comparagao

com a literatura especializada.

No que tange a aplicacdo do método direto no contexto mono-objetivo, estudos de caso
puramente matematicos e que apresentam singularidades foram avaliados. Os resultados
obtidos permitiram avaliar como a ordem fraciondria influencia no valor da funcdo objetivo.
Além disso, também foi possivel observar que a metodologia proposta foi capaz de
obter boas estimativas em relacao a literatura especializada. Em relacdo as aplicacdes de
engenharia, foram analisados estudos de caso com diferentes niveis de complexidade, a
saber, o problema da mistura de catalisadores, o problema do reator de batelada e o sistema
massa-mola-amortecedor. Em cada uma destas aplicacdes foi possivel observar a influéncia
da ordem fraciondria nos perfis fisicos e no valor da fungdo objetivo. No caso do problema
da mistura de catalisadores, valores da ordem menores do que, aproximadamente 0,9
resultavam em um valor de funcdo objetivo praticamente constante. Ja para valores acima
de 0,9 esta funcdo FO decrescia (lembrando que o problema é de maximizagdo). Ja para o
problema do reator batelada foi observado que o aumento da ordem fracionéria implica no
aumento do valor da funcdo objetivo. Finalmente, para o sistema massa-moal-amortecedor
foi observado que nem toda ordem fraciondria associada ao perfil de controle obtido pelo
algoritmo de otimiza¢do implica no atendimento de restricdes de fim. Isto implica que,
ao variar a ordem fraciondria associada a um dado perfil de controle, a integracdo deste
sistema resulta em um perfil que, ndo necessariamente, vai atender uma ou mais restricoes
de fim. Em resumo, a ordem fraciondria influencia diretamente os perfis simulados e a sua
associag¢do com os perfis de controle implicam, como esperado, em solugdes particulares,

i.e., para cada valor de ordem fraciondria, tem-se uma solucdo particular para o PCOF
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analisado.

* Aplicagdes considerando o método direto no contexto multi-objetivo também foram
estudadas. Para essa finalidade o algoritmo de Busca Fractal Estocéstica foi estendido
para o contexto multi-objetivo. Nesta abordagem os candidatos em potencial eram gerados
pela referida técnica de otimizagdo heuristica. Ja o critério de dominéincia de Pareto
era verificado via aplicacdo do operador para ordenamento por ranking. Para eliminar
solugdes proximas umas das outras e evitar o aumento do tempo de processamento devido
ao incremento do nimero de solu¢des ndo-dominadas durante o processo evolutivo, foi
empregado o operador de distancia da multiddo. Esta nova estratégia de otimizagdo
multi-objetivo, denominada de Multi-objective Optimization Stochastic Fractal Search
(MOSFS), foi aplicada em dois estudos de caso, a saber, os problemas da mistura de
catalisadores e do reator batelada. Em cada estudo de caso foi avaliada a influéncia da
ordem fraciondria e as respectivas curvas de Pareto foram estimadas. De forma geral foram
obtidas boas estimativas para cada curva de Pareto, visto que estas estdo em concordancia
com as obtidas usando o Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-II) para ordem
fraciondria igual a unidade. Em relacdo ao problema da mistura de catalisadores observa-se
um descolamento de parte da curva de Pareto, i.e., apenas em uma determinada parte
do perfil observa-se uma influéncia da ordem fraciondria. Ja para o problema do reator
batelada verifica-se que, para cada valor de ordem fraciondria, curvas de Pareto totalmente
descoladas umas das outras foram obtidas. Isso significa que, a depender da aplicagao, a

ordem fraciondria pode influenciar de formas diferentes.

* Cabe enfatizar que o uso do célculo fraciondrio em problemas de engenharia configura-se
como uma abordagem interessante, visto que essa generaliza a ordem em problemas
diferenciais. Neste caso, a variacao da ordem neste tipo de problema implica na mudanca
dos perfis fisicos simulados, o que na prética, pode implicar em um melhor ajuste dos

modelos matematicos aos fendmenos fisicos observados na natureza.

« E importante destacar que, ao se formular um problema (simulago ou otimizagio) com
ordem fraciondria, implica em um estudo de caso particular, i.e.; mudando-se o valor da
ordem fraciondria tem-se um problema distinto e, a priori, este apresenta uma solugdo
particular. Por este motivo, nesta tese, na grande maioria das aplicacdes, foi realizada
uma andlise de sensibilidade no que tange a ordem fraciondria. Neste caso procurou-se
avaliar a influéncia deste parametro nos perfis obtidos e ndo obter o valor 6timo (ordem
fraciondria) para uma determinada aplicacdo. Todavia, ressalta-se que a ordem fraciondria
poderia ter sido considerada como uma nova variavel de projeto, i.e.; o valor 6timo para
este parametro poderia ser obtido para cada aplicacdo. Todavia, para este ultimo caso, a
influéncia deste pardmetro nos perfis ndo poderia ser realizada. Por esta razdo optou-se,

nesta contribuicdo, por realizar a andlise de sensibilidade da ordem fracionéria.
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* Ao se analisar a consisténcia dimensional de modelos diferenciais ordindrios fraciondrios
observa-se que estes devem ser, de alguma forma, corrigidos, visto que estes ndo sdo
coerentes dimensionalmente. Para esta finalidade, duas abordagens foram utilizadas nesta
contribuicdo, a saber, uma em que se utiliza um fator de correcdo (em quase todas as
aplicagdes) e a outra que consiste em reescrever as unidades dos pardmetros do modelo em
funcdo da ordem fraciondria (somente considerado no problema da fermentagdo da lacase).
Com relagdo a primeira, o uso do fator de corre¢do tem como principal vantagem o fato
deste ndo alterar as unidades dos parametros, como acontece com a segunda abordagem,
bem como nio alterar os perfis simulados. Incluir na unidade de um parametro a informacao
referente a ordem fraciondria acaba descaracterizando o parametro, i.e.; fisicamente o que
este parametro com ordem fraciondria representa?. Assim, considera-se que a insercao
do fator de correcdo no operador diferencial fracionario € a melhor op¢do para garantir a

consisténcia dimensional de modelos diferenciais ordinarios fracionarios.

6.2 CONTRIBUICOES DA TESE

O estudo de Problemas de Controle Otimo Fraciondrios (PCOFs) consiste da associacao
entre duas teorias bem consolidadas, a saber, a de controle 6timo e do calculo fracionario. Este
tema configura uma linha de pesquisa de grande interesse nos dias atuais devido ao grande
nimero de aplicagdes que podem ser desenvolvidas a partir dos conceitos envolvidos. Apesar
disso, pode-se dizer que a quantidade de aplicagdes na drea de engenharia envolvendo PCOFs

ainda € bem timida. Neste cendrio, esta tese lista as seguintes contribui¢des:

* Revisido e organizacdo do estado da arte no que tange o PCOF;

» Extensdo do Método da Colocagdo Ortogonal (MCO), desenvolvido originalmente para a

resolucao de modelos diferenciais com ordem inteira, para o contexto fraciondrio;
 Simulacdo de problemas diferenciais fracionarios usando o MCO no contexto fraciondrio;
* Andlise da ordem fraciondria nos perfis obtidos em diferentes estudos de caso;
* Resolugao de PCOFs usando o MCO via aplicagdo das abordagens direta e indireta;

* Atualizacdo do c6digo OTIMA para o contexto fraciondrio para aplicagdes envolvendo o

método indireto;

» Extensao do algoritmo de Busca Fractal Estocdstica, proposto originalmente para o con-

texto mono-objetivo, para o contexto multi-objetivo.

* Geragdo e andlise de uma gama de resultados mono e multi-objetivos fraciondrios de forma
que estes possam ser utilizados por outros pesquisadores para fins de comparagdo com

outras metodologias.
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* Andlise da consisténcia dimensional de modelos diferenciais ordindrios fraciondrios consi-
derando duas abordagens, a saber, uma em que se utiliza um fator de correcao e a outra
que consiste em reescrever as unidades dos parametros do modelo em fun¢ao da ordem

fracionaria.

E importante destacar que, devido ao ineditismo dos problemas propostos nesta tese,
nem sempre se tem a disposi¢ao resultados publicados por outros pesquisadores para fins de
comparacao. Neste caso sempre procurou-se usar o resultado conhecido (com ordem inteira)
ou resolver o problema considerando uma abordagem consolidada na literatura especializada
para fins de comparacao. Enfatiza-se também que andlises estatisticas poderiam ser realizadas
para verificar a diferenca entre os resultados obtidos considerando, por exemplo, a variacdo do
nimero de pontos de colocagdo, os resultados apresentados na literatura especializada, entre
outras comparagdes possiveis. Ressalta-se que este tipo de andlise nao foi objeto de estudo desta

tese.

6.3 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como propostas de trabalhos futuros pretende-se:

* Estender o Método da Colocagao Ortogonal para a resolu¢do de problemas formulados

por equagdes diferenciais parciais fraciondrias;

* Avaliar a influéncia de outros tipos de aproximacoes para as derivadas fraciondrias, bem
como de outros tipos de polindmios no MCO no que tange a resolu¢do de problemas

matematicos e de engenharia no contexto fraciondrio;

* Formular e resolver problemas em que a ordem fraciondria é considerada como uma

variavel de projeto;

 Estudar outros tipos de problemas considerando o célculo fracionario. Como exemplo
avaliar a sua aplicabilidade no campo da difusdo andmala, em problemas de robética e de

fermentacdo alcodlica, entre outros estudos de caso;
* Desenvolver uma interface grafica e amigdvel para o OTIMA no contexto fraciondrio;

* Utilizar ferramentas estatisticas para verificar se os resultados obtidos sdo distintos ou nao

daqueles reportados pela literatura especializada.
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