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NASCIMENTO, K. B. do. Analise do Comportamento Dindmico de um Disco
de Palhetas Flexiveis na Presenca de uma Trinca Transversal Modelada pela
Abordagem FLEX. 2022. 86 f. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia.

Resumo

Detectar trincas incipientes em sistemas rotativos por meio de técnicas classicas pode ser
uma tarefa bastante onerosa. Em contrapartida, tendo em vista que o comportamento
dindmico de um sistema manifesta alteragoes em suas propriedades mecanicas, modelos
matematicos podem ser empregados para simular a presenca de trincas nessas estruturas,
permitindo compreender precisamente os efeitos induzidos por essa nao linearidade e,
consequentemente, auxiliando procedimentos de diagnéstico e identificagdo desse tipo de
falha. Neste sentido, esta dissertacdo tem o intuito de analisar o comportamento dinamico
de um disco de palhetas flexiveis na presenca de trincas transversais incipientes mediante a
implementacao numérica-computacional de modelos desenvolvidos em pesquisas anteriores.
Para tal, considera-se como objeto de estudo um sistema composto por um rotor rigido de
fundacao flexivel e quatro palhetas flexiveis conectadas a uma massa rigida na extremidade
livre, possuindo uma trinca transversal em uma das palhetas e com movimento restrito ao
plano. Na modelagem das vigas girantes sao considerados o método dos elementos finitos
aplicado a teoria de vigas de Euler-Bernoulli e o vetor deformagao linearizado de segunda
ordem. Quanto a trinca, sua presenca em uma das palhetas, para diferentes profundidades
e posicoes, é simulada fazendo uso do modelo FLEX. As equagoes do movimento sao
desenvolvidas aplicando o método de Lagrange e resolvidas com auxilio da técnica de
integracdo no tempo de Newmark associada ao processo iterativo de Newton-Raphson. As
respostas dinamicas sao avaliadas e comparadas ao sistema saudavel no dominio do tempo,
modal e da frequéncia, e com auxilio de mapas de estabilidade, os quais sao construidos
considerando a teoria de Floquet. Os resultados demonstram que a modelagem de trincas
transversais por meio da abordagem FLEX ¢é adequada para representar a dinamica de

sistemas rotativos trincados.

Palavras-chave: Modelo de trinca FLEX. Dinamica de sistemas rotativos. Nao-linearidades.

Método dos Elementos Finitos.



NASCIMENTO, K. B. do. Analysis of the Dynamic Behavior of a Flexible-Blades
Disc in the Presence of a Transverse Crack Modeled by FLEX Approach. 2022.
86 p. Master Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia.

Abstract

Detecting incipient cracks in rotating systems using classical techniques can be a very
onerous task. On the other hand, as the dynamic behavior of a system manifests changes
in its mechanical properties, mathematical models can be used to simulate the presence of
cracks in these structures, allowing a precise understanding of the effects induced by this
non-linearity and consequently helping diagnostic procedures and identification of this
type of failure. In this sense, this dissertation aims to analyze the dynamic behavior of a
flexible-blade disk in the presence of incipient transverse cracks through the numerical-
computational implementation of models developed in previous researches. To this end, it is
considered as object of study a system composed of a rigid rotor with a flexible foundation
and four flexible blades connected to a rigid mass at the free end, having a transverse
crack in one of the blades and with movement restricted to the plane. In the modeling
of rotating beams, the finite element method applied to the Euler-Bernoulli beam theory
and the second-order linearized strain vector are considered. For the crack, the presence in
one of the blades, for different depths and positions, is simulated using the FLEX model.
The equations of motion are developed applying the Lagrange method and solved using
the Newmark time integration technique associated with the Newton-Raphson iterative
process. The dynamic responses are evaluated and compared to the healthy system in
the time, modal and frequency domains, and with stability maps, which are constructed
considering Floquet’s theory. The results demonstrate that the modeling of transverse
cracks using the FLEX approach is appropriate to represent the dynamics of cracked

rotating systems.

Keywords: FLEX crack model. Dynamics of rotating systems. Non-linearities. Finite
Element Method.
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1 Introducao

1.1 Motivacao pelo tema

A evolucao do capitalismo trouxe a tona dois quesitos imprescindiveis para uma
organizacao se manter competitiva no mercado global: disponibilidade e confiabilidade. Em
outras palavras, a relevancia de uma empresa no seu segmento esté associada ao tempo com
que seus equipamentos ficam a disposicao para atuarem de forma produtiva e a capacidade
de manté-los funcionando por um determinado periodo sem falhas. Neste sentido, possuir
um eficiente plano de manutencao pode ser o diferencial, pois permite a redugdo do niimero
de paradas inesperadas e nao programadas de equipamentos, aumentando a produtividade

e diminuindo os gastos com o processo produtivo.

A ABNT (1994) enumera trés tipos basicos de manutengao: corretiva (programada
e nao-programada), preventiva e preditiva ou controlada. Cada abordagem engloba seus
préprios conceitos, consideragoes, particularidades e condi¢oes de aplicagao, cabendo ao
gestor encarregado da manutencao definir aquela(s) que melhor se encaixa(m) ao perfil da
corporacao. De qualquer maneira, o plano de manutencao deve ser bem elaborado, a fim
de otimizar as tarefas relacionadas a manutencgao, garantir a melhor alocagdo de mao de
obra, proporcionar um ambiente seguro, fornecer produtos de qualidade e, principalmente,

reduzir custos.

Entretanto, no &mbito industrial, adota-se com frequéncia uma estratégia predi-
tiva, consistindo em realizar o monitoramento constante das condigoes operacionais dos
equipamentos para identificar falhas ainda nos estagios iniciais e, assim, estimar o melhor

momento para efetuar intervengoes.

Na industria, sistemas rotativos dotados de palhetas sao amplamente empregados,
sendo encontrados em geradores, compressores, exaustores e turbinas. Devido a suas
caracteristicas de operacgdo (sob variagoes de temperatura, pressao e velocidade de rotagao,
por exemplo), eles estao suscetiveis a diferentes tipos de falhas e danos, principalmente
a presenca de trincas, as quais, caso nao sejam detectadas a tempo, podem alterar o
comportamento dindmico do sistema e, consequentemente, colapsar toda a estrutura (ver

Figura 1).

Intimeras técnicas preditivas podem ser empregadas para identificar trincas nesses
componentes estruturais, tais como ultrassom, liquido penetrante, raio-X e radiacao
infravermelha, também conhecidas como técnicas classicas. Apesar de serem eficazes,
nao sao tao adequadas, tendo em vista que geralmente necessitam a interrupcao do

funcionamento do maquinario, ocasionando elevadas despesas. Por outro lado, padroes
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(¢)

Figura 1 — Palhetas de turbocompressor de locomotiva danificadas: (a) Vista frontal do
rotor e das palhetas fraturadas; (b) Em detalhe a marca de ruptura de trés
palhetas devido & propagacao de trincas; (c) Presenca de trinca na extremidade

fixa de uma das palhetas.
Fonte: Yu e Xu (2009) - Adaptado.

de vibracao refletem variagoes nas propriedades mecanicas de um sistema e, portanto,
podem ser monitorados (normalmente sem parada) para diagnosticar, identificar e localizar

trincas, caracterizando o tipico problema inverso de engenharia (SIMOES, 2002).

Dessa maneira, a aplicacao de modelos matematicos para simular a presenca de
trincas em estruturas se torna extremamente 1til para compreender os efeitos dinamicos
induzidos por essa nao-linearidade, servindo, também, como ferramenta auxiliar nos

processos de diagnéstico de defeitos em maquinas rotativas.

1.2 Objetivos

Neste contexto, esta dissertagdo tem como objetivo geral analisar os efeitos dinami-
cos induzidos pela presenca de trincas transversais em palhetas flexiveis de sistemas rotati-
vos considerando o modelo de trinca FLEX, na tentativa de reproduzir o comportamento
vibratorio real de equipamentos rotativos trincados e contribuir para os procedimentos de
identificacao dessa nao-linearidade. Para alcanca-lo, os seguintes objetivos especificos sao
definidos:
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o Determinar as expressoes de energia cinética e potencial de um rotor rigido,
provido de quatro palhetas flexiveis conectadas a massas rigidas na extremidade

livre, suportado por apoios elasticos e de movimento restrito ao plano;

o Adotar o método dos elementos finitos sob as hipdteses da teoria de vigas de
Euler-Bernoulli e considerar um vetor deformacao linearizado de segunda ordem

para modelar matematicamente as palhetas;
o Obter as equagoes do movimento pelo método de Lagrange;

e Incorporar uma trinca transversal em uma das palhetas, para diferentes profundi-

dades e posicoes, fazendo uso do modelo FLEX;
o Estabelecer parametros fisicos e geométricos para caracterizar o sistema rotativo;
o Implementar computacionalmente o modelo matematico em Python;

o Integrar numericamente as equagoes do movimento combinando as técnicas de

Newmark e Newton-Raphson;

o Verificar a abertura e fechamento da trinca ao longo do tempo a partir de grandezas

associadas a secao transversal do elemento trincado;

o Apontar as condigoes estaveis e instaveis de operacao do conjunto empregando a

teoria de Floquet; e

o Avaliar as respostas dindmicas do sistema saudavel e trincado no dominio temporal,
modal e da frequéncia, e através de mapas de estabilidade, tomando como base

constatacoes da literatura.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Com o intuito de favorecer a compreensao do tema e dos propdsitos desta dissertacao,
o texto é estruturado, além da introducao e das referéncias bibliograficas, em quatro

capitulos e um apéndice, conforme descrito abaixo.

No Capitulo 2 sao expostas diversas pesquisas desenvolvidas nos ultimos cinquenta
anos dedicadas a modelagem de trincas em componentes estruturais e ao estudo dos
efeitos provocados pela sua presenca, com énfase em vigas estaticas, eixos rotativos e vigas

girantes.

No Capitulo 3 ¢é elucidada a teoria envolvida na dindmica de sistemas rotativos
trincados, sendo abordada a modelagem matematica do rotor, das palhetas, das massas e
da trinca transversal na viga, a obtencao das equagoes do movimento, a resolucao numérica

do sistema dindamico e a determinac¢ao da estabilidade do conjunto.
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No Capitulo 4 sao apontados e discutidos os resultados associados a implementacao
numérica-computacional do modelo matematico que representa o equipamento rotativo,

tanto no estado saudavel quanto no trincado.

No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes a respeito das respostas dinamicas
obtidas no desenvolvimento desta monografia, bem como sugestdes para trabalhos futuros

no ambito da andlise de defeitos em maquinas rotativas.

No Apéndice A sdo indicadas as matrizes que caracterizam o sistema rotor-palhetas

flexiveis modelado no Capitulo 3.



2 Revisao Bibliografica

De acordo com Wauer (1990), em meados da década de 1970, as organizagoes
comecaram a se interessar pelo monitoramento das condigdes operacionais de maquinas e
equipamentos, buscando evitar intervencoes desnecessarias de reparo e reduzir custos. Até
entao, era comum adotar uma abordagem puramente corretiva, ou seja, esperar que as
falhas causassem uma queda acentuada de desempenho para corrigi-las. Essa mudanca de
posicionamento pode ser associada a difusao dos conceitos de manutencao preventiva e
preditiva, e ao surgimento de um novo programa de manutengao no Japao, denominado
manutengao produtiva total (MPT, ou do inglés total productive maintenance - TPM),
que, somados ao desenvolvimento tecnolégico do periodo, revolucionaram as técnicas de

gerenciamento de manutengao empregadas no mundo (SANTOS, 2009).

Segundo o mesmo autor, haviam poucos trabalhos dedicados ao estudo do compor-
tamento vibratorio de estruturas trincadas na época, a exemplo das pesquisas pioneiras de
Kirmser (1944) e Thomson (1949), que buscaram compreender experimentalmente as carac-
teristicas vibratorias de uma viga na presenca dessa nao-linearidade mediante a introdugao
de pequenas descontinuidades, como fendas e ranhuras. Apenas com o desenvolvimento
dos fundamentos da mecénica da fratura ao final da década de 1960 que diferentes modelos
matematicos passaram a ser propostos para entender os efeitos causados por trincas em
estruturas unidimensionais (vigas e colunas) e bidimensionais (placas e cascas). A maioria
desses modelos procuravam simular a trinca por meio de uma matriz de flexibilidade
local (normalmente 6 x 6) para descrever a redugao da rigidez causada pela sua presenga.
Entre as publicagoes mais relevantes, podem ser citadas: Liebowitz, Vanderveldt e Harris
(1967), Liebowitz e Claus (1968) e Okamura et al. (1969), que determinaram o elemento
diagonal correspondente a tensao axial; Rice e Levy (1972), que computaram os quatro
elementos correspondentes a tensao axial e de flexao, incluindo os termos de acoplamento;
Dimarogonas e Massouros (1981), que calcularam o elemento diagonal relacionado ao
cisalhamento paralelo & borda da fissura; e Anifantis e Dimarogonas (1983), que introduzi-
ram uma matriz 5 x 5 negligenciando os efeitos de tor¢ao. Somente com Papadopoulos e
Dimarogonas (1987) que a forma completa dessa matriz para um carregamento arbitrario
de uma estrutura de viga foi apresentada, em razao das simplificagoes introduzidas nos

modelos anteriores.

Outro trabalho interessante é o de Gudmundson (1982). Em sua pesquisa, formulou
um método de perturbacao para estimar, a partir das caracteristicas originais de uma
estrutura, mudangas nas suas frequéncias de ressonancia devido a presenca de trincas,
entalhes e outras alteracoes geométricas. No caso de uma viga engastada-livre, verificou

que para uma mesma profundidade de trinca, a medida que ela se afasta da fixacdo, menor
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a alteracdo nas frequéncias naturais em relacao a viga saudavel. O mesmo foi notado

quando mantida a localizacao da trinca, mas diminuida sua profundidade.

Mais tarde, Chen, L. e Chen, C. (1988) desenvolveram um modelo de elementos
finitos simples e eficiente para a analise de vibragao e estabilidade de palhetas rotativas
espessas na presenc¢a de uma unica trinca, assumida sempre aberta e localizada na aresta,
além de considerarem os efeitos gerados pela deformacao transversal e inércia de rotagao.
Eles verificaram que conforme a trinca se aproxima da extremidade fixa da palheta, maior a
flexibilidade gerada por ela e, consequentemente, maior a reducao das frequéncias naturais.
Posteriormente, Chen, L. e Chen, J. (1990) estenderam o estudo anterior para a anélise
de estabilidade de uma palheta trincada submetida a esforcos nao conservativos, como
momentos e forcas aerodinamicas, sendo observado que a presenca de trincas, somada a
velocidade de rotacao, reduz a velocidade de flutter e causa instabilidades estruturais, com

efeito mais significativo na velocidade aerodinamica critica.

Também considerando os efeitos provocados pela deformacao por cisalhamento e
a influéncia da inércia de rotagao, Datta e Ganguli (1990) aplicaram elementos finitos
para estudar a vibracao transversal de uma barra rotativa uniforme com zonas localizadas
de dano. De forma semelhante, notaram que a frequéncia natural do sistema diminui a
medida que o dano se aproxima da extremidade engastada da barra, sendo mais evidente

para grandes danos.

Ostachowicz e Krawczuk (1990), assumindo a ndo propagacao da trinca e que ela
pode abrir e fechar regularmente, estudaram os efeitos da sua posicao e do seu tamanho no
comportamento dindmico de uma viga submetida a vibracoes forcadas. Como resultado,
concluiram que é possivel identificar a localiza¢ao da trinca e ter a nocao de sua magnitude
medindo a deflexao da viga. Sendo mais especifico, eles constataram que para uma mesma
localizagao, quanto maior a profundidade da trinca, maior a deflexao na extremidade livre.
Para uma mesma profundidade, observaram que essa deflexdo aumenta conforme a trinca

se aproxima da fixacao.

Seguindo essa linha de raciocinio, Rizos, Aspragathos e Dimarogonas (1990) de-
senvolveram um método nao destrutivo de identificacdo e monitoramento de trincas
transversais superficiais em estruturas unidimensionais, o qual consistia apenas na avali-
acao das caracteristicas modais. Sua metodologia foi validada teoricamente com auxilio
de um modelo de trinca para vigas sob flexao, caracterizado pela introducao de uma
mola de tor¢do com rigidez dependente das propriedades do elemento trincado (médulo
de elasticidade, momento de inércia da segao transversal e espessura) e da profundidade
da trinca, assumida sempre aberta e uniforme. Eles verificaram que o procedimento nao
era preciso para trincas muito pequenas (profundidades menores que 10%), mas, segundo
eles, nao se tratava de uma limitagao a técnica, tendo em vista que trincas de pequenas

dimensoes nao sao indicadoras de falhas imediatas.
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Wauer (1992) examinou a dindmica de uma palheta rotativa trincada também
empregando um modelo de mola para caracterizar a diminuicao da rigidez efetiva do sistema
causada pela trinca, assumida permanentemente aberta. Ele verificou que as frequéncias de
ressonancia, apesar de aumentarem com a velocidade de rotagao (enrijecimento centrifugo),
sao menores no sistema trincado se comparadas ao saudavel, sofrendo grandes redugoes
a medida que a trinca se move da extremidade livre até a fixagao e com o acréscimo da

profundidade.

De forma andloga, Wu e Huang (1998) investigaram o comportamento dindmico
de uma viga girante contendo uma trinca transversal modelada pelo método da taxa
de liberagao da energia de deformacao (strain energy release rate - SERR), oriundo da
mecanica da fratura. Seus resultados indicaram que os efeitos causados pela trinca sobre as
frequéncias naturais e os deslocamentos sao apreciaveis apenas com trincas relativamente
profundas e proximas a raiz da palheta, podendo, ainda, tornar-se inexpressiveis devido a

rigidez centrifuga.

Sob o ponto de vista tedrico e experimental, Saavedra e Cuitino (2001) efetuaram
uma analise dinamica de diferentes sistemas multi-vigas contendo uma trinca transversal,
a qual foi modelada com auxilio da funcao de densidade de energia dada pela teoria da
mecanica da fratura. Segundo os autores, a presenca da trinca em um membro estrutural
gera uma variacao local de flexibilidade devido a sua extremidade estar sujeita a uma
concentracao de tensao sobre carregamentos. Suas andlises apontam a aparicao de picos em
multiplos inteiros da frequéncia de excitagdo no sinal espectral e a existéncia de pequenas
oscilagoes nos picos da resposta temporal (os vales sao representados normalmente). Além
disso, eles ressaltam que pode ser inconveniente diagnosticar trincas moderadas a partir

das frequéncias naturais e modos de vibrar, haja vista os pequenos efeitos que elas geram.

No intuito de avaliar a resposta dinamica e estabilidade de um rotor trincado, o
modelo de trinca aplicado por Rizos, Aspragathos e Dimarogonas (1990) foi empregado
por Rende et al. (2017, 2019) para simular a presenca de trincas transversais nas palhetas
flexiveis de um disco rotativo, cuja representagao matematica foi desenvolvida e validada
experimentalmente por Santos et al. (2004). De forma geral, os autores evidenciaram que o
aumento da profundidade de uma trinca localizada préxima a fixagdo provoca a reducao das
frequéncias naturais em relagao ao sistema saudével (mais evidente para baixas velocidades
de rotagdo), tende a aumentar a faixa de operacao instavel (fato associado a presenca de
palhetas com frequéncias de ressonancia distintas - mistuning) e ndo necessariamente leva

ao aumento da amplitude de vibracao na extremidade livre das palhetas.

Apesar dos modelos mencionados permitirem entender razoavelmente bem a in-
fluéncia de trincas em estruturas de viga, nao representam o comportamento e efeito
real desse defeito quando em maquinas rotativas, tendo em vista que a maioria considera

a trinca sempre aberta. Sabe-se que devido a rotacao do sistema mecanico, combinado
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aos carregamentos estaticos, a trinca pode abrir e fechar gradualmente de acordo com
a distribuicao de tensao e deformacgao sobre a area danificada, alterando a rigidez do

sistema ao longo do tempo. Esse mecanismo é conhecido como breathing (HORRIGAN;
WILLIAMS; PARSZEWSKI, 1992; CAVALINI JR, 2013).

Certos autores, como Gasch (1976) e Mayes e Davies (1976, 1984), propuseram mo-
delos para descrever esse fendmeno baseados em simples fung¢oes matematicas. Entretanto,
mesmo fornecendo resultados confidveis, nao sao capazes de correlacionar o aumento da
flexibilidade de um determinado elemento com a profundidade da trinca, uma vez que nao
fazem uso de distribuigoes de tensdo e deformacao (CAVALINI JR, 2013).

Outra abordagem frequentemente empregada é a simulagao numérica de um ele-
mento trincado por meio de um modelo de elementos finitos 2D ou 3D. A aplicacdo dessa
técnica fornece resultados extremamente precisos (fiéis a realidade), contudo demandam

elevado custo computacional.

De forma a contornar esses problemas, Bachschmid et al. (2003) descreveram e
validaram um modelo unidimensional que permite simular o comportamento estatico e
dindmico de uma trinca transversal em um rotor horizontal sob a a¢do de quaisquer carrega-
mentos, incluindo efeitos térmicos. Em seguida, Bachschmid e Tanzi (2004), considerando
o mesmo modelo de trinca, autointitulado modelo FLEX, analisaram as deflexdes de uma
viga de secao transversal circular na presenca de diferentes profundidades de trinca para
diversos tipos de carga aplicada (axial, de flexao, de torcao e cisalhante) e compararam os
resultados com os fornecidos por um modelo de elementos finitos 3D altamente refinado.
Em ambas publicagoes, o modelo unidimensional demonstrou ser uma abordagem poderosa

(tao precisa quanto o modelo 3D, mas menos custosa) para analisar rotores trincados.

Devido a essa caracteristica, alguns autores optaram por adotar a abordagem FLEX
para descrever o fendomeno de breathing da trinca em sistemas mecanicos e obtiveram
bons resultados em seus estudos. Morais, Steffen e Bachschmid (2008) propuseram uma
técnica de identificagdo de pardmetros desconhecidos e variantes no tempo usando fungoes
ortogonais, a qual se mostrou 1til na deteccao de trincas em méaquinas rotativas. Morais et
al. (2010) apresentaram uma metodologia para simulacdo de um sistema viga-trinca-PZT
em elementos finitos, onde os autores precisaram adaptar o modelo FLEX de eixos para
vigas. Morais, Steffen e Mahfoud (2012) avaliaram a possibilidade de monitorar e controlar
o comportamento dindmico de méaquinas rotativas com eixos trincados utilizando um
atuador eletromagnético. Cavalini Jr et al. (2020) investigaram as melhores condigdes de
aplicacao da técnica de combinacao de ressonancia para deteccao de trincas incipientes em

eixos rotativos.

Considerando essas informagoes e de forma semelhante a Rende et al. (2017, 2019),
este trabalho sera dedicado a analise do comportamento dinamico do sistema rotor-palhetas

flexiveis desenvolvido por Santos et al. (2004) na presenga de trincas transversais incipientes,
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mas modelando a nao-linearidade por meio da abordagem FLEX adaptada a vigas por
Morais et al. (2010). Assim, espera-se que este estudo contribua para pesquisas futuras no

que se refere a procedimentos de diagndstico de falhas em maquinas rotativas.



3 Fundamentacao Tedrica

3.1 Sistema Rotor-Palhetas Flexiveis

Sustentando-se nos trabalhos elaborados por Saracho (2002), Santos et al. (2004),
Zanitti (2018) e Rende (2020), esta segao é destinada a modelagem matematica do sistema
rotor-palhetas flexiveis ilustrado na Figura 2, a fim de analisa-lo dinamicamente na presenca

de trincas transversais incipientes.

m, Jt, Lz, bt, ht

Figura 2 — Modelo fisico do sistema rotor-palhetas flexiveis.
Fonte: Rende (2020) - Adaptado.

Como pode ser visualizado acima, o conjunto gira em funcao do tempo ¢ com

velocidade angular 2 e é composto pelos seguintes elementos:

e Um rotor rigido de massa m,. e raio r, suportado na base por apoios elasticos de
rigidezes k, e k, e amortecimentos c, e c,, os quais permitem sua movimentagao
apenas em dois graus de liberdade (deslocamento horizontal z, e vertical y,,

desprezando-se a rotagao associada);

« Quatro palhetas retangulares idénticas (igualmente espagadas), possuindo massa
especifica p,, médulo de elasticidade Ej, comprimento L,, largura b, espessura
hy, area transversal A, e momento de inércia I, fixadas ao rotor sem angulo de
pré-torcao (também se movimentam estritamente no plano zy, estabelecendo

graus de liberdade longitudinais e transversais); e
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Quatro corpos rigidos idénticos, apresentando massa my, inércia de rotacao
J;, comprimento L,, largura b; e altura h;, instalados na extremidade de cada
palheta unicamente para potencializar seus efeitos inerciais, uma vez que elas

sao bastante delgadas.

Sendo assim, propoe-se determinar as equagoes diferenciais que descrevem seu
movimento aplicando o método de Lagrange combinado a discretizacao em elementos
finitos, o que implica utilizar a formulagao cinematica de particulas e obter as expressoes

das energias cinética e potencial do sistema.

3.1.1 Sistemas de Referéncia e Transformac3do de Coordenadas

Para facilitar a representacao dos vetores posicao e velocidade que caracterizam todo
o modelo e, assim, desenvolver corretamente suas equagoes do movimento, ¢ conveniente

adotar sistemas de referéncia auxiliares, conforme mostra a Figura 3, definidos como:

o Referencial inercial By;

o Referencial mével By, com origem no centro C' do rotor e solidario a viga nao

deformada; e

o Referencial mével By, fixado na extremidade da palheta e solidario ao movimento

do corpo rigido.

bfl/v
'§¢<t) Q=4(t), 2=§(t)

I

Figura 3 — Referenciais auxiliares empregados no sistema rotor-palhetas flexiveis.
Fonte: Rende (2020) - Adaptado.



Capitulo 3. Fundamentacio Teorica 34

Esses referenciais sao relacionados por meio de matrizes de transformacao de
coordenadas, as quais sdo lineares e ortogonais entre si. Em outras palavras, pode-se passar
um vetor descrito no referencial By (by;) para o By (by ) fazendo uso da matriz Ty e
outro descrito no referencial B (b;¢) para o By (b;) com auxilio da matriz T}, de acordo

com as Equagoes (3.1) e (3.2).

by = T by (3.1)
by, =Ty by, (3.2)
Em que:

cos|p(t) +hi]  —sin[p(t) + 1] 0
Ty = |sin[p(t) + ] cos[d(t) +i] 0 (3.3)

0 0 1

cos|a;(Ly,t)] —sinfa;(Ly, t)] 0
Tip = |sinfoy(Ly,t)]  cos[ai(Ly, t)] 0 (3.4)

0 0 1

Nessas matrizes, os angulos ¢, 1; e «; se referem a, respectivamente, posicao angular
do rotor (medido em relacdo ao eixo coordenado x, definido na Figura 2), posigao da
palheta ¢ relativa a primeira e rotagao do corpo rigido ¢ no plano zy com respeito ao

referencial By, sendo i = [1,2,3,4].

No entanto, caso sejam assumidas pequenas rotacoes no ponto de fixacao da
massa a extremidade livre da palheta, é possivel considerar as seguintes aproximacoes:
cos[a;(Ly, t)] = 1 e sin[a;(Ly, t)] = o;(Lp,t). Desse modo, reescrevendo a matriz Ty,

tem-se:

1 —Oéi(Lb,t) 0
Ttb: O./Z‘(L(nt) 1 0 (35)

)

0 0 1
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3.1.2 Vetores Posicao e Velocidade

Retornando a Figura 3, verifica-se que os vetores posi¢ao do centro do rotor (r. ),
de um ponto genérico z; da palheta i (1, ;) e do centro de massa do corpo rigido i (ry, ),

descritos nos seus proprios referenciais, sdo dados por:

rer = {xT(t) yr(t) O}T (3.6)
Ty b = {r +x; +ui(zg, t) v, t) O}T (3.7)
Tt = {Tt 0 O}T (3.8)

onde u;(z;,t) e vy(x;,t) correspondem, nessa ordem, aos deslocamentos longitudinais e
transversais do ponto genérico x; causados pela deformagao da palheta, e r; a distancia do

centro de massa do corpo rigido ao seu ponto de fixagao, sendo igual a L;/2.

Entretanto, é adequado reescrever os vetores ry, 5 € ry, ; no referencial inercial. Para
tal, aplicam-se as matrizes de transformacao de coordenadas apresentadas anteriormente,
fornecendo os vetores indicados abaixo. Ressalta-se que as variaveis dependentes ¢ e z;

foram suprimidas para melhor representacao.

vy, 1 =Ter+ Tyrrp,p
T, + [r+ 2 + w;] cos[d + ;] — vy sin[¢p + ]
=3\ Yr —+ [7" +x; + Uz] Sin[¢ + ZDZ] + v; COS[gb -+ Q/JZ] (39)

0

v, 0 =Ter + Tor (To,0),,—p, + Tor TepTe,

xr + [r 4 Ly + u; + 1) cos[d + ] — [vi + 7 o] sin[d + 1]

Yr + [r 4+ Ly + u; + r4] sin[o + ;] + [v; + 7 o] cos[d + 4] (3.10)

0

Quanto aos vetores velocidade linear, pode-se encontra-los calculando a derivada

temporal absoluta dos vetores posi¢cao descritos no referencial inercial, o que resulta em:
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b= {i g 0} (3.11)

&, — Qr + z; + ug) sin[¢ + ;] + 1, cos[p + ]
—Qu; cos|p + ;] — v; sinfp + 1]

Ty, 1 = U + Q[r 4 25 + ug] cos[p + ;] + u; sin[p + 1] (3.12)

—Qu; sin[¢ + ;] + ; cos[¢ + 4]

0

i'r —Q [7” + Lb + u; + Tt] Sin[¢ -+ 7,/11] + ul COS[¢ -+ iﬂz]
—Q [v; + 1y o) cos|p + ;] — [0 + 7 &) sin[ + U]

Ty 1 = Ur + Q[+ Ly + u; 4 14] cos[¢p + 1] + i sin[é + 4] (3.13)
—Q [v; + 1y o] sin[g + ;] + [0; + ¢ &) cos[o + ;]

0

De forma andloga aos vetores posicao, definem-se os vetores velocidade angular do
centro do rotor (2, ;), de um ponto genérico x; da palheta i (2, ;) e do centro de massa

do corpo rigido i (£, +):

2.={0 0 ow} (3.14)
Dy, b = {0 0 dy(xy, t)}T (3.15)
Q= {0 0 ai(Lb,t)}T (3.16)

Nota-se que os vetores €2, 5, e €2y, ; estao descritos nos referenciais rotativos. Logo,

transformado-os para o referencial inercial, chega-se a:

T
Q1= Q1+ Ty Qy,p = {0 0 Q@)+ di(:pi,t)} (3.17)

T
Qs =Qr+To T Q@ ={0 0 Q)+ Ly 1)} (3.18)
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Além dos elementos considerados, percebe-se, com frequéncia, a nao coincidéncia
entre o centro de massa e o centro geométrico do rotor, o que caracteriza o desbalanceamento
de maquinas rotativas. Para modela-lo, é assumida a existéncia de uma massa m,, deslocada
em d do centro geométrico e posicionada em um angulo ¢ do eixo coordenado z, de acordo

com o ilustrado na Figura 4.

(t), 2=9g(t), 2=9(t)

B, I

E}

Figura 4 — Presenca de desbalanceamento no sistema rotor-palhetas flexiveis.
Fonte: Rende (2020) - Adaptado.

Nesse sentido, também ¢é necessario conhecer os vetores posicao e velocidade que
descrevem o movimento dessa massa, os quais sao representados, no referencial inercial,

pelas Equagoes (3.19) e (3.20), respectivamente.

rus = {o(t) + deos[p(t) + @] v (1) + dsim[o(t) +¢] 0} (3.19)

Fur = {i(t) — Qdsinfo(t) + @] §.(t) + Qdeoslp(t) + @] 0} (3.20)

3.1.3 Expressoes de Energia

A energia total do sistema mecéanico é composta pela soma das suas energias
cinética T' e potencial P. A primeira é constituida pelas energias cinéticas de translacao e
rotagao do rotor (Equacao (3.21)), das palhetas (Equacao (3.22)) e das pequenas massas
nas extremidades (Equagcao (3.23)), todas provenientes dos vetores velocidade estabelecidos
no topico anterior. De forma semelhante, a segunda ¢ formada pela energia armazenada nos
suportes elasticos do rotor (Equagao (3.24)), energia potencial gravitacional do conjunto

(Equagao (3.25)) e energia de deformacao de cada palheta (Equagao (3.26)).
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T, =

b, =

T . .T . T
[mT rc,[ Ter + My ru,I Tu,1 + JT’ Qc,[ QC,I]

N — N | —

L\D\»—t

4
Z {mtrt ]rt I+Jtﬂt IQ ]}

[k: x? + kyyr}

l\DM—l

b Ly
/pbAbI.'Z;[I.'bi,Idaji+/prbQZ;,[ Qbi,l dl’l
0

Py=m,g; rcI"’Z //)bAng vy, 1 dT; + My gr Ty, g

_ By (o 2
b, = /? (em + ezz) av
1%
Nessas igualdades, tem-se que:
by h;? my
Ap = by hy Iy =—+, Jr =
12
T
8 = {0 -9 O}

=1

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Os termos presentes na Equacao (3.26) se referem as deformagoes ocasionadas

somente pela presenca de cargas axiais e momentos fletores, tendo em vista que os efeitos dos

esforcos cortantes sdo desprezados para vigas delgadas. Ainda assim, é possivel reproduzir

corretamente o enrijecimento centrifugo do sistema, ou seja, o aumento da rigidez com

a velocidade de rotacao, ao utilizar um vetor deformacao linearizado de segunda ordem

no calculo da energia de deformacao. Este vetor, indicado pela Equagao (3.29), pode ser

obtido ao adotar uma aproximagao nao-linear para uma das func¢oes trigonométricas do

vetor deformagao original, conforme a Equagao (3.30).
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ou; ov; . N\ 2
<1 + 2 ) cos(ay) + al sin(a;) — 1 Ou + 1 (9
Ox; Ox; Ox; 2 \0x;
€$JE
ou; \ . ov; Ou; Ov;  Ov;
'=<¢ =9 — |1+ sin(a;) + cos(qy — — —— ! 3.29
€ZZ
0%v; B .8201-
s i
(7] (xia t)Z .
cos|a;(z,t)] = 1 — 5 sinfo; (24, t)] &~ a;(x;, t) (3.30)

Desse modo, inserindo as componentes do vetor deformagao linearizado na Equacao
(3.26) e eliminando os termos de ordem superior a dois, chega-se a outra formulagao para

a expressao da energia de deformagao de cada palheta, fornecida pela Equagao (3.31).

Ly

/

0

Ly

8ui 8’UZ‘ 2
!<%)<%)d% (3.31)

Ly, 2
ou; \ B, (0%, B, A,
(83:1-) di + 2 ) (83:3 dai + 2

3.1.4 MEF Aplicado a Vigas de Euler-Bernoulli

E,A
P, = bAb
2

De acordo com Rade (2013), o método dos elementos finitos (MEF) é uma técnica de
analise numérica destinada a obtencao de solugoes aproximadas para problemas, geralmente
complexos, regidos por equagoes diferenciais. Basicamente, ele consiste em transformar
um problema infinito-dimensional em finito-dimensional por meio da discretizacdo de um
dominio continuo em varias regides, denominadas elementos, interconectadas por pontos
limitrofes, os nds, formando uma malha. Sua aplicagao se torna vantajosa devido a robustez,

eficiéncia computacional e facilidade de implementacao.

Neste método, assume-se que os deslocamentos e as rotagoes no interior de cada
elemento podem ser aproximados a partir da multiplicagdo das coordenadas nodais &
(também denominadas graus de liberdade ou gdls) pelas fungoes de interpolagao ou de
forma W. Essas fungoes, normalmente polinomiais, sao determinadas com a imposicao
de condigoes que garantem a continuidade da solucao nos nés compartilhados por varios

elementos.

Baseando-se nesses aspectos, em virtude da flexibilidade das palhetas, convém
empregar esse procedimento de discretizacao. A Figura 5 ilustra o elemento finito e os gdls
adotados, a saber: deslocamentos longitudinais x dos nés a esquerda U, e a direita U, 1;
deslocamentos transversais y dos nos a esquerda V,, e a direita V,,;1; e rotagdes em torno

de z dos nés a esquerda 6,, e a direita 6, .
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A
A 4

Figura 5 — Elemento finito retangular.

Fonte: Rende (2020).

Para vigas esbeltas, cuja espessura é inferior a 10% do seu comprimento (caso das

palhetas desse sistema mecanico), as fungoes de forma podem ser definidas considerando

as hipoteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, isto é: a se¢do transversal se mantém

plana e normal a linha neutra apds a deformacao; o coeficiente de Poisson ¢é negligenciavel;

assume-se pequenos deslocamentos e rotagoes; os materiais apresentam comportamento

linear-elastico (seguem a Lei de Hooke); e os efeitos associados ao cisalhamento transversal

sao desprezados.

Dessa maneira, os deslocamentos (u; e v;) e as rotagoes («;) ao longo dos elemen-

tos de cada palheta, bem como suas respectivas derivadas temporais (i;, 0; e ¢;), sdo

aproximados por:

Ui(ﬂfi, t) = ‘I’Q(Ii) éa(t) s

Ul(IZ, t) = \I’Q(I‘J (Sa(t)

oW, (z;) -
Oéi(xht) = Gt:ix ) 5t(t)
. T
5a(t) = {Un Un+1}
T . . . . . T
9n+1} 3 6t(t) = {Vn gn Vn+1 en—i-l}

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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. NT
W, (z;) = {1 -4 i} (3.37)
_ 3z 2z} 222 x}  3x? 21 2z g
ela) = {1_ I 7 R A R R _L+L2} (3:38)

3.1.5 Forca Normal

Uma simplificagdo plausivel para a terceira parcela da Equacao (3.31) é descrevé-la
em funcao da solugao do problema de tensao inicial, ou seja, considerar que a deformacgao

longitudinal da palheta nos instantes iniciais do movimento pode ser dada por:

Con = ox
i

(3.39)

Em fungdo disso, conhecida uma for¢a N(x;) normal & secdo transversal da viga, a

tensao axial sera calculada por:

N(z;)
_ 3.40
= (3.40)
Pela Lei de Hooke:
o =L} €z, (3.41)

Combinando as equagoes anteriores, chega-se a seguinte expressao para a taxa de

variacao dos deslocamentos na dire¢ao longitudinal da viga:

9z, EyA, (3.42)

Reescrevendo a Equagao (3.31) em fungao do novo equacionamento:

Ly

Ly 2 Ly 2
. EbAb 8ul 2 EbIb 82111' 1 an
b, = 5 0/ (8:)@) dx; + - J (83:? dx; + 20/N(:EZ) oz dx; (3.43)
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Nota-se que a expressao da energia de deformacao de cada palheta passarad a ser
representada como funcao explicita da for¢a normal atuante na viga, caracterizando a
influéncia da aceleracao centrifuga no enrijecimento do sistema. Entretanto, como essa
forca depende dos deslocamentos, os quais foram discretizados em elementos finitos, ela
nao sera constante ao longo das palhetas, sendo preciso determiné-la também com base na

discretizacao.

Para esse propésito, adota-se o método desenvolvido por Hoa (1979), descrito a

seguir tomando como referéncia a Figura 6.

n L

[l%

=H
T

<

0

Figura 6 — Sistema rotor-palhetas discretizado em elementos finitos.
Fonte: Rende (2020) - Adaptado.

Seja um elemento finito retangular localizado em qualquer uma das palhetas e
distante m elementos do raio externo r do rotor. Segundo esse autor, a for¢ca normal
atuante na sua secao transversal é composta pelos efeitos centrifugos e gravitacionais
causados pelo proprio elemento, por todos aqueles posteriores a ele e pela massa rigida na

extremidade livre. Matematicamente:

N(JEZ) = NC,bi (J?Z) + Ng,bi (xl) + NC-,ti(Lb> + Ng,tz‘(Lb) (344)
em que:
L Ly
Nc,bi (.Tz) = Pp Ab Q2 /(7“ + mL + f’l) df’l + / (T’ + 52‘2) dii‘g (345)
Ti (m+1)L
L Le
Nys () = =y Aygsino + ] | [di+ [ dz (3.46)
i (m+1)L
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Neg (Ly) = my Q2 (r + Ly + 1) (3.47)

Ny, (L) = —my gsin¢ + 1] (3.48)

3.1.6 Método de Lagrange e Equacdes do Movimento

O método de Lagrange consiste em utilizar as energias cinética e potencial associadas
aos componentes de um sistema mecanico e o trabalho realizado por esforcos externos
sobre ele (denominados esforgos generalizados @),;) para obter, a partir da Equagao (3.49),

as equagoes diferenciais do seu movimento de acordo com as coordenadas generalizadas g, .

d <8T> or  oP 0. (3.49)

dt \ D _'0qﬁ‘+'0qmzz

Quanto ao sistema em questao, considerando a discretizagao de cada palheta b; em

n. elementos finitos, seu vetor de graus de liberdade total é dado por:

T
q:{ﬂﬂr Yo Uiy Viee  O1pn oo Unepw Vi 9ne,b4} (3.50)

Sendo assim, ao introduzir a mesma discretizacao nas expressoes de energia indica-
das na subsecao 3.1.3 e resolver as equacoes de Lagrange para esse vetor de coordenadas,

obtém-se k equagoes do movimento, representadas matricialmente pela Equagao (3.51).
M(t) a(t) + G(t)a(t) + K(t) a(t) = F(t) (3.51)

Cabe ressaltar que é extremamente complexo modelar o amortecimento do sistema.
Entretanto, pode-se inseri-lo nas equagoes do movimento como uma matriz de amorte-
cimento proporcional D, a qual caracteriza numericamente o amortecimento natural do

conjunto mecanico. Logo, reescrevendo a equagao anterior, tem-se que:

M(t) a(t) + [G(t) + D()] a(t) + K(t) a(t) = F(¢) (3.52)
C@®)

Para melhor compreensao, a forma dos termos dessa equacgao é apresentada no
Apéndice A. Contudo, adianta-se que as matrizes de massa M, coriolis G, amortecimento
proporcional D e rigidez K, bem como o vetor de forcas F, sdo descritos em funcao de
uma ou mais componentes angulares do rotor (¢, ¢ = Q e ¢ = ), definindo, portanto,

um sistema variante com o tempo.
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3.2 Modelagem de Trincas Transversais pela Abordagem FLEX

Alguns aspectos relativos ao modelo de trinca FLEX foram brevemente mencionados
no Capitulo 2. Porém, devido a sua importancia para este trabalho, nesta secao sao

explorados seus conceitos, fundamentos e implementacao.

Inicialmente, sabe-se que Bachschmid et al. (2003) desenvolveram essa abordagem
para simular o comportamento de trincas transversais em estruturas unidimensionais sob
a acao de quaisquer carregamentos, inclusive na presenca de efeitos térmicos. Como sera
discutido adiante, uma de suas contribuicoes foi a apresentagao de uma matriz de rigidez
completa (quadrada, simétrica e de dimensao 12 x 12), a qual armazena, indiretamente, os
parametros da trinca, engloba os efeitos gerados pela nao-linearidade no elemento trincado
e possibilita adotar a teoria da viga de Timoshenko (ou seja, pode-se assumir a hipotese
de que a secao transversal da estrutura deformada nao permanece perpendicular a linha
neutra em func¢ao do cisalhamento). Portanto, um modelo totalmente alinhado & andlise

em elementos finitos e passivel de ser implementado computacionalmente.

Apesar de Bachschmid e Tanzi (2004) validarem o método para diferentes condigoes
de carregamento, ha duas questoes que devem ser ressaltadas quanto a metodologia aplicada:
a utilizacao de um elemento de viga cilindrico e a adogao de trincas que se estendem
transversalmente até 50% de profundidade. Em relacdo a primeira, acredita-se que o modelo
FLEX também possa ser empregado para modelar trincas transversais em vigas esbeltas
de se¢ao retangular, mas é necessario adaptar o calculo das propriedades geométricas,
assim como foi feito por Morais et al. (2010). Quanto a segunda, ndo necessariamente é
uma limitacdo do modelo, tendo em vista que trincas mais profundas caracterizam um
estagio bastante avancado da falha e podem ser detectadas com facilidade por técnicas

convencionais de monitoramento.

Observa-se que este modelo é nao-linear, pois a matriz de rigidez associada a trinca
deve ser determinada iterativamente em cada passo de tempo da simulagao. Isso pode gerar
um custo computacional adicional, ainda assim menor que o demandado pelo modelo de
elementos finitos 3D. Ademais, permite representar corretamente o fenémeno de breathing
a partir da especificacdo do campo de tensao gerado pelos momentos dindmicos atuantes

na secao transversal onde a trinca esta localizada.

Embasando-se nessas informagoes e em um fluxograma apresentado por Morais
(2010), na sequéncia sao discriminados os passos a serem adotados na implementagao
computacional desse modelo para simular a presenca de uma trinca transversal em uma

das palhetas do sistema rotativo analisado neste trabalho.

O procedimento comeca com a discretizacao do sistema rotor-palhetas flexiveis em
elementos finitos e a definicdo dos parametros da trinca (profundidade e localizacao ao

longo de uma das blades). Identificado o elemento trincado, procede-se com a divisao da
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sua secao transversal em elementos retangulares, conforme Figura 7.

Ya

[ra]
z 6, +/6,

Figura 7 — Malha da secao transversal do elemento de viga trincado.
Fonte: Morais et al. (2010) - Adaptado.

Como indicado nessa figura, coordenadas complexas sao utilizadas para localizar
os pontos de interseccao entre as retas horizontais e verticais que formam as areas elemen-
tares da secao trincada (Equagao (3.53)). De acordo com Morais (2010), isso facilita a
manipulacao da malha, principalmente na presenga de rotagao em torno do eixo axial da

estrutura trincada (nao existente no sistema considerado, i.e., 6, = 0).

To = 24 + 1 Ya = = |r.exp[i (6, + 6,)] (3.53)

Em seguida, com ajuda das Equagoes (3.54) e (3.55), calculam-se os momentos
dindmicos (M, e M,) atuantes na se¢ao transversal do elemento trincado, tomando como
base a resposta dindmica do sistema em cada instante de tempo (normalmente apés o

terceiro instante, afim de permitir a acomodagao inicial da estrutura).

00 M
L= z Iyy : 00, = 0y i1 — Oy Oz = L. (3.54)
00 M.

z = ad 0 = 0 —_— 9 = L .
8$ EbIz ) 8 K4 z,n+1 zZm (?x c (3 55)

Nessas equagoes, 0., € 0, ,11 se referem aos gdls de rotagao em torno do eixo z nos
nés n e n + 1 do elemento trincado, respectivamente. Os gdls 6, seguem a mesma ideia,
contudo, nesta dissertacao, devido a restricao do movimento do rotor ao plano xy, eles sao
nulos, assim como seus momentos dinamicos. I, e I, sao os momentos de inércia de area
da secao transversal do elemento de viga em relagao aos eixos indicados pelos subscritos.
L. corresponde ao comprimento equivalente da trinca (comprimento imposto ao elemento
trincado), determinado com auxilio da Figura 8, considerando que o ajuste estabelecido

para eixos pode ser aproveitado para vigas esbeltas retangulares (MORAIS et al., 2010).
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Figura 8 — Comprimento equivalente da trinca para eixos.
Fonte: Bachschmid et al. (1999) - Adaptado.

Os pontos destacados na curva sao relativos aos valores de L. definidos por Ba-
chschmid et al. (1999) ao comparar os resultados fornecidos pelos modelos SERR, de
elementos finitos (com auxilio do programa Abaqus) e FLEX quanto a simulagao estatica
e dindmica de uma viga circular engastada-livre e rotativa na presenca de trinca. Esses

pontos podem ser interpolados por meio do polindémio representado na Equagao (3.56).

L. a\® a\* a\?
— = —33. — 0641 [ — ) —49.5542 ( —
N 33.3333 (h) + 77.56 <h> 9.55 <h>

2
+9.0485 (%) +1.2415 (%) — 0.0024 (3.56)

A partir desse momento, precisa-se encontrar, em cada instante de tempo, o
campo de tensao na se¢ao transversal do elemento trincado. Consequentemente, serao
determinadas as areas que realmente contribuem para a rigidez do elemento, formando
um conjunto denominado area resistente ou remanescente A,.. Nesse sentido, com auxilio
da Equagao (3.57), verificam-se os sinais das tensoes atuantes nas areas elementares da

secao, de tal forma que:

e Se o, <0 (tensao de compressao): a trinca esté fechada, logo hé forcas de contato

e contribuigao para a drea resistente (area de trinca fechada); e

e Se 0, > 0 (tensdo de tragao): a trinca esté aberta, logo ndo hé forcas de contato

ou contribui¢do para a area resistente (area de trinca aberta).
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M,I.. + M1, M.1,, + M,I,
L= o — . 3.57
7 LIy — Iz2y w9 L1y, — ]gy Yas ( )

Na equagao anterior, I.., I, e I, sao os momentos de inércia de drea da segao
fechada com relagdo aos eixos coordenados que passam pelo seu centro geométrico G,
calculados pela Equacao (3.58), € 244 € Yqq correspondem as distancias dos centros geo-
métricos de cada area elementar a GG nas diregoes z e y, respectivamente. Quanto ao G,
pode-se obté-lo pela Equagao (3.59). Ressalta-se que a drea resistente/fechada é formada

pelas regioes nao trincada e trincada submetida a compressao.

L.— / y2dA, I, = / 22 dA, L, = / 2y dA, (3.58)
Ar Ar A,

[ zdA,  [ydA,
LA

G:zg+iyg:Ar +

i (3.59)
dA, dA,
A )

Assim, espera-se um campo de tensao semelhante ao ilustrado na Figura 9.

fy

Segao trincada submetida a tragao
Il Secao trincada submetida a compressao
Segao nao trincada
e Centro geométrico da area fechada

Figura 9 — Campo de tensao na secao transversal do elemento de viga trincado.
Fonte: Morais et al. (2010) - Adaptado.

Como o campo de tensao inicial nao representa a situacao atual da trinca, os
passos anteriores se repetem até atingir um critério de convergéncia, dado pela variacao
minima da posi¢do dos eixos principais de inércia com origem em G entre duas iteragoes

subsequentes, ou seja:

16, —6,7 | < € (3.60)
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em que:

1 —21
O, = - arctan [Zy] (3.61)
2 I..-1,

Desse modo, estabelecidos os segundos momentos de area que caracterizam o estado
real da trinca, basta determinar a matriz de rigidez do elemento trincado, indicada na
Equagao (3.62) em sua forma reduzida, sob as hipdteses da teoria da viga de Euler-Bernoulli

e rearranjada de acordo com os gdls considerados neste trabalho.

[t w j -t —w —j_
a ¢ —w —a c
KFlea: = © - . (362)
t w o]
a —c
Sim. e
Na matriz acima, tem-se que:
12E,1,, 6FE1,, 4Eu1,, 2E,1,.
a = Ti’ s CcC = Lg s e = LC s f = LC (363)
ELA,
J=Cay,t, w=csy,t, t= Z (3.64)

As constantes ¢y e c3 sao referentes ao acoplamento entre os gdls, sendo ajustadas
pelo modelo 3D. No entanto, nesta dissertacao, adota-se a hipétese de que esse acoplamento
nao influencia a dindmica do elemento trincado e, por isso, foram consideradas ambas

nulas.

Finalmente, para determinar corretamente a resposta dinamica do sistema mecanico
trincado em todos instantes de tempo da simulacao, essa matriz deve ser inserida nas
equagoes do movimento (Equagao (3.52)). Contudo, ao invés de atuar diretamente sobre
a matriz de rigidez K, entrara na forma de uma forga elementar (F&fl)er) que aumentara
a flexibilidade do elemento trincado (de rigidez estrutural K;) nos gdls correspondentes

(q®)), conforme a (Equacio (3.65)).

F%e'l)ex = (KS - KFlex) q(E) (365)
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3.3 Teoria de Floquet e Analise de Estabilidade

Grande parcela dos problemas dindmicos de engenharia envolvem a analise de
sistemas fisicos descritos por equagoes diferenciais de coeficientes variantes no tempo,
também conhecidos como sistemas nao-auténomos. Diferentemente dos sistemas invariantes
no tempo, ditos autonomos, possuem um tratamento matematico bastante complicado,
com resolucoes analiticas complexas e, normalmente, sem solugoes fechadas. Entretanto,
alguns casos particulares sao possiveis de serem estudados sem ter conhecimento da
forma da solucgdo, principalmente quanto a estabilidade, como os sistemas que apresentam
coeficientes periodicamente variantes no tempo, os quais sao examinados com auxilio da

teoria de Floquet.

Considerando que o sistema mecanico em estudo tem comportamento peridédico
quando opera com velocidade de rotagao constante, esta se¢ao é dedicada a elucidagao dessa
teoria e a determinacgao das condigoes de estabilidade, tomando como base os conceitos
apresentados no livro de Meirovitch (1970) e explorados nos trabalhos de Saracho (2002) e
Rende (2020).

As equagoes do movimento de sistemas dinamicos periédicos podem ser representa-

das pela seguinte notacao matricial na forma homogénea:

x(t) = A(t)x(t) (3.66)
em que:
x(tg) = xq, x(t) = q(t) (3.67)
a(t)
0 1
At+T)=A(), At) = (3.68)

Nas equagoes acima, a matriz A(t), peridédica no tempo com periodo T', corresponde
a matriz de espaco de estados, o vetor x(t) caracteriza o estado do sistema em um instante

de tempo t, sendo xq sua condicdo inicial, e a matriz I se refere a matriz identidade.

Para um intervalo de tempo em que A(t) é continua, existe uma matriz, denominada
matriz de transicao de estados ®(t, 1), cujas colunas formam uma base para o espago de
solucoes da equacgao diferencial indicada anteriormente. Ou seja, trata-se de uma matriz

fundamental, que satisfaz a equacao do sistema:
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d(t,t)) = At)D(t, 1) (3.69)

Dessa maneira, essa matriz permite relacionar a solugao do sistema em um deter-

minado ¢ com as condigoes iniciais do problema, conforme a Equagao (3.70).
x(t) = ®(t, to)x(to) (3.70)

De acordo com o teorema de Floquet, se ®(t,1y) é a matriz de transigao de estados
do sistema representado pela Equacao (3.66), entdo ®(t + T, ty) também é uma solucao do
sistema, determinando, assim, outra matriz fundamental, as quais se associam por meio

de uma matriz constante nao-singular B:
D(t+T,ty) = ®(t,1))B (3.71)

Além disso, para cada ®(t, 1), existe uma matriz periddica nao-singular Q(t, o),

com periodo T, e uma matriz constante R, tal que:

D(t,t0) = Q(t, o) exp [(t — to)R], Q(t +T,t0) = Q(t, to) (3.72)

Apesar das matrizes R e B serem constantes, possuem caracteristicas e funcionali-
dades distintas. A primeira corresponde a matriz fundamental de um sistema invariante
no tempo algebricamente equivalente a um determinado sistema variante no tempo, sendo
vinculados a partir de uma transformagcao algébrica dada pela matriz periddica Q(t,ty). A
segunda é conhecida como matriz de monodromia, uma vez que é semelhante (invariante
pela transformagao de similaridade) as matrizes constantes de outras matrizes funda-
mentais referentes ao mesmo problema dindmico. De qualquer forma, ambas matrizes se

relacionam pela Equacao (3.73).

1
R = In[B] (3.73)

Consequentemente, os autovalores de B e R, designados por multiplicadores carac-

teristicos A; e expoentes caracteristicos p;, respectivamente, sao associados por:

1
pi= |\ |+ -arg(),)] , j=123,..,n (3.74)
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No equacionamento acima, a parte real é bem definida (tinica para cada j), enquanto

a parte imagindaria apresenta infinitos valores diferidos por multiplos de 27/T.

Retornando a Equagao (3.71), verifica-se que:
B=® ' (t,t))®(t + T, to) (3.75)

Contudo, a matriz de transicao de estados no fim de um periodo é desconhecida,
além de ser impossivel de obté-la analiticamente. Entao, faz-se necessario adotar métodos
numéricos para aproximé-la. Uma dessa técnicas, desenvolvida por Friedmann (1986),
consiste em dividir o periodo em K pequenos intervalos de tamanho At, nos quais o
sistema é tratado como invariante no tempo. Assim, considerando ¢t = t; e aplicando a
teoria de sistemas invariantes e algumas propriedades de matrizes de transicao de estado,

chega-se a:

B=®(ty+ T, t) ~ ﬁ exp {Ath[A(tk) + A(tk_l)]} (3.76)

Apos essas constatacoes, pode-se, finalmente, definir as condi¢oes de estabilidade
dos sistemas nao-auténomos e periédicos (MEIROVITCH, 1970):

» Se todos os expoentes caracteristicos possuem parte real negativa ou o médulo
de todos multiplicadores caracteristicos é menor que um, todas solugoes sao

assintoticamente estaveis;

e Se pelo menos um dos expoentes caracteristicos possui parte real positiva ou o
moédulo de pelo menos um multiplicador caracteristico ¢ maior que um, o sistema

é instavel; e

« Sealgum expoente caracteristico possui parte real negativa e os outros apresentam
parte real nula, ou o médulo de algum multiplicador caracteristico é menor que

um e os outros sao iguais a um, o sistema é marginalmente estavel.

Friedmann (1986) ainda faz um adendo a respeito da teoria de Floquet voltada a
analise de estabilidade de sistemas nao-lineares e periédicos, principalmente na presenca de
nao-linearidades geométricas, como trincas. Segundo ele, a teoria ainda pode ser empregada,
devendo, no entanto, determinar os termos nao-lineares com auxilio de um procedimento
iterativo, como o método de Newton-Raphson (exposto na préxima segao), e estender seus

efeitos para a matriz de espago de estados em cada instante de tempo.
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3.4 Integracao Numeérica das Equacdes do Movimento

Como mencionado na se¢ao anterior, determinados tipos de sistemas sao trabalhosos
de se resolver analiticamente, implicando na necessidade de buscar outros recursos para
efetuar uma andlise mais detalhada e obter solucoes precisas. Nesse sentido, a seguir é des-
crita uma técnica de integracao numérica, passivel de ser introduzida computacionalmente,

frequentemente aplicada na resolugao das equagoes do movimento.

Seja um sistema dinamico representado pela Equacao (3.77).
Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = F (3.77)

Newmark (1959) propos um método numérico para resolver essa equagao diferen-
cial, o qual se resume a predicao dos campos de aceleragao, velocidade e deslocamento
generalizados em um instante de tempo t + At com base nos valores dos mesmos campos
em um instante de tempo ¢, conforme as Equagoes (3.78), (3.79) e (3.80) (considerando a

regra de integracao trapezoidal).

dpiae =4, = M'F (3.78)

) ) At /. .

Qiyae = A + o (Qt + qt+At) (3.79)
AR

Qrne =+ A+ = (G + ) (3.80)

Os campos determinados nos novos instantes de tempo devem satisfazer a Equacao
(3.81).

M, ae + Cyar + Kgyny = F (3.81)

Para sistemas de comportamento linear, os valores correspondentes a estes campos
em qualquer instante de tempo sao obtidos diretamente. Entretanto, na presenca de termos
nao lineares, é necessario efetuar um processo iterativo para buscar o equilibrio dindmico
do sistema em cada instante de tempo. Um método comumente empregado é o processo

iterativo de Newton-Raphson.
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Segundo Cavalini Jr et al. (2015), nesta técnica, procura-se reduzir a norma do
residuo associado a Equagao (3.81) até uma determinada tolerancia. Para tal, primeiramente

é resolvido o sistema de equagoes indicado pela Equagao (3.82).

ZFAt ’ Aqg}At = —R;:it (3-82)
Em que:
. At? At
t+At:T'K+7'C+M (3.83)
RyTar = Mai L, + Caiia, + Kajpy, — F (3.84)

Em seguida, Aq;, 5, ¢ utilizado para determinar Aq;, 5, ¢ Aqy, A, de acordo com

as Equagoes (3.85) e (3.86).

n At L,

AGiine = o AGE (3.85)
n Atz n

Aqt-&-At = T : Aqt+At (3.86)

As variagoes dos campos de aceleragao, velocidade e deslocamento obtidas pelas
Equagoes (3.82), (3.85) e (3.86) sdo, entdo, somadas aos valores dos campos determinados
na iteragdo anterior como corregao e aplicadas na Equagao (3.87) para determinar o residuo
associado a iteragao presente. O processo perdura até que o critério de convergéncia seja

alcangado.

oar = Mag a; + Cqlin T Kaiin, — F (3.87)

Observa-se que esse procedimento ¢ aplicavel tanto a sistemas invariantes quanto a
variantes no tempo, sendo fundamental, neste ultimo, determinar e associar corretamente
as matrizes do sistema em cada instante de tempo. Além disso, para o caso especifico
do modelo de trinca FLEX e de outras aplicagoes que envolvem mudancas nas matrizes
dindmicas ao longo do tempo, seus efeitos precisam ser atualizados conforme novos valores

sao gerados para os campos.



4 Resultados e Discussoes

Este capitulo é direcionado a apresentacao e discussao dos resultados numéricos
obtidos a partir da implementacao computacional em Python do modelo matematico
do sistema rotor-palhetas flexiveis trincado. Em um primeiro momento, sao definidas as
caracteristicas do sistema simulado, bem como alguns parametros associados a resolugao
do problema. Posteriormente, estuda-se a abertura e o fechamento da trinca de acordo
com o movimento angular do rotor. Por fim, compara-se o comportamento dindmico do
sistema trincado ao saudavel quanto a suas condicoes estaveis e instaveis de operagao, seus
atributos modais, seus sinais temporais e suas propriedades espectrais. Dessa maneira,
sera possivel avaliar a capacidade do modelo FLEX de representar os efeitos reais causados

pela presenca de trincas transversais neste tipo de sistema rotativo.

4.1 Caracteristicas do Sistema e Informacdes Adicionais

A Tabela 1 indica os parametros fisicos e geométricos adotados para caracterizar
os componentes pertencentes ao sistema rotor-palhetas flexiveis analisado neste trabalho.
Ressalta-se que seus valores foram definidos com base nas dimensoes da bancada de testes
utilizada por Rende (2020) para efetuar a andlise numérica e experimental do mesmo

sistema na auséncia de trincas.

Como mencionado no capitulo anterior, em razao da flexibilidade associada a
energia de deformacao das palhetas, o método dos elementos finitos é aplicado para
auxiliar a determinacgao dos seus deslocamentos durante o movimento do rotor. Nesse
sentido, discretiza-se cada palheta do sistema em dez elementos retangulares idénticos
com trés gdls por nod, os quais, se somados aos dois gdls do rotor, totalizam 122 gdls para
representar todo o conjunto. De forma semelhante, nas andlises que envolvem o sistema
trincado, divide-se a secao transversal do elemento identificado com trinca em 400 areas

também retangulares (20 areas horizontais por 20 dreas verticais).

Quanto a integracao numérica das equagoes do movimento, a fim de manter um
custo computacional relativamente baixo, sem comprometer a precisao dos resultados,
adota-se 1x107% e 100 como, respectivamente, a minima tolerancia aceitével para a norma
do residuo e o maximo nimero de iteracoes, ambos vinculados ao método de Newton-
Raphson. Apesar do segundo parametro parecer pequeno, notou-se que todas as simulagoes
satisfazem o critério de convergéncia em menos iteragoes, exceto as relativas ao movimento
do rotor em velocidades criticas ou instéveis (suas solugoes nao convergem adequadamente).
Somado a isso, salvo para a analise de estabilidade, o integrador de Newmark foi executado

em passos de tempo de 1x1073 segundos.
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Tabela 1 — Parametros fisicos e geométricos do sistema.

Componente Grandeza Simbolo Valor Unidade S.I.
Comprimento Ly 0.400 m
Espessura hy 0.005 m
Palheta Largura by, 0.080 m
flexivel Massa especifica Pb 7800 kg/m?
Moédulo de elasticidade E, 210x10° Pa
Coeficiente de Poisson v 0.300 —
Corpo rigido Altura hy 0.040 m
na Comprimento Ly 0.080 m
Extremidade Massa my 0.300 kg
Raio r 0.075 m
Posigao inicial b0 /4 rad
Massa horizontal Mg 13.5 kg
Massa vertical My 11.5 kg
Rotor rigido Rigidez horizontal k., 1.090x 10° N/m
Rigidez vertical ky 8.350x 10* N/m
Amortecimento horizontal C 0.164 Ns/m
Amortecimento vertical Cy 0.100 Ns/m
Regulador de velocidade A -1x1076 —
Angulo @ 0 rad
Massa Excentricidade d 0.001 m
Desbalanceada Massa horizontal Moz 13.5 kg
Massa vertical My 11.5 kg
Aceleracao da gravidade g 9.81 m/s?
Outros Cte proporcionalidade de M Y 0 —
Cte proporcionalidade de K Y2 1x1075 —

Fonte: Proprio autor.

4.2 Evolugido Temporal da Trinca (Fendmeno de Breathing)

Na tentativa de averiguar se o modelo FLEX simula adequadamente a reducao da
rigidez do elemento trincado, ocasionada pelo processo de abertura e fechamento gradual
da trinca de acordo com a dindmica do sistema (breathing), tem-se interesse em avaliar a
alteracao dessa propriedade com o tempo. No entanto, devido a formulacao desse modelo
de trinca, o qual estda alinhado ao MEF, a rigidez ¢ apresentada em funcao de varios
gdls, dificultando o procedimento. Por outro lado, os momentos de inércia se relacionam
diretamente com as rigidezes, podendo ser utilizadas, assim como a area resistente, para

entender esse comportamento.
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As Figuras 10, 11 e 12 ilustram, sob condig¢oes distintas de trinca, as curvas dos
momentos de inércia (I, I., e I.,) e da area remanescente (A,) associadas a segao
transversal do elemento trincado em funcao do angulo de rotagao do rotor, definido desde
sua posi¢ao inicial (¢pg = 7/4) até completar um periodo. Para obté-las, uma trinca foi
inserida, separadamente, na primeira palheta do sistema (numerada a partir do eixo
coordenado z quando o rotor estd na sua posicao inicial) com diferentes profundidades
(0, 10, 20, 30, 40 ou 50%) e posigoes (5, 50 ou 95% de L, a partir da extremidade fixa),
e executou-se a simulac¢ao assumindo a operagao do rotor com velocidade de rotacao

constante e igual a 60 rpm.
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Figura 10 — Evolucao temporal da trinca localizada a 5% da extremidade fixa para dife-
rentes profundidades: (a) Iy,; (b) L..; (¢) L.,; (d) A,

Fonte: Préprio autor.

Ao analisar o aspecto das curvas geradas, fica evidente a variagdo dessas grandezas
com o movimento do rotor. Seus valores se alternam entre picos (maiores I e A,) e vales
(menores [ e A,), caracterizando, respectivamente, o fechamento e a abertura da trinca.
Entretanto, a transicdo nao ocorre gradualmente, mas de forma abrupta. Acredita-se que

isto esteja ligado a adocao da teoria de vigas de FEuler-Bernoulli.
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Figura 11 — Evolucao temporal da trinca localizada a 50% da extremidade fixa para
diferentes profundidades: (a) I,,; (b) I..; (¢) L,; (d) A,.

Fonte: Préprio autor.

Momento de Inércia I, [¥10716 m*]
Area Remanescente [*10™% m?]

Observa-se que, independente da localizagao da trinca, as curvas correspondentes
oscilam em torno dos mesmos valores, diferindo, minimamente, apenas pela posicao e
frequéncia dos pontos extremos, as quais sao modificadas pela dinAmica do sistema. Isso é
esperado, uma vez que os momentos de inércia e a area dependem apenas dos parametros

geométricas da secao transversal (fechada) e, consequentemente, da profundidade da trinca.

Notadamente, a profundidade da trinca interfere nas propriedades da se¢ao trans-
versal: tomando como referéncia o estado saudavel (trinca com 0% de profundidade),
quanto maior o dano, maior a reducao da inércia e da area resistente. Essa propor¢ao nao
fica clara ao examinar os graficos do produto de inércia da secao (I,,), mas, em virtude da
sua ordem de grandeza (1071°), isso nao ¢ relevante. Pode-se relacionar essa constatacao &
precisao da representacao em ponto flutuante do proprio Python. De qualquer maneira,
conclui-se que a trinca, sob as simplificacoes admitidas, nao leva a assimetria da secao

transversal da viga neste sistema rotativo.
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Figura 12 — Evolucao temporal da trinca localizada a 95% da extremidade fixa para
diferentes profundidades: (a) I,,; (b) I..; (¢) L,; (d) A,.

Fonte: Préprio autor.

4.3 Estabilidade do Sistema Saudavel e Trincado

Para estudar a estabilidade do sistema, tanto no estado saudavel quanto no trincado,
¢é necessario aplicar a teoria de Floquet em conjunto com a aproximacao numérica para
a matriz de transicao de estados, procedimento discutido na secao 3.3. Sendo assim,
considerou-se suficiente dividir o periodo em 127 intervalos, ou 128 instantes de tempo,
nos quais o sistema foi assumido invariante. Além disso, diferentemente de todas as outras
simulagoes efetuadas nesta dissertagao, o passo de tempo do integrador numérico nao
podera ser fixo, mas sim calculado com base na velocidade angular do rotor, uma vez que

essa analise se restringe ao préprio periodo.

Na Figura 13 sao apresentados os mapas de estabilidade desse sistema para uma
trinca localizada na primeira palheta com diferentes profundidades e posigoes (as mesmas
condigoes utilizadas anteriormente). Destaca-se que eles foram construidos ao adotar
velocidades de rotagao para o modelo entre 0 e 5000 rpm, com passos de 50 rpm, mantendo-

se constante as condi¢des de operacao, ou seja, sem aceleragao.
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Figura 13 — Mapas de estabilidade do sistema para uma trinca com diferentes profundida-
des e localizada, da extremidade fixa, a: (a) 5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Préprio autor.

A presenca de trincas em uma estrutura provoca mudancas nas suas frequéncias
naturais. Considerando que o sistema rotativo em questao é composto por quatro palhetas
teoricamente idénticas, a insercao da trinca em uma delas conduzira a perda de simetria
geométrica, caracterizando a presenga do mistuning. Segundo Saito (2009), uma das
consequéncias desse fendmeno é a ocorréncia de vibracoes localizadas, com alta concentragao

de energia, que podem levar o sistema mecanico a operar em regioes de instabilidade.

Entretanto, a partir da figura acima, nota-se que, independente dos parametros
da trinca, as faixas de instabilidade se mantém praticamente as mesmas em relagao ao
sistema saudavel, isto é, entre as velocidades de 2300 e 2900 rpm. Essa invariabilidade pode
ser associada a algum(s) dos seguintes fatores: as simplificagoes introduzidas no modelo
matematico; ao amortecimento do sistema; a presenca de massa rigida na extremidade livre
de cada palheta; aos efeitos centrifugos, que compensam a flexibilidade adicional causada
pela trinca; a alternancia entre a abertura e o fechamento da trinca; ou ao comportamento

periédico do sistema.
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A Figura 14 ilustra, perante as mesmas condigoes, os multiplicadores caracteristicos
associados a determinacao da estabilidade do sistema. Verifica-se que nao ha qualquer tipo
de diferenciagao visual entre os autovalores para trincas posicionadas no meio ou no final da
palheta. Por outro lado, os efeitos da profundidade da trinca sdo mais perceptiveis quando
ela esta proxima a extremidade fixa, apesar de ndo modificarem a faixa de instabilidade.
De certa forma, isso estd em conformidade com as referéncias citadas neste trabalho,

haja vista que trincas mais profundas e préximas ao engaste causam maiores impactos ao

sistema.
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Figura 14 — Multiplicadores caracteristicos do sistema para uma trinca com diferentes

profundidades e localizada, da extremidade fixa, a: (a) 5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Préprio autor.

Alguns testes foram conduzidos aplicando outras caracteristicas fisicas e geométricas
para descrever o sistema, mas os resultados pouco destoaram dos aqui apresentados. Por
exemplo, conforme a Figura 15, determinados sistemas aumentaram levemente a faixa de
operacao instavel ao fixar massas muito pesadas (em torno de 2.5 kg) na extremidade
livre das palhetas, porém isso é observado somente para trincas préximas ao ponto de

engaste da viga e, ainda, com profundidades entre 30 e 50%.
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Figura 15 — Mapas de estabilidade do sistema alternativo para uma trinca com diferentes
profundidades e localizada, da extremidade fixa, a: (a) 5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Préprio autor.

4.4 Analise Modal

A trinca modelada pelo método FLEX tem seus efeitos determinados em fungao
da resposta dinamica do sistema a partir do terceiro instante de tempo da simulacao.
Assim, julga-se incoerente avaliar os atributos modais do sistema enquanto em repouso,
uma vez que o estado trincado apresentara as mesmas propriedades modais do saudavel
independente dos parametros da trinca. O mesmo ocorrera caso o rotor gire com velocidade
angular constante e seja analisado em um instante que a trinca esta fechada. Também,
como ha gdls definidos em referenciais distintos, resultados equivocados serao obtidos ao
extrair os parametros modais a partir da média das matrizes do sistema determinadas em
cada posicao angular do rotor. Desse modo, efetuou-se a analise modal sobre a matriz de
espaco de estados definida em um instante especifico de tempo, dado por 0.1 segundos, e
considerando a operacao do rotor a 360 rpm, situagao na qual a trinca estara aberta para

qualquer condi¢ao de dano associada ao sistema em estudo.

Na Tabela 2 sao indicadas as dez primeiras frequéncias naturais do sistema no



Capitulo 4. Resultados e Discussies 62

estado saudavel e trincado, este caracterizado pela presenca de uma trinca na primeira

palheta, posicionada a 5, 50 ou 95% da extremidade fixa com profundidade de 20 ou 50%.

Tabela 2 — Dez primeiras frequéncias naturais do sistema (H z) para diferentes posigdes
(p) e profundidades (d) de trinca com o rotor operando a 360 rpm em 0.1 s.

Modos 1° 2° 3° 4° 5°
Saudavel 10.4455  11.5037  17.7338  17.7342  18.4483
p=>5%,d=20% 10.4443 11.5005 17.6777 17.7342  18.4204
p=>5%,d=50% 10.4316 11.4663 16.9909 17.7341  18.2872
p=50%, d=20% 10.4453 11.5032 17.7239  17.7342  18.4427
p=>50%, d=>50% 104438 11.4989 17.6164 17.7342  18.3938
p=95%,d=20% 10.4454 11.5037 17.7333  17.7342  18.4480
p=95%, d=50% 10.4454 11.5035 17.7280 17.7342  18.4449

Modos 6° 7° 8° 9° 10°
Saudavel 20.4677 112.3032 112.3035 114.0481 114.5892
p=5%,d=20% 20.4449 111.9016 112.3035 113.8165 114.5287
p=5%,d=>50% 20.2937 106.7611 112.3033 113.3363 114.4715
p=50%, d=20% 20.4625 112.1713 112.3109 113.9615 114.5662
p=50%, d=50% 20.4155 110.1886 112.3105 113.4903 114.4937
p=95%, d=20% 204674 112.2356 112.3033 113.9986 114.5713
p=95%, d=50% 204644 111.3323 112.3033 113.6315 114.5019

Fonte: Proprio autor.

Avaliando esses resultados, percebe-se que as frequéncias naturais do sistema
diminuem com o aumento da profundidade da trinca em uma mesma posicao. Analogamente,
mantida a profundidade, a reducao dessas frequéncias fica mais evidente a medida que a
trinca se aproxima da fixacao. Em outras palavras, o sistema trincado tende a apresentar
comportamento dindmico préoximo ao saudavel na presenca de trincas pouco profundas e

proximas a extremidade livre.

Sabendo que o dano mais representativo é causado por uma trinca posicionada
a 5% da extremidade fixa com profundidade de 50%, as Figuras 16 e 17 ilustram um
comparativo entre esse sistema trincado e o saudavel para os dez primeiros modos de vibrar,
a fim de compreender a influéncia da nao linearidade na forma como toda estrutura vibra
em funcao da modificacdo das frequéncias naturais. Contudo, ao observa-las, nota-se que
alteragoes significativas ocorrem apenas na forma do 1° modo, apesar de haver reducao das
frequéncias naturais de todos eles. Portanto, sob as condi¢ées impostas, nao é adequado

diagnosticar trincas para esse tipo de estrutura a partir das formas de vibrar.

Essas constatacoes estdo em concordancia com os trabalhos citados no Capitulo 2

que avaliaram os efeitos provocados por trincas em vigas girantes.
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(a) (b)
Figura 16 — 1° ao 5° modo de vibrar do sistema operando a 360 rpm em 0.1 s: (a) Saudével;
(b) p = 5%, d = 50%.

Fonte: Préprio autor.
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Fonte: Préprio autor.
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4.5 Resposta Temporal

A quarta analise desta dissertacao se refere ao estudo dos efeitos causados pela
trinca no comportamento temporal do conjunto mecénico. Com esse fim, simula-se o
sistema saudavel e trincado operando a 360 e 1080 rpm (velocidades estaveis) durante 100
e 50 segundos, respectivamente. Em relagao a trinca, ela foi inserida na primeira palheta
em trés posigoes (a 5, 50 ou 95% da fixagao) com duas profundidades (20 ou 50%). Além

disso, no instante inicial, aplica-se um impacto de 10 N na direcao horizontal do rotor.

Esses tempos totais de simulagao foram adotados com intuito de permitir que
o sistema entrasse ou, pelo menos, se aproximasse do regime permanente. Quanto a
escolha das velocidades, sabe-se que elas correspondem, nessa ordem, a 1/2 e 3/2 de 720
rpm, frequéncia de excitagao identificada pela andlise espectral (assunto explorado na
préxima segdo) como a velocidade critica associada a frequéncia de ressonéncia do rotor na
direcao horizontal. A primeira normalmente evidencia a existéncia de trincas em estruturas
rotativas, enquanto a segunda permite compreender o comportamento do sistema trincado

em rotagoes elevadas.

Considerando apenas os instantes finais de simulacao, os deslocamentos transversais
na extremidade da palheta trincada (i.e., palheta by) para as velocidades de 360 e 1080
rpm sao ilustrados nas Figuras 18 e 19, respectivamente. Os graficos temporais relativos
aos demais gdls do sistema nao serao mostrados, mas os impactos gerados pela trinca

foram percebidos em todos eles, mesmo que em menor intensidade.

Tomando a Figura 18, nota-se que os efeitos da trinca sobre as amplitudes de
vibragao nao sao distinguiveis quando localizada na extremidade livre, independente do
dano. Comportamento semelhante é observado para uma trinca de 20% de profundidade
no meio da viga, uma vez que os deslocamentos gerados sao relativamente préximos aos
apresentados pelo sistema sauddvel. Entretanto, uma trinca de 50% de profundidade na
mesma posi¢ao ou com qualquer profundidade préxima a fixacao levam a palheta a vibrar,
em relacao ao estado saudavel, com intensidades distintas e levemente defasadas em alguns
instantes. De qualquer forma, esses resultados nao permitem estabelecer uma correlagao

direta entre a profundidade da trinca e o grau de vibragao.

Quanto a Figura 19, verifica-se o aumento das amplitudes de vibragao apenas
para uma trinca de 50% de profundidade préxima ao engaste. Nos demais casos, fica
clara a atuagao do enrijecimento centrifugo sobre o sistema, uma vez que as oscilagoes
do estado trincado praticamente nao se diferenciam das relacionadas ao saudavel. A
partir disso, conclui-se que o aumento da rigidez proporcionado pela aceleracao centrifuga
compensa a flexibilidade ocasionada pela presenca da trinca quando o sistema é submetido
a maiores rotagoes. Consequentemente, os efeitos gerados pela nao linearidade acabam

sendo ocultados no dominio temporal.
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Figura 18 — Comparacao entre as respostas temporais do sistema a 360 rpm para uma

trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade fixa, a: (a)

5%: (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Préprio autor.
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trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade fixa, a: (a)

Figura 19 — Comparagao entre as respostas temporais do sistema a 1080 rpm para uma
5%; (b) 50%; (c) 95%.
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4.6 Funcao Resposta em Frequéncia

Esta tltima andlise consiste em avaliar a influéncia da presenca da trinca sobre
o moédulo das fungodes resposta em frequéncia do sistema. Para tal, os deslocamentos
temporais obtidos na se¢ao anterior sao passados para o dominio da frequéncia por meio
da transformada de Fourier. Até entao nao havia sido mencionado, mas, conforme exposto
por Saracho (2002), em um sistema modelado por gdls descritos em referenciais distintos,
a aplicagdo de uma excitagao for¢ada (como o impacto) no referencial inercial permite a

intensificacdo das amplitudes do sinal espectral observado no referencial rotativo.

As Figuras 20 e 21 ilustram, de 0 a 50 Hz, os espectros de frequéncia dos deslo-
camentos transversais na extremidade da palheta trincada para as velocidades de 360 e
1080 rpm, respectivamente. Cabe ressaltar que esses espectros apresentam amplitudes
proeminentes em frequéncias associadas a velocidade de rotacao (2), as naturais bésicas
das palhetas (fp,) e as naturais do rotor parametrizadas em funcao da velocidade angular
(ou seja, f,, e fr, somadas a —(2 e +(2), fato ocasionado pelo movimento periédico do
sistema combinado a utilizacdo de gdls em referenciais distintos. Para mais detalhes,

recomenda-se consultar o trabalho de Rende (2020).

De forma geral, trés aspectos podem ser observados nesses graficos: mudancas no
comportamento dindmico em ressonancias subcriticas ja existentes; aparecimento de novas
antirressonancias; e intensificacao do ruido. Esses efeitos ficam mais evidentes a medida que
a trinca se aproxima da fixacao com maiores profundidades, principalmente para 360 rpm,
demonstrando a importancia de excitar um sistema a uma velocidade que corresponda a
metade da sua velocidade critica para manifestar a presenca da trinca. Entretanto, para
qualquer caso, nao ¢ constatado aumento significativo da amplitude do sinal nos multiplos
inteiros da velocidade de rotagao, ou seja, nos harmonicos 1€2, 2Q) e 3€), componentes que

costumam ser monitoradas em sistemas rotativos por serem fortes indicadoras de falhas.

Além disso, nota-se, no espectro de frequéncias relacionado a velocidade de 1080
rpm, a existéncia de um pico de amplitude ligado a palheta by (fp,) e outro as demais (fp,).
Segundo Saracho (2002), esse comportamento é comum ocorrer nesse sistema rotativo e
representa um afastamento entre os modos de vibrar das palhetas devido a velocidade
de rotagao, mesmo que elas sejam teoricamente idénticas. Ainda assim, para um trinca
préxima a fixacao com 50% de profundidade, percebe-se a reducao de todas as frequéncias
naturais do sistema em relacao ao estado saudavel, especialmente da relacionada a palheta
trincada. Em contrapartida, nos graficos gerados para 360 rpm nao é notéria a diminui¢ao
das frequéncias de ressonancia ou a diferenciacao entre as frequéncias das palhetas saudaveis

e com dano.
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Figura 20 — Comparacao entre os espectros de frequéncia do sistema a 360 rpm para uma
trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade fixa, a: (a)
5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Préprio autor.
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Figura 21 — Comparacao entre os espectros de frequéncia do sistema a 1080 rpm para
uma trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade fixa, a:

(a) 5%; (b) 50%; (c¢) 95%.

Fonte: Préprio autor.



5 Conclusoes

Com intuito de compreender o comportamento vibratorio de sistemas rotativos
trincados e contribuir para os procedimentos de diagnéstico de nao-linearidades geométricas,
este trabalho analisou, a partir da implementag¢ao numérica-computacional de modelos
matematicos desenvolvidos em pesquisas anteriores, os efeitos dinAmicos induzidos pela

presenca de trincas transversais em um disco palhetado.

O sistema mecanico estudado consistia em um rotor rigido acoplado a quatro
palhetas flexiveis com pequenas massas rigidas na extremidade livre, sendo suportado
por apoios elasticos que restringiam sua movimentagao apenas no plano. Para modelar
as palhetas, adotou-se um vetor deformacao linearizado de segunda ordem e as hipoteses
da teoria da viga de Euler-Bernoulli. Quanto as equacgoes diferenciais que descrevem o
movimento, elas foram desenvolvidas combinando o método de Lagrange a discretizacao
em elementos finitos. Finalmente, a trinca transversal foi inserida em uma das palhetas,

para diferentes profundidades e posi¢oes, com auxilio da abordagem FLEX.

Na sequéncia, as equacoes do sistema saudavel e trincado foram resolvidas aplicando
a técnica de integracao no tempo de Newmark associada ao procedimento iterativo de
Newton-Raphson, fornecendo resultados no dominio do tempo e da frequéncia. Por outro
lado, estudou-se a estabilidade com base nos multiplicadores e expoentes caracteristicos
associados a matriz de transicdo de estados, a qual foi definida pela teoria de Floquet e
aproximada numericamente para um periodo. Em relagao aos parametros modais, eles
foram determinados em fung¢ao da resolucao do problema de autovalor e autovetor sobre
a matriz de espaco de estados definida em um instante especifico de tempo, uma vez
que o sistema modelado apresenta gdls descritos em referenciais distintos e propriedades

periodicamente variantes com o tempo.

Diante das simplificagoes adotadas, notou-se que as analises efetuadas a partir da
forma dos modos de vibrar ou por meio de mapas de estabilidade nao sao convenientes,
uma vez que os sistemas trincados nao demonstraram comportamentos dindmicos que os
permitissem diferenciar dos estados saudaveis. Apesar disso, com base em constatagoes
da literatura, os demais resultados obtidos nesta monografia indicaram que o modelo
FLEX simula, satisfatoriamente, o efeitos dinamicos induzidos por trincas em palhetas de

sistemas rotativos.

Em um primeiro momento, foi comprovada a relagao do aumento da flexibilidade
do elemento trincado com a abertura e o fechamento da trinca de acordo com a dindmica
do sistema, ou seja, o fendmeno de breathing. Entretanto, por adotar as hipdteses da teoria

de vigas de Euler-Bernoulli, detectou-se que esse processo nao ocorre de forma gradual,
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mas abruptamente.

Quanto aos efeitos causados pela variacdo dos pardmetros da trinca na primeira
palheta do conjunto (sempre numerada a partir do eixo coordenado x quando o rotor esté
na sua posicao inicial), verificou-se que trincas distantes da fixagdo e/ou pouco profundas
levam o sistema a operar em condi¢ées proximas ao estado saudavel, nao apresentando
diferenciagoes claras quanto as frequéncias naturais, ao comportamento temporal e ao
sinal espectral. As analises também sao dificultadas em velocidades elevadas, tendo em
vista que o enrijecimento ocasionado pela aceleracao centrifuga compensa a flexibilidade

adicional introduzida pela trinca.

Em contrapartida, os efeitos ficaram nitidos para trincas profundas e préximas
a fixagao, principalmente ao excitar o sistema com uma velocidade igual a metade da
critica. Neste caso, apesar do sinal temporal ndo permitir estabelecer uma relagdo entre a
intensidade do dano e a amplitude de vibracao, os espectros de frequéncia evidenciaram a
presenca da trinca por meio de trés caracteristicas: mudangas no comportamento dindamico
em ressonancias subcriticas ja existentes; aparecimento de novas antirressonancias; e

intensificagao do ruido.

Por fim, sabe-se que em um rotor real podera nao haver somente a influéncia da
trinca, mas também a acao de outros defeitos, como folga, afrouxamento, desalinhamento,
etc. De qualquer maneira, entender a influéncia dessa nao-linearidade a partir de sua
modelagem matematica representa um avanco interessante para os procedimentos de
diagnoéstico de defeitos ou falhas em maquinas rotativas. Neste contexto, as principais

contribuigoes desta dissertacao de mestrado a comunidade académica sao:

o A formulacdo matematica do sistema rotor-palhetas flexiveis em elementos finitos
sob as hipdteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e considerando um vetor

deformacao linearizado de segunda ordem:;

» O desenvolvimento das equagoes do movimento pelo método de Lagrange e sua
resolucao com auxilio da técnica de integragdo no tempo de Newmark associada

ao processo iterativo de Newton-Raphson;

o A descricao e implementacao computacional do modelo de trinca FLEX para

representar o fenémeno de breathing;

» A aplicacao da teoria de Floquet para efetuar a analise de estabilidade de sistemas

rotativos periodicamente variantes no tempo; e

o As discussoes a respeito do comportamento dinaAmico apresentado por um sistema
rotativo na presenca de uma trinca transversal em uma de suas palhetas com

diferentes profundidades e posigoes.
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5.1 Sugestbes para Trabalhos Futuros

Como complementacao a esta dissertagdo, sugere-se explorar os seguintes topicos

em trabalhos futuros:
o Construir uma bancada de testes para validar experimentalmente os resultados
numeéricos obtidos;

o Aplicar outras metodologias para determinar a estabilidade do sistema saudavel

e trincado;

e Considerar o modelo tridimensional do sistema trincado no desenvolvimento das

equagoes do movimento;
o Efetuar as mesmas analises utilizando outros modelos de breathing;

o Estudar o comportamento dinamico do rotor trincado em operacoes de run-up

(aceleragao) e run-down (desaceleracao);

« Simular a propagacao da trinca e compreender seu efeito sobre a dindmica do

sistema;

o Analisar os efeitos induzidos por trincas quando inseridas em duas ou mais

palhetas e na presenca de angulo de torcao na fixagao; e

» Desenvolver ferramentas para identificar os pardmetros da trinca (palheta trin-

cada, profundidade e posigao) a partir da resposta vibratéria do sistema.
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APENDICE A - Matrizes do Sistema

Neste apéndice sao indicadas, sem demonstragao, todas as matrizes associadas a
modelagem matematica em elementos finitos do sistema rotor-palhetas flexiveis considerado
neste trabalho. Ressalta-se a utilizagdo dos sobrescritos “(g)” e “(e)” para se referir as
matrizes de elementos finitos definidas, respectivamente, nos gdls globais e elementares de
cada palheta, as quais sdo relacionadas a partir da aplicagao de transformagoes lineares
L,. O procedimento para obtencao dessas transformacoes nao sera discutido, porém, caso

o leitor deseje, recomenda-se verificar o texto elaborado por Rade (2013).
- Matriz de Massa:

Conforme a Equagao (A.1), a matriz de massa M é formada por termos relativos
as massas existentes no sistema, podendo ser representados individualmente (elementos da
diagonal principal) ou acoplados (demais elementos).

m; 0 mgggl) mé‘;) mggg) mfvi)-

my o w w) w
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m{*, = M, + M; (A.12)
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AL AL 0 13L —3IL2
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30L 0 0 0
36 —3L
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- Matriz de Coriolis:

A presenga da matriz de coriolis ou de efeito giroscopico G (Equagao (A.15)) se

deve ao acoplamento entre os gdls axiais e transversais das palhetas. Sua montagem se

assemelha a da matriz de massa, diferindo, no entanto, pela nao existéncia de simetria em

relacao a diagonal principal.
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- Matriz de Amortecimento Proporcional:

O amortecimento proporcional se refere ao amortecimento natural inerente a um
sistema mecanico. Para modelé-lo, aplicam-se constantes de proporcionalidade v sobre as

matrizes de massa e rigidez, conforme a Equagao (A.23).

D=vM+7»K (A.23)

- Matriz de Rigidez:

A matriz de rigidez K (Equacao (A.24)) é a maior responsavel pela correta repre-
sentacao do comportamento dindmico desse sistema. Ela leva em consideracao as rigidezes
dos suportes elasticos do rotor, as estruturais das palhetas e das massas rigidas, e as

ocasionadas pelos efeitos centrifugos e gravitacionais.

kL, 0 k9 ko gl kO]

1 T2 T3 T4

0 k, k(9 kz(/g) k(9 k;i)

Y1 Y3

o 0o kK2 0o 0 0
K = A.24

0o 0 0 kK2 0o 0 (A.24)
o 0 0 0 k2 0

0 0 0 0 0 kY

k@ =3 k9L, + kL, = -0m® - ’m® (A.25)
w=1

k(9 = 3" kL, + ki L, = Qm( — 0*m(? (A.26)
w=1

ki = 3" Lok, Ly + L kL, (A.27)
w=1

kl()f,)b = Ks + ch + Kct + Kgb + th + Q Cgir,b - Qz (Ms + MI) (A28)
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Ko, = pp A Q> {[r (L — mL) + 0.5 (L} — m*L?)| Ky, — [r + mL] Ky, + Ky, }
K., =m; Q*[re + Ly + 1] K,

K, = —pp Ay gsin [¢ + o] {[Ly — mL] K,

B,
==

A, L?
0 0
I
12 6L
4172
Sim.

th = —my gsin [(b + wl] Kgl

0 0 0
36 3L
AL?

Sim.
0 0 0
36 GL2
93

Sim.

0 0
—-12 6L
—6L 2L2

0 0
12 —6L

412

—36

—3L

36

—36L

—6L2

36L

- ng}

3L

—I2

—3L

412

6L3

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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0 0 0 0 0 0 |
_790% —150% 0 T2L0?  6L7
) “4L* 0 1513 3L
Ky = 1507 o . (A.36)
~720%  —6LP
 Sim. —18L*]
0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0
. 0 0 0 0
ki, = Q0 Cipy + 02 (A.37)
—my 0 0
— T — MMt Tt
_Sz’m. my 1y (Ly + r)_

- Vetor de Forcas:

O vetor de forgas F (Equagao (A.38)) abrange os esforgos associados ao desbalan-

ceamento, a gravidade, a velocidade angular e a aceleragao angular.

F={f, f £ £ £ ) (A.38)

fo=mud {Q%cos[¢ + ¢] + Qsin [ + o]}

+ fu 24: {(22 cos [ + ;] + Qsin [ + TM} (A.39)

=1

fy =myd {stin (¢ + o] — Qcos [gb—l—g@]}
4

+ fu Z {Qz sin [ + ;] — Q cos [ + %]} —myg (A.40)

=1

L
fet = pv Ay Ly (; + 7“> +my(ry+ Ly + 1) (A.41)
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)= > LLA L) (A42)
£ = £, + fo + Farp + Fags (A.43)
£, = £,0 + fo + fuy (A.44)
fop=—g [mg(;?br (A.45)
fo, = oy Ap L O {L +2 0 0 L +I00 O}T (A.46)
6 2 372
£ = py Ay L {o 3L —2{—0107“ L(2L6 (J)r 5r) (7L —21—0107’) —L(36LO+ 5r) }T (AAT)
foo=mL2{0 —1 0 0 1 0} (A.48)
0= —g [m]" (A.49)
foo=m {0 0 0 r+Ly+r 0 0} (A.50)
fi=-0{0 0 0 0 mu(r+Lotr) Jotmer (L)} (A.51)
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