
KEVEN BELLO DO NASCIMENTO

ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE
UM DISCO DE PALHETAS FLEXÍVEIS NA

PRESENÇA DE UMA TRINCA TRANSVERSAL
MODELADA PELA ABORDAGEM FLEX

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLÂNDIA
FACULDADE DE ENGENHARIA MECÂNICA

2022



KEVEN BELLO DO NASCIMENTO

ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE UM
DISCO DE PALHETAS FLEXÍVEIS NA PRESENÇA DE UMA
TRINCA TRANSVERSAL MODELADA PELA ABORDAGEM

FLEX

Dissertação apresentada ao Programa

de Pós-graduação em Engenharia Mecânica

da Universidade Federal de Uberlândia, como

parte dos requisitos para a obtenção do

título de MESTRE EM ENGENHARIA

MECÂNICA.

Área de concentração: Mecânica dos Sóli-

dos e Vibrações.

Linha de Pesquisa: Dinâmica de Sistemas

Mecânicos.

Orientador: Prof. Dr. Aldemir Aparecido

Cavalini Junior

Uberlândia - MG

2022







no art. 6º, § 1º, do Decreto nº 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por Rodrigo Nicole�, Usuário Externo, em 03/08/2022, às
10:14, conforme horário oficial de Brasília, com fundamento no art. 6º, § 1º, do Decreto nº 8.539, de 8
de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por Valder Steffen Junior, Professor(a) do Magistério Superior,
em 03/08/2022, às 10:14, conforme horário oficial de Brasília, com fundamento no art. 6º, § 1º, do
Decreto nº 8.539, de 8 de outubro de 2015.

A auten�cidade deste documento pode ser conferida no site
h�ps://www.sei.ufu.br/sei/controlador_externo.php?
acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o código verificador 3773862 e o
código CRC E42240C9.

Referência: Processo nº 23117.051803/2022-34 SEI nº 3773862



Aos meus pais, Carlos Enrique e Cristina.



Agradecimentos

Aos meu pais, Carlos Enrique e Cristina, por todos ensinamentos, lições, incentivos

e motivações, os quais foram essenciais para moldar minha personalidade e fundamentais

para alcançar meus objetivos.

Aos meus familiares por fornecerem o suporte necessário aos meus estudos e

acreditarem no meu potencial.

Ao meu orientador, Prof. Aldemir, pela disponibilidade, atenção e compreensão,

pelos esclarecimentos, e pelas oportunidades oferecidas para participar de diferentes

projetos de pesquisa.

À Universidade Federal de Uberlândia (UFU) e à Pós Graduação da Faculdade de

Engenharia Mecânica (POSFEMEC) por proverem os meios necessários para o fornecimento

de um programa de pós graduação de excelência.

À Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior (CAPES) e à

Petróleo Brasileiro S.A. (Petrobras) pelo incentivo Ąnanceiro destinado à execução de

atividades de ensino e pesquisa.



ŞNa adversidade, uns desistem, enquanto

outros batem recordes.Ť

(Ayrton Senna)



NASCIMENTO, K. B. do. Análise do Comportamento Dinâmico de um Disco

de Palhetas Flexíveis na Presença de uma Trinca Transversal Modelada pela

Abordagem FLEX. 2022. 86 f. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de

Uberlândia, Uberlândia.

Resumo

Detectar trincas incipientes em sistemas rotativos por meio de técnicas clássicas pode ser

uma tarefa bastante onerosa. Em contrapartida, tendo em vista que o comportamento

dinâmico de um sistema manifesta alterações em suas propriedades mecânicas, modelos

matemáticos podem ser empregados para simular a presença de trincas nessas estruturas,

permitindo compreender precisamente os efeitos induzidos por essa não linearidade e,

consequentemente, auxiliando procedimentos de diagnóstico e identiĄcação desse tipo de

falha. Neste sentido, esta dissertação tem o intuito de analisar o comportamento dinâmico

de um disco de palhetas Ćexíveis na presença de trincas transversais incipientes mediante a

implementação numérica-computacional de modelos desenvolvidos em pesquisas anteriores.

Para tal, considera-se como objeto de estudo um sistema composto por um rotor rígido de

fundação Ćexível e quatro palhetas Ćexíveis conectadas a uma massa rígida na extremidade

livre, possuindo uma trinca transversal em uma das palhetas e com movimento restrito ao

plano. Na modelagem das vigas girantes são considerados o método dos elementos Ąnitos

aplicado à teoria de vigas de Euler-Bernoulli e o vetor deformação linearizado de segunda

ordem. Quanto à trinca, sua presença em uma das palhetas, para diferentes profundidades

e posições, é simulada fazendo uso do modelo FLEX. As equações do movimento são

desenvolvidas aplicando o método de Lagrange e resolvidas com auxílio da técnica de

integração no tempo de Newmark associada ao processo iterativo de Newton-Raphson. As

respostas dinâmicas são avaliadas e comparadas ao sistema saudável no domínio do tempo,

modal e da frequência, e com auxílio de mapas de estabilidade, os quais são construídos

considerando a teoria de Floquet. Os resultados demonstram que a modelagem de trincas

transversais por meio da abordagem FLEX é adequada para representar a dinâmica de

sistemas rotativos trincados.

Palavras-chave: Modelo de trinca FLEX. Dinâmica de sistemas rotativos. Não-linearidades.

Método dos Elementos Finitos.
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Abstract

Detecting incipient cracks in rotating systems using classical techniques can be a very

onerous task. On the other hand, as the dynamic behavior of a system manifests changes

in its mechanical properties, mathematical models can be used to simulate the presence of

cracks in these structures, allowing a precise understanding of the effects induced by this

non-linearity and consequently helping diagnostic procedures and identiĄcation of this

type of failure. In this sense, this dissertation aims to analyze the dynamic behavior of a

Ćexible-blade disk in the presence of incipient transverse cracks through the numerical-

computational implementation of models developed in previous researches. To this end, it is

considered as object of study a system composed of a rigid rotor with a Ćexible foundation

and four Ćexible blades connected to a rigid mass at the free end, having a transverse

crack in one of the blades and with movement restricted to the plane. In the modeling

of rotating beams, the Ąnite element method applied to the Euler-Bernoulli beam theory

and the second-order linearized strain vector are considered. For the crack, the presence in

one of the blades, for different depths and positions, is simulated using the FLEX model.

The equations of motion are developed applying the Lagrange method and solved using

the Newmark time integration technique associated with the Newton-Raphson iterative

process. The dynamic responses are evaluated and compared to the healthy system in

the time, modal and frequency domains, and with stability maps, which are constructed

considering FloquetŠs theory. The results demonstrate that the modeling of transverse

cracks using the FLEX approach is appropriate to represent the dynamics of cracked

rotating systems.

Keywords: FLEX crack model. Dynamics of rotating systems. Non-linearities. Finite

Element Method.
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ra, r
∗

a Coordenada complexa na forma retangular e exponencial

Tb,I Matriz de transformação de coordenadas do referencial Bb para BI

Tt,b Matriz de transformação de coordenadas do referencial Bt para Bb



Tn
t+∆t Matriz iterativa

T Energia cinética ou período de tempo

Tb, Tr, Tt Energia cinética de translação e rotação das palhetas, do rotor e dos

corpos nas extremidades livres

ti Corpo rígido i na extremidade livre

∆t Intervalo de tempo entre dois instantes

∆tk Intervalo de tempo entre dois instantes de um intervalo k

t, t0 Instante de tempo e tempo inicial

tk−1, tk Instante de tempo inicial e Ąnal do intervalo k

Un,bi
Deslocamento longitudinal x de um nó genérico da palheta bi

Un, Un+1 Deslocamento longitudinal x do nó à esquerda e à direita

U̇n, U̇n+1 Velocidade longitudinal x do nó à esquerda e à direita

ui, u̇i Deslocamento e velocidade longitudinal de um ponto xi

Vn,bi
Deslocamento transversal y de um nó genérico da palheta bi

Vn, Vn+1 Deslocamento transversal y do nó à esquerda e à direita

V̇n, V̇n+1 Velocidade transversal y do nó à esquerda e à direita

vi, v̇i Deslocamento e velocidade transversal de um ponto xi

x0 Condição inicial do vetor de espaço de estados

x, ẋ Vetor de espaço de estados e sua derivada temporal

xi Ponto genérico da palheta i

xr, ẋr Deslocamento e velocidade linear do rotor na direção x

x̄1, x̄2 Variável de integração 1 e 2

x, y, z Eixo coordenado x, y e z

yi Deslocamento transversal y na extremidade da palheta i

ya, za Parte imaginária e real do número complexo ra

yg, zg Coordenada y e z de G

yr, ẏr Deslocamento e velocidade linear do rotor na direção y

yag, zag Distância dos centros geométricas de cada área elementar à G
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1 Introdução

1.1 Motivação pelo tema

A evolução do capitalismo trouxe à tona dois quesitos imprescindíveis para uma

organização se manter competitiva no mercado global: disponibilidade e conĄabilidade. Em

outras palavras, a relevância de uma empresa no seu segmento está associada ao tempo com

que seus equipamentos Ącam à disposição para atuarem de forma produtiva e à capacidade

de mantê-los funcionando por um determinado período sem falhas. Neste sentido, possuir

um eĄciente plano de manutenção pode ser o diferencial, pois permite a redução do número

de paradas inesperadas e não programadas de equipamentos, aumentando a produtividade

e diminuindo os gastos com o processo produtivo.

A ABNT (1994) enumera três tipos básicos de manutenção: corretiva (programada

e não-programada), preventiva e preditiva ou controlada. Cada abordagem engloba seus

próprios conceitos, considerações, particularidades e condições de aplicação, cabendo ao

gestor encarregado da manutenção deĄnir aquela(s) que melhor se encaixa(m) ao perĄl da

corporação. De qualquer maneira, o plano de manutenção deve ser bem elaborado, a Ąm

de otimizar as tarefas relacionadas à manutenção, garantir a melhor alocação de mão de

obra, proporcionar um ambiente seguro, fornecer produtos de qualidade e, principalmente,

reduzir custos.

Entretanto, no âmbito industrial, adota-se com frequência uma estratégia predi-

tiva, consistindo em realizar o monitoramento constante das condições operacionais dos

equipamentos para identiĄcar falhas ainda nos estágios iniciais e, assim, estimar o melhor

momento para efetuar intervenções.

Na indústria, sistemas rotativos dotados de palhetas são amplamente empregados,

sendo encontrados em geradores, compressores, exaustores e turbinas. Devido a suas

características de operação (sob variações de temperatura, pressão e velocidade de rotação,

por exemplo), eles estão suscetíveis a diferentes tipos de falhas e danos, principalmente

à presença de trincas, as quais, caso não sejam detectadas a tempo, podem alterar o

comportamento dinâmico do sistema e, consequentemente, colapsar toda a estrutura (ver

Figura 1).

Inúmeras técnicas preditivas podem ser empregadas para identiĄcar trincas nesses

componentes estruturais, tais como ultrassom, líquido penetrante, raio-X e radiação

infravermelha, também conhecidas como técnicas clássicas. Apesar de serem eĄcazes,

não são tão adequadas, tendo em vista que geralmente necessitam a interrupção do

funcionamento do maquinário, ocasionando elevadas despesas. Por outro lado, padrões
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• Determinar as expressões de energia cinética e potencial de um rotor rígido,

provido de quatro palhetas Ćexíveis conectadas a massas rígidas na extremidade

livre, suportado por apoios elásticos e de movimento restrito ao plano;

• Adotar o método dos elementos Ąnitos sob as hipóteses da teoria de vigas de

Euler-Bernoulli e considerar um vetor deformação linearizado de segunda ordem

para modelar matematicamente as palhetas;

• Obter as equações do movimento pelo método de Lagrange;

• Incorporar uma trinca transversal em uma das palhetas, para diferentes profundi-

dades e posições, fazendo uso do modelo FLEX;

• Estabelecer parâmetros físicos e geométricos para caracterizar o sistema rotativo;

• Implementar computacionalmente o modelo matemático em Python;

• Integrar numericamente as equações do movimento combinando as técnicas de

Newmark e Newton-Raphson;

• VeriĄcar a abertura e fechamento da trinca ao longo do tempo a partir de grandezas

associadas à seção transversal do elemento trincado;

• Apontar as condições estáveis e instáveis de operação do conjunto empregando a

teoria de Floquet; e

• Avaliar as respostas dinâmicas do sistema saudável e trincado no domínio temporal,

modal e da frequência, e através de mapas de estabilidade, tomando como base

constatações da literatura.

1.3 Estrutura da Dissertação

Com o intuito de favorecer a compreensão do tema e dos propósitos desta dissertação,

o texto é estruturado, além da introdução e das referências bibliográĄcas, em quatro

capítulos e um apêndice, conforme descrito abaixo.

No Capítulo 2 são expostas diversas pesquisas desenvolvidas nos últimos cinquenta

anos dedicadas à modelagem de trincas em componentes estruturais e ao estudo dos

efeitos provocados pela sua presença, com ênfase em vigas estáticas, eixos rotativos e vigas

girantes.

No Capítulo 3 é elucidada a teoria envolvida na dinâmica de sistemas rotativos

trincados, sendo abordada a modelagem matemática do rotor, das palhetas, das massas e

da trinca transversal na viga, a obtenção das equações do movimento, a resolução numérica

do sistema dinâmico e a determinação da estabilidade do conjunto.
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No Capítulo 4 são apontados e discutidos os resultados associados à implementação

numérica-computacional do modelo matemático que representa o equipamento rotativo,

tanto no estado saudável quanto no trincado.

No Capítulo 5 são apresentadas as conclusões a respeito das respostas dinâmicas

obtidas no desenvolvimento desta monograĄa, bem como sugestões para trabalhos futuros

no âmbito da análise de defeitos em máquinas rotativas.

No Apêndice A são indicadas as matrizes que caracterizam o sistema rotor-palhetas

Ćexíveis modelado no Capítulo 3.



2 Revisão BibliográĄca

De acordo com Wauer (1990), em meados da década de 1970, as organizações

começaram a se interessar pelo monitoramento das condições operacionais de máquinas e

equipamentos, buscando evitar intervenções desnecessárias de reparo e reduzir custos. Até

então, era comum adotar uma abordagem puramente corretiva, ou seja, esperar que as

falhas causassem uma queda acentuada de desempenho para corrigi-las. Essa mudança de

posicionamento pode ser associada à difusão dos conceitos de manutenção preventiva e

preditiva, e ao surgimento de um novo programa de manutenção no Japão, denominado

manutenção produtiva total (MPT, ou do inglês total productive maintenance - TPM),

que, somados ao desenvolvimento tecnológico do período, revolucionaram as técnicas de

gerenciamento de manutenção empregadas no mundo (SANTOS, 2009).

Segundo o mesmo autor, haviam poucos trabalhos dedicados ao estudo do compor-

tamento vibratório de estruturas trincadas na época, a exemplo das pesquisas pioneiras de

Kirmser (1944) e Thomson (1949), que buscaram compreender experimentalmente as carac-

terísticas vibratórias de uma viga na presença dessa não-linearidade mediante a introdução

de pequenas descontinuidades, como fendas e ranhuras. Apenas com o desenvolvimento

dos fundamentos da mecânica da fratura ao Ąnal da década de 1960 que diferentes modelos

matemáticos passaram a ser propostos para entender os efeitos causados por trincas em

estruturas unidimensionais (vigas e colunas) e bidimensionais (placas e cascas). A maioria

desses modelos procuravam simular a trinca por meio de uma matriz de Ćexibilidade

local (normalmente 6 x 6) para descrever a redução da rigidez causada pela sua presença.

Entre as publicações mais relevantes, podem ser citadas: Liebowitz, Vanderveldt e Harris

(1967), Liebowitz e Claus (1968) e Okamura et al. (1969), que determinaram o elemento

diagonal correspondente à tensão axial; Rice e Levy (1972), que computaram os quatro

elementos correspondentes à tensão axial e de Ćexão, incluindo os termos de acoplamento;

Dimarogonas e Massouros (1981), que calcularam o elemento diagonal relacionado ao

cisalhamento paralelo à borda da Ąssura; e Anifantis e Dimarogonas (1983), que introduzi-

ram uma matriz 5 x 5 negligenciando os efeitos de torção. Somente com Papadopoulos e

Dimarogonas (1987) que a forma completa dessa matriz para um carregamento arbitrário

de uma estrutura de viga foi apresentada, em razão das simpliĄcações introduzidas nos

modelos anteriores.

Outro trabalho interessante é o de Gudmundson (1982). Em sua pesquisa, formulou

um método de perturbação para estimar, a partir das características originais de uma

estrutura, mudanças nas suas frequências de ressonância devido à presença de trincas,

entalhes e outras alterações geométricas. No caso de uma viga engastada-livre, veriĄcou

que para uma mesma profundidade de trinca, à medida que ela se afasta da Ąxação, menor
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a alteração nas frequências naturais em relação à viga saudável. O mesmo foi notado

quando mantida a localização da trinca, mas diminuída sua profundidade.

Mais tarde, Chen, L. e Chen, C. (1988) desenvolveram um modelo de elementos

Ąnitos simples e eĄciente para a análise de vibração e estabilidade de palhetas rotativas

espessas na presença de uma única trinca, assumida sempre aberta e localizada na aresta,

além de considerarem os efeitos gerados pela deformação transversal e inércia de rotação.

Eles veriĄcaram que conforme a trinca se aproxima da extremidade Ąxa da palheta, maior a

Ćexibilidade gerada por ela e, consequentemente, maior a redução das frequências naturais.

Posteriormente, Chen, L. e Chen, J. (1990) estenderam o estudo anterior para a análise

de estabilidade de uma palheta trincada submetida a esforços não conservativos, como

momentos e forças aerodinâmicas, sendo observado que a presença de trincas, somada à

velocidade de rotação, reduz a velocidade de Ćutter e causa instabilidades estruturais, com

efeito mais signiĄcativo na velocidade aerodinâmica crítica.

Também considerando os efeitos provocados pela deformação por cisalhamento e

a inĆuência da inércia de rotação, Datta e Ganguli (1990) aplicaram elementos Ąnitos

para estudar a vibração transversal de uma barra rotativa uniforme com zonas localizadas

de dano. De forma semelhante, notaram que a frequência natural do sistema diminui à

medida que o dano se aproxima da extremidade engastada da barra, sendo mais evidente

para grandes danos.

Ostachowicz e Krawczuk (1990), assumindo a não propagação da trinca e que ela

pode abrir e fechar regularmente, estudaram os efeitos da sua posição e do seu tamanho no

comportamento dinâmico de uma viga submetida a vibrações forçadas. Como resultado,

concluíram que é possível identiĄcar a localização da trinca e ter a noção de sua magnitude

medindo a deĆexão da viga. Sendo mais especíĄco, eles constataram que para uma mesma

localização, quanto maior a profundidade da trinca, maior a deĆexão na extremidade livre.

Para uma mesma profundidade, observaram que essa deĆexão aumenta conforme a trinca

se aproxima da Ąxação.

Seguindo essa linha de raciocínio, Rizos, Aspragathos e Dimarogonas (1990) de-

senvolveram um método não destrutivo de identiĄcação e monitoramento de trincas

transversais superĄciais em estruturas unidimensionais, o qual consistia apenas na avali-

ação das características modais. Sua metodologia foi validada teoricamente com auxílio

de um modelo de trinca para vigas sob Ćexão, caracterizado pela introdução de uma

mola de torção com rigidez dependente das propriedades do elemento trincado (módulo

de elasticidade, momento de inércia da seção transversal e espessura) e da profundidade

da trinca, assumida sempre aberta e uniforme. Eles veriĄcaram que o procedimento não

era preciso para trincas muito pequenas (profundidades menores que 10%), mas, segundo

eles, não se tratava de uma limitação à técnica, tendo em vista que trincas de pequenas

dimensões não são indicadoras de falhas imediatas.
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Wauer (1992) examinou a dinâmica de uma palheta rotativa trincada também

empregando um modelo de mola para caracterizar a diminuição da rigidez efetiva do sistema

causada pela trinca, assumida permanentemente aberta. Ele veriĄcou que as frequências de

ressonância, apesar de aumentarem com a velocidade de rotação (enrijecimento centrífugo),

são menores no sistema trincado se comparadas ao saudável, sofrendo grandes reduções

à medida que a trinca se move da extremidade livre até a Ąxação e com o acréscimo da

profundidade.

De forma análoga, Wu e Huang (1998) investigaram o comportamento dinâmico

de uma viga girante contendo uma trinca transversal modelada pelo método da taxa

de liberação da energia de deformação (strain energy release rate - SERR), oriundo da

mecânica da fratura. Seus resultados indicaram que os efeitos causados pela trinca sobre as

frequências naturais e os deslocamentos são apreciáveis apenas com trincas relativamente

profundas e próximas à raiz da palheta, podendo, ainda, tornar-se inexpressíveis devido a

rigidez centrífuga.

Sob o ponto de vista teórico e experimental, Saavedra e Cuitiĳo (2001) efetuaram

uma análise dinâmica de diferentes sistemas multi-vigas contendo uma trinca transversal,

a qual foi modelada com auxílio da função de densidade de energia dada pela teoria da

mecânica da fratura. Segundo os autores, a presença da trinca em um membro estrutural

gera uma variação local de Ćexibilidade devido a sua extremidade estar sujeita a uma

concentração de tensão sobre carregamentos. Suas análises apontam a aparição de picos em

múltiplos inteiros da frequência de excitação no sinal espectral e a existência de pequenas

oscilações nos picos da resposta temporal (os vales são representados normalmente). Além

disso, eles ressaltam que pode ser inconveniente diagnosticar trincas moderadas a partir

das frequências naturais e modos de vibrar, haja vista os pequenos efeitos que elas geram.

No intuito de avaliar a resposta dinâmica e estabilidade de um rotor trincado, o

modelo de trinca aplicado por Rizos, Aspragathos e Dimarogonas (1990) foi empregado

por Rende et al. (2017, 2019) para simular a presença de trincas transversais nas palhetas

Ćexíveis de um disco rotativo, cuja representação matemática foi desenvolvida e validada

experimentalmente por Santos et al. (2004). De forma geral, os autores evidenciaram que o

aumento da profundidade de uma trinca localizada próxima à Ąxação provoca a redução das

frequências naturais em relação ao sistema saudável (mais evidente para baixas velocidades

de rotação), tende a aumentar a faixa de operação instável (fato associado à presença de

palhetas com frequências de ressonância distintas - mistuning) e não necessariamente leva

ao aumento da amplitude de vibração na extremidade livre das palhetas.

Apesar dos modelos mencionados permitirem entender razoavelmente bem a in-

Ćuência de trincas em estruturas de viga, não representam o comportamento e efeito

real desse defeito quando em máquinas rotativas, tendo em vista que a maioria considera

a trinca sempre aberta. Sabe-se que devido à rotação do sistema mecânico, combinado



Capítulo 2. Revisão BibliográĄca 30

aos carregamentos estáticos, a trinca pode abrir e fechar gradualmente de acordo com

a distribuição de tensão e deformação sobre a área daniĄcada, alterando a rigidez do

sistema ao longo do tempo. Esse mecanismo é conhecido como breathing (HORRIGAN;

WILLIAMS; PARSZEWSKI, 1992; CAVALINI JR, 2013).

Certos autores, como Gasch (1976) e Mayes e Davies (1976, 1984), propuseram mo-

delos para descrever esse fenômeno baseados em simples funções matemáticas. Entretanto,

mesmo fornecendo resultados conĄáveis, não são capazes de correlacionar o aumento da

Ćexibilidade de um determinado elemento com a profundidade da trinca, uma vez que não

fazem uso de distribuições de tensão e deformação (CAVALINI JR, 2013).

Outra abordagem frequentemente empregada é a simulação numérica de um ele-

mento trincado por meio de um modelo de elementos Ąnitos 2D ou 3D. A aplicação dessa

técnica fornece resultados extremamente precisos (Ąéis à realidade), contudo demandam

elevado custo computacional.

De forma a contornar esses problemas, Bachschmid et al. (2003) descreveram e

validaram um modelo unidimensional que permite simular o comportamento estático e

dinâmico de uma trinca transversal em um rotor horizontal sob a ação de quaisquer carrega-

mentos, incluindo efeitos térmicos. Em seguida, Bachschmid e Tanzi (2004), considerando

o mesmo modelo de trinca, autointitulado modelo FLEX, analisaram as deĆexões de uma

viga de seção transversal circular na presença de diferentes profundidades de trinca para

diversos tipos de carga aplicada (axial, de Ćexão, de torção e cisalhante) e compararam os

resultados com os fornecidos por um modelo de elementos Ąnitos 3D altamente reĄnado.

Em ambas publicações, o modelo unidimensional demonstrou ser uma abordagem poderosa

(tão precisa quanto o modelo 3D, mas menos custosa) para analisar rotores trincados.

Devido a essa característica, alguns autores optaram por adotar a abordagem FLEX

para descrever o fenômeno de breathing da trinca em sistemas mecânicos e obtiveram

bons resultados em seus estudos. Morais, Steffen e Bachschmid (2008) propuseram uma

técnica de identiĄcação de parâmetros desconhecidos e variantes no tempo usando funções

ortogonais, a qual se mostrou útil na detecção de trincas em máquinas rotativas. Morais et

al. (2010) apresentaram uma metodologia para simulação de um sistema viga-trinca-PZT

em elementos Ąnitos, onde os autores precisaram adaptar o modelo FLEX de eixos para

vigas. Morais, Steffen e Mahfoud (2012) avaliaram a possibilidade de monitorar e controlar

o comportamento dinâmico de máquinas rotativas com eixos trincados utilizando um

atuador eletromagnético. Cavalini Jr et al. (2020) investigaram as melhores condições de

aplicação da técnica de combinação de ressonância para detecção de trincas incipientes em

eixos rotativos.

Considerando essas informações e de forma semelhante a Rende et al. (2017, 2019),

este trabalho será dedicado à análise do comportamento dinâmico do sistema rotor-palhetas

Ćexíveis desenvolvido por Santos et al. (2004) na presença de trincas transversais incipientes,
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mas modelando a não-linearidade por meio da abordagem FLEX adaptada a vigas por

Morais et al. (2010). Assim, espera-se que este estudo contribua para pesquisas futuras no

que se refere a procedimentos de diagnóstico de falhas em máquinas rotativas.



3 Fundamentação Teórica

3.1 Sistema Rotor-Palhetas Flexíveis

Sustentando-se nos trabalhos elaborados por Saracho (2002), Santos et al. (2004),

Zanitti (2018) e Rende (2020), esta seção é destinada à modelagem matemática do sistema

rotor-palhetas Ćexíveis ilustrado na Figura 2, a Ąm de analisá-lo dinamicamente na presença

de trincas transversais incipientes.

Figura 2 Ű Modelo físico do sistema rotor-palhetas Ćexíveis.
Fonte: Rende (2020) - Adaptado.

Como pode ser visualizado acima, o conjunto gira em função do tempo t com

velocidade angular Ω e é composto pelos seguintes elementos:

• Um rotor rígido de massa mr e raio r, suportado na base por apoios elásticos de

rigidezes kx e ky e amortecimentos cx e cy, os quais permitem sua movimentação

apenas em dois graus de liberdade (deslocamento horizontal xr e vertical yr,

desprezando-se a rotação associada);

• Quatro palhetas retangulares idênticas (igualmente espaçadas), possuindo massa

especíĄca ρb, módulo de elasticidade Eb, comprimento Lb, largura bb, espessura

hb, área transversal Ab e momento de inércia Ib, Ąxadas ao rotor sem ângulo de

pré-torção (também se movimentam estritamente no plano xy, estabelecendo

graus de liberdade longitudinais e transversais); e
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Esses referenciais são relacionados por meio de matrizes de transformação de

coordenadas, as quais são lineares e ortogonais entre si. Em outras palavras, pode-se passar

um vetor descrito no referencial Bb (bb,b) para o BI (bb,I) fazendo uso da matriz Tb,I e

outro descrito no referencial Bt (bt,t) para o Bb (bt,b) com auxílio da matriz Tt,b, de acordo

com as Equações (3.1) e (3.2).

bb,I = Tb,I bb,b (3.1)

bt,b = Tt,b bt,t (3.2)

Em que:

Tb,I =










cos[ϕ(t) + ψi] − sin[ϕ(t) + ψi] 0

sin[ϕ(t) + ψi] cos[ϕ(t) + ψi] 0

0 0 1










(3.3)

Tt,b =










cos[αi(Lb, t)] − sin[αi(Lb, t)] 0

sin[αi(Lb, t)] cos[αi(Lb, t)] 0

0 0 1










(3.4)

Nessas matrizes, os ângulos ϕ, ψi e αi se referem à, respectivamente, posição angular

do rotor (medido em relação ao eixo coordenado x, deĄnido na Figura 2), posição da

palheta i relativa à primeira e rotação do corpo rígido i no plano xy com respeito ao

referencial Bb, sendo i = [1, 2, 3, 4].

No entanto, caso sejam assumidas pequenas rotações no ponto de Ąxação da

massa à extremidade livre da palheta, é possível considerar as seguintes aproximações:

cos[αi(Lb, t)] ≈ 1 e sin[αi(Lb, t)] ≈ αi(Lb, t). Desse modo, reescrevendo a matriz Tt,b,

tem-se:

Tt,b =










1 −αi(Lb, t) 0

αi(Lb, t) 1 0

0 0 1










(3.5)
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3.1.2 Vetores Posição e Velocidade

Retornando à Figura 3, veriĄca-se que os vetores posição do centro do rotor (rc,I),

de um ponto genérico xi da palheta i (rbi,b) e do centro de massa do corpo rígido i (rti,t),

descritos nos seus próprios referenciais, são dados por:

rc,I =
{

xr(t) yr(t) 0
}T

(3.6)

rbi,b =
{

r + xi + ui(xi, t) vi(xi, t) 0
}T

(3.7)

rti,t =
{

rt 0 0
}T

(3.8)

onde ui(xi, t) e vi(xi, t) correspondem, nessa ordem, aos deslocamentos longitudinais e

transversais do ponto genérico xi causados pela deformação da palheta, e rt à distância do

centro de massa do corpo rígido ao seu ponto de Ąxação, sendo igual a Lt/2.

Entretanto, é adequado reescrever os vetores rbi,b e rti,t no referencial inercial. Para

tal, aplicam-se as matrizes de transformação de coordenadas apresentadas anteriormente,

fornecendo os vetores indicados abaixo. Ressalta-se que as variáveis dependentes t e xi

foram suprimidas para melhor representação.

rbi,I = rc,I + Tb,I rbi,b

=







xr + [r + xi + ui] cos[ϕ+ ψi] − vi sin[ϕ+ ψi]

yr + [r + xi + ui] sin[ϕ+ ψi] + vi cos[ϕ+ ψi]

0







(3.9)

rti,I = rc,I + Tb,I (rbi,b)xi=Lb
+ Tb,I Tt,b rti,t

=







xr + [r + Lb + ui + rt] cos[ϕ+ ψi] − [vi + rt αi] sin[ϕ+ ψi]

yr + [r + Lb + ui + rt] sin[ϕ+ ψi] + [vi + rt αi] cos[ϕ+ ψi]

0







(3.10)

Quanto aos vetores velocidade linear, pode-se encontrá-los calculando a derivada

temporal absoluta dos vetores posição descritos no referencial inercial, o que resulta em:
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ṙc,I =
{

ẋr ẏr 0
}T

(3.11)

ṙbi,I =







ẋr − Ω [r + xi + ui] sin[ϕ+ ψi] + u̇i cos[ϕ+ ψi]

−Ω vi cos[ϕ+ ψi] − v̇i sin[ϕ+ ψi]

ẏr + Ω [r + xi + ui] cos[ϕ+ ψi] + u̇i sin[ϕ+ ψi]

−Ω vi sin[ϕ+ ψi] + v̇i cos[ϕ+ ψi]

0







(3.12)

ṙti,I =







ẋr − Ω [r + Lb + ui + rt] sin[ϕ+ ψi] + u̇i cos[ϕ+ ψi]

−Ω [vi + rt αi] cos[ϕ+ ψi] − [v̇i + rt α̇i] sin[ϕ+ ψi]

ẏr + Ω [r + Lb + ui + rt] cos[ϕ+ ψi] + u̇i sin[ϕ+ ψi]

−Ω [vi + rt αi] sin[ϕ+ ψi] + [v̇i + rt α̇i] cos[ϕ+ ψi]

0







(3.13)

De forma análoga aos vetores posição, deĄnem-se os vetores velocidade angular do

centro do rotor (Ωc,I), de um ponto genérico xi da palheta i (Ωbi,b) e do centro de massa

do corpo rígido i (Ωti,t):

Ωc,I =
{

0 0 Ω(t)
}T

(3.14)

Ωbi,b =
{

0 0 α̇i(xi, t)
}T

(3.15)

Ωti,t =
{

0 0 α̇i(Lb, t)
}T

(3.16)

Nota-se que os vetores Ωbi,b e Ωti,t estão descritos nos referenciais rotativos. Logo,

transformado-os para o referencial inercial, chega-se a:

Ωbi,I = Ωc,I + Tb,I Ωbi,b =
{

0 0 Ω(t) + α̇i(xi, t)
}T

(3.17)

Ωti,I = Ωc,I + Tb,I Tt,b Ωti,t =
{

0 0 Ω(t) + α̇i(Lb, t)
}T

(3.18)
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Tr =
1

2

[

mr ṙT
c,I ṙc,I +mu ṙT

u,I ṙu,I + Jr Ω
T
c,I Ωc,I

]

(3.21)

Tb =
1

2

4∑

i=1






Lb∫

0

ρb Ab ṙT
bi,I

ṙbi,I dxi +

Lb∫

0

ρb Ib Ω
T
bi,I

Ωbi,I dxi




 (3.22)

Tt =
1

2

4∑

i=1

[

mt ṙT
ti,I

ṙti,I + Jt Ω
T
ti,I

Ωti,I

]

(3.23)

Pr =
1

2

[

kx x
2
r + ky y

2
r

]

(3.24)

Pg = mr gT
I rc,I +

4∑

i=1






Lb∫

0

ρb Ab gT
I rbi,I dxi +mt gT

I rti,I




 (3.25)

Pbi
=
∫

V

Eb

2



ϵ2
xx + ϵ2

zz

)

dV (3.26)

Nessas igualdades, tem-se que:

Ab = bb hb , Ib =
bb h

3
b

12
, Jt =

mt (L2
t + h2

t )

12
, Jr =

mrr
2

2
(3.27)

gI =
{

0 −g 0
}T

(3.28)

Os termos presentes na Equação (3.26) se referem às deformações ocasionadas

somente pela presença de cargas axiais e momentos Ćetores, tendo em vista que os efeitos dos

esforços cortantes são desprezados para vigas delgadas. Ainda assim, é possível reproduzir

corretamente o enrijecimento centrífugo do sistema, ou seja, o aumento da rigidez com

a velocidade de rotação, ao utilizar um vetor deformação linearizado de segunda ordem

no cálculo da energia de deformação. Este vetor, indicado pela Equação (3.29), pode ser

obtido ao adotar uma aproximação não-linear para uma das funções trigonométricas do

vetor deformação original, conforme a Equação (3.30).
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Γ =







ϵxx

ϵyy

ϵzz







=









1 +
∂ui

∂xi



cos(αi) +
∂vi

∂xi

sin(αi) − 1

−



1 +
∂ui

∂xi



sin(αi) +
∂vi

∂xi

cos(αi)

−yi

∂2vi

∂x2
i







=







∂ui

∂xi

+
1

2



∂vi

∂xi

2

−αi −
∂ui

∂xi

∂vi

∂xi

+
∂vi

∂xi

−yi

∂2vi

∂x2
i







(3.29)

cos[αi(xi, t)] ≈ 1 −
αi(xi, t)

2

2
, sin[αi(xi, t)] ≈ αi(xi, t) (3.30)

Desse modo, inserindo as componentes do vetor deformação linearizado na Equação

(3.26) e eliminando os termos de ordem superior a dois, chega-se a outra formulação para

a expressão da energia de deformação de cada palheta, fornecida pela Equação (3.31).

Pbi
=
EbAb

2

Lb∫

0



∂ui

∂xi

2

dxi +
EbIb

2

Lb∫

0



∂2vi

∂x2
i

2

dxi +
EbAb

2

Lb∫

0



∂ui

∂xi



∂vi

∂xi

2

dxi (3.31)

3.1.4 MEF Aplicado a Vigas de Euler-Bernoulli

De acordo com Rade (2013), o método dos elementos Ąnitos (MEF) é uma técnica de

análise numérica destinada à obtenção de soluções aproximadas para problemas, geralmente

complexos, regidos por equações diferenciais. Basicamente, ele consiste em transformar

um problema inĄnito-dimensional em Ąnito-dimensional por meio da discretização de um

domínio contínuo em várias regiões, denominadas elementos, interconectadas por pontos

limítrofes, os nós, formando uma malha. Sua aplicação se torna vantajosa devido à robustez,

eĄciência computacional e facilidade de implementação.

Neste método, assume-se que os deslocamentos e as rotações no interior de cada

elemento podem ser aproximados a partir da multiplicação das coordenadas nodais δ

(também denominadas graus de liberdade ou gdls) pelas funções de interpolação ou de

forma Ψ. Essas funções, normalmente polinomiais, são determinadas com a imposição

de condições que garantem a continuidade da solução nos nós compartilhados por vários

elementos.

Baseando-se nesses aspectos, em virtude da Ćexibilidade das palhetas, convém

empregar esse procedimento de discretização. A Figura 5 ilustra o elemento Ąnito e os gdls

adotados, a saber: deslocamentos longitudinais x dos nós à esquerda Un e à direita Un+1;

deslocamentos transversais y dos nós à esquerda Vn e à direita Vn+1; e rotações em torno

de z dos nós à esquerda θn e à direita θn+1.
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Figura 5 Ű Elemento Ąnito retangular.
Fonte: Rende (2020).

Para vigas esbeltas, cuja espessura é inferior a 10% do seu comprimento (caso das

palhetas desse sistema mecânico), as funções de forma podem ser deĄnidas considerando

as hipóteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, isto é: a seção transversal se mantém

plana e normal à linha neutra após a deformação; o coeĄciente de Poisson é negligenciável;

assume-se pequenos deslocamentos e rotações; os materiais apresentam comportamento

linear-elástico (seguem a Lei de Hooke); e os efeitos associados ao cisalhamento transversal

são desprezados.

Dessa maneira, os deslocamentos (ui e vi) e as rotações (αi) ao longo dos elemen-

tos de cada palheta, bem como suas respectivas derivadas temporais (u̇i, v̇i e α̇i), são

aproximados por:

ui(xi, t) = Ψa(xi) δa(t) , u̇i(xi, t) = Ψa(xi) δ̇a(t) (3.32)

vi(xi, t) = Ψt(xi) δt(t) , v̇i(xi, t) = Ψt(xi) δ̇t(t) (3.33)

αi(xi, t) =
∂Ψt(xi)

∂xi

δt(t) , α̇i(xi, t) =
∂Ψt(xi)

∂xi

δ̇t(t) (3.34)

em que:

δa(t) =
{

Un Un+1

}T
, δ̇a(t) =

{

U̇n U̇n+1

}T
(3.35)

δt(t) =
{

Vn θn Vn+1 θn+1

}T
, δ̇t(t) =

{

V̇n θ̇n V̇n+1 θ̇n+1

}T
(3.36)
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Ψa(xi) =
{

1 −
xi

L

xi

L

}T

(3.37)

Ψt(xi) =
{

1 −
3x2

i

L2
+

2x3
i

L3
xi −

2x2
i

L
+
x3

i

L2

3x2
i

L2
−

2x3
i

L3
−
x2

i

L
+
x3

i

L2

}T

(3.38)

3.1.5 Força Normal

Uma simpliĄcação plausível para a terceira parcela da Equação (3.31) é descrevê-la

em função da solução do problema de tensão inicial, ou seja, considerar que a deformação

longitudinal da palheta nos instantes iniciais do movimento pode ser dada por:

ϵxx =
∂ui

∂xi

(3.39)

Em função disso, conhecida uma força N(xi) normal à seção transversal da viga, a

tensão axial será calculada por:

σ =
N(xi)

Ab

(3.40)

Pela Lei de Hooke:

σ = Eb ϵxx (3.41)

Combinando as equações anteriores, chega-se à seguinte expressão para a taxa de

variação dos deslocamentos na direção longitudinal da viga:

∂ui

∂xi

=
N(xi)

EbAb

(3.42)

Reescrevendo a Equação (3.31) em função do novo equacionamento:

Pbi
=
EbAb

2

Lb∫

0



∂ui

∂xi

2

dxi +
EbIb

2

Lb∫

0



∂2vi

∂x2
i

2

dxi +
1

2

Lb∫

0

N(xi)



∂vi

∂xi

2

dxi (3.43)
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Nc,ti
(Lb) = mt Ω2 (r + Lb + rt) (3.47)

Ng,ti
(Lb) = −mt g sin[ϕ+ ψi] (3.48)

3.1.6 Método de Lagrange e Equações do Movimento

O método de Lagrange consiste em utilizar as energias cinética e potencial associadas

aos componentes de um sistema mecânico e o trabalho realizado por esforços externos

sobre ele (denominados esforços generalizados Qκ) para obter, a partir da Equação (3.49),

as equações diferenciais do seu movimento de acordo com as coordenadas generalizadas qκ.

d

dt



∂T

∂q̇κ



−
∂T

∂qκ

+
∂P

∂qκ

= Qκ (3.49)

Quanto ao sistema em questão, considerando a discretização de cada palheta bi em

ne elementos Ąnitos, seu vetor de graus de liberdade total é dado por:

q =
{

xr yr U1,b1
V1,b1

θ1,b1
. . . Une,b4

Vne,b4
θne,b4

}T
(3.50)

Sendo assim, ao introduzir a mesma discretização nas expressões de energia indica-

das na subseção 3.1.3 e resolver as equações de Lagrange para esse vetor de coordenadas,

obtêm-se κ equações do movimento, representadas matricialmente pela Equação (3.51).

M(t) q̈(t) + G(t)q̇(t) + K(t) q(t) = F(t) (3.51)

Cabe ressaltar que é extremamente complexo modelar o amortecimento do sistema.

Entretanto, pode-se inseri-lo nas equações do movimento como uma matriz de amorte-

cimento proporcional D, a qual caracteriza numericamente o amortecimento natural do

conjunto mecânico. Logo, reescrevendo a equação anterior, tem-se que:

M(t) q̈(t) + [G(t) + D(t)]
︸ ︷︷ ︸

C(t)

q̇(t) + K(t) q(t) = F(t) (3.52)

Para melhor compreensão, a forma dos termos dessa equação é apresentada no

Apêndice A. Contudo, adianta-se que as matrizes de massa M, coriolis G, amortecimento

proporcional D e rigidez K, bem como o vetor de forças F, são descritos em função de

uma ou mais componentes angulares do rotor (ϕ, ϕ̇ = Ω e ϕ̈ = Ω̇), deĄnindo, portanto,

um sistema variante com o tempo.
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3.2 Modelagem de Trincas Transversais pela Abordagem FLEX

Alguns aspectos relativos ao modelo de trinca FLEX foram brevemente mencionados

no Capítulo 2. Porém, devido a sua importância para este trabalho, nesta seção são

explorados seus conceitos, fundamentos e implementação.

Inicialmente, sabe-se que Bachschmid et al. (2003) desenvolveram essa abordagem

para simular o comportamento de trincas transversais em estruturas unidimensionais sob

a ação de quaisquer carregamentos, inclusive na presença de efeitos térmicos. Como será

discutido adiante, uma de suas contribuições foi a apresentação de uma matriz de rigidez

completa (quadrada, simétrica e de dimensão 12 x 12), a qual armazena, indiretamente, os

parâmetros da trinca, engloba os efeitos gerados pela não-linearidade no elemento trincado

e possibilita adotar a teoria da viga de Timoshenko (ou seja, pode-se assumir a hipótese

de que a seção transversal da estrutura deformada não permanece perpendicular à linha

neutra em função do cisalhamento). Portanto, um modelo totalmente alinhado à análise

em elementos Ąnitos e passível de ser implementado computacionalmente.

Apesar de Bachschmid e Tanzi (2004) validarem o método para diferentes condições

de carregamento, há duas questões que devem ser ressaltadas quanto à metodologia aplicada:

a utilização de um elemento de viga cilíndrico e a adoção de trincas que se estendem

transversalmente até 50% de profundidade. Em relação à primeira, acredita-se que o modelo

FLEX também possa ser empregado para modelar trincas transversais em vigas esbeltas

de seção retangular, mas é necessário adaptar o cálculo das propriedades geométricas,

assim como foi feito por Morais et al. (2010). Quanto à segunda, não necessariamente é

uma limitação do modelo, tendo em vista que trincas mais profundas caracterizam um

estágio bastante avançado da falha e podem ser detectadas com facilidade por técnicas

convencionais de monitoramento.

Observa-se que este modelo é não-linear, pois a matriz de rigidez associada à trinca

deve ser determinada iterativamente em cada passo de tempo da simulação. Isso pode gerar

um custo computacional adicional, ainda assim menor que o demandado pelo modelo de

elementos Ąnitos 3D. Ademais, permite representar corretamente o fenômeno de breathing

a partir da especiĄcação do campo de tensão gerado pelos momentos dinâmicos atuantes

na seção transversal onde a trinca está localizada.

Embasando-se nessas informações e em um Ćuxograma apresentado por Morais

(2010), na sequência são discriminados os passos a serem adotados na implementação

computacional desse modelo para simular a presença de uma trinca transversal em uma

das palhetas do sistema rotativo analisado neste trabalho.

O procedimento começa com a discretização do sistema rotor-palhetas Ćexíveis em

elementos Ąnitos e a deĄnição dos parâmetros da trinca (profundidade e localização ao

longo de uma das blades). IdentiĄcado o elemento trincado, procede-se com a divisão da
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em que:

Θp =
1

2
arctan



−2 Izy

Izz − Iyy

]

(3.61)

Desse modo, estabelecidos os segundos momentos de área que caracterizam o estado

real da trinca, basta determinar a matriz de rigidez do elemento trincado, indicada na

Equação (3.62) em sua forma reduzida, sob as hipóteses da teoria da viga de Euler-Bernoulli

e rearranjada de acordo com os gdls considerados neste trabalho.

KF lex =

















t w j −t −w −j

a c −w −a c

e −j −c f

t w j

a −c

Sim. e

















(3.62)

Na matriz acima, tem-se que:

a =
12EbIzz

L3
c

, c =
6EbIzz

L2
c

, e =
4EbIzz

Lc

, f =
2EbIzz

Lc

(3.63)

j = c2 yg t , w = c3 yg t , t =
EbAr

Lc

(3.64)

As constantes c2 e c3 são referentes ao acoplamento entre os gdls, sendo ajustadas

pelo modelo 3D. No entanto, nesta dissertação, adota-se a hipótese de que esse acoplamento

não inĆuencia a dinâmica do elemento trincado e, por isso, foram consideradas ambas

nulas.

Finalmente, para determinar corretamente a resposta dinâmica do sistema mecânico

trincado em todos instantes de tempo da simulação, essa matriz deve ser inserida nas

equações do movimento (Equação (3.52)). Contudo, ao invés de atuar diretamente sobre

a matriz de rigidez K, entrará na forma de uma força elementar (F(e)
F lex) que aumentará

a Ćexibilidade do elemento trincado (de rigidez estrutural Ks) nos gdls correspondentes

(q(e)), conforme a (Equação (3.65)).

F(e)
F lex = (Ks − KF lex) q(e) (3.65)
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3.3 Teoria de Floquet e Análise de Estabilidade

Grande parcela dos problemas dinâmicos de engenharia envolvem a análise de

sistemas físicos descritos por equações diferenciais de coeĄcientes variantes no tempo,

também conhecidos como sistemas não-autônomos. Diferentemente dos sistemas invariantes

no tempo, ditos autônomos, possuem um tratamento matemático bastante complicado,

com resoluções analíticas complexas e, normalmente, sem soluções fechadas. Entretanto,

alguns casos particulares são possíveis de serem estudados sem ter conhecimento da

forma da solução, principalmente quanto à estabilidade, como os sistemas que apresentam

coeĄcientes periodicamente variantes no tempo, os quais são examinados com auxílio da

teoria de Floquet.

Considerando que o sistema mecânico em estudo tem comportamento periódico

quando opera com velocidade de rotação constante, esta seção é dedicada à elucidação dessa

teoria e à determinação das condições de estabilidade, tomando como base os conceitos

apresentados no livro de Meirovitch (1970) e explorados nos trabalhos de Saracho (2002) e

Rende (2020).

As equações do movimento de sistemas dinâmicos periódicos podem ser representa-

das pela seguinte notação matricial na forma homogênea:

ẋ(t) = A(t)x(t) (3.66)

em que:

x(t0) = x0 , x(t) =







q(t)

q̇(t)







(3.67)

A(t+ T ) = A(t) , A(t) =






0 I

−M−1(t)K(t) −M−1(t)C(t)




 (3.68)

Nas equações acima, a matriz A(t), periódica no tempo com período T , corresponde

à matriz de espaço de estados, o vetor x(t) caracteriza o estado do sistema em um instante

de tempo t, sendo x0 sua condição inicial, e a matriz I se refere à matriz identidade.

Para um intervalo de tempo em que A(t) é contínua, existe uma matriz, denominada

matriz de transição de estados Φ(t, t0), cujas colunas formam uma base para o espaço de

soluções da equação diferencial indicada anteriormente. Ou seja, trata-se de uma matriz

fundamental, que satisfaz a equação do sistema:
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Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0) (3.69)

Dessa maneira, essa matriz permite relacionar a solução do sistema em um deter-

minado t com as condições iniciais do problema, conforme a Equação (3.70).

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) (3.70)

De acordo com o teorema de Floquet, se Φ(t, t0) é a matriz de transição de estados

do sistema representado pela Equação (3.66), então Φ(t+ T, t0) também é uma solução do

sistema, determinando, assim, outra matriz fundamental, as quais se associam por meio

de uma matriz constante não-singular B:

Φ(t+ T, t0) = Φ(t, t0)B (3.71)

Além disso, para cada Φ(t, t0), existe uma matriz periódica não-singular Q(t, t0),

com período T , e uma matriz constante R, tal que:

Φ(t, t0) = Q(t, t0) exp [(t− t0)R] , Q(t+ T, t0) = Q(t, t0) (3.72)

Apesar das matrizes R e B serem constantes, possuem características e funcionali-

dades distintas. A primeira corresponde à matriz fundamental de um sistema invariante

no tempo algebricamente equivalente a um determinado sistema variante no tempo, sendo

vinculados a partir de uma transformação algébrica dada pela matriz periódica Q(t, t0). A

segunda é conhecida como matriz de monodromia, uma vez que é semelhante (invariante

pela transformação de similaridade) às matrizes constantes de outras matrizes funda-

mentais referentes ao mesmo problema dinâmico. De qualquer forma, ambas matrizes se

relacionam pela Equação (3.73).

R =
1

T
ln [B] (3.73)

Consequentemente, os autovalores de B e R, designados por multiplicadores carac-

terísticos λj e expoentes característicos ρj, respectivamente, são associados por:

ρj =
1

T
[ln |λj| + i · arg(λj)] , j = 1, 2, 3, ..., n (3.74)
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No equacionamento acima, a parte real é bem deĄnida (única para cada j), enquanto

a parte imaginária apresenta inĄnitos valores diferidos por múltiplos de 2π/T .

Retornando à Equação (3.71), veriĄca-se que:

B = Φ
−1(t, t0)Φ(t+ T, t0) (3.75)

Contudo, a matriz de transição de estados no Ąm de um período é desconhecida,

além de ser impossível de obtê-la analiticamente. Então, faz-se necessário adotar métodos

numéricos para aproximá-la. Uma dessa técnicas, desenvolvida por Friedmann (1986),

consiste em dividir o período em K pequenos intervalos de tamanho ∆t, nos quais o

sistema é tratado como invariante no tempo. Assim, considerando t = t0 e aplicando a

teoria de sistemas invariantes e algumas propriedades de matrizes de transição de estado,

chega-se a:

B = Φ(t0 + T, t0) ≈
K∏

k=1

exp

{

∆tk
2

[A(tk) + A(tk−1)]

}

(3.76)

Após essas constatações, pode-se, Ąnalmente, deĄnir as condições de estabilidade

dos sistemas não-autônomos e periódicos (MEIROVITCH, 1970):

• Se todos os expoentes característicos possuem parte real negativa ou o módulo

de todos multiplicadores característicos é menor que um, todas soluções são

assintoticamente estáveis;

• Se pelo menos um dos expoentes característicos possui parte real positiva ou o

módulo de pelo menos um multiplicador característico é maior que um, o sistema

é instável; e

• Se algum expoente característico possui parte real negativa e os outros apresentam

parte real nula, ou o módulo de algum multiplicador característico é menor que

um e os outros são iguais a um, o sistema é marginalmente estável.

Friedmann (1986) ainda faz um adendo a respeito da teoria de Floquet voltada à

análise de estabilidade de sistemas não-lineares e periódicos, principalmente na presença de

não-linearidades geométricas, como trincas. Segundo ele, a teoria ainda pode ser empregada,

devendo, no entanto, determinar os termos não-lineares com auxílio de um procedimento

iterativo, como o método de Newton-Raphson (exposto na próxima seção), e estender seus

efeitos para a matriz de espaço de estados em cada instante de tempo.
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3.4 Integração Numérica das Equações do Movimento

Como mencionado na seção anterior, determinados tipos de sistemas são trabalhosos

de se resolver analiticamente, implicando na necessidade de buscar outros recursos para

efetuar uma análise mais detalhada e obter soluções precisas. Nesse sentido, a seguir é des-

crita uma técnica de integração numérica, passível de ser introduzida computacionalmente,

frequentemente aplicada na resolução das equações do movimento.

Seja um sistema dinâmico representado pela Equação (3.77).

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = F (3.77)

Newmark (1959) propôs um método numérico para resolver essa equação diferen-

cial, o qual se resume à predição dos campos de aceleração, velocidade e deslocamento

generalizados em um instante de tempo t+ ∆t com base nos valores dos mesmos campos

em um instante de tempo t, conforme as Equações (3.78), (3.79) e (3.80) (considerando a

regra de integração trapezoidal).

q̈t+∆t = q̈t = M−1F (3.78)

q̇t+∆t = q̇t +
∆t

2
·


q̈t + q̈t+∆t

)

(3.79)

qt+∆t = qt + ∆t · q̇t +
∆t2

4
·


q̈t + q̈t+∆t

)

(3.80)

Os campos determinados nos novos instantes de tempo devem satisfazer a Equação

(3.81).

Mq̈t+∆t + Cq̇t+∆t + Kqt+∆t = F (3.81)

Para sistemas de comportamento linear, os valores correspondentes a estes campos

em qualquer instante de tempo são obtidos diretamente. Entretanto, na presença de termos

não lineares, é necessário efetuar um processo iterativo para buscar o equilíbrio dinâmico

do sistema em cada instante de tempo. Um método comumente empregado é o processo

iterativo de Newton-Raphson.
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Segundo Cavalini Jr et al. (2015), nesta técnica, procura-se reduzir a norma do

resíduo associado à Equação (3.81) até uma determinada tolerância. Para tal, primeiramente

é resolvido o sistema de equações indicado pela Equação (3.82).

Tn
t+∆t · ∆q̈n

t+∆t = −Rn−1
t+∆t (3.82)

Em que:

Tn
t+∆t =

∆t2

4
· K +

∆t

2
· C + M (3.83)

Rn−1
t+∆t = Mq̈n−1

t+∆t + Cq̇n−1
t+∆t + Kqn−1

t+∆t − F (3.84)

Em seguida, ∆q̈n
t+∆t é utilizado para determinar ∆q̇n

t+∆t e ∆qn
t+∆t, de acordo com

as Equações (3.85) e (3.86).

∆q̇n
t+∆t =

∆t

2
· ∆q̈n

t+∆t (3.85)

∆qn
t+∆t =

∆t2

4
· ∆q̈n

t+∆t (3.86)

As variações dos campos de aceleração, velocidade e deslocamento obtidas pelas

Equações (3.82), (3.85) e (3.86) são, então, somadas aos valores dos campos determinados

na iteração anterior como correção e aplicadas na Equação (3.87) para determinar o resíduo

associado à iteração presente. O processo perdura até que o critério de convergência seja

alcançado.

Rn
t+∆t = Mq̈n

t+∆t + Cq̇n
t+∆t + Kqn

t+∆t − F (3.87)

Observa-se que esse procedimento é aplicável tanto a sistemas invariantes quanto a

variantes no tempo, sendo fundamental, neste último, determinar e associar corretamente

as matrizes do sistema em cada instante de tempo. Além disso, para o caso especíĄco

do modelo de trinca FLEX e de outras aplicações que envolvem mudanças nas matrizes

dinâmicas ao longo do tempo, seus efeitos precisam ser atualizados conforme novos valores

são gerados para os campos.



4 Resultados e Discussões

Este capítulo é direcionado à apresentação e discussão dos resultados numéricos

obtidos a partir da implementação computacional em Python do modelo matemático

do sistema rotor-palhetas Ćexíveis trincado. Em um primeiro momento, são deĄnidas as

características do sistema simulado, bem como alguns parâmetros associados à resolução

do problema. Posteriormente, estuda-se a abertura e o fechamento da trinca de acordo

com o movimento angular do rotor. Por Ąm, compara-se o comportamento dinâmico do

sistema trincado ao saudável quanto a suas condições estáveis e instáveis de operação, seus

atributos modais, seus sinais temporais e suas propriedades espectrais. Dessa maneira,

será possível avaliar a capacidade do modelo FLEX de representar os efeitos reais causados

pela presença de trincas transversais neste tipo de sistema rotativo.

4.1 Características do Sistema e Informações Adicionais

A Tabela 1 indica os parâmetros físicos e geométricos adotados para caracterizar

os componentes pertencentes ao sistema rotor-palhetas Ćexíveis analisado neste trabalho.

Ressalta-se que seus valores foram deĄnidos com base nas dimensões da bancada de testes

utilizada por Rende (2020) para efetuar a análise numérica e experimental do mesmo

sistema na ausência de trincas.

Como mencionado no capítulo anterior, em razão da Ćexibilidade associada à

energia de deformação das palhetas, o método dos elementos Ąnitos é aplicado para

auxiliar a determinação dos seus deslocamentos durante o movimento do rotor. Nesse

sentido, discretiza-se cada palheta do sistema em dez elementos retangulares idênticos

com três gdls por nó, os quais, se somados aos dois gdls do rotor, totalizam 122 gdls para

representar todo o conjunto. De forma semelhante, nas análises que envolvem o sistema

trincado, divide-se a seção transversal do elemento identiĄcado com trinca em 400 áreas

também retangulares (20 áreas horizontais por 20 áreas verticais).

Quanto à integração numérica das equações do movimento, a Ąm de manter um

custo computacional relativamente baixo, sem comprometer a precisão dos resultados,

adota-se 1×10−6 e 100 como, respectivamente, a mínima tolerância aceitável para a norma

do resíduo e o máximo número de iterações, ambos vinculados ao método de Newton-

Raphson. Apesar do segundo parâmetro parecer pequeno, notou-se que todas as simulações

satisfazem o critério de convergência em menos iterações, exceto as relativas ao movimento

do rotor em velocidades críticas ou instáveis (suas soluções não convergem adequadamente).

Somado a isso, salvo para a análise de estabilidade, o integrador de Newmark foi executado

em passos de tempo de 1×10−3 segundos.
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Tabela 1 Ű Parâmetros físicos e geométricos do sistema.

Componente Grandeza Símbolo Valor Unidade S.I.

Comprimento Lb 0.400 m

Espessura hb 0.005 m

Palheta Largura bb 0.080 m

Ćexível Massa especíĄca ρb 7800 kg/m3

Módulo de elasticidade Eb 210×109 Pa

CoeĄciente de Poisson νb 0.300 −

Corpo rígido Altura ht 0.040 m

na Comprimento Lt 0.080 m

Extremidade Massa mt 0.300 kg

Raio r 0.075 m

Posição inicial ϕ0 π/4 rad

Massa horizontal mrx 13.5 kg

Massa vertical mry 11.5 kg

Rotor rígido Rigidez horizontal kx 1.090×105 N/m

Rigidez vertical ky 8.350×104 N/m

Amortecimento horizontal cx 0.164 Ns/m

Amortecimento vertical cy 0.100 Ns/m

Regulador de velocidade λ -1×10−6 −

Ângulo φ 0 rad

Massa Excentricidade d 0.001 m

Desbalanceada Massa horizontal mux 13.5 kg

Massa vertical muy 11.5 kg

Aceleração da gravidade g 9.81 m/s2

Outros Cte proporcionalidade de M γ1 0 −

Cte proporcionalidade de K γ2 1×10−5 −

Fonte: Próprio autor.

4.2 Evolução Temporal da Trinca (Fenômeno de Breathing)

Na tentativa de averiguar se o modelo FLEX simula adequadamente a redução da

rigidez do elemento trincado, ocasionada pelo processo de abertura e fechamento gradual

da trinca de acordo com a dinâmica do sistema (breathing), tem-se interesse em avaliar a

alteração dessa propriedade com o tempo. No entanto, devido à formulação desse modelo

de trinca, o qual está alinhado ao MEF, a rigidez é apresentada em função de vários

gdls, diĄcultando o procedimento. Por outro lado, os momentos de inércia se relacionam

diretamente com as rigidezes, podendo ser utilizadas, assim como a área resistente, para

entender esse comportamento.



Capítulo 4. Resultados e Discussões 56

As Figuras 10, 11 e 12 ilustram, sob condições distintas de trinca, as curvas dos

momentos de inércia (Iyy, Izz e Izy) e da área remanescente (Ar) associadas à seção

transversal do elemento trincado em função do ângulo de rotação do rotor, deĄnido desde

sua posição inicial (ϕ0 = π/4) até completar um período. Para obtê-las, uma trinca foi

inserida, separadamente, na primeira palheta do sistema (numerada a partir do eixo

coordenado x quando o rotor está na sua posição inicial) com diferentes profundidades

(0, 10, 20, 30, 40 ou 50%) e posições (5, 50 ou 95% de Lb a partir da extremidade Ąxa),

e executou-se a simulação assumindo a operação do rotor com velocidade de rotação

constante e igual a 60 rpm.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 10 Ű Evolução temporal da trinca localizada a 5% da extremidade Ąxa para dife-
rentes profundidades: (a) Iyy; (b) Izz; (c) Izy; (d) Ar.

Fonte: Próprio autor.

Ao analisar o aspecto das curvas geradas, Ąca evidente a variação dessas grandezas

com o movimento do rotor. Seus valores se alternam entre picos (maiores I e Ar) e vales

(menores I e Ar), caracterizando, respectivamente, o fechamento e a abertura da trinca.

Entretanto, a transição não ocorre gradualmente, mas de forma abrupta. Acredita-se que

isto esteja ligado à adoção da teoria de vigas de Euler-Bernoulli.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 11 Ű Evolução temporal da trinca localizada a 50% da extremidade Ąxa para
diferentes profundidades: (a) Iyy; (b) Izz; (c) Izy; (d) Ar.

Fonte: Próprio autor.

Observa-se que, independente da localização da trinca, as curvas correspondentes

oscilam em torno dos mesmos valores, diferindo, minimamente, apenas pela posição e

frequência dos pontos extremos, as quais são modiĄcadas pela dinâmica do sistema. Isso é

esperado, uma vez que os momentos de inércia e a área dependem apenas dos parâmetros

geométricas da seção transversal (fechada) e, consequentemente, da profundidade da trinca.

Notadamente, a profundidade da trinca interfere nas propriedades da seção trans-

versal: tomando como referência o estado saudável (trinca com 0% de profundidade),

quanto maior o dano, maior a redução da inércia e da área resistente. Essa proporção não

Ąca clara ao examinar os gráĄcos do produto de inércia da seção (Izy), mas, em virtude da

sua ordem de grandeza (10−16), isso não é relevante. Pode-se relacionar essa constatação à

precisão da representação em ponto Ćutuante do próprio Python. De qualquer maneira,

conclui-se que a trinca, sob as simpliĄcações admitidas, não leva à assimetria da seção

transversal da viga neste sistema rotativo.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 12 Ű Evolução temporal da trinca localizada a 95% da extremidade Ąxa para
diferentes profundidades: (a) Iyy; (b) Izz; (c) Izy; (d) Ar.

Fonte: Próprio autor.

4.3 Estabilidade do Sistema Saudável e Trincado

Para estudar a estabilidade do sistema, tanto no estado saudável quanto no trincado,

é necessário aplicar a teoria de Floquet em conjunto com a aproximação numérica para

a matriz de transição de estados, procedimento discutido na seção 3.3. Sendo assim,

considerou-se suĄciente dividir o período em 127 intervalos, ou 128 instantes de tempo,

nos quais o sistema foi assumido invariante. Além disso, diferentemente de todas as outras

simulações efetuadas nesta dissertação, o passo de tempo do integrador numérico não

poderá ser Ąxo, mas sim calculado com base na velocidade angular do rotor, uma vez que

essa análise se restringe ao próprio período.

Na Figura 13 são apresentados os mapas de estabilidade desse sistema para uma

trinca localizada na primeira palheta com diferentes profundidades e posições (as mesmas

condições utilizadas anteriormente). Destaca-se que eles foram construídos ao adotar

velocidades de rotação para o modelo entre 0 e 5000 rpm, com passos de 50 rpm, mantendo-

se constante as condições de operação, ou seja, sem aceleração.
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estado saudável e trincado, este caracterizado pela presença de uma trinca na primeira

palheta, posicionada a 5, 50 ou 95% da extremidade Ąxa com profundidade de 20 ou 50%.

Tabela 2 Ű Dez primeiras frequências naturais do sistema (Hz) para diferentes posições
(p) e profundidades (d) de trinca com o rotor operando a 360 rpm em 0.1 s.

Modos 1° 2° 3° 4° 5°

Saudável 10.4455 11.5037 17.7338 17.7342 18.4483

p = 5%, d = 20% 10.4443 11.5005 17.6777 17.7342 18.4204

p = 5%, d = 50% 10.4316 11.4663 16.9909 17.7341 18.2872

p = 50%, d = 20% 10.4453 11.5032 17.7239 17.7342 18.4427

p = 50%, d = 50% 10.4438 11.4989 17.6164 17.7342 18.3938

p = 95%, d = 20% 10.4454 11.5037 17.7333 17.7342 18.4480

p = 95%, d = 50% 10.4454 11.5035 17.7280 17.7342 18.4449

Modos 6° 7° 8° 9° 10°

Saudável 20.4677 112.3032 112.3035 114.0481 114.5892

p = 5%, d = 20% 20.4449 111.9016 112.3035 113.8165 114.5287

p = 5%, d = 50% 20.2937 106.7611 112.3033 113.3363 114.4715

p = 50%, d = 20% 20.4625 112.1713 112.3109 113.9615 114.5662

p = 50%, d = 50% 20.4155 110.1886 112.3105 113.4903 114.4937

p = 95%, d = 20% 20.4674 112.2356 112.3033 113.9986 114.5713

p = 95%, d = 50% 20.4644 111.3323 112.3033 113.6315 114.5019

Fonte: Próprio autor.

Avaliando esses resultados, percebe-se que as frequências naturais do sistema

diminuem com o aumento da profundidade da trinca em uma mesma posição. Analogamente,

mantida a profundidade, a redução dessas frequências Ąca mais evidente à medida que a

trinca se aproxima da Ąxação. Em outras palavras, o sistema trincado tende a apresentar

comportamento dinâmico próximo ao saudável na presença de trincas pouco profundas e

próximas à extremidade livre.

Sabendo que o dano mais representativo é causado por uma trinca posicionada

a 5% da extremidade Ąxa com profundidade de 50%, as Figuras 16 e 17 ilustram um

comparativo entre esse sistema trincado e o saudável para os dez primeiros modos de vibrar,

a Ąm de compreender a inĆuência da não linearidade na forma como toda estrutura vibra

em função da modiĄcação das frequências naturais. Contudo, ao observá-las, nota-se que

alterações signiĄcativas ocorrem apenas na forma do 1° modo, apesar de haver redução das

frequências naturais de todos eles. Portanto, sob as condições impostas, não é adequado

diagnosticar trincas para esse tipo de estrutura a partir das formas de vibrar.

Essas constatações estão em concordância com os trabalhos citados no Capítulo 2

que avaliaram os efeitos provocados por trincas em vigas girantes.
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(a) (b)

Figura 16 Ű 1° ao 5° modo de vibrar do sistema operando a 360 rpm em 0.1 s: (a) Saudável;
(b) p = 5%, d = 50%.

Fonte: Próprio autor.
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(a) (b)

Figura 17 Ű 6° ao 10° modo de vibrar do sistema operando a 360 rpm em 0.1 s: (a)
Saudável; (b) p = 5%, d = 50%.

Fonte: Próprio autor.
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4.5 Resposta Temporal

A quarta análise desta dissertação se refere ao estudo dos efeitos causados pela

trinca no comportamento temporal do conjunto mecânico. Com esse Ąm, simula-se o

sistema saudável e trincado operando a 360 e 1080 rpm (velocidades estáveis) durante 100

e 50 segundos, respectivamente. Em relação à trinca, ela foi inserida na primeira palheta

em três posições (a 5, 50 ou 95% da Ąxação) com duas profundidades (20 ou 50%). Além

disso, no instante inicial, aplica-se um impacto de 10 N na direção horizontal do rotor.

Esses tempos totais de simulação foram adotados com intuito de permitir que

o sistema entrasse ou, pelo menos, se aproximasse do regime permanente. Quanto à

escolha das velocidades, sabe-se que elas correspondem, nessa ordem, a 1/2 e 3/2 de 720

rpm, frequência de excitação identiĄcada pela análise espectral (assunto explorado na

próxima seção) como a velocidade crítica associada à frequência de ressonância do rotor na

direção horizontal. A primeira normalmente evidencia a existência de trincas em estruturas

rotativas, enquanto a segunda permite compreender o comportamento do sistema trincado

em rotações elevadas.

Considerando apenas os instantes Ąnais de simulação, os deslocamentos transversais

na extremidade da palheta trincada (i.e., palheta b1) para as velocidades de 360 e 1080

rpm são ilustrados nas Figuras 18 e 19, respectivamente. Os gráĄcos temporais relativos

aos demais gdls do sistema não serão mostrados, mas os impactos gerados pela trinca

foram percebidos em todos eles, mesmo que em menor intensidade.

Tomando a Figura 18, nota-se que os efeitos da trinca sobre as amplitudes de

vibração não são distinguíveis quando localizada na extremidade livre, independente do

dano. Comportamento semelhante é observado para uma trinca de 20% de profundidade

no meio da viga, uma vez que os deslocamentos gerados são relativamente próximos aos

apresentados pelo sistema saudável. Entretanto, uma trinca de 50% de profundidade na

mesma posição ou com qualquer profundidade próxima à Ąxação levam a palheta a vibrar,

em relação ao estado saudável, com intensidades distintas e levemente defasadas em alguns

instantes. De qualquer forma, esses resultados não permitem estabelecer uma correlação

direta entre a profundidade da trinca e o grau de vibração.

Quanto à Figura 19, veriĄca-se o aumento das amplitudes de vibração apenas

para uma trinca de 50% de profundidade próxima ao engaste. Nos demais casos, Ąca

clara a atuação do enrijecimento centrífugo sobre o sistema, uma vez que as oscilações

do estado trincado praticamente não se diferenciam das relacionadas ao saudável. A

partir disso, conclui-se que o aumento da rigidez proporcionado pela aceleração centrífuga

compensa a Ćexibilidade ocasionada pela presença da trinca quando o sistema é submetido

a maiores rotações. Consequentemente, os efeitos gerados pela não linearidade acabam

sendo ocultados no domínio temporal.
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(a)

(b)

(c)

Figura 18 Ű Comparação entre as respostas temporais do sistema a 360 rpm para uma
trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade Ąxa, a: (a)
5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Próprio autor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 19 Ű Comparação entre as respostas temporais do sistema a 1080 rpm para uma
trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade Ąxa, a: (a)
5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Próprio autor.
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4.6 Função Resposta em Frequência

Esta última análise consiste em avaliar a inĆuência da presença da trinca sobre

o módulo das funções resposta em frequência do sistema. Para tal, os deslocamentos

temporais obtidos na seção anterior são passados para o domínio da frequência por meio

da transformada de Fourier. Até então não havia sido mencionado, mas, conforme exposto

por Saracho (2002), em um sistema modelado por gdls descritos em referenciais distintos,

a aplicação de uma excitação forçada (como o impacto) no referencial inercial permite a

intensiĄcação das amplitudes do sinal espectral observado no referencial rotativo.

As Figuras 20 e 21 ilustram, de 0 a 50 Hz, os espectros de frequência dos deslo-

camentos transversais na extremidade da palheta trincada para as velocidades de 360 e

1080 rpm, respectivamente. Cabe ressaltar que esses espectros apresentam amplitudes

proeminentes em frequências associadas à velocidade de rotação (Ω), às naturais básicas

das palhetas (fbi
) e às naturais do rotor parametrizadas em função da velocidade angular

(ou seja, frx e fry somadas a −Ω e +Ω), fato ocasionado pelo movimento periódico do

sistema combinado à utilização de gdls em referenciais distintos. Para mais detalhes,

recomenda-se consultar o trabalho de Rende (2020).

De forma geral, três aspectos podem ser observados nesses gráĄcos: mudanças no

comportamento dinâmico em ressonâncias subcríticas já existentes; aparecimento de novas

antirressonâncias; e intensiĄcação do ruído. Esses efeitos Ącam mais evidentes à medida que

a trinca se aproxima da Ąxação com maiores profundidades, principalmente para 360 rpm,

demonstrando a importância de excitar um sistema a uma velocidade que corresponda à

metade da sua velocidade crítica para manifestar a presença da trinca. Entretanto, para

qualquer caso, não é constatado aumento signiĄcativo da amplitude do sinal nos múltiplos

inteiros da velocidade de rotação, ou seja, nos harmônicos 1Ω, 2Ω e 3Ω, componentes que

costumam ser monitoradas em sistemas rotativos por serem fortes indicadoras de falhas.

Além disso, nota-se, no espectro de frequências relacionado à velocidade de 1080

rpm, a existência de um pico de amplitude ligado a palheta b1 (fb1
) e outro às demais (fbi

).

Segundo Saracho (2002), esse comportamento é comum ocorrer nesse sistema rotativo e

representa um afastamento entre os modos de vibrar das palhetas devido à velocidade

de rotação, mesmo que elas sejam teoricamente idênticas. Ainda assim, para um trinca

próxima à Ąxação com 50% de profundidade, percebe-se a redução de todas as frequências

naturais do sistema em relação ao estado saudável, especialmente da relacionada à palheta

trincada. Em contrapartida, nos gráĄcos gerados para 360 rpm não é notória a diminuição

das frequências de ressonância ou a diferenciação entre as frequências das palhetas saudáveis

e com dano.
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(a)

(b)

(c)

Figura 20 Ű Comparação entre os espectros de frequência do sistema a 360 rpm para uma
trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade Ąxa, a: (a)
5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Próprio autor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 21 Ű Comparação entre os espectros de frequência do sistema a 1080 rpm para
uma trinca com diferentes profundidades e localizada, da extremidade Ąxa, a:
(a) 5%; (b) 50%; (c) 95%.

Fonte: Próprio autor.



5 Conclusões

Com intuito de compreender o comportamento vibratório de sistemas rotativos

trincados e contribuir para os procedimentos de diagnóstico de não-linearidades geométricas,

este trabalho analisou, a partir da implementação numérica-computacional de modelos

matemáticos desenvolvidos em pesquisas anteriores, os efeitos dinâmicos induzidos pela

presença de trincas transversais em um disco palhetado.

O sistema mecânico estudado consistia em um rotor rígido acoplado a quatro

palhetas Ćexíveis com pequenas massas rígidas na extremidade livre, sendo suportado

por apoios elásticos que restringiam sua movimentação apenas no plano. Para modelar

as palhetas, adotou-se um vetor deformação linearizado de segunda ordem e as hipóteses

da teoria da viga de Euler-Bernoulli. Quanto às equações diferenciais que descrevem o

movimento, elas foram desenvolvidas combinando o método de Lagrange à discretização

em elementos Ąnitos. Finalmente, a trinca transversal foi inserida em uma das palhetas,

para diferentes profundidades e posições, com auxílio da abordagem FLEX.

Na sequência, as equações do sistema saudável e trincado foram resolvidas aplicando

a técnica de integração no tempo de Newmark associada ao procedimento iterativo de

Newton-Raphson, fornecendo resultados no domínio do tempo e da frequência. Por outro

lado, estudou-se a estabilidade com base nos multiplicadores e expoentes característicos

associados a matriz de transição de estados, a qual foi deĄnida pela teoria de Floquet e

aproximada numericamente para um período. Em relação aos parâmetros modais, eles

foram determinados em função da resolução do problema de autovalor e autovetor sobre

a matriz de espaço de estados deĄnida em um instante especíĄco de tempo, uma vez

que o sistema modelado apresenta gdls descritos em referenciais distintos e propriedades

periodicamente variantes com o tempo.

Diante das simpliĄcações adotadas, notou-se que as análises efetuadas a partir da

forma dos modos de vibrar ou por meio de mapas de estabilidade não são convenientes,

uma vez que os sistemas trincados não demonstraram comportamentos dinâmicos que os

permitissem diferenciar dos estados saudáveis. Apesar disso, com base em constatações

da literatura, os demais resultados obtidos nesta monograĄa indicaram que o modelo

FLEX simula, satisfatoriamente, o efeitos dinâmicos induzidos por trincas em palhetas de

sistemas rotativos.

Em um primeiro momento, foi comprovada a relação do aumento da Ćexibilidade

do elemento trincado com a abertura e o fechamento da trinca de acordo com a dinâmica

do sistema, ou seja, o fenômeno de breathing. Entretanto, por adotar as hipóteses da teoria

de vigas de Euler-Bernoulli, detectou-se que esse processo não ocorre de forma gradual,
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mas abruptamente.

Quanto aos efeitos causados pela variação dos parâmetros da trinca na primeira

palheta do conjunto (sempre numerada a partir do eixo coordenado x quando o rotor está

na sua posição inicial), veriĄcou-se que trincas distantes da Ąxação e/ou pouco profundas

levam o sistema a operar em condições próximas ao estado saudável, não apresentando

diferenciações claras quanto às frequências naturais, ao comportamento temporal e ao

sinal espectral. As análises também são diĄcultadas em velocidades elevadas, tendo em

vista que o enrijecimento ocasionado pela aceleração centrífuga compensa a Ćexibilidade

adicional introduzida pela trinca.

Em contrapartida, os efeitos Ącaram nítidos para trincas profundas e próximas

à Ąxação, principalmente ao excitar o sistema com uma velocidade igual à metade da

crítica. Neste caso, apesar do sinal temporal não permitir estabelecer uma relação entre a

intensidade do dano e a amplitude de vibração, os espectros de frequência evidenciaram a

presença da trinca por meio de três características: mudanças no comportamento dinâmico

em ressonâncias subcríticas já existentes; aparecimento de novas antirressonâncias; e

intensiĄcação do ruído.

Por Ąm, sabe-se que em um rotor real poderá não haver somente a inĆuência da

trinca, mas também a ação de outros defeitos, como folga, afrouxamento, desalinhamento,

etc. De qualquer maneira, entender a inĆuência dessa não-linearidade a partir de sua

modelagem matemática representa um avanço interessante para os procedimentos de

diagnóstico de defeitos ou falhas em máquinas rotativas. Neste contexto, as principais

contribuições desta dissertação de mestrado à comunidade acadêmica são:

• A formulação matemática do sistema rotor-palhetas Ćexíveis em elementos Ąnitos

sob as hipóteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e considerando um vetor

deformação linearizado de segunda ordem;

• O desenvolvimento das equações do movimento pelo método de Lagrange e sua

resolução com auxílio da técnica de integração no tempo de Newmark associada

ao processo iterativo de Newton-Raphson;

• A descrição e implementação computacional do modelo de trinca FLEX para

representar o fenômeno de breathing;

• A aplicação da teoria de Floquet para efetuar a análise de estabilidade de sistemas

rotativos periodicamente variantes no tempo; e

• As discussões a respeito do comportamento dinâmico apresentado por um sistema

rotativo na presença de uma trinca transversal em uma de suas palhetas com

diferentes profundidades e posições.
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5.1 Sugestões para Trabalhos Futuros

Como complementação a esta dissertação, sugere-se explorar os seguintes tópicos

em trabalhos futuros:

• Construir uma bancada de testes para validar experimentalmente os resultados

numéricos obtidos;

• Aplicar outras metodologias para determinar a estabilidade do sistema saudável

e trincado;

• Considerar o modelo tridimensional do sistema trincado no desenvolvimento das

equações do movimento;

• Efetuar as mesmas análises utilizando outros modelos de breathing;

• Estudar o comportamento dinâmico do rotor trincado em operações de run-up

(aceleração) e run-down (desaceleração);

• Simular a propagação da trinca e compreender seu efeito sobre a dinâmica do

sistema;

• Analisar os efeitos induzidos por trincas quando inseridas em duas ou mais

palhetas e na presença de ângulo de torção na Ąxação; e

• Desenvolver ferramentas para identiĄcar os parâmetros da trinca (palheta trin-

cada, profundidade e posição) a partir da resposta vibratória do sistema.
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APÊNDICE A Ű Matrizes do Sistema

Neste apêndice são indicadas, sem demonstração, todas as matrizes associadas à

modelagem matemática em elementos Ąnitos do sistema rotor-palhetas Ćexíveis considerado

neste trabalho. Ressalta-se a utilização dos sobrescritos Ş(g)Ť e Ş(e)Ť para se referir às

matrizes de elementos Ąnitos deĄnidas, respectivamente, nos gdls globais e elementares de

cada palheta, as quais são relacionadas a partir da aplicação de transformações lineares

Lw. O procedimento para obtenção dessas transformações não será discutido, porém, caso

o leitor deseje, recomenda-se veriĄcar o texto elaborado por Rade (2013).

- Matriz de Massa:

Conforme a Equação (A.1), a matriz de massa M é formada por termos relativos

às massas existentes no sistema, podendo ser representados individualmente (elementos da

diagonal principal) ou acoplados (demais elementos).

M =
























mx 0 m(g)
x1

m(g)
x2

m(g)
x3

m(g)
x4

my m(g)
y1

m(g)
y2

m(g)
y3

m(g)
y4

m(g)
b1

0 0 0

m(g)
b2

0 0

m(g)
b3

0

Sim. m(g)
b4
























(A.1)

mx = mrx +mu + 4 (ρb Ab Lb +mt) (A.2)

my = mry +mu + 4 (ρb Ab Lb +mt) (A.3)

m(g)
xi

=
ne∑

w=1

m(e)
xi,b

Lw + m(e)
xi,t

Lne
(A.4)

m(g)
yi

=
ne∑

w=1

m(e)
yi,b

Lw + m(e)
yi,t

Lne
(A.5)
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m(g)
bi

=
ne∑

w=1

LT
w m(e)

bi,b
Lw + LT

ne
m(e)

bi,t
Lne

(A.6)

m(e)
xi,b

=
ρb Ab L

2







cos[ϕ+ ψi]

− sin[ϕ+ ψi]

−
L

6
sin[ϕ+ ψi]

cos[ϕ+ ψi]

− sin[ϕ+ ψi]

L

6
sin[ϕ+ ψi]







T

(A.7)

m(e)
yi,b

=
ρb Ab L

2







sin[ϕ+ ψi]

cos[ϕ+ ψi]

L

6
cos[ϕ+ ψi]

sin[ϕ+ ψi]

cos[ϕ+ ψi]

−
L

6
cos[ϕ+ ψi]







T

(A.8)

m(e)
xi,t

= mt

{

0 0 0 cos[ϕ+ ψi] − sin[ϕ+ ψi] −rt sin[ϕ+ ψi]
}

(A.9)

m(e)
yi,t

= mt

{

0 0 0 sin[ϕ+ ψi] cos[ϕ+ ψi] rt cos[ϕ+ ψi]
}

(A.10)

m(e)
bi,t

=























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

mt 0 0

mt mt rt

Sim. Jt +mt r
2
t























(A.11)



APÊNDICE A. Matrizes do Sistema 80

m(e)
bi,b

= Ms + MI (A.12)

Ms =
ρb Ab L

420























140 0 0 70 0 0

156 22L 0 54 −13L

4L2 0 13L −3L2

140 0 0

156 −22L

Sim. 4L2























(A.13)

MI =
ρb Ib

30L























0 0 0 0 0 0

36 3L 0 −36 3L

4L2 0 −3L −L2

0 0 0

36 −3L

Sim. 4L2























(A.14)

- Matriz de Coriolis:

A presença da matriz de coriolis ou de efeito giroscópico G (Equação (A.15)) se

deve ao acoplamento entre os gdls axiais e transversais das palhetas. Sua montagem se

assemelha à da matriz de massa, diferindo, no entanto, pela não existência de simetria em

relação à diagonal principal.

G =
























cx 0 c(g)
x1

c(g)
x2

c(g)
x3

c(g)
x4

0 cy c(g)
y1

c(g)
y2

c(g)
y3

c(g)
y4

0 0 c(g)
b1

0 0 0

0 0 0 c(g)
b2

0 0

0 0 0 0 c(g)
b3

0

0 0 0 0 0 c(g)
b4
























(A.15)
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c(g)
xi

=
ne∑

w=1

c(e)
xi,b

Lw + c(e)
xi,t

Lne
= −2Ω m(g)

yi
(A.16)

c(g)
yi

=
ne∑

w=1

c(e)
yi,b

Lw + c(e)
yi,t

Lne
= 2Ω m(g)

xi
(A.17)

c(g)
bi

=
ne∑

w=1

LT
w c(e)

bi,b
Lw + LT

ne
c(e)

bi,t
Lne

(A.18)

c(e)
bi,b

= 2Ω Cgir,b (A.19)

c(e)
bi,t

= 2Ω Cgir,t (A.20)

Cgir,b =
ρb Ab L

60























0 −21 −3L 0 −9 2L

0 0 9 0 0

0 2L 0 0

0 −21 3L

0 0

Antissim. 0























(A.21)

Cgir,t =























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 −mt −mt rt

0 0

Antissim. 0























(A.22)
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- Matriz de Amortecimento Proporcional:

O amortecimento proporcional se refere ao amortecimento natural inerente a um

sistema mecânico. Para modelá-lo, aplicam-se constantes de proporcionalidade γ sobre as

matrizes de massa e rigidez, conforme a Equação (A.23).

D = γ1 M + γ2 K (A.23)

- Matriz de Rigidez:

A matriz de rigidez K (Equação (A.24)) é a maior responsável pela correta repre-

sentação do comportamento dinâmico desse sistema. Ela leva em consideração as rigidezes

dos suportes elásticos do rotor, as estruturais das palhetas e das massas rígidas, e as

ocasionadas pelos efeitos centrífugos e gravitacionais.

K =
























kx 0 k(g)
x1

k(g)
x2

k(g)
x3

k(g)
x4

0 ky k(g)
y1

k(g)
y2

k(g)
y3

k(g)
y4

0 0 k(g)
b1

0 0 0

0 0 0 k(g)
b2

0 0

0 0 0 0 k(g)
b3

0

0 0 0 0 0 k(g)
b4
























(A.24)

k(g)
xi

=
ne∑

w=1

k(e)
xi,b

Lw + k(e)
xi,t

Lne
= −Ω̇ m(g)

yi
− Ω2m(g)

xi
(A.25)

k(g)
yi

=
ne∑

w=1

k(e)
yi,b

Lw + k(e)
yi,t

Lne
= Ω̇ m(g)

xi
− Ω2m(g)

yi
(A.26)

k(g)
bi

=
ne∑

w=1

LT
w k(e)

bi,b
Lw + LT

ne
k(e)

bi,t
Lne

(A.27)

k(e)
bi,b

= Ks + Kcb
+ Kct

+ Kgb
+ Kgt

+ Ω̇ Cgir,b − Ω2 (Ms + MI) (A.28)
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Ks =
Eb Ib

L3


























Ab L
2

Ib

0 0 −
Ab L

2

Ib

0 0

12 6L 0 −12 6L

4L2 0 −6L 2L2

Ab L
2

Ib

0 0

12 −6L

Sim. 4L2


























(A.29)

Kcb
= ρb AbΩ

2
{[

r (Lb −mL) + 0.5


L2
b −m2L2

)]

Kg1
− [r +mL] Kg2

+ Kg3

}

(A.30)

Kct
= mt Ω2 [rt + Lb + r] Kg1

(A.31)

Kgb
= −ρb Ab g sin [ϕ+ ψi] {[Lb −mL] Kg1

− Kg2
} (A.32)

Kgt
= −mt g sin [ϕ+ ψi] Kg1

(A.33)

Kg1
=

1

30L























0 0 0 0 0 0

36 3L 0 −36 3L

4L2 0 −3L −L2

0 0 0

36 −3L

Sim. 4L2























(A.34)

Kg2
=

1

60L























0 0 0 0 0 0

36 6L2 0 −36L 0

2L3 0 −6L2 −L3

0 0 0

36L 0

Sim. 6L3























(A.35)
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Kg3
=

1

420L























0 0 0 0 0 0

−72L2 −15L3 0 72L2 6L3

−4L4 0 15L3 3L4

0 0 0

−72L2 −6L3

Sim. −18L4























(A.36)

k(e)
bi,t

= Ω̇ Cgir,t + Ω2























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

−mt 0 0

−mt −mt rt

Sim. mt rt (Lb + r)























(A.37)

- Vetor de Forças:

O vetor de forças F (Equação (A.38)) abrange os esforços associados ao desbalan-

ceamento, à gravidade, à velocidade angular e à aceleração angular.

F =
{

fx fy f(g)
b1

f(g)
b2

f(g)
b3

f(g)
b4

}T
(A.38)

fx = mu d
{

Ω2 cos [ϕ+ φ] + Ω̇ sin [ϕ+ φ]
}

+ fct

4∑

i=1

{

Ω2 cos [ϕ+ ψi] + Ω̇ sin [ϕ+ ψi]
}

(A.39)

fy = mu d
{

Ω2 sin [ϕ+ φ] − Ω̇ cos [ϕ+ φ]
}

+ fct

4∑

i=1

{

Ω2 sin [ϕ+ ψi] − Ω̇ cos [ϕ+ ψi]
}

−my g (A.40)

fct = ρb Ab Lb

(
Lb

2
+ r

)

+mt (rt + Lb + r) (A.41)
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f(g)
bi

=
ne∑

w=1

LT
w f(e)

bi,b
+ LT

ne
f(e)
bi,t

(A.42)

f(e)
bi,b

= fg,b + fΩ,b + fα1,b + fα2,b (A.43)

f(e)
bi,t

= fg,t + fΩ,t + fα,t (A.44)

fg,b = −g
[

m(e)
yi,b

]T
(A.45)

fΩ,b = ρb Ab LΩ2
{
L

6
+
r

2
0 0

L

3
+
r

2
0 0

}T

(A.46)

fα1,b = ρb Ab L Ω̇
{

0
3L+ 10r

20

L(2L+ 5r)

60
0

(7L+ 10r)

20

−L(3L+ 5r)

60

}T

(A.47)

fα2,b = ρb Ib Ω̇
{

0 −1 0 0 1 0
}T

(A.48)

fg,t = −g
[

m(e)
yi,t

]T
(A.49)

fΩ,t = mt Ω2
{

0 0 0 rt + Lb + r 0 0
}T

(A.50)

fα,t = −Ω̇
{

0 0 0 0 mt (rt + Lb + r) Jt +mt rt (rt + Lb + r)
}T

(A.51)
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