
Emmanuel Victor Caires Lopes
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������� �� ����������� ���� �������� �������� ����� � �������� ����� ���������� �����

������� � ������� ������� ������������ ������ ��������� ������ ���������� � �������

������������� ��� ������ � � ����������� �� ���������������� ����� �����

� ���� �� ����������� ��� ������� ����� ��������� � ����� �� ������� ��� ����� ��

10−31 ��� �� ������� � ����� �� ������ ��� ����� �� 10−27 ���� �� ����� ���� ������ �

����� �� �������� ��� ������� ������������ � ����� �� ������ ���� ������� �� ������� �

����� �� �������� ���������������� �� ������� ��� ����� ���� ����� ��� � ������������

��������� ����������� �������

H = Te +We + Vn.

� ������� �� ����������� ������ ����� ��� ���� ����� ��� � ������ �� ���� ���������

���������� Ψ = Ψ(r1, ..., rN)�

�

−
�

i

∇2
i

2
+
�

i

Vn(ri) +
1

2

�

i �=j

1

|ri − rj|

�

Ψ = EΨ. �����

������ ����� ��� � ������������ ����� �������� �� ��� ������� �������� ����

��������� ���� ����� ����� �� ������� �� N ��������� ���� ��������� ���� ��������� �

������� ����� � ���������� � ������ �� ��������� �� ���������� ��� ��������� � ������

�� ��������� �� �������� ������� ����������� ����� �������� �������������������

��� ������ �� ��������� �� ���������

������ ������ ������������� ���� ������ � ����� ���������� � ������ �� ��������

��� ��������� ���������� �� ����� �� ������ �� ����� ������������ � ������ �� ���������

� ���� ��������� �� ���� ���� � ������ �� ������ �� ��������� �� ��������� ������

����� ����� ������� � ������ ������������ ���� � ��� ���� ��� �������� �� ����������

����� ��� ���������� � ������ �� ������� �� ������ ����������� �� �� ������� ���

���� �� ��� ��������� ����������� ������ �� ������� ������������� ����� ������ � ��

������������� �������������� ������ ���� � ���� ����� ����� ��������� ��� � ������

��� ������ ���� ������� ��������� �������



�������� �� ����������� ��

����� �� ������� �� �����

����� �������� �� ��������������

������������ �� ���������� ����������������� ���� �� ������� �� N �������� �������

������ �� ������ ������������ � �������� ������� ������ ��� ������� ����� � ���������

���������� � � ��������� ������� �����

������� �� � ����� �� ��� ��������� �������� � ��������� ������� Vn � �����������

�� ������� ������� ���� ��������� ���������� �� ������ ������������

���� ������ � �������� �������� ������������ ��� � ��������� ���������� �� ������

����������� �� �� ������� ��� �������� ��� ����������� ���� ��� ������ ������� �� ����

���������� �������� ���������� Vn � V �
n� ����� ������ � ���� ������� �� ���� �Ψ � Ψ

��

���� � ����� �������� � ������������ ���� Vn ��� � �������� ������

H = T +W + Vn. �����

���� W ����������� � ������� ��������� �� �������� ����� �� �������� � T � �������

�������� ����������� � ������������ H � ������ ������� �� ��������� ������� ��� ������

� ����� �� V �
n� � ������� �������������� � H � � �������� ��� E �� ��� ��� ��� ����� ��

���������� ��� ������������ ���� ����� ��������� ����������� ����� �� �������� ��������

�� ������ ����������� �����

E = �Ψ|H|Ψ�, �����

E � = �Ψ�|H �|Ψ��. �����

�������� ����� ����� ���������� ������ ������� �� ���� ������� � �������� ������� ��

��� � �� ������ ������������

E < �Ψ�|H|Ψ��, �����

E � < �Ψ|H �|Ψ�. �����

��� ���� �� ������� ������ ��� ����� �� �������� � ������������� �H = H �+Vn−V �
n�

�� ���������� ���� ����� ���� H � H � ��� �������� ����� � ������ ��������

E < �Ψ�|H �|Ψ��+ �Ψ�|Vn − V �
n|Ψ

��, �����

E � < �Ψ|H|Ψ�+ �Ψ�|V �
n − Vn|Ψ

��. ������

���������� �� �������� ����� � ������ � ����� ��� �Ψ|Vn|Ψ� =
´

n(r)Vext(r)dr� �����

E < E � +

ˆ

n(r)[Vext(r)− V �
ext(r)]dr, ������

E � < E +

ˆ

n(r)[V �
ext(r)− Vext(r)]dr. ������



�������� �� ����������� ��

�� �������� �� �������� ������ � ������ ����������� 0 < 0 ���� ���������� ��� �����

���� �������� �� ���������� ��� ���� � �������� ��� ��� � �������� ����� ��������� �������

��� ��������� �� ��� ����� ��������� ���������� �� ������ ������������ ��������� ��

������� �������� � ��������� ���������� ��������� � ��������� ��������

��� ��� ��� ���������� � ��������� ���������� �� ������ ������������ � ��������

���������� � ������ �� �������� �� ������� ��� N =
´

n(r)dr. ���� ��� ����� �� �������

�� ���� � ������ ������������ � ��������� ������� � ����������� ������� �� ���������

����������� �� ���������� ���� ������ ������ ����� �� ������ �� ������������ �����������

� ������ �� ������������ ���������� ��� ������� �� ������������ � �������� ���������� �

������ �� ���� Ψ ���� � ������ ������������ ��� ��� ��� � ������ �� ����� � ��������

���������� � ������� ������ ���� �������� ��������� ��� � ������� �� ������ �����������

� �� ��������� �� ��������� ����������� ���� ������ � ������� � �������

n(r) → Vn → Ψ → E.

��������

E = F [n(r)]. ������

������� �� � ������� �� ������ ����������� � ������ ���� � ����� ���������

���������� �� ������ ������������

���� ��� ������ � ������� � �� ��������� �� ��������� ����������� ��� ��� ��� �

��������� � ��������� ���������� �� ������ ������������ ������ � ������ �� ���� Ψ

��������� � ���� ������� �������� ����� ��������� ���������� ��� ��� ���� n(r) ������ �

������� ������� �� �������� ��� � ������ �� ���� � �������� �������� � ������� �� ������

������������ ��� ��� �������� � ������� �� ������ ����������� ������ � ����� ����� ��

�������� ��� ��������� ���������

E[n(r)] = �Ψ|H|Ψ� < �Ψ�|H|Ψ��, ������

�����

E[n(r)] < E[n�(r)]. ������

����� ������ �� ���������

��� ��� ������� ��������� �� ������ �� ��� � � ������������ �� �� ������� ����

����� ��� N �������� ������������ ��� �� ������� �������� ����������� �� N �������� ���

������������ ��� � ���� �� �� ��������� ������� ���� ���� ���� ������������ � ����� ��� ����

�� ������ � �� ���������� ���� ��������� �� ������� �������� ��� � ����� ���������

���������� �� ������� ��������� � ������ �� ������ �� ���� ����������

������ ���� ������� �� ��������
���������� �� ��������



�������� �� ����������� ��

� � � ��������� ���������� �� ������ ����������� �� ������� �������� ���� ��� ������

������� ���� ��������� ���������� �� �� ������� �������� �� ���������� ��� ������������

��� � ���� �� �� ��������� ��������

� � � ������������ �������� � ��������� �� ����� � ������ � ������� �������� � �

��������� ������� ������ ���� ������������ ���� ��� ������� �� �������� ��������

HKS =
N
�

i

�

−1

2
∇2

i

�

+
N
�

i

VKS(ri). ������

��� ���� ��� ���������� � �������� �������� � ������ �� ���� �� ������ �����������

����� ������� �������� ��� ����������� ������� �� ������������ �� �������

ΦKS =
1√
N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

φ1(r1) φ2(r1) · · · φN(r1)

φ1(r2) φ2(r2) · · · φN(r2)
���

���
� � �

���

φ1(rN) φ2(rN) · · · φN(rN)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

, ������

�� ����� ���� ��� ������ �� ��������� �� ���������� �������� � �������� ������� ��

������������

hKSφi = �iφi. ������

� ������������ �������� ������ � ����� �� ������������ �� ��������� ����� ��� �

���� �� �� ��������� �������� � �������� �� ��������� � ������� �����

hKS = −∇2

2
+ VKS(r). ������

��������� ������������ �� �������� �� N �������� ������������ � ���������� ���� ��

�������� �� N �������� ��� ������������ ��� � ���� �� �� ��������� �������� ���� �������

�� ������� ��� ����������� ��������� �������������� � �������� ������� � ������� �������

�� ������ ��������� ����� ���� ������� �� ������ � ������� �� �������� �� ������� ���������

����� ���� � ���������

����� �������� �� ���������

�� �������� �� �������������� �������� ��� ���� ������ ���� � ������ ��� ���������

�� ������ ������������ ����������� � ������� ���� �� ��������� �� ��������� �����������

����������� �� �������� ��� �������� ����������� ������ �� ���������� �� ��� ����������

������������ � ������ �� ���������� ���� � ��������� ���������� ������ ������ � �������

������ �� ������� �����

E = minn(r) {T [n] +W [n] + Vn[n]} = minn(r)

�

F [n] +

ˆ

n(r)Vext(r)dr

�

. ������



�������� �� ����������� ��

���� F [n] � ���������� ���� � ��������� ���������� ����� ��� ����� �� �������� ��

N �������� ��� ��������� ��� �������� �������� � ��������� ������������ �������� ����

��������� � � ������

� ������� ��������� ���� ����������� ��� � ��������� � ��������� �� ���� ����������

� ������� ����

T [n] = −1

2

�

i

ˆ

φ∗
i (r)∇2φi(r)dr. ������

� ��������� ����������� �������� � �������� ��� ���� �� ������� �� ��������

EH [n] =
1

2

¨

n(r)n(r�)

|r − r�|
drdr�. ������

� ������ �� ��������� ������ ������� ��������� � ��������� �� ������� �� ������ ���

���������� �� �������� ��������

E[n] = T [n] + EH [n] + Vn[n] + Exc[n], ������

������������ �� ������ ������ � ������ �� ��������� ������ � ������� ���� �� ���������

�� ��������� ������ � ������

= −1

2

�

i

ˆ

φ∗
i (r)∇2φi(r)dr+

1

2

¨

n(r)n(r�)

|r − r�|
drdr�+

ˆ

n(r)Vext(r)dr+Exc[n]. ������

� �������� ����� ����������� � ������� �������� ����������� �� ������� ����� � �������

�� �������� ���� �������� � ������� �� �������� ����������� ��������� � �������� ����� � �

��������� ������� � ��� ��� � ����� ����� ���������� �� ��������� ����������� � �������

�� ����� � ������������ ���� ������ ���� ������ ��������� �� ������� ������

���������� � ������ ��� ��������������� �� ���������

L = E[n]−
�

i

�i

ˆ

φ∗
i (r)φj(r), ������

������������ � ��������� ������ �� ������� ������

L = T [n] + EH [n] + Vn[n] + Exc[n]−
�

i

�i

ˆ

φ∗
i (r)φj(r), ������

�� ���� ��� � ���������� �������� � �������� �� ���������������

ˆ

φ∗
i (r)φj(r)d(r) = δij. ������

���������� ��������� � ��������� ��� �������� � ��������� ��� ���� �� ��������� ��

��� ������ �������� ��� ������������



�������� �� ����������� ��

����������� �� �������������� ����� �������� �����

δL

δφ∗
i (r)

= 0, ������

�� �����

δT [n]

δφ∗
i (r)

+
δ

δφ∗
i (r)

[EH [n] + Vn[n] + Exc[n]] =
δ

δφ∗
i (r)

�

i

�i

ˆ

φ∗
i (r)φi(r)d(r). ������

��������� � �������� ���������� �� �������� ����� �� ������� ������ ��� ���������

������ ���� � ����� � ������� �� ���������� � �������� ���������

δT [n]

δφ∗
i (r)

=
δ

δφ∗
i (r)

�

−1

2

�

i

ˆ

φ∗
i (r)∇2φi(r)dr

�

= −1

2
∇2φi(r). ������

������������ � ������� ������ ��� �� ���������� ��� ��������� ����������� ���������

−1

2
∇2φi(r) +

δ

δφ∗
i (r)

[EH [n] + Vn[n] + Exc[n]] = �iφi(r). ������

���������� � �������� ��������� �������������� �� ������� ����� �� ������� ����� ��

������ �� ����� �� �������

δf

δφ∗
i (r)

=
δf

δn

δn

δφ∗
i (r)

=
δf

δn
φi(r), ������

������������ ������ �� �������

−∇2

2
φi(r) +

δ

δn
[EH [n] + Vn[n] + Exc[n]]φi(r) = �iφi(r). ������

�� ��������� �� EH [n] � Exc[n] �� ������� � ��������� ���������� ������������ ���

����������� ����������� ������������ ������ � ��������� ���� � ����� ��� δVn[n]
δn

= Vext(r)�

������
�

−∇2

2
+ Vext(r) + VH(r) + Vxc(r)

�

φi(r) = �iφi(r), ������

����� �������� �������� � ������� ������ �� ����� ������� �� ����������� ���� ���

���������� �� ��������� ��� ������ � �������� ������

F [α] =

ˆ

f(r,α(r))dr,

� �������� ����� ��������� ��� ������� � �������� α � �������� ���� �����

δF [α]

δα
=

δf

δα
.



�������� �� ����������� ��

��������� ������� � �� ����������

�

−∇2

2
+ VKS(r)

�

φi(r) = �iφi(r). ������

�����

VKS(r) = Vext(r) + VH(r) + Vxc(r), ������

∇2VH(r) = −4πn(r), ������

n(r) =
�

i

|φi(r)|
2. ������

�� �������� ������ � ������ ��� ���������� ���� �� �������� �� ��������� ����� ��

����� ��� � ��������� ���������� ���� � ������� ��� ����������� � � ����� ���������

���������� �� �� ������� ����������� ������������ ������������

��� ������������ � ����������

���� ��� ����� �� ����� �� ����� ��������� ����� �� ������ ��� �������� �� �����

���� ������� ��� ����� ��������� ���� � �������� ��� ������� �� ����� ��������������

� ������� �� ����� � ����������� ���� ����� � � ������ �� ���� ��������� ��������� � ��� ��

��� ����� ������ ��� ������������� ���� ������������ �� ����� ����� ������ ������������

����������� ���� ������������ ��� ����� ��� ������ ���� � ������� �� ����� � �����������

������������ ������ � ������� �� �������� ��� ��� ����� ���������� ���������� � ����

���������� ����������� ��� ������������ ���� � ��������� ���������� �����������

� ������� �� ����� ����� �� ��������� �� �������� �� ����� ������ � �������������

�� ������ �� ���� ��� �������� ���� ��� ���������� ���� �������� ��� ����� �� �����

���������� ��� ����� ������ � ����� ������ ��������� ����� �������� ������� ����

�������� ��� ����� �������������� � ��������� ��������� ����� ����� ���� ��� ����������

������� �� ������� ��� �������� �� ������������ �����

�� � ������� �� ���������� ��� ���� ���� � ��������� ������������ � ������������� ��

��������� �� ������� �� ��� ����������� ������ ����� �� �������� �� ������ �������� ��

������� ��������� �� ������ ��������� � ��������� �� ������������� �� �� ������� �����

��� ��������� ����������� ��� ������ ���������� �� �������������� ���� ���� ���� �

��������� �� �� ������� ����� �� ������� ����������� ���������� ����������� � �����

�� ����� � ���������� ������� ����� �� ��������� ������������� �� ��������� �� ����

����� � ��������� ��� ��������� � �������� �������� ������� ��� �������� �� ���������

� ��������� ���������� ����� �� ������ ������������ ������ ��� ���� �������� ����� ���

����� ��������� ���� � ������� �� ����� � ����������� ������� ������������ ��� ���������

�� � �������� ��� ��������������� �� ��������� ���������� ���� ���������� �� ����������

��� ���������� ��������������



�������� �� ����������� ��

����� ����������� �� ��������� �����

� ����������� �� ��������� ����� ������ ��� � �������� ����������� ���� � �����

�� ������� �� ����� � ����������� � ��� �������� ��� ���� � ���� ����� ���� �����������

�������� �� ���������� � ��������� ���������� �� �� ������� ��� ��������� ���� � ��

�� ������� ���������� ���������� ���� ���� ������������ ��������� � �������� �� N

������� ������� ������������ � ��������� �� ���� ������ ���� � ��������� �� �� ���

�� �������� ���������� � ������� �� ����� � ���������� � ���� ����

Exc[n] =
1

2

ˆ

n(r)�LDA
xc dr, ������

Exc[n] =
1

2

ˆ

n(r)[�LDA
x + �LDA

c ]dr. ������

� �������� ������� � ������� ��� ��������� �� ������� �� ����� � ������� �� �����������

�� ���� ��� � ������� �� ����� ���� ��� ��������� ��������������� ���� ��������

�LDA
x = −3

4

�

6

π
n(r)

�
1
3

, ������

�������� � ����� �� ���������� � ��������� ������������� ��� ������� ������������ ����

� ������ �� ����� ����� �����

� ����������� �� ��������� ����� � ��� ����������� ������������� ������� � � �����

�������� � ���� ������ � ������������ �� ��� ����������� �� ���������� �������� ���������

��� ��� ��� ��������� ���� �������� ���������� �� �������� ��� ���������� � ����������

���������� ��� ����������� ���� ���������� ��� � ������� �� ��������� �� ���������

�����������

����� ����������� �� ��������� ������������

� ��� ������������ �� ��������� ���������� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� ���

� ��� ��� ��������� ���������� �������������� ���� ������������ �������� � ����������

�������� � ����������� �� ��������� ������������ ������� ��� ���� �� ������������ �

��������� �� ��������� ����������� ���� ��������� ������� �������� ���������� �� �������

������ ��� ������� ���� ���� �� ���� ��� � ������� �� ����� � ���������� � ���� ����

Exc[n(r)] =

ˆ

fGGA(n(r),∇n(r))dr. ������

� ����� fGGA(n(r),∇n(r)) ����������� � ��� ������ �� ��������� ���������� � ���

���������� �� ��� ���������� ���� ���������� ���� � ��� ��� � �������� ��� �������

��� ������ ����� ������� �������������
��� ������ ����������� �������� ��������������



�������� �� ����������� ��

����� � ��������� ������ ���� ��������� ��������� ����� �� ����������� ��� ������� ���

�������� �� ���� ����� ���������� ������������ �����

� ����� �� ���������� � �������� �����

EGGA
c [n(r)] =

ˆ

n(r)[�LDA
c +H(n(r), t)]dr, ������

���� ������ � ����� �� ������� �� ���������� ��� � ���� ������ � �� ����� �� ��������

H ��� ��� ����������� ��� � ��������� ���������� � ��� � ��������� t� ��� ��� ��� ���

��� ����������� ��� � ��������� ���������� � ��� ��������� �� �������

����� �����

��� ��������� ����� � ������ ��������� ���� ������������ ��� �������� �������� �

�������� �� ���������� ���� � ������� �� ����� � ����������� ����������� ���� ������

��������� �� ����������� ������� � ��� �� � ���� ������������� ��� �� ����������

������������� ��� ���������� ����� ��� ��� ��������������� ������������ ��� ��������

���������� ��������������� � � �������� �������� ����������� ��� �������� d � f ����� ��

�������� �������� ��� ���������� ��� ����� ���������� ���������� ��� � ��� �� �������

���������� ���������� ������������� ��� ������������ ��� ��������� ����� ��� �������

��� � �������� �� �������� �� ���������� �������� ���� �������� ���������� ������

����������� ��� ����� ������������ ��� ��������� ������� ����� ����� ����� ����

���������� ������� �� ������������ � ������ �� �������� �������������� ��� ��������

�� ������� �� ������ ����������� ��� �� ���������� ���� ������� �� ���� � ��������

�������� � ������� ��� � ���� ����������� �����

ELDA+U [n(r)] = ELDA[n(r)] + EHub[n
l,σ
m1,m2

]− Edc[n
l,σ]. ������

����� ������ ���������� ��� ����������� ��� ������ �� ��������� ��� ���� σ ��� �����

���� ���� �� ��������� �� �������� ��� ��� ����� ���������� �d � f� �� �� ����� l� �

�������� ����� ����������� �� ��������� �� ��������� ���������� ��� � ���� ��������� ��

�������� ������ � ������� ����� ������ � ������������ �� ������� ���� � �������� ��

���������� ����������� ��� ����� �� ��� ������� ��� ������� �� ����� � ���������� ������

������� �������� �� ��������� �� ���� � ������� �������� ��� ����� ����� ����� ����

������ � �������� �� ����� ������ ���� ������ ���� ��������� � ����� ���� �������� ������

���������� ��������� �� ����� ��������� ������� � ������������� ��� ���������� �

��������� ����� �������� �� ��� ����� ����� �����

ELDA+U [n(r)] = ELDA[n(r)] +
(U − J)

2

�

m,σ

�

nm,σ − n2
m,σ

�

, ������

��� ������ ���� ����� ���� ������� ��������������



�������� �� ����������� ��

U ���������� � ����� ������������ �� ����� ���������� ����� �� ��������� �������� J ���

�������� � ����� �� ������ � ������ ����� �� �������� ��� ���� σ ��� �������� �����������

� ���� ��� Nσ =
�

m nm,σ ����� ���� �� �������� ��� �������� d� �� ������� ���������

���������� ��� m = −2,−1, 0, 1, 2� ��� ��� ��������� ��� �������� ���������� � �������

����� �� �������� � ��� ������� � ��������� Ueff = U − J � ������������ �������� ����

����� � �������� �� ���������� ����� ����� ���� �� �������� �����

� ��� ���������� �� ����� ��� �������� ��� ��� ����� ���������� ���������� ����

� ���������� �� ��������� ��� ���������� ��� �������� ����� �������� �� ��������� ��

��������� �� ���� �� ���������� �� ����� ������������� ����� ���������� ��� ������ ���

��������� �� ����� ��������� ���� ������ �� ������ ������������ ����� ���� �����������

����� �� ���������� �� ��������� ���������� ��� ����� ��������� ���� �������� ���� ���

����� �� ��������� ���� � ����� �� �������� ����� � � ����� �� ����� ����� ����� �

������ ��� � ������ ������� �� ������� ����� � ��������� �� ��������� �� ���� ����������

� ����� �� ������ ����� ��� � ��� � �������� �� ����� ���� �� ������� ���������� ��

������� �� �������� ���� �� ������� U = 0.0 eV � 6.2 eV � 8.0 eV �

������ ���� ��������� �� ���� ���� ���� ���������� ������� �� U ���� � ����� �� �������
U = 0 eV ���������� �������� U = 6.2 eV ��������� ������� � U = 8.0 eV �����������
�������� ������ �������� �� ����

��� �������� �� ���� �� ���

������� ���� �������� �� ������������ ������� �������� ��� ���� � ���������������

��� ������� �� ��� ������ ����������������� � �� �������� �� ����� ����������� ����

��� ��������� �������� �� ������������ ��������� ��� ������� ��� ���������� ���� �

������������ � �������� �� ������ �� �������� � ���������� � ���������� �� ����� ���������

�� ���� ���������� ����� � ������������� �� ��� ���� �� ����� ���������� ���� � �������

������ �� ��������� ��������������� �����

���� ����������� � ��� ��������� � ������������ ��������� ��������� � �������� ����

������ � ������ �� ������� �� ����� ��� � ������� �� ������ ����������� � �� ���������

����� ������� ���������� �������



�������� �� ����������� ��

�� �������������� Jµ(r)� ��� ��� ��� ���� ������ �� ����������� �� ��������� �����������

��������� �� ���� � � ��������� �� ��������� � ��������� �� �������� �� ����� ����� ���

�������� ����� ����� �������������� ����� ������� �� ������� �������� �� �������� ��

����������� �������� � ������������� �����

� �������� ���������� �� �������� �� �������������� ���� � ��� ��� �� ��� ������

�� ���� �� �������� ��������

• ��� � �������� �� ����������� n(r) F−→ E� E = F [n(r)]

• ��� � �������� �� ����������� n(r), s(r) G−→ E� E = G[n(r), s(r)]�

���� ����� ���������� ����� � ������� �� ������ ����������� � �� ��������� ��� ��

�� ��������� ����������� ��� ������ �� ��������� �� ����� � ��������� ���������� � �

��������� �� ���� ��� ������������� ����

n(r) = n(r, σ =↑) + n(r, σ =↓), ������

s(r) = n(r, σ =↑)− n(r, σ =↓). ������

���� �� �������� ↑ � ↓ ������������ ��� ����� �� � ����� ���������������� � ���������

���������� ����� � ���� ����� ����

n(r) =
�

i

|φi(r, ↑)|2 +
�

i

|φi(r, ↓)|2. ������

����� �������� ���������� � ������� ������ ��� � ������� �� ���� �� �������� ������

�

−1

2
∇2 + Vn(r) + VH(r) + Vxc,σ(r)

�

φi,σ(r) = �i,σφi,σ(r), ������

��� � ��������� �� ����� � ���������� ���������� �� �����

Vxc,σ(r) =
δExc[n↑, n↓]

δnσ(r)
. ������

���� ��� ������������� �� ������� ������ ���������� �� ������ �� ������ ��� � ����

��� Ψi(r) = φi(r, ↑)χ↑ + φi(r, ↓)χ↓. ���� ��������� � ����� �� ����� � ���������� ����

��� ���� �� ����� �������� ��� � ����� ��������� �� ����� � ���������� �����

�

−1

2
∇2 + Vn(r) + VH(r) + Vxc(r) + µσ ·Bxc(r)

�

Ψi(r) = �iΨi(r). ������

� ����� Bxc(r) � ��������� ���� � ����� ��������� �� ����� � ����������� ���� ����� �

������� �� ����� ��� �������� � ����� � ��� ����� ����������



�������� �� ����������� ��

��� ���������� �� �������� �� ���������

�� �������� ������� ��� �� �������� �� ��������� ���� ����� ��� ����� ������

�� �������� �� �������� �� ������������ ��� ��� ���� ���� � ��������� �� ������� ������

� �� �� ��������� �� ������������ � ���������� ��� ����� ��������� �� ��������� �����
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��� ��� ������� ���������� �� �����

������ ���� ��� ������ � ������������� �� ��������� �� �� �������� ���������� �� ��� �
����� ��������� �������� � �� ������ ���������������� �� ���������� �� ������� ����������
��� ������ � ������������� �� ��������� �� ������ ����� �������� �� ��� � �������� ���
� ������������� �� ������ �� �� �������� ���������� �� � �� ��� ������ � �������������
�� ���� �� ����� ��� � ������� ���������� �� ����� ������ �������� �� ����
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E(k, ↑) = E(−k, ↓). �� �������� �� ���������� � ������������ �� ����� � ���� ������� ��

������� �� ������������� ���� �� ��������� �������� � ����������� � ������������ �� �� ����
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�� ������ ����� ���� �� ����������� ������� �� ����������� � ������� �� ��� ����������

���� ����

������������ � ������������ �� �� ������� ��� ������ ����������� ��� �� �������

���R = (R1, R2, ..., RN) ��� ������� �� �� ����� t� ���������H ���H(R(t)) ����� ���

� ������� ���������� �������� ��� |n(R(t))�� ����� � �������� ������� �� ����������� ��

�� ����� t�

H(R(t))|n(R(t))� = En(R(t))|n(R(t))�, �����

�� �������� t = 0� ��������� R(0) = R0� ���������� � ������� �� ����������� ������

����� �� ����� ���� � ����� ��������

H(R(t))|n(R0)� = i�
∂

∂t
|n(R0)�. �����

��� � �������� �������� � � �������� �������� �� �������� � ���������� �� ��������

����� ���� ��� ������� �����

|n(R0)� = eiϕn(t)eiγn(t)|n(R(t))�, �����

����� ��� ϕn(t) � � ���� ��������� �������������� � ���� �� ����� �� ������� ��������������

���� ��������� � ���� ����

ϕn(t) = −1

�

ˆ

Endt. �����

������������ ����� �� ����� � ������������ � ������� �� ����������� ������ ����������

��� ����� �� �������� ������

En

�

e−
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�

´

Endteiγn(t)
�

|n(R(t))� = i�
∂

∂t

�

e−
i

�

´

Endteiγn(t)
�

|n(R(t))�. �����
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�
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∂

∂t
γn(t)

�
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´

Endteiγn(t)|n(R(t))�+ e−
i

�

´

Endteiγn(t)
∂

∂t
|n(R(t))�

�

, �����

�� ���� ��� � ��������� ������ ���� � ������������ ��� ������ ��������������� �� ������

� ��������� �����

En|n(R(t))� = i�

�

− i

�
En + i

d

dt
γn(t) +

d

dt

�

|n(R(t))�. �����

��������� �n(R(t))| �� ����� �� ����� �� ������ � ����� ��� ����� ����������� ���

����������� �n(R(t))|n(R(t))� = 1� ���������� ���

d

dt
γn(t) = i�n(R(t))|

d

dt
|n(R(t))�, �����

� �������� ���������� � �������� �������� ����� d
dt
|n(R(t))� = ∇R|n(R(t))�·dR

dt
� �������������

� �� ������� ������
d

dt
γn(t) = i�n(R(t))|∇R|n(R(t))�dR

dt
. �����

������� ��������� � ������� �� ����� ���� An(R(t)) = i�n(R(t))|∇R|n(R(t))�� ���

�������� �� ����� �� ����� �� 0 � T � ����� ��� � ��������� ���������� ��� �������

������

γn(T ) =

ˆ

R(T )

R(0)

An(R(t)) · dR. ������

���� �� ����� ������� �������� �� �� ����� T � � ������� ����� � ������� �� ������

R(T ) = R0� ����� ����� � ���� �� ����� �������� �����

γn(C) =

˛

C

An(R) · dR, ������

��� ���� ��� ��������� ��� ������� �� ������� ��� � ���� �� ����� �� ������ �� ��������

�� �����������

γn(C) =

ˆ

S

Ωn(R) · dS. ������

���� ����������� � ��������� �� ����� ���� Ωn(R) = ∇R × An(R)� �������

��� ���� ���� �� ������� �� ������� ����������� ����� ��� ��������� �� ��������� ��
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|wnR� =
Vcell

(2π)3

ˆ

BZ

e−ik·R|unk�dk. ������

� ����� Vcell ����������� �� ������ �� ������ ��������� BZ ������ � ���� �� ���������

���� ������ �� ���������� � |unk� ��� �� ������� �� ������
�� ������� � ������������ �� �������� �������� �� ������� �� ����� �� ������ ���

������� �� ��������

|unk� =
�

R

eik·R|wnR�. ������

�� �������������� ��������� � ������������� �������� �������� ��������� �� ������� ��

������� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������

|wnR� =
Vcell

(2π)3

ˆ

BZ

e−ik·R|unk�dk TF⇐⇒ |unk� =
�

R

eik·R|wnR�. ������

�� ������� �� ����� � �� ������� ��� �������� �� ���� ����� ���������� ��� ���������

� ����� �������� �� ������� ���������� � ��� ����� �� ������� ����� ��� ��� �������

������������� ��� ������� �� ������� � � ������� ��� � ���� �� ������ ��� �� �� ��� ����

��� ������� �� ����� �� ������� ������� �������� �� ������ �� ����� �� ������� ����

� ����� ����� �� �������� �������� �� �����

rn = �wn0|r|wn0�. ������

��� ��������� � �������� ������� �� ��� ��� � ������������ �� ������� ��� �������

����� �� ������� �� ����� �����

�wn0|r|wnR� = AnR. ������

� ������� �� ����� ��� ��� ����� ������� ���� � ������� �� ������� �� ������� ��������

��� ������ ���� ������� ������ ��������
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�� ������� �������� � ����� ��������

AnR =
Vcell

(2π)3

ˆ

BZ

e−ik·R
An(k)dk

TF⇐⇒ An(k) =
�

R

eik·RAnR. ������

������������ � ������� ������ �� ������� � ������������ R = 0 ���� � ������� ������

� ������� ����� � ��� � � ������� �� ������ ���� ����

rn =
Vcell

(2π)3

ˆ

BZ

An(k)dk, ������

rn =
Vcell

(2π)3

ˆ

BZ

i�unk|∇k|unk�dk. ������

�� ��� ��������� � ������ �� ����� �� ������� ������ � ������

xn =
� a

2π

�

ˆ 2π
a

0

�unk|i∂k|unk�dk, ������

�� �������������

xn = a
γn

2π
. ������

� ��������� ������ ��� � ����������� �� ������ �� ����� � ������������ � ���� �� �����

������������ ��� �� ������ � ���� �� ����� ���������� � ����� �� 0 � 2π ����������� ��

��� �� 0 � a� � ���� �� ����� �� ����� �� ������ �������� � ��� ���������� ��� ���

������� �� ������� �� ������� ���� ���� ���� ���� � ���� ����

�

α

xS
α =

1

2π

ˆ

BZ

AS, ������

���� S = I, II� ���� ����������� �� ������� ��� �������� �� �������� ��������� ���

������� ��� ��������� �� t� ����� ���� �� ����� ���������� ����������� �
�

0, T
2

�

� �

������ Z2 ���� ��� ��������� �� �������� ������

Z2 =
�

α

�

xI
α

�

T

2

�

− xII
α

�

T

2

��

−
�

α

�

xI
α (0)− xII

α (0)
�

. ������

� ������������� ����� ����������� ���� �������� �� ������ ���� ���� ���� �����������

��� � ��� ���������� �� ��������� ������� ����������� � ���������� �� �������� ��������

���� ������������ ����������� ��� ���������� ���� ������ �� ����� �� ����������� ��

����� ���������� � ������ ����� �������� ���� � ������� ��� ����������� Z2� ���� ������

������� � ��������� �� ������ ������� �������������� �� ��������� ����������� ������ ��

������ ���������� ������� ������� ������� �������� ���� � ������� ����� ���������

���� �� �������� �� ����������� ������������ ���������� � ������ ��� �� ���������� ��� �

�� � � ���� ���� ��� ��� ���� ���� ���������� � ��������������� ������������� � ����

��� ������ ���� ������� �� ��������� ������ ����� �� ����
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������������ ������������ ������ � ������� ���� �Sx�� �Sy� � �Sz� �� ����� �� ����� � ��

�� �������� ���� ����� ����� ������ ������������ ������������

� �������� ��� ���� ������ ���� ������� ��� ������� ������������ �� �Sx� �� �����

�� ����� �� ������� ������� ������������� �� ������� ��������� ��� � ������� ��������



�������� �� ���������� ��

���������� �Sz�� �� ���� ��� ����������� �� ����� �� ������ ��� ������� �� ����

������������� �� ������ �S� ∼ �Sz�ẑ� � ���������� ��������� ��� �� ������ �� ���� ���

��� � ��� ������������� ��������� �� ����� �� ������ �� ����� � �������� ��� � ������

����� ����� ������ �� ����� �� � ����� ��� �� ������ ��������� �� ��� ����� ����������

�� ������� � ����� ������

�������������� �� ������� ��� � �������� �� ��� ����� ������� �� ��� � ���� ��������

���������� �������� ���� �� ������ ���� �� �� ���������� �� ����� �� ����� �������

���� ����� �� ������� �� ������������� � ������� ���� ������ ���� �������� �� ����� ��

����������� ���� ������� �� ������� ���� ��� ����� � ��� ���� ��� ����� � ������ ���

���������� � �������� ���� ������ ������ � ����� ��������� ����� �� ������� �����������

�� ����� ���������� �� ���� �� ����� �� ������� ������ ����� � �������� ����� ����

���������� ��� � ������� ��� � ��� ���� ������� ��� ������� �� ���������� �� ���

�� ����� ������ ���� ������ �������� ���� � � ������� ���� ��� ������� ��� ����

������ ������� ������������ ����������� ����� ��������� ���� �������� ���������� ���

������� �� ������� ���� �� ������ �� ������� �� ������������ ����������� ��� ���������

�� ����� �� ������ ���� ������������ � ������������ ����������� �� ������� �� ���� ������

�� �Sz� � ��� �� �������� ��� ������ �� ����� ��� ������� ���������� �� ������� ������

���� ���� ��� ���� ��� ������������� �������� ���� � ������� ��������� ���� ������

����������� �� ������� ����������� ���������� ���� �������� �� �������� ���������





�������� �� ���������� ��

���� ��� ����� �� �������� �� ������������ ���� ������ ��������� �������� ����������

���������������� � ���������� � ���������� �� �������� �� ������� �� ����� � ����������

���������� ������ ����� �������� ���� ��������� � ����������� �������� ��� �������

���� � ������ ���� ������� � ������������� �� ��������� �� ������ �� ������� ��� � ����

�� ���������� ������� ���� � ��������� �������� ���� ������������ ��� Ueff � �� ������

��������� ���������� � �������� � ��������� ������� ����� �������� ����� ����� 2.7 � 3.5

eV ���� ��� ��� ���� ���� ���� �������� ����������� ��� � ������ ����� ���� � ���������

������� � Ueff = 3.25 eV � ���� ������� ��� ��������� ������� �� ����������� ��������

��� ���������� ���� ������������ �� ����� ���������� ��� � ������� ��������� ���

������������ �� 3.36 µB �� ������� ẑ� �� ����� ������������� �� ����� �� �������

��� Ueff = 0.0 eV ��� Ueff = 1.8 eV

��� Ueff = 2.4 eV ��� Ueff = 3.25 eV

������ ����� �������� ��� �������� �������� �� ��������� �� ������ ���� ���������� �������
�� ��������� �������� �������� �� 0.0 eV �� ���� ��� 3.25 eV �� ���� �� �������� ���������
������������ � ������������ ��� �������� p � �� ������ ������������ � ������������ ���
�������� d�

� ���������� ��������� ���� ���� � ������ ��� ������ ��� �������� ���������� �����

��������� ���������� �� �������� ���� � ������� � ��������������� ���� ���� � � ����

������� ���� ���� ������� ������ �� ������ �� � ����� ��������� ����� �� ����� �����

������ �� ���������� � ����������� ���� ������� � � ������������������� ��� �����������

������������ ����� � ���� �� ��� � ������� � ������������������ �� ����� �� ���������





�������� �� ���������� ��

����� ������� �� ����� � �

�� ����� ����� ������� ����������� �� ������������ ��� ������� �� ����� ��� � � ��

������ �� ������� ������� ��������� ���������� ��� ����������� ��� �� ������ �������

������ ��� ������ ���������� ���� �� �� ������ �� ��� � �� �� � �� ��������� � �����

�� ��������������� 25 � �� ������� x̂ � 20 � �� ẑ� ���� ��� ������ ��������������

� ����� �� � ������� �� ���������� ������������� �� ����� �� ������� �� ������ ��

��������� ���������� �� ��������� ���� � ������� ��������� � ���� ���������������

��� ���

���

������ ����� ��� ��������� �� ������� ��� �������� ��� �������� p ��� ������ �� ��
������������ �� ����� �������� �������� ����� � �� ����� ������� �������� ��������� ��
������� ����

������� �� ��������� �� ������ ������� ��������� � �������� ��� ��� �������� �� ���

��� ������ �� ����� �� ����� �� ������� ����� ������ � ������ �� �������� �� ��������

�������� ������� ���� ���������� �� �� ��� �� ���� ������ �� ��������������� ���

������� �� �������� �������� ��� � ������� �� �������� ��� �������� ��������� �����

���� ����� ���� �� ������ ��������� � ������ ������� ������ � �������� ��� �������� p ���

������ ��� ������� �������� ��������� �� ��� ����� � ������� ��������� �� ��� ����������

������ � ������� ������ ���������� �� ������ �� �������� � ���������� �� � �����

������������ ��� ������� �� ������ �������� ������� ����� �� ������� ��������� � �����

���������� ��������� �� ������������������ � �������� �� ��� �� ������� ���� �� �������

�� ����� �� ���� �������� �� ��� � �� ∼ 28 meV � � ���� �� ������� ���������� � �����

�� ���� ������� ∼ 32 meV � ���� ��������� �� ���������� ������������� �� ����� ���

������� �� ������ ���� �������� ��� ��������� �������� �� ������ �� ������������ �������



�������� �� ���������� ��

���������� ������ �������� �����

��� ���� �� ������� �� ���� ��� ������ ��������� ������� ������������� � �������� ���

������ ��� � ����� ����� �� ����� ������������ �� ����� �� ������ �� ������� � � ��

���������� Sz� ��� � ������������� �� ������ ������ ������ � ���������� �� �� ���

�� Γ� �� ��������������� �� ���������� �������� ��� ��������� ��� ������ �� ����� �������

�� ������� �� ���������� �� ���� ������ ������� ��� �� ���������� ���������� ��� ���

������� �� ��������� � ���� ��� ������ ��������� ���� ���� �������� �������� �S� ∼ �Sz�ẑ�

��� �Sx� � ���� �������� ��� �Sx� � ���� �������

��� �Sy� � ���� �������� ��� �Sy� � ���� �������

��� �Sz� � ���� �������� ��� �Sz� � ���� �������

������ ����� ���� ��� ��� ������������ ��� ������� ����� �� Sx� Sy � Sz �� ����� ��
���� �������� �� ������� ������������ �� ����� �������� �� ���� ��� � ��� ����� ��
����������� ������� ������� ����� ���� � ����� �� ���� ������� �� ��������

��������� ��� �� ��� ������� ������ ���� � �������� �������� ���������� �� �������

�� ������ �� ����� ������ � ��� ������������ ��� �� �������� ��������� ��������� ���

�������������� �� �������� �������������� ��� ����������������� ����� ���� ������ ��� �����

�� ��� � ���������� ��� ������� �� ������� ��������� ��� ����� � ��� ��������� ����



�������� �� ���������� ��

� ����������� ��������� � ������� �� �������� ��� ��� ����� ���������� ������ ��

������ � ������� ���� � �������� �� ���������� ������� � ��� ��� ������ �� �������� ���

�������� ������ �� ����� ������

����� ������� �� ����� � �

����� ����� ���� �� ��������� ���������� � ��������� �� � ��� ������� ��������� ��

��������� ������ � �������� �� �������� ������� � ��� ��� ������ ������� ���� �����

������ ��������� ���������� �������� ���������� ��� ������ ���� �� ����������� ����

�� ��������� ������������ ������ ��� ��� ������������ �������� �� ����� ��� ������

� ��������������� �� ����� �� ����� ��� ������� ���������� ������� �� �������� ����

������ ������� �� ������� ���� ���� �� ������ ���������� ������������ �� ���������� ��

������������� � ��� � ������ �����

� �������� ��� �������� p ��� ������ �� ����� �� ����� ������� �������� ���������

��� � ������� � ������ � ��������� ���� ��� � ������� ��������� �� ��� ����� ���

����� ������ ��� ������� �� ����� ������ ���� ������� ���� � ���� �� ����� �� �����

�������� � ������� � � ������� ��� ���������� ����� �� ����� �� ����� ���� ���������

������� �� ������� �� ����� ������ � �������� �� �������� ���������� � �������� ����� ���

������ ������������� ����� �� �������� �������� p � d� ������ � � ��������� ������������

�� ������� ẑ, ������ � ����� ���� ��� ������������ �������� �� ����� � ��������� ���

������ ������ ������ ����� �����������

��� ���

���

������ ����� ��� �������� ��� �������� p ��� ������ �� ����� �������� ��������� �� �����
� �� ����� ������� ��������� �� ���������� ��� �������� ��� �������� d ��������� �������
��� ������ �� ����� �������� ��� ��������



�������� �� ���������� ��

� �������� �� ����� ��������� ������� � ����� ������� ������� ���� ���� ����� ��

������������� �������� �� �������� � �������� ��� ��� ������ � �������� �� �� ��� ��

��������������� 48 meV ��� ������� ����������� �� ����� �������� ������� � 0.4 eV �

���� �� �������� �� ����� �� ������ � ��������� ��������� ����� � ������������ ���

������� �� ����� ���� � ������� �� Γ� ������ ���� �� ������� ������� ������ ��� �������

����� ����� ������� ��� ����� �������

��� �Sx� � ���� �������� ��� �Sx� � ���� �������

��� �Sy� � ���� �������� ��� �Sy� � ���� �������

��� �Sz� � ���� �������� ��� �Sz� � ���� �������

������ ����� ��� � ��� ������� ������ �� Sx� Sy � Sz� ���� ��� � ��� �������������� �� ����
�������� � ���� ��� � ���� �� ���� �������� �� �������� ����� ������������ � ���� ���� �
�� �������� �������� ���� ���

� ������� �� ���� ��������� � ������� ���� ����� ��� ������� ���������� ���������� �

����� �������� �� ������� ������� ��������� ��� � ����� �� ��������������� ������� ��

������ �� ��� �� ������� �� ������� ��������� ��� ������ � ������������� ������ �������

���� ��� ������ �������������� �� ������ ������ � �������� ����� �������� �������� �

������ ������ ���� � ��������� ��������� ����� ����� �� ����� ���������� ����� �� �����



�������� �� ���������� ��

�� �������� � �������� ��� ��� ������� ���� ����������� �� ����� �� ����� ����������

����� �� ���� ������ �� �������� �� ���������� �� ����� �� ���� ����� �� 0 eV � �� ��

����� ���� �� ����� ���� ������ �� 0.1 eV � �� ����� ��� ��������� � ����� ���� �������

��� ������� ����� �� �������� ��� �������� ������ �� ������� �� ����� ����� ������� ��

��������� ����� ����� �� ��� ����� ��� ����� �� ����� ��� ����������� � ������ ��� �

������� �� ������� � ��������� �����

� �������� ��� ��� �� ������� ���������� ������������ �� ����� �������� ����������

�� ������ ��������������� �� ������ �� ���� ��� ������ �������� ���������� ���� �Sz� � �
����� ����� �� ���������� ���������� �������� �S� ∼ �Sz�ẑ� �� ���� � ����� ��������
��� ���������� � ����� �������������� ������ � ���������� Sz ���� �������������

�������������� �� ����� �� ����� �� ������� ������ �� ����� ��� �� ��� ������ �������

������ �� �Sy� � �Sx� ��� ��� ����� ��� ��������������� �� ����� ��� �S�up ��� � ����
������������� �� ������ � ��� ��������� �������� �� ������ ��� � ������

��������� ���� ���� �������� � ����������� ��������� ������� �� � ������� � �����

������� �� ������� ����� ���������� �� ���������� �� ���� ��� ������� ������������ �

���� �������������� ����� ����������� � ����� ��� �������� � ���� �������� �������������

�� ������

��� �������� ��������������

����� ��������� ���������� �� ������� �������������� ��� � ����������� �� ���

������������� ������ �� ������ ���������� ������� ������ � � ������� ��������

����� ����� �������� � ���������� �� �������� ��� �������� �� ���� �� ����� ������
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