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Moncao, A. O. Espacos de operadores lineares, multilineares e polinomios requlares em
espagos de Riesz e reticulados de Banach 2022. (85) p. Dissertagao de Mestrado, Univer-
sidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Os objetivos centrais desta disserta¢do s@o: (i) Discorrer sobre a introdugado de uma
relacao de ordem nos conjuntos dos operadores lineares, operadores multilineares e po-
linomios homogeéneos regulares entre espagos de Riesz de forma a torné-los espacos de
Riesz. (ii) Discorrer sobre a definigdo de uma norma, chamada de norma regular, nos
espacos dos operadores lineares, operadores multilineares e polinomios homogéneos re-
gulares entre reticulados de Banach de forma a torné-los reticulados de Banach. Para
alcancar esses objetivos provaremos, entre outros resultados, os seguintes teoremas fun-
damentais. O Teorema de Kantorovich, que estabelece que os operadores lineares positivos
sao determinados pelo cone positivo de seu dominio. O Teorema de F. Riesz-Kantorovich,
o qual garante que o espaco dos operadores lineares regulares com contradominio Dede-
kind completo é um espaco de Riesz Dedekind completo. E o resultado que assegura a
continuidade dos operadores lineares positivos definidos em um reticulado de Banach a
valores em um espaco de Riesz normado.

Palavras-chave: espaco de Riesz; Dedekind completo; reticulado de Banach; operadores
lineares regulares; operadores multilineares regulares; polinomios homogéneos regulares;
norma regular.
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Moncao, A. O. Spaces of reqular linear operators, multilinear operators and polynomials
in Riesz spaces and Banach lattices 2022. (85) p. M. Sc. Dissertation, Federal University
of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purposes of this work are the following: (i) To show how an order relation can be
introduced in the sets of regular linear operators, multilinear operators and homogeneous
polynomials between Riesz spaces so that they become Riesz spaces. (ii) To show how
a norm, called regular norm, can be defined in the spaces of regular linear operators,
multilinear operators and homogeneous polynomials between Banach lattices so that they
become Banach lattices. To achieve these tasks we prove, among several other results,
the following fundamental theorems. The Kantorovich Theorem, which establishes that
positive operators are fully determined by the positive cone of the domain space. The F.
Riesz-Kantorovich Theorem, which guarantees that the space of regular linear operators
taking values in a Dedekind complete space is a Dedekind complete Riesz space. And the
result that assures that every positive linear operator from a Banach lattice to a normed
Riesz space is continuous.

Keywords: Riesz spaces; Dedekind complete; Banach lattice; regular linear operators;
regular multilinear operators; regular homogeneous polynomials; regular norm.
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Introducao

Na Analise Funcional estudamos os espacos vetoriais normados e as funcgoes entre es-
ses espacos, tais como os operadores lineares continuos e também operadores nao-lineares
continuos, por exemplo operadores multilineares e polinomios homogéneos. Varias sub-
areas se estabeleceram nessa area da Matematica, e uma delas é a que estuda os espagos
vetoriais ordenados, com especial interesse nos espacos de Riesz e nos reticulados de
Banach, os quais foram introduzidos por volta de 1930 pelo matematico F. Riesz. A ins-
piracao veio da ordem usual da reta, e depois foi comprovado que grande parte dos espagos
importantes em Analise Funcional também estao munidos de uma ordem compativel com
a norma. Com a introducao de tais espagos, o estudo de operadores positivos, que tem
suas raizes no século XIX, teve um avanco significativo. Nas tltimas décadas, a teoria de
espacos de Riesz, reticulados de Banach e operadores positivos, lineares e nao-lineares,
tem sido uma area de pesquisa muito ativa dentro da grande drea de Anélise Matematica.

Assim como na Algebra Linear estudamos os operadores lineares entre espagos vetoriais
de dimensao finita e na Anadlise Funcional estudamos os operadores lineares continuos
entre espagos normados (veja [§]), em espagos de Riesz estudamos os operadores lineares
regulares, que sao operadores lineares entre espagos de Riesz que podem ser escritos como
diferenca de dois operadores positivos (veja [3]). O objetivo central desta dissertacao é
discorrer, com detalhes, sobre a introducao de uma ordem nos conjuntos dos operadores
lineares, operadores multilineares e polindomios homogéneos regulares entre espacos de
Riesz de forma a torna-los espacos de Riesz. E quando esses espagos subjacentes sao
reticulados de Banach, mostrar também como introduzir uma norma, chamada norma
regular, nesses espacos de operadores lineares, multilineares e polinomios homogéneos
regulares de forma a torna-los reticulados de Banach (veja [16, 23]).

A teoria de operadores lineares vem sendo desenvolvida ha muito tempo, mesmo antes
da Analise Funcional aparecer como disciplina matematica. Seu estudo é de grande inte-
resse tanto para o desenvolvimento da matematica em si como também para as aplicagoes
de matematica. Assim também é area de estudo deste trabalho. A teoria dos espacos de
Riesz e operadores (lineares e nao-lineares) positivos tem suas aplicagoes, por exemplo,
em teoria dos jogos, economia, teoria nuclear e teoria de decisao estatistica.

Inicialmente, o interesse da maioria das pesquisas acerca dos espacos vetoriais e espagos
vetoriais normados se concentrava na estrutura algébrica e na estrutura topoldgica. A
estrutura de ordem j&a era estudada, mas em menor escala. Em torno de 1960, os ma-
tematicos comecaram a perceber que, em um espacgo vetorial normado, de uma estrutura
de ordem compativel com as operacoes algébricas e com a norma decorrem resultados
topologicos importantes. Um desses resultados, central na teoria, é o que garante a conti-
nuidade dos operadores lineares positivos definido em um reticulado de Banach a valores
em um espaco de Riesz normado. Esse teorema é essencial para dar condig¢oes que garan-



tam que espacos de operadores lineares, e também nao-lineares, regulares continuos entre
reticulados de Banach sejam reticulados de Banach. Todos esses fatos serao demonstrados
em detalhes nesta dissertacao.

Descrevemos a seguir como os resultados da dissertagao estao organizados.

No Capitulo 1 apresentaremos os conceitos e os resultados de Analise Funcional, com
enfase nos operadores lineares continuos e nos operadores multilineares continuos, que
serao essenciais para o desenvolvimento do nosso estudo.

Os espacos de Riesz, que sao espagos vetoriais munidos de uma estrutura de ordem
compativel com as operacoes algébricas, e algumas de suas principais propriedades serao
apresentados no Capitulo 2. A escolha dos resultados apresentados foi determinada pela
importancia de cada um deles e também pela necessidade de uso nos capitulos subsequen-
tes. Os resultados referentes a essa parte podem ser encontrados com detalhes nos livros
classicos, por exemplo, [3, 23]. Serdo abordadas as classes dos espacos de Riesz Dede-
kind completos e arquimedianos, muito importantes na teoria e no desenvolvimento deste
trabalho. Ainda no Capitulo 2, trataremos dos reticulados de Banach, que sao espacos
de Riesz munidos de uma norma completa compativel com sua estrutura de ordem par-
cial, e veremos exemplos que comprovam que os espacos de Banach cléssicos da Anélise
Funcional, sejam eles espacos de dimensao finita, de sequéncias ou de funcoes, sao todos
reticulados de Banach com ordens bem naturais.

Comecamos o Capitulo 3 estudando os espacos de operadores lineares regulares entre
espacos de Riesz e veremos, em particular, dois teoremas centrais, o Teorema de Kan-
torovich e o Teorema de F. Riesz-Kantorovich. O primeiro mostra a importancia dos
espacos de Riesz arquimedianos. No segundo veremos que o espaco formado pelos ope-
radores lineares positivos com contradominio Dedekind completo é um espago de Riesz
que é Dedekind completo. A seguir, ainda no Capitulo 3, mostraremos que, adicionando
a hipdtese dos espagos serem reticulados de Banach e munindo os espacos de operadores
lineares com a norma regular, tal espago é um reticulado de Banach. No decorrer do
capitulo exibiremos exemplos que justificam a escolha dessas hipoteses.

Empreenderemos o estudo de espagos de operadores multilineares regulares no Capitulo
4. Utilizando condicoes e resultados vistos no caso linear, provaremos que o espago dos
operadores multilineares regulares entre espacos de Riesz é um espaco de Riesz. Mostrare-
mos também que, quando os espacos subjacentes sao reticulados de Banach, o espago dos
operadores multilineares regulares é um reticulado de Banach munido com a norma regu-
lar. Utilizaremos a abordagem feita por Loane em [21] para o primeiro caso. Para o caso
dos espacos de operadores multilineares regulares, utilizaremos uma abordagem diferente
daquela que é usualmente encontrada na literatura. Procedendo dessa forma, nao sera
necessario desenvolver a teoria dos produtos tensoriais de espacos de Riesz, introduzida
por D. H. Fremlin em [14] para tratar desse assunto.

O Capitulo 5 segue um desenvolvimento semelhante ao do Capitulo 4. Veremos que
as condicoes para que o espago dos polinomios homogéneos regulares entre espagos de
Riesz seja um espaco de Riesz e para que o espacos dos polinomios homogéneos regulares
entre reticulados de Banach seja um reticulado de Banach sao as mesmas para o caso
dos espacos dos operadores lineares. Apresentaremos resultados que mostram como os
polindmios homogéneos estao relacionados com os operadores multilineares simétricos
e utilizaremos essa relacao para alcancar as propriedades que desejamos. Para tratar
dos espacos de polinomios homogéneos regulares entre reticulados de Banach, novamente



apresentamos uma metodologia distinta daquela usualmente encontrada na literatura.
Neste caso evitamos o estudo dos produtos tensoriais simétricos de Fremlin.

As férmulas para a parte positiva, a parte negativa e o médulo de operadores linea-
res, multilineares e polinomios homogéneos regulares sao apresentadas em seus respecti-
vos capitulos. Para operadores lineares regulares isso aparece no Teorema de F. Riesz-
Kantorovich. A férmula para o médulo de um operador bilinear entre espacos de Riesz é
apresentada por Fremlin em [I5] sem demonstragao e é demonstrada em [9] por Buskes
e Van Rooij utilizando o produto tensorial de Fremlin. Para operadores multilineares e
polinémios homogéneos regulares exibiremos as férmulas como em [21].

E importante ressaltar que todos os resultados apresentados sao conhecidos, explici-
tamente ou de forma implicita nos livros e artigos da area. Como acontece com todas
as areas da matemadtica, muitos resultados e exemplos conhecidos e largamente utilizados
aparecem na literatura com demonstracoes pouco detalhadas, muitas vezes omitindo de-
talhes importantes, e algumas vezes até sem demonstracao nenhuma. Um dos objetivos
deste trabalho é apresentar todas essas demonstracoes e exemplos com detalhes suficien-
tes para a compreensao do leitor. Nossa aspiracao é que, apos estudar esta dissertacao,
o leitor estara preparado para acompanhar os avancos recentes na area e, eventualmente,
se dedicar a pesquisa original no assunto.

Ariel de Oliveira Mongao
Uberlandia-MG, 28 de abril de 2022.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar definicoes e resultados de Anélise Funcional
que sao essenciais para o prosseguimento do nosso estudo, como também relembrar alguns
conceitos e notagoes. As referéncias basicas que foram utilizadas neste capitulo sao [, 2§].

Neste trabalho trataremos apenas de espagos vetoriais sobre o corpo R dos niimeros
reais.

1.1 Resultados basicos de Analise Funcional

Dados espagos vetoriais E e F', denotamos por L(E; F') o conjunto de todos os opera~
dores (transformagoes) lineares de £ em F'. Denotamos L(FE;R) por E*, o qual chamamos
de dual algébrico de E. Se os espacos vetoriais F e I’ forem normados, denotamos por
L(E; F) o subespaco de L(E; F') formado pelos operadores lineares continuos. Chama-
mos E' = L(E;R) de dual topoldgico de E e seus elementos sao chamados de funcionais
lineares. Denotamos por Bg a bola unitaria fechada de E' com centro em 0, ou seja,

B ={z € E: |z| <1}.
O teorema a seguir é muito 1til pois fornece condigoes necessérias e suficientes para a

continuidade de um operador linear entre espacos normados.

Teorema 1.1.1. Sejam E e F espacos normados e T: E — F um operador linear.
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) T € continuo.
(i) T é continuo na origem.
(#ii) sup{||T(x)|: x € Bg} < 0.
(iv) Existe uma constante real C > 0 tal que |T'(z)|| < C||z|| para cada x € E.
Demonstracao. Veja [8, Teorema 2.1.1]. O

Defini¢ao 1.1.2. Sejam E e F espagos vetoriais normados. Dizemos que T' € L(E; F) é
um:



e [somorfismo topolégico se T' é bijetivo e seu inverso é também continuo.

e Mergulho topoldgico se T é um isomorfismo topolégico entre E e o subespago T(E) de
F, ou seja, se T' é um isomorfismo sobre sua imagem.

e [somorfismo isométrico se T é bijetivo e ||T(z)|| = ||z|| para todo x € E.

e Mergulho isométrico se T é um isomorfismo isométrico entre F e o subespago T(E) de
F.

Duas normas ||-||; e || -||2 em um espago vetorial E sdo ditas equivalentes se o operador
identidade I: (E, || -|1) — (E,]| - ||]2) é um isomorfismo topoldgico.

Relembremos que um espaco métrico M é dito completo se toda sequéncia de Cauchy
em M é convergente em M.

Defini¢ao 1.1.3. Um espa¢o de Banach é um espago vetorial normado (E, || - ||) no qual
a métrica induzida pela norma d(z,y) = ||z — y|| torna E um espago métrico completo.

Definicao 1.1.4. Seja (z,,)2%, uma sequéncia em um espago normado F.

o0

(i) Dizemos que a série E T, é convergente em E se a sequéncia das somas parciais

n=1

(Z xk> converge para algum z € F.
k=1

n=1
00

(ii) No caso acima dizemos que = é a soma da série e escrevemos xr = E Ty

n=1

oo oo
(iii) Quando Z |zn|] < oo, dizemos que a série Z x, € absolutamente convergente.

n=1 n=1

Teorema 1.1.5. Um espagco normado E é um espago de Banach se, e somente se, cada
série absolutamente convergente € convergente em E.

Demonstragao. Veja [8, Proposi¢ao 10.1.4]. ]
O teorema a seguir sera muito util neste trabalho.
Teorema 1.1.6. Sejam E e I espagos normados.

(i) A expressio
1T = sup{IT(z)[|: z € E e [lz]| <1}

define uma norma no espa¢o L(E; F'), chamada de norma usual de operadores.

(ii) Para todos T € L(E; F) e x € E, vale
1T (2)[] < (|||
(iii) Se F € espaco de Banach, entao L(E; F) também € espaco de Banach.

5



Demonstragao. Ver [8, Proposigao 2.1.4]. O]

Proposicao 1.1.7. Seja F' um subespaco de um espago de Banach E. Entao F € um
espaco de Banach munido da norma induzida de E se, e somente se, F' € fechado em E.

Demonstragao. Veja [8, Proposi¢ao 1.1.1]. ]

Seja E' um espago de Banach. Dizemos que um operador linear continuo P: F — E
é uma projegio se P? .= Po P = P. E claro que ||P|| > 1 quando P # 0 é uma projecao.

Proposicao 1.1.8. Seja F' um subespaco de um espaco de Banach E. Entdo as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) Existe uma proje¢io P: E — E tal que P(E) = F. Nesse caso, dizemos que P é
uma projecao de E sobre F.

(ii) F € fechado em E e existe um subespago fechado G de E tal que E = F & G, isto
¢, E=F+GeFnNG={0}.

Demonstracao. Veja [8, Proposicao 3.2..2]. O

Combinando esses dois resultados anteriores podemos mostrar que um subespaco F
de um espaco de Banach E ¢ também um espaco de Banach se exibirmos uma projecao
P de E sobre F. Usaremos esse raciocinio no Capitulo 5.

1.2 Operadores multilineares em espacos vetoriais e
espacos normados

Definigao 1.2.1. Dado n € N, sejam E, ..., F, e F espacgos vetoriais reais. Dizemos que
uma funcdo A: Fy X --- x E, — F é um operador n-linear (ou multilinear) se é linear
em cada uma de suas variaveis, isto é,

A(my, . oo+ A x,) = A(wy, oo @y ) F ANA(T, - T )

para todos z;, 2, € E; com i =1,...,ne A € R. Se F = R dizemos que A é uma forma
n-linear.

Um operador 2-linear também ¢é chamado de operador bilinear.

Denotamos o conjunto de todos os operadores n-lineares de F; X -+ X E, em F
por L(Ey,...,E,;; F). Quando F = Ey = --- = E,, denotamos L(F,...,E,; F) por
L(™E; F).

Para todos A, B € L(Ey,...,E,; F) e A € R definimos os operadores n-lineares

A+B:Eyx---xE,—F, (A+ B)(x)=A(x)+ B(x), e
M:Ey x - x E, — F, (M)(x) = \A(z).

Com essas operagoes, L(Ey, ..., E,; F') é um espaco vetorial sobre R.
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Exemplo 1.2.2. Sejam Fy,..., F, e F espagos vetoriais e sejam ¢ € E1*,... ¢, € E,”
e b € F. Definimos uma funcao A: Fy X --- x E, — F por

Az, ... xn) = ¢1(x1) - - - Pn ().

E f4cil ver que A estd bem definido. A linearidade de cada ¢; implica que A é linear em
cada variavel. Entao A é um operador n-linear.

Quando FEy, ..., E, sao espacgos normados sempre consideramos E; X --- X E, munido
de uma das seguintes normas

[Czrs s mn) e = ol + -+ el

1
Iy, za)lla = (ol + - + llzal*)2,
[G1s s )l = max{ [zl . flzall},

onde x1 € F4,...,x, € E,.

Proposicao 1.2.3. Sejam Ei, ..., E, espacos normados.
(i) As normas || - ||1, || - |l2 € || - ||oc sG0 equivalentes.
(ii) Se Ey, ..., E, sao espagos de Banach, entdo Ey X --- X E, também é um espaco de

Banach com qualquer uma dessas trés normas.
Demonstracao. Veja [28, Proposigao 2.6]. ]

Estabelecidas as normas no produto cartesiano de espagos vetoriais normados, pode-
mos falar de operadores multilineares continuos. Assim como no caso linear, temos um
resultado com condigoes necessarias e suficientes para saber sobre a continuidade de um
operador multilinear entre espagos normados.

Teorema 1.2.4. Seja A: Fy X --- X E, — F um operador n-linear entre espag¢os nor-
mados. As sequintes condicoes sdo equivalentes:

(i) A é continuo.
(i) A € continuo na origem.
(iii) ||A|l :==sup{||A(z1,...,x,)||: @i € E; e |zi]| <1, 1<i<n}<oc.

(w) Eziste uma constante real C' > 0 tal que ||A(xy,...,z,)| < Cllzi| - - ||za|| para
todos v1 € Eq,...,x, € E,,.

Demonstragao. Veja [28, Proposigao 2.7]. O

Sejam Fj, ..., E, e F espacos normados. Denotamos por L(Ey, ..., E,; F) o subespago
vetorial de L(Ey, ..., E,; F) formado pelos operadores multilineares continuos. Se E =
E, =-.-- = FE,, usamos as seguintes notacgoes:

LOEF)=L(Ey,...,E.;F) e L("E)=L("E;R).

O resultado a seguir generaliza o Teorema 1.1.6.
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Teorema 1.2.5. Sejam Ei, ..., E, e F espacos normados.
(i) A expressdio
|A|| = sup{||A(z1,...,z,)||: @i € E; e |zi]| <1, 1<i<n}

define uma norma no espa¢o L(FE1, ..., Ey; F), chamada de norma usual de opera-
dores multilineares.

(i) Para todos A € L(Ey,...,Ey;F) exy € Ey,...,x, € E,, vale
[AG@, . mn) || < (A ]] - - ]
(iii) Se F ¢é espagco de Banach, entio L(FE,...,E,;F) também é espa¢o de Banach,
munido com a norma || - ||.
Demonstragao. Veja [28, Proposicoes 2.8 e 2.11]. ]

A nao ser que digamos o contrario, sempre consideramos L(Fj, ..., E,; F') munido
com a norma do teorema acima.

Exemplo 1.2.6. Sejam E|, ..., E, e I espacos normados e sejam ¢, € E{',... ¢, € E,’
e b € F. Entao o operador n-linear A: Fy X --- x E, — F, dado por

A(xl, cee 7xn) = (bl(xl) to (bn(xn)b?
é continuo. De fato,

|Al| = sup{||A(x1,...,x,)||: v; € Bg,, 1<i<n}
= sup{||¢1(z1) -~ @u(xn)b||: 5 € Bp,, 1<i<n}
= [|b]| - sup{[¢1(z1)[ - - - |Pn(@n)|: xi € Bg,, 1 <1< n}
= [lo]l - sup |g1(z1)] -+ sup [Pn(wn)|

z1€Bg, Tn€BEg,

= [[bll - {|@all - - - I $nl-
Segue do Teorema 1.2.4(iii) que A é continuo pois || A|| < oco.
Proposicao 1.2.7. Sejam FEy, ..., E,, e F espacos vetoriais, com m,n € N.
(i) O operador linear
O: L(Ey, ..., Eyers F) — LB, . Evi L(Evesrs o+ oy B F)),

dado por
D(A) (1, ) (Tt e s Tan) = A(T1, -+ oy Tin)s

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais, chamado de isomorfismo canonico.

(ii) Se Ey, ..., Epnin € F sdo espagos normados, entao o isomorfismo ® induz um iso-
morfismo isométrico de L(E1, ..., Epin; F) em L(Ey, ..., Epn; L(Epnst, .oy Epan; F)).

Demonstracao. Veja [28, Proposicao 2.12]. ]



Por simplicidade, escrevemos Ly ao invés de ®(A).
Apesar de ser um caso particular do teorema acima, enunciamos o seguinte resultado
como uma proposi¢ao, pois ela sera muito importante nos Capitulos 4 e 5.

Proposicao 1.2.8. Sejam FE1, ..., E, e F' espacos normados. FEntao a correspondéncia
A r— Ly é um isomorfismo isométrico de L(E, ..., Ey; F) em L(Ey; L(Es, ..., Ey; F)).

Seja A: E; X -+ x E,, — F um operador n-linear entre espacgos vetoriais. Para
cada i € {1,...,n} fixo, sejam a;, € F,.%. a, € E, e facamos o; := (ay,.1., a,), onde .1,
significa que a i-ésima coordenada foi retirada. Definimos um operador linear A, : E; —
F por

Alaq(l'l) = A(al, ey A1, Lgy Qg1 - - - ,an).

E claro que cada A’ ¢ linear pois A é n-linear.
Q)

Definicao 1.2.9. Seja A: F; x---x E, — F um operador n-linear entre espacos vetoriais
normados. Dizemos que A é separadamente continuo se o operador linear Ay, ¢ continuo

para cada i € {1,...,n} e todos a; € Ey, .10, a, € E, fixos.

Proposicao 1.2.10. Sejam E, ..., E, espacos de Banach e F' um espaco normado. Se
A: By x -+ x B, — F € um operador n-linear separadamente continuo, entao A é
continuo.

Demonstragao. Para o caso bilinear veja [8, Corolario 2.3.5], para o caso geral veja [17,
Theorem 7, péagina 4]. ]



Capitulo 2

Espacos de Riesz e reticulados de
Banach

Neste capitulo apresentamos a teoria basica de espacos de Riesz e de reticulados de
Banach, com énfase nas defini¢oes, resultados e exemplos que sao relevantes para os
capitulos subsequentes. As principais referéncias utilizadas para o material deste capitulo
sao [3, 23]. Para um estudo mais aprofundado sobre o assunto recomendamos [23] 27].

2.1 Espacos de Riesz

Uma relacao < em um conjunto nao vazio X é dita relacao de ordem parcial se, para
todos x,y, z € X, as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) =z < x;
(i) z <y ey <z implica x = y;
(i) z <y ey < zimplica z < z.

Um conjunto nao vazio X munido com uma relacao de ordem parcial < é dito conjunto
ordenado. Para x,y € X, dizemos que = é menor do que y se x < y (também escrevemos
y > x para denotar z < y e dizemos que y é maior do que z). Seja A um subconjunto de
X:

e Uma cota superior de A, se existir, é um elemento s € X tal que z < s para todo x € A.
e Uma cota inferior de A, se existir, é um elemento r € X tal que r < x para todo x € A.

e Dizemos que A é limitado superiormente (limitado inferiormente) se existir uma cota
superior (inferior) de A. Se A for limitado inferior e superiormente, dizemos que A é
ordem limitado.

e Se A for limitado superiormente e existir uma menor cota superior de A, tal elemento
é chamado de supremo de A e denotado por sup A, Vyea ou sup{z: x € A}.

e Se A for limitado inferiormente e existir uma maior cota inferior de A, tal elemento é
chamado de infimo de A e denotado por inf A, Ayeq ou inf{z: xz € A}.
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Definicao 2.1.1. Um conjunto ordenado X é um reticulado se, para quaisquer dois ele-
mentos z,y € X, o conjunto {z,y} tem supremo, o qual denotamos por sup{zx,y} ou
x V y, e tem infimo, o qual denotamos por inf{z,y} ou x A y.

Um espaco vetorial real E é chamado de espaco vetorial ordenado se E estiver munido
com uma relacao de ordem < que satisfaz as seguintes condigoes: para x,y € F,

x <y implica z + z < y + z para todo z € F,

r <y implica axr < ay para todo real a > 0.

Um vetor x € E é dito positivo se x > 0. O conjunto de todos os vetores positivos de
E é chamado de cone positivo e denotado por E™.
As funcoes

(r,y) e EXE —2zVyeFE e (v,y) e EXE—acANyeck

sao chamadas de operacoes de reticulado.

Definicao 2.1.2. Um espaco de Riesz é um espago vetorial ordenado que é um reticulado.
A literatura também usa o termo reticulado vetorial para se referir a um espacgo de Riesz.

Para um vetor x em um espaco de Riesz definimos
rt=12VO0, = =(—-z)VvO0 e lz| =2z V (—x),

vetores esses que sao chamados de parte positiva de x, parte negativa de x e mddulo ou
valor absoluto de x, respectivamente. E claro que |z| = | — x|.

Exemplo 2.1.3. (a) O conjunto dos niimeros reais R com sua ordem usual é um espago
de Riesz. Nesse caso, as noc¢oes de supremo e infimo coincidem com as nocoes da Anélise
na Reta e o valor absoluto coincide com o moédulo.

(b) Para todo n, R™ é um espago de Riesz com a ordem coordenada a coordenada, definida
da seguinte forma:

(a1,...,an) < (b1,...,by,) <= a; <b; paratodo j=1,...,n.
Nesse caso,
(a1,...,an)V (b1,...,b,) = (max{ay, b1}, ..., max{a,, b,}),

(a1,...,an) A (b1,...,b,) = (min{ay, b1}, ..., min{a,, b,}),
l(at,...,a,)| = (|lai|, ..., |ad]).

No Exemplo 2.2.13 veremos uma outra ordem que também faz de R™ um espaco de
Riesz.

(c) Seja E o espago vetorial de todas as fungoes reais definidas em um conjunto X, com
as operagoes usuais (pontuais) de fungoes. Munimos E com a ordem pontual:

f <g<= f(z) < g(z) para todo = € X.

11



Para todos f,g € E e x € X, temos

(f Vg)(x) = max{f(z), g(x)} e (f Ag)(x) =min{f(z) g(z)}.

Segue que E é um espaco de Riesz e que

[fI(z) = [f ()]
para toda f: X — R e todo z € X.

(d) Seja RN == {(a,)>2, : a,, € R para todo n} o espago vetorial de todas as sequéncias
de numeros reais com as operagoes usuais (coordenada a coordenada) de sequéncias.
Identificando RY com o conjunto das fungoes de N em R, do item (c), segue que RY é um
espaco de Riesz com a ordem pontual, que neste caso é chamada de ordem coordenada a
coordenada. Também, se (a,)%; e (b,)>, sao vetores de RN, entao

(an)nzr V (bn)ply = (max{an, bn})ply € (an)pzy A (D)o = (min{an, by })ol,.
E claro que
[(an)nzi| = (Jan])nZy
para toda sequéncia (a,)7; de nimeros reais.
(e) Dados m,n € N, seja M,,x, o espaco vetorial das matrizes reais m X n. E f4cil ver
que a ordem parcial coordenada a coordenada,
A = (aij)mxn < (bij)mxn = B <= a;; < b;; paratodos 1<i<m e 1<j<n,
faz de M,,«, um espago de Riesz; e que

AV B = (max{aijvbij})mxm ANB = (min{aijvbij})mxm |A’ = (|aij’)mxn

para todas A, B € M, xn.

(f) Seja {E;: i € I'} uma familia de espagos de Riesz. O produto cartesiano generalizado
[] E; é definido como sendo o conjunto de todas as fungoes
el

jer

tais que f(i) € FE; para todo ¢ € I. Chamando f(i) = z; para todo i € I, podemos

denotar um elemento f € [[ E; por (z;);c;- No caso em que I = N usamos a notagao
i€l
usual (x1,zs,...) de sequéncias. Nao é dificil verificar que [] E; é um espago vetorial
i€l
ordenado com as operagoes algébricas pontuais e com a ordem parcial

(ﬂiz‘)z‘el < (yi)iel <— 1; <y, paratodo 7€ [l.

Dados (z;)ier € (yi)icr em [ E;, é facil ver que
iel

(@i)icr V i)ier = (@i V Yi)ier, (@i)ier N (Wi)ier = (@i A Yi)ier € [(@i)ier| = (|z4])ier-
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Segue que [[ E; é um espago de Riesz.
iel
Observamos também que se A; C E;, 7 € I, sao subconjuntos que tém supremos, entao
sup{(x;)ier: z; € A; para todo @ € I} = (sup A;)er.
De fato, por um lado, se x; € A; para cada i € I, entao (x;);e; < (sup 4;)ier, € logo

sup{(mz‘)z‘g: x; € A; paratodo i€ ]} < (sup Ai)ig‘

Por outro lado, seja (s;);er € [] F; tal que
icl

(zi)ier < (8i)ier < (sup Ay)icr,
sempre que z; € A; para cada ¢ € I. Como a ordem ¢ feita pontualmente, vale que
x; < s; < sup A; para todo z; € A; e todo i € I. Segue que s; = sup A; para todo i € I,

donde concluimos a igualdade desejada.

As propriedades listadas no resultado a seguir serao tuteis adiante e evidenciam a
harmonia, em um espaco de Riesz, entre as operacoes algébricas de espago vetorial e as
operacoes de reticulado.

Teorema 2.1.4. Se x, y e z sao vetores de um espago de Riesz, entao:
(i) x+y=xzVy+zAy.

(i) v Vy=—(—z) A (-y).

(iii) cNVy+z=(@x+2)V{y+z)exANy+z=(x+2)A(y+2).

() (xVy)Nz=(xAN2)V(yAz)e(zAhy)Vz=(xV2z)A(yVz).

(v) a(zVy)=(azx)V(ay) e a(x ANy) = (ax) A (ay) para todo real o > 0.

(vi) x=a"—2x" =z ANy+(x—y)T ext Az~ =0.

(vii) |z| =2t + a7, |zt y| <|z|+ |y| e |ax| = |al - |z| para todo o € R.
(viii) © <y se, e somente se, T <yt ey <.

(ir) lx—y|l=azVy—axAy=lzVz—yAz|+|zAz—yAz|.
Demonstragao. Veja [23, Theorem 1.1.1]. O
Corolario 2.1.5. Sejam x e y vetores de um espaco de Riesz. Entao:

(i) aVy=5(+y) +3le—yl e vAy=3(+y) —jlz—yl

(i) (x+y)" <z +y".
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Demonstragao. Para ver o item (i) basta somar e subtrair as igualdades dos itens (i) e
(ix) do teorema acima.

Agora, pelo item (viii) do teorema acima sabemos que = < z* e y < y*. Dessa forma,
0<at—ze0<y"—yimplicam z +y < 27 +y*. Como z* + y* é positivo, entao
T+ y* é cota superior do conjunto {z + y,0}. Portanto,

(+y)" =(@+y)VO<at+y",
provando o item (ii). O
Para subconjuntos A e B de um espaco de Riesz F e a € F, definimos
A+B={x+y:x€Aeye B},
aVA={aVz:zeA}
aNA={aNzx: xe€ A}

Proposicao 2.1.6. Seja A um subconjunto nao vazio de um espacgo de Riesz E. Se sup A
existe, entao para qualquer x € E existem sup(xz + A) e sup(z A A). Além disso,

x+supA=sup(r+ A) e xAsupA=sup(z A A).

Se inf A existe, entao para qualquer v € E existem inf(x + A) e inf(x V A). Mais
ainda,
r+infA=inf(r+ A) e xzVinf A=inf(zxV A).

Demonstracao. Veja [23, Proposition 1.1.2] ou [3, Theorem 1.8]. O

Proposicao 2.1.7. Seja E um espago de Riesz e sejam A e B subconjuntos formados
apenas por vetores positivos de E. Se sup A e sup B existem, entao existe sup{A + B}.
Além disso,

sup A + sup B = sup{A + B}.

Demonstracao. E claro que sup A e sup B sao positivos. Se x € A e y € B, entao

0<z<supA=z+y<supA-+y;

0<y<supB = supA+y <supA—+supB.
Logo = +y < sup A + sup B, ou seja, sup A + sup B é cota superior do conjunto A + B.
Mostremos que se t € E™ ¢é tal que

r+y<t<supA+supB

para todos z € A ey € B, entdao t = sup A + sup B. De fato, para y € B fixo temos
r < t—yparatodox € A. Logo, sup A < t—y vale sempre que y € B. Assim, y < t—sup A
para todo y € B implica que sup A + sup B < t. Portanto, sup A + sup B = t, e isso
significa que sup{A + B} existe e é igual a sup A + sup B. H
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Proposicao 2.1.8. Sejam x,x; ..., x, vetores positivos de um espaco de Riesz. Entdo
A (@14 ) < AT+ F T ATy
Demonstracao. Veja [3, Lemma 1.4]. O

As vezes é util decompor um vetor de um espaco de Riesz como soma de outros vetores
e ainda garantir que as parcelas dessa soma satisfacam uma condig¢ao limitante. Os dois
teoremas a seguir sao 1teis nesse sentido.

Teorema 2.1.9 (Propriedade da decomposigao). Sejam x, y1, . .., y, vetores de um espago
de Riesz E satisfazendo |x| < |y1 + -+ + yn|. Entao existem xy,...,x, € E tais que
|z;| < |yi| para todoi=1,... ,n, ex =x14---+x,. Mais ainda, se x for positivo, entao

cada x; pode ser tomado positivo.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 1.13]. O
Teorema 2.1.10 (Propriedade da decomposicao de Riesz). Sejam x1,...,Zn, Y1, -, Ym
vetores positivos de um espaco de Riesz E satisfazendo v1 + -+ +x, = y1 + -+ + Ym-
Entao existem vetores positivos zy, € E, 1 =1,....,n ek =1,...,m, tais que
Ty = Zzik € Yk = Zzik-
k=1 i=1
Demonstracao. Veja [23, Proposition 1.1.3] ou [3, Theorem 1.20]. O

O seguinte diagrama ilustra a propriedade da decomposicao de Riesz:

21,1 + -+ 21m = 1
+ + +
+ - +
Zna + o+ Zam = T
I I I
mo+ ot g = @

Antes de definir subespaco de Riesz, vejamos que nem todo subespaco vetorial de um
espaco de Riesz é espaco de Riesz.

Exemplo 2.1.11. Seja

[ee]
E = {(an);f’:1 € RY: a série Zan é convergente}
n=1
com a ordem coordenada a coordenada. Das propriedades de séries convergentes segue
que E é subespaco vetorial do espago de Riesz RY do Exemplo 2.1.3(d).

Vejamos que E nao é espaco de Riesz com essa ordem. De fato, da Anélise na Reta
o0

sabemos que a série harmonica alternada Y (—1)"n~! é convergente mas nao é absoluta-
n=1
mente convergente. Logo, a sequéncia ((—1)"n~1)°, pertence a F enquanto que
n, —1\yoo o —1\o0
()"0~ | = (071,

nao pertence a F.

15



Definicao 2.1.12. Um subespaco vetorial F' de um espago de Riesz E é chamado su-
bespaco de Riesz de E se F' é fechado com respeito as operacoes de reticulado, isto é, para
todos x,y € F', os vetores x Vy € E e x Ny € I pertencem a F'.

A condigao para ser subespacgo de Riesz pode ser enfraquecida:

Proposicao 2.1.13. Seja F' um subespaco vetorial de um espago de Riesz que é fechado
com respeito a operagao de reticulado V (ou A), isto €, para todos x ey em F tem-se
xVy€F (oux ANy €F). Entao F € subespago de Riesz.

Demonstracao. Suponha que F' seja subespago vetorial fechado com respeito a operacao
de reticulado V. Para todos z,y € F', —(—x) V (—y) € F. Do Teorema 2.1.4(ii) temos

rANy=—(—x)V(—y) € F.
O outro caso ¢ analogo. O

Exemplo 2.1.14. (a) Uma ordem parcial < em um conjunto M é chamada de ordem
total se todos os elementos de M sao comparaveis, isto €, dados dois elementos =,y € M
tem-se x < y ou y < x. Nesse caso, dizemos que M ¢é totalmente ordenado. Se E é um
espaco vetorial munido de uma ordem total, entao £ é um espaco de Riesz. Com efeito,
para x,y € F temos

zsANy=z<y=xzVy ou sxANy=y<zx=zxVy.
Consequentemente, todo subespaco vetorial de um espaco de Riesz com uma ordem total
é subespaco de Riesz.

(b) Sejam K um espago topolégico compacto de Hausdorff e C'(K) o espago vetorial das
fungoes continuas f: K — R. Entao C'(K) é subespago de Riesz do espago de Riesz das
fungoes de K em R do Exemplo 2.1.3(c) pois, para todas f, g € C(K), a fungao

f(x) +g(x) +|f(x) — g(x)|
2

r€ K (fVg)(z) =max{f(z),g(z)} = €R,

é continua. Segue que C'(K) é espago de Riesz com a ordem pontual.

(c) Seja ¢ o subespaco vetorial do espaco de Riesz RY do Exemplo 2.1.3(d) formado pelas
sequéncias convergentes. Entdo ¢ é subespaco de Riesz de RY, pois se (a,)%;, (b,)2, € ¢,
digamos a,, — a e b, — b, entao

an + by + |an — by a+b+la—D|
—

5 5 = max{a, b};

max{a,, b, } =
e portanto (a,)s, V (b,)5, = (max{a,, b,})r>, € c. Segue que ¢ é espago de Riesz com
a ordem coordenada a coordenada.

Terminamos a secao introduzindo e estudando uma classe muito importante de espacos

de Riesz.

Definicao 2.1.15. Um espago de Riesz ¢é dito Dedekind completo se qualquer subcon-
junto nao vazio limitado superiormente tem supremo. Um espaco de Riesz é chamado
o-Dedekind completo se qualquer subconjunto nao vazio enumeravel e limitado superior-
mente tem supremo.
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E claro que ser Dedekind completo implica que qualquer subconjunto nao vazio limi-
tado inferiormente tem infimo. E imediato que todo espaco de Riesz Dedekind completo
é o-Dedekind completo.

Proposigao 2.1.16. Seja E um espago de Riesz. Se todo subconjunto de vetores positivos
limitado superiormente tem supremo em E, entao E ¢ Dedekind completo.

Demonstracao. Sejam A C FE limitado superiormente e ¢ uma cota superior de A. Do
Teorema 2.1.4(viii), temos 0 < 27 < tT e 0 <t~ <z~ paratodo x € A. Em particular, o
conjunto {z: x = zT—x~ € A} é formado por vetores positivos e limitado superiormente.
Notemos que se y =y~ —y~ € A, entao y~ é uma cota superior para o conjunto

{r:0<r <z paratodoxr=x" -2~ € A}.
Por hipotese, os conjuntos
{zt:z=a2"—2" €A} e {r:0<r <z paratodox=2z"—2" € A}

possuem supremo, digamos st e s~, respectivamente. Afirmamos que s = s — s~ é o
supremo do conjunto A. De fato, para cada z € A temos 27 < st <tt et <s <a~,
e novamente do Teorema 2.1.4(viii), x < s < t. Como t é uma cota superior qualquer de
A, segue que s = sup A, concluindo que E é Dedekind completo. O

Exemplo 2.1.17. Da Anélise na Reta sabemos que o corpo dos nimeros reais munido
com a ordem usual é Dedekind completo.

Vejamos que R” e RY sdo Dedekind completos com a ordem coordenada a coordenada.

Comecamos com um subconjunto limitado superiormente A de RY, digamos que b =
(b;)ieny € uma cota superior para A. Para cada i € N, defina A; = {a;: (a,)02, € A}.
Entao b; é uma cota superior para A;, mostrando que A; C R é limitado superiormente.
Como R é Dedekind completo, temos sup A; € R. Logo (sup 4,)%2, é o supremo do
conjunto A ja que qualquer cota superior (s,)5, de A é tal que a; < sup 4; < s; para
cada i, sempre que (a,)5, € A.

Argumento analogo pode ser usado para R™.

Veremos no Exemplo 2.2.8 um espago de Riesz que nao é Dedekind completo.

Sabemos da Analise na Reta que para niimeros reais positivos podemos fazer a troca
do supremo com a soma, isto é, a soma dos supremos ¢ o supremo da soma. O préximo
resultado mostra que isso também vale para um espaco de Riesz Dedekind completo.

Proposicao 2.1.18. Seja E um espaco de Riesz Dedekind completo e sejam A e B sub-
conjuntos formados apenas por vetores positivos de E. Entao sup A e sup B existem se,
e somente se, existe sup{ A + B}. Neste caso,

sup A + sup B = sup{A + B}.

Demonstracao. A Proposicao 2.1.7 garante uma implicagdo. Para provar a outra im-
plicacao, suponha que sup{A + B} exista em E*. Entao = +y < sup{A + B} para todos
r € Aey € B. Logo, para y € B fixo temos x < sup{A + B} — y para todo = € A.
Segue que sup A existe, pois £ é Dedekind completo, e sup A < sup{A + B} — y. Dessa
forma, y < sup{A+ B} —sup A vale para qualquer y € B. Como E ¢é Dedekind completo,
sup B existe e sup A+sup B < sup{A+ B}. Agora, usando a Proposigao 2.1.7 temos que
sup A + sup B = sup{A + B}. ]
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A proposigao a seguir, que foi inspirada em [25, Lema 2.4.10], também sera 1til para
avaliar o supremo de um conjunto.

Proposicao 2.1.19. Sejam A e B conjuntos nao vazios e seja E um espaco de Riesz
Dedekind completo. Se f: A x B — E € uma funcdao limitada superiormente, ou seja,
sua tmagem € um conjunto limitado superiormente de E, entao

supsup f(z,y) = supsup f(z,y) = sup{f(z,y): v € A e y € B}.
z€A yeB yEB €A

Demonstragao. Seja
s=sup{f(z,y): x € A e y € B},

o qual existe porque f é uma funcao limitada superiormente e E é Dedekind completo.
Entao f(x,y) < s para cada x € A ey € B. Assim, s é cota superior para o conjunto
{sup f(z,y): v € A}; e como E é Dedekind completo existe

yeB

t :== sup{sup f(z,y): v € A} = supsup f(z,y).
yeB r€A yeB

E claro que t < s. Por outro lado, para todosa € Ae b€ B,
F(a,b) < sup f(a, ) < supfsup f(z,y): = € A} = 1.
yeB yeB
Logo s < t, e portanto, t = s. De modo anélogo, existe

u = sup{sup f(z,y): y € B} =supsup f(z,y)
€A yEB €A

eu=3s==t. O

2.2 Reticulados de Banach

Um reticulado de Banach é uma estrutura muito rica que combina, de forma com-
pativel, as operacoes algébricas de espaco vetorial, as operagoes de reticulado de um
espaco de Riesz e as propriedades topoldgicas provenientes de uma norma completa. Mais
precisamente:

Definicao 2.2.1. Uma norma || - || em um espago de Riesz E é chamada de norma
reticulada se satisfaz a seguinte implicagao:

z,y € B, || <[yl = [lz]| < [lyll

Nesse caso, dizemos que (E, || - ||) é um espago de Riesz normado. Um espago de Riesz
normado que é completo com respeito a sua norma é chamado de reticulado de Banach.

Proposigao 2.2.2. Se E é um espago de Riesz normado, entao |||z||| = ||z| para todo
rekl.

Demonstracio. E claro que |z| = |(Jz|)| para todo € E. Como E é espaco de Riesz
normado, temos que || < |(Jz])] implica [lz]| < [[lz|] e [(jz])] < || implica [|[z]]| <
1] 0
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Apresentaremos alguns exemplos de reticulados de Banach. Veremos, em particular,
que os espacos de Banach cléssicos sao todos reticulados de Banach.

Exemplo 2.2.3. Para n € N, consideremos R"” com a ordem coordenada a coordenada,
que ja sabemos ser espaco de Riesz Dedekind completo (Exemplo 2.1.17). Sabemos
também que sao completas as normas usuais em R"™:

[z, )l = lea] 4 - 4 ],
1
@1,y @a)llz = (l2a? + -+ |2al?)2,
(1, ..., 20)|lo = max{|x1],. .., |zal},
(Il - ||2 é chamada norma euclidiana). Sejam x = (xy,...,2,) e y = (Y1, .., Yn) vetores de
R™ tais que |z| < |y|, ou seja, |z;| < |y;| para todo i =1,...,n. Segue que

|x1|+”'+|xn|§|y1|+"'+|yn|>

1 1
(21?4 )2 < (af* + -+ fyal®)2,
max{|z1],...,|z,|} <max{|yi|,...,|ual},
e logo ||z|| < |ly|| para qualquer uma dessas trés normas em R". Portanto, R™ é um
reticulado de Banach com qualquer uma dessas trés normas.
Exemplo 2.2.4. Seja (o, C RY o subespaco vetorial de todas as sequéncias limitadas. A
funcao

[(an)nzilloc = sup [an|
neN

é uma norma que faz de £, um espaco de Banach. E facil ver que /5 € um espaco de
Riesz com a ordem coordenada a coordenada (veja Exemplo 2.1.14(c)). Notemos que se
()52 1, (b,)52, € Ly sd0 tais que

n=1
(|an|)?f:1 = |(an)$f’:1| < |<bn)20:1| = (|bn|)§3,°:1,

entao
sup{|a,|: n € N} <sup{|b,|: n € N},

e portanto ||(an)5llee < [[(0n)5]|co- Isso mostra que £, é reticulado de Banach.
Agora, em /., consideremos o subespago

co = {(an)>, € RY: a,, — 0}.

Entao ¢q é espago de Banach com a norma ||-||.; logo subespago fechado de £+,. Também,
o € espaco de Riesz porque se (a,)5% 4, (b,)22, € ¢, entao

max{an, b} = 3(an + by + |a, — by]) — 0,

uma vez que |a, —b,| — 0 pois a fungdo mddulo é continua em R. Assim, ¢ é reticulado
de Banach.

Aplicando o mesmo raciocinio utilizado para RY no Exemplo 2.1.17 conclui-se que (o
e ¢o sao Dedekind completos.
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Exemplo 2.2.5. Para 1 < p < 00, 0 espago vetorial

l, = {(an);’f’:l c RY: Z la,|P < oo}

n=1

¢ um espaco de Banach com a norma

H(an)nzilly = <Z|an|”>

(veja, por exemplo, [8, 1.4]). Notemos que |max{a, b}|? < |al? + |b|P para todos a,b € R,

e disso decorre que
oo [e.e] [e.e]
> Imax{an b} P < D laal” + Y baf?
n=1 n=1 n=1

para quaisquer sequéncias reais (a,)5>; e (b,)5,. Segue que £, ¢ subespago de Riesz do
espaco de Riesz RY.
Agora, se as sequéncias reais (a,,)?; e (b,)22; sdo tais que (|a,|)52; < (|b,])S2,, entao

9 00
Dl < 3 1ol
n=1 n=1

Como a funcao real z — xv & crescente, segue que /£, é espago de Riesz normado, logo ¢
um reticulado de Banach.

Provemos que ¢, ¢ Dedekind completo usando a Proposi¢ao 2.1.16. Dado um subcon-
junto A de vetores positivos limitado superiormente de ¢,, seja (s,)52,; € ¢, uma cota
superior de A. Vimos no Exemplo 2.1.17 que (sup 4,)%, € RY é o supremo do con-
junto A C RY, onde A; = {a;: (a,)32, € A} para cada i € N. Como (s,)32; € £, e
0 < (sup 4,)52; < (5,)22,, segue que sup A = (sup 4,)02, € £,

Exemplo 2.2.6. Seja (€2, %, 1) um espago de medida. Consideremos a relagao de equi-
valéncia em que duas funcoes de {2 em R sao equivalentes se elas sao diferentes apenas
em um conjunto de medida nula. Para 1 < p < oo, seja L,(2) = L,(£2, 3, 1) o conjunto
de todas as classes de equivaléncia [f] de fung¢bes mensuraveis f: Q — R tais que |f|P é
integravel com respeito a p sobre 2. Com as operacoes usuais de classes de equivaléncia,
L,(€2) é um espago de Banach com a norma

11l = ( / Iflpduy

(veja, por exemplo, [7, Theorem 6.14]).

Para p = 00, seja Ly () = Loo(£2, X, 1) 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia
[f] de fungbes mensuraveis que sao limitadas u-quase sempre, isto é, existem uma cons-
tante K > 0 e um conjunto N € ¥ tais que pu(N) = 0 e |f(z)] < K para todo = ¢ N.
Para [f] € Loo(2) e N € ¥ com u(N) = 0 definimos S(N) = sup{|f(z)|: x ¢ N}. Com as
operagoes usuais de classes de equivaléncia, L. (€2) é um espaco de Banach com a norma

[[f]llec = inf{S(N): N e ¥ e p(N) =0}
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(veja, por exemplo, [7, Theorem 6.16]).

Como ¢ usual, passaremos a escrever f no lugar de [f].

Para 1 < p < oo, munimos L,(2) com a seguinte ordem parcial: f < g se existe um
conjunto N € ¥ tal que u(N) =0e f(z) < g(z) para todo x ¢ N. Neste caso diz-se que
f(x) < g(x) para quase todo = € €. Das propriedades da integral e de supremo, dadas
f,9 € L,(2), a fungao

f(@) +9(x) +[f(z) — g(x)]

R
5 €

e (fVg)(r) =max{f(z),g(x)} =

é o supremo do conjunto {f, g} em L,(€2).
Sejam f, g € L,(f2) tais que |f]| < |g|. No caso em que 1 < p < oo temos |f|? < |g|?, e
assim

/Q fPdp < / glPdu = 171l < 1lig) -

No caso em que p = oo, seja Ny € X tal que pu(Ng) =0 e f(z) < g(z) para todo x ¢ Ny.
Entao
sup{|f(z)|: * ¢ N U Ny} <sup{|g(z)|: v ¢ N U Ny}

para qualquer conjunto N € ¥ tal que u(N) = 0. Dai, ||[f]llc < [|[9]l]o-

Dessa forma, || - ||, ¢ norma reticulada e segue que L,(2) ¢é espaco de Riesz normado
para todo 1 < p < 0o. No caso em que 1 < p < oo e p é o-finita, é verdade que L,(€2) é
Dedekind completo (veja [, Theorem 1.80]).

Exemplo 2.2.7. Da teoria dos espacgos topoldgicos sabemos que se K é um espaco to-
poldgico compacto de Hausdorff, entao o espago vetorial C'(K') das fungoes reais continuas
em K é um espago de Banach com a norma

[ floe: CK) —[0,+00) , [[fllec = sup{[f(z)]: z € X},

chamada de norma do sup. Do Exemplo 2.1.14(b) sabemos que a ordem pontual faz de
C(K) um espago de Riesz. Para verificar que C'(K) é um reticulado de Banach, sejam
f,g € C(K) tais que |f| < |g|. Isso implica |f(z)| < |g(x)| para todo x € K, e portanto
| lloe < 119lloo, de modo que C'(K) é um reticulado de Banach.

Exemplo 2.2.8. Vejamos que o reticulado de Banach 0,1} ndo é Dedekind completo.
De fato, consideremos o conjunto A formado pelas fungées continuas f,: [0,1] — R,
n € N, definidas por

0 SeOSmgé,
fa@)=X n(z—1) sei<az<i4l
1 se =+ 3 <z <1

Essas fungoes foram inspiradas por [6, Example 2.30]. E imediato que a funcao constante
igual a 1 é uma cota superior de A, e portanto A é um subconjunto limitado superiormente
de C[0, 1].

Observe que ()5, é uma sequéncia crescente de fungbes continuas que converge
pontualmente para a funcao descontinua

0 sexel0,3],

f:00,1] — R, f(w)Z{ 1 sexe(d,1].
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Note também que, para cada n € N, a fungao continua

0 seO§x<%—%,
9n: [0,1] — R, go(z) =< n(z—21)+1 sei—L<az<g,
1 se%<x§1,

¢ cota superior de A, e (g,)22, ¢ uma sequéncia estritamente decrescente de fungoes
continuas que converge pontualmente para a fungao descontinua

0 sexel0,i),
0.1 & 9o - { ] il
2

Sendo assim, se h € C|0, 1] fosse o supremo de A, entdo f, < h < g,, para todos

n,m € N. Segue que, para cada 0 < z < % existe m tal que g,,(z) =0, e dai
0= fn(z) <h(z) < gn(r) =0= h(z) =0.

Fazendo o limite quando x tende a % pela esquerda, a continuidade de A implica que
h(3) = 0. E para cada 1 <z <1 existe n tal que f,(z) =1, e daf

1= fulx) <h(z) < gn(x)=1= h(z) =1.

Fazendo o limite quando x tende a % pela direita, a continuidade de h implica que h(%) =1.
Essa contradigao nos garante que A nao tem supremo, e portanto C[0, 1] ndo é Dedekind
completo.

Ime1

Figura 2.1: Grafico que mostra a relacao das funcgoes f, e g,.

Exemplo 2.2.9. Uma sequéncia (z,)3, em um espago de Banach E é uma base de
Schauder se para todo x € E existe uma unica sequéncia de escalares (a,)2, tal que

T =Y a,x,. Para bases de Schauder nos referimos a [§, 10.3].

n=1
A base de Schauder (z,,), é I-incondicional se, para todo m € N, todos escalares
ai,...,a,, e toda escolha de sinais ¢1,...,¢, = *1,

m m
E EnlnTn E ApTp
n=1 n=1

Para bases incondicionais nos referimos a [13], 4.5].

<
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Seja E' um espaco de Banach com base de Schauder 1-incondicional (z,)$° . De [13]

Lemma 4.38] segue que se > a,x, € E'e > b,x, € E sdo tais que |a,| < |b,| para todo

n=1 n=1

oo oo
E ApTp S E bnxn
n=1 n=1

Neste caso, E se torna um reticulado de Banach com a ordem

n, entao

o0
x:Zanxn20<:>an20paratodon€N.

n=1

Diz-se que essa é a ordem determinada pela base 1-incondicional (x,,)22 ;. Esta classe de

reticulados de Banach tem uma grande importancia na teoria. Para maiores informagoes,
veja 20, 22].

Defini¢ao 2.2.10. Dizemos que uma rede (x)xeq em um espago de Riesz é:
e Decrescente se ) < x, sempre que A,y € ) sao tais que A > 7.
o (Crescente se vy < ., sempre que A,y € {2 sao tais que A < .

Para uma rede decrescente () )xeq, escrevemos z | x para significar z = inf{x): A €
2}, quando este infimo existir.

Se a rede é crescente, escrevemos x, T x para significar x = sup{z,: A € Q}, quando
este supremo existir.

Como toda sequéncia ¢ uma rede, esses termos e notacoes também se aplicam a
sequéncias em espacos de Riesz.

Atencao deve ser dada ao fato de que, normalmente, na Analise na Reta usamos os
termos nao decrescente e nao crescente onde aqui estamos usando crescente e decrescente.

Teorema 2.2.11. Sejam (2,)5, e (yn)o2, sequéncias em um espago de Riesz normado
E.

(i) Se x, — x € E ey, — y € E, entao
TV Yy —> VY, Tp Ay, —> Ay e |x,] — |z].
Em outras palavras, as operacoes de reticulado sao continuas.
(i) O cone positivo ET ={x € E :x > 0} € um conjunto fechado.
(#ii) Se (x,)22, € crescente e convergente, entao x, T klg& T
(iv) Se (x,)5°, € decrescente e convergente, entdao x, | ]}Lrgo T
Demonstracao. Veja [23, Proposition 1.1.6]. O

Veremos agora uma importante propriedade dos espacos de Riesz, que ¢é inspirada na
propriedade arquimediana em R.

Definicao 2.2.12. Dizemos que um espaco de Riesz é arquimediano se, para todo vetor
positivo x, a sequéncia (n~'x)%, satisfaz n='z | 0.
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Vejamos primeiramente que nem todo espaco de Riesz é arquimediano.

Exemplo 2.2.13. Em R", n > 1, consideremos uma relagao < definida da seguinte forma:

$:($1,-~~,$n)S(yl»---ayn):y

se, e somente se, r = youexiste k € {0,...,n—1} comxy = y1,..., 2 = Y € Tpr1 < Ygr1-
Essa relagao é uma ordem parcial, chamada ordem lexicogrdfica (ou ordem do diciondrio).

Como a ordem usual de R é total, entao a ordem lexicografica é ordem total. Segue do
Exemplo 2.1.14 que R" é espago de Riesz com a ordem lexicografica. Mais ainda, como
R é Dedekind completo, entao R™ é Dedekind completo com a ordem lexicografica.

Vejamos que esse espaco de Riesz nao é arquimediano. De fato, tomando z =
(0,1,0,...,0) e y = (1,0,...,0), entao nx < y, isto é, x < n~ly, para todo n € N.
Assim, x > 0 é cota inferior para (n7'y)°,, e portanto, o {nfimo dessa sequéncia nao
pode ser zero.

O resultado a seguir fornece muitos exemplos de espacos de Riesz arquimedianos.

Proposicao 2.2.14. Espacos de Riesz normados e espagos de Riesz o-Dedekind completos
sao arquimedianos. Em particular, todo reticulado de Banach é arquimediano.

Demonstracao. Sejam x e y vetores positivos em um espago de Riesz normado tais que
y < n~lx para todo n € N. Pela propriedade de norma reticulada,

lyll < [~ 2] < n~Ha]

para todo n € N. Entao n||y|| < ||z|| para todo n € N, de modo que ||y|| = 0, e portanto
y = 0. Segue que n~'z | 0.

Agora, sejam x e y vetores positivos em um espaco de Riesz o-Dedekind completo tais
que y < n~lx para todo n € N. Entdo o conjunto enumerédvel {ny: n € N} é limitado
superiormente por z, logo existe z = sup{ny: n € N} pela hipitese. Temos

z =sup{ny: n € N} >sup{(2n)y: n € N} = 2sup{ny: n € N} = 2z,
donde segue que z = 0, e portanto y = 0. Isso prova que n='z | 0. O

Segue da Proposicao 2.2.14 e do Exemplo 2.2.13 que nao existe norma em R, n > 1,
que o torne um espaco de Riesz normado com a ordem lexicogréafica. Concluimos também
que nem todo espaco de Riesz Dedekind completo é arquimediano. Em [31] encontra-se
uma abordagem mais detalhada sobre espagos de Riesz arquimedianos.

Na Secao 3.2 provaremos que, a menos de equivaléncia, existe apenas uma norma
reticulada em um espago de Riesz que o faz ser reticulado de Banach (veja Corolario
3.2.2).
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Capitulo 3

Operadores lineares regulares

Assim como na Algebra Linear estudamos os operadores lineares (transformagoes line-
ares) e na Analise Funcional estudamos os operadores lineares continuos, em espagos de
Riesz e reticulados de Banach estudamos os operadores lineares regulares. Os objetivos
centrais deste capitulo sao:

e Introduzir uma ordem no conjunto dos operadores lineares regulares entre espagos
de Riesz de forma a torna-lo um espaco de Riesz.

e Introduzir uma norma no espago de Riesz dos operadores lineares regulares entre
reticulados de Banach de forma a torna-lo um reticulado de Banach.

Salvo mencao em contrario, todos os espacos de Riesz sao arquimedianos.

Denotamos o espago vetorial dos operadores lineares do espago de Riesz F no espago
de Riesz F por L(E; F).

As principais referéncias utilizadas para o material deste capitulo sao [3, 23].

3.1 Operadores regulares entre espacos de Riesz

Definicao 3.1.1. Sejam E e F espagos vetoriais ordenados e seja T: E — F um ope-
rador linear. Dizemos que T' é:

(i) Positivo se T(E') C F't, e denotamos isso por T' > 0. Escrevemos L(E; F')* para
simbolizar o conjunto de todos os operadores lineares positivos em L(E; F').

(ii) Regular se T é a diferenga de dois operadores lineares positivos. Denotamos o
conjunto de todos os operados lineares regulares em L(E; F') por L.(E; F).

(iii) Ordem limitado se a imagem de qualquer subconjunto de E ordem limitado ¢é or-
dem limitado em F'. Denotamos o conjunto de todos os operadores lineares ordem
limitados em L(F; F) por Ly(E; F).

Apesar de simples, a desigualdade a seguir é muito util.

Proposicao 3.1.2. Seja T: E — F um operador linear positivo entre espacos de Riesz.
Entao |T(x)| < T(|z]) para todo x € E.
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Demonstragao. Para qualquer € E temos 0 < |z| & z, donde segue que
0=T(0) <T(Jz| +z) =T(|z|) £ T(x) = £T(x) < T(|x]).
Portanto, |T'(x)| = T'(x) V (=T(z)) < T(|x]). O

Teorema 3.1.3. Se E e F sao espagos de Riesz, entio L,(E; F) C Ly(F; F). Em parti-
cular, todo operador linear positivo é ordem limitado.

Demonstrac¢ao. Sejam T: E — F um operador linear regular, digamos 7' = T} — T, com
T,T, € L(FE; F)", A um subconjunto de E ordem limitado com uma cota superior s e
uma cota inferior 7. Notemos que para x € Atemos r <z < se —s < —z < —r, e
portanto (—s) Ar < |z| < sV (—r) para todo x € A. Entao

T(x) < [T(2)] = |Ta(z) — Ta(2)| < [Ta(z)| + [T2(2)]
< Ti(|x]) + To(|z]) < Ti(s V (=r)) + Ta(s V (—7)),

onde a primeira desigualdade é 6bvia, a segunda segue do Teorema 2.1.4(vii), a terceira
da Proposi¢ao 3.1.2 e a ultima do fato de T} e T3 serem positivos e 0 < sV (—r) — |z].
Dessa forma, T'(A) é limitado superiormente em F. De maneira andloga prova-se que
T(A) limitado inferiormente em F'. Isso prova que T' é ordem limitado. O

A inclusao do teorema acima pode ser estrita:

Exemplo 3.1.4. Do Exemplo 2.1.14(c) sabemos que C[—1, 1] é um espago de Riesz com
a ordem pontual. Para cada funcao f € C[—1, 1], defina

f(sen (t71)) — f(sen(t +t71)), set #0,

T(9): 1.1 — R T()0 = { ) ot

Em [3, Example 1.16] estd provado que T(f) € C[—1,1] e que T": C[—1,1] — C[-1,1]
é um operador linear ordem limitado mas nao regular. Assim, L,(C[—1, 1]; C[—1, 1]) estd
contido propriamente em L,(C[—1, 1]; C[—1, 1]).

O resultado abaixo garante que um operador linear positivo é univocamente determi-
nado pelo cone positivo do seu dominio.

Teorema 3.1.5 (Kantorovich). Sejam E e F' espacos de Riesz com F' arquimediano. Seja
f: EY — F* uma funcdo aditiva, isto €, f(x+y) = f(x) + f(y) para todos x,y € E™.
Entao eziste um tnico operador T € L(E; F)T tal que f € a restricao de T a ET, ou seja,
T é uma extensao de f a E. Mais ainda, T(z) = f(z7) — f(x7) para todo x € E.

Demonstracao. Como diz o proprio enunciado, definamos
T:-E—F, T(x)=f(z%) - f(z7).

Devemos mostrar que 7" é o operador linear positivo desejado. Como T'(z) = f(z) sempre
que z € E*, T é uma extensao de f a E. Assim, basta provar que T' ¢ linear e positivo e
a unicidade.

E f4cil ver que T' é positivo: a aditividade de f garante que f(0) = 0, logo para todo
xeET,

T(x) = f(z) = f(0) = f(x) € F'".



Provaremos a linearidade por etapas. Primeiro, vejamos que se x € FE é escrito
como diferenca de dois vetores positivos, digamos z = 21 — x5 com z1,79 € ET, entao
T(x) =T(x1)—T(xz). De fato, temos x = xt —z~ = x1—x9, logo 2T +1x9 = 21+2~ € ET.
Da aditividade de f segue que

f@™) + flae) = fa® +a2) = flon +27) = fla) + f27),
e assim,
T(x) = f(z") = fla7) = f(21) = f22) = T(21) — T(x2).
Usaremos o que acabamos de mostrar para provar que 7' é uma funcao aditiva. Realmente,

para x,y € F|

Tx+y) =T -2 +y" —y ) =T((a"+y")— (@ +y))

J/ N /

=T +y") =T +y )= fla"+y") = fla™ +y)
= ft) +fly") = fla7) = fly)

=flah) = fla?)+ fly") — fly)

=T(z) +T(y)

Um argumento simples de indugao mostra que T'(mz) = mT(x) para todos z € E e
m € N. E observando que

T(—z)=T(a" —a") = f(a") = fa") = =(f(a") = f(a7)) = —T(x),

temos por indugao simples que T'(mx) = mT(x) para todos z € Eem € Z. Paraz € E
en € 7Z,n#0, temos

r(L) o (o (50 e) e (- (50).)

=T(z)— (n—1)T (lx> =T(x) —nT(n 'z) + T(n 'x),

donde segue que T'(n"'z) = n~'T'(x). E portanto, para todos z € Eer =2 € Q,
T(rz) =T (m(n "z) = mT ((n""z) = mn~'T(z) = rT().

A fim de provar que T'(az) = oT'(z) para todos z € E e o € R, mostraremos primeiro
que T é uma fungao mondtona crescente, ou seja, se © < y em E, entao T'(z) < T(y) em
F.Defato: t<y—=0<y—z—=Ty—2)=fly—2) >0 =

Ty)=Tly—z+2)=Tly—2)+T(x)=fly—z) + T(z) > T(x),

pois f(y — ) > 0.

Fixemos x € ET e seja a > 0. Da densidade dos racionais em R existem sequéncias
de racionais nao negativos (7,)32; e (s,)2, tais que r, T« e s, | a. Como z > 0, entdo
rnx < ax < s,x para todo n € N, e por T" ser mondtona crescente,

raT(x) = T(rpx) < T(az) < T(spx) = s,T(x). (3.1)
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Das convergéncias de (7,)%%; e (s,)22,, dado k € N, existe ny € N tal que (o —r,) < k™!
e (s, —a) < k~! sempre que n > ny. Com isso, para n > ny,

0 < T((a—r)z) <T <%x) =1 T(@) o 0<T((sn—a)r) <T (%x) _ %T(m).
Segue que
inf{T((a —rp)z): n € N} <k 'T(x) e inf{T((s, —a)r): n € N} <k 'T(z)

para todo k. Como F é arquimediano, temos k~'T'(z) | 0; e daf

0 = inf k= 'T(z) > inf inf T((s, — o))

keN " keNneN
. B . _ S
%Iellg T((s, — a)x) irellg{snT(x)} T(az) > 0,

onde a ultima desigualdade segue de (3.1). Isso mostra que inf{s,7T(z): n € N} = T'(ax);
e analogamente tem-se inf{r,T(z): n € N} = T'(ax).

Temos que (s, — a) < k7! para todo n > ng, logo (s, — a)T(z) < k~'T(x) para todo
n > ng, o que implica 71};&(3” —a)T(z) < k7T (z) para todo k. Segue que

T(ax) —aT(z) = 711r€11£1{snT(x)} —aT(z) = inf{s,T(z) — aT(x)}

neN
= (o~ )T = Ja o — T
< inf kK 'T(z) = 0.
keN

Portanto, oT'(z) — T'(ax) > 0. E também, (o — r,,) < k™! para todo n > ng implica que
(a —rp)T(x) < k=T (x) para todo n > ng, e logo ing(a — )T (z) < k~'T(x) para todo
ne

k. Entao
0<al(z)—T(ax)=aT(x)— irellg{rnT(x)} = inf{aT(z) — r,T(x)}

neN

= pa(o T = faf af{e =) T)

<inf k'T(z) = 0.
keN

Isso prova que T'(ax) = aT'(x) para todos © € ET e a > 0. Como ja sabemos também
que T(—x) = —T(z) para todo = € E, segue que, para todos x € ET e a < 0,

T(ax) =T(—(—ax)) = —T(—ax) = —(—a)T(z) = aT'(x).

Temos agora T'(ax) = oT'(z) para todos z € E* e a € R. Finalmente, para © € E e
a € R,



o que termina a demonstracao de que T é linear.
Por fim, suponha que U € L(E; F)* seja uma extensao de f a E. Para todo = € E,
como 7, x~ € ET e U é linear,

mostrando a unicidade. O

O exemplo a seguir mostra que o Teorema de Kantorovich nao é verdade se F' nao for
arquimediano.

Exemplo 3.1.6. Seja ¢: R — R uma funcao aditiva que nao ¢ linear, ou seja, para
todo ¢ € R existe x € R tal que ¢(z) # cx. Para a existéncia de uma tal funcao, veja,
por exemplo, [4]. Tomamos F' = R? com a ordem lexicografica (veja Exemplo 2.2.13) e
consideramos a funcao

T:Rt — F* | T(x) = (z,¢()).

Vejamos primeiramente que, de fato, ¢ toma valores em F*. Dado z € RT, se z = 0,
entdo ¢(x) = 0 pois ¢ é aditiva; e neste caso T(x) = (0,0) € F*. E se z > 0, entao
T(z) = (z,¢(x)) > (0,0) pois F tem a ordem lexicografica.

Vejamos agora que se T pudesse ser estendida para um operador linear 7' de R em F),
entao ¢ seria linear. Com efeito, para todos o, x € R teriamos

(ax, ¢(ax)) = T(az) = oT(z) = a(z, ¢(z)) = (az, ag()).

Logo ¢(ax) = ag(x) para todos «, z € RT. Observando que ¢ é aditiva, entao ¢ deveria
ser linear, o que é uma contradicao.

E facil verificar que se E e F sao espacos vetoriais ordenados, entao o espago vetorial
(real) L(E; F), munido com a ordem parcial

S<T <<= (T-S5)€e L(E;F)" < S(z) <T(z) para todo xz € E*, (3.2)

é um espaco vetorial ordenado. A nao ser que digamos o contrario, sempre consideraremos
L(FE; F) munido com essa ordem parcial.

Definigao 3.1.7. Sejam F e F espagos de Riesz e seja T' € L(FE; F'). Suponha que exista
em L(E; F') o supremo do conjunto {7, —T'}. Nesse caso, denotamos |T'| =T V (=T e
chamamos este operador de modulo de T'.

No caso em que |7T'| existe, como +7'(z) < |T'|(x) implica 0 < T'(z) VT (—zx) < |T|(z)
para todo x > 0, entao o médulo de um operador linear é sempre positivo, logo ordem
limitado pelo Teorema 3.1.3.

Existem casos em que o médulo de um operador linear entre espacos de Riesz FE e F
nao existe. Nesses casos o espago vetorial ordenado L(E; F') nao é um espaco de Riesz.
Apresentaremos a seguir dois exemplos de operadores lineares que nao tém maédulo. O
leitor deve observar que no primeiro exemplo temos um operador linear cujo contradominio
¢ Dedekind completo, e no segundo exemplo temos um operador linear regular.
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Exemplo 3.1.8 (Krengel). Para cada n € N consideremos o espaco de Riesz Dedekind
completo E, := R?" munido com a ordem pontual (Exemplo 2.1.17), com a base canonica
{el ..., e2"} —onde, paratodo 1 < k < 2", o vetor ef € E,, é tal que a k-ésima coordenada
¢ igual a 1 e as outras coordenadas sao iguais a 0 — e a norma euclidiana (Exemplo 2.2.3).
Consideremos o espago vetorial real

Ei= {(xlax%m&"'):xneEn e lim HanZO}’
n—00

em que a adi¢ao e a multiplicacao por escalar sao feitas coordenada a coordenada. Mu-
nindo E com a relacao

r=(x1,22,...) < (y1,Y2,...) =y <= x, <y, paratodo n €N,

é facil ver que E é um espaco vetorial ordenado. Com argumentos similares aos que fizemos
para RY mostra-se que E é um espaco de Riesz Dedekind completo (veja os Exemplos
2.1.3(d) e 2.1.17).

Apresentaremos um operador T: £ — E que nao tem modulo.

Para isso, comecamos observando que para A = (a;;) uma matriz real m x m vale
que |A| = (Jaij|) pelo Exemplo 2.1.3(e). Para cada A = (a;;) matriz 2" x 2", denotamos
por Ty: E,, — E,, o operador linear cuja matriz com relacao a base canonica é a matriz
A. Entao a matriz com relagao a base canonica do operador |T4|: E, — E, é a matriz
|A| = (|a;;|) (veja Exemplo 3.3.11). Agora, seja A, = (a;;) uma matriz 2" x 2" com
entradas 1 ou —1 de forma que suas linhas sao vetores ortogonais de FE,,, isto é, para
todos 1 < i,k < 2™ com 1 # k, temos

271
E QAL = 0.
j=1

Uma maneira de construir tais matrizes A,,n € N, é proceder indutivamente da seguinte
forma:

1 1 A, A,
A1:|:1 _1:| eAn+1:|:A _A:|,77,22

Como |A,| é uma matriz com todos os termos iguais a 1, entao

1 ... 1 1 2m
An|(L,..., )= - =1
1 ... 1 1 M

E portanto,
27’L

N4 1)) = <Z<2n>2> _ (b 0%

i=1
Para cada n € N consideremos o operador linear
T,

_%An: E, — FE,.

Para aliviar um pouco a notagao, escrevemos 7T;, ao invés de T,y , . Para todo n € N,
n

. . _n . .
notemos que as linhas da matriz 272 A,, formam um conjunto de vetores ortonormais em
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E,, entdao a matriz 272 A,, é ortogonal, isto é, a inversa da matriz 272 A, coincide com
sua transposta (veja |26, Proposigao 7.6]); de modo que o operador T,, é um isomorfismo
isométrico. Em particular, ||T,|| = 1 para todo n.

Definimos agora um operador linear que nao tem modulo:

T:E—E, T(x1,32,3,...) = (Ti(21), aoTa(22), a3T3(x3), . . ),

onde a,, = 273 para cada n € N.
Vejamos que o operador T' estd bem definido: para todo (x1,22,...) € E temos
agllzg|]| — 0, e como ||T,,|| = 1, vale que

lenTo(zn)ll < anl|Tall - [l2n]l = cn [z

para cada n € N. Segue que ||, T, (z,,)| — 0.

A linearidade de T segue facilmente da linearidade de cada T;,.

Vejamos que o médulo de T nao existe em L(F;E). Para isso suponhamos que
|T|: E — E exista. Neste caso, pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich a ser demonstrado
em breve (veja Teorema 3.1.12), para todo x = (21, x2,...) € ET temos

T|(z) = sup{|T'(y)|: |y| <}
= sup{(au|T1(y1)], 22| Ta (o)l - - - )t (lwal, 2], - o) < (21, 22,..0)}
= (sup{a1|Ti(y1)]: |y1] < a}, sup{as|Ta(y2)|: \y2| <z}...)
= (1| Th[(z1), ao|Ta|(22), . . ),

n

onde a terceira igualdade segue do Exemplo 2.1.3(f). Por fim, fazendo y,, = 2712 (1,...,1) €
E, para cada n € N, segue que

HQ‘% —0

—
~—
I
|
—
N
\)
wI3
I
™
&l

quando n — oo. Isso prova que (y1,¥s,...) € E. Entretanto, temos

| Tl 1) |—H2 8.7 IAi( o E)|
R ERICE

o que nos dé lim |lay,|T,|(y,)|| = +oo. Disso segue que |T|(y1,y2,-..) ¢ E, contradigdo
n—oo

essa que nos permite concluir que o operador 7" nao possui médulo.

Exemplo 3.1.9 (Kaplan). Seja ¢ o espago de Riesz das sequéncias reais convergentes do
Exemplo 2.1.14(c). Definimos dois operadores lineares positivos S,7": ¢ — ¢ por

S<Ilax2) .. ) - (LU27I1,$4,.T37$6,I5, .. )

T(‘/L‘17x27 .- ) - (I17$17x37x37x57‘r57 LR )

E facil ver que esses operadores estao bem definidos e sao lineares e positivos. Mostremos
que o médulo do operador regular R = S — T nao existe em L(c; ¢): Notemos que

R(.Tl,l‘g,...):(1’2—$1,0,I4—I3,0,I6—.135,0,...).
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Suponhamos por absurdo que exista o0 médulo do operador R em L(c;c). Afirmamos
que a imagem de qualquer elemento de ¢ por |R| tem coordenadas pares iguais a zero.
Com efeito, para cada n € N, seja P,,: ¢ —> ¢ o operador positivo dado por

Poxy,...;xp,...) = (21, Tne1, 0, Zppr, . .. ).

Agora, para todos z € ¢™ e n € N, temos +R(z) < |R|(z) e a 2n-ésima coordenada
de £R(x) é zero. Entao £R(z) < Py,(|R|(x)) pois Pan(|R|(x)) difere de |R|(z) apenas
na 2n-ésima coordenada e a ordem parcial é coordenada a coordenada. Por esse mesmo
motivo vale Py, (|R|(z)) < |R|(x). Assim, temos

+R(x) < Pon(|R|(x)) < |R|(z)

para todos z € ¢* en € N. Como |R| é a menor cota superior do conjunto { R, —R}, segue
que Py, o |R| = |R| sempre vale para todo n € N, de modo que a imagem de qualquer
elemento de ¢ por |R| tem coordenadas pares iguais a zero.

Por outro lado, tomando e, = (0,...,0,1,0,...,0,...) € ¢ com 1 na n-ésima coorde-
nada, e e = (1,1,1,...) € ¢, temos imediatamente

ean—1 = —R(ean—1) < |R|(e2n-1) < |R|(e)

para todo n € N, pois £R < |R| e eg,—1 < e. Logo |R|(e) tem as coordenadas impares
maiores ou iguais a um, de modo que a subsequéncia das coordenadas impares nao pode
convergir para 0, que é o limite da subsequéncia das coordenadas pares (todas iguais a
zero). Dessa forma |R|(e) ¢ c. Portanto, |R| nao existe.

Observagao 3.1.10. O exemplo anterior foi retirado de [3, Example 1.17], onde encontra-
mos um erro que dificulta seu entendimento. No argumento acima esse erro foi corrigido.
Um outro exemplo de um operador regular que nao tem modulo pode ser encontrado em
[2] ou em [18].

O seguinte teorema nos da uma condigao suficiente para que exista o médulo de um
operador linear entre espacos de Riesz.

Teorema 3.1.11. Sejam E e F espacos de Riesz e seja T € L(E; F') um operador linear
tal que sup{|T(y)|: |y| < x} existe para todo x € ET. Entao o mddulo de T existe em
L(E:F) e

T|(z) = sup{|T(y)[: [yl < =}

para todo x € ET.
Demonstracdao. A hipotese garante que a seguinte funcao estd bem definida:
S: BT — F", S(z) =sup{|T(y)|: [y| < z}.

Serd conveniente escrever S de uma outra forma: para z € E* ey € E com |y| < x vale
que
sup{T'(y): [y < =} <sup{|T(y)[: ly| < =},

pois +7(y) < |T'(y)|.- Como T é linear, temos
T(y)| = sup{T(y), =T(y)} = sup{T(y), T(=y)} < sup{T'(2): [2| < x}.
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Tomando o supremo no lado esquerdo para |y| < z, segue que

S(x) = sup{T'(y): [y < =}

para todo x € ET.
Vejamos que S é uma fungao aditiva. Sejam w,v € ET. Se |y| < u e |z] < v, entdo
ly + 2| < |y| + 2] L u+w, e dai

Ty)+T(z) =Ty +2) <S(u+v).

Com isso, S(u + v) — T'(z) é cota superior para o conjunto {T'(y): |y| < u}, de modo
que S(u) < S(u+wv) —T(z). Agora, S(u + v) — S(u) é cota superior para o conjunto
{T'(2): || < v}, logo S(u) + S(v) < S(u+ v). Por outro lado, se |y| < u + v, entao pelo
Teorema 2.1.9 existem yy, y, € E tais que |y1| < w e |ys| < v com y = y; + yo. Assim,

T(y) =T(y1) +T(y2) < S(u) + S(v)

e, portanto, S(u + v) < S(u) + S(v). Concluimos que S(u + v) = S(u) + S(v). Pelo
Teorema de Kantorovich, a fungao aditiva S pode ser estendida para um operador linear
positivo S: E — F.

Resta mostrar que S é o supremo do conjunto {T, —T}. De

+7T(x) < |T(x)| < S(z) = S(x) para todo v € E*,

segue que S é cota superior desse conjunto, ou seja, +7° < S em L(E; F). Tomemos
R € L(E; F) tal que £7 < R. Em particular,

R(z) > T(x) vV (—T(x)) = |T(x)| > 0 para todo z € E*,
e portanto, R é um operador positivo. Fixemos z € E*. Temos
y<r—=0<z—|y—= 0< R(z—y|) = R(jy|) < R(z) =

T(y) =T(y") —T(y ) < Ry")+ R(y") = R(jyl) < R(x).
Consequentemente, da defini¢io de S temos S(x) = S(z) < R(x) para todo x € E*, e
logo S é a menor cota superior do conjunto {7, —T}, isto é, S = TV (=T) = |T| em
L(E; F). 0

O préximo teorema estabelece que o espago vetorial ordenado dos operadores lineares
ordem limitados é um espaco de Riesz Dedekind completo quando o espaco de chegada é
Dedekind completo.

Teorema 3.1.12 (F. Riesz-Kantorovich). Sejam E e F' espagos de Riesz com F Dedekind
completo. Entdo o espago vetorial ordenado Ly(E; F) é um espago de Riesz Dedekind
completo. E suas operacoes de reticulado satisfazem o sequinte:

(SVT)(z) = sup{S(y)+T(2):y,z€ ET ex =y + 2},
(SAT)(x) = inf{S(y)+T(2):y,z2€ BT ex=y+2z} e
T(z) = sup{|T(y)|: [yl <=},

para todos S,T € Ly(E; F) ex € ET.
Mais ainda, para uma rede (T,)s em Ly(E; F') vale que

Tol0<= Ty(x) 10 em F para todo v € E*.
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Demonstracao. Fixemos T € Ly(E; F). Como T é ordem limitado, para cada x € E* o
conjunto {T'(y): |ly| < z} é ordem limitado em F. E como F' é Dedekind completo, para
cada r € E* o supremo

sup{T'(y): |y| < o} =sup{|T(y)|: [y| < =}

existe em F'. Pelo Teorema 3.1.11, o médulo de T existe em L(E; F') e é tal que
T|(z) = sup{T(y): |y| < x}.
E como |T'| é positivo, temos |T'| € Ly(F; F') pelo Teorema 3.1.3.
Fixado x € E™, observemos que, para y,z € ET, vale:
. 1 1
r=y+2z<= existe u € F tal que |u| <z,y= 5(:17—|—u) ez = §(x—u) (3.3)

De fato, basta tomar u = y — 2. Vejamos que o operador ordem limitado

1

§(S+T—|—|S—T|) =U

é o supremo do conjunto {S, T} (veja Coroldrio 2.1.5). Para todo x € E™,

U(e) = 5(S(x) + () + 15— T(x))

= %(S(I) +T(x) +sup{(S — T)(u): [u| < x})

_ %sup{S(x) +T(2) + S(u) — T(w): |u] <z}

= sup{S (%(ZC+U)> +T (%(x—u)) ] < a:}

=sup{S(y) +T(2): y,z€ ET ex =y + 2},

onde a segunda igualdade vem do Teorema 3.1.11 e a dltima igualdade vem de (3.3).
Agora, se R € Ly(E; F) é tal que S < Re T < R, entao devemos ter S(y) < R(y) e
T(z) < R(z) para todos y,z € E* com = = y + z, dai

S(y) +T(2) < R(y) + R(z) = R(x).

Segue que U < R, o que mostra que U = SV T. De modo analogo vale para S A T. Isso
prova que Ly(F; F) é espago de Riesz.

Falta mostrar que Ly(F;F') é Dedekind completo. Para isso, da Proposicao 2.1.16
é suficiente provar que existe o supremo de conjuntos limitados formados por elementos
positivos. Seja entdo A um subconjunto de Ly(E; F') ordem limitado tal que 0 < U < T
ocorre em L,(E; F') para todo U € A e algum T € L,(E; F'). Defina

Ag={U;V---VU,:neNely,...,U, € A},
e considere a funcao

S: EY — F* | S(z) =sup{R(z): R € Ap}.
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A boa defini¢ao de S vem do fato de F' ser Dedekind completo. Mais ainda, R(z) < T'(x)
para todos R € Ag e x € ET. Vejamos que S é uma funcao aditiva. Com efeito, se
x,y € BT e R € Ay, entao

R(r +y) = R(r) + R(y) < S(x) + S(y),

logo S(x+y) < S(x)+ S(y). Por outro lado, se Ry, Ry € Ag, digamos Ry = UV ---V U,
eRy=WiVv---VW,,,comm,neNeU,..., U, Wy,...,W,, € A, entao

Ry :=UyV--- VU, VW V--- VW, € Ay
é tal que Ry < R3 e Ry < R3, e portanto
Ri(x) + Ra(y) < Ra(z) + Rs(y) = Rs(z +y).
Segue que

S(xz)+ S(y) =sup{R(z): R € Ay} +sup{R(y): R € Ay}
= sup{R;(z) + Ra(y): R, Ry € Ag}
< sup{R3(z +y): Rs € Ao}
= S(z +y),

o que prova que S(z+y) = S(x)+S(y). Chamemos de S: E — F a extensdo linear de S
garantida pelo Teorema de Kantorovich. Dado € E*, notemos que S(z) = S(z) < T'(z)
e ainda valem as desigualdades

U(z) < S(z) e R(x) <S(x)

para quaisquer U € Ay e R € A. Com isso, S = sup Ay = sup A. Além disso, S < T
implica S € Ly(E; F). Concluimos que Ly(E; F') é Dedekind completo. O]

Segue do Teorema de F. Riesz-Kantorovich que o espago de Riesz ¢ das sequéncias
reais convergentes nao ¢ Dedekind completo, pois no Exemplo 3.1.9 temos um operador
regular de ¢ em ¢ que nao tem modulo. Também, o operador 1" do Exemplo 3.1.8 nao
é ordem limitado, pois caso contrario ele deveria ter médulo ja que seu contradominio é
Dedekind completo.

Alcancamos no corolario a seguir o principal objetivo desta secao.

Corolario 3.1.13. Sejam E e F espacos de Riesz com F' Dedekind completo. Entao
L (E; F) = Ly(E; F).

Em particular, L.(E; F) é um espago de Riesz Dedekind completo. Além disso, para um
operador T € Ly(E; F),

T (x) =sup{T(y): 0 <y <a} e T (x) =sup{-T(y): 0 <y <z}
para cada v € ET.
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Demonstracao. Ja sabemos que o espaco dos operadores regulares é subconjunto do espaco
dos operadores ordem limitado (Teorema 3.1.3). Notemos que para um operador 7' €
Ly(E; F), os operadores TT = T'V 0 e T~ = (=T) V 0 existem no espago de Riesz
Ly(E; F), e sao positivos por defini¢ao. Agora, T = T+ — T~ pelo Teorema 2.1.4(vi), e
isso implica que todo operador ordem limitado é escrito como diferenca de dois operadores
positivos, ou seja, T' é regular. Portanto, o espaco gerado pelos operadores positivos em
L(E; F) coincide com o espaco Ly(E; F), isto é, L,.(E; F) = Ly(E; F).
Por fim, do Teorema 3.1.12 segue que

T (z) = ((T) v 0)(x)

=sup{T(y) +0(2):y,z € ET ex =y + 2}
— sup{T(y): 0 < y < 2}

para cada z € E™. ]

Dizemos que um subconjunto D de um espaco de Riesz é dirigido para cima se para
quaisquer x,y € D existir z € D tal que ¢ < 2z e y < z, e denotamos isso por D 7.
Escrevemos D 1 x para significar que D ¢é dirigido para cima e x = sup D, se esse
supremo existir. Definimos conjunto dirigido para baixo e os simbolos D | e D | x de
forma anéloga.

Veremos a seguir uma outra forma, muito util, de escrever as operagoes de reticulado
em Ly(E; F).

Proposicao 3.1.14. Sejam E e F espacos de Riesz com F Dedekind completo. Para
todos S, T € Ly(E;F) ex € ET,

=1

{ZS YV T(x;):n €N, :czeE*ex—sz} + (SVT)(x),
{ZS(xi)AT(xi):neN,xiEEJrex:in} L (SAT)(x) e

{Z|T(m,)| neNz, € Bt ex:Zx,} O T|(2).

=1

Demonstra¢ao. Consideremos o conjunto

D, = {ZS(%)\/T(@): neN,z, € ET ex:le}.

i=1 i=1

n
Se x1,...,Tn,Y1,...,Ym € ET s20 tais que Z xT; = Z yr = x, entdao pelo Teorema 2.1.10
=1 k=1
existem vetores positivos z;z, 1 =1,...,n k =1,...,m, tais que

m n

Ii:E Zik € yk:E Zik-

k=1 i=1
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k=1

o)

m
S sz sz
k=1 :1

S% > (g; (zie) + T(zir) + |S(zin) — T(Zz'k:)\))

3

Da mesma forma . .
S SV T() <> Slz) VT (zi)
k=1 i=1 k=1

Isso mostra que D, ¢ dirigido para cima.

Se x1,...,x, € ET sdo tais que Y x; = z, entao
i=1

ZS<‘”") VT (z;) < Z(S V) (z:) V(S VT)(2) = (SVT) (),

mostrando que D, é limitado superiormente em F por (S V T')(x). Como F' ¢é Dedekind
completo, o supremo de D, existe e sup D, < (S'V T)(x). Agora, se s é cota superior de
D, entao para todos v,z € Et com y + 2 = z,

S(y)+T(2) <S(y) vT(y) +5(2) VT(z) <sup Dy <,
de modo que, pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich,
(SVT)(x)=sup{S(y) +T(2):y,z € ET ex=y+ 2} <s.

Isso mostra que (S'V T')(z) é a menor cota superior de D,, isto é, sup D, = (S V T')(z),
conforme queriamos provar.

Para as outras igualdades basta observar que S AT = —(=S) V (=T) pelo Teorema
2.1.4(ii), e por defini¢ao |T'| =TV (—T). O

Relembremos que um espaco de Riesz é chamado o-Dedekind completo se qualquer
subconjunto nao vazio enumeravel e limitado superiormente tem supremo.

Dizemos que dois elementos = e y de um espago de Riesz sao disjuntos se |x| A ly| =0,
e simbolizamos isso por x L y.

A seguir provaremos uma propriedade de aproximagao local (ou pontual) para opera-
dores positivos.

Teorema 3.1.15. Sejam E e F espacos de Riesz com F o-Dedekind completo e seja
T € L(E; F) um operador linear positivo. Entdo para cada x € E* existe um operador
positivo S: E — F tal que:
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(i) 0<S<T.
(ii) S(x) =T(x).
(i1i) S(y) =0 para todo y L x.
Demonstracao. Para cada x € ET fixo,
yAne <y= T(yAnz)<T(y)

para todo n € N, pois T é positivo. Logo o conjunto enumeravel {T'(y A nz): n € N}
possui supremo uma vez que I é o-Dedekind completo. Entao a funcao f: B+ — F*
dada por

f(y) =sup{T'(y Anz): n € N}

estd bem definida. E claro que

T(y Anz) < fly) <T(y) (3.4)

para cada y € Et e todo n € N.
Para provar que f é uma funcao aditiva, sejam y, 2 € E*. Por um lado, dado n € N,
pela Proposicao 2.1.8 temos

(y+2) Anz <yAnz+zAnz,

e logo
T((y +2) Anz) < T(y Anz) + T(z Anz) < )+ F(2),

o que acarreta f(y + 2) < f(y) + f(z). Por outro lado, para todos m,n € N,
yAnr+zAme=(y+zAmz)Ane+zAmz) < (y+2)A(n+m)x,
onde a igualdade vem do Teorema 2.1.4(iii). Segue que
TyAnz)+T(zAmz) <T((y+2)A(n+m)x) < fly+ 2)

para todos m,n € N, e assim f(y) + f(z) < f(y + 2z). Portanto, f(y + 2) = f(y) + f(2)
para todos y, z € ET, ou seja, f é aditiva.

O Teorema 2.2.14 garante que F é arquimediano. Pelo Teorema de Kantorovich,
f pode ser estendida para um operador linear positivo S: E — F tal que S(y) =
fy™) — f(y~) para todo y € E. Afirmamos que S é o operador desejado. De fato, (i)
segue de (3.4) e (ii) segue do fato de que © = x A nx para todo n € N. Por fim, se y € E
¢ tal que y L z, entao

ly Ne =0 = |y| Anz =0,

para todo n € N. Pela Proposicao 3.1.2,

1S < S(lyl) = f(lyl) = sup{T(ly| A nx): n € N},

logo S(y) = 0 sempre que y L x, provando (iii). O
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No Corolario 3.1.13 vimos como a imagem de um vetor positivo pela parte positiva
e pela parte negativa de um operador regular podem ser escritas. O préximo teorema
ensina como escrever, para um operador positivo, a imagem da parte positiva e da parte
negativa de um vetor qualquer.

Teorema 3.1.16. Sejam E e F espacos de Riesz com F o-Dedekind completo e seja
T € L(E; F) um operador linear positivo. Entdo para cada x € E temos:

T(z%) =max{S(z): S€ L(E;F) e 0<S<T}.
T(x™) =max{-S(z): S€ L(E;F) e 0<S<T}.
T(|lz]) = max{S(z): S € L(E;F) e —T<S<T}.
Demonstracao. Fixemos x € E. Se S € L(E; F) é tal que 0 < S < T, entao
r <zt = S(x) < Sxt) <T(ah).

Pelo Teorema 2.1.4(vi) sabemos que ™ L 2~. Entao o Teorema 3.1.15 garante que existe
um operador positivo R: £ — F' tal que

0<R<ZT, R(z")=T(x") e R(xz7)=0.

Segue que T'(z%) = R(z") — R(z~) = R(x). Isso mostra a primeira férmula.
Observando que = = (—x)*, a segunda férmula segue imediatamente da primeira.
Finalmente, se S € L(F; F) satisfaz —T < S < T, entao

S(x) = S(@™) = S(a7) <T(2") + T(x™) = T(|z]).

Por outro lado, pelo Teorema 3.1.15 existem dois operadores lineares positivos Ry, Ry: £ —
Ftaisque Ry < T, Ry, < T,

Dessa forma,
—T(y) < —Ra(y) < Ru(y) — Ra(y) < Raly) < T(y)
para todo y € ET. Entao o operador regular S = R; — R, satisfaz

~T<S<T e T(|z]) = Ri(z") + Ro(z™) = S(x),
0 que prova a terceira formula. O

Dizemos que dois espacos vetoriais ordenados E e F sao isomorfos como espac¢os
vetoriais ordenados se existe um operador linear bijetor T': £ — F' que satisfaz a seguinte
equivaléncia:

r<yem FE <= T(zx) <T(y) em F.

Observe que a equivaléncia acima é o mesmo que dizer que T e T~ ! sdo operadores
positivos. Nesse caso, dizemos que T' é um isomorfismo entre espacos vetoriais ordenados.

Em alguns espacos vetoriais ordenados pode ser dificil mostrar a existéncia do supremo
ou infimo de dois elementos dados, ou seja, mostrar que tais espagos sao espacos de Riesz.
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Para facilitar isso temos o préximo resultado, que mostra que se dois espacos vetoriais
ordenados sao isomorfos como espacos vetoriais ordenados, onde sabemos que um deles é
espaco de Riesz, entao o outro também ¢é espaco de Riesz.

De certa maneira, a proposi¢ao a seguir nos permite dizer que o espago de Riesz F
induz uma estrutura de espaco de Riesz no espaco vetorial ordenado F. E é nesse sentido
que usaremos esta proposicao nos capitulos subsequentes.

Proposicao 3.1.17. Sejam E um espaco vetorial ordenado e F um espago de Riesz, e
seja T: E — F um isomorfismo entre espacgos vetoriais ordenados. Entao:

(i) E também € um espago de Riesz.
(i) T(zVy)="T(x)VT(y) para todos x,y € E.
(iii) Se F' € Dedekind completo, entao E também é Dedekind completo.

Demonstracao. Sabendo que F' é espago de Riesz, devemos mostrar que o espaco vetorial
ordenado E ¢ espaco de Riesz. Entao fixemos z e y em FE, e consideremos o supremo
T(z)VT(y) =: uwem F, o qual existe porque F' é espaco de Riesz. Como T é bijetor,
existe um tnico T !(u) =: s € E. Afirmamos que s é o supremo do conjunto {z,y}. De
fato, temos

Tr)<u=z<s e Ty) <u=y <s,

pois T' é isomorfismo entre espacos vetoriais ordenados. De modo que s é cota superior
do conjunto {x,y}. Novamente, como T é isomorfismo entre espagos vetoriais ordenados,
sete Eétal que x <tey <t entao

T(z) <T(t) e T(y) < T(t).

Isso implica que u < T'(t), e portanto s < t. Mostramos que dados quaisquer dois vetores
de E, existe o supremo do conjunto {z,y}. Agora e igualdade T'(x Vy) = T(x) Vv T(y) é
imediata. Com argumentos semelhantes mostra-se o andlogo para o infimo do conjunto
{z,y}.

Resta mostrar o item (iii). Suponhamos que F' seja Dedekind completo. Seja A C E
um conjunto limitado superiormente e seja t € F uma cota superior de A. Como T é
isomorfismo entre espagos vetoriais ordenados, entdo « < ¢ implica T'(z) < T'(t) para todo
xz € A. Logo T'(t) é cota superior para T'(A) C F. E como F ¢é Dedekind completo, existe
v:=supT(A). Notemos que para cada = € A temos T'(z) < v < T(t), e portanto,

r<T '(v) <t
Isso mostra que T~!(v) € E é o supremo de A, concluindo que E ¢ Dedekind completo. [

Observacao 3.1.18. No préximo capitulo usaremos a tese [2I] como referéncia bésica.
De certa forma, a proposicao acima é usada implicitamente nessa tese. Como ela nao
aparece na tese e nem é citada explicitamente, optamos por enuncid-la e demonstra-la.

No exemplo a seguir usaremos a proposicao anterior para dar uma outra demonstracao
de que o espaco vetorial das matrizes reais m x n é um espaco de Riesz Dedekind completo.
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Exemplo 3.1.19. Dados m,n € N consideremos os espacos de Riesz R™ e R"” com suas
respectivas as bases canodnicas, e M,,x, 0 espago vetorial das matrizes reais m x n (veja
Exemplo 2.1.3(e)).

Para cada matriz A = (a;j)mxn € Mmxn chamemos de Ty € L(R™;R™) o operador
linear cuja matriz com relacao as bases canodnicas é a matriz A. Da Algebra Linear
sabemos que

O: My — LR R™) | O(A) =T,

¢ um operador linear bijetor. Para todos xy,...,z, € R,
n
> a1;T;
aip ... Qip T1 j=1
Ty(xy, ..., 20) = : : =
n
a o.oa x
ml mn n Z amjxj
Jj=1
Sejam A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn. Para zi,...,z, € RT temos

(@ij)mxn < (bij)mxn = a;jx; < bx; paratodos 1<i<m e 1<j<n

n n
= Zaijxj < Z bjjz; paratodo 1<i<m

=1 =1
= Ta(z1,...,2,) < Tp(x1,...,2,).
Agora suponhamos que Ta(z1,...,2,) < Tg(z1,...,x,) para todos zi,...,x, € RT.

Entao

TA(LO, . ,0) < TB(1707 c.. ,O) — (an,agl, . ,aml) < (bn,bgl, . ,bml),

TA(O, e ,O, 1) < TB(O, o ,0, 1) — (aln,agn, R ,Clmn) < (bln,bgn, .. ,bmn)

Como a ordem em R™ ¢ coordenada a coordenada, a;; < b;; para todos 1 < ¢ < m e
1<j<n,logo A<B.
Segue que

A< B em My, < ®(A) <d(B) em L(R™R™).

Isso mostra que ® é um isomorfismo entre espacos vetoriais ordenados. Como sabemos
do Teorema de F. Riesz-Kantorovich que L(R";R™) é um espago de Riesz Dedekind
completo, entao M,,, também é um espaco de Riesz pela Proposicao 3.1.17.

3.2 Operadores regulares entre reticulados de Ba-
nach

Para espacos de Riesz normados F e F', denotamos por L(E;F) o subespago de
L(E; F) composto de todos os operadores lineares continuos de F em F. Denotamos
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por L,.(E; F) o subespaco de L(F;F) formado pelos operadores regulares continuos e
por L(E; F)" o conjunto dos operadores positivos continuos de F em F. Em relagio a
ordem, continuamos a trabalhar com a ordem dada em (3.2), e em relagdo a topologia
consideramos L,.(F; F') como espaco normado, espago de Banach se F' for completo, com
a norma dada na Proposi¢ao 1.1.6.

O primeiro resultado que provaremos é central no nosso estudo e é um tipico repre-
sentante do que se chama em Topologia de continuidade automdtica (veja [I1]). Nesse
caso, uma propriedade que tem a ver apenas com a estrutura de ordem implica automa-
ticamente na continuidade.

Teorema 3.2.1. Sejam E reticulado de Banach e F' espaco de Riesz normado. Entdo
todo operador linear positivo T: E — F € continuo. Além disso,

I 7] = sup{[|T'(z)]|: = € Bx"},

onde Bg™ = BpNE*Y. Dessa forma, L(E; F)" = L(E; F)*, e, mais ainda, todo operador
reqular é continuo, isto é, L,.(E; F) = L,.(E; F).

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista um operador linear T': ' — F positivo que nao
seja continuo. Pelo Teorema 1.1.1(iii), o conjunto {||T(z)||: * € Bg} nao é limitado.
Logo, para cada n € N existe y, € F tal que [|y,|| < 1 e n2" < || T(y,)|]. Tomando
Ty = 27"y, temos

[znll = 127"ynll <27 e 0 < T (zn)]]

para cada n € N. Da Proposigao 3.1.2 sabemos que |T'(z,)| < T(|z,|), dai
n < [T ()|l = T @)l < IT(zn)l,

onde a igualdade segue da Proposicao 2.2.2 e desigualdade final do fato da norma ser
reticulada. Combinando isso com |||z,||| = ||z.|, podemos supor, a menos de ter que
trocar x,, por |x,|, que cada x, é positivo. De

Sllall <3 o < oo,
n=1 n=1

o0
a série Y z, é absolutamente convergente no espago de Banach E. Pelo Teorema 1.1.5
=1
" 00 k
essa série é convergente em F, digamos »  z, =z € E. Como ) x; > 0 para todo k e
n=1 n=1
o cone positivo de E é fechado pelo Teorema 2.2.11(ii), concluimos que x > 0. Para todo

n?
[e’e) n—1 fe’e)
:z;:g szg r; +r, + E i R
j=1 j=1

= j=n+1
N—— N——
>0 >0

Aplicando novamente o fato da norma ser reticulada, e também a positividade de T', de
x, e de z, temos

z, <o = T(x,) <T(x) = n<||T(z,)|| <||T(z)| para todon € N,
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Essa contradicao prova que todo operador linear positivo é continuo.
Agora, para cada x € Bg, de

[l = Nzl e N7 @) < TN,
segue que ||T| = sup{||T(z)||: * € Bg*}. A segunda afirmacio segue da igualdade
T =T%*—T" edo fato de L.(E; F) ser subespago vetorial de L,.(E; F). O

Essencialmente, o seguinte corolario diz que existe apenas uma norma reticulada em
um espago de Riesz que o faz ser reticulado de Banach.

Corolario 3.2.2 (Goffman). Todas as normas reticuladas que fazem um espago de Riesz
ser um reticulado de Banach sao equivalentes.

Demonstracao. Consideremos um espaco de Riesz E que é um reticulado de Banach com
as normas reticuladas || - [|; e || - [|2. O operador identidade

I (B - [l) — (B, - 1l2),

¢ claramente positivo e tem inversa positiva, logo é um isomorfismo topolédgico pelo Teo-
rema 3.2.1. Segue que as normas || - ||; e || - ||2 sdo equivalentes. O

Entretanto, nem todo operador linear continuo é regular:

Exemplo 3.2.3. Consideremos o operador linear 7: C[0, 1] — ¢y dado por

T(f) = (f(1) = f(0), f (5) = £(0), f (5) — f(0),...).

O operador T estd bem definido porque f é continua e, como n=! — 0, temos f (%) —
f(0) — 0. Para todo n,

() = FO < [f G+ 1£0)] < 2 fllee,
logo ||T(f)|leo < 2| f]leo vale para cada f € C[0,1]. Segue do Teorema 1.1.1 que 7" é um

operador linear continuo.

Vejamos T' nao é regular. Provaremos isso mostrando que T' nao é ordem limitado.
Suponhamos que 7" seja ordem limitado. Nesse caso existe s = (s1, S2,53,...) € ¢ tal
que |T(f)| < s para cada 0 < f <1, onde 1 denota a fungao constante igual a um. Para
cada n € N tomemos f, € C[0,1] tal que 0 < f,, < 1 com f,(0) =0¢ f,(2) = 1. Veja
que

L= [fu (2) = £u0)] < s

para todo n. Isso implica que s ¢ ¢g, uma contradigdo. Portanto T nao é ordem limitado,
e como todo operador regular é ordem limitado, 7" nao é regular.

Dados E e F reticulados de Banach com F' Dedekind completo, o subespaco L, (E; F')
nem sempre é fechado em (L(E; F), | - ), isto é, podem existir sequéncias de operadores
regulares (continuos) que convergem para operadores que nao sao regulares. Um exemplo
de um espago onde existe uma sequéncia desse tipo pode ser encontrado em [10, pagina
459]. Sendo assim, faz sentido buscar uma norma reticulada em £,.(E; F') que o torne um
espaco de Banach.
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Sejam F e F reticulados de Banach. Para todo operador linear regular T: £ — F
que tem médulo definimos sua norma regular ou r-norma por

1T = 1T[l| = sup{[[|T|(x)||: = € Bg}.
O teorema a seguir mostra que a norma regular faz o que dela se espera.

Teorema 3.2.4. Sejam E e F reticulados de Banach. Se F é Dedekind completo, entdo
(L(E;F), || -|l») € um espago de Riesz normado. E também,

171 < 1Tl (3:5)

Demonstragao. Como T(x) < |T|(z) para cada x € E™, entao pelo Teorema 3.2.1 e pelo
fato da norma de F ser reticulada,

17N = sup{[|T(2)||: = € Be"} < sup{[[|T|(z)||: = € Be"} = [[|T|| = [T
Também pelo Teorema 3.2.1 sabemos que L,(E; F) é igual a L.(F; F), o qual é um
espago de Riesz Dedekind completo pelo Corolério 3.1.13, ou seja, L£,.(E; F) é um espago
de Riesz Dedekind completo. Mostremos que a funcao

|- l-: £(E; F) — RY, T — || T,

é uma norma em L,.(E; F). Observando que para cada T € L,.(E; F) o operador |T| é
continuo, pois L,.(F; F) é espago de Riesz, vemos que || - ||, estd bem definida. Também,

T, =0=||IT||| =0=|T|=T"+T =0.

Logo Tt =0e T =0,0queimplicaT =TT —-T" =0.
Para T1,T; € L.(E; F),

1Ty + ol = 1Ty + Toll] < T3]+ Tl < Il + (23]l = T3l + (17

Agora, se T € L,.(E; F) e a € R, entao

[Tl = [Tl = [l - (T[] = laf - [T = laf - [T}
Portanto, || - ||, 6 uma norma em L,.(E; F).
Resta mostrar que || - ||, é norma reticulada. Para ver isso, sejam Ty, Ty € L,.(E; F)

tais que |T1| < |7»|. Novamente do Teorema 3.2.1,

T2l = T3] = sup{llITa(2)l]|: = € Bx™}
< sup{[||Ta(@)[l|: = € Be"} = [IITa]]| = [ T2,

m
Veremos a seguir um exemplo que mostra que a desigualdade (3.5) pode ser estrita.
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Exemplo 3.2.5. Lembremos que R? ¢ um reticulado de Banach quando ordenado com a
ordem coordenada a coordenada e munido da norma euclidiana (Exemplo 2.2.3). Consi-
deremos R? com a base canonica e também o operador linear

T:R* — R, T(z,y) = (@ +y,2-y).

De

segue imediatamente que 1" é regular. Pelo Teorema 3.2.4 existe |T'|. Por um lado,

2 2
T +y r—y 2, .2
T|| =su — | + cxt+yt <1
7 p\/(ﬂ) (") sat et <
=sup{a2+y2: 2®+y* <1} =1.

E por outro lado, pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich,

IT1(1,0) = sup { 5w +y,2 = 9): (al. o)) < (1,0)} = H(1,1),

T1(0.1) = sup { Z5(@ + @ = 9): (Jal.lyl) < (0,1)} = Z5(1,1).

Sendo assim, |T'|: R? — R? é dado por

T|(z,y) = Tl(x,0) + |T|(0,y) = = [T|(1,0) + y - [T](0,1) = 5 (z +y,x + ).

Entao
Il = 17 = {171 (42, 2) | = I ol = v2 > 1= 71,

como queriamos mostrar.

Para uma discussao sobre quando a igualdade L(E;F) = L,.(F;F) ocorre ou nao
ocorre, e ainda quando a r-norma coincide com a norma usual de operadores, veja [29] 130].

Precisamos dos dois lemas a seguir para demonstrar o resultado principal desta se¢ao.

Lema 3.2.6. Seja (x,)32, uma sequéncia que converge para T no espag¢o normado E.

[e.9]
Entao, para todo n € N, a série Y (x;11 — x;) converge para x — x,, em E.

i=n
Demonstracdo. Para n < k € N, temos

k
D (@it = x5) = (a1 = @) + (Tnga = Tppr) + -+ (@ — 1) + (Tps1 — 23)

=n

= Trr1 — Tp-

k o0
Assim, dado n € N, temos que a sequéncia das somas parciais (Z(ziﬂ — xl)) é a
i=n k=n

sequéncia (Tg41 — Tn)ie,,, & qual converge para x — x,, quando k — o0. ]
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Lema 3.2.7. Sejam (x,)22, e (yn)22, sequéncias em um espago de Riesz normado E tais

que 0 < x, ey, < x, para todo n € N. Se as séries Y x, e Y y, convergem para x €y
n=1 n=1
em E, respectivamente, entao y < x.

k

k
Demonstracao. Para k € N, fagamos s = > xp e 1y = Y Y. Temos
n=1 n=1

0 < Tpp1 = Sk < Tig1 + Sk = Skt

para todo k € N. Com isso, a sequéncia das somas parciais (s;),., no conjunto fechado
E* (Teorema 2.2.11(ii)) é crescente e converge para x em E1. Pelo Teorema 2.2.11(iii),
xr =sup{s;: j € N} € E* . Agora, como 0 < (z1 —y1)+ (w2 —y2) + - - - + (% — i), temos

ry < s <

para cada k € N. Dessa forma, (x — ri)52, é uma sequéncia de elementos de Et que
converge para x — y, pois a sequéncia das somas parciais ()., converge para y em E.
Como E* é um conjunto fechado, segue que z —y € E™, ou seja, y < x. O

Chegamos no nosso principal resultado desta secao.

Teorema 3.2.8. Sejam E e F reticulados de Banach com F Dedekind completo. Entao
o espaco L,.(E; F) dos operadores regulares continuos munido com a r-norma € um reti-
culado de Banach.

Demonstracao. Ja sabemos que (L,.(E; F),| - |l») ¢ um espago de Riesz normado, faltando
mostrar que é completo. Para isso, seja (7,,)2° ; uma sequéncia de Cauchy em L,.(E; F)
com a r-norma. Entao, dado n € N, existe j(n) € N tal que ||}, — T}||, < 27" para todos
m,k > j(n). Em particular, |7, — T} l|l» < 27" para todo m > j(n). Seja (k,)s2,; uma
sequéncia em N dada por: k1 = j(1), e para n > 2 seja

k _ ](n) s€ kn—l <j(n)7
" kar+ 1 se kg > j(n).

Entao (k,)?, é uma sequéncia crescente em N que satisfaz

1 Tkpis — Tl = Ty — Tho Il <277

n+1 n+1

para cada n € N. Desse modo, (T},)s; ¢ uma sequéncia de Cauchy em L(FE;F) pois

| Thrs — Tho |l < 1 Th0s — Ty || Como F é espago de Banach, entdo L(E; F') é também

espago de Banach (Teorema 1.1.6), e portanto existe ' € L(F; F') tal que ||T'—Ty,, || — 0.
— Ty, ||| < 27", entdo a série > [T}

‘ - Tki (23)

é absolutamente convergente, logo converge no espago de Banach F' (Proposicao 1.1.5).
Seja y € E tal que |y| < z. Pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich,

Aplicando primeiro o Lema 3.2.6 e em seguida o Lema 3.2.7 segue que

Fixemos © € E*. Como |||T}

n+1 i+1

(Tk - Tkz)(y) < ’Tki+1 - Tki

141

(T - Tkn)<y> = Z(Tki+l - Tkz)(y) < Z |Tk5i+1 - Tk1|(x)
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para todo n € N. Entao o conjunto {(7"— T}, )(y): |y| < z} é limitado superiormente no
espaco Dedekind completo F', de modo que seu supremo existe em F. Segue do Teorema
3.1.11 que o mddulo de T — T}, existe em L(E; F) e

T = Ty, |(2) = sup{(T = Ti,)(y): [y < =} < Z Thipr — Th| () (3.6)

para todos x € ET en € N.

Vejamos que T' é operador regular. Pelo Teorema 3.1.3 o operador positivo |T" — T, |
é ordem limitado para cada n € N, isto é, |T' — T}, | € Ly(F; F') para cada n € N. Assim,
de T'= (T — Tk,) + Tk, concluimos que T é um operador ordem limitado, logo operador
regular pelo Corolario 3.1.13.

Agora, de (3.6) segue que, para todo n € N,

IT — Ti, ||, = sup{|||T = Ty, |(2)||: € B}
< Sup{ T E BE+}
< sup {Z H‘Tkiﬂ — Tk, (JJ)H x e BE+}

o0
< Z ”TkiJrl - TszT < 21_n'

1=n

o0

Z |Tki+1 - Tkml(l‘)

=n

Portanto, || — Tk, || — 0, e logo a sequéncia de Cauchy (7,,)22, converge para T em
L.(E;F) com a r-norma pois contém uma subsequéncia convergindo para 7' com a 7-
norma. Concluimos que £, (E; F') munido com a r-norma é um reticulado de Banach. [

No Exemplo 3.2.3 vimos que existe operador continuo que nao ¢é regular. Nosso
proximo resultado, devido a Garrett Birkhoff, mostra que todo funcional linear continuo
em um reticulado de Banach é regular.

Relembremos que quando F é um espago normado escrevemos E' .= L(F;R) e chama-
mos este espaco de dual topoldgico de E. Dado um funcional linear / € E’, introduzimos
a notacao

(2, x) = 2'(z).

Para um espago de Riesz E escrevemos E~ = L.(F;R) e chamamos este espago de
ordem dual de E.

Teorema 3.2.9. Se E € reticulado de Banach, entdo o dual topoldgico E' munido com a
norma usual de operadores € um reticulado de Banach. Além disso, E' = E~.

Demonstra¢ao. Primeiro, mostremos que todo funcional em E’ é regular. Pelo Corolario
3.1.13 basta mostrar que cada funcional é ordem limitado. Fixemos um funcional 2’ € E.
Temos |(z,x)| < ||2'|| - ||z]| para todo x € E. Entao r < 2 < s € E implica

(@) < (@', )| < [l flell = 2" el < 21 s v (=), (3.7)
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onde a igualdade segue da Proposicao 2.2.2 e a ltima desigualdade vale porque E é espaco
de Riesz normado. Substituindo z por —z em (3.7) temos (x/, —z) < ||2/|| - ||s V (=7)]|,
logo

=l - lls v (=)l < (2, ).

Isso mostra que 2’ é ordem limitado, e assim, £/ C E~. Como todo funcional regular é
continuo quando F é reticulado de Banach (Teorema 3.2.1), entao £~ C E’. Portanto,
E' = E~.

Pelo Teorema 1.1.6, E’ é espago de Banach com a norma usual de operadores, entao
resta mostrar que || - || é norma reticulada. Sejam 2’,y" € E' com |2/| < |y/|. Para cada
xr € I temos

|2 (z)] < sup{["(y)|: |yl <[]} = [2'|(])
< |I(J=l) = sup{ly' W)= [yl < fel} < 1/l - [l

onde as igualdades seguem do Teorema de F. Riesz-Kantorovich, e a ultima desigualdade
do Teorema 1.1.6 e por E ser espaco de Riesz normado. Logo, quando x € Bpg, temos
|2’ (z)| < ||¢/||. Dessa forma ||z’|| < ||y/||. Sendo assim, E’ é um espago de Riesz normado,
concluindo que £’ é um reticulado de Banach. O

Como R é Dedekind completo, notemos que se E ¢é reticulado de Banach, entao o
Teorema 3.2.8 garante que o dual topolégico E’ é um reticulado de Banach com a r-
norma. Pelo Coroldrio 3.2.2 temos que o operador identidade I: (E',|| - ||) — (&', ]| -
||l) é um isomorfismo topolégico, ou seja, a norma regular é equivalente & norma usual
de operadores. Em geral, basta que E seja espaco de Riesz normado para que o dual
topoldgico E’ seja um reticulado de Banach (veja [3, Theorem 4.1]).

3.3 Homomorfismos de Riesz

Nesta secao estudamos a classe dos operadores lineares entre espacos de Riesz que
preservam as operacoes de reticulado, chamados de homomorfismos de Riesz.

Definicao 3.3.1. Um homomorfismo de Riesz é um operador linear T: E — F entre
espacos de Riesz tal que
T(xVy)=T(x)VT(y)

para todos x,y € E.

Exemplos serao vistos ao longo da secao, mas antes vejamos algumas propriedades e
caracterizagoes dos homomorfismos de Riesz.

Proposicao 3.3.2. Todo homomorfismo de Riesz é um operador positivo.

Demonstracao. Seja T: E — F um homomorfismo de Riesz. Entao cada x € ET tem
imagem
T(x)=TxVv0)=T(x)vT0)=T(z)v0=(Tx)" >0

em I, ou seja, T' é um operador positivo. O

A seguir temos propriedades equivalentes que caracterizam um homomorfismo de Ri-
esz.
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Proposicao 3.3.3. Seja T: E — F um operador linear entre espacos de Riesz. Sao
equivalentes:

(i) T é um homomorfismo de Riesz.
(i) T(xt) = (Tx)" para todo x € E.
(iii) T'(x Ny) =T (x) NT(y) para todos x,y € E.
(i) T(x) NT(y) =0 em F sempre que x ANy =0 em E.
(v) T(|z]) = [T'(x)| para todo v € E.
Demonstracao. (i) = (ii) Por hipétese, T' é homomorfismo de Riesz, logo
Txt)=T(xVv0)=T(x)v0=(Tz)"
para todo xz € E.
(ii) = (iii) Para todos =,y € E,
Tany)=T—(z-y)") =T() - T((x—y)")
2 () — (T = Ty)* = T(2) AT(y).
onde a primeira e tltima igualdades vém do Teorema 2.1.4(vi).
(iii) = (iv) Sez Ay =0, entdo 0 =T'(z AN y) = w T(x) NT(y).
(iv) = (v) Para todo = € E,

T(2)] = |T(2") = T(z7)| =T(a") VT(a~) = T(a") NT(z")
Ta)VT( ) —0=T@E")+T(z")=T(x"+z")

T(|=|),
onde a segunda e a quarta igualdades seguem dos itens (ix) e (i) do Teorema 2.1.4,
respectivamente, e a terceira de (iv) e do item (vi) do Teorema 2.1.4.

(v) = (i) Do Corolario 2.1.5 segue que

T(xVvy) =T +y+lz—yl) =3(T() +T(y) + T(lx - yl))
= 5(T(x) + T(y) + |T(z) = T(y)]) = T(x) v T(y),

onde a terceira igualdade vem da hipotese. O]

Os exemplos a seguir ilustram o conceito de homomorfismo de Riesz e evidenciam a
utilidade das caracterizagoe acima.

Exemplo 3.3.4. (a) Vejamos um exemplo que mostra que a reciproca da Proposigao 3.3.2
nao é verdadeira. Para isso considere

T:C0,1] — R, T(f) = /1f(t)dt
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As propriedades da integral de Riemann garantem que 7' esta bem definido, é linear e
positivo. Tomando a fungao f(z) =x — %, temos

707 = [ s =g 0= [ soa= @

A Proposigao 3.3.3(ii) garante que 7" ndo é um homomorfismo de Riesz.

(b) Relembremos que o espago das fungdes reais continuas em um espago topoldgico
compacto de Hausdorff é um espago de Riesz com a ordem pontual (Exemplo 2.1.14(b)).
Sejam K; e K5 espacos métricos compactos de Hausdorff. Fixamos uma funcao continua
¢: Ky — K; e uma funcao g € C(K3)" e definimos

T: C(Ky) — C(Ks) , T(f) =g (fo).

Como a composta de fungoes continuas é continua e o produto de fungoes continuas a
valores reais é continua, segue que 7' estd bem definido. Para todas f1, fo € C(K}), todo
A € R e cada z € K,, temos

T(fi+Af)(x) = g(x) - (fr + Af2)((x))
= 9(x) - fr(o(x)) + g(x) - Mfa(¢(2))
= T(fu)(x) + AT (f2)(x)
= [T(f1) + AT ()] ().

Isso prova a linearidade de T. E imediato que T é um operador positivo. Agora, para
cada f € C(K;) e cada z € K, temos

T([f)(x) = gz) - |fl(o(x)) = g(z) - [f(¢(2))] = g(x) - f(o(x))] = |T(f)(2)],

onde a terceira igualdade segue da positividade da fungao g. Isso prova que T(|f]) =
|T(f)|, e portanto T é um homomorfismo de Riesz pela Proposicao 3.3.3(v).

(c) Para 1 < p < oo, consideremos o espaco de Riesz L,(£2) como no Exemplo 2.2.3(d).
Para cada funcao h € Lo (Q)" fixada, definimos

Tt Ly(Q) — Lp(Q) , Tu(f) =h- f.

Para a boa definicao de T}, note que, para toda f € L,(2), |h|% - |f|? é integrével e
\h - fIP < ||A||%, - |f|P. E imediato que T}, é um operador linear positivo. Para cada
f € L,(Q) temos

Tu(If1) = b= 1f1 = |- fI = 1T (F)],

mostrando que 7T}, é um homomorfismo de Riesz pela Proposigao 3.3.3(v).

Consideremos um operador linear T': E — F' entre espacos vetoriais. Relembremos
que o niucleo de T é o subespago vetorial de E definido por

ker(T) ={x € E: T(x) = 0},
e a imagem de T é o subespaco vetorial de F' definido por

R(T) ={T(z) : z € E}.
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Veremos adiante que a imagem e o nicleo de um homomorfismo de Riesz sao su-
bespacos de Riesz do contradominio e do dominio, respectivamente. Mas antes, vejamos
que o nucleo ou a imagem de um operador regular entre espacos de Riesz podem nao ser
subespagos de Riesz.

Exemplo 3.3.5. (a) Novamente, consideremos o operador linear positivo

T:C0,1] — R, T(f) = /1 ()t

Notemos que f(z) =z — 3 e g(z) = —z + 5 sao vetores do subespaco vetorial ker(T).
Entretanto, f V g € C[0,1] é a fun¢do (f V g)(z) = |z — 1], que claramente tem integral
maior do que zero. De modo que f V g ¢ ker(T), e portanto, ker(T) nao é subespago de
Riesz de C[0, 1].

(b) Tomemos S: C[—1,1] — C[—1, 1] definido por

S(f)(x) = / " p(nyt.

As propriedades da integral de Riemann garantem que S esta bem definido e é um ope-
rador linear positivo. Para cada f € C[—1,1], S(f) é uma funcao diferencidvel em [—1, 1]
pelo Teorema Fundamental do Célculo (veja, por exemplo, [19, cap. IX, Teorema 8)).
Em outras palavras, todas as funcoes da imagem de S sao diferenciaveis. Tomando f
como sendo a fun¢ao constante igual a 1 e g como a fungao constante igual a -1, temos
S(f)(x) =z e S(g)(z) = —z para todo = € [—1,1]. Segue que S(f)V S(g) é a funcao
moédulo, que nao é diferencidvel em o = 0. Isso mostra que S(f) vV S(g) ¢ R(S), e entao
a imagem de S nao é subespago de Riesz de C[—1,1].

Veremos a seguir mais um resultado que é 1til para identificar quando um operador
linear entre espagos de Riesz nao é um homomorfismo de Riesz.

Teorema 3.3.6. Seja T': E — F um homomorfismo de Riesz. Entdo seu nicleo ker(T)
e sua imagem R(T) sao subespagos de Riesz de E e F, respectivamente.

Demonstracao. Se x,y € ker(T), entao T'(z) = T'(y) = 0. Segue que
T(xVy)=T(x)VT(y) =0

pois T é homomorfismo de Riesz, provando que x Vy € ker(T). Esté provado que ker(T)
¢ subespaco de Riesz de E.

Agora, se u,v € R(T), entao existem x,y € tais que T(x) =u e T(y) = v. Como T é
homomorfismo de Riesz,

uVo=T(x)VT(y)=T(xVy) € R(T),
provando que R(T") é subespago de Riesz de F. ]

O teorema acima mostra, em particular, que os operadores T e S do Exemplo 3.3.5
nao sao homomorfismos de Riesz.

Um subconjunto A de um espaco de Riesz é denominado sdlido sempre que
lz] < |y| e y€ A implica = € A.

Um subespaco vetorial so6lido de um espaco de Riesz é chamado de ideal.
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Proposicao 3.3.7. Todo ideal de um espaco de Riesz é subespaco de Riesz.

Demonstragao. Se z é vetor de um ideal, entao |z| < |z| implica que todo ideal contém o
moédulo dos seus vetores. Assim, o resultado segue da identidade x Vy = %(m +y+lz—y|)
para todos x e y no ideal. O]

O seguinte resultado garante que um homomorfismo de Riesz leva ideal em ideal
somente quando sua imagem é um ideal.

Teorema 3.3.8. Seja T': E — F um homomorfismo de Riesz. Entao T(E) é um ideal
em F' se, e somente se, T(A) € solido em F' sempre que A é sdlido em E.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que T'(E) seja um ideal em F'. Seja A C F sélido e fixemos
r € A Sey € F étal que |y| < |T(z)], entdo y € T(F) pois T(E) é ideal em F. Logo
existe z € E tal que T(z) = y. Chamemos w = 2% A |z| — 27 A |z| e notemos que

2" Az <0= w <2t Alz| <zl
—2 T Az 0= —w <27 Alx| < |z|.

Disso segue que |w| < |z|. Uma vez que A é sélido e z € A, entdo w € A. Como T
¢ homomorfismo de Riesz, dos itens (ii), (iii) e (v) da Proposi¢ao 3.3.3 e do fato de que
vy +y =yl < |T(x)], temos

T(w)=TEYA x| — 27 Alz|)
= (T2)" ANT(|z[) = (T2)” AT (|2])
=y " AT (@) -y AT(2)|
=y —y =y

Portanto, y = T'(w) € T(A) mostrando que T'(A) é sélido. Para a reciproca basta notar
que FE é sélido e T'(FE) é subespago vetorial de F'. O

Lembremos que se ' é um espago de Riesz, entao o espaco ordem dual E~ = L,.(F;R)
é um espago de Riesz Dedekind completo pelo Corolario 3.1.13, e portanto é também
o-Dedekind completo. Tomando o ordem dual de E~, chamamos de sequndo ordem dual
o espago de Riesz Dedekind completo B~ = (E™)~.

Veremos agora um homomorfismo de Riesz muito importante na teoria. De forma
analoga ao que é feito no caso de espagos normados, dado um espaco de Riesz F, o
operador linear

Jg: E— E™ | (Jp(x), 2"y = (2, x) = 2'(x),

é chamado de mergulho candnico. A boa definicao e a linearidade de Jg sao imediatas. E
também Jg é positivo: para cada x € E1 temos 0 < (Jg(x),2’) sempre que x’ é positivo;
portanto Jg(x) € E~~ é positivo quando = € Et.

Apesar do nome e ao contrario do caso de espacos normados, Jg nem sempre é injetor.
Veremos a seguir que Jg é mais que um operador positivo e quando ele é injetor.

Teorema 3.3.9. Seja E um espaco de Riesz.

(a) O mergulho candnico Jg: E — E~~ é um homomorfismo de Riesz.

(b) Se E~ separa pontos de E, isto é, para todos x,y € E,x # vy, existe ¢ € E™ tal que
o(x) # ¢(y), entao Jg € injetor.
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Demonstracao. (a) Seja x € E e seja 2’ € E™~ positivo. Temos

(Jp(x) ", 2"y = sup{{Je(x),y): v/ € E~ e 0<y <2’}
=sup{(y’,z): ¥y € £~ e 0<y <2’}
= <33/,37+> = <‘]E(x+)7$,>v
onde a primeira igualdade vem do Corolario 3.1.13 e a terceira vem do Teorema 3.1.16.

Segue que (Jg(x))t = Je(zT), e portanto o mergulho canoénico Jg é um homomorfismo
de Riesz pela Proposicao 3.3.3(ii).

(b) Suponha que E~ separe pontos de E. Temos:

r,y € B o #y = existe p € B~ tal que p(x) # ¢(y)

= Je(7)(p) = p(z) # v(y) = Je(y)(»)
= Jp(r) # Ju(y).

Isso prova que Jg é injetor. O

Para informacao do leitor mencionamos que o mergulho canénico nem sempre preserva
supremos e infimos de conjuntos infinitos (veja [3, Exercicio 10 do Capitulo 1}).

Um isomorfismo de Riesz € um homomorfismo de Riesz que é bijetor. Dizemos que
dois espagos de Riesz E e F' sao Riesz isomorfos se existe um isomorfismo de Riesz de
E sobre F'. Nesse caso, no sentido de espacos de Riesz podemos considerar £ e F' como
sendo idénticos.

Vejamos que os isomorfismos de Riesz sao exatamente os operadores lineares positivos
com inverso positivo.

Teorema 3.3.10. Seja T: E — F um operador linear bijetor entre espacos de Riesz.
Entao T € um isomorfismo de Riesz se, e somente se, T e T~ sdo positivos.

Demonstrag¢ao. Se T é isomorfismo de Riesz, entao T' é operador positivo, pois os ho-
momorfismos de Riesz sao positivos pela Proposicao 3.3.2. Vejamos que T~ também é
operador positivo. De fato, se u € F™, entao existe © € E tal que T'(z) = u pois T é
sobrejetor. Dai,

T(xVv0)=T(x)VT0)=uV0=u

pois T' é homomorfismo de Riesz. E como T ¢ injetor,
Tx)=u=T(xV0) = z=2V0,

o0 que nos permite concluir que z € ET. Assim, T~! é operador positivo pois T!(u) € E*
para todo u € F't.

Reciprocamente, suponhamos que 7' e T~! sejam positivos. Sejam z,y € E. De
r<zVyey<zVysegue que

Tx)<T(xVy) e T(y) <T(zVy),
pois T' é positivo. Consequentemente,

T(z)VvT(y) <T(zVy).
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Analogamente, como 7! também é positivo, para todos u,v € F temos
T u)vT o) < T HuVw).
Dessa forma, se T'(x) = u e T'(y) = v, entao
eVy=T ) VT () <T  uvv)=T"T(x)VvT(y)).

E como T é positivo, T'(z Vy) < T(x) V T(y). Com isso, concluimos que T(x V y) =
T(xz)VT(y) vale para todos =,y € E, ou seja, T' é um homomorfismo de Riesz. O

No exemplo a seguir apresentamos uma aplicagao do teorema que acabamos de provar.

Exemplo 3.3.11. No Exemplo 3.1.19 vimos que o espago vetorial das matrizes reais M,,
¢ um espago de Riesz mostrando que o operador linear bijetor ®: M,,x, — L(R™;R™),
dado por ®(A) = T4, é um isomorfismo entre espagos vetoriais ordenados. Entao

0<A em My, <= 0=>0(0) < d(A) em LR"R™).

Logo ® e ®! sdo operadores lineares positivos. Do Teorema 3.3.10 temos que ® é um
isomorfismo de Riesz. Em particular, pelo Teorema 3.3.3(v),

Tia = @(|A]) = [®(A)| = |Tal.
Portanto, pelo Teorema F. Riesz-Kantorovich, se A = (a;;)mxn, entao

\all\ ce \aln] T
ﬂA\(xlw"axn): : ' : :

lam1| - |mnl T

n
> lagg|z;
j=1

n
> |amglz;
j=1

:Sup{‘TA(ylw"’yn)‘: ’yzl Sxia 1 SZSTL}
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Capitulo 4

Operadores multilineares regulares

Neste capitulo veremos que alguns resultados sobre operadores lineares regulares entre
espacos de Riesz podem ser generalizados para o caso multilinear. Faremos um desenvol-
vimento semelhante ao feito no caso linear. Usamos [21] como referéncia base para este
capitulo. Dito isso, nosso proposito agora é:

e Introduzir uma ordem no conjunto dos operadores multilineares regulares entre espagos
de Riesz de forma a torna-lo um espaco de Riesz.

e Introduzir uma norma no espago de Riesz dos operadores multilineares regulares entre
reticulados de Banach de forma a torna-lo um reticulado de Banach.

Como no capitulo anterior, neste capitulo todos os espagos de Riesz sao arquimedianos.

Para comecar, devemos estabelecer uma ordem parcial no produto cartesiano £ x - - - X
E,,onde Ey, ..., E, sdo espagos de Riesz. Dados (x1,...,2,), (Y1, ,Yn) € E1 X+ X Ey,
¢ de se esperar que a primeira ideia de ordem parcial que surge ¢ a ordem pontual:

(xla"wxn)S(yla'-'ayn)<:’\>xi§yi paratOd()lSiSn-

Como caso particular do Exemplo 2.1.3(f) sabemos que essa relagao é uma ordem parcial
que faz com que E; X --- X F, seja um espaco de Riesz. Suas operacoes de reticulado
satisfazem

(1, )V (Y1s -y Un) = (T V Y1y o, T V Yn),

(xlv"wxn) /\(yla"'ayn) = (xl/\yla"'vxn/\yn)a

(1, ... xn)| = (Jx1], .- -y |2a])-

E f4cil ver que se FE; é Dedekind completo para todo 1 < 7 < n, entao E; X --- X
E, é também Dedekind completo (basta raciocinar como no Exemplo 2.1.17). Sempre
consideramos F; X --- X E, munido dessa ordem parcial, salvo mencao explicita em
contrario.

4.1 Espaco dos operadores multilineares regulares

Comecamos definindo operadores multilineares positivos e regulares.

Definicao 4.1.1. Seja A: E;x---x E, — F um operador n-linear entre espagos vetoriais
ordenados. Dizemos que A é:
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(i) Positivo se A(zy,...,1,) € FT sempre que z; € E;* para todo 1 <i < n, e denota-
mos isso por A > 0. Escrevemos L(Fy,..., E,; F)" para simbolizar o conjunto de
todos os operadores multilineares positivos em L(Ey,..., E,; F).

(ii) Regular se A é a diferenca de dois operadores n-lineares positivos. O subespago

vetorial dos operadores multilineares regulares de L(FE, ..., E,; F)) é denotado por
L.(Ey,...,Ey F).

Um resultado muito importante que vimos para o caso linear foi o Teorema de Kan-
torovich, o qual garante que um operador positivo é unicamente determinado pelo cone
positivo do seu dominio. Nosso primeiro resultado para operadores multilineares entre
espacos de Riesz generaliza esse teorema. Mas antes apresentamos um exemplo para
auxiliar no entendimento do leitor.

Exemplo 4.1.2. Sejam E, E5 e F espacos de Riesz e seja A: E; X E5 — F um operador
bilinear (2-linear). Entao, para todos x; € Fy, 29 € Es,

A(Jfl, :L'Q) = A(ZE1+ — Il_, ZL‘2+ — l’g_)
= Az xt —wg7) — Az, 20T — 7))
= Az, m0") — Al T 2e7) — Ay 20 ™) + Az, 207).

Com essa igualdade ja é possivel perceber que o operador A é determinado pelo cone
positivo do seu dominio E; x E,. Agora, se para cada x; = ;7 — z;,~ € E; escrevermos
Tio = l’fr € Ti1 = x; , entao

A<5U1, 132) = A($1,07 952,0) - A($1,07 952,1) - A($1,1, 952,0) + A(£C1,1, $2,1)
= (_1)0+0A(I170a$2,0) + (—1)0+1A($1,O,$2,1)
+ (_1)1%14(%,1@2,0) + (—1)1+1A($1,17 $2,1)

Z (_1)21%14(%1,/?17‘7327’62)'

k1,k2€{0,1}

E usando a notacao acima que estendemos a férmula para o caso multilinear

Teorema 4.1.3 (Teorema multilinear de Kantorovich). Sejam FEy, ..., E, e F espacos de
Riesz e seja A: EyT x - x E,7 — F* uma funcdo que é aditiva em cada varidvel, isto
¢,

Az, ooymt o, my) = Aoy, oy o) + Ay, o 2 2,

para todos z;, x; € E;t com 1 < i <n. Entio A pode ser estendida de forma tinica para
um operador n-linear positivo A de Ey X --- X B, em F. Mais ainda, a extensao A é dada
por

Alwy,.w) = > (=DZNA@e, . Tok),

kl,.“,kne{o,l}

em que, para cada x; = x;7 —x;” € E; escrevemos x;0 = x;7 e 10 = ;.

Demonstragao. Provaremos o resultado por inducao sobre o grau de multilinearidade n.
O Teorema de Kantorovich nos garante o caso n = 1. Suponhamos agora que o resultado
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seja vélido para n e provemos que vale para n + 1. Seja A: Byt x -+ x B, 7 — F+
uma funcao aditiva em cada varidvel. Para cada z; € E;" definimos

. + + + —
Axl : E2 X oo X En+1 — F , AI1<£L'2, R 7$n+1) = A(i[)l,l'g, R ,iL‘nJrl).

E imediato que A,, é aditiva em cada variavel. Pela hipétese de indugao, para cada
1, € By, a funcao A,, pode ser estendida de maneira tinica para um operador n-linear

positivo A,, de Ey X --- X F, 11 em F dado por

Z:vl (ZE27 s an-‘rl) = Z (_1)Zk1A<x1a X2 koy - - - 7xn+1,kn+1)7

ka,....kn41€{0,1}

em que, para cada x; = x; "

n+1). B
Agora, defina A de Fy X --- X E, 1 em F por

—x;~ € E; escrevemos x;0 = x; 7 e x;; = x; (com 2 < i <

Z(Z’l, PN ,I’n+1) = AzlJr(.’L'Q, ce 7$n+1) — Zwlf(ﬂfg, c. ,Zlfn+1).

E claro que A coincide com A em E;" x -+ x E,.,7. Mostremos que A é o operador
(n + 1)-linear positivo desejado.
Primeiro, notemos que

A(.’L’l, c. 7$n+1) = Za;lJr(iCQ, e ,anrl) — fo(xg, Ce ,.’L’nJrl)

Z <_1>Zk1A(xl+7 T2 koy - - - 7$n+1,kn+1)

ka,....kn+1€{0,1}

- Z (_1)2’%14(1;1—7 $27k2’ s 7'In+1,kn+1)

k2, knp1€{0,1}

= Z <_1)ZkiA(x1,k17 s 7xn+1,/€n+1)7

k17"'7kn+16{071}

N

onde, para cada z; = x;7 —x;~ € E; escrevemos z,0 = x; T ex;; = x;~ (com 1 < i < n+1).
Para ver que A é operador (n + 1)-linear, fixemos vetores xs € Fo, ..., 11 € Epyq €,
para cada k = (kq,...,k,11) com k; € {0,1} para 2 < i <n+ 1, fagamos

Ak: E1+ — F+ 5 Ak(xl) = A(x17x27k27 cee axn+1,kn+1)a

onde escrevemos ;o = z; 7 € x;1 = x;_ para 2 < ¢ <n+ 1. Entao cada A; é uma funcao
aditiva de F; T em F'*, a qual pode ser estendida, usando o Teorema de Kantorovich, para
um tnico operador linear positivo Ay: Ey — F tal que Ag(x1) = Ap(x17) — Ar(z17).

Sendo assim, como A, + e A, - sao lineares em cada variavel xo,...,z,11 e Ay € linear
na variavel x;, entao da igualdade

_ B .

A(.ﬁ(:l, R ,InJrl) = E (-1)2 ZA(ILkl, . ,anrl’knJrl)

k1, kny1€{0,1}

segue que A é um operador (n + 1)-linear positivo de E; x --- x E, em F que estende A.
Por fim, o operador multilinear A é inico. De fato, se B é um operador (n + 1)-linear
positivo que estende A, entdo para cada x; € E;T o operador n-linear

Bxli FEy x -+ X En+1 — F , Bxl(I27...,l’n+1> = B(LUI,IQ,...,In+1),
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coincide com A,, em E,™ x --- x E,.1 pois B estende A. Logo B,, coincide com o
operador n-linear A,, em Fy X --- X F, 1, o qual é o tinico que estende A. Sendo assim,

para (z1,...,Zn41) € F1 X -+ - X E,41 temos
Z(l‘l, e 7xn+1) = A$1+(f[)2, e 7In+1) — A$17($27 e ,ZL‘n+1>
= B1-1+(x2’ e ,In+1> — Bxl—(l‘27 e ,$n+1)
= B(.CIZ'1+, To, ... ,.fL'nJrl) — B(.ﬂli, To, ... ’.,,UnJrl)
= B(ZL‘l,ZEQ, N ,lL‘n+1),
concluindo a demonstracao. O]

O préximo resultado generaliza a desigualdade dada na Proposicao 3.1.2. Em [I4],
Lemma 3.2] encontra-se o caso bilinear n = 2.

Proposicao 4.1.4. Seja A: Ey X --- X E, — F um operador n-linear positivo entre
espacos de Riesz. Entao

|A(z1, .. xn)| < A(lza], - .- 2n])
para todo (xy,...,2,) € By X -+ X E,.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.1.4(vii), para qualquer (zy,...,2z,) € Ey X --- X E, temos
(1], |zn]) = (@t + 27, oz +a,).
Segue do Teorema multilinear de Kantorovich que

|A(z1, .. zn)| = A — 2, T — )

= Z (_1)ZkiA('Il,k‘17 ce ;xn,kn)

kl,...,knE{O,l}

< Z |A(x1,k17"'axn,kn)|
kl,...,knE{O,l}

= Z A(xl,k‘la"'7xn,k‘n)
ki,....kn€{0,1}

= Alm + o, )

== A(|ZI’)1|, SR ’xn’)

em que, para cada x; = z;7 — x;7 € FE; escrevemos ;0 = ;7 e x;; = ;. Na conta
acima, a desigualdade vem do Teorema 2.1.4(vii) e a terceira igualdade é verdadeira uma
vez que A é positivo e as partes positiva e negativa de um vetor sao vetores positivos por
definicao. O

Queremos uma ordem parcial no conjunto dos operadores multilineares entre espacos
vetoriais ordenados que generaliza a ordem parcial estabelecida no caso linear. No-

temos que se Ey,...,FE, e F sao espacos vetoriais ordenados, entao o espaco vetorial
L(FE, ..., E,; F), munido com a ordem parcial
A< B<= (B—A) e L(Ey,...,E.,; F)", (4.1)
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é um espaco vetorial ordenado. Claramente, essa ordem parcial satisfaz o que queremos.
Entao sempre consideraremos L(E1, ..., E,; F') munido com essa ordem parcial, a nao ser
que digamos o contrario.

Da mesma forma definimos o médulo de um operador multilinear:

Defini¢ao 4.1.5. Sejam Fj, ..., E, e F espagos de Riesz e seja A € L(E,...,E,; F).
Se existir o supremo do conjunto {A, —A} em L(F,..., E,; F), chamamos AV (—A) de
mddulo de A e o denotamos por |A].

A proposi¢ao a seguir nos permitird apresentar, no Exemplo 4.1.16, um operador
multilinear entre espacos de Riesz, com contradominio Dedekind completo, que nao tém
modulo.

Proposicao 4.1.6. Sejam E., ..., FE, e F espacos vetoriais ordenados. Para cada A €
L.(Ey,...,E.; F) e para x4 € Es, ..., x, € E, fizos, o operador linear

Azg,...,xn: El — Fa Azg,...,xn(xl) = A(Z’l, To,... an) )
¢ reqular.

Demonstracao. Fixemos A € L,.(Ey,...,E; F)exy € By, ..., x, € E,. A linearidade de
Ay, 2, segue da linearidade de A na primeira varidvel. Sejam R, S € L.(E,..., E,; F)
operadores multilineares positivos tais que A = R — S. Para cada z; = ;7 — z;” € E;,
com 2 < i < n, escrevamos x;g = x;* e x;; = x; . Nao ¢é dificil ver que os operadores
lineares R, e S, sao positivos para quaisquer k, ..., k, € {0,1}.

xQ,er--yl’n,kn T2,k s sTn,kn,

Seja 1 € E,". Do Teorema multilinear de Kantorovich temos

R($1,$2...,$n) = Z (—1)ZkiR($’1,LE27k2,...,$n7kn).

Kz, kn€{0,1}

Segue que R, .. ¢ regular por ser uma combinacao linear de operadores lineares posi-
tivos, digamos R, ,, = Ri — Ry com Ry, Ry > 0. Da mesma forma temos que Sy, .
é regular, digamos S,, . .. = S1 — S com 5,5y > 0.

Assim, para cada x; € Ej,

Ay an (1) = A1, 22, .. ., T4)
= R(xy,29,...,x,) — S(x1,22,...,2y)
= Ray....0n(T1) = San,.oz (T1)
= Ri(z1) — Ra(z1) — (S1(z1) — Sa(21))
= Ry(x1) + Sa(x1) — (Ra(z1) + Si(21))
= [Ry + Sa)(z1) — [Ra + S1](z1).

Isso mostra que Ay, ., = [R1 + S2] — [R2 + Ss] e conclui a demonstragao. O

Seguindo o mesmo desenvolvimento feito no caso linear, prosseguiremos no sentido
de estudar o espago dos operadores multilineares regulares entre espacos de Riesz, com
contradominio Dedekind completo, a fim de mostrar que é um espaco de Riesz Dedekind
completo. E nesse caso, também apresentaremos as féormulas para a parte positiva, a
parte negativa e o0 médulo de um operador multilinear regular (a luz do que foi feito na
Proposicao 3.1.14). Para isso, o seguinte isomorfismo entre espagos vetoriais serd muito
util.
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Definicao 4.1.7. Sejam FEy,..., E, e F espacgos vetoriais. Para cada 1 < i < n fixo
definimos

CI)Z‘I L(El,,E,-“F) —)L(EZ‘;L(El,...7Ei_1,Ei+1,...,En;F)), @Z(A): 547

onde
Ly: B; — L(E\,...,Ei_1,Ei\1,...,E.; F)

¢ dado por

qu(.f[}l)(ml, e L1, Ty 1y e - - ,:E'n) = A(a;l, e ,:E'n).

Proposicao 4.1.8. Sejam Ey, ..., E, e F espacos vetoriais e 1 < i < n. FEntao ®; é um
1somorfismo entre espacos vetoriais.

Demonstragdo. Dado A € L(Ey, ..., E,; F), a funcao L?; é um operador linear pois A é
linear em cada varidvel. Também nao é dificil ver que, dado um operador linear L’ €
L(E; L(Ey, ... B, B, .. Epy F)), a fungao

A: El X oo X En — F, A(acl,...,:cn) = Li<$i)($1,...7.%'1',1,37@'4,1,...,l’n),

é um operador n-linear. Basta notar que L’ é um operador linear e L'(x;) ¢ um operador
(n — 1)-linear.
Para A,B € L(Ey,...,E,; F) e A € R temos

iA+,\B($z‘)($17 e T 1, a1y e Tp) = (A AB) (21, ..., xy)
= A(z1,...,2n) + AB(21, ..., 2y)

= Li‘(l‘z)(l’l, ey i1, Lj 1y - - - ,ZL’n)

+ )‘LjB(xi)('rla S T T 1y - )

Segue que ®@; é linear. Portanto, a correspondéncia A — L% é um isomorfismo entre os
espagos vetoriais L(E,...,E,; F) e L(E; L(Ey, ..., Ei 1, Eiq, ..., By F)). ]

Note que tomando m = 1 na Proposicao 1.2.7, o isomorfismo canénico ® daquela
proposicao coincide com o isomorfismo ®; da proposi¢ao acima. Por conveniéncia, também
usaremos o simbolo L4 para denotar o operador linear L.

Em resumo, as duas proposicoes a seguir mostram, usando o isomorfismo canénico com
algumas condicoes, que a estrutura de espaco de Riesz do espago vetorial dos operadores
multilineares regulares é a mesma de um espago vetorial de operadores lineares regulares.
I[sso nos permitira usar resultados do caso linear para resolver alguns problemas do caso
multilinear.

Proposicao 4.1.9. Sejam Ey, ..., E, e F espacos vetoriais ordenados. Entao, para todo
1 <1 <n,

Lr(Ela s 7En7 F) € LT(E’L7 LT‘<E17 M) Ei—la Ei-i-la s 7En7 F))
sao isomorfos como espagos vetoriais ordenados.
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Demonstracao. Devemos mostrar que um operador multilinear é regular se, e somente se,
seu operador linear associado é regular. Para isso, fixemos i € {1,...,n} e consideremos

um operador n-linear
A By x---x FE, — F.

Primeiro vejamos o caso em que A é positivo:

A>0< A(zy,...,x,) >0 para todos zi,...,2, >0
= L' \(z;) (21, ..., %1, Tiy1,...,T,) >0 paratodos x1,...,7, >0
<= L(z;) >0 paratodo z; >0
«— L, >0.

Para completar a demonstracao dessa implicacdo, suponhamos que A seja regular,
digamos A = A; — Ay, onde A; e As sao operadores positivos. Pelo que vimos acima Lih
e L}, sdo positivos, logo LYy = LY, — LYy, é regular. '

Reciprocamente, suponhamos que L' seja regular, digamos L = T1 — T5, onde T e

T, sao operadores lineares positivos. Dessa forma, tomando os operadores multilineares
(positivos) associados aos operadores 17 e Ty, digamos A; e As, respectivamente, temos

Az, ..o ) = Ay(xy, .o xn) — Ag(T, .y p).
Portanto, A é um operador multilinear regular. O]

Do que foi provado acima, se A e B sao operadores multilineares regulares, temos
A < B se, e somente se, Ly < Lpg, onde Ly e Lg sao operadores lineares regulares.
Entao a aplicacdo multilinear AV B (ou A A B) é a que corresponde, se existir, com o

operador linear L, V Lg (ou La A Lg). Vejamos que quando Ej, ..., E, e F sao espagos
de Riesz com F' Dedekind completo, podemos dizer que a estrutura de espaco de Riesz
em L.(Fy,...,E,; F) éinduzida pelo isomorfismo canonico

Lo(Ey,...,Eq; F) — Ly(Ey; L(Es, ..., Eqy F)).

Em particular,
(LA)Jr = L+, (LA)i =Ly e |LA\ = L|A|- (4.2)

Proposicao 4.1.10. Sejam Ey, ..., E, e F espacos de Riesz com F Dedekind completo.
Entao L,(Ey, ..., E,; F) € um espaco de Riesz Dedekind completo.

Demonstrac¢ao. Provaremos por indugao sobre n. Para quaisquer espagos de Riesz E e
F com F Dedekind completo, o Teorema de F. Riesz-Kantorovich garante que L,.(E; F)
é espaco de Riesz, e ainda é Dedekind completo. Dado n € N, suponhamos que o resul-
tado valha para espacos de operadores n-lineares e mostremos que vale para espagcos de
operadores (n + 1)-lineares. Pela hipétese de indugao, L,(Es, ..., E,1; F) é um espago
de Riesz Dedekind completo. E pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich sabemos que
L.(Ey; L.(Es, ..., E,q; F)) também é espago de Riesz Dedekind completo. Usando a
Proposigao 4.1.9 temos o isomorfismo entre espagos vetoriais ordenados

Ac Lr(Ela cee 7En+1;F) — LA € LT<E1;LT(E27 s >En+1;F>>'

Como L,.(FEy;L.(Es,...,FE,1;F)) é espago de Riesz Dedekind completo, a Proposigao
3.1.17 garante que L,.(E1, ..., E,1; F)) também é espaco de Riesz Dedekind completo. [

61



Podemos notar facilmente que a demonstracao da proposicao acima pode ser feita
escolhendo qualquer um dos isomorfismos canonicos

LT<E1, ey En, F) > LT‘(-EZ) L,«(El, ey Ez'—l; Ei—i—l; R En, F))

Ou seja, se considerarmos o espago vetorial ordenado L,(E, ..., E,; F') munido da estru-
tura de espago de Riesz induzida pela correspondéncia A — L, entao teremos a mesma
estrutura de espaco de Riesz em L,.(E,..., E,; F) induzida por A — L,4. Isso implica
que

Lr(Ei; Lr(Ela B B, En)) € Lr(Ej; Lr(Ela cee 7Ej—1;Ej+1a cee 7En))7

sao isomorfos como espagos de Riesz, com o isomorfismo sendo LYy — L, onde A €
L.(Ey,...,E.; F).

Do Teorema de F. Riesz-Kantorovich sabemos também que se E e F' sao espacos de
Riesz com F' Dedekind completo, entao para uma rede crescente (Ty)acs em L,.(F; F) vale
que

T, 1T <= T,(z) T T(z) em F para todo x € E".

Em particular,

(sup Ta) () = sup Ta(z).

acl ael

Isso nos diz que, para vetores positivos, o supremo pode ser avaliado pontualmente no
caso linear. A proposicao a seguir estabelece uma versao desse resultado para operadores
multilineares regulares.

Proposicao 4.1.11. Sejam E., ..., E, e F espacos de Riesz com F Dedekind completo
e seja (An)acr uma rede crescente em L.(Ey, ..., Ey; F) limitada superiormente. Entdo

<supAa) (X1, ..., 2p) =sup Ag(x1, ..., 7p)

acel ael
para todos v1 € By, ... x, € E, 7.

Demonstragao. A Proposi¢ao 4.1.10 nos diz que L,(Ey, ..., E,; F') é um espago de Riesz
Dedekind completo, logo estd garantida a existéncia do supremo da rede (A )aer, que é
limitada superiormente. Novamente usaremos inducao sobre n para provar o resultado.
O caso linear vem do Teorema de F. Riesz-Kantorovich. Dado n € N, suponhamos que
o resultado seja verdadeiro para redes crescentes limitadas superiormente em espacos
de operadores n-lineares regulares, e mostremos que também é verdade para espagcos de
operadores (n + 1)-lineares regulares. Observando que a estrutura de espago de Riesz em
L.(Ey,..., E,q; F) é induzida pelo isomorfismo canénico

A€ LBy, ..., Ep1; F) < Ly € Li(Ei; Lo(Bs, ... Byys F)),

temos que (L}%)ae[ ¢ uma rede crescente em L,.(FE1; L.(FEs, ..., Eyy1; F)) limitada supe-
riormente. Sendo assim, temos a correspondéncia

sup A, — sup L}%,
acl acl
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que significa que

(sup Aa) (T1, oy Tpyr) = (sup L}%) (x1)(x2, ..oy Tpy1)

a€cl ael

para todos x1 € Fy,..., 2,41 € E,41.
Por outro lado, usando o Teorema de F. Riesz-Kantorovich para a rede de operadores
lineares (Lha)ael em L,(Ey; L.(Es, ..., Eyq; F)) temos

(suph, ) (e0) =sup 2t (o)

acl ael

para cada z; € F; ™.

Como a rede de operadores lineares (L} )aer € crescente e limitada superiormente
em L,.(Ey; L. (Es,...,E,1; F)), para ag,as € I com a; < ap temos L}%l < L}%Q. Isso
significa que L}%l (1) < L}4a2 (71) para todo r; € E;T. Segue que, para cada z; € By,
a rede de operadores n-lineares (L} (x1))acs ¢ crescente e limitada superiormente em
L.(Es, ..., E,1; F). Logo, pela hipétese de indugao,

<SUP Lixa (xl)) (%2, .., Tnt1) = sup Lha(%)(xm s Tpgt)
acl ael

para todos 1 € B\, ..., 241 € Epp
Dessa forma,

(SUPAa) (T1y oy Tpg1) = (SUP Lha) (1) (@2, .., Tnt1)

acl ael

acl

— (sup L (m1)> (T2, ., Tpy1)

= sup Lixa (1) (22, ..., Tpy)
ael

=sup Aa(z1,. .., Tna1)-
acl

Isso conclui a demonstracao. O]
Antes de continuarmos, introduziremos alguns conceitos importantes.
Definicao 4.1.12. Seja x um vetor positivo de um espago vetorial ordenado E.

(i) Uma partigdo de x é um numero finito de vetores positivos aq,...,a; € E tais
que r = aj + -+ + a;. Denotamos essa partigdo por (ai,...,ax), que pode ser
simplesmente denotada por a. O conjunto das particoes de x é denotado por IL,.

(i) Sejam a = (ay,...,an) € b = (by,...,by) particoes de x. Dizemos que a é um
refinamento de b quando o conjunto {1, ..., N} pode ser escrito como uniao disjunta
de conjuntos Iy, ..., Iy; de modo que

bNL:: 2{: a;
i€lm

para cada 1 <m < M.
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Da Propriedade da decomposicao de Riesz segue que quaisquer duas particoes tém um
refinamento comum. Assim, temos que II, é naturalmente um conjunto dirigido com a
seguinte ordem parcial: para todos a,b € II,,

b < a <= a é um refinamento de b.
O seguinte lema é uma consequéncia direta da Proposicao 3.1.14.

Lema 4.1.13. Sejam E e F espacos de Riesz com F Dedekind completo e seja T €
L.(E;F). Entdo para todo x € E* vale que

{Z(T(mi))+:k€N,xiEE+ ex:Zx,} t TH(z) e

{Z(T(%))ikEN,xiGE+ em:le} T T (x).

Demonstracao. Da Proposicao 3.1.14 temos

{ZT(@-) VO(z;): keNz, € BV ex = Zx,} (T V 0)(x)

{Z(—T)(%) VO(z):keNz, € ET ex = sz} T ((=T) Vv 0)(z).

i=1 =1

Em outras palavras, o lema anterior nos diz que a rede

(Z(T@Z)+>

é crescente em F™ e seu supremo é T (x).

A férmula para o médulo de um operador bilinear entre espagos de Riesz é apresentada
por Fremlin em [I5, pag. 93] sem demonstragao e é demonstrada em [9, Theorem 3.1]
por Buskes e Van Rooij utilizando o produto tensorial entre espacos de Riesz introduzido
por Fremlin em [I4]. A seguir apresentaremos as férmulas para a parte positiva, a parte
negativa e o médulo de um operador n-linear regular utilizando a abordagem feita em [21],
Proposition 2.14].

Teorema 4.1.14. Sejam Ey, ..., F, e F espacos de Riesz com F Dedekind completo e
seja A € L.(Ey,...,E,; F). Entao

jl7-~~7jn
{ Z (A(z1ys -y 2niy)) i 2m €10, 1 <m < n} AT (2, ),

U1,00in

jlr"'vjn
{ Z (A(21ys -5 2ni4n)) t2m €11, , 1 <m < n} T A (.., 1p),

ilz'“vin

J1yeeesdn
{ Z |A(2100s -5 Znin)|: 2m € 1y, 1 <m < n} T Az, ),

ilv-"vin
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onde, para cada 1 < m < n, temos Ty, = Zm1 + -+ + Zmjn, € E,, T e o vetor positivo
Zmim € Em € @ iy -€sima coordenada da particao z, = (Zm1, .- - Zmjn) € g,

Demonstracao. Novamente usaremos indugao sobre n. Mostremos que

jl""’jn
{ Z (A(z1iys s 2niy)) t 2m €10, 1 <m < n} AN (2, .., x0).

Ulyeesin

O caso n = 1 é garantido pelo Lema 4.1.13. Dado n € N, suponhamos que essa féormula
seja valida para operadores n-lineares regulares e provemos que também vale para opera-
dores (n + 1)-lineares regulares. Para isso, seja A € L,(E,..., E,1; F) e consideremos
a parte positiva de A, ou seja, o operador (n + 1)-linear positivo A™.

Aplicando o Lema 4.1.13 para o operador linear L+ = (L4)" temos

{Z(LA(Zl,il))+i z1 € Hzl} T (La)* (1),

i1=1

onde 1 = 211+ -+ 215 € E," e o vetor positivo 214, € By é a 11-ésima coordenada da

particdo z; = (z11,...,214 ) € Il;,. Logo, para x; € BT, y Tnt1 € E’nﬂJr fixos,
A+<l’1, Ce ,ZEn+1) = LA+ (I1)<.T2, . ,ZEn+1)
= (LA)+(951)<5U2, ey Tpy1)
Ji
= sup Z(LA(ZLH))—’_ (3:27 cee 7xn+1)7
Z1€Hgg1 =1
onde 21 = (z11,..., 215 ) € IL,,.

Observemos que a rede

(Z(LA(Zl,z'l))+)

i1=1
é crescente em L, (Es, ..., E,1; F), com 21 = (211,...,21;) € Il,,. Entao da Proposicao
4.1.11,
Ji J1
sup § Y (Lazi)) ' 8 | (@2, @nsn) = sup <Y D (La(z)) T | (22, 2ng)
ZlEHzl ii=1 Zlenzl i1=1
J1
= sup Z(LA(Zl7i1))+(x27 cee axn-‘rl) s
ZlEHzl i1=1
com 21 = (21,1, .-, 215 ) € I,
Notemos que La(214,): Ea X -+ X E,y1 — F é um operador n-linear regular, em que
214, € Ey é ai;-ésima coordenada da particao z; = (211,...,21,,) € Il;,. A hipétese de

inducao garante que

J25--5dn+1
Z [LA(Zl,il)(zZiza ceey ZnJrl,inJrl)]+ T (LA(ZLil))Jr(x% cee 7xn+1)7 (43)
i2seerint 1
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onde, para cada 2 < m < n + 1, temos que 2, € E, T é a i,,-ésima coordenada da

particdo Zy, = (Zm1,-- ) Zmjm) € H . Portanto,
A+($1,...,l’n+1> = Sup LA lel))Jr(xQ?"'?anrl)
2161_[9;1
= Ssup sup Z [LA(Zl,il)(ZZiQ? o 7Zn+1,in+1)]+
2161_[3,31 ZmGHzm

2<m<n 225 5tn+1

= Sup sSup Z Z [La(21,0,) (22,0, - - - ,Zn+1,in+1>]+

R vt TR

= sup Z [La(z1i,) (2255 - -+ Zn+1z'n+1)]+

zm €llg,, . -
1<m<n 215-tn+1

= sup Z (A(z145 - - - aZn+1,in+1))+ )

zm€lly,, . -
1<m<n 215-0tn+1

onde a terceira igualdade segue da Proposicao 2.1.18 e a quarta segue da Proposigao
2.1.19.
Além disso, o conjunto

Jlsendntl
+.
E (A(Z145 - Znt1ingn)) 2m € g, 1 <m <n+1
7;17'"77"71+1

¢ dirigido para cima. Prosseguiremos a partir deste ponto com o caso bilinear n = 2. O
argumento deixa claro que o caso geral para qualquer natural n > 2 é andalogo.
Vejamos que o conjunto

J1,j2
D= Z(A(Zl,ila 22,i2))+: Zm = (Zm,la R Zm,jm) € Hmmam = 172

11,12

¢ dirigido para cima. Em primeiro lugar, notemos que escolher elementos de D estd
univocamente relacionado a escolher particoes de x; e x9. Dito isso, para m = 1,2
consideremos duas particoes de x,,, digamos

Zm = (sz’ s 7Zm,jm) € Ym = (ym,h cee aym,hm)‘
Pela Propriedade da decomposicao de Riesz podemos tomar uma particao
V= (Ul,l’ e Uiidy ooy ULy e e 71]]'1’]11) S 1_1431
tal que
ha Ji
Rl = E Uitk € Yl = g Ur,s,
k=1

r=1
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para todo 1 <i; < j; etodo 1 <[y < h;. Entao v é um refinamento comum com as duas
particoes z; e ¥, ou seja, 21 < v ey < vemll,,. E conveniente renomear os vetores
Uiy Ujids- o ULhys - - > Uy, da seguinte forma:

v = (Ul,la Ce 7Uj1,17 e 7U1,h1> e 7Uj1,h1) = (uLl, Ce ,ULPI).

Claramente p; = j; - hy. Em particular,
hi—1

Zl,il - E ul,i1+k2
k=0

para todo 1 <47 < 3.
Como 11, é dirigido para cima, existe us = (ug1,...,Uzp,) € I, tal que 2o < uy e
Yo < uy. Para todo 1 <i; < j; o operador linear L4(214,): Fa — F é regular. E como
ug é um refinamento de zy, segue do Lema 4.1.13 que
J2 D2
D [Lalz1)(z20)]" < [Lalzr) (u2,)]*
io l2
para todo 1 < 7; < ji; ou seja,
J2 D2
D (Alzirs 220)) T <Y (A2, u20,))
i Iy
Sendo assim,

Ji,J2 J1 p2

> (A 220)) T <Y 0D (A2, u2g,)T
11,12 A lo
Jji p2 [ h1—1 +
= Z Z A (Z U1 iy +k> U2,l2)]
L \k=0

i1 I

Jj1 p2 [hi—1 +
= D D Alurin uzg)

=

Jj1 p2 hi—1

< Z Z Z [A (w105 U2 )]

i1 la k=0
p1  p2

=3 ) (A(ury,,uz,)) '

i b2

onde a segunda igualdade vem da bilinearidade de A e a segunda desigualdade segue do
Corolario 2.1.5.
Analogamente, vale que

ha,ho P1,p2
Z (A(y1751 ) y2,82))+ < Z (A(U/Lh? u2,l2))+
51,82 l1,l2

Isso mostra que D 1.
Com argumento semelhante mostra-se a segunda férmula. A terceira férmula segue
do fato de que |A| = AT + A~ pelo Teorema 2.1.4(vii). O
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O resultado e o exemplo a seguir justificam a escolha do contradominio ser Dedekind
completo ao estudarmos os operadores multilineares (regulares) entre espagos de Riesz.

Proposicao 4.1.15. Sejam E., ..., E, ¢ F espacos de Riesz com F Dedekind completo.
Para cada A € L.(E\,...,E,; F) e para xo € Es, ... x, € E, fizos, o operador linear

A:L‘Q,...,a:n: El — F, Al’27~--7$n<x1) = A(I‘l, To, ... 73:”)
tem mddulo em L,.(Ey; F).

Demonstragao. Pela Proposicao 4.1.6, o operador linear A,, .. : E; — F é regular.
Como L,(E1; F) é um espago de Riesz Dedekind completo, pelo Teorema de F. Riesz-
Kantorovich segue que A,, ., tem médulo em L, (Ey; F). [

Notemos que se um operador multilinear A entre espacos vetoriais ordenados tem
modulo, entao esse operador é regular pois

A=[A[=(A] = A).

Vejamos um exemplo de um operador bilinear sem médulo com contradominio Dede-
kind completo.

Exemplo 4.1.16. No Exemplo 3.1.8 apresentamos um operador linear 7': £ — E sem
moédulo, onde E é Dedekind completo. Seja ¢: E — R um funcional linear positivo tal
que ¢ # 0. Definimos

B:ExE—E, B(x,y) = ¢(y)T(z).

E claro que B estd bem definido. A bilinearidade de B vem da linearidade de T e de ¢,
e das propriedades distributivas do produto com a soma em espagos vetoriais.
Seja y € E tal que ¢(y) = 1. Entao o operador linear

B,: E— E, By(z) = ¢(y)T(x),

coincide com 7. Segue da proposicao acima que B nao tem moédulo pois 7" nao tem
modulo. Em particular, B nao é regular.

4.2 Espaco dos operadores multilineares regulares en-
tre reticulados de Banach

Na se¢ao anterior nos importamos com a estrutura de Riesz do espaco vetorial ordenado
L.(Ey,...,E,; F). Agora adicionaremos a condicao de que os espagos de Riesz E, ..., E,
e F sao reticulados de Banach e seguiremos no sentido de estabelecer uma norma em
L.(Ey,...,E,; F) de forma a torna-lo um reticulado de Banach.

Como ja esta claro a essa altura, um fato importante é que quando E, ..., E, e F sao
espagos de Riesz com F' Dedekind completo, L,.(E1, ..., E,; F)e L.(Ey; L. (Es, ..., E,; F))
sao Riesz isomorfos por meio do isomorfismo candnico

A€ L.(Ey,...,Ey;F)— Ly € L.(Ey; L.(Esy, ..., Ey; F))
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(Proposigoes 4.1.10 e 4.1.11).
Sejam FE1, ..., E, e F espacos normados. Consideramos F; X - - - X E, munido de uma
das seguintes normas equivalentes

[Gers )l = [zl + - - 4[],

1
(e, )l = (2l + -+ ]2,
[y an)lloo = max{ [zl . flzal

onde x; € Ey,...,x, € E,. Denotamos por L(Ej,...,E,; F) o subespago vetorial de
L(E, ..., E,; F) formado pelos operadores multilineares continuos.

Um resultado que devemos ressaltar é que o isomorfismo canénico A — L4 é um
isomorfismo isométrico de L(Ey,..., E,; F) em L(Ey; L(Es,...,E,; F)), onde a norma
em L(Fy,...,E,;F) édada por

[Al = sup{[|A(zr, .- )| - [l <1, 1 <i<n}

(Teorema 1.2.8).

Agora, quando FEi,...,FE, e F sao espagos normados que sao espagos de Riesz (a
norma pode nao ser uma norma reticulada), o conjunto dos operadores multilineares
regulares é um subespago vetorial (normado) de L(Ej,...,E,; F), e o denotamos por
L(Ey,...,E;F).

Relembremos que, no caso linear em que E é um reticulado de Banach e F' é um espaco
de Riesz normado, todo operador regular é continuo pelo Teorema 3.2.1, e portanto

L(E;F) =L, (E; F).

E ainda, adicionando a hipdtese de F' ser um reticulado de Banach Dedekind completo
temos que o espago de Riesz Dedekind completo L£,.(E; F) é um reticulado de Banach
munido da norma regular

1Tl = [I[TY]] = sup{[[[T()]: [l«] <1}

pelo Teorema 3.2.8. Veremos nesta secao que esse fato pode ser generalizado para os
operadores multilineares regulares.

Para comecar temos o seguinte resultado. Relembre a definicao de operador multilinear
separadamente continuo na Definicao 1.2.9.

Proposicao 4.2.1. Sejam Ej, ..., E, reticulados de Banach e seja F' espaco de Riesz
normado. Entao

L.(Ey,....,Ey;F)=L.(Ey,...,E; F),

isto €, todo operador multilinear reqular A: Fy X --- x K, — F € continuo.

Demonstracdo. E claro que L.(Ey,...,E;;F) C L.(Ey,...,E,; F). Por outro lado, seja

A€ L.(Ey,...,E,; F) um operador multilinear positivo. Mostremos que A é separada-
mente continuo. Paraay € Es, ..., a, € E, definimos um operador linear A(1127_“7an By —
F por

A;’._.’an (x1) = A(x1, a9, . .., ap).
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E imediato que Al s...a, ©std bem definido e ¢ linear. Vejamos que para quaisquer vetores

ay € Es,...,a, € E, o operador linear A} ., ¢ continuo. No caso em que ay €

Ey", ..., a, € B, temos que A}, é positivo pois A > 0, logo continuo pelo Teorema
3.2.1. Tomemos qualquer as € Es e ag € Ex™, ..., a, € E,"; entao
1 a1 1
A027a37---7an - Aa2+7a37--~7an - Aag_,ag,...,an

é diferenca de dois operadores lineares continuos (positivos), de modo que Acllwgwan é

continuo. Agora, para quaisquer as € Es e as € B3, e a, € By, ... ,a, € E,™,
1 YS! Y
(2,03,04,...,0n  *a2,a31,a4,...,an a2,a37,04,...,0n

¢ a diferenca de dois operadores lineares continuos pelo que vimos acima, e logo A}u’as,a .

é continuo. Prosseguindo dessa forma, concluimos, com (n — 1) passos, que o operador
linear A}, ¢é continuo para todos a; € B, ..., a, € E,.

Com um argumento semelhante pode-se verificar o caso geral: fixado i € {1,...,n},
sejam a; € Fy, .. a, € E, e facamos a; = (a1,.%.,a,), onde .1l significa que a i-ésima
coordenada foi retirada. Defina um operador linear A; : E; — F por

A;Z(IZ) = A(al, P ¢ 7 [P 7 S VT P ,an).

Entao o operador linear Af%_ é continuo. Portanto, o operador multilinear positivo A é
separadamente continuo, logo continuo pela Proposicao 1.2.10.

Por fim, se A € L.(Ey,...,E,; F) é regular, entao A é continuo por ser a diferenga
de operadores multilineares positivos que sao continuos pelo que vimos acima. Segue que
L.(Ey,...,Ey;F)CL.(Ey,...,Ey F). O

Vejamos uma consequéncia dessa proposicao.

Corolario 4.2.2. Sejam E, ..., E, reticulados de Banach e seja F' espaco de Riesz nor-
mado Dedekind completo. Entdao L.(Ey, ..., E,; F) é um espaco de Riesz Dedekind com-
pleto.

Demonstragao. Da Proposicao 4.1.10 temos que L,.(E1, ..., E,; F') é espago de Riesz De-
dekind completo, e da Proposicao 4.2.1 temos que

L.(Ey,....,Ey;F)=L.(Ey,...,E; F),
concluindo o que queriamos. O

O teorema a seguir serd usado para mostrar o que queremos nesta se¢cao. Tenhamos em
mente que o espaco de Riesz L,.(Ey, ..., E,; F') pode nao ser um espago de Riesz normado
com a norma usual de operadores.

Teorema 4.2.3. Sejam E1, ..., E, reticulados de Banach e seja F' espaco de Riesz nor-
mado. Entao

£T<E1, ey En, F) € LT(El;LT(EQ, Ce ,En, F))

sao canonicamente isomorfos como espacos vetoriais.
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Demonstra¢ao. Consideremos novamente o operador linear canonico
L:L.(FEy,...,E;F)— L.(E;L.(Esy, ..., Ey F)),

dado por
L(‘A)(‘rl)(‘r% s 7'rn> - A(xla s 7'rn>‘

Por simplicidade, usamos a notagdo L4 ao invés de L(A). Primeiramente, mostremos
que L estd bem definido. De fato, quando A € L(E},..., E,; F) é um operador mul-
tilinear positivo, entdo L4 é um operador linear em L(FEy;L(FEs,...,E,;F)), pois o
isomorfismo canénico A — L, é um isomorfismo isométrico de L(FE,..., FE,; F) em
L(Ey; L(Es, ..., E,; F)) pela Proposigao 1.2.8. Além disso, L4 é um operador linear posi-
tivo pela Proposicao 4.1.9. Logo, podemos escrever L € L,.(Ey; L(Es, ..., E,; F)). Dizer
que L4 é positivo significa que La(z1) € L(Es, ..., E,; F) é um operador multilinear po-
sitivo para todo x; € E;7, e assim podemos escrever Ly € L,.(Ey; L. (Es, ..., By F)).
Disso e do fato de que a soma de fungoes continuas é continua, temos que se A €
L.(Ey,....,E;; F),entdao Ly € L.(Ey; L. (Es, ..., E,; F)).

A linearidade e a injetividade de L sao herdadas do isomorfismo canonico A — L4,
ja que ele é um isomorfismo isométrico pela Proposicao 1.2.8.

Resta mostrar que o operador L é sobrejetor. ParacadaT € L,.(Ey; L,.(Ea, ..., Ey; F))
definimos

Ar: By X - x B, — F, Ap(xy,...,2,) = T(x1) (22, ..., 2p).

E f4cil ver que Ar é n-linear. Seja T € L,(Ey; L, (Es, ..., E,; F)) positivo. Por definigao,
T > 0 significa que T'(z;) > 0 para todo z; € E; 1. E isso implica que

T('Tl)(x?? s 7xn) - AT(xla s 7‘7;”) 2 0

para todos z; € E\*, ..., z, € E,*. Portanto, o operador linear Ay é positivo quando T
é positivo.
Notemos que se Ty, Ty € L.(E1; L. (Es, ..., E,; F)) sdo positivos, entao
Ap_p(z1, ... xy) = (Th — To) (1) (22, - - -, Tp)
=Ti(x1)(xa, ..., xn) — To(x1) (22, ..., 2p)
= Ar (21, ..., 20) — Ay (21, ..., 2p)
= [Ap, — Ap](x1, ..., )

para todos x; € Ey,...,x, € E,. Assim, se T' € L.(Fy; L, (Es,...,E,; F)) é regular,

entao Ar também é regular. Além disso, para todos =1 € E1,...,x, € E,,
[Az(zy, .. w0l = ([T (1) (22, 20) |
<N T ()l - Nzall -~ - [[2all,
s /e o2 | [ Y

onde a primeira desigualdade vem da continuidade do operador multilinear 7'(x;) e do
Teorema 1.2.5(ii) e a segunda vem da continuidade do operador linear 7" e do Teorema
1.1.6. Segue que Ay é um operador multilinear continuo pelo Teorema 1.2.4(iv), con-
cluindo a verificagao de que L é sobrejetor. Portanto, L é um isomorfismo linear entre
espacos vetoriais. O

71



Agora estamos em condicoes de provar o resultado principal desta secao.

Teorema 4.2.4. Sejam F, ..., E, e F reticulados de Banach com F' Dedekind completo.
Entao L,.(Ey,...,Ey; F) é um reticulado de Banach munido com a norma regular (r-

norma)
[A[lr = AIl = sup{[[|Al(z1, . .., zn) || #: € B, 1 <4 <nj.

Demonstrag¢ao. Sabemos do Corolario 4.2.2 que L,(E}, ..., E,; F') é um espago de Riesz
Dedekind completo. Mostremos por indugao sobre n que || - || ¢ uma norma que faz com
que o espago de Riesz L,(Ey, ..., E,; F) seja um reticulado de Banach. O Teorema 3.2.8
garante que L,.(F; F') é um reticulado de Banach munido com a r-norma, entao temos
o caso n = 1. Suponhamos que o resultado seja verdade para espacos de operadores
n-lineares regulares e provemos que também vale para espagos de operadores (n + 1)-
lineares regulares. Dados reticulados de Banach Fj, ..., E, e F' com F' Dedekind completo,
pela hipdtese de indugao o espago de Riesz Dedekind completo L,.(FEs, ..., E,1; F) é
um reticulado de Banach munido com r-norma. Logo, pelo Teorema 3.2.4 temos que
L.(Ey; L.(Es,...,Eyq; F)) é um espaco de Riesz normado (Dedekind completo) munido
com a norma regular, e ainda é um reticulado de Banach pelo Teorema 3.2.8.

Consideremos operadores multilineares A, B € L,(E\,. .., E,.1; F) tais que |A| < |B].
Notemos que

Liay = |Lal < |Lp| = Lip

no reticulado de Banach L, (Ey; L. (Es, ..., E,1; F)). Logo
ILiall = MELalll = [ Lalls < 1 Lslle = (L5l = 1Lz

Usando o fato de que o isomorfismo canonico A — L4 é um isomorfismo isométrico pela
Proposicao 1.2.8, temos que

[A[l- = I[Alll = [ L4 | < [[Ligll = [[1Bl] = [ Bl
Isso mostra que a norma regular é uma norma reticulada em L,.(F1, ..., E,1; F).
Como L.(FEy; L.(Fa, ..., Eyyq; F)) é um reticulado de Banach, entdo, novamente pelo
isomorfismo isométrico A — L, segue que a r-norma faz de L,.(E1,..., E,11; F) um
reticulado de Banach. O
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Capitulo 5

Polinomios homogéneos regulares

Veremos neste capitulo que as condigoes para que o espago dos polinomios homogéneos
regulares entre espacgos de Riesz seja um espago de Riesz ou um reticulado de Banach sao
as mesmas para operadores regulares entre espacos de Riesz. Apresentaremos resulta-
dos que mostram como os polinomios homogéneos estao relacionados com os operadores
multilineares simétricos e utilizaremos essa relagao para alcancarmos as propriedades que
desejamos. As referéncias utilizadas para a elaboragao deste capitulo foram [5, 21, 24].

Comecamos com a defini¢ao de polindmios homogéneos.

Definicao 5.0.1. Sejam E e F' espacos vetoriais e seja n € N. Dizemos que uma funcao
P: E — F é um polinomio n-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau n se existir
um operador n-linear A: E® — F tal que P(x) = A(z, ™., z) para todo z € E.

Com essa definicao podemos explicar o motivo pelo qual polindmios homogéneos
e espacos de polinomios homogéneos sao tao estudados em Analise Matematica. Se
P: E — F ¢é um polinomio n-homogeéneo, entao, para todo x € E e todo escalar A,

P(\x) = Az, W, ) = A" A(z, ™, ) = \"P(x).

Isso mostra que os polindbmios homogéneos satisfazem a propriedade fundamental do po-
linomio escalar

t—t", neN.

Sabe-se que essas fungoes sao fundamentais na Anélise Real e na Analise Complexa, pois
sao as parcelas das séries de poténcias que definem as fungoes analiticas (ou holomorfas).
Por isso, sao os polindomios homogéneos que definem séries de poténcias e fungoes holo-
morfas em dimensao infinita. Dai vem o interesse por esse tipo de operadores. Para o
leitor interessado sugerimos as referéncias [12, 24].

Das propriedades algébricas dos operadores multilineares é facil ver que o conjunto
dos polinomios n-homogéneos é um espago vetorial real, e o denotamos por P("E; F).
No caso em que F e I sao espacos normados, o conjunto dos polinomios n-homogéneos
continuos, denotado por P("E; F'), é subespago vetorial de P("E; F).

Para simplificar a notacio, escreveremos A(z™) no lugar de A(z, V., z).
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5.1 Polinomios homogéneos e operadores multilinea-
res simétricos entre espacos vetoriais

No estudo dos polinomios homogéneos, os operadores multilineares simétricos desem-
penham um papel essencial para a demonstracao dos resultados que serao apresentados
neste capitulo. Nesta secao ainda nao falaremos de espagos vetoriais ordenados, por isso
optamos por apenas referenciar as demonstracoes dos resultados.

Relembremos que quando £ = E; = --- = E,, escrevemos L("FE; F) para denotar
L(Ey,...,E;; F).

Definicao 5.1.1. Sejam E e F espacos vetoriais e seja n € N. Um operador multilinear
A€ L("E; F) é dito simétrico quando

Az, .. 2n) = A(@oq), - -5 Tom))

para todos z1,...,z, € E e toda permutacao o do conjunto {1,...,n}. Denotamos por
S, o conjunto de todas as permutacoes do conjunto dos n primeiros ntimeros naturais.
Denotamos o conjunto dos operadores n-lineares simétricos por L*("E; F). Se E e

F' forem espagos normados, o conjunto dos operadores n-lineares simétricos continuos ¢é
denotado por L5("E; F).

E f4cil ver que L*("E; F) é subespago vetorial de L("E; F') e que L°("E; F') é subespago
vetorial de L*("E}; F).

Sejam m,n € N e seja A € L("E; F). Para cada m vetores z1,...,x, € F e cada
a=(a,...,0p) € N tal que |a| == a; + - - a,, = 1, denotamos
Az, o om) = A(Xy, o Ty ey Ty e ey Ty
—— —_—
aq Am

Dessa forma, a notacao

introduzida acima é um caso particular.

Proposicao 5.1.2. Para cada A € L("E; F), defina

1
AS: E" — F As(ajl,...,xn) = m Z A(xg(l),...,fﬂa(n)).

o€Sn
Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) A* € L*("E; F).
(ii) A®* = A se, e somente se, A € L*("E; F).
(1ii) (A%)® = A,
(iv) A fungao s: L("E; F) — L*("E; F), dada por s(A) = A®, é um operador linear.
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(v) Para todo x € E, A(z") = A%(a™).
Demonstracao. Veja [5l, Proposi¢ao 1.1.6]. ]

O teorema a seguir mostra como os polinomios homogéneos entre espacgos vetoriais
estao relacionados com os operadores multilineares simétricos entre espacos vetoriais.
Se E e F sao espacos normados, para cada polindmio n-homogéneo P € P("E; F)
definimos
| P|| :== sup{||P(z)||: = € Bg} € [0, +o0].

Teorema 5.1.3. Sejam E e F espagos vetoriais. Para cada A € L("E; F), seja A E—
F dado por A(z) = A(z™). Entao

(i) O operador linear A € L*("E; F) — Ac P("E; F) € um isomorfismo entre espagos
vetoriais.

(ii) Se E e F sao espagos normados, entdo

~ PN
1Al < 1Al < —[1A].

Demonstragao. Veja [5l, Teorema 1.2.2] ou [24, Theorem 2.2]. a

Dado um polinémio n-homogéneo P: F — I entre espacgos vetoriais, do teorema
acima decorre que existe um unico operador n-linear simétrico A: E" — F tal que
~ Vv
A = P. Denotaremos esse operador por P.

, Y v
E claro que uma vez conhecido P, sabemos quem é P. Para obter P a partir de P,
usa-se a Formula de Polarizagao, enunciada a seguir.

Teorema 5.1.4 (Férmula de Polarizacdo). Seja A € L°("E; F). Entdo
1

A(xla s 7xN) - nlon Z €1 EnA(:L'O +éex+ -+ Enmn)n
e;==+1
para todos xg, ..., T, € E.
Demonstragao. Veja [24, Theorem 1.10]. O

A Foérmula de Polarizacao também diz que um operador multilinear simétrico esta
totalmente determinado por seus valores na diagonal.

No seguinte teorema enunciamos condi¢oes equivalentes para que um polinomio ho-
mogeneo entre espacos vetoriais normados seja continuo. Uma dessas condigoes é que seu
operador multilinear simétrico associado seja continuo.

Teorema 5.1.5. Sejam E e F' espag¢os normados e seja P € P("E; F). Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:

(i) P € continuo.

(ii) P € continuo em algum vetor de E.
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(iii) P € continuo na origem.
(i) ||P|| < oo.

(v) Existe uma constante real k > 0 tal que || P(x)| < k||z||™ para todo x € E.

V
(vi) O operador n-linear simétrico P € continuo.
(vii) Existe A € L("E; F) tal que P(x) = A(z™) para todo x € E.
Demonstragao. Veja [5l, Proposi¢ao 1.2.7]. ]

Teorema 5.1.6. Sejam E e F' espagos normados. Entao P("E; F') é um espago normado

com a norma
|1P|| == sup{|[P(z)|: + € Bg}.

Além disso, ||P(x)|| < ||P|| - ||z]|™ para todo x € E.
Demonstracao. Veja [5l, Proposi¢ao 1.2.8]. ]

Relembremos que quando E e F s@o espacos normados, L("E; F') é um espago nor-
mado pelo Teorema 1.2.5(i). Sendo assim, o espago vetorial L°("E; F') também é espago
normado.

Teorema 5.1.7. Sejam E e F' espacos normados. O operador
Ae L("E;F)— A€ P("E; F)
¢ um isomorfismo topolégico entre espagos normados.
Demonstragao. Veja [5l, Proposicao 1.2.9]. ]

Teorema 5.1.8. Se E é um espago normado e F' é um espago de Banach, entao P("E; F)
€ um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [5l, Proposi¢ao 1.2.10]. ]

5.2 Polindmios homogéneos e operadores multilinea-
res simétricos regulares entre espacos de Riesz

Dados espagos vetoriais ordenados E e F'e n € N, denotamos por L ("E; F') o conjunto
dos operadores n-lineares simétricos regulares de E™ em F. Se E e F também forem
normados, denotamos por L5("E; F') o subconjunto dos operadores n-lineares simétricos
regulares que sao continuos. Notemos que L:("E; F') é subespaco vetorial de L.("E; F) e
que L5("E; F) é subespago vetorial de L:("E; F).

Definicao 5.2.1. Seja P: E — F' um polindomio n-homogéneo entre espagos vetoriais
ordenados. Dizemos que P é:

\
(i) Positivose P € L("E; F') é um operador multilinear positivo. Neste caso escrevemos
P >0.
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(ii) Regular se P é a diferenca de dois polinémios n-homogéneos positivos. O su-
bespago vetorial dos polinémios n-homogéneos regulares de P("FE; F') é denotado
por P.("E; F).

Naturalmente, P("E; F') é um espago vetorial ordenado munido com a ordem parcial
P<Q@Q em P"E;F)<—=Q—-P>0 em P("E;F).

O médulo de um polinémio n-homogéneo P: E — F', denotado por |P|, é o supremo
do conjunto {P, — P}, quando esse supremo existir em P("FE; F).

Observemos que se P > 0, entdao P(x) > 0 para todo x > 0. O exemplo a seguir
mostra que nao vale a reciproca.

Exemplo 5.2.2. Seja F' um espago de Riesz e consideremos R™ com a ordem coordenada
a coordenada e com a base canodnica {ey,...,e,}. Em [2I, Lemma 1.5] estd mostrado que
um polinémio n-homogéneo P: R® — F ¢ positivo se, e somente se, os coeficientes de
sua expansao com relacao a base canonica sao positivos.

O polinémio 2-homogéneo P: R? —s R dado por

P(zy,19) = (21 — T9)? = 12 — 22119 + 92,

é tal que P(z) > 0 para todo € R?. Entretanto, como um dos coeficientes na expansio
de P é negativo, entao P nao é um polindmio 2-homogéneo positivo.

Sabemos que nem sempre existe o modulo de um operador linear ou multilinear en-
tre espagos de Riesz. A seguir apresentamos um exemplo de um operador multilinear
simétrico, com contradominio Dedekind completo, que nao tém moédulo. Veremos na
Proposicao 5.2.5 que o polinémio associado a ele também nao tem modulo.

Exemplo 5.2.3. Sejam T: E — E o operador linear sem mddulo do Exemplo 3.1.8 e
¢: E — R um funcional linear positivo tal que ¢ # 0. Consideremos o operador bilinear
simétrico

S:ExE-—E, S(ry)=3[6WT(z)+ ¢)T(y)].
Seja z € E tal que ¢(z) =1 e seja w := T(z) € E. Defina o operador linear

Sy: E— E, Sy(z)=8(z,y) = 3[T(x) + ¢(x)w].
Como ¢ > 0, entdo |¢(y)| < ¢(x) quando |y| < z. Segue que o operador linear
W:E—FE, W(x)=¢()w,

é tal que sup{|W(y)|: |y| < x} sempre existe em F para todo x € ET. Portanto, W tem
modulo pelo Teorema 3.1.11.

Supondo que S tenha moédulo, S, teria médulo pela Proposi¢ao 4.1.15 e, consequen-
temente, T' = 25, — W também teria médulo. Segue que S nao tem moddulo.

Proposicao 5.2.4. Sejam E e F espagos de Riesz com F Dedekind completo. Entao
L:("E; F) é um espago de Riesz Dedekind completo.
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Demonstra¢ao. Da Proposicao 4.1.10 ja sabemos que L,("E; F') é um espago de Riesz,
e ainda é Dedekind completo. Vejamos que Li("FE;F) é um subespaco de Riesz de
L.("E;F). Seja A € L.("E; F) um operador multilinear simétrico. Segue da Proposicao
4.1.14 que

At (zy,. .. x,) = Sup{ Z (A(z1dyy s 2nin)) T zm €10,,,,1 <m < n}

i1y in

= sup Z (A(Zg(l)jiom, N ,Zg(n)7i0(n>))+l Zm € me, 1 S m S n

ia(1)7"'7io'(n)

= A" (Zo1), - - -, Ta(n))

para todos z1,...,x, € E, em que para cada 1 < m < n, o vetor positivo z,,,,, € E,, ¢
a i,-ésima coordenada da partico 2z, = (zm1,--., Zmj.) € ., € 0 € S,. Isso mostra
que AT é um operador n-linear simétrico.

Pelo Teorema 2.1.4(vi) temos AN B = A — (A — B)" para todos A, B € L.("E; F).
Isso implica que L:("E; F) é fechado com respeito a operagao de reticulado A. Isso
nos permite concluir, pela Proposi¢ao 2.1.13, que L:("E;F) é subespago de Riesz de
L.("E; F), e portanto é um espaco de Riesz.

Resta mostrar que L:("E; F') é Dedekind completo. Consideremos uma rede crescente
(Aa)aer em LE(™E; F) limitada superiormente. Pela Proposi¢ao 4.1.11,

(supAa> (X1, ..., 2) =sup Ag(x1,...,2y)

acl acl
= sup Aa(mo(l)a s 7xa(n))
ael

= (sup Aa> (Zo(1), - To(n))

ael

para todos x1,...,x, € ET e toda permutacao o € S,,. Isso garante que o operador sup A,
acl
é simétrico no cone positivo de seu dominio. Pelo Teorema multilinear de Kantorovich

segue que sup A, € L3 ("E; F'), o que completa a demonstracao. O
acl

Com a proposicao acima temos as condigoes para que o espaco dos polinomios ho-
mogéneos seja um espaco de Riesz.

Proposicao 5.2.5. Sejam E e F' espacos de Riesz com F Dedekind completo. Entao
P.("E; F) € um espago de Riesz Dedekind completo. Mais ainda,

TN TVN- ™
Pr=(P) . = (r) e =
para todo P € P,("E; F).

Demonstragao. Pela Proposigao 5.2.4, o espago L,("E; F') é um espago de Riesz Dedekind
completo. Além disso, sabemos que P("E; F) e L*("E; F') sao isomorfos como espagos
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vetoriais pelo Teorema 5.1.3. Pela definicao de polindmios positivos é imediato notar que
o operador

Ae L;("E;F)— A€ P.("E; F)
¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais ordenados. Portanto, segue da Proposicao 3.1.17

que P.("E; F') é um espago de Riesz Dedekind completo. O

O préximo resultado mostra, entre outras coisas, que as férmulas do tipo Fremlin para
operadores multilineares simétricos funcionam considerando a mesma particdo em cada
variavel.

Proposicao 5.2.6. Sejam E e F espacos de Riesz com F Dedekind completo e seja
P e P.("E;F). Entdo para todo x € E™:

{i(hzil,...,zin))*:zenx} t(P) @)= P,

ilv“win

{zj:(Zg(zil,...,zin))_:zeﬂx} 0 (ﬁ)i(l‘"):P*(x);
{i |Jg(zi1,...,z,;n)|:zeﬂm} 0 ‘]g)(x”):|P|(x),

ondex = z+---+z; € ET e, para cada 1 < m < n, o vetor positivo z;,, € E é a m-ésima
coordenada da particio z = (21, ..., %;) € I,.
Demonstragao. Seja P € P.("E; F) e consideremos o seu operador multilinear simétrico

V
associado P € L,("E; F'). Do Teorema 4.1.14 temos

Pt (z) = (;’)Jr(a:”) = sup{ Z (.Ig (Y1dyy -y Unin)) i ym €1, 1 <m < n}, (5.1)

il:-“vin

e, além disso, a rede

01y in

( Z (Jg (Y1,irs - - - 7yn,in))+>

é crescente em F. Dessa forma, para cada 1 < m < n podemos trocar a particao y,, € I,
por um refinamento z € II, comum a essas particoes, e ainda assim temos o mesmo
supremo, ou seja,

Pt (z) = (}S)Jr(x") :sup{ Z (ié (Ziys -y zi,)) i z€ell,, 1 <m< n},

em que, para cada 1 < m < n, o vetor z;,, € E* é a m-ésima coordenada da partigao
z=(z1,...,%5) € Il,. O
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5.3 Polinémios homogéneos e operadores multilinea-
res simétricos regulares entre reticulados de Ba-
nach

Vimos no Teorema 5.2.4 da se¢ao anterior que o espago LE("E; F') é um espago de Riesz
(Dedekind completo) quando E e F' sao espagos de Riesz com F Dedekind completo.
Agora, adicionaremos a hipdtese de que E e F sao reticulados de Banach, e veremos
que o espago vetorial normado (LE("E; F),|| - ||») é também um reticulado de Banach.
Consequentemente, teremos o mesmo para o espago de polinoémios (P,.("E; F') munido de
sua norma regular || - ||,-), que serd oportunamente definida.

Notemos que o espago de Riesz (Dedekind completo) £,.("F; F') é um reticulado de
Banach munido com a norma regular

[l = [[IAIll = sup{[[[Al (1, . )] flll <1, 1 <@ <n}

quando F e F' sao reticulados de Banach com F' Dedekind completo pelo Teorema 4.2.4.

Nesse caso, se mostrarmos que L3("E; F') é subespago (fechado) de Riesz de L,.("E; F),

entao teremos condigdes de mostrar que P,.("E; F') é um reticulado de Banach.
Comecamos com o seguinte lema simples.

Lema 5.3.1. Seja 2 um reticulado de Banach e seja F' um espago de Riesz normado.
Entao

Ly("E;F) = LI("E; F).

Demonstracao. Segue diretamente da igualdade L,.("E; F) = L.("FE; F'), garantida pelo
Teorema 4.2.1. ]

E importante ressaltar que o lema anterior nao garante que £:("E; F') é um espago de
Riesz. Entretanto, isso ocorre se F' for Dedekind completo (Proposi¢ao 5.2.4). E ainda,
se F' é um reticulado de Banach temos o resultado a seguir.

Teorema 5.3.2. Sejam E e F reticulados de Banach com F Dedekind completo. Entao
LE(ME; F) € um espago de Riesz normado munido com a r-norma, e também é Dedekind
completo.

Demonstragao. Pela Proposigao 5.2.4 sabemos que L:("E; F') é um espago de Riesz De-
dekind completo. Segue do Lema 5.3.1 que Li("E; F) = L3("E; F), e logo L:("E; F) é
um espago de Riesz Dedekind completo. Agora, observando que L3 ("E; F') é subespago
(de Riesz) do reticulado de Banach (L.("E; F),|| - ||), segue que a norma regular faz de
L:("E; F) um espago de Riesz normado. O

O teorema a seguir mostra que a norma regular ¢ completa no espaco dos operadores
simétricos regulares entre reticulados de Banach.

Teorema 5.3.3. Sejam E e F reticulados de Banach com F Dedekind completo. Entao
LE(ME; F) € um reticulado de Banach munido com a r-norma.
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Demonstragao. J& sabemos que (LE("E; F),|| - ||-) é um espago de Riesz normado pelo
Teorema 5.3.2, restando mostrar que a norma ||-||,- faz de £L5("E; F') um espaco de Banach.
Para isso, mostraremos que o operador simetrizagao

s: L,("E;F) — L.("E;F) , s(A) = A%,

¢ uma projegao (linear) de £, ("E; F') sobre L3("E; F). Uma vez provado isso, pela Pro-
posicao 1.1.8 seguird que L:("E; F') é subespago fechado do espago de Banach (£, ("E; F), ||-
||), logo serd espago de Banach pela Proposi¢ao 1.1.7.

Primeiro vejamos que s estd bem definido. De fato, é claro que se A € L("E; F) é
positivo, entao A* € L*("E; F') é positivo. Dessa forma, pelo item (iv) da Proposigao 5.1.2,
se A € L("E; F) é regular (logo continuo pela Proposi¢ao 4.2.1), digamos A = A; — As,
entao A° = A7 — A5 é um operador multilinear simétrico regular, o qual é continuo pelo
Lema 5.3.1.

As igualdades

s?=s e s(L,("E;F))=L("E; F)

vém dos itens (iii) e (ii) da Proposi¢ao 5.1.2, respectivamente.
Por fim, é facil ver que s é um operador linear positivo do reticulado de Banach

(L, ("E; F), || - |l-) nele mesmo. Segue que s é continuo pelo Teorema 3.2.1. Isso mostra
que s é uma projegao de L, ("E; F') em L:("E; F'), concluindo o que faltava para completar
a demonstracao. O

A seguinte desigualdade, que segue diretamente da Proposicao 4.1.4, serda 1util na de-
monstracao do resultado principal da secao.

Lema 5.3.4. Seja P: E — F um polinomio n-homogéneo positivo entre espacos de
Riesz. Entao |P(zx)| < P(|z|) para todo x € E.

Sabemos pelo Teorema 3.2.1 que os operadores lineares positivos entre um reticulado
de Banach e um espaco de Riesz normado sao continuos. Com essa hipotese, o lema a
seguir mostra que os polinomios regulares sao continuos.

Lema 5.3.5. Seja E um reticulado de Banach e F' um espaco de Riesz normado. Entao
P.("E;F)=P,("E; F).

Demonstracao. Seja P: ' — F um polinomio n-homogéneo positivo. Por definicao,

o operador n-linear simétrico }é € L*("E; F) é positivo, logo continuo pelo Lema 5.3.1.
Segue dos itens (i) e (vi) do Teorema 5.1.5 que P € P.("E; F). Como todo polinémio
homogéneo regular ¢ a diferenca de dois polindmios homogéneos positivos, logo continuos,
a igualdade desejada segue. O

Finalizamos nosso trabalho com o resultado principal desta secao.

Teorema 5.3.6. Sejam E e F reticulados de Banach com F Dedekind completo. Entao
P.("E; F) é um reticulado de Banach munido com a r-norma

[Pl = [P} = sup{[[[ P|(z)[|: @ € B}
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Demonstragao. Primeiro mostremos que P,.("E; F') é espaco de Riesz. Dos Lemas 5.3.1 e
5.3.5 temos
L;("E;F) = L}("E;F) e P.("E;F) =P.("E; F);

e segue da Proposigao 5.2.5 que L:("E; F) e P.("E; F) sao isomorfos como espagos de
Riesz. Com isso, garantimos que P,.("E; F') é um espago de Riesz Dedekind completo.

Observemos que para qualquer vetor x de um espago de Riesz vale que x < |z, e
|lz|| = |||z]|| pela Proposigao 2.2.2. Entao, pelo Lema 5.3.4 e por F' ser um reticulado de
Banach, dado um polinémio n-homogéneo positivo P: £ — F temos

[P@) =PI < 1P()]

para todo z € E. Dito isso, notemos que a norma regular de um polinomio homogéneo
P € P.("E; F) é alcancada tomando apenas vetores positivos de B, isto é,

1Pl = sup{{||P|(z)]|: « € Be"}.

Sendo assim, consideremos polinomios homogéneos P, Q € P.("E; F) tais que |P| < |Q|.
Como |P|(z) < |Q|(x) para todo = € E™T, entao

1P|l = sup{[[| P|(2)]|: € Bp"} < sup{[||Q|(=)[|: = € Bx"} = [|Ql],-

Logo, a norma regular é uma norma reticulada.
Finalmente, pelo fato do operador linear

A€ L("E;F)— A € P,("E; F)

ser um isomorfismo entre espacos vetoriais ordenados, segue do Teorema 3.2.1 que esse
operador linear também é um isomorfismo topoldgico entre espagos normados. Dai, como
LE(ME; F);+]l») € um reticulado de Banach pelo Teorema 5.3.3, concluimos que P,.("E; F))
é um espago de Banach com a norma regular. Portanto, P.("E; F) é um reticulado de
Banach Dedekind completo. O
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