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Resumo

Sousa, M. A. T. Modelagem Matemática e Simulação Numérica de um Sistema Ro-

tativo Eixo-Disco-Palhetas. 2022. 108 f. Dissertação de Mestrado - Universidade

Federal de Uberlândia, Uberlândia.

Sistemas rotativos compostos pelo conjunto eixo-disco-palhetas (EDP) possuem

diversas aplicações industriais, especialmente em turbomáquinas como turbinas, com-

pressores e motores aeronáuticos à reação. Neste contexto, as palhetas rotativas são

componentes críticos por possuírem considerável flexibilidade e operarem a altas ro-

tações, estando sujeitas a falhas por fadiga. Sendo assim, é importante estabelecer

modelos dinâmicos para esses sistemas, possibilitando o entendimento de seu com-

portamento ainda na fase de projeto. Desta maneira, este trabalho apresenta um

modelo matemático para um sistema EDP que considera a flexibilidade de eixo e pa-

lhetas, modelando-os como vigas. Os deslocamentos são discretizados a partir do

Método dos Modos Assumidos e as Equações de Lagrange são aplicadas para obter

as equações do movimento para o sistema acoplado. O modelo é validado por meio

da comparação com resultados obtidos utilizando um modelo de elementos finitos e

experimentos realizados por outros autores, mostrando representatividade satisfató-

ria. A influência da rotação, número de palhetas e posição do disco nas frequências

naturais são estudadas. Por fim, a resposta ao desbalanceamento é avaliada para o

sistema com e sem amortecimento, identificando-se a presença de frequências para-

métricas nas repostas do sistema. Os resultados mostram que o modelo consegue

descrever o comportamento dinâmico do sistema estudado.

Palavras-chave: Dinâmica de Rotores. Modelagem Matemática. Eixo-disco-palhetas.

Vibrações Acopladas.

xi



Página intencionalmente deixada em branco.



Abstract

Sousa, M. A. T. Mathematical Modeling and Numerical Simulation of a Rotating Shaft-

Disc-Blades System. 2022. 108 p. Master’s Dissertation - Federal University of Uber-

lândia, Uberlândia.

Rotating systems composed of a shaft-disc-blades assembly (SDB) have several

industrial applications, specially on turbo machinery such as turbines, compressors,

and aircraft engines. In this context, the rotating blades are critical components due

to their considerable flexibility and high rotation operation, being subject to failure due

to fatigue. Therefore, it is important to establish dynamical models to these systems,

allowing the understanding of its behavior in the design phase. In this context, the

present work formulates a mathematical model devoted to represente tha dynamic

behavior a SDB system that considers the flexibility both of shaft and blades, modeled

as beams. Their displacements are discretized by the Assumed Modes Method, and

the Lagrange’s Equation are used to obtain the equations of movement of the coupled

system. The model is validated by comparing finite elements simulation woth expe-

rimental results achieved by other authors, showing good accuracy. The influence of

rotation speed, number of blades and disc position on the natural frequencies is as-

sessed. Finally, the unbalance response is analyzed for the damped and undamped

system, identifying the presence of parametric frequencies on the corresponding vibra-

tion responses. The results show that the model is capable of describing the system’s

dynamic behavior.

Keywords: Rotordynamics. Mathematical Modeling. Shaft-disc-blades. Coupling

Vibrations.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Contextualização

Máquinas rotativas constituídas por um eixo acoplado a discos palhetados são

amplamente utilizadas em aplicações industriais. Motores aeronáuticos a reação, tur-

binas a vapor, como a mostrada na Fig. 1.1, bombas hidráulicas e compressores in-

dustriais são exemplos de máquinas que possuem palhetas rotativas. Por possuírem

considerável flexibilidade e trabalharem em altas rotações, as palhetas são componen-

tes críticos desse tipo de máquina. Por exemplo, é frequente a ocorrência de falhas

por fadiga pela exposição do sistema eixo-disco-palhetas a condições de ressonância

(CHUN; LEE, 1996).

A Figura 1.2 mostra um exemplo de falha total por fadiga da palheta do fan de

um motor aeronáutico Rolls-Royce Trent 700 de uma aeronave Airbus A330-343X. A

aeronave decolou de Perth, Austrália, com destino à Malásia. No entanto, com cerca

de uma hora de voo, houve um ruído metálico e início de considerável vibração no

avião, seguido de aviso de stall no motor esquerdo. A tripulação conseguiu retornar a

aeronave com segurança a Perth, onde foi descoberta a falta de cerca de três-quartos

de uma palheta do fan no motor esquerdo.

As investigações determinaram que a falha aconteceu em uma região de alta ten-

são na palheta, onde a membrana de reforço interno se une ao painel de revestimento.

Durante a fabricação, o raio de borda foi fabricado de maneira mais aguda que o proje-

tado, levando a uma concentração de tensões maior que a esperada na região (ATSB,
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Figura 1.1: Turbina a vapor fabricada pela General Electric. Fonte: (GE, 2022)

2020).

O exemplo citado mostra a importância de conhecer e monitorar o comportamento

dinâmico de palhetas rotativas. Pelo entendimento de suas frequências naturais e

modos de vibrar, é possível otimizar suas condições de operação. Além disso, pode

possibilitar a detecção de danos incipientes por meio da identificação de mudanças

nos modos de vibração.

Uma maneira de avaliar o comportamento dinâmico de sistemas mecânicos é por

meio do desenvolvimento de modelos matemáticos que buscam estimar o compor-

tamento real dos equipamentos. As abordagens clássicas para modelagem de siste-

mas eixo-disco-palhetas (EDP) são baseadas na utilização de modelos desacoplados,

que desconsideram efeitos inerciais de flexibilidade do eixo nas palhetas e vice-versa.

Apesar de apresentarem bons resultados em muitos casos, essas abordagens podem

não prever algumas características de vibração de maneira satisfatória (CHATELET;

D’AMBROSIO; JACQUET-RICHARDET, 2005; CHUN; LEE, 1996).

Ao desconsiderar o efeito das palhetas, temos um sistema eixo-disco, que já foi
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Figura 1.2: Falha por fadiga em palheta do fan do motor Trent 700. Fonte: (ATSB,
2020)

amplamente estudado e tem seu comportamento bem conhecido e documentado (LA-

LANNE; FERRARIS, 1990; DIMAROGONAS; PAIPETIS; CHONDROS, 2013; RAO,

2011). Negligenciando a presença do eixo, temos um disco palhetado, também exten-

sivamente estudado na análise do acoplamento de vibrações e do fenômeno de mis-

tuning, que é o aumento de resposta forçada que ocorre quando as palhetas não são

geometricamente idênticas. Três tipos de modelagem são destacadas na literatura:

modelos de lumped-mass de várias ordens (HSIEH; ABEL, 1995; YOO; KIM; INMAN,

2003); modelos que utilizam teorias contínuas de vigas e placas (LIM; CHUNG; YOO,

2009; HUANG; KUANG, 2006) e, para simular geometrias de palhetas mais comple-

xas, modelos de elementos finitos (YUAN et al., 2017; D’SOUZA; SAITO; EPUREANU,

2012). Esses modelos conseguem descrever de forma representativa o comporta-

mento do disco palhetado, bem como o acoplamento palheta-palheta, porém só são

aplicáveis em casos onde o eixo é rígido ou sua vibração é desprezível.

Outra abordagem estudada utiliza palhetas flexíveis acopladas a um rotor rígido,

para modelar rotores de helicópteros ou turbinas eólicas. Nessa linha de pesquisa,

Saracho (2002) utilizou aproximações lineares e não-lineares para descrever a defor-

mação das palhetas nesse tipo de sistema. Os resultados experimentais mostraram
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que apenas uma aproximação não-linear consegue descrever corretamente o compor-

tamento dinâmico das palhetas, como o efeito de enrijecimento centrífugo. Sanches

(2011), desenvolveu um modelo mecânico para representar um helicóptero sob a in-

fluência de envelhecimento e falha de componentes, modelando o rotor do helicóptero

como um hub rígido acoplado às pás por meio de molas de torção e amortecimento

viscoso. Rende (2020) considerou o modelo de rotor rígido com palhetas flexíveis

para desenvolver e validar experimental o modelo matemático de um sistema rotor-

palhetas, realizando um estudo de estabilidade por meio da teoria de Floquet e da

transformação de coordenadas multi-pás.

Os exemplos anteriores citam análises nas quais a flexibilidade do eixo é descon-

siderada. Contudo, em aplicações industrias de máquinas rotativas, essa flexibilidade

se torna cada vez mais importante, visto que uma maneira de aumentar a eficiência

de turbomáquinas é pela redução de sua massa. Isso leva a eixos cada vez mais

delgados e flexíveis, se fazendo necessário considerar esses efeitos nos estudos rea-

lizados.

Ao considerar o eixo flexível no sistema eixo-disco-palhetas, muitos autores se ba-

seiam nas teorias de vibração contínuas de vigas. Isso ocorre porque, comparado

ao modelo analítico, um modelo de elementos finitos é mais complexo e possui uma

dimensão maior, além de possuir uma tendência maior a erros numéricos por fato-

res como refinamento de malha, tipo de elemento utilizado e simplificações adotadas

(YANG et al., 2022). A preferência por um modelo analítico se dá pela possibilidade

de modelar o eixo e as palhetas como vigas, as quais possuem soluções analíticas

para vibrações axiais, torcionais e de flexão conhecidas para diversas condições de

contorno. Caso se deseje considerar a flexibilidade do disco, também é possível uti-

lizar a solução analítica para vibração transversal de placas. Essas soluções podem

ser encontradas no livro de Rao (2019) e podem ser utilizadas para discretização das

equações do movimento utilizando, por exemplo, o Método dos Modos Assumidos. A

modelagem contínua, no entanto, possui algumas desvantagens, como a diminuição

da precisão para os modos mais altos, devido às limitações da teoria de viga simples

(Euler-Bernoulli) (MEIROVITCH, 1986).

No grupo de pesquisa do LMEst (Laboratório de Mecânica das Estruturas da Uni-

versidade Federal de Uberlândia), Rende (2020) iniciou a linha de pesquisa acerca de
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sistemas com palhetas rotativas. Em sua dissertação de mestrado, foi modelado um

rotor acoplado a vigas que representam pás. O rotor foi considerado rígido, com des-

locamentos na horizontal e na vertical. As pás foram modeladas como vigas flexíveis

com massas acopladas a suas extremidades, para aumentar os efeitos inerciais. Os

deslocamentos dessas vigas foram discretizados pelo Método dos Elementos Finitos

para análise do comportamento dinâmico do sistema rotor-palhetas. Prosseguindo

os estudos realizados por Rende (2020), este trabalho possibilitará a análise de mais

tipos de sistemas com palhetas rotativas, considerando a presença de um eixo flexí-

vel. As palhetas flexíveis, nesse caso, são acopladas a um disco rígido e o disco é

acoplado ao eixo flexível, formando um sistema eixo-disco-palhetas.

Portanto, o presente trabalho almeja desenvolver um modelo matemático para um

sistema EDP que represente de maneira satisfatória seu comportamento dinâmico. O

modelo será baseado nos modos de vibrar analíticos para vigas para modelar eixo e

palhetas, enquanto o disco será considerado rígido. Para avaliar numericamente as

respostas do sistema será utilizado o Método dos Modos Assumidos para a construção

das matrizes globais de massa, rigidez e amortecimento.

1.2 Objetivos e justificativas

O objetivo desta dissertação é desenvolver e validar um modelo matemático para

análise numérica do comportamento dinâmico de um sistema rotativo eixo-disco-palhetas.

O intuito é encontrar equações do movimento que descrevam o comportamento aco-

plado entre o movimento do eixo flexível e o movimento do disco palhetado, permitindo

a análise do sistema completo. Para possibilitar a análise numérica, a discretização

pelo Método dos Modos Assumidos será empregada.

O desenvolvimento e validação deste modelo é importante no contexto do Labora-

tório de Mecânica das Estruturas ªJosé Eduardo Tannús Reisº (LMEst) da Faculdade

de Engenharia Mecânica da Universidade Federal de Uberlândia (FEMEC-UFU), pois

dá continuidade ao trabalho iniciado por Rende (2020) na pesquisa sobre comporta-

mento dinâmico de sistemas com palhetas rotativas flexíveis.

Entre os objetivos secundários do estudo, destacam-se:
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• Validar o modelo desenvolvido por meio de comparação com uma análise modal

utilizando um modelo de elementos finitos e com experimentos realizados por

outros autores;

• Verificar a influência de parâmetros de construção do sistema EDP em seu com-

portamento dinâmico;

• Avaliar a influência da rotação no comportamento do sistema, validando a pre-

sença de fenômenos como o enrijecimento centrífugo;

• Estimar as respostas temporais do sistema modelado.

1.3 Organização da dissertação

A dissertação foi divida da seguinte maneira:

No Capítulo 2 foi realizada uma revisão bibliográfica acerca do desenvolvimento de

modelos matemáticos de sistemas rotativos com palhetas flexíveis: acoplamento com

rotores rígidos, discos palhetados e sistemas eixo-disco-palhetas.

O Capítulo 3 foi dedicado ao desenvolvimento das equações de energia cinética,

potencial e de deformação para cada componente do rotor: eixo, disco desbalanceado

e palheta rotativa.

O Capítulo 4 aborda a implementação numérica dos deslocamentos dos elementos

flexíveis modelados (eixo e palhetas) pelo Método dos Modos Assumidos e a aplicação

das Equações de Lagrange para a obtenção das equações globais do movimento.

No Capítulo 5 o modelo desenvolvido é validado pela comparação de seus re-

sultados com um modelo de elementos finitos e experimentos realizados por outros

autores. Também foi avaliada a influência do número de palhetas e da posição do

disco no sistema, além de serem apresentadas as respostas no tempo e funções de

resposta em frequência.

Por fim, o Capítulo 6 é dedicado a apresentar as conclusões obtidas pelo estudo e

os próximos passos para a continuidade da linha de pesquisa no LMEst.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Este capítulo apresentará uma breve revisão bibliográfica sobre as abordagens já

realizadas para a modelagem de sistemas rotativos que possuem esses componentes,

incluindo: sistemas rotor-palhetas, disco palhetas e sistemas eixo-disco-palhetas.

2.1 Modelos de rotores rígidos acoplados a palhetas

flexíveis

Exemplos de máquinas rotativas que acoplam rotores rígidos e palhetas flexíveis

são turbinas eólicas e rotores de helicópteros. O comportamento dinâmico de siste-

mas desse tipo de rotor foi modelado por alguns autores.

Por exemplo, Saracho (2002), em sua tese de doutorado, modelou as palhetas fle-

xíveis acopladas ao rotor rígido como vigas girantes. As vigas são consideradas de

Euler-Bernoulli e são adicionadas massas em suas pontas para aumentar os efeitos

inerciais. A autora comparou o resultado de aproximações lineares e não-lineares

para descrever a deformação dessas vigas e chegou às equações globais do conjunto

utilizando metodologias de múltiplos corpos (rígidos + flexíveis). Os resultados por ela

obtidos foram comparados com experimentos realizados, chegando-se a conclusão

que apenas aproximações não-lineares de deformação conseguem descrever o com-

portamento do sistema, com efeitos como o enrijecimento centrífugo (aumento das

frequências naturais da viga rotativa com a rotação do sistema).

Saracho (2002) também escreve sobre a implementação numérica do modelo, des-
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tacando o método dos elementos finitos e o método dos modos assumidos. Segundo

ela, a vantagem do MMA é gerar modelos com poucos graus de liberdade, diminuindo

o custo computacional associado. Contudo, esse método depende de funções ad-

missíveis que muitas vezes não são de fácil determinação. Já o MEF utiliza funções

polinomiais como aproximação para os deslocamentos estruturais, sendo mais sim-

ples por natureza. Sua desvantagem é que sua representatividade está relacionado

ao refinamento da malha utilizada, gerando um modelo com maior número de graus

de liberdade.

Sanches (2011), desenvolveu um modelo mecânico para representar um helicóp-

tero sob a influência de envelhecimento e falha de componentes. A fuselagem é con-

siderada como um corpo rígido com molas representando a flexibilidade do esqui. O

rotor do helicóptero é modelado como um hub rígido acoplado às palhetas por meio

de molas de torção e amortecimento viscoso. O modelo mecânico desenvolvido foi

utilizado para avaliar a ressonância de solo para rotores isotrópicos e anisotrópicos.

Moraes (2019) modelou um aerogerador completo, incluindo torre, trem de potência e

pás girantes, utilizando o Método de Aproximação Modal para obter as equações do

movimento do sistema.

Rende (2020) desenvolveu um modelo matemático para um sistema rotor-palhetas

com massas na ponta, realizando sua implementação pelo MEF e comparando os

resultados obtidos com experimentos. O autor realizou a análise de estabilidade do

sistema por meio da análise de autovalores e pelos expoentes característicos da teo-

ria de Floquet. Essa análise foi feita tanto com as coordenadas da palheta definidas

no referencial rotativo quanto projetadas no referencial inercial pela transformação de

coordenadas multi-pás. Os resultados foram condizentes, exceto para a análise dos

autovalores no referencial rotativo, que não previu uma região de instabilidade detec-

tada pelos outros métodos e pela resposta temporal.

Rasmussen e Santos (2021) compararam as respostas de um modelo similar ao de

Rende (2020) com análises modais obtidas por dois métodos: análise modal operacio-

nal e análise modal experimental tradicional. A análise modal operacional é totalmente

baseada nas respostas medidas da estrutura, tendo diversas vantagens. Entretanto,

essa metodologia não foi desenvolvida para ser aplicada em sistemas periódicos, le-

vando a grandes variações nas medições de frequências naturais.
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2.2 Modelos de discos palhetados

Modelos de discos com palhetas flexíveis acopladas são amplamente estudados

para análise de mistuning. Esse fenômeno ocorre quando as palhetas não são geome-

tricamente idênticas, seja por desvios de construção ou alterações nas características

dos materiais. Quando submetidas a vibrações forçadas, como cargas aerodinâmicas,

o mistuning causa aumento significativo na resposta de vibração das palhetas, o que

pode levar a falhas por fadiga.

Hsieh e Abel (1995) compararam duas abordagens de elementos finitos para a

modelagem de sistemas disco-palhetas: distributed mass e lumped-mass. A aborda-

gem de massa distribuída (distributed mass) considera a estrutura como contínua com

pontos de massa distribuídos uniformemente, enquanto o modelo lumped-mass con-

sidera a estrutura como uma coleção discreta de pontos de massa concentrada. Os

métodos tiveram resultados similares para os problemas estudados, exceto para aná-

lise transiente usando integração explícita no tempo, na qual a técnica lumped-mass

se mostrou mais eficiente.

Yoo, Kim e Inman (2003) modelaram estruturas cíclicas como um sistema de pên-

dulos acoplados à estrutura do disco por molas torcionais e entre si por molas lineares.

O mistunig foi simulado por comprimentos ligeiramente diferentes desses pêndulos e

as respostas dinâmicas foram calculadas para diferentes condições de mistunig, amor-

tecimento e acoplamento. Huang e Kuang (2006) estudaram o efeito de uma pequena

trinca na raiz de uma palheta na estabilidade do disco palhetado. As palhetas são

modeladas como vigas de Euler-Bernoulli engastadas-livres e as equações do mo-

vimento do sistema são obtidas pelas funções modais da viga e o MMA. A trinca é

simulada por meio da flexibilidade local da palheta. Os resultados numéricos demons-

traram que as zonas de instabilidade variam com o tamanho da trinca e a velocidade

de rotação do disco.

Lim, Chung e Yoo (2009) desenvolveram um método de modelagem para realizar

a análise modal de um disco palhetado com vários pacotes de palhetas. Ou seja,

nesse caso, em cada pacote de palhetas, elas são conectadas por um reforço fle-

xível, que adiciona efeitos no acoplamento de rigidez entre elas. A modelagem das

palhetas é feita por meio de vigas afiladas, com variações de largura e espessura na
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ST, enquanto o reforço é modelado como molas lineares. O método de Rayleigh-Ritz

é aplicado para encontrar as equações do movimento. D’Souza, Saito e Epureanu

(2012) desenvolveram um modelo de ordem reduzida para simular trincas e mistunig

em sistemas de que possuem múltiplos estágios de discos palhetados. A redução de

ordem é feita por estágio, baseada na simetria cíclica do sistema e síntese de modos

componentes e a modelagem realizada pelo MEF.

Yuan et al. (2017) realizaram uma revisão bibliográfica acerca de problemas de

mistuning em discos palhetados, dando ênfase no desenvolvimento de técnicas com-

putacionais para análise do fenômeno, modelagem para redução de ordem e quanti-

ficação de incertezas. Os autores ressaltam que, embora modelos de lumped-mass

ainda sejam utilizados em projetos iniciais, sua aplicação está limitada no máximo aos

três primeiros modos das palhetas. Quanto a modelos de elementos finitos, destacam

que sua aplicação é limitada no contexto industrial devido à necessidade de usar um

grande número elementos para uma reposta fidedigna. De acordo com os autores,

o estado da arte para modelagem de mistuning são métodos de inversão para aná-

lise estocástica. Esses métodos reduzem os custos computacionais relacionados ao

grande número de inversões das matrizes dinâmicas relacionadas ao problema.

2.3 Modelos de sistemas eixo-disco-palhetas

Os modelos de discos palhetados são boas alternativas para estudar os efeitos do

mistuning, mas são aplicáveis apenas em casos onde a flexibilidade do eixo é negli-

genciável. Como a tendência de aplicações industriais atuais e futuras são estruturas

cada vez mais leves e delgadas, é necessário incluir a flexibilidade do eixo nas análi-

ses, investigando os efeitos de acoplamento nas respostas de vibração. Essa seção

será dedicada a realizar uma revisão da literatura sobre modelos acoplados de siste-

mas EDP.

Jacquet-Richardet, Ferraris e Rieutord (1996) utilizaram os modos de vibrar não-

rotativos de um sistema eixo-disco flexível na análise modal para avaliar as caracterís-

ticas dinâmicas do sistema rotativo correspondente. Esses modos não-rotativos foram

calculados por meio de uma abordagem cíclica simétrica de elementos finitos, dimi-
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nuindo assim a ordem do problema. Já Chun e Lee (1996) desenvolveram um método

analítico para determinar os modos de vibrar mais baixos de sistemas eixo-palhetas,

no qual o método de síntese de subestrutura e o método dos modos assumidos foram

combinados. As funções modais de vigas foram utilizadas como funções admissíveis

para o MMA. O acoplamento de vibrações foi analisado variando velocidade de rota-

ção, ângulo de torção e de fixação das palhetas.

Chatelet, D’ambrosio e Jacquet-Richardet (2005) aplicaram a técnica desenvolvida

por Jacquet-Richardet, Ferraris e Rieutord (1996) a um eixo de compósito de paredes

finas e a uma bomba rotativa turbomolecular, comparando-a a modelos de eixo rígido

para demonstrar as limitações do último. Al-Bedoor (2007) utilizou o MMA para de-

senvolver um modelo reduzido para calcular as frequências naturais de acoplamento

entre torção do eixo e flexão das palhetas, identificando que os parâmetros que influ-

enciam esse acoplamento são o ângulo de fixação da palheta e a inércia do disco e

das palhetas.

Yang e Huang (2007) estudaram a influência da flexibilidade do disco na vibra-

ção acoplada de sistemas eixo-disco-palhetas, utilizando a abordagem de energia em

conjunto com o método dos modos assumidos para obter as equações do movimento.

Assim como em outros estudos, os modos analíticos de vibração de vigas e placa

foram utilizados na discretização pelo MMA. A influência da flexibilidade do disco foi

analisada, bem como efeitos da velocidade de rotação e ângulo de fixação da palheta.

Ma et al. (2015) propuseram um novo modelo dinâmico para sistemas rotor-palhetas.

Nesse modelo, as palhetas rotativas são representadas como vigas de Timoshenko,

enquanto o eixo flexível e o disco, considerado rígido, são representados por múlti-

plos pontos de massa concentrada (lumped mass), conectados por molas lineares e

torcionais. Esses pontos são representados por suas massas e momentos de inércia,

possuindo cinco graus de liberdade cada. A deformação das palhetas é modelada

pelo MMA. Os resultados obtidos pelo modelo são comparados tanto com um modelo

de elementos finitos como com resultados experimentais para velocidade de rotação

zero.

Os mesmos autores do artigo anterior, em Ma et al. (2016) aperfeiçoaram o modelo

desenvolvido em Ma et al. (2015). No novo modelo, o eixo é discretizado pelo Método

dos Elementos Finitos e os efeitos do ângulo de fixação das palhetas e da oscilação do
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disco são considerados. As palhetas são modeladas pelo MMA sendo aplicada uma

redução de modelo. Dessa maneira, o modelo aperfeiçoado se mostra mais preciso

que o anterior. Os autores também modelaram o efeito de roçamento entre ponta das

palhetas e invólucro do rotor, considerando o último como um sistema de dois graus

de liberdade de massa concentrada.

Li et al. (2017) desenvolveram um modelo dinâmico para o sistema EDP, conside-

rando o disco rígido e eixo e palhetas flexíveis. O eixo é modelado como uma viga

elasticamente suportada, ou seja, com molas em suas extremidades. A função modal

analítica para esse tipo de viga foi desenvolvida e utilizada como função admissível

para discretização pelo MMA. As palhetas foram modeladas como vigas engastadas-

livres. A influência da posição do disco e do número de palhetas na resposta dinâmica

foi analisada para o sistema em repouso e com rotação. Variações da rigidez do su-

porte elástico também foram estudados.

She et al. (2018) utilizaram um modelo similar ao desenvolvido por Li et al. (2017),

porém considerando a flexibilidade do disco e torção do eixo. Os modelos de eixo elas-

ticamente suportado e de disco flexível foram validados pela comparação com modelo

de elementos finitos para eixo e resultados teóricos e experimentais para disco. Então,

os modos de vibrar acoplados foram analisados, mostrando que existem quatro tipos

de acoplamentos: flexão do eixo/deformação transversal do disco/flexão das palhetas,

torção do eixo/deformação transversal do disco/flexão das palhetas, deformação do

disco/flexão das palhetas e flexão das palhetas/flexão das palhetas.

She et al. (2020) avalariam a influência da posição do disco e de sua flexibilidade

nas velocidades críticas de frequências naturais do sistema EDP. Nesse estudo, as

palhetas foram modeladas como vigas de Timoshenko suportadas elasticamente por

uma mola linear. Dessa maneira, o acoplamento com o disco não é considerado rígido

como nos modelos citados anteriormente. O modelo foi discretizado pelo MMA e

validado pela comparação com uma análise de elementos finitos. Quando comparado

com o modelo anterior (SHE et al., 2018), a adição da mola no acoplamento palheta-

disco levou a uma maior precisão para os modos de vibrar mais altos. Os autores

também chegaram a conclusão que a flexibilidade do disco pode ser negligenciada

para os modos de vibrar mais baixos, desde que sua espessura seja até 10 vezes

menor que seu raio.
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Yang et al. (2022) também utilizou o Método dos Modos Assumidos para modelar

o sistema eixo-disco-palhetas. O disco é considerado rígido e desbalanceado, o eixo

é modelado como uma viga de Timoshenko simplesmente apoiada e as palhetas são

consideradas vigas de Euler-Bernoulli engastadas-livres. A conexão entre palhetas

que ocorre quando são utilizados amortecedores de vibração é simulado por uma

mola linear. O modelo desenvolvido é validado pela comparação com o simulado em

código comercial de elementos finitos e com uma análise experimental, nas quais a

frequências naturais são medidas pelo sistema de blade-tip-timing. O mecanismo de

acoplamento é avaliado pela análise das matrizes dinâmicas e pela resposta temporal

do sistema ao desbalanceamento e a uma carga aerodinâmica. O efeito do ângulo de

fixação das palhetas e da rigidez de interconexão também são avaliados.



Página intencionalmente deixada em branco.



Capítulo 3

Modelo matemático do sistema

eixo-disco-palhetas

Neste capítulo será apresentado o desenvolvimento do modelo matemático do sis-

tema estudado, mostrado na Fig. 3.1. Um eixo de comprimento Ls e raio de seção

transversal Rs, é simplesmente apoiado em suas extremidades. O rotor possui um

disco posicionado a uma distância yd da origem, com raio Rd e espessura hd. O disco é

considerado rígido e possui palhetas flexíveis acopladas tangencialmente. Cada uma

das i = 1, ..., Nb palhetas possuem seção transversal retangular, com comprimento Lbi,

largura bbi e altura hbi. Essas são fixas ao disco sem ângulo de pré-torção, ou seja,

paralelas à direção OY . O sistema gira com velocidade angular Ω. A flexibilidade é

considerada tanto para o eixo quanto as palhetas.

Como as equações do movimento resultantes apresentarão o acoplamento entre

corpos rígidos e flexíveis, é essencial a escolha de referenciais adequados para a cor-

reta descrição do movimento e também para a simplificação do modelo. No presente

caso, são adotados dois referenciais. O referencial inercial OXY Z possui sua origem

no centro da face esquerda do eixo. O segundo referencial, Rxyz é mostrado na Fig.

3.2, tendo sua origem no centro do eixo na posição yd e girando de maneira solidária

a ele com velocidade angular Ω.

As equações de movimento do sistema serão determinadas por meio das equa-

ções de Lagrange. Para isso, as expressões das energias potencial e cinética de

todos os corpos devem ser escritas no referencial inercial. A matriz de transformação
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(a)

(b)

Figura 3.1: Esquema do sistema rotor-palhetas modelado.

que transforma um vetor escrito no referencial inercial para um vetor no referencial R

é dada pela Eq. (3.1).

T = T3 × T2 × T1 (3.1)

As matrizes T1, T2 e T3 são dadas pelas Eqs. (3.2) a (3.4), sendo θ e ψ as rotações



17

Figura 3.2: Vista frontal sistema modelado com eixo deslocado.

em torno de X e Z, respectivamente, e ϕ a rotação em torno de Y . A velocidade

angular do rotor é ϕ̇ = Ω, que pode variar ao longo do tempo. O ângulo βi =
2π(i− 1)

Nb

a

posição angular da i-ésima palheta na direção circunferencial do disco, sendo utilizado

para localizar a palheta em questão no modelo.

T1 =











cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1











(3.2)

T2 =











1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ











(3.3)

T3 =











cos (ϕ+ βi) 0 − sin (ϕ+ βi)

0 1 0

sin (ϕ+ βi) 0 cos (ϕ+ βi)











(3.4)

Adotando a hipótese de pequenas rotações, é possível considerar as aproximações

cosψ = cos θ = 1, sinψ = ψ, sin θ = θ e sinψ sin θ = 0. Com isso, obtém a matriz de

transformação de coordenadas dada pela Eq. (3.5).
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T =











cos (ϕ+ βi) ψ cos (ϕ+ βi) + θ sin (ϕ+ βi) − sin (ϕ+ βi)

−ψ 1 θ

sin (ϕ+ βi) ψ sin (ϕ+ βi)− θ cos (ϕ+ βi) cos (ϕ+ βi)











(3.5)

A seções seguintes apresentarão a modelagem matemática do eixo e das palhetas,

bem como a união de ambos para a obtenção das equações globais do movimento do

sistema.

3.1 Modelo matemático do eixo

3.1.1 Energia cinética do eixo

O eixo será modelado de acordo com Lalanne e Ferraris (1990), representado por

uma viga de Timoshenko com seção transversal circular. Como será considerada a

flexibilidade, ele é caracterizado pela energia cinética e potencial. A Figura 3.3 mostra

um segmento do eixo de comprimento infinitesimal dy. Considerando o referencial xyz

preso ao centro do eixo na posição desse segmento, temos que us, vs e ws são os

deslocamentos em relação a OXY Z. As rotações em torno dos eixos são θ, ϕ e ψ.

A energia cinética do segmento considerado é dada pela Eq. 3.6 (LALANNE; FER-

RARIS, 1990). O primeiro e segundo termos são as energias de translação e rotação

clássicas para um viga. O terceiro termo aparece quando se passa o vetor velocidade

angular do referencial rotativo para o referencial inercial, gerando um acoplamento de

rotações.

dTs
dy

=
1

2
ρsS(u̇s

2 + ẇs
2) +

1

2
ρsIs(ψ̇

2 + θ̇2) +
1

2
ρsIp(Ω

2 + 2Ωψ̇θ) (3.6)

Sendo ρs a densidade do eixo, S a área de sua seção transversal, Is o momento de

inércia e Ip o momento polar de inércia. Como a seção transversal é circular, tem-se

Ip = 2Is. A energia cinética total do eixo é dada pela integração da Eq. (3.6) ao longo

do comprimento do eixo:
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Figura 3.3: Modelo do eixo.

Ts =
1

2
ρsS

∫ Ls

0

(u̇s
2 + ẇs

2)dy +
1

2
ρsIs

∫ Ls

0

(ψ̇2 + θ̇2)dy + 2ρsIs

∫ Ls

0

Ωψ̇θdy + ρsIsLsΩ
2

(3.7)

O primeiro termo da Eq. (3.7) é a energia cinética clássica para uma viga em flexão,

seguido da inércia rotacional e do efeito giroscópico. O último termo é a energia de

rotação que, por ser constante, não tem influência nas equações do movimento do

sistema.

3.1.2 Energia de deformação do eixo

Considerando que o material, de módulo de elasticidade Es constante se comporta

de acordo com a lei de Hooke e sendo τ o volume do eixo e ϵ o vetor de deformações,

a energia de deformação da seção transversal do eixo é dada por:

Us =
1

2

∫

τ

Esϵ
T ϵdτ (3.8)
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Figura 3.4: Coordenadas do centro geométrico C e de um ponto arbitrário B no eixo.
Adaptado de: (LALANNE; FERRARIS, 1990).

Na Figura 3.4, temos que C é o centro geométrico do eixo e B um ponto arbitrário

em sua seção transversal. u∗, v∗ e w∗ são as posições do centro do eixo em x, y e z,

respectivamente. É importante ressaltar que aqui o referencial rotativo Oxyz mostrado

na Fig. 3.4 é diferente do referencial rotativo adotado no resto do texto, uma vez que

Oxyz tem sua origem coincidente com a origem O do referencial inercial e não no

centro geométrico C do eixo. Essa alteração não influencia os resultados de energia

de deformação do eixo, visto que esta será função apenas de us e ws, definidos no

referencial inercial. Para maiores detalhes sugere-se consultar o texto de Lalanne e

Ferraris (1990).

Desprezando os termos de ordem superior, a deformação longitudinal de um ponto

B qualquer do eixo é dada pela Eq. (3.9) (LALANNE; FERRARIS, 1990).

ϵ = −x
∂2u∗

∂y2
− z

∂2w∗

∂y2
(3.9)

Substituindo a Eq. (3.9) na Eq. (3.8), obtém-se:

Us =
Es

2

∫ Ls

0

(

−x
∂2u∗

∂y2
− z

∂2w∗

∂y2

)2

dSdy (3.10)

Expandindo a Eq. (3.10), tem-se que a energia de deformação é:
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Us =
Es

2

∫ Ls

0

[

x2
(

∂2u∗

∂y2

)2

+ z2
(

∂2w∗

∂y2

)2

+ 2xz
∂2u∗

∂y2
∂2w∗

∂y2

]

dSdy (3.11)

Como a seção transversal é simétrica, o terceiro termo da Eq. (3.11) é nulo (Eq.

(3.12)). Os conceitos de momento de inércia mostrados na Eq. (3.13) são aplicados

para se obter a Eq. (3.14).

∫

S

xzdS = 0 (3.12)

Is =

∫

S

x2dS =

∫

S

z2dS (3.13)

Us =
EsIs
2

∫ Ls

0

[

(

∂2u∗

∂y2

)2

+

(

∂2w∗

∂y2

)2
]

dy (3.14)

É necessário expressar a energia de deformação em termos do movimento do

centro do eixo no referencial inercial, ou seja, em função de us e ws. Pela Fig. 3.4,

escrevem-se u∗ e w∗ no referencial inercial de acordo com a Eqs. (3.15).

u∗ = us cosΩt− ws sinΩt (3.15)

w∗ = us sinΩt+ ws cosΩt (3.16)

Substituindo as Eqs. (3.15) na Eq. (3.14) obtém-se a expressão final da energia

de deformação do eixo, dada pela Eq. (3.17).

Us =
EsIs
2

∫ Ls

0

[

(

∂2us
∂y2

)2

+

(

∂2ws

∂y2

)2
]

dy (3.17)

3.2 Modelo matemático do disco

No sistema estudado, o disco é considerado rígido, caracterizado apenas por sua

energia cinética. Considerando um disco de raio externo Rd, raio interno rd = RS e

espessura hd, com massa md e momentos de inércia Idx , Idy e Idz , sua energia cinética
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é dada pela soma de sua energia cinética de translação e sua energia cinética de

rotação:

Td = Tdt + Tdr (3.18)

Sendo usd e wsd são as deformações lineares do eixo em X e Z na posição Y = yd

em que o disco está fixado, a energia cinética de translação é:

Tt =
1

2
md

(

u̇2sd + ẇ2

sd

)

(3.19)

Sendo ωdx , ωdy e ωdz as velocidades de rotação do disco no referencial inercial, a

energia cinética de rotação é:

Tr =
1

2
Idxω

2

dx
+

1

2
Idyω

2

dy
+

1

2
Idxω

2

dz
(3.20)

No referencial inercial, o vetor de velocidade de rotação do disco é escrito como:

ωd =



















ωdx

ωdy

ωdz



















= T3T2T1



















0

0

ψ̇



















+ T3T2



















θ̇

0

0



















+



















0

Ω

0



















(3.21)

Expandindo:

ωd =



















−ψ̇θ sinϕ+ θ̇ cosϕ

Ω + ψ̇θ

ψ̇ cosϕ+ θ̇ sinϕ



















(3.22)

Substituindo a Eq. (3.22) na Eq. (3.20) e considerando ψ2 = θ2 = 0 e Idx = Idz ,

obtém-se:

Tr =
1

2
Idx

(

θ̇2 + ψ̇2

)

+
1

2
Idy

(

Ω2 + 2Ωψ̇θ
)

(3.23)

Assim, a energia cinética total do disco, considerando θ = θd e θ = ψd são as

rotações do eixo nessa posição do disco, é dada por:
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ṙu =



















u̇sd + dΩcosϕ

0

ẇsd − dΩ sinϕ



















(3.28)

A partir da velocidade, é possível calcular a energia cinética da massa de desba-

lanceamento, sendo ela:

Tu =
1

2
muṙ

T
u ṙu =

1

2
mu

(

u̇2sd + ẇ2

sd + Ω2d2 + 2Ωdu̇sd cosϕ− 2Ωdẇsd sinϕ
)

(3.29)

Considerando que a massa mu é muito menor que a massa total do conjunto do

rotor e que o termo Ω2d2 não tem efeito na construção das equações do movimento, a

energia cinética torna-se:

Tu = mudΩ (u̇sd cosϕ− ẇsd sinϕ) (3.30)

Adicionando a energia cinética do desbalanceamento à Eq. (3.24), a energia ciné-

tica total do disco fica:

TD = Td + Tu (3.31)

3.3 Modelo matemático da i-ésima palheta rotativa

Considera-se que as palhetas são vigas de Euler-Bernoulli fixadas ao disco em

sua direção circunferencial, como mostrado na Fig. 3.1b. A posição de um ponto

pi genérico na i-ésima palheta, localizado a uma altura zi em seu comprimento, no

referencial Rxyz, é dada pela Eq. (3.32), sendo Rd o raio do disco.

rRpi(zi) =
{

ui(zi, t) vi(zi, t) Rd + zi + wi(zi, t)
}T

(3.32)

Considera-se que a palheta tem movimento transversal e axial apenas, não se

deformando ao longo de y, logo vi(zi, t) = 0. A posição do centro do eixo no ponto

y = yd em que estão fixas as palhetas, no referencial inercial, é:
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rOC (yd) =
{

us(yd, t) yd ws(yd, t)
}T

(3.33)

Dessa maneira, a posição do ponto pi da palheta no referencial inercial é dada pela

Eq. (3.34).

rOpi(yd, zi) = rOC (yd) + T T rRpi(zi) (3.34)

Expandindo a Eq. (3.34):

rOpi =



















us + ui cos(ϕ+ βi) + (Rd + zi + wi) sin(ϕ+ βi)

yd + (Rd + zi)(ψ sin(ϕ+ βi)− θ cos(ϕ+ βi))

ws − ui sin(ϕ+ βi) + (Rd + zi + wi) cos(ϕ+ βi)



















(3.35)

Com o vetor posição escrito no referencial inercial, a velocidade do ponto pi é obtida

pela derivada temporal da Eq. (3.35). A velocidade linear é então dada por:

ṙOpi =


















u̇s − uiΩ sin(ϕ+ βi) + u̇i cos(ϕ+ βi) + (Rd + zi + wi)Ω cos(ϕ+ βi) + ẇi sin(ϕ+ βi)

(Rd + zi)
[

ψΩcos(ϕ+ βi) + ψ̇ sin(ϕ+ βi) + θΩ sin(ϕ+ βi)− θ̇ cos(ϕ+ βi)
]

ẇs − uiΩcos(ϕ+ βi)− u̇i sin(ϕ+ βi) + (Rd + zi + wi)Ω sin(ϕ+ βi) + ẇi cos(ϕ+ βi)



















(3.36)

A partir da expressão de velocidade de um ponto qualquer na palheta, dada pela

Eq. (3.36), é possível desenvolver a expressão de sua energia cinética, apresentada

na seção a seguir.

3.3.1 Energia cinética da i-ésima palheta

A energia cinética da i-ésima palheta é dada pela Eq. (3.37), sendo ρb a densidade

de seu material, Lb seu comprimento e Abi a área de sua seção transversal. Assume-

se que as propriedades físicas e geométricas se mantêm constantes ao longo de toda

a palheta.
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T i
b =

1

2
ρbA

∫ Lb

0

ṙTpi ṙpidzi (3.37)

Expandindo a Eq. (3.37) e desprezando os termos de ordem maior que, chega-se

a:

T i
b =

1

2
ρbAbi

∫ Lb

0





u̇2s + ẇ2

s + u̇2i + ẇ2

i + Ω2u2i + 2Ω(Rd + zi + wi)u̇i

+Ω2(Rd + zi + wi)
2 − 2Ωuiẇi + (Rd + zi)

2Ω(−ψθ̇ + ψ̇θ)



 dzi

+
1

2
ρbAbi cos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

2ẇiẇs + 2u̇iẇs + 2Ω(Rd + zi + wi)u̇s − 2Ωuiẇs

]

dzi

+
1

2
ρbAbi sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

2ẇiu̇s − 2u̇iẇs − 2Ω(Rd + zi + wi)ẇs − 2Ωuiu̇s

]

dzi

+
1

2
ρbAbi cos

2(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

(Rd + zi)
2Ω2ψ2 + (Rd + zi)

2θ̇2
]

dzi

+
1

2
ρbAbi sin

2(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

(Rd + zi)
2Ω2θ2 + (Rd + zi)

2ψ̇2

]

dzi (3.38)

Por expansão, tem-se que a energia cinética total do sistema de palhetas é dada

por:

Tb =

Nb
∑

i=1

T i
b (3.39)

Como as palhetas se distribuem uniformemente na direção circunferencial do disco,

tem-se que: (YANG et al., 2022)

Nb
∑

i=1

cos2(ϕ+ βi) =

Nb
∑

i=1

sin2(ϕ+ βi) =
Nb

2
(3.40)

Combinando as Eqs. (3.38), (3.39) e (3.40), chega-se à Energia Cinética total do

sistema, dada pela Eq. (3.41).
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Tb =

Nb
∑

i=1

1

2
ρbAbi

∫ Lb

0





u̇2s + ẇ2

s + u̇2i + ẇ2

i + Ω2u2i + 2Ω(Rd + zi + wi)u̇i

+Ω2(Rd + zi + wi)
2 − 2Ωuiẇi + (Rd + zi)

2Ω(−ψθ̇ + ψ̇θ)



 dzi

+

Nb
∑

i=1

1

2
ρbAbi cos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

2ẇiẇs + 2u̇iẇs + 2Ω(Rd + zi + wi)u̇s − 2Ωuiẇs

]

dzi

+

Nb
∑

i=1

1

2
ρbAbi sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

[

2ẇiu̇s − 2u̇iẇs − 2Ω(Rd + zi + wi)ẇs − 2Ωuiu̇s

]

dzi

+

Nb
∑

i=1

Nb

4
ρbAbi

∫ Lb

0

[

(Rd + zi)
2Ω2ψ2 + (Rd + zi)

2θ̇2
]

dzi

+

Nb
∑

i=1

Nb

4
ρbAbi

∫ Lb

0

[

(Rd + zi)
2Ω2θ2 + (Rd + zi)

2ψ̇2

]

dzi (3.41)

3.3.2 Energia potencial da i-ésima palheta

A energia potencial da i-ésima palheta é dada pela soma da energia de deformação

devido a sua flexibilidade e da energia potencial gravitacional.

A energia de deformação da i-ésima palheta é calculada pela Eq. (3.42), sendo

τ seu volume, Ebi seu módulo de elasticidade e ϵzz a deformação na direção de sua

seção transversal.

Ubi =
1

2

∫

τ

Ebϵ
T
zzϵzzdτ (3.42)

Segundo Przemieniecki (1985), sendo x a distância entre um ponto genérico da

seção transversal e sua linha neutra, a deformação ϵzz é dada pela Eq. (3.43). Por se

tratar de uma viga delgada, desprezam-se as deformações causadas por esforços de

cisalhamento.

ϵzz =
∂wi

∂zi
− x

∂2ui
∂z2i

+
1

2

(

∂ui
∂zi

)2

(3.43)

Substituindo Eq. (3.43) na Eq. (3.42), tem-se:
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Ubi =
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

(

∂wi

∂zi

)2

dAbidzi −
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

2x
∂wi

∂zi

∂2ui
∂zi

2

dAbidzi

+
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

∂wi

∂zi

(

∂ui
∂zi

)2

dAbidzi −
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

x
∂2ui
∂z2i

(

∂ui
∂zi

)2

dAbidzi

+
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

x2
(

∂2ui
∂z2i

)2

dAbidzi +
Eb

2

∫ Lb

0

∫

Abi

1

4

(

∂ui
∂zi

)4

dAbidzi (3.44)

Desprezando o termo não linear de quarta ordem na Eq.( 3.44) e considerando as

seguintes relações:

∫

Abi

ydAbi = yAbi ∀y,

∫

Abi

xdAbi = 0,

∫

Abi

x2dAbi = Ibi (3.45)

Obtém-se:

Ubi =
EbAbi

2

∫ Lb

0

(

∂wi

∂zi

)2

dzi +
EbIbi
2

∫ Lb

0

(

∂2ui
∂z2i

)2

dzi +
EbAbi

2

∫ Lb

0

∂wi

∂zi

(

∂ui
∂zi

)2

dzi

(3.46)

Na Eq. (3.46), o primeiro termo é energia pela deformação axial da palheta, o

segundo termo pela deformação de flexão e o terceiro dado pelo acoplamento de

deformações. É possível simplificar esse último termo a partir do problema de tensão

inicial. Sendo N a força normal atuante na palheta:

σ =
N(zi)

Abi

(3.47)

Considerando que o material da palheta se comporta de acordo com a Lei de

Hooke, tem-se:

σ = Eb

∂wi

∂zi
(3.48)

Combinando as Eqs.(3.47) e (3.48), chega-se a expressão para a deformação lon-

gitudinal da palheta, dada pela Eq. (3.49).

∂wi

∂zi
=
N(zi)

EbAbi

(3.49)
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Segundo Saracho (2002), é possível aproximar N(zi) pela força normal atuante em

uma viga girante no instante inicial, quando os termos associados à deformação são

nulos, também conhecida como força de membrana de viga. Essa força é dada por:

N(zi) =
ρbAbiΩ

2

2
(L2

b − z2i ) (3.50)

Dessa maneira, combinando as Eqs. (3.49) e (3.50) e substituindo na Eq. (3.46),

obtém-se a expressão final para a energia de deformação da i-ésima palheta, dada

por:

Ubi =
EbAbi

2

∫ Lb

0

(

∂wi

∂zi

)2

dzi +
EbIbi
2

∫ Lb

0

(

∂2ui
∂z2i

)2

dzi +
ρbAbiΩ

2

4

∫ Lb

0

(L2

b − z2i )

(

∂ui
∂zi

)2

dzi

(3.51)

A energia potencial gravitacional devido ao movimento da i-ésima palheta é:

Ugi = ρbAbi

∫ Lb

0

GT rOpi(zi)dzi (3.52)

sendo G o vetor aceleração da gravidade, com g = 9, 81 m/s2.

G =
{

0 0 −g
}T

(3.53)

A energia potencial total para o sistema de Nb palhetas é dada por:

Ub =

Nb
∑

i=1

(Ubi + Ugi) (3.54)
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Capítulo 4

Discretização das Equações do

Movimento

Em posse das expressões das energias cinética e potencial para eixo e palhetas

é possível utilizar as equações de Lagrange para encontrar as equações do movi-

mento do sistema estudado. Contudo, para se realizar a implementação numérica

dessas equações de maneira computacionalmente eficaz, é preciso utilizar aproxima-

ções para o campo de deslocamento. Neste trabalho, essa aproximação será feita

pelo Método dos Modos Assumidos (MMA).

De acordo com Meirovitch (1986), o Método dos Modos Assumidos assume uma

solução para o problema de condição de contorno associado a um sistema contínuo

conservativo da forma:

y(x, t) =
n

∑

i=1

Φi(x)qi(t) (4.1)

onde Φi(x) são funções de interpolação que satisfazem as condições de contorno

do problema e qi(t) são as coordenadas generalizadas. Em conjunto com as equações

de Lagrange, o sistema contínuo é escrito como um sistema de n graus de liberdade.
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4.1 Discretização do eixo

O eixo será modelado como uma viga simplesmente apoiada nas direções x e z .

A Figura 4.1 mostra a viga modelada, que possui comprimento l e massa por unidade

de comprimento m.

Figura 4.1: Modelo esquemático da viga simplemente apoiada.

Ignorando a inércia rotacional e efeitos de deformação por cisalhamento, o que é

válido para vigas delgadas, a equação diferencial da vibração da viga é dada pela

seguinte expressão:

m
∂2y(x, t)

∂t2
+

∂2

∂x2

(

EI
∂2y(x, t)

∂x2

)

= 0 (4.2)

sendo y(x, t) o deslocamento transversal da viga, E o módulo de elasticidade de

seu material e I o momento de inércia de área de sua seção transversal.

A solução da Eq. (4.2) pode ser separada entre espaço de acordo com a Eq. (4.3),

onde Y (x) é a função modal e F (t) é harmônica de frequência ω.

y(x, t) = Y (x)F (t) (4.3)

Substituindo a Eq. (4.3) na Eq. (4.2), tem-se:

d4Y (x)

dx4
− ζ4Y (x) = 0, (4.4)
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sendo

ζ4 =
ω2m

EI
. (4.5)

A Equação 4.4 é uma equação diferencial ordinária linear de quarta ordem que tem

como solução a Eq. (4.6), com C1, C2, C3 e C4 constantes.

Y (x) = C1 sin ζx+ C2 cos ζx+ C3 sinh ζx+ C4 cosh ζx (4.6)

Como as extremidades da viga estão apoiadas, o deslocamento nesses pontos é

nulo. Além disso, as extremidades rotacionam livremente, gerando um momento fletor

nulo. Essas condições de contorno são escritas como:

Y (0) = 0

Y ′′(0) = 0 (4.7)

Y (l) = 0

Y ′′(l) = 0 (4.8)

Assumindo λ = ζl e substituindo a Eqs. (4.8) e Eq. (4.7) na Eq. (4.6), obtém-se:

C1 + C3 = 0

−C1 + C3 = 0 (4.9)

Logo:

C1 = C3 = 0 (4.10)

Substituindo as Eq. (4.8) na Eq. (4.6), chega-se a:

C2 sin ζl + C4 sinh ζl = 0

ζ2 [−C2 sin ζl + C4 sinh ζl] = 0 (4.11)

Os sistema de equações dado pela Eq. (4.11) só tem solução não trivial se o

determinante da matriz de seus coeficientes for zero. Essa restrição leva a:
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sin ζl sinh ζl = 0 (4.12)

No entanto, como sinh ζl ̸= 0, deve-se atender:

sin ζl = 0 (4.13)

que tem como solução

ζn =
jπ

l
(4.14)

Sendo assim, a função modal da viga é escrita como, sendo j = 1..Ns o número

de modos utilizados na discretização:

Yj(x) = sin

(

jπ

l
x

)

(4.15)

No problema em estudo, o eixo sofre flexão nas direções X e Z. Dessa maneira,

seus deslocamentos são discretizados de acordo com:

us(y, t) =
Ns
∑

j=1

Xj(y)ηj(t) = X(y)η(t) (4.16)

ws(y, t) =
Ns
∑

j=1

Zj(y)ξj(t) = Z(y)ξ(t) (4.17)

sendo,

Xj(y) = Zj(y) = sin

(

jπ

Ls

y

)

(4.18)

Como as rotações ψ e θ são pequenas, podemos aproximá-las pela Eq. (4.19).

ψ = −
∂us
∂y

(4.19)

θ =
∂ws

∂y
(4.20)

Utilizando as definições das Eqs. (4.16) e (4.17):
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ψ(y, t) = −

Ns
∑

j=1

X ′

j(y)ηj(t) = −X ′(y)η(t) (4.21)

θ(y, t) =
Ns
∑

j=1

Z ′

j(y)ξj(t) = Z′(y)ξ(t) (4.22)

4.2 Discretização da i-ésima palheta

As palhetas serão modeladas como vigas engastadas-livres, como a mostrada na

Fig. 4.2, já que suas extremidades são fixas ao eixo e se movimentam apenas de

maneira solidária a ele. Essa viga vibra na direção transversal de acordo com a função

modal Y (x) e na direção longitudinal de acordo com U(x).

Figura 4.2: Esquema de uma viga engastada-livre.

A equação diferencial da vibração de flexão da viga é a mesma desenvolvida para o

eixo, apresentada na Eq. (4.4). Sendo assim, a solução geral também não muda (Eq.

(4.6)). As condições de contorno utilizadas, porém, são diferentes. Na extremidade

engastada, tem-se que o deslocamento e rotação da viga são nulos (Eq. 4.23). Na

extremidade livre, conclui-se que o momento fletor e a força cortante são nulos (Eq.

(4.24)).
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Y (0) = 0, Y ′(0) = 0 (4.23)

Y ′′(l) = 0, Y ′′′(l) = 0 (4.24)

Aplicando as condições de contorno à Eq. (4.6) e manipulando as equações re-

sultantes, chega-se à forma modal de flexão da viga engastada-livre: (MEIROVITCH,

1986)

Yk(x) = cosh
λkx

l
− cos

λkx

l
−

cosλk + coshλk
sinhλk + sinλk

(

sinh
λkx

l
− sin

λkx

l

)

(4.25)

Sendo λk as k = 1, ..., N raízes da equação característica (4.26). Diferentemente

do modelo do eixo, os valores das raízes são constantes e independem das caracte-

rísticas geométricas do problema.

cosλk coshλk = −1 (4.26)

A vibração transversal da i-ésima palheta é elaborada de maneira análoga à reali-

zada anteriormente. No sistema estudado, a vibração transversal das palhetas é dado

na direção x, pelo referencial adotado. Sendo assim, obtemos a vibração em z para a

i-ésima palheta:

ui(zi, t) =
N
∑

j=1

Uk(zi)quk
(t) = U (zi)qu(t) (4.27)

sendo,

Uk(zi) = cosh
λkzi
Lbi

− cos
λkzi
Lbi

−
cosλk + coshλk
sinhλk + sinλk

(

sinh
λkzi
Lbi

− sin
λkzi
Lbi

)

(4.28)

A vibração longitudinal wi da palheta também deve ser discretizada. Sua equação

para viga uniforme, sendo A a área de sua seção transversal e ω a frequência da

vibração harmônica, é dada por: (MEIROVITCH, 1986)

d2U(x)

dx2
+ ζ2U(x) = 0 ζ2 = ω2

m

EA
(4.29)
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A solução para a equação diferencial Eq. (4.29) é:

U(x) = C1 sin ζx+ C2 cos ζx (4.30)

Na extremidade engastada, o deslocamento da viga é nulo, enquanto na extremi-

dade livre, a deformação é nula. Logo, as condições de contorno do problema são:

U(0) = 0 (4.31)

dU

dx
(l) = 0 (4.32)

Combinando as Eqs. 4.30 e 4.31, tem-se C2 = 0. Utilizando esse resultado e a Eq.

(4.32), encontra-se:

C1ζ cos ζl = 0 (4.33)

Para se obter um resultado não trivial, é necessário que C1 ̸= 0. Logo, cos ζl = 0,

que possui infinitas soluções da forma:

ζkl =
(2k + 1)π

2
k = 0, ..., N − 1 (4.34)

Desta forma, encontra-se a função de vibração longitudinal para uma viga:

Uk(x) = C1 sin
(2k + 1)π

2l
x k = 0, ..., N − 1 (4.35)

Discretizando o movimento longitudinal da i-ésima palheta, considerando que ele

ocorre na direção z:

wi(zi, t) =
N
∑

j=1

Wk(zi)qwk
(t) = W (zi)qw(t) (4.36)

sendo,

Wk(zi) = sin
(2k + 1)π

2Lbi

zi k = 0, ..., N − 1 (4.37)
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4.3 Montagem das equações globais do movimento

As energias cinética e potencial do eixo foram definidas na Seção 3.1, enquanto

as energias para o sistema de palhetas estão apresentadas na Seção 3.3. A energia

cinética T e potencial U do sistema global são:

T = Ts + TD + Tb (4.38)

U = Us + Ub (4.39)

As discretizações definidas nas seções anteriores são aplicadas às Eqs. (4.38)

e (4.39). Sendo assim, é possível obter as equações do movimento do sistema já

discretizadas a partir das Equações de Lagrange, sendo L = T − U :

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

−
∂L

∂q
= 0 (4.40)

O vetor q são as coordenas generalizadas do sistema, obtido a partir do concatena-

mento das coordenadas generalizadas do eixo, η e ξ, com as do sistema de palhetas,

qui
e qwi

:

q =
{

η ξ qu1
qw1

... quNb
qwNb

}T

(4.41)

É importante lembrar que η e ξ são vetores de dimensão Ns e qui
e qwi

são vetores

de dimensão N . Logo, a dimensão final do problema depende dos números de modos

Ns e N da discretização pelo MMA.

As equações do movimento obtidas são representadas na forma matricial pela Eq.

(4.42).

Mq̈ + (G+C) q̇ +Kq = f (4.42)

M é a matriz de massa, G é a relacionada ao efeito giroscópico, K é a matriz de

rigidez do sistema e f é o vetor de forças atuantes no sistema. C é uma matriz de

amortecimento proporcional, adicionada ao modelo. Tais matrizes são detalhadas a

seguir.
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A matriz de massa do problema é dada por:

M =























Ms Msb1 Msb2 . . . MsbNb

MT
sb1

Mb1 0 . . . 0

MT
sb2

0 Mb2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

MT
sbNb

0 0 . . . MbNb























(4.43)

O termo Ms é relacionado ao movimento rotor, detalhado da seguinte maneira:

Ms =





Ms1 0

0 Ms2



 (4.44)

Ms1 = ρsS

∫ Ls

0

(

XT ·X
)

dy + ρsIs

∫ Ls

0

(

X ′T ·X ′
)

dy

+md

(

X(yd)
T ·X(yd)

)

+ Idx
(

X ′(yd)
T ·X ′(yd)

)

+
1

2
NbρbAb

∫ Lb

0

[

2X(yd)
T ·X(yd) + (Rd + z)2 X ′(yd)

T ·X ′(yd)
]

dz (4.45)

Ms2 = ρsS

∫ Ls

0

(

ZT ·Z
)

dy + ρsIs

∫ Ls

0

(

Z ′T ·Z ′
)

dy

+md

(

Z(yd)
T ·Z(yd)

)

+ Idx
(

Z ′(yd)
T ·Z ′(yd)

)

+
1

2
NbρbAb

∫ Lb

0

[

2Z(yd)
T ·Z(yd) + (Rd + z)2 Z ′(yd)

T ·Z ′(yd)
]

dz (4.46)

Já os termos Mbi são relacionados ao movimento da i-ésima palheta:

Mbi =





Mbx 0

0 Mbz



 (4.47)

Mbx = ρbAb

∫ Lb

0

(

UT ·U
)

dz (4.48)

Mbz = ρbAb

∫ Lb

0

(

W T ·W
)

dz (4.49)

Finalmente, os termos Msbi são relativos ao acoplamento de movimentos do rotor

e palhetas:
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Msbi =





msb1 msb2

msb3 msb4



 (4.50)

msb1 = ρbAb cos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

UT ·X(yd)
)

dz (4.51)

msb2 = ρbAb sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

W T ·X(yd)
)

dz (4.52)

msb3 = −ρbAb sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

UT ·Z(yd)
)

dz (4.53)

msb4 = ρbAb cos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

W T ·Z(yd)
)

dz (4.54)

A matriz do efeito giroscópico é:

G =























Gs Gsb1 Gsb2 . . . GsbNb

0 Gb1 0 . . . 0

0 0 Gb2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . GbNb























(4.55)

A submatriz relacionada ao movimento do rotor é:

Gs =





0 Gs1

Gs2 0



 (4.56)

Gs1 = −2ρsIsΩ

∫ Ls

0

(

Z ′T ·X ′
)

− IdyΩ
(

Z ′T ·X ′
)

dy

−NbρbAbΩ

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 Z ′(yd)
T ·X ′(yd)

]

dz (4.57)

Gs2 = 2ρsIsΩ

∫ Ls

0

(

X ′T ·Z ′
)

+ IdyΩ
(

X ′T ·Z ′
)

dy

+NbρbAbΩ

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 X ′(yd)
T ·Z ′(yd)

]

dz (4.58)

O efeito giroscópico de uma palheta é escrito como:
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Gbi =





0 Gbx

Gbz 0



 (4.59)

Gbx = ρbAbΩ

∫ Lb

0

(

UT ·W
)

dz (4.60)

Gbz = −ρbAbΩ

∫ Lb

0

(

W T ·U
)

dz (4.61)

Nesse caso o acoplamento entre os termos também está presente, sendo dado

por:

Gsbi =





gsb1 gsb2

gsb3 gsb4



 (4.62)

gsb1 = −2ρbAbΩ sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

UT ·X(yd)
)

dz (4.63)

gsb2 = 2ρbAbΩcos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

W T ·X(yd)
)

dz (4.64)

gsb3 = −2ρbAbΩcos(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

UT ·Z(yd)
)

dz (4.65)

gsb4 = −2ρbAbΩ sin(ϕ+ βi)

∫ Lb

0

(

W T ·Z(yd)
)

dz (4.66)

A matriz de rigidez do sistema K é dada por:

K =























Ks Ksb1 Ksb2 . . . KsbNb

0 Kb1 0 . . . 0

0 0 Kb2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . KbNb























(4.67)

A matriz relacionada à rigidez do eixo é escrita da seguinte maneira:

Ks =





Ks1 Ks2

Ks3 Ks4



 (4.68)
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Ks1 = EsIs

∫ Ls

0

(

X ′′T ·X ′′
)

dy

−
1

2
NbρbAbΩ

2

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 X ′(yd)
T ·X ′(yd)

]

dz (4.69)

Ks2 = −
1

2
NbρbAbΩ̇

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 X ′(yd)
T ·Z ′(yd)

]

dz − IdyΩ̇X
′(yd)

T ·Z ′(yd) (4.70)

Ks3 =
1

2
NbρbAbΩ̇

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 Z ′(yd)
T ·X ′(yd)

]

dz (4.71)

Ks4 = EsIs

∫ Ls

0

(

Z ′′T ·Z ′′
)

dy

−
1

2
NbρbAbΩ

2

∫ Lb

0

[

(Rd + z)2 Z ′(yd)
T ·Z ′(yd)

]

dz (4.72)

Já a matriz de rigidez de uma palheta é:

Kbi =





Kbxx Kbxz

Kbzx Kbzz



 (4.73)

Kbxx = EbIb

∫ Lb

0

(

U ′′T ·U ′′
)

dz

+ ρbAbΩ
2

∫ Lb

0

[

1

2
(L2

b − z2)U ′T ·U ′ +UT ·U

]

dz (4.74)

Kbxz = ρbAb(Ω̇ + Ω)

∫ Lb

0

(

UT ·W
)

dz (4.75)

Kbzx = ρbAbΩ

∫ Lb

0

(

W T ·U
)

dz (4.76)

Kbzz = EbAb

∫ Lb

0

(

W ′T ·W ′

)

+ ρbAbΩ
2

∫ Lb

0

(

W T ·W
)

dz (4.77)

Finalmente, os termos Ksbi são relativos ao acoplamento de rigidezes do rotor e

palhetas:

Ksbi =





ksb1 ksb2

ksb3 ksb4



 (4.78)
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ksb1 = −ρbAb

[

Ω2 cos(ϕ+ βi) + Ω̇ sin(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

(

UT ·X(yd)
)

dz (4.79)

ksb2 = ρbAb

[

−Ω2 sin(ϕ+ βi) + Ω̇ cos(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

(

W T ·X(yd)
)

dz (4.80)

ksb3 = ρbAb

[

Ω2 sin(ϕ+ βi)− Ω̇ cos(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

(

UT ·Z(yd)
)

dz (4.81)

ksb4 = −ρbAb

[

Ω2 cos(ϕ+ βi) + Ω̇ sin(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

(

W T ·Z(yd)
)

dz (4.82)

O vetor de forças atuantes f é escrito da forma:

f =
{

fs fb1 fb2 . . . fbNb

}T

(4.83)

Detalhando seus termos, tem-se:

fs =
{

fs1 fs2

}T

(4.84)

fbi =
{

fbx fbz

}T

(4.85)

fs1 = NbρbAb

[

−Ω2 sin(ϕ+ βi) + Ω̇ cos(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

[(Rd + z)X(yd)] dz

−mudΩ
2 sinϕX(yd) (4.86)

fs2 = −NbρbAb

[

Ω2 cos(ϕ+ βi) + Ω̇ sin(ϕ+ βi)
]

∫ Lb

0

[(Rd + z)Z(yd)] dz

−NbρbAbLbgZ(yd)−mudΩ
2 cosϕZ(yd) (4.87)

fbx = ρbAb

∫ Lb

0

[

Ω̇(Rd + z)U + g sin(ϕ+ βi)U
]

dz (4.88)

fbz = −ρbAb

∫ Lb

0

[

Ω2(Rd + z)W + g cos(ϕ+ βi)W
]

dz (4.89)

A matriz C é definida pelo amortecimento proporcional de Rayleigh, da forma

(BATHE; WILSON, 1976):

C = αM + βK (4.90)

De acordo com Ma et al. (2015), os coeficientes α e β podem ser calculados da
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seguinte maneira:















α =
4πfn1fn2(fn1ξ2 − fn2ξ1)

f 2

n1 − f 2

n2

β =
fn2ξ2 − fn1ξ1
π(f 2

n2 − f 2

n1)

(4.91)

onde fn1 e fn2 são as frequências naturais relativas ao primeiro e segundo modo do

sistema, respectivamente, e ξ1, ξ2 os coeficientes de amortecimento relativos a esses

modos. Nesta dissertação, adotaram-se os valores ξ1 = ξ2 = 0.001, gerando assim um

amortecimento de 0,1% nos dois primeiros modos de vibrar do sistema.

4.4 A transformação de coordenadas multi-pás

As submatrizes Msbi , Gsbi e Ksbi descrevem o acoplamento entre o movimento

do rotor e o movimento das palhetas. Essas matrizes e o vetor de forças atuantes

f são dependentes do tempo e periódico, o que torna o sistema descrito pela Eq.

(4.42) variante no tempo. Sistemas variantes no tempo possuem comportamento dos

sistemas invariantes, os quais não possuem matrizes ou coeficientes que são funções

do tempo.

De acordo com Saracho (2002) e Rende (2020) a principal característica da res-

posta desses sistemas a uma excitação harmônica de frequência Ω, é que ela apre-

senta componentes de frequência variados, enquanto um sistema invariante apre-

senta respostas apenas nas frequências de excitação. Santos et al. (2004) afirma que

essas vibrações paramétricas ficam evidentes quando o sistema possui velocidade an-

gular, sendo possível identificar, no domínio da frequência, picos em frequências que

são combinações da velocidade de rotação e das frequências naturais do sistema.

Para o caso de sistemas variantes no tempo e periódicos, como o estudado neste

trabalho, é necessário usar métodos de análise diferentes do caso de sistemas inva-

riantes. Dentre esses métodos, é possível citar a teoria de Floquet (MEIROVITCH,

1988) e a transformação de coordenadas multi-pás, ou transformação de Coleman

(COLEMAN, 1943; BIR, 2008). Devido a maior simplicidade da transformação de co-

ordenadas multi-pás, ela será utilizada neste trabalho para a análise modal do sistema

quando ele possui velocidade de rotação, para obtenção do diagrama de Campbell.
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Para o rotor em repouso, no qual o ângulo não varia com o tempo, as matrizes das

equações do movimento são constantes, sendo possível utilizar a teoria clássica de

espaço de estados.

De acordo com Coleman (1943), a transformação de coordenadas multi-pás é feita

pela definição de quatro novos graus de liberdade, calculados a partir dos graus de

liberdade das pás qi. Esses graus de liberdade novos representam o movimento das

pás na totalidade, da seguinte maneira:

q0(t) =
1

Nb

Nb
∑

i=1

qi(t) (4.92)

qnc(t) =
2

Nb

Nb
∑

i=1

qi(t) cos(n(ϕ+ βi)) (4.93)

qns(t) =
2

Nb

Nb
∑

i=1

qi(t) sin(n(ϕ+ βi)) (4.94)

qNb
2

(t) =
1

Nb

Nb
∑

i=1

qi(t)(−1)i (4.95)

As Equações (4.92) a (4.95) mostram os graus de liberdade definidos pela trans-

formação de coordenadas multi-pás, definidos no referencial não rotativo. O grau de

liberdade q0 é o modo coletivo, qcs e qns os modos cíclicos e qNb
2

é um modo diferen-

cial que existe apenas quando o número de pás Nb é par. O valor de n varia de 1 a

(Nb − 1)/2 se Nb é ímpar e de 1 a (Nb − 2)/2 se Nb é par.

Segundo Johnson (1980), os modos com maior importância, por representaram o

acoplamento entre fundação e pás, são os modos q0, q1s e q1c. O autor também explica

as relações entre as frequências dos modos obtidos pela transformação de coordena-

das multi-pás e os modos das pás isoladas, sendo as frequências de q0 e qd próximas

às frequências das pás isoladas e q1c e q1s próximos às frequências das pás isoladas

mais a velocidade de rotação e menos a velocidade de rotação, respectivamente.

Nas análises desse trabalho, será utilizado Nb = 6 em todas as análises com o

sistema girante. Sendo assim, a transformação de coordenadas multi-pás fica:
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q0(t) =
1

6

6
∑

i=1

qi(t) (4.96)

q1c(t) =
1

3

6
∑

i=1

qi(t) cos(ϕ+ βi) (4.97)

q1s(t) =
1

3

6
∑

i=1

qi(t) sin(ϕ+ βi) (4.98)

q2c(t) =
1

3

6
∑

i=1

qi(t) cos(2(ϕ+ βi)) (4.99)

q2s(t) =
1

3

6
∑

i=1

qi(t) sin(2(ϕ+ βi)) (4.100)

q3(t) =
1

6

6
∑

i=1

qi(t)(−1)i (4.101)

A transformação de coordenadas multi-pás inversa é dada por:

qi(t) = q0(t) + q1c(t) cos(ϕ+ βi) + q1s(t) sin(ϕ+ βi) + q2c(t)) cos(2(ϕ+ βi))

+ q2s(t) sin(2(ϕ+ βi)) + qd(t)(−1)i (4.102)

Utilizando a Eq. (4.102), podemos escrever os graus de liberdade rotativos corres-

pondentes ao j-ésimo grau de liberdade das Nb = 6 palhetas da forma:
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(4.103)

sendo:
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t1 =





























1 cos(ϕ(t) + β1) sin(ϕ(t) + β1) cos(2ϕ(t) + 2β1) sin(2ϕ(t) + 2β1) −1

1 cos(ϕ(t) + β2) sin(ϕ(t) + β2) cos(2ϕ(t) + 2β2) sin(2ϕ(t) + 2β2) 1

1 cos(ϕ(t) + β3) sin(ϕ(t) + β3) cos(2ϕ(t) + 2β3) sin(2ϕ(t) + 2β3) −1

1 cos(ϕ(t) + β4) sin(ϕ(t) + β4) cos(2ϕ(t) + 2β4) sin(2ϕ(t) + 2β4) 1

1 cos(ϕ(t) + β5) sin(ϕ(t) + β5) cos(2ϕ(t) + 2β5) sin(2ϕ(t) + 2β5) −1

1 cos(ϕ(t) + β6) sin(ϕ(t) + β6) cos(2ϕ(t) + 2β6) sin(2ϕ(t) + 2β6) 1





























(4.104)

É possível expandir a matriz dada pela Eq.(4.104) para que ela contemple todos

os graus de liberdade rotativos do sistema. Contudo, para isso, é preciso reordenar

o vetor de graus de liberdade definidos na Eq. (4.41) por nó. Sendo assim, primeiro

aparecem o deslocamento transversal dos primeiro nó das seis palhetas, seguidos do

deslocamento axial do primeiro nó das seis palhetas, e assim sucessivamente, como

mostra a Eq. (4.105).

q =
{

η ξ q1u1
. . . q1u6

q1w1
. . . q1w6

. . . qNu1
. . . qNu6

qNw1
. . . qNw6

}T

(4.105)

O vetor de graus de liberdade no referencial inercial fica:

q =
{

η ξ q1
0
q1
1c q1

1s q1
2c q1

2s q1d . . . qN
0

qN
1c qN

1s qN
2c qN

2s qNd

}T

(4.106)

Feito isso, é possível escrever uma matriz de transformação global para as coor-

denadas da seguinte maneira:

q = T nr1qnr →
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q1u1

...

qNw6
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I2Ns
0 0 0

0 t1
1

0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 tN
1















































qs
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0

...

qNd































(4.107)

onde I2Ns
é matriz identidade de dimensão 2Ns e qs são os graus de liberdade relaci-

onados a discretização do eixo.

Substituindo a Eq. (4.107) na Eq. (4.42), e lembrando que a matriz T nr1 é variante

no tempo, chega-se a:
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MT̈ nr1 q̈nr + (G+C) Ṫ nr1 q̇nr +Kqnr = fnr (4.108)

Expandindo a Eq. (4.108), chega-se as equações do movimento do sistema após

a transformação de coordenadas multi-pás:

Mnrq̈nr + (Gnr +Cnr) q̇nr +Knrqnr = fnr (4.109)

As matrizes da Eq. (4.109) são calculadas por:

Mnr = MT nr1 (4.110)

Gnr = 2ΩMT nr2 +GT nr1 (4.111)

Cnr = CT nr1 (4.112)

Knr = Ω2MT nr3 + Ω̇MT nr2 + (G+C) Ṫ nr2 +KT nr1 (4.113)

fnr = f (4.114)

A matriz T nr2 é dada por:

T nr2 =

















O2Ns
0 0 0

0 t1
2

0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 tN
2

















(4.115)

onde O2Ns
é uma matriz nula de dimensão 2Ns e as submatrizes são:

t2 =





























0 − sin(ϕ(t) + β1) cos(ϕ(t) + β1) −2 sin(2ϕ(t) + 2β1) 2 cos(2ϕ(t) + 2β1) 0

0 − sin(ϕ(t) + β2) cos(ϕ(t) + β2) −2 sin(2ϕ(t) + 2β2) 2 cos(2ϕ(t) + 2β2) 0

0 − sin(ϕ(t) + β3) cos(ϕ(t) + β3) −2 sin(2ϕ(t) + 2β3) 2 cos(2ϕ(t) + 2β3) 0

0 − sin(ϕ(t) + β4) cos(ϕ(t) + β4) −2 sin(2ϕ(t) + 2β4) 2 cos(2ϕ(t) + 2β4) 0

0 − sin(ϕ(t) + β5) cos(ϕ(t) + β5) −2 sin(2ϕ(t) + 2β5) 2 cos(2ϕ(t) + 2β5) 0

0 − sin(ϕ(t) + β6) cos(ϕ(t) + β6) −2 sin(2ϕ(t) + 2β6) 2 cos(2ϕ(t) + 2β6) 0





























(4.116)

A matriz T nr3 é dada por:
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T nr3 =

















O2Ns
0 0 0

0 t1
3

0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 tN
3

















(4.117)

onde as submatrizes são:

t3 =





























0 − cos(ϕ(t) + β1) − sin(ϕ(t) + β1) −4 cos(2ϕ(t) + 2β1) −4 sin(2ϕ(t) + 2β1) 0

0 − cos(ϕ(t) + β2) − sin(ϕ(t) + β2) −4 cos(2ϕ(t) + 2β2) −4 sin(2ϕ(t) + 2β2) 0

0 − cos(ϕ(t) + β3) − sin(ϕ(t) + β3) −4 cos(2ϕ(t) + 2β3) −4 sin(2ϕ(t) + 2β3) 0

0 − cos(ϕ(t) + β4) − sin(ϕ(t) + β4) −4 cos(2ϕ(t) + 2β4) −4 sin(2ϕ(t) + 2β4) 0

0 − cos(ϕ(t) + β5) − sin(ϕ(t) + β5) −4 cos(2ϕ(t) + 2β5) −4 sin(2ϕ(t) + 2β5) 0

0 − cos(ϕ(t) + β6) − sin(ϕ(t) + β6) −4 cos(2ϕ(t) + 2β6) −4 sin(2ϕ(t) + 2β6) 0





























(4.118)

O procedimento de transformação descrito é aplicável em todo tipo de sistema,

desde que as palhetas estejam uniformemente distribuídas ao longo do rotor. Ela é

validade para velocidades angulares não constantes e transforma sistemas variantes

no tempo em invariantes (BIR, 2008).
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Capítulo 5

Resultados e Discussões

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos pela implementação do

modelo obtido no Capítulo 3. O modelo desenvolvido será validado de duas maneiras:

os resultados obtidos serão comparados ao modelo de Elementos Finitos obtido via

ANSYS® e em seguida comparados com resultados experimentais obtidos por outros

autores. A influência da posição do disco e o número de palhetas nas frequências na-

turais do modelo serão avaliadas. O diagrama de Campbell será traçado para avaliar

a influência da rotação nas frequências naturais. Também será analisada a resposta

no tempo do sistema.

5.1 Convergência do MMA

Um dos parâmetros mais importantes ao se implementar um modelo por métodos

numéricos como o dos modos assumidos é o número de funções admissíveis utili-

zadas. Para a análise modal, esse parâmetro determina o número de frequências

naturais determinadas e também a precisão de sua determinação. Dessa maneira, foi

realizada uma análise de convergência do método, variando o número Ns de funções

utilizadas para o eixo e o número N de funções utilizadas para as palhetas. O objetivo

foi obter a convergência das frequências naturais que estivessem abaixo de 2000 Hz.

Os dados utilizados para o sistema são mostrados na Tab. 5.1.

A Figura 5.1a mostra a convergência das frequências naturais das palhetas com

o número de N funções utilizadas. É evidente que essa convergência acontece para
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5.2 Validação do modelo

5.2.1 Comparação com modelo de elementos finitos

Os dados geométricos e físicos utilizados para o sistema nesta Seção são mostra-

dos na Tabela 5.1. As frequências naturais do modelo são obtidas diretamente pela

Eq. 4.42 para o sistema livre, ou seja, sem forças externas atuantes. Como o sis-

tema possui amortecimento proporcional adicionado e efeito giroscópico, o problema

de autovalores é resolvido pelo espaço de estados.

O modelo de elementos finitos foi obtido pelo ANSYS® Mechanical Workbench,

utilizando uma malha com 9800 elementos e 47483 nós. A condição de contorno de

apoio simples nas extremidades do eixo foi aplicada por meio de um deslocamento

remoto no centro de ambas as faces, sendo esse deslocamento nulo nas direções de

X e Z. Os outros graus de liberdade foram deixados livres.

Tabela 5.1: Dados físicos e geométricos do sistema simulado.

Eixo
Comprimento Ls 0,4 m

Raio Rs 0,01 m
Módulo de elasticidade Es 210 GPa

Densidade ρs 7850 kg/m3

Disco
Raio externo Rd 0,075 m
Raio interno rd 0,01 m
Espessura hd 0,03 m
Densidade ρd 7850 kg/m3

Posição do disco yd 0,5 Ls

Palhetas
Comprimento Lb 0,075 m

Largura bb 0,03 m
Espessura bb 0,001 m

Módulo de elasticidade Eb 210 GPa
Densidade ρb 7850 kg/m3

Número de palhetas Nb 6

As frequências naturais para o rotor em repouso (Ω = 0) e não-amortecido foram

obtidas utilizando o modelo desenvolvido, denominadas fni
e o método de elementos

finitos, chamadas de fMEFi
. O erro entre elas é definido por:



54 5.2. VALIDAÇÃO DO MODELO

∆fi =

∣

∣

∣

∣

fni
− fMEFi

fMEFi

∣

∣

∣

∣

× 100% (5.1)

A Tabela 5.2 mostra as primeiras vinte frequências naturais obtidas para os dois

modelos e o erro entre elas. Como o modelo desenvolvido considera apenas flexão

para eixo e flexão e deformação axial para palhetas, os modos de torção para esses

componentes não foram considerados na análise pelo MEF.

Os modos de vibrar 1, 2, 9, 10, 17, 18, 19 e 20 são associadas à vibração acoplada

eixo-palhetas, enquanto os modos restantes são relativas ao movimento somente das

palhetas. O maior erro obtido, de 5,28%, ocorre na oitava frequência natural, na qual

todas a palhetas sofrem flexão simultaneamente. O modelo desenvolvido considera

não haver interação palheta-palheta, o que ocorre na vida real, o que pode explicar a

discrepância entre resultados. O modelo também considera o disco rígido, o que não

foi assumido na análise por MEF.

De maneira geral, o erro médio entre o modelo proposto e análise de elementos

finitos foi 2,02%, demonstrando a efetividade do modelo proposto em prever o com-

portamento dinâmico de um sistema eixo-disco-palhetas.

Os vinte primeiros modos de vibrar de flexão obtidos pelo modelo e pelo MEF

são mostrados nas Figs. 5.2 e 5.3, lado a lado. Para simplificação, é apresentada

apenas a vista frontal do sistema, mostrando a flexão das palhetas e o deslocamento

do centro do disco. Percebe-se, em ambos os casos, que nos modos de vibrar do

eixo ocorre uma pequena deflexão das palhetas, enquanto nos modos das palhetas

o eixo não deforma. Logo, existem modos de flexão eixo-palhetas e modos de flexão

palhetas-palhetas.

Apesar de os modos obtidos pelos dois métodos não serem idênticos, é possível

notar a semelhança no comportamento de vibração do sistema. Para os modos das

palhetas em 148,54 Hz, 149,28 Hz, 931,57 Hz e 932,55 Hz, nota-se a consistência

dos modos vibrar com os modos de vibrar de uma viga engastada livre. Nesses ca-

sos, há alternância em quais palhetas vibram e nas direções de vibração, bem como

em amplitude. As diferenças visualizadas tem algumas possíveis explicações: os mo-

dos obtidos pelo modelo são idênticos em frequência, logo, na ordenação em ordem

crescente de frequências pode haver trocas de modos; além disso, o MMA obtém dois



5.2. VALIDAÇÃO DO MODELO 55

Tabela 5.2: Frequências naturais do sistema.

i fni
[Hz] fMEFi

[Hz] ∆fi [%]
1 81,77 83,81 2,43
2 81,77 83,81 2,43
3 148,54 150,80 1,50
4 148,54 150,92 1,58
5 148,54 151,01 1,63
6 148,54 151,63 2,04
7 149,28 151,75 1,63
8 149,28 157,61 5,28
9 411,01 408,72 0,56

10 411,01 408,73 0,56
11 931,57 940,60 0,96
12 931,57 941,40 1,04
13 931,57 941,82 1,09
14 931,57 942,65 1,17
15 932,55 943,12 1,12
16 932,55 948,25 1,66
17 1 626,57 1 663,90 2,05
18 1 626,57 1 663,90 2,05
19 1 712,22 1 675,10 2,21
20 1 712,22 1 675,20 2,21

modos, simétricos ou antissimétricos, para cada frequência natural.

Sendo assim, o modelo dinâmico desenvolvido consegue descrever de maneira

satisfatória o comportamento do sistema EDP quando comparado a uma modelo de

elementos finitos, tanto em frequências naturais quanto em modos de vibrar.

5.2.2 Comparação com resultados experimentais

A segunda etapa da verificação da validade do modelo matemático desenvolvido

será feita pela comparação dos resultados com um experimento de vibração de palhe-

tas realizado pelos autores Yang et al. (2022). A bancada experimental mostrada na

Fig. 5.4 foi utilizada no para simular a vibração das palhetas.

A bancada consiste em um sistema eixo-disco-palhetas, suportado simetricamente

por mancais de rolamento e rotacionado por um motor elétrico. Uma bomba de ar é

utilizada para simular a força aerodinâmica que atua nas palhetas através do mancal
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(a) (b)

(c)

Figura 5.4: Aparato experimental utilizado. Adaptado de: (YANG et al., 2022).

de jato. A vibração das palhetas é medida por três sensores BTT (blade-tip-timing).

Os parâmetros do sistema rotativo são apresentados na Tabela 5.3.

Os autores descrevem brevemente a metodologia utilizada para medir a vibração

das palhetas. De acordo com Yang et al. (2022), o sistema de blade-tip-timing (BTT)

possui uma tecnologia não intrusiva de medição. Ele utiliza sensores externos insta-

lados na carcaça em posições radiais e axiais pré-determinadas, medindo o tempo de

passagem das pontas das palhetas. O tempo de referência é medido por um instalado

no eixo, determinando o tempo de passagem de cada palheta caso a vibração fosse

nula. Na presença de vibração, o tempo de passagem de cada palheta será medido

pelos sensores 1 a 3 mais cedo ou mais tarde que o tempo de referência. Pela com-

paração entre os tempos de passagem e a referência é possível determinar a vibração
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Tabela 5.3: Dados da bancada experimental. (YANG et al., 2022)

Eixo
Comprimento Ls 0,106 m

Raio Rs 0,026 m
Módulo de elasticidade Es 200 GPa

Densidade ρs 7850 kg/m3

Disco
Raio externo Rd 0,05 m
Espessura hd 0,02 m
Densidade ρd 7850 kg/m3

Posição do disco yd 0,5 Ls

Palhetas
Comprimento Lb 0,045 m

Largura bb 0,02 m
Espessura hb 0,002 m

Módulo de elasticidade Eb 210 GPa
Densidade ρb 7850 kg/m3

Número de palhetas Nb 16

das palhetas. Os autores sugerem consultar a referência Jousselin (2013) para mais

informações sobre a técnica.

No trabalho utilizado como base para a presente comparação, os autores também

desenvolveram um modelo matemático para o sistema e compararam com o resultado

do MEF. Para as palhetas em repouso, foram encontradas pelos autores as frequên-

cias naturais 825,11 Hz e 825,20 Hz para modelo matemático e MEF, respectivamente.

O modelo desenvolvido nesta dissertação encontrou as frequências naturais 824,90

para as duas primeiras palhetas em repouso e 825,20 Hz para as restantes. Logo, os

resultados obtidos são condizentes com os apresentados no artigo.

Para validar o modelo sob influência da rotação, seus resultados serão compa-

rados com os obtidos no experimento descrito, com velocidade de rotação de 5000

RPM. Os resultados da comparação são apresentados na Tabela 5.4. O erro entre

as frequências naturais calculadas e experimentais ficou abaixo de 1%, mostrando a

validade do modelo matemático desenvolvido. Também é possível notar um aumento

da frequência natural com a velocidade de rotação, causada pelo enrijecimento cen-

trífugo.

Yang et al. (2022) citam que as leves diferenças entre as frequências naturais ob-
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Tabela 5.4: Comparação entre frequências naturais obtidas pelo modelo e experimen-
tais.

Palheta fni
[Hz] fexpi [Hz] ∆fi [%]

1 833,61 840,00 0,76
2 833,72 839,00 0,62
3 833,95 838,90 0,59
4 833,95 838,10 0,49
5 833,95 839,30 0,64
6 833,95 837,60 0,43
7 833,95 839,70 0,68
8 833,95 840,60 0,79
9 833,95 838,30 0,52

10 833,95 839,80 0,70
11 833,95 840,20 0,74
12 833,95 837,40 0,41
13 833,95 837,54 0,43
14 833,95 839,55 0,66
15 833,95 838,58 0,55
16 833,95 839,67 0,68

tidas experimentalmente pelo BTT se devem a pequenas diferenças geométricas no

momento de fabricação das palhetas. Além disso, os autores analisam que a borda

arredondada das palhetas, com 5 mm de raio, atua aumentando suas rigidezes, o que

explica medições maiores que os resultados calculados pelo modelo matemático.

Como os autores não apresentaram os resultados experimentais temporais de vi-

bração das palhetas em seu trabalho, foi possível realizar a comparação entre resul-

tados experimentais e do modelo apenas em termos de frequências naturais.

Avaliando os resultados obtidos nesta seção, é possível afirmar que o modelo ma-

temático desenvolvido consegue prever o comportamento dinâmico de um sistema

eixo-disco-palhetas com boa precisão. Dessa maneira, as seções seguintes serão

dedicas a avaliar as respostas dinâmicas do sistema em diferentes condições.
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5.3 Resultados numéricos

5.3.1 Diagrama de Campbell

O diagrama de Campbell do sistema descrito na Tabela 5.1 é mostrado na Fig.

5.5. Esse diagrama foi obtido a partir da transformação de coordenadas multi-pás das

matrizes do sistema, como descrito na Seção 4.4. O procedimento para a resolução

do problema de autovalor foi o mesmo adotado por Rende (2020). As matrizes do

sistema no referencial não-rotativo foram obtidas para 100 valores de ângulo ϕ entre

0 e 2π. Então, foi computada as médias dessas 100 matrizes e o problema de espaço

de estados foi resolvido para as matrizes da média. Esse procedimento foi realizado

devido às matrizes de massa, rigidez e amortecimento originais serem variantes no

tempo, logo não é possível garantir que o problema de autovalor clássico, supondo um

ângulo ϕ constante, resultará em um resultado correto.

Na Figura 5.5, temos que as curvas em azul são relativas à vibração do eixo, en-

quanto as curvas em vermelho, são relativas à vibração das palhetas. As frequências

quando a velocidade de rotação é nula são idênticas às obtidas pelo problema de

autovalor obtido pelo modo clássico na Seção 5.2.1. Ao adicionar rotação, vemos

que as frequências relativas às palhetas se dividem em cinco curvas. Essas curvas

podem ser relacionadas às coordenadas obtidas na transformação multi-pás. As co-

ordenadas do modo direto e diferencial, q0 e qd, possuem frequências próximas às das

palhetas isoladas fb, enquanto as coordenadas diferenciais de primeira ordem q1c e q1s

tem frequências próximas à fb+Ω e fb−Ω, respectivamente. Os modos diferenciais de

segunda ordem q2c e q2s tem frequências próximas à fb+2Ω e fb−2Ω, respectivamente.

Nota-se que, para o primeiro modo das palhetas, a coordenada diferencial q2s,

equivalente a fb−2Ω, chega a um valor nulo em frequência pouco acima de 6000 RPM,

ponto no qual ocorre uma inversão e a frequência volta a crescer. Esse fenômeno

é observado em estudos de vibrações paramétricas de pás, como no realizado por

Santos et al. (2004).
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frequências com as já apresentadas para o eixo no sistema eixo-disco-palhetas. A

presença das palhetas causa uma diminuição nas frequências naturais do sistema,

aumentando sua flexibilidade.

Tabela 5.5: Comparação entre frequências naturais eixo-disco e eixo-disco-palhetas
em repouso.

Modos Eixo-disco [Hz] Eixo-disco-palhetas [Hz]
1 e 2 82,82 81,77
3 e 4 443,27 414,16
5 e 6 1 629,32 1 626,57
7 e 8 1 836,47 1 712,22

Um procedimento análogo foi efetuado para o conjunto disco-palhetas. A Tabela

5.5 mostra a comparação entre os resultados obtidos. Apesar de haver uma pequena

mudança nos modos 5 e 6 e nos modos 11 e 12, essa diferença é muito pequena

para ser considerada significante. Sendo assim, a presença do eixo tem pouca ou

nenhuma influência nas frequências naturais do conjunto disco-palhetas.

Tabela 5.6: Comparação entre frequências naturais disco-palhetas e eixo-disco-
palhetas em repouso.

Modos Disco-palhetas [Hz] Eixo-disco-palhetas [Hz]
1 a 4 148,54 148,54
5 e 6 149,12 149,28
7 a 10 931,57 931,57

11 e 12 932,69 932,55

Por fim, a influência do número de palhetas e da posição do disco no sistema foi

avaliada. O número de palhetas variou de 3 a 12, sendo consideradas três posições

diferentes para o disco: a 1/4Ls, 1/3Ls e 1/2Ls. Os resultados para o sistema são

apresentados na Fig. 5.8.
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tas afeta o comportamento dinâmico do rotor, diminuindo suas frequências naturais

pelo aumento da flexibilidade do sistema. Entretanto, a maior influência nesse com-

portamento é exercida pela posição do disco-palhetas, que afeta significativamente as

frequências naturais.

As frequências naturais das palhetas não são afetadas por nenhuma das variá-

veis consideradas. Isso indica que há a influência das palhetas no comportamento

dinâmico do rotor, com modos de vibrar acoplados, mas o contrário não ocorre.

5.3.3 Respostas temporais do sistema

Para avaliar a resposta temporal do sistema, as equações do movimento, dadas

pela Eq. 4.42, foram integradas numericamente por meio do método de Newmark-

Newton-Raphson, utilizando um passo de tempo constante dt = 0, 005 s. O tempo

total de análise utilizado foi 150 segundos, para possibilitar a análise de vibração em

regime permanente.

As respostas foram avaliadas para o sistema desbalanceado, com e sem a pre-

sença da matriz de amortecimento proporcional C. Foi adotada uma massa mu =

0, 0001 kg e uma excentricidade d = Rd. Foram utilizadas velocidades de rotação

constantes de 500, 1000 e 1500 RPM. As amplitudes de vibração são dadas em me-

tros.

Sistemas reais possuem amortecimento interno inerente a eles, sendo assim, é

necessário adicionar uma matriz de amortecimento para obter-se um modelo mais

fidedigno. Dessa maneira, a adição da matriz de amortecimento proporcional leva

a um modelo mais representativo. Para o sistema analisado, descrito na Tab. 5.1,

os coeficientes de amortecimento de Rayleigh calculados foram: α = 0, 663 e β =

1, 38 × 10−6, considerando um amortecimento de 0,1% nos dois primeiros modos de

vibrar do sistema, de acordo com a Eq. (4.91).

As Figuras 5.11 e 5.12 mostram as respostas temporais ao desbalanceamento

para o eixo na direção X, simétrica à vibração na direção Z. A Figura 5.11 mostra

a vibração para o caso sem amortecimento proporcional adicionado, enquanto a Fig.

5.12 mostra a resposta do sistema amortecido para as três velocidades de rotação

analisadas. Para o caso amortecido, o sistema chega ao regime permanente em cerca
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de 20 segundos, mantendo uma vibração constante. Já no caso não-amortecido o

sistema permanece em regime transiente pelo tempo simulado. Em ambos os casos,

ocorre aumento da amplitude com o aumento da velocidade de rotação.

As respostas de vibração são idênticas para as seis palhetas. Sendo assim, as

Figs. 5.13 e 5.14, mostram as amplitudes de vibração para a primeira palheta do

sistema para os casos não amortecido e amortecido, respectivamente. Como ocorre

para o eixo, a vibração das palhetas não atingiu o regime permanente no tempo simu-

lado, enquanto para o caso amortecido há uma estabilização da vibração a partir de

40 segundos. Maiores velocidades de rotação, assim como para o eixo, causam um

aumento na amplitude de vibração das palhetas. Também é possível perceber que a

amplitude de vibração das palhetas é aparentemente menor que a vibração do eixo,

tanto para o caso não amortecido quanto para o amortecido.

A adição do amortecimento de Rayleigh no sistema resulta em uma chegada mais

rápida ao regime permanente e a uma amplitude de vibração menor na resposta do

sistema ao desbalaceamento. Uma tentativa de avaliar o regime permanente para o

caso não amortecido exigiria um tempo de simulação maior, o que levaria a um custo

computacional muito alto. Além disso, essas respostas não condizem com o compor-

tamento sistemas reais, que possuem amortecimento interno. Sendo assim, análises

acerca da vibração do sistema em regime permanente serão realizadas apenas para

o caso com amortecimento adicionado.

As Figuras 5.15, 5.16 e 5.17 mostram as respostas temporais de vibração e es-

pectros de frequências do sistema amortecido, para o eixo e para a primeira palheta,

nas velocidades 500, 1000 e 1500 RPM, respectivamente. As respostas de vibra-

ção no tempo são mostradas para os últimos 2,5 segundos de simulação para melhor

visualização do sinal.

Os espectros de frequência foram calculados por meio de FFT (Fast Fourier Trans-

form - Transformada Rápida de Fourier), utilizando 10 000 pontos para se obter a

resolução em frequência df = 0,02 Hz. Pela simetria da FFT, com o passo de tempo

utilizado, é possível obter as respostas em frequência dos sistemas até 100 Hz. Como

os valores em frequência obtidos devem ser múltiplos da resolução em frequência,

serão obtidos apenas números pares para a segunda casa decimal dos picos em

frequência da FFT.
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Capítulo 6

Conclusões

Este trabalho apresentou o desenvolvido de um modelo matemático para investigar

o comportamento dinâmico de um sistema rotativo composto por um eixo acoplado a

um disco palhetado, como objetivo de obter um modelo simplificado de turbomáquinas.

Para modelar o sistema, eixo e palhetas foram considerados como vigas flexíveis

de Euler-Bernoulli, enquanto o disco foi considerado rígido. O modelo foi discretizado

utilizando o Método dos Modos Assumidos e as funções modais de vigas. A partir

do modelo discretizado, as Equações de Lagrange foram aplicadas para se obter as

equações do movimento do sistema e as matrizes dinâmicas globais.

A partir das matrizes dinâmicas globais obtidas, o modelo foi validado a partir da

comparação de suas frequências naturais com as obtidas por um software de elemen-

tos e com as frequências naturais experimentais encontradas por Yang et al. (2022).

Em seguida, a resposta de vibração do sistema eixo-disco-palhetas foi analisada por

meio de suas frequências naturais para o sistema girante, utilizando o Diagrama de

Campbell, e por respostas temporais ao desbalanceamento e respostas em frequên-

cia. A influência do número de palhetas e da posição do disco ao longo do eixo nas

frequências naturais também foi avaliada.

Entre os resultados obtidos, é possível destacar:

• O modelo desenvolvido foi capaz de prever corretamente as frequências naturais

obtidas por simulação, com erro médio é 2% e por experimentos, com erro médio

de 1%.

• A presença das palhetas leva a uma diminuição das frequências naturais do



80 6.1. PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

sistema eixo-disco, enquanto a presença do eixo não influencia as frequências

naturais do sistema disco-palhetas.

• O aumento no número de palhetas gera uma leve diminuição nas frequências

naturais do eixo, pelo aumento da flexibilidade do sistema como um todo. Esse

aumento, no entanto, não afeta as frequências naturais dos modos de vibrar das

palhetas.

• A posição do disco tem grande influência nas frequências naturais do eixo. Para

os dois primeiros modos, o afastamento do disco do início do eixo causa uma

diminuição nas frequências. Contudo, para os próximos modos, não é possível

ver uma repetição desse comportamento. Sendo assim, não há um padrão bem

definido de influência.

• Para as respostas temporais do sistema desbalanceado, a amplitude de vibra-

ção do eixo é maior que a vibração das palhetas, e percebe-se um aumento

da amplitude de vibração com o aumento da velocidade. A adição do amorte-

cimento proporcional causa uma transição mais rápida ao regime permanente,

com amplitudes de vibração menores.

• Finalmente, é possível dizer que foram identificados dois modos de vibração: o

acoplamento entre flexão do eixo e flexão das palhetas, nas frequências naturais

que seriam apenas do rotor na ausência das últimas; e acoplamento entre a

flexão das palhetas, nas frequências relacionadas ao disco-palhetado.

6.1 Perspectivas de trabalhos futuros

Baseado no desenvolvido nessa dissertação, é possível mencionar os seguintes

temos a serem estudados no futuro:

• Adição de elementos como a torção do eixo, interação entre palhetas e modelo

de viga de Timoshenko ao modelo matemático, possibilitando maior precisão e

robustez, além do entendimento de mais fenômenos relacionados ao acopla-

mento de vibrações.
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• Implementação numérica das equações o movimento pelo Método dos Elemen-

tos Finitos, para que seja possível acoplar este modelo a outros desenvolvidos

pelos pesquisadores do LMEst.

• Desenvolvimento e construção de uma bancada experimental para validação do

modelo LMEst.
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