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Resumo

Sousa, M. A. T. Modelagem Matematica e Simulacdo Numérica de um Sistema Ro-
tativo Eixo-Disco-Palhetas. 2022. 108 f. Dissertacdo de Mestrado - Universidade

Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Sistemas rotativos compostos pelo conjunto eixo-disco-palhetas (EDP) possuem
diversas aplicagdes industriais, especialmente em turbomaquinas como turbinas, com-
pressores e motores aeronduticos a reagdo. Neste contexto, as palhetas rotativas sao
componentes criticos por possuirem consideravel flexibilidade e operarem a altas ro-
tacdes, estando sujeitas a falhas por fadiga. Sendo assim, é importante estabelecer
modelos dindmicos para esses sistemas, possibilitando o entendimento de seu com-
portamento ainda na fase de projeto. Desta maneira, este trabalho apresenta um
modelo matematico para um sistema EDP que considera a flexibilidade de eixo e pa-
lhetas, modelando-os como vigas. Os deslocamentos sao discretizados a partir do
Método dos Modos Assumidos e as Equagdes de Lagrange séo aplicadas para obter
as equacdes do movimento para o sistema acoplado. O modelo é validado por meio
da comparagéao com resultados obtidos utilizando um modelo de elementos finitos e
experimentos realizados por outros autores, mostrando representatividade satisfaté-
ria. A influéncia da rotacao, numero de palhetas e posicdo do disco nas frequéncias
naturais sdo estudadas. Por fim, a resposta ao desbalanceamento é avaliada para o
sistema com e sem amortecimento, identificando-se a presenca de frequéncias para-
métricas nas repostas do sistema. Os resultados mostram que o modelo consegue
descrever o comportamento dinamico do sistema estudado.

Palavras-chave: Dinamica de Rotores. Modelagem Matematica. Eixo-disco-palhetas.

Vibracoes Acopladas.
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Abstract

Sousa, M. A. T. Mathematical Modeling and Numerical Simulation of a Rotating Shaft-
Disc-Blades System. 2022. 108 p. Master’s Dissertation - Federal University of Uber-

landia, Uberlandia.

Rotating systems composed of a shaft-disc-blades assembly (SDB) have several
industrial applications, specially on turbo machinery such as turbines, compressors,
and aircraft engines. In this context, the rotating blades are critical components due
to their considerable flexibility and high rotation operation, being subject to failure due
to fatigue. Therefore, it is important to establish dynamical models to these systems,
allowing the understanding of its behavior in the design phase. In this context, the
present work formulates a mathematical model devoted to represente tha dynamic
behavior a SDB system that considers the flexibility both of shaft and blades, modeled
as beams. Their displacements are discretized by the Assumed Modes Method, and
the Lagrange’s Equation are used to obtain the equations of movement of the coupled
system. The model is validated by comparing finite elements simulation woth expe-
rimental results achieved by other authors, showing good accuracy. The influence of
rotation speed, number of blades and disc position on the natural frequencies is as-
sessed. Finally, the unbalance response is analyzed for the damped and undamped
system, identifying the presence of parametric frequencies on the corresponding vibra-
tion responses. The results show that the model is capable of describing the system’s
dynamic behavior.

Keywords: Rotordynamics. Mathematical Modeling. Shaft-disc-blades. Coupling

Vibrations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Maquinas rotativas constituidas por um eixo acoplado a discos palhetados sao
amplamente utilizadas em aplicagdes industriais. Motores aeronauticos a reagao, tur-
binas a vapor, como a mostrada na Fig. 1.1, bombas hidraulicas e compressores in-
dustriais sdo exemplos de maquinas que possuem palhetas rotativas. Por possuirem
consideravel flexibilidade e trabalharem em altas rotacdes, as palhetas sdo componen-
tes criticos desse tipo de maquina. Por exemplo, é frequente a ocorréncia de falhas
por fadiga pela exposicao do sistema eixo-disco-palhetas a condicdes de ressonancia
(CHUN; LEE, 1996).

A Figura 1.2 mostra um exemplo de falha total por fadiga da palheta do fan de
um motor aeronautico Rolls-Royce Trent 700 de uma aeronave Airbus A330-343X. A
aeronave decolou de Perth, Australia, com destino a Malasia. No entanto, com cerca
de uma hora de voo, houve um ruido metalico e inicio de consideravel vibracdo no
aviao, seguido de aviso de stall no motor esquerdo. A tripulacdo conseguiu retornar a
aeronave com seguranca a Perth, onde foi descoberta a falta de cerca de trés-quartos
de uma palheta do fan no motor esquerdo.

As investigacdes determinaram que a falha aconteceu em uma regido de alta ten-
sao na palheta, onde a membrana de reforgo interno se une ao painel de revestimento.
Durante a fabricacao, o raio de borda foi fabricado de maneira mais aguda que o proje-

tado, levando a uma concentracao de tensdes maior que a esperada na regiao (ATSB,



2 1.1. CONTEXTUALIZACAO

Figura 1.1: Turbina a vapor fabricada pela General Electric. Fonte: (GE, 2022)

2020).

O exemplo citado mostra a importancia de conhecer e monitorar o comportamento
dindmico de palhetas rotativas. Pelo entendimento de suas frequéncias naturais e
modos de vibrar, é possivel otimizar suas condicées de operagdo. Além disso, pode
possibilitar a detecgdo de danos incipientes por meio da identificacdo de mudancgas

nos modos de vibragao.

Uma maneira de avaliar o comportamento dindmico de sistemas mecénicos é por
meio do desenvolvimento de modelos matematicos que buscam estimar o compor-
tamento real dos equipamentos. As abordagens classicas para modelagem de siste-
mas eixo-disco-palhetas (EDP) sdo baseadas na utilizacdo de modelos desacoplados,
que desconsideram efeitos inerciais de flexibilidade do eixo nas palhetas e vice-versa.
Apesar de apresentarem bons resultados em muitos casos, essas abordagens podem
nao prever algumas caracteristicas de vibracdo de maneira satisfatéria (CHATELET;
D’AMBROSIO; JACQUET-RICHARDET, 2005; CHUN; LEE, 1996).

Ao desconsiderar o efeito das palhetas, temos um sistema eixo-disco, que ja foi
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Figura 1.2: Falha por fadiga em palheta do fan do motor Trent 700. Fonte: (ATSB,
2020)

amplamente estudado e tem seu comportamento bem conhecido e documentado (LA-
LANNE; FERRARIS, 1990; DIMAROGONAS; PAIPETIS; CHONDROS, 2013; RAO,
2011). Negligenciando a presenca do eixo, temos um disco palhetado, também exten-
sivamente estudado na andlise do acoplamento de vibragbes e do fendmeno de mis-
tuning, que é o aumento de resposta forcada que ocorre quando as palhetas ndo séo
geometricamente idénticas. Trés tipos de modelagem sao destacadas na literatura:
modelos de lumped-mass de varias ordens (HSIEH; ABEL, 1995; YOO; KIM; INMAN,
2003); modelos que utilizam teorias continuas de vigas e placas (LIM; CHUNG; YOO,
2009; HUANG; KUANG, 2006) e, para simular geometrias de palhetas mais comple-
xas, modelos de elementos finitos (YUAN et al., 2017; D’'SOUZA; SAITO; EPUREANU,
2012). Esses modelos conseguem descrever de forma representativa o comporta-
mento do disco palhetado, bem como o acoplamento palheta-palheta, porém sé séo

aplicaveis em casos onde 0 eixo é rigido ou sua vibracdo é desprezivel.

Outra abordagem estudada utiliza palhetas flexiveis acopladas a um rotor rigido,
para modelar rotores de helicdpteros ou turbinas edlicas. Nessa linha de pesquisa,
Saracho (2002) utilizou aproximacoes lineares e nao-lineares para descrever a defor-

macao das palhetas nesse tipo de sistema. Os resultados experimentais mostraram
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que apenas uma aproximacao ndo-linear consegue descrever corretamente o compor-
tamento dindmico das palhetas, como o efeito de enrijecimento centrifugo. Sanches
(2011), desenvolveu um modelo mecéanico para representar um helicéptero sob a in-
fluéncia de envelhecimento e falha de componentes, modelando o rotor do helicéptero
como um hub rigido acoplado as pas por meio de molas de tor¢do e amortecimento
viscoso. Rende (2020) considerou o modelo de rotor rigido com palhetas flexiveis
para desenvolver e validar experimental o modelo matematico de um sistema rotor-
palhetas, realizando um estudo de estabilidade por meio da teoria de Floquet e da
transformacgéo de coordenadas multi-pas.

Os exemplos anteriores citam analises nas quais a flexibilidade do eixo é descon-
siderada. Contudo, em aplicagdes industrias de maquinas rotativas, essa flexibilidade
se torna cada vez mais importante, visto que uma maneira de aumentar a eficiéncia
de turbomaquinas € pela reducédo de sua massa. Isso leva a eixos cada vez mais
delgados e flexiveis, se fazendo necessario considerar esses efeitos nos estudos rea-
lizados.

Ao considerar o eixo flexivel no sistema eixo-disco-palhetas, muitos autores se ba-
seiam nas teorias de vibracao continuas de vigas. Isso ocorre porque, comparado
ao modelo analitico, um modelo de elementos finitos é mais complexo e possui uma
dimensao maior, além de possuir uma tendéncia maior a erros numéricos por fato-
res como refinamento de malha, tipo de elemento utilizado e simplificacbes adotadas
(YANG et al., 2022). A preferéncia por um modelo analitico se da pela possibilidade
de modelar o eixo e as palhetas como vigas, as quais possuem solu¢des analiticas
para vibracoes axiais, torcionais e de flexdo conhecidas para diversas condi¢des de
contorno. Caso se deseje considerar a flexibilidade do disco, também € possivel uti-
lizar a solucdo analitica para vibragao transversal de placas. Essas solucdes podem
ser encontradas no livro de Rao (2019) e podem ser utilizadas para discretizacao das
equacoes do movimento utilizando, por exemplo, o Método dos Modos Assumidos. A
modelagem continua, no entanto, possui algumas desvantagens, como a diminuicao
da precisdo para os modos mais altos, devido as limitagcdes da teoria de viga simples
(Euler-Bernoulli) (MEIROVITCH, 1986).

No grupo de pesquisa do LMEst (Laboratério de Mecanica das Estruturas da Uni-

versidade Federal de Uberlandia), Rende (2020) iniciou a linha de pesquisa acerca de
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sistemas com palhetas rotativas. Em sua dissertagcdo de mestrado, foi modelado um
rotor acoplado a vigas que representam pas. O rotor foi considerado rigido, com des-
locamentos na horizontal e na vertical. As pas foram modeladas como vigas flexiveis
com massas acopladas a suas extremidades, para aumentar os efeitos inerciais. Os
deslocamentos dessas vigas foram discretizados pelo Método dos Elementos Finitos
para analise do comportamento dinamico do sistema rotor-palhetas. Prosseguindo
os estudos realizados por Rende (2020), este trabalho possibilitara a andlise de mais
tipos de sistemas com palhetas rotativas, considerando a presenca de um eixo flexi-
vel. As palhetas flexiveis, nesse caso, sdo acopladas a um disco rigido e o disco é
acoplado ao eixo flexivel, formando um sistema eixo-disco-palhetas.

Portanto, o presente trabalho almeja desenvolver um modelo matematico para um
sistema EDP que represente de maneira satisfatéria seu comportamento dinamico. O
modelo sera baseado nos modos de vibrar analiticos para vigas para modelar eixo e
palhetas, enquanto o disco sera considerado rigido. Para avaliar numericamente as
respostas do sistema sera utilizado o Método dos Modos Assumidos para a construgéao

das matrizes globais de massa, rigidez e amortecimento.

1.2 Objetivos e justificativas

O objetivo desta dissertacao é desenvolver e validar um modelo matematico para
andlise numérica do comportamento dindmico de um sistema rotativo eixo-disco-palhetas.
O intuito é encontrar equag¢des do movimento que descrevam o comportamento aco-
plado entre 0 movimento do eixo flexivel e o movimento do disco palhetado, permitindo
a analise do sistema completo. Para possibilitar a analise numérica, a discretizagao
pelo Método dos Modos Assumidos sera empregada.

O desenvolvimento e validagdo deste modelo é importante no contexto do Labora-
tério de Mecanica das Estruturas “José Eduardo Tannus Reis” (LMEst) da Faculdade
de Engenharia Mecanica da Universidade Federal de Uberlandia (FEMEC-UFU), pois
da continuidade ao trabalho iniciado por Rende (2020) na pesquisa sobre comporta-
mento dindmico de sistemas com palhetas rotativas flexiveis.

Entre os objetivos secundarios do estudo, destacam-se:
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+ Validar o modelo desenvolvido por meio de comparagdao com uma analise modal
utilizando um modelo de elementos finitos e com experimentos realizados por

outros autores;

« Verificar a influéncia de parametros de construcéo do sistema EDP em seu com-

portamento dindmico;

* Avaliar a influéncia da rotagdo no comportamento do sistema, validando a pre-

senca de fendmenos como o enrijecimento centrifugo;

 Estimar as respostas temporais do sistema modelado.

1.3 Organizacao da dissertacao

A dissertagéao foi divida da seguinte maneira:

No Capitulo 2 foi realizada uma revisao bibliografica acerca do desenvolvimento de
modelos matematicos de sistemas rotativos com palhetas flexiveis: acoplamento com
rotores rigidos, discos palhetados e sistemas eixo-disco-palhetas.

O Capitulo 3 foi dedicado ao desenvolvimento das equacgdes de energia cinética,
potencial e de deformacéo para cada componente do rotor: eixo, disco desbalanceado
e palheta rotativa.

O Capitulo 4 aborda a implementacao numérica dos deslocamentos dos elementos
flexiveis modelados (eixo e palhetas) pelo Método dos Modos Assumidos e a aplicacao
das Equacdes de Lagrange para a obtengéo das equagdes globais do movimento.

No Capitulo 5 o modelo desenvolvido é validado pela comparagdo de seus re-
sultados com um modelo de elementos finitos e experimentos realizados por outros
autores. Também foi avaliada a influéncia do numero de palhetas e da posicao do
disco no sistema, além de serem apresentadas as respostas no tempo e fungdes de
resposta em frequéncia.

Por fim, o Capitulo 6 € dedicado a apresentar as conclusdes obtidas pelo estudo e

0s préximos passos para a continuidade da linha de pesquisa no LMEst.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Este capitulo apresentara uma breve revisédo bibliografica sobre as abordagens ja
realizadas para a modelagem de sistemas rotativos que possuem esses componentes,

incluindo: sistemas rotor-palhetas, disco palhetas e sistemas eixo-disco-palhetas.

2.1 Modelos de rotores rigidos acoplados a palhetas

flexiveis

Exemplos de maquinas rotativas que acoplam rotores rigidos e palhetas flexiveis
séo turbinas edlicas e rotores de helicopteros. O comportamento dinamico de siste-
mas desse tipo de rotor foi modelado por alguns autores.

Por exemplo, Saracho (2002), em sua tese de doutorado, modelou as palhetas fle-
xiveis acopladas ao rotor rigido como vigas girantes. As vigas sdo consideradas de
Euler-Bernoulli e sdo adicionadas massas em suas pontas para aumentar os efeitos
inerciais. A autora comparou o resultado de aproximagdes lineares e nao-lineares
para descrever a deformagéo dessas vigas e chegou as equagdes globais do conjunto
utilizando metodologias de multiplos corpos (rigidos + flexiveis). Os resultados por ela
obtidos foram comparados com experimentos realizados, chegando-se a conclusao
gue apenas aproximacoes néo-lineares de deformagéo conseguem descrever 0 com-
portamento do sistema, com efeitos como o enrijecimento centrifugo (aumento das
frequéncias naturais da viga rotativa com a rotacao do sistema).

Saracho (2002) também escreve sobre a implementagdo numérica do modelo, des-
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tacando o método dos elementos finitos e 0 método dos modos assumidos. Segundo
ela, a vantagem do MMA é gerar modelos com poucos graus de liberdade, diminuindo
o custo computacional associado. Contudo, esse método depende de funcdes ad-
missiveis que muitas vezes nao sao de facil determinacao. Ja o MEF utiliza funcées
polinomiais como aproximacéo para os deslocamentos estruturais, sendo mais sim-
ples por natureza. Sua desvantagem é que sua representatividade esta relacionado
ao refinamento da malha utilizada, gerando um modelo com maior nimero de graus
de liberdade.

Sanches (2011), desenvolveu um modelo mecanico para representar um helicép-
tero sob a influéncia de envelhecimento e falha de componentes. A fuselagem é con-
siderada como um corpo rigido com molas representando a flexibilidade do esqui. O
rotor do helicdéptero € modelado como um hub rigido acoplado as palhetas por meio
de molas de tor¢cao e amortecimento viscoso. O modelo mecanico desenvolvido foi
utilizado para avaliar a ressonancia de solo para rotores isotropicos e anisotropicos.
Moraes (2019) modelou um aerogerador completo, incluindo torre, trem de poténcia e
pas girantes, utilizando o Método de Aproximagdo Modal para obter as equacdes do
movimento do sistema.

Rende (2020) desenvolveu um modelo matematico para um sistema rotor-palhetas
com massas na ponta, realizando sua implementacao pelo MEF e comparando os
resultados obtidos com experimentos. O autor realizou a andlise de estabilidade do
sistema por meio da analise de autovalores e pelos expoentes caracteristicos da teo-
ria de Floquet. Essa analise foi feita tanto com as coordenadas da palheta definidas
no referencial rotativo quanto projetadas no referencial inercial pela transformacgéo de
coordenadas multi-pas. Os resultados foram condizentes, exceto para a analise dos
autovalores no referencial rotativo, que ndo previu uma regidao de instabilidade detec-
tada pelos outros métodos e pela resposta temporal.

Rasmussen e Santos (2021) compararam as respostas de um modelo similar ao de
Rende (2020) com analises modais obtidas por dois métodos: analise modal operacio-
nal e analise modal experimental tradicional. A andlise modal operacional € totalmente
baseada nas respostas medidas da estrutura, tendo diversas vantagens. Entretanto,
essa metodologia nao foi desenvolvida para ser aplicada em sistemas periodicos, le-

vando a grandes variagdes nas medicdes de frequéncias naturais.
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2.2 Modelos de discos palhetados

Modelos de discos com palhetas flexiveis acopladas sdo amplamente estudados
para analise de mistuning. Esse fendmeno ocorre quando as palhetas ndo sdo geome-
tricamente idénticas, seja por desvios de construcédo ou alteragdes nas caracteristicas
dos materiais. Quando submetidas a vibra¢des forcadas, como cargas aerodinamicas,
0 mistuning causa aumento significativo na resposta de vibragcao das palhetas, o que
pode levar a falhas por fadiga.

Hsieh e Abel (1995) compararam duas abordagens de elementos finitos para a
modelagem de sistemas disco-palhetas: distributed mass e lumped-mass. A aborda-
gem de massa distribuida (distributed mass) considera a estrutura como continua com
pontos de massa distribuidos uniformemente, enquanto o modelo lumped-mass con-
sidera a estrutura como uma colegéo discreta de pontos de massa concentrada. Os
métodos tiveram resultados similares para os problemas estudados, exceto para ana-
lise transiente usando integracéo explicita no tempo, na qual a técnica lumped-mass
se mostrou mais eficiente.

Yoo, Kim e Inman (2003) modelaram estruturas ciclicas como um sistema de pén-
dulos acoplados a estrutura do disco por molas torcionais e entre si por molas lineares.
O mistunig foi simulado por comprimentos ligeiramente diferentes desses péndulos e
as respostas dinamicas foram calculadas para diferentes condicées de mistunig, amor-
tecimento e acoplamento. Huang e Kuang (2006) estudaram o efeito de uma pequena
trinca na raiz de uma palheta na estabilidade do disco palhetado. As palhetas sé&o
modeladas como vigas de Euler-Bernoulli engastadas-livres e as equag¢des do mo-
vimento do sistema sao obtidas pelas funcbées modais da viga e o MMA. A trinca é
simulada por meio da flexibilidade local da palheta. Os resultados numéricos demons-
traram que as zonas de instabilidade variam com o tamanho da trinca e a velocidade
de rotacao do disco.

Lim, Chung e Yoo (2009) desenvolveram um método de modelagem para realizar
a analise modal de um disco palhetado com varios pacotes de palhetas. Ou seja,
nesse caso, em cada pacote de palhetas, elas sao conectadas por um reforco fle-
xivel, que adiciona efeitos no acoplamento de rigidez entre elas. A modelagem das

palhetas é feita por meio de vigas afiladas, com variagées de largura e espessura na
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ST, enquanto o reforgo € modelado como molas lineares. O método de Rayleigh-Ritz
€ aplicado para encontrar as equacdes do movimento. D’Souza, Saito e Epureanu
(2012) desenvolveram um modelo de ordem reduzida para simular trincas e mistunig
em sistemas de que possuem multiplos estagios de discos palhetados. A reducdo de
ordem é feita por estagio, baseada na simetria ciclica do sistema e sintese de modos
componentes e a modelagem realizada pelo MEF.

Yuan et al. (2017) realizaram uma revisao bibliografica acerca de problemas de
mistuning em discos palhetados, dando énfase no desenvolvimento de técnicas com-
putacionais para analise do fendbmeno, modelagem para redugcéo de ordem e quanti-
ficacdo de incertezas. Os autores ressaltam que, embora modelos de lumped-mass
ainda sejam utilizados em projetos iniciais, sua aplicacao esta limitada no maximo aos
trés primeiros modos das palhetas. Quanto a modelos de elementos finitos, destacam
gue sua aplicacao é limitada no contexto industrial devido a necessidade de usar um
grande numero elementos para uma reposta fidedigna. De acordo com os autores,
o estado da arte para modelagem de mistuning sdo métodos de inversao para ana-
lise estocastica. Esses métodos reduzem os custos computacionais relacionados ao

grande numero de inversdes das matrizes dinamicas relacionadas ao problema.

2.3 Modelos de sistemas eixo-disco-palhetas

Os modelos de discos palhetados s&o boas alternativas para estudar os efeitos do
mistuning, mas sao aplicaveis apenas em casos onde a flexibilidade do eixo é negli-
genciavel. Como a tendéncia de aplicagdes industriais atuais e futuras sdo estruturas
cada vez mais leves e delgadas, é necessario incluir a flexibilidade do eixo nas anali-
ses, investigando os efeitos de acoplamento nas respostas de vibragdo. Essa secéo
sera dedicada a realizar uma revisao da literatura sobre modelos acoplados de siste-
mas EDP.

Jacquet-Richardet, Ferraris e Rieutord (1996) utilizaram os modos de vibrar nao-
rotativos de um sistema eixo-disco flexivel na analise modal para avaliar as caracteris-
ticas dindmicas do sistema rotativo correspondente. Esses modos nao-rotativos foram

calculados por meio de uma abordagem ciclica simétrica de elementos finitos, dimi-
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nuindo assim a ordem do problema. Ja Chun e Lee (1996) desenvolveram um método
analitico para determinar os modos de vibrar mais baixos de sistemas eixo-palhetas,
no qual o método de sintese de subestrutura e o método dos modos assumidos foram
combinados. As fungdes modais de vigas foram utilizadas como funcées admissiveis
para o MMA. O acoplamento de vibracdes foi analisado variando velocidade de rota-
¢ao, angulo de torgao e de fixagcao das palhetas.

Chatelet, D’ambrosio e Jacquet-Richardet (2005) aplicaram a técnica desenvolvida
por Jacquet-Richardet, Ferraris e Rieutord (1996) a um eixo de compdsito de paredes
finas e a uma bomba rotativa turbomolecular, comparando-a a modelos de eixo rigido
para demonstrar as limitacées do ultimo. Al-Bedoor (2007) utilizou o MMA para de-
senvolver um modelo reduzido para calcular as frequéncias naturais de acoplamento
entre torgéo do eixo e flexdo das palhetas, identificando que os parametros que influ-
enciam esse acoplamento sao o angulo de fixacao da palheta e a inércia do disco e
das palhetas.

Yang e Huang (2007) estudaram a influéncia da flexibilidade do disco na vibra-
cao acoplada de sistemas eixo-disco-palhetas, utilizando a abordagem de energia em
conjunto com o0 método dos modos assumidos para obter as equacdes do movimento.
Assim como em outros estudos, os modos analiticos de vibracdo de vigas e placa
foram utilizados na discretizagédo pelo MMA. A influéncia da flexibilidade do disco foi
analisada, bem como efeitos da velocidade de rotagéo e angulo de fixagao da palheta.

Ma et al. (2015) propuseram um novo modelo dindmico para sistemas rotor-palhetas.
Nesse modelo, as palhetas rotativas sdo representadas como vigas de Timoshenko,
enquanto o eixo flexivel e o disco, considerado rigido, sdo representados por multi-
plos pontos de massa concentrada (lumped mass), conectados por molas lineares e
torcionais. Esses pontos sdo representados por suas massas € momentos de inércia,
possuindo cinco graus de liberdade cada. A deformacgédo das palhetas é modelada
pelo MMA. Os resultados obtidos pelo modelo sdo comparados tanto com um modelo
de elementos finitos como com resultados experimentais para velocidade de rotacao
zero.

Os mesmos autores do artigo anterior, em Ma et al. (2016) aperfeicoaram o modelo
desenvolvido em Ma et al. (2015). No novo modelo, o eixo é discretizado pelo Método

dos Elementos Finitos e os efeitos do angulo de fixacao das palhetas e da oscilagcao do
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disco sao considerados. As palhetas sdo modeladas pelo MMA sendo aplicada uma
reducdo de modelo. Dessa maneira, o modelo aperfeicoado se mostra mais preciso
que o anterior. Os autores também modelaram o efeito de rocamento entre ponta das
palhetas e invélucro do rotor, considerando o Ultimo como um sistema de dois graus
de liberdade de massa concentrada.

Li et al. (2017) desenvolveram um modelo dinamico para o sistema EDP, conside-
rando o disco rigido e eixo e palhetas flexiveis. O eixo € modelado como uma viga
elasticamente suportada, ou seja, com molas em suas extremidades. A funcao modal
analitica para esse tipo de viga foi desenvolvida e utilizada como fungao admissivel
para discretizagédo pelo MMA. As palhetas foram modeladas como vigas engastadas-
livres. A influéncia da posig¢ao do disco e do numero de palhetas na resposta dindmica
foi analisada para o sistema em repouso e com rotacdo. Variacdes da rigidez do su-
porte elastico também foram estudados.

She et al. (2018) utilizaram um modelo similar ao desenvolvido por Li et al. (2017),
porém considerando a flexibilidade do disco e tor¢éo do eixo. Os modelos de eixo elas-
ticamente suportado e de disco flexivel foram validados pela comparagdo com modelo
de elementos finitos para eixo e resultados tedricos e experimentais para disco. Entao,
0s modos de vibrar acoplados foram analisados, mostrando que existem quatro tipos
de acoplamentos: flexdo do eixo/deformagéo transversal do disco/flexao das palhetas,
torcao do eixo/deformacao transversal do disco/flexao das palhetas, deformacao do
disco/flexao das palhetas e flexdo das palhetas/flexao das palhetas.

She et al. (2020) avalariam a influéncia da posicao do disco e de sua flexibilidade
nas velocidades criticas de frequéncias naturais do sistema EDP. Nesse estudo, as
palhetas foram modeladas como vigas de Timoshenko suportadas elasticamente por
uma mola linear. Dessa maneira, 0 acoplamento com o disco ndo € considerado rigido
como nos modelos citados anteriormente. O modelo foi discretizado pelo MMA e
validado pela comparagdo com uma analise de elementos finitos. Quando comparado
com o modelo anterior (SHE et al., 2018), a adicao da mola no acoplamento palheta-
disco levou a uma maior precisdo para os modos de vibrar mais altos. Os autores
também chegaram a conclusédo que a flexibilidade do disco pode ser negligenciada
para os modos de vibrar mais baixos, desde que sua espessura seja até 10 vezes

menor que seu raio.
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Yang et al. (2022) também utilizou o0 Método dos Modos Assumidos para modelar
o sistema eixo-disco-palhetas. O disco é considerado rigido e desbalanceado, o eixo
€ modelado como uma viga de Timoshenko simplesmente apoiada e as palhetas séo
consideradas vigas de Euler-Bernoulli engastadas-livres. A conexao entre palhetas
que ocorre quando sao utilizados amortecedores de vibragdo € simulado por uma
mola linear. O modelo desenvolvido € validado pela comparagdo com o simulado em
codigo comercial de elementos finitos e com uma analise experimental, nas quais a
frequéncias naturais sdo medidas pelo sistema de blade-tip-timing. O mecanismo de
acoplamento € avaliado pela analise das matrizes dindmicas e pela resposta temporal
do sistema ao desbalanceamento e a uma carga aerodinamica. O efeito do angulo de

fixacdo das palhetas e da rigidez de interconexdo também s&o avaliados.



Pagina intencionalmente deixada em branco.



Capitulo 3

Modelo matematico do sistema

eixo-disco-palhetas

Neste capitulo sera apresentado o desenvolvimento do modelo matematico do sis-
tema estudado, mostrado na Fig. 3.1. Um eixo de comprimento L, e raio de secao
transversal R, é simplesmente apoiado em suas extremidades. O rotor possui um
disco posicionado a uma distancia y, da origem, com raio R, e espessura hy. O disco €
considerado rigido e possui palhetas flexiveis acopladas tangencialmente. Cada uma
dasi =1, ..., N, palhetas possuem secao transversal retangular, com comprimento L,;,
largura b,; e altura h,;. Essas séo fixas ao disco sem angulo de pré-torcao, ou seja,
paralelas a direcdo OY. O sistema gira com velocidade angular Q2. A flexibilidade é

considerada tanto para o eixo quanto as palhetas.

Como as equacdes do movimento resultantes apresentarao o acoplamento entre
corpos rigidos e flexiveis, é essencial a escolha de referenciais adequados para a cor-
reta descricdo do movimento e também para a simplificacdo do modelo. No presente
caso, sao adotados dois referenciais. O referencial inercial OXY Z possui sua origem
no centro da face esquerda do eixo. O segundo referencial, Rxyz € mostrado na Fig.
3.2, tendo sua origem no centro do eixo na posicao y, e girando de maneira solidaria
a ele com velocidade angular €.

As equagbes de movimento do sistema serdo determinadas por meio das equa-

coes de Lagrange. Para isso, as expressdes das energias potencial e cinética de

todos os corpos devem ser escritas no referencial inercial. A matriz de transformacéo
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VA | Lg
Ya
Q
0 {/\ Y
\;
X
(a)
YA
Bi
ﬁ Ly, by o,
%\\w\//—}?dvhd \y/
PV
P AN ¥
/ \x / ‘\\\,

Figura 3.1: Esquema do sistema rotor-palhetas modelado.

que transforma um vetor escrito no referencial inercial para um vetor no referencial R

€ dada pela Eq. (3.1).

T:T3XT2XT1 (31)

As matrizes T, T» e T3 sao dadas pelas Egs. (3.2) a (3.4), sendo ¢ e ¢ as rotacdes
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Figura 3.2: Vista frontal sistema modelado com eixo deslocado.

em torno de X e Z, respectivamente, e ¢ a rotagdo em torno de Y. A velocidade
27(i — 1)
——=a
Ny
posicao angular da i-ésima palheta na direcao circunferencial do disco, sendo utilizado

angular do rotor é ¢ = Q, que pode variar ao longo do tempo. O angulo 3; =

para localizar a palheta em questao no modelo.

cosy siny 0
Ty =| —siny cosyp 0 (3.2)
0 0 1
1 0 0
To=10 cosf sind (3.3)

0 —sinf cosf

cos(p+3;) 0 —sin(p+ )
Ty = 0 1 0 (3.4)

sin(¢p+p6;) 0 cos(o+ 5;)
Adotando a hipbétese de pequenas rotacoes, é possivel considerar as aproximacoes

cost) = cosf = 1, siny = 1),sinf = # e sinysind = 0. Com isso, obtém a matriz de

transformacgéo de coordenadas dada pela Eq. (3.5).
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cos (¢ + B;) cos (¢ + B;) +0sin(d+ f;) —sin (¢ + 5;)
r=| oy | 0 3.5)

sin (¢ + ;) sin(¢ + B;) —6Ocos (¢ + B;) cos (¢ + 5;)

A secles seguintes apresentardao a modelagem matematica do eixo e das palhetas,
bem como a unidao de ambos para a obtencéo das equacdes globais do movimento do

sistema.

3.1 Modelo matematico do eixo

3.1.1 Energia cinética do eixo

O eixo sera modelado de acordo com Lalanne e Ferraris (1990), representado por
uma viga de Timoshenko com sec¢ao transversal circular. Como sera considerada a
flexibilidade, ele é caracterizado pela energia cinética e potencial. A Figura 3.3 mostra
um segmento do eixo de comprimento infinitesimal dy. Considerando o referencial xyz
preso ao centro do eixo na posicdo desse segmento, temos que ug, vs € w, SA0 0S

deslocamentos em relacdo a OXY Z. As rotacdes em torno dos eixos sédo 6, ¢ € 1.

A energia cinética do segmento considerado é dada pela Eq. 3.6 (LALANNE; FER-
RARIS, 1990). O primeiro e segundo termos sédo as energias de translacao e rotagéo
classicas para um viga. O terceiro termo aparece quando se passa o vetor velocidade
angular do referencial rotativo para o referencial inercial, gerando um acoplamento de
rotacoes.

ar, 1

_ 1 T N 2 42y, 2
0 2p55(u5 +ws”) + 2,03—73(1/) +6%) + 2pSIp(Q + 2Q40) (3.6)

Sendo p; a densidade do eixo, S a area de sua secao transversal, I, 0 momento de
inércia e I, o momento polar de inércia. Como a segéo transversal é circular, tem-se
I, = 2I,. A energia cinética total do eixo é dada pela integragéo da Eq. (3.6) ao longo

do comprimento do eixo:
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oy
L
=+

Figura 3.3: Modelo do eixo.

Ls

1 Lg 1 Ls . . .
T, = QPSS/ (USZ + w32>dy + §psfs/ <w2 + 62)dy + 2ps1; Qybdy + pSISLSQ2
0 0 0

(3.7)

O primeiro termo da Eq. (3.7) é a energia cinética classica para uma viga em flexao,
seguido da inércia rotacional e do efeito giroscopico. O ultimo termo é a energia de
rotacdo que, por ser constante, ndo tem influéncia nas equacdées do movimento do

sistema.

3.1.2 Energia de deformacao do eixo

Considerando que o material, de modulo de elasticidade E, constante se comporta
de acordo com a lei de Hooke e sendo 7 o volume do eixo e ¢ o vetor de deformacdes,

a energia de deformacgao da sec¢ao transversal do eixo é dada por:

U, = %/ESETECZT (3.8)
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A

X

Figura 3.4: Coordenadas do centro geométrico C e de um ponto arbitrario B no eixo.
Adaptado de: (LALANNE; FERRARIS, 1990).

Na Figura 3.4, temos que C é o centro geométrico do eixo e B um ponto arbitrario
em sua secao transversal. u*, v* e w* sdo as posi¢cdes do centro do eixo em z, y € z,
respectivamente. E importante ressaltar que aqui o referencial rotativo Oxy> mostrado
na Fig. 3.4 é diferente do referencial rotativo adotado no resto do texto, uma vez que
Oxyz tem sua origem coincidente com a origem O do referencial inercial e ndo no
centro geométrico C do eixo. Essa alteracao nao influencia os resultados de energia
de deformagéo do eixo, visto que esta sera fungcédo apenas de u, e w,, definidos no
referencial inercial. Para maiores detalhes sugere-se consultar o texto de Lalanne e
Ferraris (1990).

Desprezando os termos de ordem superior, a deformacao longitudinal de um ponto
B qualquer do eixo € dada pela Eq. (3.9) (LALANNE; FERRARIS, 1990).

0*u* J*w*

€= —u a7 z oy (3.9
Substituindo a Eq. (3.9) na Eq. (3.8), obtém-se:
E Lg 02’&* 8210* 2
= - - 1
U, 5 /0 ( T o7 z 8y2> dSdy (3.10)

Expandindo a Eq. (3.10), tem-se que a energia de deformacgéo é:
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Es Ls ) aZu* 2 ) aQw* 2 aZu*82w*

Como a secao transversal € simétrica, o terceiro termo da Eq. (3.11) é nulo (Eq.

(3.12)). Os conceitos de momento de inércia mostrados na Eq. (3.13) sdo aplicados

para se obter a Eq. (3.14).

/xzdS =0 (3.12)
S

[s:/l'QdS:/ZZdS (3.13)
S S

E.JI, (% | /02 \? 9w\ >
U, == /0 [(%2) +<ay2)]dy (3.14)

E necessario expressar a energia de deformacdo em termos do movimento do

centro do eixo no referencial inercial, ou seja, em funcao de u, e w,. Pela Fig. 3.4,

escrevem-se u* e w* no referencial inercial de acordo com a Egs. (3.15).

u* = ug cos Ot — wgsin Ot (3.15)

w* = u, sin Qt + w, cos (3.16)

Substituindo as Egs. (3.15) na Eq. (3.14) obtém-se a expresséo final da energia

de deformacao do eixo, dada pela Eq. (3.17).
E.JI, (" | /0%u,\? %w, \”
Us = 5 /0 [(8y2> +(8y2) ]dy (3.17)

3.2 Modelo matematico do disco

No sistema estudado, o disco é considerado rigido, caracterizado apenas por sua
energia cinética. Considerando um disco de raio externo Ry, raio interno ry = Rg €

espessura hg, com massa my € momentos de inércia I,,, 1, € 1., sua energia cinética
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€ dada pela soma de sua energia cinética de translacdo e sua energia cinética de

rotacao:

Ty =Ty + T, (3.18)

Sendo u,y € wyy Sa0 as deformacgdes lineares do eixo em X e Z na posigéo Y = y,

em que o disco esté fixado, a energia cinética de translacao é:

1
T, = 5ma (a2y +12) (3.19)
Sendo wg,, wa, € wy, as velocidades de rotagdo do disco no referencial inercial, a

energia cinética de rotacao é:

1 1 1
TT = 5 dlu}ZT + §Idyw3y + §Idww32 (320)

No referencial inercial, o vetor de velocidade de rotacdo do disco € escrito como:

W, 0 0 0
wi=19 wy, ¢(=DTTiq 0 p+T13154 0 p+4 Q (3.21)
Wa, @z} 0 0
Expandindo:
—)fsin ¢ + 6 cos ¢
wa = Q-+ 90 (3.22)
W) cos ¢ + fsin ¢

Substituindo a Eq. (3.22) na Eq. (3.20) e considerando ¢? = 0> = 0e I;, = I,
obtém-se:
1

T =51, (9’2 n @z}z) + % . (92 v 2%0) (3.23)

Assim, a energia cinética total do disco, considerando § = 6, e § = 1, sao as

rotacées do eixo nessa posicéo do disco, é dada por:
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1 1 : . 1 .
Ty = sma (5 +15) + 51a, <9621 + 7/’?1) + 51a, (92 + QdeQd) (3.24)
2 2 2
Sendo:
1
1
Lo, = gma (Ra+ra) (3:26)

3.2.1 Desbalanceamento

Em maquinas rotativas, € muito comum a presenca de desbalanceamento, que
ocorre quando o centro geométrico de massa do rotor ndo coincide com seu centro
geomeétrico. Esse fendmeno é descrito como uma pequena massa m,,, situada a uma

distancia d do centro geométrico C' do eixo, como mostra a Fig. 3.5.

X W 0

A
Y

Figura 3.5: Desbalanceamento no rotor. Adaptado de: (LALANNE; FERRARIS, 1990).

Neste modelo, sera considerado que a massa de desbalanceamento é posicionada

no disco. Sendo assim, o referencial inercial, a posicao da massa m,, € dada por:

Usg + dsin ¢
Ty = Vsd (327)

Weq + d cOS @

Logo, sua velocidade é:
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Usq + dS2 cos ¢
T = 0 (3.28)
Weq — dS2sin ¢

A partir da velocidade, € possivel calcular a energia cinética da massa de desba-
lanceamento, sendo ela:
1 T

T, = —=myr

1
STy Ty = 3 (a2y + w2y + Q*d® + 2Qditgg cos ¢ — 2Qdiigg sin §) (3.29)

Considerando que a massa m, € muito menor que a massa total do conjunto do
rotor e que o termo Q2d? ndo tem efeito na construcio das equagdes do movimento, a

energia cinética torna-se:

To, = My, dS2 (tsq COS ¢p — g sin @) (3.30)

Adicionando a energia cinética do desbalanceamento a Eq. (3.24), a energia ciné-

tica total do disco fica:

Tp =T+ T, (331)

3.3 Modelo matematico da i-ésima palheta rotativa

Considera-se que as palhetas sao vigas de Euler-Bernoulli fixadas ao disco em
sua dire¢do circunferencial, como mostrado na Fig. 3.1b. A posi¢do de um ponto
p; geneérico na i-ésima palheta, localizado a uma altura z; em seu comprimento, no

referencial Rxyz, € dada pela Eq. (3.32), sendo R, o raio do disco.

T
rﬁ_(zi) = { wi(zi,t) vi(zi,t) Rg+ 2z + wi(zi,t) } (3.32)

Considera-se que a palheta tem movimento transversal e axial apenas, nao se
deformando ao longo de y, logo v;(z;,t) = 0. A posi¢cdo do centro do eixo no ponto

y = y4 €m que estdo fixas as palhetas, no referencial inercial, é:
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20 = { wnt) v wiliat) (3.33)

Dessa maneira, a posi¢ao do ponto p; da palheta no referencial inercial é dada pela
Eq. (3.34).

1o (as z:) = 18 (Ya) + Tk (%) (3.34)
Expandindo a Eq. (3.34):

us + u; cos(¢ + B;) + (Ra + 2 + w;) sin(¢ + ;)
=9 Ya+ (Ra+ 2)(@sin(6 + B) — Ocos(¢ + ) (3.35)
ws — u;sin(¢ + 3;) + (Rg + 2z + w;) cos(¢ + B;)

Com o vetor posicao escrito no referencial inercial, a velocidade do ponto p; é obtida
pela derivada temporal da Eq. (3.35). A velocidade linear é entdo dada por:
.0 __

Tpi -

Us — w;2sin(@ + 5;) + u; cos(¢ + 5;) + (R + zi + w;)Q cos(p + f;) + w; sin(¢ + 5;)
(Raq+ z) |YQcos(op + B;) + ¥ sin(¢ + B;) + 6Qsin(o + 5;) — 9008((]5 + 51)]
ws — u§cos(¢ + B;) — ugsin(op + 5;) + (Rag + 2z + w;)sin(¢ + 5;) + w; cos(¢ + B;)
(3.36)

A partir da expresséo de velocidade de um ponto qualquer na palheta, dada pela
Eqg. (3.36), é possivel desenvolver a expressdo de sua energia cinética, apresentada

na secao a seguir.

3.3.1 Energia cinética da i-ésima palheta

A energia cinética da i-ésima palheta é dada pela Eq. (3.37), sendo p, a densidade
de seu material, L, seu comprimento e A,, a area de sua se¢ao transversal. Assume-
se que as propriedades fisicas e geométricas se mantém constantes ao longo de toda

a palheta.
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1 Ly
Tg:§pbA /0 P T dzi (3.37)

Expandindo a Eq. (3.37) e desprezando os termos de ordem maior que, chega-se

a:
| Lo w2+ w? 4 47 + Wi+ Q*u? + 2Q(Ry + 2z + wy)uy
T, = S P, / ' . dz;
1 Ly
0
1 Lo
+ §pbAbi sin(¢ + 5;) / [ 2t — 205105 — 2Q( Ry + 2 + wy )y — 2Qu1 } dz;
0
1 ) Ly :
+ épbAbi cos” (¢ + ;) / [ (Rg + 220292 + (Rq + 2;)%6? ] dz;
0
1 ) Ly :
+ §pbAb,L. sin“(¢ + 5;) / [ (Rg + 2)*0%0? + (Ryg + 2)*? } dz; (3.38)
0
Por expansao, tem-se que a energia cinética total do sistema de palhetas é dada
por:

T,=> T, (3.39)

Como as palhetas se distribuem uniformemente na dire¢ao circunferencial do disco,
tem-se que: (YANG et al., 2022)

Ny, Ny N
Z cos®(¢ + B;) = Z sin®(¢ + B;) = 71’ (3.40)
i=1 i=1

Combinando as Egs. (3.38), (3.39) e (3.40), chega-se a Energia Cinética total do
sistema, dada pela Eq. (3.41).
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Mg Ly 02+ 2 + 02+ 0? + Q%2 + 2Q(Ry + 2 + w;)i
Py Ay, dz;
0

+Q2(Ry + 2 + w;)? — 2Quai; + (Ryg + 2)*Q(—00 + 40)

1 Lo
+) 7/ A, cos(¢ + B;) / [ 2uitis + 20105 + 2Q( Ry + 2 + w;) s — 2Qui } dz;
- 0

N, Lo .
+ Z _bpbAbi / [ (Rd + Zi)2Q292 + (Rd + Zi)2w2 i| dz; (341)
P 0

3.3.2 Energia potencial da i-ésima palheta

A energia potencial da i-ésima palheta € dada pela soma da energia de deformagéo

devido a sua flexibilidade e da energia potencial gravitacional.

A energia de deformacao da i-ésima palheta é calculada pela Eq. (3.42), sendo
7 seu volume, £, seu modulo de elasticidade e ¢, a deformacgdo na diregédo de sua

secao transversal.

1
Uy, = 3 /Ebezzezsz (3.42)
Segundo Przemieniecki (1985), sendo x a distancia entre um ponto genérico da
secdo transversal e sua linha neutra, a deformacao ¢.. € dada pela Eq. (3.43). Por se
tratar de uma viga delgada, desprezam-se as deformacgdes causadas por esforcos de

cisalhamento.

€22 = 0z 022 2\ 0z

(2

(3.43)

Substituindo Eq. (3.43) na Eq. (3.42), tem-se:
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Ly . Ly
U, = 2 / / (a“”) Ay dzi — 2 / / awza u” Ay, dz

2 Jo Ja, \ 0z A, zi 0%

Ly ) ) Ly
5 / O (a“z> dA, dz — 2 / / Pu; (a—“) dAy,dz;
2 0 Ay, 821' aZi Ay, (922
Eb Lo 2 0271,@' Eb /Lb / 8ul
— — | dAydz + — - dA dz; 3.44

0 /Abi:z: <azi2 wis 2 Jo Ja, 4\ 0% b= ( )

Desprezando o termo néo linear de quarta ordem na Eq.( 3.44) e considerando as

seguintes relacoes:

/ ydAbl = yAbi Vy, / l‘dAbL = 0, / xQdAbi = Ibi (345)
Abi Ab- Ab

i i

Obtém-se:

EbAb- Lo 8w, 2 Eb]b- /Lb 82ui 2 EbAb. /Lb 811)1 8uz 2
= d i — d i - d 1
L 2 /0 0z; s 2 Jo 022 s 2 Jo 0z \ 0% N

(3.46)

Na Eqg. (3.46), o primeiro termo é energia pela deformacao axial da palheta, o
segundo termo pela deformacao de flexdo e o terceiro dado pelo acoplamento de
deformacdes. E possivel simplificar esse Gltimo termo a partir do problema de tensdo

inicial. Sendo N a for¢ca normal atuante na palheta:

N(2)
Ay

7

(3.47)

Considerando que o material da palheta se comporta de acordo com a Lei de

Hooke, tem-se:

3w,»
5’21»

o=E, (3.48)

Combinando as Eqgs.(3.47) e (3.48), chega-se a expressao para a deformacéao lon-

gitudinal da palheta, dada pela Eq. (3.49).

8zi N EbAbi

(3.49)
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Segundo Saracho (2002), é possivel aproximar N(z;) pela forga normal atuante em
uma viga girante no instante inicial, quando os termos associados a deformacao séo

nulos, também conhecida como forgca de membrana de viga. Essa for¢a € dada por:

o pbAbz'QQ

N(2) 5

(L2 - 22) (3.50)

Dessa maneira, combinando as Egs. (3.49) e (3.50) e substituindo na Eq. (3.46),

obtém-se a expressao final para a energia de deformacéao da i-ésima palheta, dada

por:
EbAb' Lo 8wl 2 EbIb' Lo 82ui 2 pbAb,QQ /Lb 2 2 aUZ 2
= ; : i+ — Lj — z; dz;
U, 5 /0 ((97:1) dz; + 5 /o 922 dz; + 1 i (Ly — z7) o, 2
(3.51)
A energia potencial gravitacional devido ao movimento da i-ésima palheta é:
Ly
Uy, = pbAbi/ GTro(zi)dz; (3.52)
0
sendo G o vetor aceleragédo da gravidade, com g = 9,81 m/s>.
T
¢={00 4} (3.53)

A energia potencial total para o sistema de N, palhetas é dada por:

Ny

Upy=> (U, +T,,) (3.54)

=1
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Capitulo 4

Discretizacao das Equacoes do

Movimento

Em posse das expressoes das energias cinética e potencial para eixo e palhetas
€ possivel utilizar as equacdes de Lagrange para encontrar as equacdes do movi-
mento do sistema estudado. Contudo, para se realizar a implementagdo numérica
dessas equacdes de maneira computacionalmente eficaz, é preciso utilizar aproxima-
cbes para o campo de deslocamento. Neste trabalho, essa aproximacao sera feita
pelo Método dos Modos Assumidos (MMA).

De acordo com Meirovitch (1986), o Método dos Modos Assumidos assume uma
solucdo para o problema de condicdo de contorno associado a um sistema continuo

conservativo da forma:

onde ®;(z) sdo fungdes de interpolacdo que satisfazem as condigdes de contorno
do problema e ¢;(t) sdo as coordenadas generalizadas. Em conjunto com as equagbes

de Lagrange, o sistema continuo € escrito como um sistema de n graus de liberdade.
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4.1 Discretizacao do eixo

O eixo sera modelado como uma viga simplesmente apoiada nas direcdes x € z .
A Figura 4.1 mostra a viga modelada, que possui comprimento [ e massa por unidade

de comprimento m.

Figura 4.1: Modelo esquematico da viga simplemente apoiada.

Ignorando a inércia rotacional e efeitos de deformacgao por cisalhamento, o que é
valido para vigas delgadas, a equacao diferencial da vibragdo da viga é dada pela

seguinte expressao:

Pylat) P (L Pyle))
m— +8x2 <E] 97 )—0 (4.2)

sendo y(x,t) o deslocamento transversal da viga, £ o modulo de elasticidade de

seu material e I o momento de inércia de area de sua secao transversal.

A solucao da Eq. (4.2) pode ser separada entre espaco de acordo com a Eq. (4.3),

onde Y (z) € a fungdo modal e F(t) € harménica de frequéncia w.

y(z,t) =Y (2)F(t) (4.3)
Substituindo a Eq. (4.3) na Eq. (4.2), tem-se:

w — Y (z) =0, (4.4)

dxt
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sendo
2

w"m

. (4.5)

¢t=

A Equacéo 4.4 é uma equacao diferencial ordinéria linear de quarta ordem que tem

como solugao a Eq. (4.6), com Cy, (s, C3 e C, constantes.

Y (x) = CysinCz + Cy cos (x 4+ Cysinh (x 4+ Cy cosh (z (4.6)

Como as extremidades da viga estdo apoiadas, o deslocamento nesses pontos é
nulo. Além disso, as extremidades rotacionam livremente, gerando um momento fletor

nulo. Essas condi¢cbes de contorno sao escritas como:

Y (0) =0

Y"(0) =0 (4.7)
V(1) =0

Y'(I) =0 (4.8)

Assumindo A = (I e substituindo a Egs. (4.8) e Eq. (4.7) na Eq. (4.6), obtém-se:

Ci+C3=0
Logo:
C,=C3=0 (4.10)

Substituindo as Eq. (4.8) na Eq. (4.6), chega-se a:

CQ SiHCl + 04 SlIthl =0
(?[~Cysin ¢l + Cysinh Cl] =0 (4.11)

Os sistema de equacdes dado pela Eq. (4.11) s6 tem solugcdo nao trivial se o

determinante da matriz de seus coeficientes for zero. Essa restricao leva a:



34 4.1. DISCRETIZACAO DO EIXO

sin(lsinh (I =0 (4.12)
No entanto, como sinh ¢/ # 0, deve-se atender:
sin(l =0 (4.13)
que tem como solugéo
="2" (4.14)

Sendo assim, a fungdo modal da viga é escrita como, sendo j = 1..N, 0 numero

de modos utilizados na discretizagéo:

Y (z) = sin (37”:(;) (4.15)

No problema em estudo, o eixo sofre flexdo nas dire¢des X e Z. Dessa maneira,

seus deslocamentos sao discretizados de acordo com:

us(y, t) = in(y)m (t) = X (y)n(t) (4.16)
ws(y,t) = iZj ()&(t) = Z(y)&(t) (4.17)

sendo,
X;(y) = Z;(y) = sin <‘7L—Wy> (4.18)

Como as rotacdes ) e # sao pequenas, podemos aproxima-las pela Eq. (4.19).

Oug

P = — oy (4.19)
Ow,
0 = oy (4.20)

Utilizando as definicées das Eqgs. (4.16) e (4.17):
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V1) = = 30 X)) = —X (o) .21)
0y.t) = 3 2,05 (1) = Z/ () (4.2

4.2 Discretizacao da i-ésima palheta
As palhetas serdo modeladas como vigas engastadas-livres, como a mostrada na
Fig. 4.2, ja que suas extremidades s&o fixas ao eixo e se movimentam apenas de

maneira solidaria a ele. Essa viga vibra na direcao transversal de acordo com a fungéao

modal Y'(z) e na dire¢éo longitudinal de acordo com U (x).

Y(x)

/ El, EA, m
U(x)

Pl bl il ol o

Figura 4.2: Esquema de uma viga engastada-livre.

A equacéo diferencial da vibracao de flexao da viga é a mesma desenvolvida para o
eixo, apresentada na Eq. (4.4). Sendo assim, a solucédo geral também ndo muda (Eq.
(4.6)). As condicbes de contorno utilizadas, porém, sao diferentes. Na extremidade
engastada, tem-se que o deslocamento e rotacao da viga sao nulos (Eq. 4.23). Na
extremidade livre, conclui-se que o momento fletor e a for¢a cortante sdo nulos (Eq.
(4.24)).
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Y(0)=0, Y'(0)=0 (4.23)
Y'(1) =0, Y"()=0 (4.24)

Aplicando as condi¢des de contorno a Eq. (4.6) e manipulando as equacoes re-
sultantes, chega-se a forma modal de flexdo da viga engastada-livre: (MEIROVITCH,
1986)

AeT AT cos A\, + cosh Ay ( AT )\kx>
- sinh

— cosh 262 _ ML i L 4.2
Yilw) = cosh == = cos == = e sy T (4.25)

Sendo )\, as k = 1, ..., N raizes da equacao caracteristica (4.26). Diferentemente
do modelo do eixo, os valores das raizes sao constantes e independem das caracte-

risticas geométricas do problema.

cos A\ cosh A\, = —1 (4.26)

A vibracao transversal da i-ésima palheta € elaborada de maneira analoga a reali-
zada anteriormente. No sistema estudado, a vibragao transversal das palhetas é dado
na direcao z, pelo referencial adotado. Sendo assim, obtemos a vibragdo em z para a

i-ésima palheta:

N
wizit) = > Un(2)qu, (1) = U () qul(t) (4.27)
j=1
sendo,
ALZi Apzi  cosAp +cosh A, (. | Az ARz
;) = cosh — — h - 4.28
Uk(%) o8 Lbi i Lbi sinh A\, + sin A\, (Sln L, . Lbi > ( )

A vibragao longitudinal w; da palheta também deve ser discretizada. Sua equagéo
para viga uniforme, sendo A a area de sua segao transversal e w a frequéncia da
vibracdo harménica, é dada por: (MEIROVITCH, 1986)

d*U(x)
dx?

+CU(z) =0 (P =w— (4.29)
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A solucao para a equacao diferencial Eq. (4.29) é:

U(z) = C;sinx + Cycos(x (4.30)

Na extremidade engastada, o deslocamento da viga é nulo, enquanto na extremi-

dade livre, a deformacéo € nula. Logo, as condi¢des de contorno do problema séo:

U0) =0 (4.31)
T=0 (4.32)

Combinando as Eqgs. 4.30 e 4.31, tem-se C; = 0. Utilizando esse resultado e a Eq.

(4.32), encontra-se:

C1CcosCl=0 (4.33)

Para se obter um resultado néo trivial, € necessario que C; # 0. Logo, cos(l = 0,

gue possui infinitas solu¢des da forma:

(2k+1)m

Gl =~

kE=0,..,.N—1 (4.34)
Desta forma, encontra-se a fungao de vibragao longitudinal para uma viga:

2k + 1
Us(z) :clsin%x k=0, N—1 (4.35)
Discretizando o movimento longitudinal da i-ésima palheta, considerando que ele

ocorre na diregao z:

sendo,
Wi(z;) = sin le k=0,.,N—-1 (4.37)

oLy

(3



38 4.3. MONTAGEM DAS EQUACOES GLOBAIS DO MOVIMENTO

4.3 Montagem das equacoes globais do movimento

As energias cinética e potencial do eixo foram definidas na Secao 3.1, enquanto
as energias para o sistema de palhetas estdo apresentadas na Sec¢éo 3.3. A energia

cinética 7" e potencial U do sistema global sao:

T=T,+Tp+T, (4.38)
U=U,+TU, (4.39)

As discretizacbes definidas nas se¢des anteriores sdo aplicadas as Eqgs. (4.38)
e (4.39). Sendo assim, é possivel obter as equagcdes do movimento do sistema ja

discretizadas a partir das Equagdes de Lagrange, sendo L =T — U:

d (OL oL
— (=)= =9 4.40
dt (0Q> dq (4.40
O vetor ¢ sdo as coordenas generalizadas do sistema, obtido a partir do concatena-

mento das coordenadas generalizadas do eixo, n € &£, com as do sistema de palhetas,

T
q:{n € Qui Gui - Quy, qub} (4.41)

E importante lembrar que n e £ sdo vetores de dimensao N; e q.,, € q.,, S80 vetores
de dimensao N. Logo, a dimensao final do problema depende dos nimeros de modos
N e N da discretizagdo pelo MMA.

As equacdes do movimento obtidas s&o representadas na forma matricial pela Eq.
(4.42).

Mg+ (G+C)qg+Kqg=7f (4.42)

M é a matriz de massa, G € a relacionada ao efeito giroscopico, K é a matriz de
rigidez do sistema e f é o vetor de forgas atuantes no sistema. C é uma matriz de
amortecimento proporcional, adicionada ao modelo. Tais matrizes s&o detalhadas a

sequir.
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A matriz de massa do problema é dada por:
M, My, M, ... My, |
MY M, 0 ... 0
M=| M, 0 M, ... O (4.43)
_MS?;Nb 0 0 ... My, |
O termo M, é relacionado ao movimento rotor, detalhado da seguinte maneira:
M, 0
M, = (4.44)
0 M,
LS Ls
M,, = p,S / (X" X)) dy + psI, / (X7 X")dy
0 0
+ma (X (ya)" - X(ya)) + Lo, (X' (ya)" - X' (va))
1 Lb / /
+ 5 NopAy / 2X (ya)" - X (ya) + (Ra+2)° X'(ya)" - X'(ya)] d= (4.45)
0
LS Ls
Ms2:,OsS/ (ZTZ) dy—i—ps[s/ (Z’T_Z/) dy
0 0
+myq (Z(yd)T : Z(?/d)) + 14, (Z/(yd)T : Z/(yd))
1 Lb ! !
+ SNy / 22(y)" - Z(ya) + (Ru+ ) Z'(y) - Z'(y)] d= (4.46)
0
Ja os termos M,, s&o relacionados ao movimento da i-ésima palheta:
M, 0
M, = (4.47)
0 M,
Ly
OL,,
M,, = ppAy / (WT-W)dz (4.49)
0

Finalmente, os termos M, s&o relativos ao acoplamento de movimentos do rotor

e palhetas:
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[ Mgpy  Migby ]
My, = (4.50)
Mghs Mgy
Ly
map, = ppAp cos(¢ + B;) / (UT . X(yd)) dz (4.51)
0
Ly
Mgp, = ,ObAb sin(gb + 6@) / (WT . X(yd)) dz (452)
0
Ly
Mby = — Ay sin(gzﬁ + /81) / (UT . Z(yd)) dz (4.53)
0
Ly
Mgy, = ,ObAb COS(Qb + ﬁl) / (WT . Z(yd)) dz (454)
0

A matriz do efeito giroscépico é:

Go Ga, Gay - Gy,
0 Gy 0 ... 0

G=|0 0 G, ... 0 (4.55)
0 0 0 ... Gy,

A submatriz relacionada ao movimento do rotor é:

Gs =

0 G,
(4.56)
G, O

Ls
G, = —2ps1 / (2" X))~ 14,0(Z2" - X') dy
0
Ly
- Nip A [ [(Rat 2 2 )" - X ()] d (4.57)
0
Ls
Gy, = 2p, 1,0 / (X" Z")+ 1, (X" - Z') dy
0

Ly,
N [ [(Rat 2 X ()" - 2] (4.58)
0

O efeito giroscépico de uma palheta é escrito como:
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0 Gy,
Gy, = (4.59)
Gy, 0
Ly
Gy, = ppApQ / (U"- W) dz (4.60)
0
Ly
sz = —pbAbQ/ (WT : U) dz (461)
0

Nesse caso o acoplamento entre os termos também esta presente, sendo dado

por:

Gsb- =

%

Gsby  Ysbo
Gsbs  Gsby
Ly
Gsb, = —2pp A2 sin(é + ;) / (UT : X(yd)) dz
L
Gsby, = 2ppAS2 cos(¢p + ;) / (WT : X(yd)) dz
0 .
Gsbs = —2ppApS2 cos(¢p + f3;) / (UT . Z(yd)) dz
oLb
Gsby, = —2ppAp2sin(¢ + ;) /0 (WT . Z(yd)) dz

A matriz de rigidez do sistema K & dada por:

K, Ko Kgy - Kay

0 Ky, 0 ... 0
K=|0 0 Ky, ... 0

0 0 0 .. Ky

A matriz relacionada a rigidez do eixo € escrita da seguinte maneira:

K, K,
K, =
K., K,

(4.62)

(4.63)
(4.64)
(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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L
K,, = E,I, / (X" X") dy
0

1 b / /
- g Nom [ [(Rat 2 X ()" - X ()] (4.69)
0
1 s b ! ! s / /
K, = _éNbpbAbQ/ [(Ra+2)" X' (ya)" - Z'(ya)] dz — 1,2X (ya)" - Z'(ya) (4.70)
0
1 - b ! I
K33 = §NbeAbQ/ [(Rd -+ 2)2 Z (yd)T - X (yd)] dz (471)
0

Ls
K,, = E I / (Z""-Z") dy
0

Ly
- SN [ (Rat 2 20" 2 () dz (4.72)
0

Ja a matriz de rigidez de uma palheta é:

Ky, Kb,.
K., K.
Ly
Ky, = By, / (U™ -U")dz=
0 L X
+ pApQ? / {g(Li -AUuT. U+ Ut U] dz (4.74)
0
Ly
K. = peAy(Q + Q) / (U W) dz (4.75)
0
Ly
szx = /ObAbQ/ (WT : U) dz (476)
?fb Ly
K., = EbAb/ (W'T : W') + pbAbQ2/ (W' - W) dz (4.77)
0 0

Finalmente, os termos K,, sdo relativos ao acoplamento de rigidezes do rotor e

palhetas:

ksy, Ksby
Kg,=| " (4.78)
ksbg ksb4
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ke, = —ppAs [Q cos(¢ + B;) + Qsin(e + B) /0 Lb ) dz (4.79)
kap, = poAs [ O?sin(¢ + B;) + Qcos(é + 5) /0 Lb ya)) dz (4.80)
kap, = poAs [92 sin(e + ;) — Qcos(é + @)} /0 B (U - Z(ya)) dz (4.81)
kg, = —pods [92 cos(¢ + Bi) + Qsin(p + @-)} /0 B (W' Z(ya)) dz (4.82)

O vetor de forcas atuantes f € escrito da forma:

f:{fs for foo - beb }T (4.83)

Detalhando seus termos, tem-se:

T

fo={ fu tu ) (4.84)
T

sz- :{ sz sz } (4-85)

Ly
o = Nopp Ay [_Qz sin(¢ + ;) 4+ Q cos(¢ + 51)} / [(Rq+ 2) X (yq)] dz
0
— M, d2* sin 9 X (y4) (4.86)

o = —Nupp Ay [QQ cos(¢ + ;) + Qsin(¢ + ﬁz):| /0 ’ [(Rg+ 2)Z(yq)] d=

— Nopp Ay Log Z (ya) — mudQ? cos 9 Z (ya) (4.87)
Ly
fo = oy / [QRy+ 2)U + gsin(o + 4)U] dz (4.88)
0
Ly
fo. = —pbAb/ [Q*(Ry + 2)W + gcos(¢ + B;) W] dz (4.89)
0

A matriz C é definida pelo amortecimento proporcional de Rayleigh, da forma
(BATHE; WILSON, 1976):

C =aM + K (4.90)

De acordo com Ma et al. (2015), os coeficientes a e g podem ser calculados da
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seguinte maneira:

o= 47Tfn1fn2(fn1€2 - fnggl)

2 _ f2
8= fn2g - f:ﬁfl (4.91)
7( 32 - 51)

onde f,; e f,2 sé@o as frequéncias naturais relativas ao primeiro e segundo modo do
sistema, respectivamente, e &, & 0s coeficientes de amortecimento relativos a esses
modos. Nesta dissertagdo, adotaram-se os valores &; = & = 0.001, gerando assim um

amortecimento de 0,1% nos dois primeiros modos de vibrar do sistema.

4.4 A transformacao de coordenadas multi-pas

As submatrizes My, Gy, e K, descrevem o acoplamento entre o movimento
do rotor e o movimento das palhetas. Essas matrizes e o vetor de forcas atuantes
f séo dependentes do tempo e periddico, o que torna o sistema descrito pela Eq.
(4.42) variante no tempo. Sistemas variantes no tempo possuem comportamento dos
sistemas invariantes, 0s quais ndo possuem matrizes ou coeficientes que sao fungcdes
do tempo.

De acordo com Saracho (2002) e Rende (2020) a principal caracteristica da res-
posta desses sistemas a uma excitagao harménica de frequéncia (2, é que ela apre-
senta componentes de frequéncia variados, enquanto um sistema invariante apre-
senta respostas apenas nas frequéncias de excitacdo. Santos et al. (2004) afirma que
essas vibragdes paramétricas ficam evidentes quando o sistema possui velocidade an-
gular, sendo possivel identificar, no dominio da frequéncia, picos em frequéncias que
sdo combinacdes da velocidade de rotacao e das frequéncias naturais do sistema.

Para o caso de sistemas variantes no tempo e periédicos, como o estudado neste
trabalho, € necessario usar métodos de andlise diferentes do caso de sistemas inva-
riantes. Dentre esses métodos, é possivel citar a teoria de Floquet (MEIROVITCH,
1988) e a transformacgédo de coordenadas multi-pas, ou transformacédo de Coleman
(COLEMAN, 1943; BIR, 2008). Devido a maior simplicidade da transformacéao de co-
ordenadas multi-pas, ela sera utilizada neste trabalho para a analise modal do sistema

quando ele possui velocidade de rotagdo, para obtengdo do diagrama de Campbell.
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Para o rotor em repouso, no qual o angulo ndo varia com o tempo, as matrizes das
equacdes do movimento sdo constantes, sendo possivel utilizar a teoria classica de

espaco de estados.

De acordo com Coleman (1943), a transformacgéo de coordenadas multi-pas é feita
pela definicdo de quatro novos graus de liberdade, calculados a partir dos graus de
liberdade das pas ¢;. Esses graus de liberdade novos representam o movimento das

pas na totalidade, da seguinte maneira:

wlt) = 5 2; ¢ (t) (4.92)
elt) = i (1) cos(n(@ + 5,) (4.93)
aelt) = i (1) sin(n(o + 5,)) (4.94)
150 ==Y a1 (4.9

As Equacdes (4.92) a (4.95) mostram os graus de liberdade definidos pela trans-
formacao de coordenadas multi-pas, definidos no referencial néo rotativo. O grau de
liberdade ¢, é 0 modo coletivo, ¢.; € ¢,, 0s modos ciclicos e g2 € um modo diferen-
cial que existe apenas quando o numero de pas N, é par. O valor de n variade 1 a
(N, —1)/2se N, éimparedela(N,—2)/2se N, épar.

Segundo Johnson (1980), os modos com maior importancia, por representaram o
acoplamento entre fundagéo e pas, sdo os modos qo, ¢, € q1.. O autor também explica
as relacoes entre as frequéncias dos modos obtidos pela transformagéao de coordena-
das multi-pas e os modos das pas isoladas, sendo as frequéncias de ¢, € g, proximas
as frequéncias das pas isoladas € q¢;. € ¢1, proximos as frequéncias das pas isoladas

mais a velocidade de rotagdo e menos a velocidade de rotacéo, respectivamente.

Nas analises desse trabalho, sera utilizado N, = 6 em todas as analises com o

sistema girante. Sendo assim, a transformagéo de coordenadas multi-pas fica:
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q(t) = é j:%’(t) (4.96)
nelt) = 5 jiqut) cos(+ ) (4.97)
0olt) = 5 i%(“ sin(o + ) (4.98)
wlt) = 5 iqxt) cos(2(6 -+ ) (4.99)
w(t) = 5 ﬁ;qxt) sin(2(0 + 67) (4.100)
aslt) = égqxtx—w 4.101)

A transformacéo de coordenadas multi-pas inversa é dada por:

¢i(t) = qo(t) + qie(t) cos(¢ + Bi) + qus(t) sin(d + Bi) + qac(t)) cos(2(o + 5))

+ q2s(t) sin(2(¢ + B:)) + qa(t)(—1)" (4.102)

Utilizando a Eq. (4.102), podemos escrever os graus de liberdade rotativos corres-

pondentes ao j-ésimo grau de liberdade das N, = 6 palhetas da forma:

4 ) 4 . 3\
qi %
@ .
J J
q @,
Sh=t¢ 5 (4.103)
ai Pe
q By
J J
\ q6 Vs \ qd Vs

sendo:
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[ 1 cos(6(t) + B1) sin(d(t) + B1) cos(26(t) + 281) sin(26(t) +268) —1 |
L cos(o(t) + B2) sin(p(t) + B2) cos(20(t) +252) sin(2¢(t) +25;) 1
- 1 cos(o(t) + B3) sin(o(t) + B3) cos(26(t) +20;) sin(2¢(t) +203) —1
1 cos(o(t) + fa) sin(o(t) + fa) cos(20() +264) sin(20(t) +264) 1
1 cos(o(t) + Bs) sin(o(t) + PB5) cos(20(t) +255) sin(26(t) +205) —1
| 1 cos(o(t) + Bs) sin(@(t) + Fs) cos(20(t) +2065) sin(20(t) +2065) 1
(4.104)

E possivel expandir a matriz dada pela Eq.(4.104) para que ela contemple todos
os graus de liberdade rotativos do sistema. Contudo, para isso, € preciso reordenar
o vetor de graus de liberdade definidos na Eq. (4.41) por né. Sendo assim, primeiro
aparecem o deslocamento transversal dos primeiro né das seis palhetas, seguidos do
deslocamento axial do primeiro n6 das seis palhetas, e assim sucessivamente, como
mostra a Eq. (4.105).

T
q:{n € qh - Qg Quy - Qg oo G oo ahoal qi\)’;}} (4.105)

O vetor de graus de liberdade no referencial inercial fica:

T
q:{'n £ ab ale 4y Be By W - @ d a6 qle} (4.106)

Feito isso, é possivel escrever uma matriz de transformacao global para as coor-

denadas da seguinte maneira:

A B . 4 A
qs Iy, 0 0 O qs
1 0 t 0 0 1
g=To g, >4 " b= : 10 (4.107)
' 0 0 "-. 0 :
\ quG ) I 0 0O 0 tiv | quv )

onde I,y, € matriz identidade de dimenséo 2NV, e ¢, sdo os graus de liberdade relaci-
onados a discretizagao do eixo.
Substituindo a Eq. (4.107) na Eq. (4.42), e lembrando que a matriz T',,., € variante

no tempo, chega-se a:
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MTm"l an + (G + C) Tm“l an + anr = fnr

(4.108)

Expandindo a Eq. (4.108), chega-se as equagdes do movimento do sistema apds

a transformacao de coordenadas multi-pas:

Mm“(jm" + (GnT‘ + Cm”) an + Km“an = fnr

As matrizes da Eq. (4.109) sao calculadas por:

M,, = MT,,,
G,, = 20MT,,, + GT,,,

Cyr = CT

K, =QMT,,, + QMT,,, + (G+C)T,,, + KT,,,
For=1F

A matriz T, € dada por:

Oy, 0 0 0
0 t 0 0
Tnm =
0 0 0
0 0 0 ¢

(4.109)

(4.110)
(4.111)
(4.112)
(4.113)
(4.114)

(4.115)

0 —sin(p(t) + B1) cos(op(t) + B1) —2sin(24(t) +251) 2cos(2¢(t) +26;) 0
0 —sin(o(t) + P2) cos(p(t) + B2) —2sin(20(t) +2082) 2cos(2¢(t) +252) 0
- 0 —sin(¢(t) + PBs) cos(P(t) + Bs) —2sin(2¢(t) +253) 2cos(2¢(t) +20;5) 0
0 —sin(o(t) + Ba) cos(p(t) + Ba) —2sin(20(t) +254) 2cos(2¢(t) +264) 0
0 —sin(o(t) + B5) cos(o(t) + B5) —2sin(2¢(t) +2085) 2cos(2¢(t) +2085) 0
| 0 —sin(¢(t) + Bs) cos((t) + Fs) —2sin(26(t) +205) 2cos(2¢(t) +266) 0 |
(4.116)

A matriz T, € dada por:
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[ Oy, 0 0 0|
T, | " 00 (4.117)
0 0o . 0
00 0t
onde as submatrizes s&o:

[0 - cos(p(t) + 1) —sin(o(t) + B1) —4dcos(20(t) +261) —4sin(24(t) + 264)
0 —cos(p(t) 4+ f2) —sin(p(t) + B2) —4cos(20(t) +202) —4sin(26(t) + 202)
fy = 0 —cos(p(t) + f3) —sin(p(t) + F5) —4cos(20(t) +203) —4sin(2¢(t) + 2)
0 —cos(p(t) + Ba) —sin(o(t) + Bs) —dcos(26(t) +26;) —4sin(2p(t) +252)
0 —cos(p(t) +F5) —sin(p(t) + F5) —4cos(20(t) +265) —4sin(20(t) +2/;)
| 0 —cos(o(t) + Bs) —sin(p(t) + Bs) —4cos(20(t) +205) —4sin(2¢(t) + 20)

(4.118)

O procedimento de transformacao descrito € aplicavel em todo tipo de sistema,
desde que as palhetas estejam uniformemente distribuidas ao longo do rotor. Ela é
validade para velocidades angulares ndo constantes e transforma sistemas variantes

no tempo em invariantes (BIR, 2008).

o o o o o o



Pagina intencionalmente deixada em branco.



Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos pela implementacéo do
modelo obtido no Capitulo 3. O modelo desenvolvido sera validado de duas maneiras:
0s resultados obtidos serdo comparados ao modelo de Elementos Finitos obtido via
ANSYS® e em seguida comparados com resultados experimentais obtidos por outros
autores. A influéncia da posi¢ao do disco e o numero de palhetas nas frequéncias na-
turais do modelo seréo avaliadas. O diagrama de Campbell sera tragado para avaliar
a influéncia da rotacao nas frequéncias naturais. Também sera analisada a resposta

no tempo do sistema.

5.1 Convergéncia do MMA

Um dos parametros mais importantes ao se implementar um modelo por métodos
numeéricos como o0 dos modos assumidos é o numero de fungdes admissiveis utili-
zadas. Para a andlise modal, esse parametro determina o numero de frequéncias
naturais determinadas e também a precisao de sua determinacdo. Dessa maneira, foi
realizada uma analise de convergéncia do método, variando o numero N, de fungbes
utilizadas para o eixo e o numero N de fungdes utilizadas para as palhetas. O objetivo
foi obter a convergéncia das frequéncias naturais que estivessem abaixo de 2000 Hz.
Os dados utilizados para o sistema sao mostrados na Tab. 5.1.

A Figura 5.1a mostra a convergéncia das frequéncias naturais das palhetas com

o nimero de N funcdes utilizadas. E evidente que essa convergéncia acontece para
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Figura 5.1: Convergéncia das frequéncias naturais abaixo de 2 kHz.

um numero pequeno de fungdes, com variagdo praticamente nula com o aumento

de modos utilizados. Como a discretizacdo das palhetas é o mais critico no custo

computacional do modelo, tanto pelo aumento das matrizes globais, proporcional ao

nuamero de palhetas, quanto pela funcdo modal mais complexa, foi escolhido utilizar

um N = 5 funcbes admissiveis para a discretizacao de cada palheta.

A convergéncia para as quatro primeiras frequéncias naturais do eixo é mostrada

nas Figs. 5.1b e 5.1c. E possivel perceber a necessidade de um ndmero significa-

tivamente maior de fungdes admissiveis para se obter precisamente as frequéncias

mais altas do eixo. Dessa maneira, foram utilizadas N, = 25 fun¢gdes admissiveis para

a discretizacao do eixo. Dessa maneira, temos que a dimensao final do problema é

dependente do numero de palhetas, sendo 50 + 10V,
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5.2 Validacao do modelo

5.2.1 Comparacao com modelo de elementos finitos

Os dados geomeétricos e fisicos utilizados para o sistema nesta Se¢éo sdo mostra-
dos na Tabela 5.1. As frequéncias naturais do modelo sao obtidas diretamente pela
Eqg. 4.42 para o sistema livre, ou seja, sem forcas externas atuantes. Como o sis-
tema possui amortecimento proporcional adicionado e efeito giroscopico, o problema
de autovalores é resolvido pelo espaco de estados.

O modelo de elementos finitos foi obtido pelo ANSYS® Mechanical Workbench,
utilizando uma malha com 9800 elementos e 47483 nds. A condicdo de contorno de
apoio simples nas extremidades do eixo foi aplicada por meio de um deslocamento
remoto no centro de ambas as faces, sendo esse deslocamento nulo nas dire¢cdes de

X e Z. Os outros graus de liberdade foram deixados livres.

Tabela 5.1: Dados fisicos e geométricos do sistema simulado.

Eixo
Comprimento L, 0,4 m
Raio R, 0,01 m
Médulo de elasticidade E, 210 GPa
Densidade ps 7850 kg/m?
Disco
Raio externo R; 0,075m
Raio interno rq 0,01 m
Espessura hq 0,03 m
Densidade pa 7850 kg/m?
Posicao do disco Ya 0,5 L,
Palhetas
Comprimento Ly 0,075 m
Largura by 0,08 m
Espessura by 0,001 m
Médulo de elasticidade E, 210 GPa
Densidade o, 7850 kg/m?
Numero de palhetas N, 6

As frequéncias naturais para o rotor em repouso (€2 = 0) e ndo-amortecido foram
obtidas utilizando o modelo desenvolvido, denominadas f,,, € 0 método de elementos

finitos, chamadas de f/zr,. O erro entre elas é definido por:



54 5.2. VALIDACAO DO MODELO

fni - fMEFi
fMEFi

Af; = x 100% (5.1)

A Tabela 5.2 mostra as primeiras vinte frequéncias naturais obtidas para os dois
modelos e o erro entre elas. Como o modelo desenvolvido considera apenas flexao
para eixo e flexdo e deformacao axial para palhetas, os modos de torcao para esses
componentes nao foram considerados na analise pelo MEF.

Os modos de vibrar 1, 2,9, 10, 17, 18, 19 e 20 sdo associadas a vibracao acoplada
eixo-palhetas, enquanto os modos restantes séo relativas ao movimento somente das
palhetas. O maior erro obtido, de 5,28%, ocorre na oitava frequéncia natural, na qual
todas a palhetas sofrem flexdo simultaneamente. O modelo desenvolvido considera
nao haver interacao palheta-palheta, o que ocorre na vida real, o que pode explicar a
discrepancia entre resultados. O modelo também considera o disco rigido, 0 que néo
foi assumido na analise por MEF.

De maneira geral, o erro médio entre o modelo proposto e analise de elementos
finitos foi 2,02%, demonstrando a efetividade do modelo proposto em prever o0 com-
portamento dindmico de um sistema eixo-disco-palhetas.

Os vinte primeiros modos de vibrar de flexdo obtidos pelo modelo e pelo MEF
sdo mostrados nas Figs. 5.2 e 5.3, lado a lado. Para simplificacao, é apresentada
apenas a vista frontal do sistema, mostrando a flexdo das palhetas e o deslocamento
do centro do disco. Percebe-se, em ambos os casos, que nos modos de vibrar do
eixo ocorre uma pequena deflexdo das palhetas, enquanto nos modos das palhetas
o eixo ndo deforma. Logo, existem modos de flexdo eixo-palhetas e modos de flexdo

palhetas-palhetas.

Apesar de os modos obtidos pelos dois métodos ndo serem idénticos, € possivel
notar a semelhanga no comportamento de vibragdo do sistema. Para os modos das
palhetas em 148,54 Hz, 149,28 Hz, 931,57 Hz e 932,55 Hz, nota-se a consisténcia
dos modos vibrar com os modos de vibrar de uma viga engastada livre. Nesses ca-
sos, ha alternancia em quais palhetas viboram e nas dire¢des de vibracao, bem como
em amplitude. As diferencgas visualizadas tem algumas possiveis explicagdes: 0s mo-
dos obtidos pelo modelo sao idénticos em frequéncia, logo, na ordenacado em ordem

crescente de frequéncias pode haver trocas de modos; além disso, o MMA obtém dois
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Tabela 5.2: Frequéncias naturais do sistema.

fos HZ]  fuer HZ]  Afi [%]
81,77 83,81 2,43
81,77 83,81 2,43
148,54 150,80 1,50
148,54 150,92 1,58
148,54 151,01 1,63
148,54 151,63 2,04
149,28 151,75 1,63
149,28 157,61 5,28
411,01 408,72 0,56
411,01 408,73 0,56
931,57 940,60 0,96
931,57 941,40 1,04
931,57 941,82 1,09
931,57 942,65 1,17
932,55 943,12 1,12
932,55 948,25 1,66
1626,57 1663,90 2,05
1626,57 1663,90 2,05
1712,22 1675,10 2,21
1712,22 1675,20 2,21

- R N = (- I BN NN I NIV VR

N
(@)

modos, simétricos ou antissimétricos, para cada frequéncia natural.
Sendo assim, o modelo dindmico desenvolvido consegue descrever de maneira
satisfatéria o comportamento do sistema EDP quando comparado a uma modelo de

elementos finitos, tanto em frequéncias naturais quanto em modos de vibrar.

5.2.2 Comparacao com resultados experimentais

A segunda etapa da verificacdo da validade do modelo matematico desenvolvido
sera feita pela comparagéo dos resultados com um experimento de vibracédo de palhe-
tas realizado pelos autores Yang et al. (2022). A bancada experimental mostrada na
Fig. 5.4 foi utilizada no para simular a vibracado das palhetas.

A bancada consiste em um sistema eixo-disco-palhetas, suportado simetricamente
por mancais de rolamento e rotacionado por um motor elétrico. Uma bomba de ar é

utilizada para simular a for¢ca aerodindmica que atua nas palhetas através do mancal
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Figura 5.4: Aparato experimental utilizado. Adaptado de: (YANG et al., 2022).

de jato. A vibragado das palhetas é medida por trés sensores BTT (blade-tip-timing).

Os parametros do sistema rotativo sdo apresentados na Tabela 5.3.

Os autores descrevem brevemente a metodologia utilizada para medir a vibragéo
das palhetas. De acordo com Yang et al. (2022), o sistema de blade-tip-timing (BTT)
possui uma tecnologia ndo intrusiva de medicao. Ele utiliza sensores externos insta-
lados na carcaca em posicoes radiais e axiais pré-determinadas, medindo o tempo de
passagem das pontas das palhetas. O tempo de referéncia é medido por um instalado
no eixo, determinando o tempo de passagem de cada palheta caso a vibracao fosse
nula. Na presenca de vibracao, o tempo de passagem de cada palheta sera medido
pelos sensores 1 a 3 mais cedo ou mais tarde que o tempo de referéncia. Pela com-

paracao entre os tempos de passagem e a referéncia € possivel determinar a vibracao
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Tabela 5.3: Dados da bancada experimental. (YANG et al., 2022)

Eixo
Comprimento L, 0,106 m
Raio R, 0,026 m
Médulo de elasticidade E, 200 GPa
Densidade ps 7850 kg/m?
Disco
Raio externo Ry 0,05 m
Espessura hq 0,02 m
Densidade pa 7850 kg/m?3
Posicao do disco Ya 0,5 L,
Palhetas
Comprimento L, 0,045m
Largura by, 0,02 m
Espessura hy 0,002 m
Moédulo de elasticidade E, 210 GPa
Densidade py 7850 kg/m3
Numero de palhetas N, 16

das palhetas. Os autores sugerem consultar a referéncia Jousselin (2013) para mais
informacdes sobre a técnica.

No trabalho utilizado como base para a presente comparacao, os autores também
desenvolveram um modelo matematico para o sistema e compararam com o resultado
do MEF. Para as palhetas em repouso, foram encontradas pelos autores as frequén-
cias naturais 825,11 Hz e 825,20 Hz para modelo matematico e MEF, respectivamente.
O modelo desenvolvido nesta dissertagdo encontrou as frequéncias naturais 824,90
para as duas primeiras palhetas em repouso e 825,20 Hz para as restantes. Logo, 0s
resultados obtidos s&o condizentes com os apresentados no artigo.

Para validar o modelo sob influéncia da rotacao, seus resultados serdao compa-
rados com o0s obtidos no experimento descrito, com velocidade de rotacao de 5000
RPM. Os resultados da comparagédo sdo apresentados na Tabela 5.4. O erro entre
as frequéncias naturais calculadas e experimentais ficou abaixo de 1%, mostrando a
validade do modelo matematico desenvolvido. Também é possivel notar um aumento
da frequéncia natural com a velocidade de rotagcdo, causada pelo enrijecimento cen-
trifugo.

Yang et al. (2022) citam que as leves diferengas entre as frequéncias naturais ob-
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Tabela 5.4: Comparacgao entre frequéncias naturais obtidas pelo modelo e experimen-

tais.

Palheta f,, [Hz] feup, [Hz] Af; [%]
1 833,61 840,00 0,76
2 833,72 839,00 0,62
3 833,95 838,90 0,59
4 833,95 838,10 0,49
5 833,95 839,30 0,64
6 833,95 837,60 0,43
7 833,95 839,70 0,68
8 833,95 840,60 0,79
9 833,95 838,30 0,52
10 833,95 839,80 0,70
11 833,95 840,20 0,74
12 833,95 837,40 0,41
13 833,95 837,54 0,43
14 833,95 839,55 0,66
15 833,95 838,58 0,55
16 833,95 839,67 0,68

tidas experimentalmente pelo BTT se devem a pequenas diferencas geométricas no

momento de fabricacdo das palhetas. Além disso, os autores analisam que a borda

arredondada das palhetas, com 5 mm de raio, atua aumentando suas rigidezes, o que

explica medi¢coes maiores que os resultados calculados pelo modelo matemético.

Como os autores ndo apresentaram os resultados experimentais temporais de vi-

bracdo das palhetas em seu trabalho, foi possivel realizar a comparacao entre resul-

tados experimentais e do modelo apenas em termos de frequéncias naturais.

Avaliando os resultados obtidos nesta secao, € possivel afirmar que o modelo ma-

tematico desenvolvido consegue prever o comportamento dindmico de um sistema

eixo-disco-palhetas com boa precisdo. Dessa maneira, as se¢des seguintes serdo

dedicas a avaliar as respostas dindmicas do sistema em diferentes condic¢des.
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5.3 Resultados numéricos

5.3.1 Diagrama de Campbell

O diagrama de Campbell do sistema descrito na Tabela 5.1 é mostrado na Fig.
5.5. Esse diagrama foi obtido a partir da transformacao de coordenadas multi-pas das
matrizes do sistema, como descrito na Secao 4.4. O procedimento para a resolucéao
do problema de autovalor foi 0 mesmo adotado por Rende (2020). As matrizes do
sistema no referencial ndo-rotativo foram obtidas para 100 valores de angulo ¢ entre
0 e 2w. Entao, foi computada as médias dessas 100 matrizes e o problema de espaco
de estados foi resolvido para as matrizes da média. Esse procedimento foi realizado
devido as matrizes de massa, rigidez e amortecimento originais serem variantes no
tempo, logo nado é possivel garantir que o problema de autovalor classico, supondo um

angulo ¢ constante, resultara em um resultado correto.

Na Figura 5.5, temos que as curvas em azul sao relativas a vibracao do eixo, en-
quanto as curvas em vermelho, sao relativas a vibracao das palhetas. As frequéncias
quando a velocidade de rotagdo € nula séo idénticas as obtidas pelo problema de
autovalor obtido pelo modo classico na Secao 5.2.1. Ao adicionar rotagdo, vemos
que as frequéncias relativas as palhetas se dividem em cinco curvas. Essas curvas
podem ser relacionadas as coordenadas obtidas na transformacao multi-pas. As co-
ordenadas do modo direto e diferencial, ¢, € ¢4, possuem frequéncias proximas as das
palhetas isoladas f,, enquanto as coordenadas diferenciais de primeira ordem ¢;. € ¢
tem frequéncias proximas a f,+ e f, — €, respectivamente. Os modos diferenciais de

segunda ordem ¢, € g2, tem frequéncias proximas a f,+22 e f, —212, respectivamente.

Nota-se que, para o primeiro modo das palhetas, a coordenada diferencial ¢,
equivalente a f,—22, chega a um valor nulo em frequéncia pouco acima de 6000 RPM,
ponto no qual ocorre uma inversdo e a frequéncia volta a crescer. Esse fen6meno
é observado em estudos de vibragdes paramétricas de pas, como no realizado por
Santos et al. (2004).
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Figura 5.5: Diagrama de Campbell do sistema no referencial ndo-rotativo.

Sabendo da relacao entre frequéncias dos modos diferenciais e velocidades de
rotagéo, é possivel fazer uma transformacao para estimar as frequéncias naturais me-
didas em um referencial rotativo. Fazendo q;. — 2, q1s + Q2 g2 — 292 € ¢o5 + 252, chegamos
ao diagrama de Campbell mostrado na Fig. 5.6.

Observando as curvas para o primeiro e segundo modos de vibrar da palheta apés
a intervencao descrita, vemos que esses modos sdo muito préximos no referencial
rotativo, exceto para o modo diferencial ¢2,. Nesse modo, a frequéncia diminui até
chegar a zero e volta a crescer. A partir do inicio do crescimento a soma do dobro
da frequéncia de rotagdo causa a diferenca observada no grafico. E necessaria a
realizacdo de experimentos para avaliar se 0 mesmo ocorre na realidade.

E possivel ver que as frequéncias naturais das palhetas aumentam com a velo-
cidade de rotacdo. Esse fenbmeno é conhecido como enrijecimento centrifugo, pois
ocorre um aumento de rigidez das palhetas. Avaliando as Eqgs. 4.74 e 4.77 vemos

que, de fato, um dos termos de rigidez das palhetas é proporcional ao quadrado da
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Figura 5.6: Diagrama de Campbell do sistema com palhetas no referencial rotativo.

velocidade de rotaggo.

Analisando as curvas relacionadas ao eixo, percebe-se que para os modos que
partem de 81,77 Hz e 1 626,57 Hz, a divisdo que ocorre a partir da frequéncia em re-
pouso, caracterizando os movimentos de precessao direta e inversa, ndo € aparente
como para os modos seguintes. A Figura 5.7 mostra que essa divisédo de fato acon-
tece, porém, a mudanca nas frequéncias com o aumento da rotagcéo é pequena, sendo
necessario a analise em escala maior.

Para a Fig. 5.7a, a curva em que ocorre uma diminuicdo da frequéncia natural em
relacdo ao repouso tem comportamento diferente do esperado. A frequéncia diminui
até perto da velocidade critica e volta a crescer ap6s essa velocidade, sempre com
valores menores que a frequéncia do préximo modo.

As velocidades criticas do sistema, quando a velocidade de rotagédo coincide com
uma frequéncia natural do sistema, ocorre para os primeiros modos do eixo. Para

esse sistema, as velocidades criticas ocorrem em torno de 4900 RPM. A operacdo em
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Figura 5.7: Diagrama de Campbell para modos de vibrar do eixo.

velocidades proximas as criticas devem ser evitadas, para evitar que o sistema entre

em condicado de ressonancia.

5.3.2 Influéncia dos parametros do sistema em seu comportamento
dinamico
Uma analise interessante a se fazer é avaliar a influéncia da presenca das pa-

lhetas no sistema. Para isso, foram calculadas as frequéncias naturais apenas para

0 conjunto eixo-disco em repouso. A Tabela 5.5 mostra a comparagao entre essas
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frequéncias com as ja apresentadas para o eixo no sistema eixo-disco-palhetas. A
presenca das palhetas causa uma diminuicdo nas frequéncias naturais do sistema,

aumentando sua flexibilidade.

Tabela 5.5: Comparagao entre frequéncias naturais eixo-disco e eixo-disco-palhetas
em repouso.

Modos Eixo-disco [Hz] Eixo-disco-palhetas [Hz]

1e2 82,82 81,77

3e4d 443,27 414,16
5e6 1629,32 1 626,57
7¢e8 1 836,47 1712,22

Um procedimento analogo foi efetuado para o conjunto disco-palhetas. A Tabela
5.5 mostra a comparacao entre os resultados obtidos. Apesar de haver uma pequena
mudanca nos modos 5 e 6 e nos modos 11 e 12, essa diferenga é muito pequena
para ser considerada significante. Sendo assim, a presenca do eixo tem pouca ou

nenhuma influéncia nas frequéncias naturais do conjunto disco-palhetas.

Tabela 5.6: Comparacao entre frequéncias naturais disco-palhetas e eixo-disco-
palhetas em repouso.

Modos Disco-palhetas [Hz] Eixo-disco-palhetas [Hz]

1a4 148,54 148,54
5e6 149,12 149,28
7a1l0 931,57 931,57
11e12 932,69 932,55

Por fim, a influéncia do nimero de palhetas e da posi¢ao do disco no sistema foi
avaliada. O numero de palhetas variou de 3 a 12, sendo consideradas trés posicoes
diferentes para o disco: a 1/4Lg, 1/3Ls e 1/2L,. Os resultados para o sistema sé@o

apresentados na Fig. 5.8.
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Figura 5.8: Variagédo das primeiras frequéncias naturais do sistema com o numero de
palhetas e posicao do disco.

As Figuras 5.8a e 5.8c sao relativas a primeira frequéncia natural do primeiro e
segundo modo de flexdo, respectivamente. E possivel perceber que o aumento do
numero de palhetas causa a diminuigdo das frequéncias naturais. Além disso, quanto
mais proximo o disco esta da extremidade do eixo, maior é a frequéncia natural asso-
ciada.

Ja a variagédo na resposta dindmica das palhetas € apresentada na Figs. 5.8b e
5.8d. Observa-se que a posicao do disco e o numero de palhetas ndo afeta a primeira
frequéncia do primeiro modo nem do segundo modo das palhetas.

Durante essas analises, notou-se que para a posicao 1/4L,, surge um modo de
vibrar para o eixo em torno de 820 Hz para o sistema com trés palhetas, frequéncia

que diminui até cerca de 806 Hz para doze palhetas. Ao mesmo tempo, as frequéncias
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em torno de 1600 Hz desapareceram.
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Figura 5.9: Efeito da posicao do disco e do numero de palhetas nos modos mais altos

do eixo.

Analisando a Fig. 5.9, a tendéncia de diminui¢ao das frequéncias naturais com o

aumento do numero de palhetas parece nao ocorrer nos modos mais altos. Porém,

a Fig. 5.10, que mostra a aproximagao no grafico das curvas para o terceiro modo

do eixo, deixa evidente que isso s6 ocorre pela escala utilizada nos graficos. Dessa

forma, € possivel dizer que 0 aumento do numero de palhetas torna o sistema mais

flexivel em todos os modos de vibrar do rotor.
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Figura 5.10: Frequéncias naturais para o terceiro modo do eixo em cada posicao do
disco.

De acordo com os dados analisados, quanto mais préximo o disco esta do inicio
do eixo, maiores séo as frequéncias naturais para os dois primeiros modos de vibrar.
Para estabelecer se existe um padrdo no comportamento das frequéncias naturais do
rotor com a posi¢do do disco, foram avaliados o terceiro, quarto e quinto modo de
vibrar do eixo.

A Figura 5.9 mostra os resultados obtidos para os trés préximos modos de vibrar
do eixo. E possivel perceber que para esses modos as frequéncias tém grandes varia-
¢bes com a posicao do disco, chegando a ultrapassar 1000 Hz de diferengca. Também
nota-se que nao ha um padrao para a variacao das frequéncias de acordo com a posi-

¢ao, sendo que apenas 0s primeiros dois modos apresentam comportamento similar.

Com base nas andlises realizadas, é possivel concluir que a presenca das palhe-
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tas afeta o comportamento dinamico do rotor, diminuindo suas frequéncias naturais
pelo aumento da flexibilidade do sistema. Entretanto, a maior influéncia nesse com-
portamento € exercida pela posi¢cao do disco-palhetas, que afeta significativamente as
frequéncias naturais.

As frequéncias naturais das palhetas ndo sdo afetadas por nenhuma das varia-
veis consideradas. Isso indica que ha a influéncia das palhetas no comportamento

dindmico do rotor, com modos de vibrar acoplados, mas o contrario ndo ocorre.

5.3.3 Respostas temporais do sistema

Para avaliar a resposta temporal do sistema, as equag¢dées do movimento, dadas
pela Eq. 4.42, foram integradas numericamente por meio do método de Newmark-
Newton-Raphson, utilizando um passo de tempo constante dt = 0,005 s. O tempo
total de analise utilizado foi 150 segundos, para possibilitar a andlise de vibragdo em
regime permanente.

As respostas foram avaliadas para o sistema desbalanceado, com e sem a pre-
senca da matriz de amortecimento proporcional C'. Foi adotada uma massa m, =
0,0001 kg e uma excentricidade d = R,;. Foram utilizadas velocidades de rotacao
constantes de 500, 1000 e 1500 RPM. As amplitudes de vibragao s&o dadas em me-
tros.

Sistemas reais possuem amortecimento interno inerente a eles, sendo assim, &
necessario adicionar uma matriz de amortecimento para obter-se um modelo mais
fidedigno. Dessa maneira, a adicdo da matriz de amortecimento proporcional leva
a um modelo mais representativo. Para o sistema analisado, descrito na Tab. 5.1,
os coeficientes de amortecimento de Rayleigh calculados foram: a = 0,663 e 8 =
1,38 x 1079, considerando um amortecimento de 0,1% nos dois primeiros modos de
vibrar do sistema, de acordo com a Eq. (4.91).

As Figuras 5.11 e 5.12 mostram as respostas temporais ao desbalanceamento
para o eixo na direcdo X, simétrica a vibragdo na direcdo Z. A Figura 5.11 mostra
a vibracao para o caso sem amortecimento proporcional adicionado, enquanto a Fig.
5.12 mostra a resposta do sistema amortecido para as trés velocidades de rotagao

analisadas. Para o caso amortecido, o sistema chega ao regime permanente em cerca
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de 20 segundos, mantendo uma vibracao constante. Ja no caso nao-amortecido o
sistema permanece em regime transiente pelo tempo simulado. Em ambos 0s casos,
ocorre aumento da amplitude com o aumento da velocidade de rotagao.

As respostas de vibracao sao idénticas para as seis palhetas. Sendo assim, as
Figs. 5.13 e 5.14, mostram as amplitudes de vibragdo para a primeira palheta do
sistema para os casos ndo amortecido e amortecido, respectivamente. Como ocorre
para o eixo, a vibracao das palhetas ndo atingiu o regime permanente no tempo simu-
lado, enquanto para o caso amortecido ha uma estabilizagdo da vibragéo a partir de
40 segundos. Maiores velocidades de rotagao, assim como para o0 eixo, causam um
aumento na amplitude de vibracao das palhetas. Também é possivel perceber que a
amplitude de vibracédo das palhetas € aparentemente menor que a vibracéo do eixo,
tanto para o caso ndo amortecido quanto para o amortecido.

A adicao do amortecimento de Rayleigh no sistema resulta em uma chegada mais
rapida ao regime permanente e a uma amplitude de vibracdo menor na resposta do
sistema ao desbalaceamento. Uma tentativa de avaliar o regime permanente para o
caso ndo amortecido exigiria um tempo de simulagdo maior, o que levaria a um custo
computacional muito alto. Além disso, essas respostas ndo condizem com o compor-
tamento sistemas reais, que possuem amortecimento interno. Sendo assim, analises
acerca da vibracdo do sistema em regime permanente serao realizadas apenas para
0 caso com amortecimento adicionado.

As Figuras 5.15, 5.16 e 5.17 mostram as respostas temporais de vibracédo e es-
pectros de frequéncias do sistema amortecido, para o eixo e para a primeira palheta,
nas velocidades 500, 1000 e 1500 RPM, respectivamente. As respostas de vibra-
¢cao no tempo sao mostradas para os ultimos 2,5 segundos de simulacao para melhor
visualizacao do sinal.

Os espectros de frequéncia foram calculados por meio de FFT (Fast Fourier Trans-
form - Transformada Rapida de Fourier), utilizando 10 000 pontos para se obter a
resolucao em frequéncia df = 0,02 Hz. Pela simetria da FFT, com o passo de tempo
utilizado, é possivel obter as respostas em frequéncia dos sistemas até 100 Hz. Como
os valores em frequéncia obtidos devem ser multiplos da resolucao em frequéncia,
serdo obtidos apenas numeros pares para a segunda casa decimal dos picos em

frequéncia da FFT.
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Figura 5.11: Resposta ao desbalanceamento: eixo ndo amortecido.
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As Figuras 5.15a e 5.15¢c mostram as respostas temporais em regime permanente
para eixo na diregdo X e para a primeira palheta, respectivamente, quando a velo-
cidade de rotacédo € 500 RPM. As Figuras 5.15b e 5.15d mostram os espectros de
frequéncias relativos aos respectivos sinais no tempo. A amplitude de vibracao do
eixo é cerca de trés vezes maior que a amplitude de vibragdo das palhetas. Anali-
sando as FFTs, vemos que a vibragao ocorre na frequéncia de rotagdo do sistema,
que é 8,33 Hz.
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Figura 5.15: Vibragcao para eixo e primeira palheta a 500 RPM.

Para as velocidades de 1000 e 1500 RPM, o comportamento de vibracao é se-
melhante a velocidade de 500 RPM, como mostram as Figs. 5.16 e 5.17. Com o
aumento da velocidade de rotag&o, ocorre um aumento de amplitude geral de vibra-
cao. Aumenta também a diferenca entre a relacdo de amplitude do eixo e da palheta,

sendo que a vibracao do eixo é cerca de dez vezes maior que a da palheta para 1000
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RPM e aproximadamente dezoito vezes maior para 1500 RPM. A frequéncia de vibra-
¢éo continua a ser a frequéncia de rotacdo do sistema: 16,67 Hz para 1000 RPM e 25
Hz para 1500 RPM.
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Figura 5.16: Vibragao para eixo e primeira palheta a 1000 RPM.

E interessante notar que para a velocidade de 500 RPM, o deslocamento da pa-
Iheta se da simetricamente em torno de zero, enquanto para as outras velocidade
ocorre um deslocamento vertical do sinal. De acordo com Yang et al. (2022), isso
ocorre pelo acoplamento entre eixo e palhetas, potencializado pela presenca uma
forca de desbalanceamento. Como a for¢ca de desbalanceamento é proporcional ao
quadrado da rotacao, a influéncia do acoplamento na vibracao das palhetas cresce

com a velocidade.
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Figura 5.17: Vibracao para eixo e primeira palheta a 1500 RPM.
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho apresentou o desenvolvido de um modelo matematico para investigar
o comportamento dindmico de um sistema rotativo composto por um eixo acoplado a
um disco palhetado, como objetivo de obter um modelo simplificado de turbomaquinas.

Para modelar o sistema, eixo e palhetas foram considerados como vigas flexiveis
de Euler-Bernoulli, enquanto o disco foi considerado rigido. O modelo foi discretizado
utilizando o Método dos Modos Assumidos e as fungbes modais de vigas. A partir
do modelo discretizado, as Equacdes de Lagrange foram aplicadas para se obter as
equagoes do movimento do sistema e as matrizes dindmicas globais.

A partir das matrizes dindmicas globais obtidas, o modelo foi validado a partir da
comparacao de suas frequéncias naturais com as obtidas por um software de elemen-
tos e com as frequéncias naturais experimentais encontradas por Yang et al. (2022).
Em seguida, a resposta de vibragdo do sistema eixo-disco-palhetas foi analisada por
meio de suas frequéncias naturais para o sistema girante, utilizando o Diagrama de
Campbell, e por respostas temporais ao desbalanceamento e respostas em frequén-
cia. A influéncia do numero de palhetas e da posicédo do disco ao longo do eixo nas
frequéncias naturais também foi avaliada.

Entre os resultados obtidos, é possivel destacar:

» O modelo desenvolvido foi capaz de prever corretamente as frequéncias naturais
obtidas por simulacao, com erro médio é 2% e por experimentos, com erro médio

de 1%.

» A presenga das palhetas leva a uma diminuicdo das frequéncias naturais do
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6.1

sistema eixo-disco, enquanto a presenca do eixo nao influencia as frequéncias

naturais do sistema disco-palhetas.

O aumento no numero de palhetas gera uma leve diminuicao nas frequéncias
naturais do eixo, pelo aumento da flexibilidade do sistema como um todo. Esse
aumento, no entanto, ndo afeta as frequéncias naturais dos modos de vibrar das

palhetas.

A posicao do disco tem grande influéncia nas frequéncias naturais do eixo. Para
os dois primeiros modos, o afastamento do disco do inicio do eixo causa uma
diminuigao nas frequéncias. Contudo, para os préximos modos, ndo é possivel
ver uma repeticdo desse comportamento. Sendo assim, ndo ha um padrdo bem

definido de influéncia.

Para as respostas temporais do sistema desbalanceado, a amplitude de vibra-
cao do eixo é maior que a vibracdo das palhetas, e percebe-se um aumento
da amplitude de vibracdo com o aumento da velocidade. A adicdo do amorte-
cimento proporcional causa uma transicdo mais rapida ao regime permanente,

com amplitudes de vibragcdo menores.

Finalmente, é possivel dizer que foram identificados dois modos de vibracéo: o
acoplamento entre flexao do eixo e flexao das palhetas, nas frequéncias naturais
que seriam apenas do rotor na auséncia das ultimas; e acoplamento entre a

flexdo das palhetas, nas frequéncias relacionadas ao disco-palhetado.

Perspectivas de trabalhos futuros

Baseado no desenvolvido nessa dissertacdo, é possivel mencionar os seguintes

temos a serem estudados no futuro:

* Adicédo de elementos como a tor¢cao do eixo, interacao entre palhetas e modelo

de viga de Timoshenko ao modelo matematico, possibilitando maior precisao e
robustez, além do entendimento de mais fenémenos relacionados ao acopla-

mento de vibragdes.
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» Implementacdao numérica das equacdes o movimento pelo Método dos Elemen-
tos Finitos, para que seja possivel acoplar este modelo a outros desenvolvidos
pelos pesquisadores do LMEst.

» Desenvolvimento e construcdo de uma bancada experimental para validacdo do
modelo LMEst.
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