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CAMARGO NETO, J. A. Cddigos Geométricos de Goppa Aprimorados. 2022. (# pag) p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos uma melhoria para a construcao dos Codigos Geométricos de
Goppa (cddigos AG), propondo uma construgao menos complexa de uma familia de cddigos li-
neares que chamaremos de Cédigos Geométricos de Goppa Aprimorados (GGA-cédigos). Para
isto, abordamos primeiramente, a teoria basica de cédigos corretores de erros e retomamos rapi-
damente a construgao usual dos chamados codigos AG. Depois, apresentamos uma construgao
dos GGA-codigos e entao, através dela, utilizamos a curva de Klein para construir exemplos.
Em seguida apresentamos a construgao de GGA-codigos sobre a curva quase-Hermitiana que
¢ definida por meio da curva Hermitiana, assim mostramos que uma familia de GGA-cédigos
quase-Hermitianos excedem a cota de Garcia-Stichtenoth.

Palavras-chave: Geometria Algébrica, Teoria de Cédigos Corretores de Erros, Cédigos Geométricos
de Goppa.
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CAMARGO NETO, J. A. Improved Geometric Goppa Codes 2022. (# pages) p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we study an improvement for the construction of Geometric Goppa Codes (AG
codes), proposing a less complex construction of a family of linear codes that we will call
Improved Geometric Goppa Codes (GGA-cddigos). To initially approach the basic theory of
error codes and quickly resume the usual construction of so called AG codes. Then we present
a construction of the GGA-cddigos and then through it, we use Klein curve to build examples.
Next, we present the construction of GGA-cédigos on the Hermitian-like curve which is defined
by means of the Hermitian curve, and then we show that a family of Hermitian-like GGA-
codigos exceeded the Garcia-Stichtenoth bound.

Keywords: Algebraic Geometry, Error Correcting Code Theory, Algebraic Geometric Goppa
Codes.
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Introducao

Joao Antonio Camargo Neto
Uberlandia-MG, 30 de Maio de 2022.

A teoria dos cédigos corretores de erros é um campo de pesquisa muito ativo atualmente
em diversas areas do conhecimento: matemédtica, computacao, engenharia elétrica, estatistica
e entre outras. Na transmissao de dados na vida real, as vezes ocorrem problemas como inter-
feréncias eletromagnéticas ou erros humanos (por exemplo, erros de digita¢ao) que chamamos
de ruido e que fazem com que a mensagem recebida seja diferente daquela que foi enviada. O
objetivo da teoria de codigos corretores de erros é desenvolver métodos que permitam detectar
e corrigir estes erros.

A teoria de codigos corretores de erros lineares sobre curvas algébricas (cddigos algébricos
geométricos (cédigos AG)) passou a ser desenvolvida desde o trabalho de Goppa e Tsfasman e
Vladut e Zink em 1981-1982.

Para a construcao dos cédigos AG, sao utilizados divisores das curvas algébricas que sao
construidos por meio dos pontos racionais (ou lugares de grau 1) da curva. Dessa forma, é
importante que a curva possua uma grande quantidade de pontos racionais para que os codigos
construidos apresentem parametros como dimensao e distancia minima satisfatérios.

Os cédigos algébricos geométricos (AG cédigos), introduzidos por Goppa, sdo construidos
escolhendo um conjunto de pontos de uma curva algébrica e o espago de fungoes racionais desta
curva. Os AG codigos possuem bons parametros. Porém, nao existe um procedimento de baixa
complexidade para sua construcao.

Neste trabalho, apresentaremos o método para construcao dos Cdédigos Geométricos de
Goppa Aprimorados (GGA-cédigos), que serdao baseadas nos pontos racionais de curvas, como
a curva de Klein e a curva quase-Hermitiana. Para isso, introduziremos alguns tipos de
sequéncias monomiais, chamadas sequéncias bem-comportadas e quase-bem-comportadas. A
distancia minima nos cédigos de Goppa aprimorados podem ser facilmente determinadas, e,
para distancias especificas, cédigos com maior comprimento podem ser construidos.

Os GGA-codigos possuem grande potencial de substituir os cédigos de Reed-Solomon em
varias aplicagoes, como sistemas de comunicacoes, tecnologia de discos compactos, sistema de
memorias de alta velocidade para computadores, entre outras, por sua menor complexidade de
construcao e também de decodificacao.

No capitulo 1, abordamos a teoria inicial dos codigos corretores de erros, definindo impor-
tantes conceitos que permearao os nossos resultados no decorrer do trabalho. Também iremos
enunciar e mostrar alguns resultados chaves no desenvolvimento da teoria.

No capitulo 2, mostramos a construcao usual dos coédigos geométricos de Goppa, apresen-
tando exemplos de sua construgao.

O capitulo 3, ¢ destinado a apresentagao da construgao dos cédigos geométricos de Goppa
aprimorados, mostrando importantes resultados que serao utilizados no decorrer do trabalho.



No capitulo 4, utilizamos a curva de Klein para aplicar a construcao vista no capitulo 3,
fazendo uma comparagao entre diferentes formas de utilizar o mesmo método de construgao.

No capitulo 5, apresentamos a curva quase-Hermitiana e sao definidos novos conceitos
para otimizar os codigos geométricos de Goppa aprimorados, melhorando seus parametros.

Neste capitulo, mostramos um importante resultado de cédigos que excedem a cota de Garcia-
Stichtenoth.



Capitulo 1

Coddigos Corretores de Erros

Os codigos corretores de erros participam do nosso cotidiano de diferentes formas, como, por
exemplo, quando assistimos programas de TV, falamos ao telefone, ouvimos um CD ou nave-
gamos pela internet. Nestas situagoes estamos utilizando informagoes digitalizadas [7].

Um codigo corretor de erros €, em esséncia, um modo organizado de acrescentar algum dado
adicional a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar, que permita ao recuperar
a informacao, detectar e corrigir erros.

A Teoria de Codigos Corretores de Erros foi fundada pelo matematico Claude Elwood
Shannon, matematico estadunidense conhecido como pai da teoria da informagcao, que publicou
um trabalho intitulado A Mathematical Theory of Communication em 1948, no qual abordava
qual a melhor forma de se codificar a informagao que um emissor queira transmitir para um
receptor.

Inicialmente, os maiores interessados em Teoria dos Cddigos foram os matematicos, que a
desenvolveram consideravelmente nas décadas de 50 e 60. A partir da década de 70, com as
pesquisas espaciais e a grande popularizagao dos computadores, essa teoria comegou a interessar
também aos engenheiros.

1.1 Cobdigo do Robo

Vejamos um exemplo, o qual chamaremos de cédigo do Robo, para ilustrar os principios desta
teoria. Suponha que tenhamos um robd que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de
modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte e Sul), o robd se desloca do centro
de uma casa para o centro da casa contigua indicada pelo comando. Podemos codificar os
comandos, como elementos de {0,1} x {0, 1}, da seguinte forma:

Leste +— 00
Oeste — 01
Norte — 10

Sul — 11

A coluna da direita é chamada cddigo da fonte. Agora, suponhamos que os pares ordena-
dos devem ser transmitidos por radio e que o sinal sofra uma interferéncia no caminho, em
decorréncia deste ruido na informacao, a mensagem 00 pode ser recebida como 01. Com isso,
o robo ao invés de ir para o Leste, iria para o Oeste. Para que isso nao acontega, introduzimos
redundancias nas palavras recodificando-as, para que seja possivel identificar e corrigir os erros.



Podemos recodificar nosso codigo da seguinte forma:

Leste — 00 ~— 00000

Oeste — 01 +— 01011
Norte — 10 ~ 10110
Sul +— 11 ~ 11101

Veja que nesta recodificacao, as duas primeiras posigoes reproduzem o coédigo da fonte e os
trés numeros introduzidos sao as redundancias. Este novo cédigo sera chamado de Cédigo de
canal.

Suponha que se tenha introduzido um erro ao transmitirmos, por exemplo, a palavra 10110,
de modo que a mensagem recebida seja 11110. Comparando essa mensagem com as palavras
do codigo, notamos que nao lhe pertence e, portanto, detectamos erros. A palavra do cédigo
mais proxima da palavra introduzida (a que tem menos coordenadas distintas) é 10110, que é
precisamente a palavra transmitida.

O nosso estudo consiste, entao, em transformar o cédigo da fonte em um cédigo de canal,
sendo possivel a detecgao e corregao de forma mais eficiente.

1.2 Meétrica de Hamming

Seja A um conjunto finito, o qual chamaremos de Alfabeto. O nimero de elementos de A
serd denotado por |A| = ¢. Um cddigo corretor de erros é um subconjunto préprio qualquer
de A" = {(z1,29,...,2,) : ®; € Aji = 1,2,...,n}, para n € N. Até agora utilizamos a
nocao intuitiva de proximidade entre palavras, porém vamos definir uma forma de medir essa
distancia.

Definigao 1.1. Dados dois elementos u,v € A", a distancia de Hamming entre u e v € definida

como
d(u,v) = [{i;u; # v, 1 <i < n}.

Para exemplificar esta definigao, considere A = {0,1} e n = 4:
d(0010,1111) = 3,
d(1010,0101) = 4,
d(1001,1101) = 1.
Proposicao 1.1. Dados u,v,w € A", valem as sequintes propriedades:
i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
i) Simetria: d(u,v) = d(v,u).
ii1) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) 4+ d(w,v).

Demonstracao. i) Temos por defini¢ao que d(u,v) = [{i;u; # v;, 1 <i < n}|, logo, temos
que a distancia serd a quantidade de elementos deste conjunto, desta forma d(u,v) > 0.

ii) Quando calculamos a distincia de Hamming, comparamos coordenada a coordenada das
palavras, dessa forma, independe a ordem que comparamos a i-ésima coordenada das
palavras, ou seja, os conjuntos d(u,v) = [{i;u; # v, 1 < i < n}| edw,u) = [{i;v; #
u;, 1 <i < n}| sao equivalentes.



iii) A contribuicao das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) € igual a 0 se u; = v;, e
igual a 1 se u; # v;. No caso em que a contribuicdo € zero, certamente a contribuicao das
i-ésimas coordenadas de d(u,v) é menor igual a das i-ésimas coordenadas de d(u,w) +

d(w,v) (=0, 1 ou 2).

No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, nao podemos ter u; = w; e w; = v;.
Consequentemente, a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas a d(u,v) + d(w,v) € maior
ou igual a 1, que é a contribui¢do das i-ésimas coordenadas de d(u,v).

A Proposicao 1 nos garante que a distancia de Hamming, como definimos é uma métrica.
Dado um elemento a € A™ e um nimero real ¢t > 0, definimos o disco e a esfera de centro a
e raio t como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a,t) ={u € A" d(u,a) < t},
S(a,t) ={u € A", d(u,a) = t}.

Os conjuntos acima sao finitos pois A™ é finito. O préximo lema nos fornecera as suas cardina-
lidades. Iremos a partir daqui utilizar a notacao usual de niimeros combinatérios:

Lema 1.1. Para todo a € A™ e todo nimero natural v > 0, temos que

pani=> (1) -1

1=0

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que

st = (7)o~

S(a,1) € o conjunto de n-uplas que diferem de a em exatamente i posi¢oes. Podemos escolher
(7) formas as posi¢oes nas quais um elemento de S(a,1) difere de a. A sequir, em cada uma
dessas coordenadas, temos (¢ — 1) escolhas dentre os elementos do conjunto A, jd que $6 nao
podemos escolher o elemento, nessa posicao, do elemento a. Pelo principio multiplicativos,
obtemos o resultado acima.

O resultado seque, observando que S(a,i) N S(a,j) =0 sei # j, e que

U S(a,i) = D(a,r).

Note que a cardinalidade de D(a,r) depende apenas de n, q e .

Definigao 1.2. Seja C' um cddigo de A™. A distancia minima de C' € o nimero
d = min{d(u,v);u,v € C,u # v}.
Por exemplo no cédigo do robo, tinhamos d = 3.

Para calcularmos d, precisariamos calcular distancias, onde M é o numero de palavras

2
do c6digo, o que tem um alto custo computacional. Veremos a seguir uma forma de calcular d,
com baixo custo computacional, quando utilizamos uma estrutura algébrica adicional.

Dado um cédigo C de A" com distancia minima d, define-se kv = [ % }, onde [t]

representa a parte inteira de t € R.



Lema 1.2. Seja C um cddigo com distincia minima d. Se ¢ e ¢ sdo palavras distintas de C

entao
D(¢,k) N D(c k) = 0.

Demonstragao. De fato, se x € C pertencesse a D(c,k) N D(c k), teriamos d(z,c) < k e
d(z,c) < k. Como d(x,c) = d(c,z) pela desigualdade triangular temos que d(c,c) < d(c,z) +
d(zx,c) < 2k. Agora para j,1 € Z, temos pelo algoritmo de euclides que existem q,r € 7 tais
que 7 =1lqg+r, onde 0 <r <, o que implica que [ [%] = j —r e dai seque que,

d(ce,¢) < d(c,z)+d(z,¢) <2k <d—1,
absurdo pois d(c,c) > d.
A importancia da distancia minima d de um cédigo se da pelo teorema a seguir.

Teorema 1.1. Seja C' um cddigo de A™ com distancia minima d. Entao C pode corrigir até

K = [%] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracao. Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do codigo cometermost erros, comt < k,
recebendo a palavra v, entdo d(r,c) =t < k; enquanto que, pelo Lema anterior, a distincia de
r a qualquer outra palavra do codigo € maior que k. Isso determina ¢ univocamente a partir de
r. Por outro lado, dada uma palavra do codigo, podemos nela introduzir até d — 1 erros sem
encontrar outra palavra do codigo, e assim, a detec¢ao do erro serd possivel.

Por exemplo no cédigo do robd como d = 3, é possivel corrigir até k = [%} = 1 erros e
detectar até d — 1 =4 — 1 = 3 erros.

Podemos concluir que um codigo terda maior capacidade de deteccao e correcao de erros
quanto maior a sua distancia minima, portanto é fundamental que calculemos d e que exista

uma cota inferior para este parametro do cédigo. E isto que iremos determinar a seguir.

Definigao 1.3. Seja C C A™ um codigo com distancia minima d e seja kK = [%} O caodigo
C sera dito perfeito se

| D(c, v) = A,

ceC

Um cédigo C' sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais [n, k, d], que sao
respectivamente, o seu comprimento, o nimero de elementos (veremos que em cédigos lineares
representa a dimensao do c6digo) e sua distancia minima.

1.3 Cébdigos Lineares

A classe de c6digos mais utilizada na pratica é conhecida como codigos lineares, a qual iremos
abordar no decorrer do trabalho.
Denotaremos por [F, um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Temos,

portanto, para cada n € N, existe um Fg-espago vetorial Fy = {(a1,as,...,a,) : a; € Fg,i =
1,2,...,n} de dimensao n.
Sejam u,v € Fyy e k € Fy, onde v = (u1,up, ..., uy) € v = (v1,02,...,0,). As operagoes

definidas em IF? serao:
e Soma:
U+ v = (U, U, .., Uy) + (V1,02 .., 0n) = (U + V1, Uy + Vay ooy Uy + V)

Onde a soma de u; +v; € Fy, parai=1,2,...,n é a soma em F,.

6



e Multiplicacao por escalar:

kE-u=k-(uy,uy...,u,) = (k-up,k-us,....k-up)

Note que u; € Fy;7 =1,2,...,n, dessa forma a operagao k - u; € F, ¢ o produto usual de
F,.
Definigao 1.4. Todo subespaco C' C Fy serd chamado cdédigo linear sobre F,.

Sabemos que a imagem de uma transformagao linear é um subespaco vetorial, portanto,
podemos representar os coédigos por meio de uma transformacao linear injetora, veja um exemplo
a seguir.

O cbdigo robd é um cédigo linear, considerando o alfabeto A = [y, conhecido como corpo
de Galois, e o cédigo robo é subespaco vetorial de F5. A transformacao linear que gera o cédigo
robo é

T IF2 — F3
(CL’l,l’Q) — (x17x27x17x1+x27x2>
De fato, veja que:

7(0,0) = (0,0,0,0,0)

7(0,1) =(0,1,0,1,1)

T(1,0)=(1,0,1,1,0)

T(1,1)=(1,1,1,0,1)
Todo codigo linear é por definicao um espago vetorial de dimensao finita. Portanto seja k a
dimensao do cddigo C' e seja (vy, va, ..., v;) uma de suas bases, portanto, todo ¢ € C, pode ser

escrito como
Cc = )\11)1 + >\2U2 +-F /\kvk,

onde \; € F,,i = 1,...,k. Segue daf que o niimero de palavras do cédigo serd M = |C| = ¢*.
E consequentemente,

dimp,C =k = log,q" = log,M.

Definigao 1.5. Seja z € Fy, dizemos que o peso de x €
w(z) = {i;z; # 0)}].
Uma defini¢ao equivalente é w(x) = d(x,0).
Definicao 1.6. O peso de um cédigo linear C' é
w(C) = min{w(z);z € C\{0}}.

Proposigao 1.2. Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Temos que

i) Yo,y € Fy, d(z,y) = w(r —y).

i) d=w(C).

Demonstragao. i) Por defini¢ao temos que Vu,v € Ty, d(u,v) = [{i;u; # v, 1 <i <n}fe,
Vu,v € Fy temos que, w(u —v) = [{i;u; —v; # 0,1 < i < n}|, porém, podemos reescrever
u; —v; # 0 como u; # vy, tornando assim os dois conjuntos iguais, logo, Yu,v € Fy,

d(u,v) = w(u —v).



ii) Para todo par de elementos x,y € C, com x # y, tem-se que z = v —y € C\{0} e
d(z,y) = w(z), logo a distancia minima serd o menor peso de um elemento z assim
construido do codigo.

Veremos agora um resultado que possibilita relacionar os parametros de um (n, k, d)-cédigo
e entao enuciaremos uma cota chamada Cota de Singleton.

Teorema 1.2. Seja C C F, um [n, k,d|-cddigo, com M elementos. Temos que

Demonstracao. Seja C' C F, o cédigo com os parametros dados e considere a projec¢ao
Pr F» — Fn7d+1
: q q
(X1, .., 20) = (g, Tagts- s Tn)-

A restrigao de Pr a C' € injetora, pois se Pr(x) = Pr(y) paraz,y € C, entdo d(z,y) < d—1,
e pela definicio de distancia isto pode acontecer apenas se d(x,y) = 0, e assim temos que
x =y. Portanto, temos que Pr(C) é um subconjunto de F;”d“ com M elementos, dai seque
que M < g0+, O

Corolario 1.1. Cota de Singleton
Os parametros [n, k,d] de um cddigo linear satisfazem a desigualdade

d<n-—k+1.
Demonstracao. Basta observar que em um cédigo linear , M = ¢~, assim

<M md<n—k+1.

1.4 Matriz Geradora de um Caddigo

Considere F, o corpo finito com q elementos e C' C Fj um cddigo linear. Chamaremos de
pardmetros do codigo linear C' a terna de inteiros [n, k, d] onde k ¢é a dimensao de C sobre F, e
d representa a distancia minima de C, que é também igual ao peso de w(C') do cédigo C. Note
que o ntmero de elementos M de C ¢ igual a ¢*.

Seja 8 = {v1, v, ...,v;} uma base ordenada de C' e considere a matriz G, cujas linhas sao
os vetores v; = (Vj1, ..., Vin), ¢ = 1,..., k, isto é
U1 V11 V12 ... Uin
G p— pr— .
Uk Ukl Uk2 .- Ugn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C' associada a base [5.
Considere a transformacao linear definida por:

T:IF’;—>]F2L
r = xG

Se x = (x1,...,x), temos que
T(x) =2G = z1v1 + -+ - + TRV

Logo T' (IF’;) = (. Podemos, entao, considerar IF’; como sendo o codigo da fonte, C' o cddigo de
canal e a transformacao T, uma codificacao.



Note que a matriz G depende da escolha da base, dessa forma nao é univocamente deter-
minada por C.

Podemos também considerar o processo inverso e construir codigos a partir de matrizes
geradoras. Para isso, basta tomar uma matriz cujas linhas sao linearmente independentes e
definir um c6digo como sendo a imagem da transformacao linear:

T:IF’;—>]FZ
z = xG -’

Definigao 1.7. Diremos que uma matriz geradora G de um cdédigo C C F' estd na forma
padrao se tivermos

G = (Idk|A)7
onde Idy € a matriz identidade k X k e A uma matriz k x (n — k).

O teorema a seguir nos garante a existéncia da matriz na forma padrao de qualquer matriz
geradora de um cédigo C', e podemos obté-la por meio de operacoes elementares e permutacao
de colunas.

Teorema 1.3. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora na
forma padrao.

Demonstragao. A demonstragao pode ser vista em [7] nas paginas 92-93.

1.5 Cddigo Dual

Sejam u = (uy,...,u,) € v = (v,...,v,) elementos de Fy, define-se o produto de u e v como
sendo:
(u,v) = ugvy + -+ - + Uy V.
Essa operacgao possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica
<u7 U> = <U7 u>

e bilinear
(u~+ Aw,v) = (u,v) + AMw, v)
(u, v+ Aw) = (u,v) + Mw,v)
(A, v) = (u, \v) = Mu, v)

para todo A € F,.
Seja C' C [y um cédigo linear, define-se o conjunto:

Ct={velF!(uv)=0YueC}
Lema 1.3. Se C' C Fy € um cddigo linear, com matriz geradora G, entao
i) C+ € um subespago vetorial de [y
i) v € C+ & Gat = 0.
Demonstragao. i) Considere u,v € C*+ e X € F,. Temos que para todo v € C
(u+ v, x) = (u,x) + Mv,z) =0
e portanto, u + \v € C*, provando que C+ é um subespaco vetorial de Fy-

i) v € C+ < x € ortogonal a todos os elementos de C' <> x € ortogonal a todos os elementos
de uma base de C, o que € equivalente a dizer que Gx' = 0 pois as linhas de G sdo uma

base de C'.

O subespaco vetorial C+ de [, ortogonal a C', ¢ também um c6digo linear que serd chamado
cédigo dual de C.



Capitulo 2

Cdédigos Algébricos Geométricos de
Goppa

Os cédigos algébricos geométricos, que chamaremos de cédigos AG, foram introduzidos por
Valerii Denisovich Goppa em seu livro Geometry and codes publicado em 1988. Esta classe de
cddigos é muitas vezes chamada de cédigos de Goppa. Como uma motivagao para a construcao
desses codigos, primeiro consideramos os cédigos de Reed-Solomon sobre o corpo finito F,, onde
q ¢ uma poténcia de um primo. Essa importante classe de cédigos é bem conhecida na teoria
dos codigos. Os codigos algébricos geométricos sao uma generalizagao natural do Codigo de
Reed-Solomon.
Maiores detalhes sobre a construgao dos cédigos AG podem ser vistas em [10].

2.1 Corpos de Funcoes Algébricas

Nesta secao, apresentaremos as defini¢oes e resultados basicos da teoria de Fungoes Algébricas,
necessdrias para a construgao dos codigos algébricos geométricos de Goppa [11].
Iremos denotar por K um corpo finito qualquer.

2.1.1 Lugares

Definigao 2.1. Um corpo de fungoes F/K de uma varidvel sobre K é uma extensao F' O K,
tal que, F' é uma extensao finita de K(x) para algum elemento x € F, onde x € transcendente
em K [10)].

Exemplo 2.1. O exemplo mais simples de corpo de funcoes € o corpo de funcdes racionais.
F/K ¢é chamado de racional se F' = K(x) para algum x € F transcende sobre K. Cada
elemento z # 0 € K(x) possui uma representa¢do tinica

z=a le(x)",
onde a # 0 € K, os polinomios p;(z) € K[x] sdo monicos, distintos dois a dois, irredutiveis e
n; € Z.

Definigao 2.2. Um anel de valorizagdo do corpo de fungoes F//K é um anel O C F que satisfaz
as sequintes propriedades

i) KCOCF.

W) V2€F, z€0 ouzt €O.
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Proposicao 2.1. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K. Entdo:

i) O tem um nico ideal mazimal P = O/O*, onde

O*={z € 0|3z € O onde x.z = 1}.

i) Para x € F, ndo nulo, temos: v € P < 271 € O.

iii)

Para K o corpo de constantes de F/K, temos K C O e KNP = {0}.

Demonstracao. i) Primeiro sejax € P e z € O, se zx € O* = Jw € O onde zaxw =1 =

iii)

z(zw) =1=x € O*.

Agora sejam x,y € P. Considere g € F, entao % €0 ou?cO.
Se%EO:>1+§€O:>x+y:y(1+§)EP. Se £ € O ¢ andlogo.
Portanto x + y € P onde temos que P ¢ um ideal.

Mostremos agora que P é maximal.

Seja J um ideal onde P C J C O. Tome x € J/P. Entio x € O*, pois P = O\O*, assim
xx~t € J, pois J € um ideal. Logo1 € J = O C J = J = 0. Portanto P é maximall.

P ¢ o inico ideal maximal de O. De fato, seja J ideal mazimal de O. Se J nao contém
unidades de O, entio J C P = J = P, pois J € maximal. Agora se J possui uma
unidade, entdo J = O.

Portanto P € o unico ideal mazximal proprio de O.
reEP&re0/0"s2d 0"l &0

Seja z € K. Suponha que z & O. Entdo z~' € O pois O é um anel de valoriza¢io. Como
2=t € algébrico sobre K , existem elementos ay, . ..,a, € K coma,(z7") +-++a;z71+1 =
0, consequentemente 2~ (a,(z71)" "' +---+a;) = —1. Portanto z = —(a, (7)1 +-- -+
a; € K[z7'] C O entao 2 € O. Temos uma contradi¢io pois assumimos que z ¢ O .

Mostramos assim que K C O. A intersec¢dgo K N P = {0} € trivial.

Definicao 2.3. 1. Um lugar P de um corpo de fungoes F/K € o ideal mazimal de algum

2.

anel de valoriza¢io O de F/K. Todo t € P tal que P = tO é chamado de um elemento
primo de P (outras notagoes sao parametro local ou varidvel uniforme).

Pr ={P;P é um lugar de F/K}.

Definicao 2.4. Uma valoriza¢do discreta de F/K é uma fungio v : F — Z U {oo} com as
sequintes propriedades:

i)
i)
iii)
iv)
v)

v(r) =00 <z =0.

v(zy) =v(x) +v(y),Ve,y € F.

v(xz +y) > min{v(z),v(y)},Vo,y € F.
dz € F, tal que , v(z) = 1.

v(a) = 0,Ya € K ndo nulo.

Defini¢ao 2.5. Para todo lugar P € Pr associamos uma fungdio v, : F — Z U {0}. Escolha
t um elemento primo de P. Entao para todo z € F nao nulo, temos uma unica representagao
z=1t"u comu € O* en € Z. Defina vp(z) =n e vp(0) = 0.
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2.1.2 Divisores

Defini¢ao 2.6. O grupo de divisores de F/K € definido como o grupo abeliano livre que é
gerado pelos lugares de F/K, denotado por Div(F). Os elementos de Div(F') sao chamados
divisores de F/K. Ou seja, um divisor é uma soma

D= anP

PE]P)F
com np € Z, quase todos nulos.

Definicao 2.7. O suporte de D ¢é definido como
supp(D) = {P € Pg|n, # 0}.

Podemos também escrever o divisor como

D:Z’I’LPP,

pesS

onde S C Pp é finito com supp(D) C S.
Um divisor da forma D = P com P € P ¢é chamado divisor primo. Considere D = > npP
e D' =" npP asoma de divisores é definida como

D+D =) (np+np)P

O elemento neutro do grupo de divisores Div(F') é o divisor 0 =} pp rpP, onde 1, = 0,VP €
Pg.

Para Q € Pre D = ) pp, npP € Div(F), definimos vg(D) = ng. Assim supp(D) =
{P € IP)F|UP(D) 7é 0} e D= ZPE]P’F Up(D)P

Com isso definimos uma ordem parcial para os divisores de F"

D <Dy & Up(Dl) < UP(DQ),VP € Pp.
Definigao 2.8. O grau de um divisor é definido por gr(D) = pcp, vp(D)gr(P).
Definicao 2.9. Um divisor D > 0 é chamado positivo ou efetivo.

Definicao 2.10. Seja z € F e P € Pr. Dizemos que P € um zero de z se, e somente se,
vp(z) > 0. P € um polo de z se, e somente se, vp(z) < 0. Sevp(z) =m >0 P ¢é dito um zero
de z de ordem m. Se vp(z) = —m < 0, P € dito polo de z de ordem m.

Um elemento z € F' nao nulo tem somente uma quantidade finita de zeros e pélos em Pp.
Assim podemos definir:

Definigao 2.11. Sejam x # 0 € F e Z (respectivamente N ) o conjunto de zeros(respectivamente
polos) de x em Pr. Definimos

(x)o = Z vp(x)P, o divisor de zeros de .

PeZz

()0 = Z(—vp(x))P, o dwisor de pdlos de .

PeEN

() = ()0 — (2)ao 0 divisor principal de x.
Veja que (z)g > 0, (7)o > 0 e () = Y pep, vr(T)P.
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Definigao 2.12. O conjunto dos divisores Princ(F) = {(z) | 0 # x € F} € chamado de
conjunto de divisores principais de F/K.

Note que (zy) = (z) + (y), Vx,y € F nao nulos, temos entdao que Princ(F) é subgrupo de
Div(F).

Dois divisores D, D" € Div(F) sdo chamados de divisores equivalentes se D = D' + (z),
para algum (z) € Princ(F).

Definigao 2.13. Para um divisor A € Div(F'), definimos o espago de Riemann-Roch associado
a A por:
L(A)={x € F|(x) > —A} U{0}.

Podemos interpretar essa definicdo analogamente como o conjunto de (z) € F, tal que,
(x) + A é efetivo.

A partir daqui enunciaremos alguns resultados para o desenvolvimento da teoria, porém
omitiremos algumas demonstragoes, que podem ser encontradas em [10].
Lema 2.1. Sejam A,B € Div(F) com A < B. Entio L(A) C L(B) e dim(L(B)/L(A)) <
gr(B) — gr(A).
Proposicao 2.2. Para cada divisor A € Div(F'), L(A) é um espago vetorial de dimensdo finita
sobre K.

Definigao 2.14. Seja A € Div(F), o inteiro [(A) = dim(L(A)) é chamado de dimensdo do
divisor A.

Teorema 2.1. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: seja x € F/K e
(x)o, respectivamente (), 0 divisor de zeros, respectivamente o divisor de polos de x. Entdo:

gr(x)o = gr(z)e = [F: K(z)].
Definigao 2.15. O género g de F/K € definido por

g = max{gr(A) —1(A) + 1; A € Div(F)}.

2.1.3 Teorema de Riemann-Roch

Nesta segao, F//K denota um corpo de fungoes algébricas de género g. Mais detalhes podem
ser vistos em [§].

Definigao 2.16. Para A € Div(F), o inteiro
i(A) =1(A) —gr(A)+g—1
¢ chamado indice de especialidade de A.

O teorema de Riemann nos diz que i(A) ¢ um inteiro ndo negativo e que i(A4) = 0 para
gr(A) suficientemente grande.

Definigao 2.17. Um adele de F/K € uma aplica¢io o : Pp — F, P — ap, tal que ap € Op
para quase todo P € Py.

Consideramos um adele como um elemento do produto direto [] pep, £ € portanto usamos
a notagdo a = (ap)pepy, ou ainda, a = (ap).

O conjunto Ar = {o;a é um adele de F//K} é chamado de espago adele de F/K. Este
conjunto é considerado um espago vetorial sobre K. O adele principal de um elemento x € F'
¢é o adele cuja totalidade das componentes sao iguais a x, o qual faz sentido, pois x tem no
maximo finitos polos.

A definicao de adele principal nos fornece um mapeamento F' +— Ap, e a funcao valorizagao
v, de F'/K é naturalmente extendida para Ap por vp(a) = vp(ap), onde ap é a P-componente
do adele . Por definigao, temos vp(a) > 0 para quase todo P € Pp.
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Definigao 2.18. Para A € Div(F') definimos:

.AF(A) = {Oé S AF;UP(()[) > —UP(A),VP € Pr
o K-espago de Ap.
Teorema 2.2. Para cada A € Div(F), o indice de especialidades de A é dado por:

i(A) = dim(Ap/(Ar(A) + F)).
Demonstracao. Ver em [11, Pags. 35-36]. O

Corolario 2.1.

g = dim(Ap/(Ar(0) + F)).
Demonstracéo.
dim(Ap/(Ap(0) + F)) = i(0) = 1(0) —gr(0) + g —1=yg
isto porque (0) = 1 e gr(0) = 0, O
Podemos entao escrever:

I(A) = gr(A) + 1 — g + dim(Ap/(Ap(A) + F)).

2.2 Cbdigos AG

Vamos primeiramente construir o Reed-Solomon generalizado, através de uma aplicacao linear,
sobre um corpo finito F,.

Sejam n = ¢ — 1 e B € F, um elemento primitivo do grupo multiplicativo Fy, isto ¢,
Fy = {8,8°%,...," = 1}. Para um inteiro k¥ com 1 < k < n considere o espaco vetorial
k-dimensional

Ly ={f € Fo[X]lgr(f) <k —1}

e a aplicagao avaliagao, ev : Ly — Fy, definida como

ev(f) = (f(B), f(B),.... f(B")) € Fy.

Note que esta aplicacao é F,-linear, isto é, que ev(f + g) = ev(f) + ev(g) onde f, g € F [X]
e que ev(af) = aev(f) com a € F,. A primeira igualdade acontece pelo fato de que em F,[X]
vale (f + g)(z) = f(x) + g(x), portanto, basta que separemos termo a termo e reorganizemos
obtendo ev(f) + ev(g), ja a segunda igualdade ocorre pelo fato de (af)(x) = af(x), portanto
colocando o em evidéncia concluimos que valem as duas igualdades e portanto a aplicacao ev
¢, de fato, F,-linear.

Além disso a aplicagao é também injetiva, isto porque um polindémio ndo nulo f € F,[X] de
grau < n possui menos que n raizes distintas. Com isso garantimos que a aplicacao ev define
um [n, k|-cédigo

Ce = {(f(B), F(B), -, F(BIIf € L}
Este cédigo é um cédigo de Reed-Solomon (cédigo RS). O peso das palavras 0 # ¢ = ev(f) € Cy

¢é dado por .
= n—[{ie{l,...,n}; f(5') = 0}
> n—gr(f)>n—(k—1).
Portanto a distancia minima d de C), satisfaz d > n + 1 — k, por outro lado, a cota de
Singleton nos garante que d < n+ 1 — k portanto d = n+ 1 — k, sendo dessa forma um cédigo
MDS sobre F,.

Para introduzirmos a noc¢ao de cédigos algébricos geométricos, fixaremos as seguintes notagoes:

w(c)
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F/F, é um corpo de funcoes algébricas de género g.

P, P, ..., P, sdo lugares distintos dois a dois de F//F, de grau 1.
L D:P1+P2—|——|—Pn
e G ¢ um divisor de F/F,, tal que, suppG NsuppD = 0 .

Definicao 2.19. Um cddigo algébrico geométrico (ou cidigo AG) Cr(D,G) associado aos
divisores D e G € definido por

Ce(D,G) ={(f(R),.... f[(P)|f € L(G)} C Fy.

Note que esta defini¢ao faz sentido, pois para f € L(G) temos vp, (f) >0 (i =1,...,n), pois
supp GNsupp D = (). A classe residual f(P;) de f médulo P; é um elemento do corpo da classe
residual de P;. Como gr(P;) = 1, esse corpo de classes residuais ¢ F,, portanto f(P;) € F,.

Assim como no exemplo inicial, consideremos a aplicac¢ao avaliacdo evp : L(G) — F , dada
por

evp(z) = (x(P1),...,xz(P,)) € Fy.

Esta aplicagao ¢ F,-linear, analogamente ao que fizemos no caso do cédigo de Reed-Solomon
e, Cr(D,G) é a imagem de L(G) sob esta aplicagdo. Veja que a construgao do cédigo de
Reed-Solomon generalizado é um caso particular desta defini¢ao, escolhendo apropriadamente
o corpo de funcgoes e os divisores. O teorema a seguir nos mostrard porque estes codigos sao
interessantes, pois podemos calcular seus parametros através do Teorema de Riemann-Roch e,
além disso, conseguimos obter uma cota inferior para a distancia minima.

Teorema 2.3. Cr(D,G) é um |n, k,d|-cédigo com parametros
k=I1G)—U(G—-D)ed>n—gr(G).

Demonstracao. A aplicagiao avaliagio € linear e sobrejetiva de L(G) para Cz(D,G) com
nicleo
Nuc(evp) = {f € L(G)|vp,(f) >0 parai=1,...,n} = L(G — D).

Segue do teorema do nicleo e da imagem que k = dimCr(D,G) = dimL(G)— dimL(G—D) =
I(G)—U(G—D). A afirmagao sobre a distancia minima d faz sentido somente se considerarmos
Cr(D,G) # 0, portanto assumiremos isto. Tome um elemento f € L(G) com w(evp(f)) = d.
Entao exatos n — d lugares P;,, ..., P; _, no suporte de D sao zeros de f, entdao

—d
f#0e L(G—(P,,...,P, )
Concluimos entao que
0<gr(G— (P, B, y)) = g7(G) —n+d
Portanto d > n — gr(G).

Coroldrio 2.2. Suponha que o gr(G) < n. Entio a aplicagao avaliagao evp : L(G) —
Cr(D, Q) € injetora, e temos:

i) Ce(D,G) é um |n,k,d|-cédigo com
d<n—gr(G) ek=I1(G)>gr(G)+1—g

. Portanto
k+d>n+1-—g.
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ii) Se 2g —2 < gr(G) <n entio k = gr(G)+1—g.
iii) Se {f1, fay..., fu} € uma base de L(G) entao a matriz
1
2

)
filP) fi(Py) ... fi(Pa)
f2(Pr) P

Py) fo

o ) BAR)

¢ uma matriz geradora do codigo Cr(D,G).

Demonstracao. A demonstrag¢ao pode ser vista na pdgina 50 em [10)].

2.3 C(Coddigos AG sobre a curva Hermitiana

Nesta secao, iremos mostrar uma construcao de cédigos algébricos geométricos sobre a curva
Hermitiana. Esta classe de codigos sao exemplos interessantes de cédigos AG, porque a curva
Hermitiana é uma curva maximal, e este tipo de curva tem se mostrado fundamental para a
obtengao de cédigos AG com bons parametros, para maiores detalhes ver [10].

Primeiramente, vamos relembrar algumas propriedades do corpo de funcoes H da curva
Hermitiana. H ¢ o corpo de funcoes sobre F,2 e pode ser representado por

H=Fpe(z,y)
com equacao afim dada por
yq +y= $q+1
O génerode H é g=q(qg—1)/2, e H tem N =1+ ¢* lugares de grau um, sendo eles:

1. O tnico polo comum @), de z e y.

2. Os pares (a,3) € F2 x F2 com 7+ = ™, com isso hd um tnico lugar P, 53 € Py
tal que (P, p) = a e y(Pap) = B.

Observe que para todo « € F 2, existem ¢ elementos distintos 8 € Fp2 com 7 + 3 = a7,
este nimero ¢é a fibra da funcdo trago. Portanto o niimero de lugares P, g é ¢°.

Definicao 2.20. Para r € Z definimos o codigo
Cr = CE(D7 rQoo);

D= > Pug

BI4-B=qa+t1

onde

¢ a soma de todos os lugares de grau um (exceto Q) do corpo de funcoes Hermitiano H/F .
Os codigos C,. sao chamados cédigos Hermitianos.

Os cédigos Hermitianos possuem comprimento n = ¢> sobre o corpo Fp2. Para r < s nds
temos, claramente, que C,. C C,. Primeiramente vejamos alguns casos triviais. Para r < 0,
L(rQs) = 0 e consequentemente C, = 0. Parar > ¢* +¢* —q¢—2 = ¢® + (29 — 2), o teorema
4.2 e o teorema de Riemann-Roch nos garante que

dim C, = l(rQw) — (rQw — D)
— 19 (- +1-g)=¢=n

Dessa forma, nos resta estudar o caso onde 0 <r < ¢*+¢* —q — 2.
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Proposicao 2.3. O cidigo dual de C,. é

CT+ - Cq3+q2_q_2_7‘.
Portanto C, € auto-ortogonal se 2r < ¢*+q¢*—q—2, e C, € auto-dual parar = (¢*+q¢*—q—2)/2.
Demonstracao. Ver em [?, Pag. 29/).
Agora vamos determinar os parametros de C,.. Consideremos o conjunto I dos polos de ),
isto é:
I={n>0|z€H;(2)0 =nQx}

Para s > 0 defina
I(s) ={n € Iln < s}.

Entao |1(s)| = l(sQ), € pelo teorema de Riemann-Roch
[I(s)l =s+1—q(g—1)/2

para s >2g—1=g¢q(¢g—1)— 1.
Podemos ainda descrever I(s) da seguinte forma:

I(s)={n<sln=ig+jlg+1)comi>0e0<j<qg-—1}.

Portanto,
11(s)] = [{(i,j) € Ng x No|j < g—1eig+s(g+1) <s}|.

Proposicao 2.4. Suponha que 0 <1 < ¢+ ¢*> — q — 2. Entdo seque que:
i) A dimensao de C,. é dada por

: B l[I(r)]  para 0<r<g®
dzmc’“_{ ¢ —(s)| para ¢ <r<¢+¢—q—2

ondes=¢@+¢@—q—2—rellr)={necln<r}.
i) Para ¢> —q—2 <r < ¢, temos que
dim C. =r+1—q(qg—1)/2.
iii) A distancia minima d de C,, satisfaz
d>q¢ —r
Demonstracgao. i) Para 0 < r < ¢ o coroldrio 4.3 nos garante que
dimC, = dimL(rQx) = |1(r)|.

Para ¢ <r < @+q¢>—q—2, temos que s = > +¢*—q—2. Entio 0 < s < @?—q—2 < ¢>.
Pela proposicao 4.8, obtemos:

dimC, = ¢* — dimC, = ¢* — |I(s)].
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i) Para ¢> —q—2 =29 —2 <1 < ¢, pelo coroldrio 4.3, temos
dimC, =r+1—g=r+1—¢q(¢g—1)/2.

iii) A desigualdade d > q* — r seque do teorema 4.3.

Exemplo 2.2. Vamos construir a matriz geradora do codigo Hermitiano, sobre Fz2 e, toma-
remos r = 10. Primeiramente vamos construir a extensao Fg, para isso considere o polinomio
2% + 2 + 2 € F3 irredutivel, seja o a raiz deste polindmio, os elementos de Fy serdao portanto,

Fo={0,1,2,a,a+ 1, + 2,20, 2 + 1,20 4 2}

Para calcularmos os pontos do corpo que pertencem a curva Hermitiana, considere o sequinte
quadro com a norma e o traco de cada elemento.

Elemento | Traco | Norma
0 0 0
1 1 2
2 1 1
o 2 1
a+1 1 0
o+ 2 2 2
2av 2 2
20 + 1 2 1
200 + 2 1 0
A curva hermitiana € definida por
yq +y= $q+1

Portanto queremos (r,y) € IF§2 tal que y? +y = x9L, isto € equivalente a encontrarmos
elementos cujos traco e norma sao 1guais.
Dessa forma os pontos da curva sao:
H o= {(0,0);(0,a+1); (0,20 +2); (1,2); (1, ); (1, 200 + 1); (2, 2); (2, 2a + 1); (2, a);
(o, 1); (o, a4+ 2); (o, 200); (¢ + 1,2); (o + 1a); (e + 1, 2a+ 1); (a+ 2,1); (o + 2, a + 2);
(o +2,20a); 2, 1); 2o, a + 2); (20, 2a0); (2 + 1,1); (20 + 1, o + 2); (20 + 1, 2a);
(2a+2,2); 2a+2,0); 2a+2,2a+ 1)} U{Px =(0:1:0)}
Devemos agora calcular o espaco de Riemann-Roch:
L(10P) ={f € F(X,Y): (f) +10Q« > 0}
Utilizando as propriedades da valorizacao, obtemos o sequinte conjunto:
L(10Py) = {1,z,y, 2%, y*, xy,2°, 2%y}

Entao, basta que apliquemos os pontos da curva nas fungoes encontradas. Considere o conjunto
H como um conjunto ordenado dos pontos da curva:

1 1 1 1 1 ... 1 1 1 1 1
0 0 0 11 204+1 2a+1 2a+2 2a+2 2a+2
0 a+1 2a+2 2 « o+ 2 2c 2 « 200+ 1
a— 0 0 0 11 20+ 2 20+ 2 2 2 2
0 a+1 20+2 2 a ... a+2 2c 2 o 20+ 1
0 0 0 2 « a+1 1 a+l a+2 «
0 0 0 11 o « a+l a+1 o—+1
0 0 0 2 « 2a 20+ 1 1 200 o+ 2
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A matriz G € a Matriz Geradora do codigo Hermitiano sobre o corpo Fs2 com r = 10. Podemos
também explicitar um intervalo para a distancia minima do codigo construido acima através
das sequintes desigualdades vistas anteriormente:

gr(G)

d n—
d ¢ —r

IV A

Comon =27, gr(G) =q+1=4, ¢ =3%=27 er =10, temos:

17 < d < 23.
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Capitulo 3

Cdédigos Geométricos de Goppa
Aprimorados

Neste capitulo estudamos as construgoes feitas nos artigos [2], [1] e [3].

3.1 Construcao

Seja [F, o corpo finito com ¢ = p” elementos, onde » € Z com r > 1 e p é um primo. Sejam
também ;" o m-espago dimensional afim sobre F, e seus pontos racionais sao escritos na
forma (T, Tpm-1,..., T2, x1),com xp € Fy, para k = 1,...,m. Seja S := {fi1, fo,..., fi} um
conjunto de polinémios irredutiveis de m varidveis sobre F,. Seja LS = {P}, Ps,...,P,},
o conjunto das raizes dos polinomios de S, LS é chamado conjunto de localiza¢ao. Dado
um conjunto de localizacao LS, cada monomio ou polinomio f é associado a uma n-upla
(f(P), f(Ps),...,f(P,)), este vetor é chamado de vetor de valorizacao de f em LS. Iremos
utilizar os termos monomios ou polinomios para nos referirmos ao seu vetor de valorizacao
correspondente. O monomio f.g e o polinomio f + g sao associados aos vetores de valorizacao,
respectivamente:

(f(P)-g(Pr), f(P2) - g(Pa), ..., f(Pn) - g(Pn)),
(f(P) +g(P), f(P) +g(P), ..., f(Pn) +g(F)).

Dizemos que um monomio g = x'm . . .xlf ¢ nao-degenerado se i; < ¢, paratodoj =1,...,m,
caso contrario, dizemos que ele ¢ um mondémio degenerado [3].

Definiremos o peso de um monomio baseado apenas no conjunto de localizagao LS. Cada
variavel x, serd associado a um inteiro w(z,), o qual serd chamado peso de z,. Definimos

m
w(am . 2l = Zi#w(xu).
pn=1

Claro que w(1l) = 0.
Os pesos w(z,) para 1 < 1 < m devem ser consistentes, isto é, para cada equagao contendo
todos os pontos de LS, devem haver ao menos dois monoémios com o mesmo peso maximal.

Exemplo 3.1. Considere a curva ziz) + 23 + 19 = 0, se w(xg) = 2 e w(zy) = 3, entdo esta
equacao possui dois monomios com o mesmo peso marimal:

3,y — Q0 — 3
w(zyr) =9 = w(zy).
Portanto os pesos sao consistentes.
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Exemplo 3.2. Considere a curva dada pela equacio x3 + 3 + 2§ + 2223 = 0 e defina 0s pesos
w(xs) =4, w(zy) =2 ew(zry) =1. Veja que

w(x%) = w(xsf) = ’UJ(.T%Ig) = 8.
Dessa forma os pesos sdo consistentes.

Podemos resumir as condigoes para que os pesos sejam consistentes da seguinte forma:
Suponha que todos os pontos de LS satisfacam a equacao abaixo

h s
Z Z AsvGsy = O;

s=1 v=1

onde as, € Iy, gs,41 € um fator de g, , e

m
— 7:77
gsv = | | T,
p=1

Entao, entre os seguintes pesos

m m m
Z i171,uw(xu)7 Z Z.Q,l,uw(xu)a S Z ih,l,uw@u)
u=1 pn=1 pn=1

existem pelo menos dois termos com o mesmo valor maximal.
Os exemplos a seguir ilustram as defini¢oes acima.

Exemplo 3.3. Considere a equacao
P+t +r+ 2yt ety +y=0

sobre Fy.

Nesta equacdo, os termos x* e x sdo fatores de x®, além disso, xy?, y3, v, y* sdo fatores
de x?y*. Portanto existem dois termos, x° e x*y* com o mesmo peso maximal. Temos entdo
que, 3w(x) = 2w(x) + 4w(y). Resolvendo a equagdo para w(z) e w(y), encontramos w(x) = 4
e w(y) = 1 satisfazendo as condigoes vistas acima.

2

Exemplo 3.4. Considere as sequintes equacgoes

x%—l—x%—kxg =0
s+ a?+x = 0.

Entre os polinomios da primeira equacao, devemos ter ao menos dois que possuam o mesmo
peso mazimal. Entao 3w(xs) e 2w(xg) devem ser iguais, logo, 3w(xs) = 2w(xe). De forma
andloga, da sequnda equagao devemos ter que 3w(xza) = 2w(xy).

Das equagoes acima, concluimos que w(xy) = 9, w(za) = 6 e w(zrs) = 4, satisfazendo as
condi¢oes necessdrias acima, para termos pesos consistentes.

A seguir definimos uma ordem lexicografica de monomios, referida como a ordem total de

monomios.
Definicao 3.1. Considere os monémios xim ... x%, zim . a7t
m 17 “%m 1
J1

Dizemos que xim ... x7 < xlm ..oy se:
; i i1 j J1
i) w(xhm . o.xl) <w(xlr ... x7") ou
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i) wzim ) =w(@in )i, =g, para 1< p<v—1ei, <j,
m 1 m 1 H M

Exemplo 3.5. Considere 0s monomios r3xox? e x3x? nas varidveis 1, To € x3. Sejam w(ws) =
3L2Ty 2471 )
2, w(xe) =3 e w(zxy) = 4. Note que

w(adrr]) = w(rie]) = 17,iy < j»

Entdo xizex? <, x3x3.

Dado um conjunto S, seja H = {hy, ho, ..., h,} a sequéncia de todos os monémios nao-
degenerados, linearmente independentes moédulo S, ordenados com a ordem total.

Exemplo 3.6. Considere a curva dada pela equagao y*+ 2% +x = 0 sobre Fy e defina w(z) = 3
e w(y) = 2. Note que x® ¢ H, pois x> = 12z + 2°, onde y*v <; 2> e 2% <; 23, portanto 2° é
linearmente dependente maodulo S.

Definimos o conjunto

W = {w(hi),w(hs), ..., w(hy)},

onde w(hz) S w(hi+1).

Denotamos h; ; 0 monomio nao-degenerado produto de h; por hy, utilizando a relagao xf, =
Z,, ou seja, hi,j = hz . hj.

O lema a seguir nos permite calcular o peso de h; ;.

; J—Y i1 ] J1 i
Lema 3.1. Sejam h; = ;... 27 e h; = xlm ... x1'. Entdo

w(hig) = w(hi) +w(hy) = (@ —1) Y w(z),

onde o somatorio € feito por todos os i, tal que, i, + 7, > q.

Demonstracao. Sejam h; = i, ..., x' e h; =xm, ... 21", entdo
_ i i1 j J1
hij = (o, .2 ) (e, aq')
— im+J 11471
= (almtim o x]TN).

Se i, + j, < q entio w(zy ") = (i, + j)w(x,) = iw(z,) + jaw(z,).

Se i, + ju > q, entao temos que i, + j, —q > 0, portanto podemos escrever

ptju tptjutqg—q
xu —_— xu . .
_ q e tIin—aq
= Tt
_ tutin—q
= T,7 .
Assim temos que
tptiuy tptiu—q
w(zy ™) = w(z. )

= wla,) (e

= w(zy ™) +w(e,?) + w(z,)

= (i# + ju)w(xu) - qw(x#) + w(a:“)
= iuw(xu) + juw(xu> —(¢— 1)“’(5%)'

Portanto, w(h; ;) = w(h;) +w(h;) — (¢ — 1) > w(z,) onde o somatorio € feito por todos os i,
tal que, i, + . > q.
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Exemplo 3.7. Considere dois mondmios linearmente independentes h; = x3x? e h; = xjx?

sobre Fg. Neste caso ias + jo =9 > 8 = q. Além disso

_ 5.2 4.3 _ .95 _ 25 1
hi - hj = 2527 X 2507 = 2507 = 2577 = hy ;.

Entao,
w(h; ;) = w(argx?) = 2w(xq) + bw(zy).

Por outro lado,

w(h;) +w(h;) = 5w(zs) + 2w(zr) + dw(zs) + 3w(zy)
= Jw(xg) + dw(xzy).

Dessas duas expressoes acima, observe que
w(h; ;) = w(h;) +w(h;) — Tw(xs)
como visto no Lema[3.1.

Seja L(r) o espago linear sobre F, gerado pelos r primeiros monémios de H. Pela construgao
de h,1 segue que
hyi1 € L(r+1) — L(r).

Se um monoémio h € L(r + 1) — L(r) e w(h) = w(h,41), dizemos que os monoémios h e h,
sao consistentes e denotamos h ~ h, 1.

Considere as variaveis u,v,4,j, taisque 1 <u<i, 1 <v<jeu+v<i+].

Essas condigoes podem ser representadas de forma simplificada por (u,v) < (4, 7).

Definicao 3.2. Seja h;; um monomio tal que
w(h;) +w(hj) < W, :=w(hy)
e hij ~ hpy1. Se para todo (u,v) < (i,§) er’ <r+1, temos que
hu,w € L(r') — L(r' = 1),

entao h;; € chamado termo bem-comportado de H ou também chamado termo bem-comportado
consistente com h,q.

Mostraremos a seguir que o numero de termos bem-comportados consistentes com h, 1
é um parametro muito importante. O conceito introduzido aqui, ajuda a gerar mais termos
bem-comportados para a construcao de sequéncias com tais monomios.

Definicao 3.3. Seja H uma sequéncia de m monomios linearmente independentes. Se para
cada monomio h; ;, tal que

w(h;) +w(hj) < Wy, = w(hy,)

tivermos
hij € L(r +1) — L(r).

Ehy1 <¢ hij ouw(hyg1) = w(h; ), entao H é chamada sequéncia bem comportada do conjunto
de localizagao LS.

Estaremos interessados apenas em sequéncias bem-comportadas.

Teorema 3.1. Seja H uma sequéncia de n monomios linearmente independentes ordenados
com a ordem total, entado H € uma sequéncia bem-comportada.
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Demonstracao. Seja h; ; um monomio tal que

w(hi) +w(h;) < W = w(hn)

hij € L{r +1) = L(x).

Primeiramente temos que h; ; € H'. Temos também que hi; € linearmente dependente aos seus
monomios prévios ou h; ; = hy41, pois h; ; € L(r +1) — L(r).

Se h;j = hy41 entao w(h; ;) = w(h,41), por outro lado, se h;; for linearmente dependente
aos seus mondémios prévios, pela ordem definida em H e pelo fato de hi; ser linearmente
dependente a h,41 (pois estd em L(r +1) — L(r) ) temos que hy+1 <¢ hi ;.

O exemplo abaixo ilustrard as definigoes dadas acima.

Exemplo 3.8. Seja LS as raizes da sequinte superficie em um espaco tridimensional afim:
r3+ xory =0 sobre Fy.

Defina w(zs) =2 e w(xe) = w(xy) = 1. Construindo H e W como definidos acima, temos os
sequintes conjuntos

_ 2 2 3 3 2 2 2 2 2 3
H = {17 X2,X1,T3,To,T1,T3T2, Ty, T3X1, Ty, x37 XT3Ty,L3T, I’3.1f2, x3x17 1:3}

W =1{0,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,5,5,61}.

Considere a sequinte representacdo matricial, onde em cada coordenada (i,7) estardo os

elementos h; j = h; - hj. Cada mondémio h;; serd representado por um vetor (abc) que denotam

a,.b,.c
T3Toy.

(000) (010) (001) (100) (020) (002) (110) (030)
(010) (020) (011) (110) (030) (012)

(001) (011) (002) (101) (021)

(100) (110) (101) (200) ...

(020) (030) (021) ...

(002) (012)

(110)

Note que pela equacdo da superficie temos que

has = (011) = hy, hyy = (020) = hs

e como (2,2) < (2,3), seque pela Defini¢ao que o monomio hgz nao € um termo bem-
comportado. Efdcz'l ver que a sequéncia H estd definida com a ordem total, e seus monomios
sao linearmente independentes, entdo pelo Teorema (3.1, H é uma sequéncia bem-comportada.
Além disso, note que hog = (011) = hy e pela ordem total, temos que hy <; ha3.

Dada uma sequéncia H bem-comportada construida sobre um conjunto LS, podemos definir
um cédigo linear da seguinte forma.

Sejam as matrizes,

%

M -

hg « hv1
H, = ) e H, )

: —

hy b
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onde EZ = (hi(P1),hi(Py),...,hi(Py)),paral <i<rer+1<wv <--- <. Temos que H;}
serd a matriz teste de paridade de um cédigo C, C Fyn, estes codigos serao chamados Cddigos
Geométricos de Goppa Aprimorados (GGA-cidigos). Note que se [ = 0, temos que H, = H*
serd a matriz teste de paridade do cédigo Geométrico de Goppa usual.

Iremos a partir de agora descrever um método simples para determinar a distancia minima
de um codigo linear definido por H;:.

Definicao 3.4. Seja r um vetor recebido, ¢ uma palavra de C, e e o vetor erro. Temos entao
que r = c + e. Defina as sequintes sindromes:

s >
S; — hz . I't e Si,j = hi,j . I‘t.
Pela definicao de C,., temos
- .
s; = h; - €', para i =1,2,...,r,v1,...,1
e
—
t
Si7j:hi7j'e, se hi,j GL(£7U1,...,UZ).
Dizemos que s; para i = 1,2,...,r e S;; para h;; € L(r) sao sindromes primitivas conhe-
cidas. Além disso, s; para i = vy,...,v e S;; para h;; € L(r,vi,...,v) e h;; ¢ L(r) sao

chamadas sindromes suplementares conhecidas.
Quando e = 0, as sindromes conhecidas sao iguais a 0. Qualquer outra sindrome é chamada
sindrome desconhecida.

Como h;, ¢ L(r) e h. ., € L(r+1), isto é, h,41 e h.,, sdo consistentes, temos que s, e

/ NN N t ‘ Y : : ! ‘ ; :
S, = h,,; - T' também sdo consistentes, ou seja, s, ; ¢ uma sindrome consistente de s,;; ou

somente sindrome consistente. Podemos escrever s, ; da seguinte forma:

r+1

/
Spp1 = E Q;Si,

i=1
onde a,;1 # 0.
Com estas definigoes temos o seguinte Lema.

Lema 3.2. Ses;=0paral <i<r+1, entdos;H:O. Ses;=0paral <i<r, es. 1 #0,
entdo s, # 0.

Demonstracao. O resultado seque diretamente da Definicao de s, ;.

Para obtermos resultados importantes sobre os codigos que iremos construir, serao ne-
cessarias algumas defini¢oes adicionais.

Definicao 3.5. Seja
ann = (wi,j)7

onde wy, = wy1 = w(hy) e w;; = w;1 +wy ;. Sejam também,
ann - (hi,j)nxnu

Spxn = (Si,j)nxn € Sm = (Si,j)1§i§r+1,1§j§r+1'

Definigao 3.6. Definimos N(h,) = N, como o nimero de h;; bem-comportados, consistentes
com h,.

25



Segue da definicao de H, o seguinte resultado:

Lema 3.3. Em H,,, se h;; ~ h, e h;;j € bem comportado, entdo para todo (u,v) < (i,7),
temos que hy, € L(r).

Demonstracao. A demonstragio seque das Definigoes|3.2 e|[3.5

Com isto, veremos os resultados a respeito da distancia minima dos cédigos que iremos
construir.

Teorema 3.2. Seja r igual a palavra do cddigo ¢ := (¢1,¢9,...,¢,). Se s.41 # 0, entao
w(c) > Nyyq.

Demonstragao. Temos que

t t t
5171 SLQ e Sl,r+1 h171 - C h1’2 - C e h1’r+1 - C
t t t
— 52,1 5272 N 52,r+1 h271 - C h272 - C e h2,r+1 - C
Slr+1) — —
t t t
Sr+1,1 Sr+1,2 ce Sr+1,r+1 hr+1,1 - C hr+1,2 cCoL hr+1,r+1 - C
Como HY-c' =0, entdo s; =0 para todo 1 <i <r ei=wy,...,v. Por hipdtese temos que

Sri1 # 0, dessa forma, pelo Lema S;_H # 0. Portanto ezxistem N1 polinémios consistentes
e bem comportados com s,y1 nao nulos e suas sindromes consistentes nas coordenadas (i, ),
com w; j = w(hy41).

Pelo Lema para todo (u,v) < (i,7), temos que hy, € L(r), isto €, S,, = 0. Dessa
forma, posto(SU+V) > N,,;.

Podemos decompor a matriz STt = XY X!, onde X eY sio as matrizes abaizo:

hl(Pl) hl(P2) hl(Pn) Is 0 0
ho(Pr)  ho(Ps) ha(Py) 01 ¢ 0
X = : : - : Y = :
he(Pr)  he(P2) ... he(Pp) 0 () c
L hes1(P) i (P2) oo By (B) J '

Dessa forma, como posto(ST+Y) = posto(XY X*') = min{posto(X), posto(Y'), posto(X*},
entdo posto(Y) > N,y1, e assim, w(c) > Nyi1.

Como H - ' = 0, entdo s; = 0 para todo 1 <i<r ei=uvy,...,v. Por hipdtese temos que
Sr+1 7# 0, dessa forma, pelo Lema S;_H # 0. Portanto existem N,.1 polinémios consistentes
e bem comportados com $,y1 nao nulos e suas sindromes consistentes nas coordenadas (i, ),
com w; j = w(hy41).

Pelo Lema wvisto anteriormente, para todo (u,v) < (i,j), temos que h,, € L(r), isto €,

Suw = 0. Dessa forma, posto(SU1)) > N,,;.

Segue portanto, um importante resultado que ird nos dar uma cota inferior para a distancia
minima dos GGA-cédigos.

Teorema 3.3. Seja H* a matriz teste de paridade de um codigo linear C,.. Se N, > N,.1 para
r<v<mneuv#uv,ve,...,v entdo C, tem distancia minima maior igual a Ny,1.
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Demonstracao. Seja c € C, wma palavra ndo nula, se s,4+1 # 0, entao pelo Teorema[3.2 temos
que w(c) > Npy1. Se s,41 = 0 entdo existe um valor minimal p, onde r < p < n, tal que s, = 0
para 1 <u <p e s, #0. Dessa forma, ¢ é uma palavra dos cédigos Cyyq,...,C,. Portanto,
como Spi1 # 0 e Ny > Ny parar <v <nev#uv,...,u , seqgue pelo Teorema que
w(c) > N, > N,y1. Portanto a distancia minima de C, € maior igual a N,4q.

Se | = 0 podemos escrever o Teorema 3.3 da seguinte forma:

Teorema 3.4. Seja H' = H, a matriz teste de paridade de um codigo linear C,. Entao a
distancia minima d} de C, é maior igual a min{N,|r < v < n}.

Usando este resultado temos uma cota inferior para a distancia minima de cédigos geométricos
sem a utilizacao do Teorema de Riemann-Roch. Veremos nos exemplos a seguir que em alguns
casos as cotas inferiores obtidas pelos resultados mostrados até aqui, sao melhores que as obtidas
por meio do Teorema de Riemann-Roch aplicado nos cédigos AG.

Veremos entao a construcao dos cédigos geométricos de Goppa aprimorados, baseados em
sequéncias bem comportadas de monomios.

Construgao 3.1. Dada uma distancia minima d, seja {1,2,...,r,v1,...,v} um subconjunto
de {1,2,...,n}, tal que

1) Para0<k<r, Ny<deN, 1 >d;
2) Parar+1<h<n, se N, <d, entao h € {vy,...,v}.

Este cddigo terd parametros [n,n—r—1,> d] e serd chamado Cédigo Geométrico de Goppa
Aprimorado (GGA-c6digo).

3.2 GGA-cédigos sobre a curva de Klein
Seja a familia de curvas definida sobre F, dada por
2+ Y+ fay) =0 (3.1)

onde mdc(a,b) =1 e gr(f(x,y)) < min(a,b).

Pelo Teorema de Riemann-Roch, a distancia minima d de um AG cédigo é dado por d >
r— g+ 1, onde g é o género da curva. Em [1] vemos que o género desta familia de curvas é
dado por g = 2(a —1)(b—1) + (a + 1)c.

Para que tenhamos pesos consistentes, considerando a equagao acima, observe que w(x®y®) =
w(y’*¢), com isso, temos que

) = w(y)

(%) = w(y"*)
aw(x) + cw(y) = bw(y) + cw(y)
aw(z) = bw(y)

como mdc(a,b) = 1, devemos tomar w(z) = b e w(y) = a.
Pelo feito acima,podemos construir GGA-cédigos sobre curvas com equagao [3.1) mas nesta
se¢ao estudaremos um caso particular, que é a curva de Klein, definida sobre Fg pela equacao:

2y +yP+ 2 =0.

Note que o género da curva de Klein ¢ 3. Devemos tomar w(x) = 2 e w(y) = 3. Defina
primeiramente z = x; e y = x5. Logo a equagdo da curva sobre Fg seréd:
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Devemos agora construir a sequéncia H ordenada usando a ordem total. Primeiramente
sabemos que todos os mondémios da forma y22t (ou entdao z?z!'), i, > 8 e i, > 8 ndo estardo
em H, pois sao monomios degenerados. Além disso, devemos verificar, utilizando a equagao da

curva, quais monomios sao linearmente dependentes a outros, construindo assim a sequéncia
H.

Note que,
1T = a3 + o Sy = 23 + 23y 2S2? = o] + 2day
5 5,2 _ 6 4 4. T T
rir) = 28 + 230? + 39y 2da? = b + 13; Ty = Xq.

Obtemos entao que a sequéncia H é dada por,

_ 2 2 .3 2,2 4 .3 5 .3 6 3,2 7

H = {1, 21, 29, T, T21, 3, 7, ToX7, T5T1, T, T, IQJ:l, Ty, Loy, 352; L1, Loy, x2$17 Ty, x27 :L’2:L’1, xz}
e assim, |H| = 22. Devemos agora calcular os pesos dos monomios de H para construirmos a
sequéncia de pesos W, que serd dada por:

W =1{0,2,3,4,5,6,6,7,8,8,9,10,10,11, 12,12, 14, 14, 15, 16, 18}.

E por fim, construimos a sequéncia NN, formada pelo nimero de monomios consistentes h;
a cada monomio h, € H. Para isso iremos utilizar a matriz sindrome, que serd composta por
entradas da forma iyi;, onde z2z}', assim o mondmio z3r; serd representado por 41 ou entao
hio = hth = 1119 serd representado por 11.

Vejamos entao. a representacao de uma parte da matriz sindrome:

00 01 10 02 11 20 03 12 21 04 30 22 05 31 40 06 32
01 02 11 03 12 21 04 13 22 05 31 23 06 32 41 07
10 11 20 12 21 30 13 22 31 14 40 32 15 41 50

02 03 12 04 13 22 05 14 23 06 32 24 07 33

11 12 21 13 22 31 14 23 32 15 41 33 16

20 21 30 22 31 40 23 32 41 24 50 42

Para calcularmos N (h,) através da matriz sindrome, devemos considerar todo elemento
(u,v) da matriz, tal que, 1 < u,v < r que possui o mesmo peso de h, e que seja bem-
comportado.

Calculemos portanto N5 = N(hs), devemos entao olhar para a sub-matriz:

00 01 10 02 11
01 02 11 03 12
10 11 20 12 21
02 03 12 04 13
11 12 21 13 22

Neste caso, N5 = 4, pois existem 4 h; ; consistentes com hs, sendo eles hs 1, hy 5, hao € hojs.
Realizando este calculo para todos os monomios de H, temos a seguinte sequéncia V:

N =1{1,2,2,3,4,3,4,6,6,5,8,9,6,10,11,7,12,13,8, 14, 15,17},

Ap6s construirmos a sequéncia N, podemos utilizar a Construgao|[3.1para obtermos a matriz
teste de paridade H, do cédigo linear C..

28



Suponha que queiramos construir um GGA-cédigo com parametros n = 22 e d = 3 sobre [Fg.
Logo, temos que Ny, No, N3 < 3, Ny =3 e Ny > 3 para todo 4 < k < n. Dessa forma temos que
3= (1,z,y)T é amatriz que define um GGA-cddigo com parametros [22, 19, 3]. Para obtermos
um AG cédigo com o mesmo comprimento e a mesma distancia minima, utilizando como
divisores G = 10(1:0:0)4+10(0: 0 : 1) e D os outros pontos da curva de Klein homogeinizada,
seus parametros seriam [22, 18, 3]. Observamos que a dimensao é menor e, portanto, teriamos
menos palavras no coédigo, fazendo com que o resultado obtido pela Construcao melhore a
construcao usual para a distancia minima 3 e comprimento 22.

Para construirmos um GGA-cédigo com parametros n = 22 e d = 6 sobre Fg, observe
que teriamos Ni,Ny...,N; < 6, Ny = Ng = 6 ¢ Nig < 6 e todos os outros valores de
N, sao maiores que 6, portanto, temos r = 7, | = 1 e y; = 10. Dessa forma, temos
que H: = (1,2,y,2%, zy,y?, 23, |21)T é a matriz que define um GGA-c6digo com parametros
[22,14,6]. Para obtermos um AG cdédigo com o mesmo comprimento e a mesma distancia
minima, utilizando como divisores G = 8(1:0:0) +8(0:0: 1) e D os outros pontos da curva
de Klein homogeinizada, teriamos que seus parametros seriam [22, 15, 6, portanto, percebemos
que, ao aumentar a distancia minima, neste exemplo, o resultado da construcao usual nao é
igualado.

Escolhendo n = 22 e d = 12, teriamos que Ny, No, ..., Nig < 12, N1; = Nig = 12 e Njg < 12
e todos os outros valores da sequéncia N sao maiores ou iguais a 12, dessa forma, r = 16,
Il =1ewv =19. Assim, H{; = (l,x,y,x2,xy,yz,x3,x2y,xyz,x4,y3,x2y2,x5,xy3,y4,x6,x7)T
é a matriz que define um GGA-cédigo com parametros [22,5,12] . Para obtermos um AG
c6digo com o mesmo comprimento e a mesma distancia minima, utilizando como divisores
G=51:0:004+50:0:1)e D os outros pontos da curva de Klein homogeinizada terfamos
que seus parametros seriam [22,8,12]. Dessa forma, a construgao usual, neste contexto se
mostra melhor, porém, veremos que é possivel aperfeicoar os parametros dos GGA-c6digos,
utilizando ainda a Construcao (3.1

Observe que, em alguns casos, especialmente para r < 2g os GGA-codigos sao melhores em
termos de parametros relativos, que os cédigos usuais de Goppa.

Vejamos agora que, ao definir as variaveis de forma diferente, obtemos outros codigos,
podendo melhorar algum parametro, utilizando a mesma curva e a Construcao (3.1!

Exemplo 3.9. Considere a curva de Klein definida pela equac¢ao

Py+yP+r=0

sobre Fg, com os pesos definidos anteriormente, w(x) = 2 e w(y) = 3. Agora considere x = xo
ey = x1. Reescrevemos a equacdao acima da sequinte forma

3 3
rox1 + 2] + 212 = 0.

Assim como fizemos anteriormente, devemos construir a sequéncia H, para isso, analoga-
mente todos os monémios da forma x2y", com i; > 8 e iy > 8 ndo estardo em H, pois sao
monomios degenerados. Além disso, veja que xix, = x1 + w92}, dessa forma o mondémio xix,
nao estard em H, pois nao serd linearmente independente. E dessa forma nao estarao em H
todos 0s monomios degenerados ou linearmente dependentes.

Com isso a sequéncia H serd dada por:

— 2 3 .2 .2 4 .4 2 .3 5 2,2 .4 6 3,2 .5 T 402

6 6,.2
T5T1, o}
dessa forma, |H| = 22. As sequéncias W e N serao respectivamente:
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W = {0,2,3,4,5,6,6,7,8,8,9,10,10,11,12, 12, 13, 14, 14, 15, 16, 18}
N = {1,2,2,3,4,4,3,6,5,6,8,6,9,10,7,12,12,8, 15, 14, 18, 21}.

Observe que a sequéncia N obtida neste exemplo é diferente da sequéncia obtida anterior-
mente, apenas mudando as varidveis.

Suponha que queiramos construir um codigo geométrico de Goppa aprimorado, com n = 22
e d = 3 sobre Fg. Usando a Construgao e a sequéncia N obtida acima, temos que r = 3 e
[ =0, isto porque, N1, Ny, N3 <3, Ny=3 e N, > 3, para 4 <t <n. Temos entao que,

H; = (1,2,y)"

e esta matriz teste de paridade define um [22,19,3] GGA-cddigo.

Suponha que queiramos construir, desta vez, um codigo geométrico de Goppa aprimorado,
comn =22 ed =6 sobre Fg. Usando a Construcao e a sequéncia N obtida acima, temos
quer =T7,1=1evy =9, isto porque, Ni, No,...,N; < 6, Ng =6, Ng <6 ¢ N, > 6, para
9 <t <n. Temos entao que,

H’;k = (1’ x? y’ x27 aij’ x? y27 :L'4)T
e esta matriz teste de paridade define um [22,14,6] GGA-cddigo.

Vejamos mais um exemplo, onde construiremos de forma diferente a sequéncia H, onde
poderemos ver que existem diversas técnicas possiveis para se construir uma sequéncia bem-
comportada de monomios.

Exemplo 3.10. Considere a curva de Klein de equagdo [3.2. Para construirmos a sequéncia
H* iremos considerar os monémios na forma y2x™ ndao-degenrados e também os monomios
tal que iy < 2iy. Note que se iy # 0 entdo iy > 3, e 220" <, x22. Portanto v
ndo estardo em H pois sio iguais a o222~ + 2712272 No entanto, se iy = 0, todos os
monomios contendo o termo a:’f, tal que, i1 # 0, nao estarao em H*.

Com isso teremos a sequinte sequéncia H* bem-comportada sobre LS:

* 2 2 .2 3 2,2 .3 4 .32 .4 5 4.2 .5 6 ..5,.2 .6

7 6.2 .7 7 2

Portanto, |H*| = 22.
Da sequéncia acima obtemos W* e N*.

w* = {0,3,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 25}
N* = {1,2,2,3,2,4,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}.

Suponha que queiramos construir um GGA-cédigo com n = 22 e d = 3 sobre Fg. Observe
que teremos v = 3, | = 1 e vy = 5, isto porque, Ni, Ny, N3 < 3, Ny =3, Ns <3 e N; > 4,
para 5 < j < n. Portanto, temos que Hi = (1,y,zy, z*y)" e esta matriz define um (22,18, 3)
GGA-codigo.

Suponha que queiramos construir, desta vez, um cddigo geométrico de Goppa aprimorado,
comn =22 ed=06 sobre Fs. Usando a Construgdol|3.1 e a sequéncia N obtida acima, temos
quer =8 el =0, isto porque, N1, No,...,Ng <6, Ng=6¢e¢ Ny > 6, para 9 <t <n. Temos
entao que,

Hy = (1,y,2y,9°, 2%y, 2y®, y°, a?y?)"
e esta matriz define um (22,14,6) GGA-cddigo.

Suponha que queiramos construir um GGA-codigo com n = 22 e d = 12 sobre Fg. Observe
que teremos v = 14, isto porque, , N1, N, Ns,...,Niy < 12 e N; > 12, para 15 < j <
n. Portanto temos que Hiy = (1,9, vy, v%, 2%y, zy?, y3, 2%y% oy, vt 2293, 2yt o°, 2%y e esta
matriz define um (22,18,12) GGA-cddigo.
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Podemos comparar os resultados obtidos nos exemplos construidos, para verificarmos que,
por meio de uma construgao mais simples, igualamos e até melhoramos os resultados dos AG-
cédigos, surgindo questionamentos a respeito de quando se torna mais eficaz utiliza-lo. Observe
o seguinte quadro comparativo:

Método (d=3) (d=6) (d=6)

Exemplo 1 (22,10,3) (22,14,6) (22,5,12)
Exemplo 2 (22,19,3) (22,14,6) (22,6,12)
Exemplo 3 (22,18,3) (22,14,6) (22,8,12)

Estes resultados nos mostram que, a construgao dos GGA-cédigos nos gera codigos com me-
lhores parametros que os AG-codigos para algumas distancias minimas, porém, ao aumentarmos
esta distancia, nao vemos um resultado eficiente. Desta problematica surge o questionamento
de se ha maneiras de melhorar a construgao utilizada até aqui dos GGA-codigos, afim de obter
uma sequéncia 6tima de H, sendo, assim, possivel a construcao de uma classe de c6édigos com
bons parametros assintéticos.

O que iremos fazer a seguir é, utilizar outra curva, conhecida como Curva quase-Hermitiana,
para obter uma melhoria na construcao dada até aqui, sobre um corpo finito especifico, mos-
trando que, com estes procedimentos, obteremos cédigos que excedem a cota de Garcia-Stichtenoth,
além de possibilitar a construcao de codigos com 6timos parametros, dado certas dimensoes e
comprimentos.
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Capitulo 4

GGA-codigos sobre a curva
quase-Hermitiana

A curva Hermitiana sobre F . ¢ definida pela equagao

X =Yi14Y. (4.1)

Esta curva possui ¢* pontos racionais afins e para cada X € F,, existem ¢ valores distintos
para Y € Fp, tal que, (X,Y’) é um ponto racional da equacao acima.

Exemplo 4.1. Para ¢ = 2, considere a curva Hermitiana sobre Fy, dada por:X® = Y2 +Y
onde q = 2. Esta curva possui 8 pontos racionais afins, sendo eles

{(0,0),(0,1), (1, @), (1,0%), (a, @), (a, @%), (a?, 0*)}
onde o € um elemento primitivo de Fy.

Para obtermos a curva quase-Hermitiana, faremos uma pequena mudanca. Para X # 0,
sejax =X ey =Y/X. Dessa forma, Y = yX e substituindo em temos:

Xl =Yyi4+Y

it = (yX)?1 + ¢y X
'IQ‘i’l — yqxq + yl'

Como X # 0, podemos escrever a equacao da seguinte forma

r? = ylx?! 4y, (4.2)
A equacao acima define a curva quase-Hermitiana sobre Fy.. Para cada = # 0, existem ¢
y # 0, tal que, (z,y) sdo rafzes de[4.2l Dessa forma, temos (¢°> — 1)g pontos racionais afins,
quando x # 0 . Se y = 0, entao (0,0) é um ponto racional afim de . Portanto possui
n = (¢*> — 1)q + 1 pontos racionais afins.
Exemplo 4.2. Para g = 2, considere a curva quase-Hermitiana sobre Fy dada por:
z? = me + .
Esta curva possui 7 pontos racionais afins, sendo eles

(z,y) = (0,0),(1,0),(1,0%), (a, ), (@, 0?), (a*, @), (0, 0%).
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Exemplo 4.3. Para q = 3, considere a curva quase-Hermitiana sobre ¥y dada por:

=y’ +y.

Esta curva possui 25 pontos racionais afins, sendo eles:

{(0,0), (8,8, (8%, B"), (8", ")}
parat=0,2,4,6. F

{(8,8"), (8,87, (8", )}
para i =1,3,5,7. Onde B € um elemento primitivo de Fy.

Para analizarmos o comportamento assintético dos codigos, o niimero de pontos racionais
afins deve ser o maior possivel, entao, para isso, podemos extender as curvas para o m-espaco
dimensional afim, dessa forma, a curva quase-Hermitiana seria representada por um sistema de
equacoes, da seguinte forma:

g q,.9-1
Ty =  TyT X + X2
q q,.9-
Ty =  T3Ty  + T3
(4.3)
q _
Ty = Tha 1+xm

sobre F 2. Observe que para cada z; existem ¢ x;41, tal que, (..., %11, ;,...) s@o pontos
racionais afins de , além disso, (0,0, ...,0) também é uma raiz. O nimero de pontos racionais
afins deste sistema de equagoes é portanton = (¢* — 1))¢™ ! + 1.

Exemplo 4.4. Considere a curva quase-Hermitiana no espaco m-dimensional afim sobre Fy:

2 _ 2
;= 5T + T
2 2
Ty = 322 + T3
S . (4.4)
2 2
Tol = XpTm—1 T Ty

o niimero de pontos racionais afins desta curva é n =3-2m" 1 1.

Exemplo 4.5. Considere a curva quase-Hermitiana no espago m-dimensional afim sobre Fy:

3

ry = 352951 + T2
3
Ty = x3x2 + 3
3 — 3.2
T—1 = TpTm— + T

o niimero de pontos racionais afins desta curva é n =8 -3m 1 + 1.

O género da curva quase-Hermitiana foi calculado por Garcia e Stichtenoth [4] e é dado por

B gn+ gl — ¢ —2¢"T se m é {mpar;
Im q" gt = LgE T = g% — ¢"7> +1 se m é par.

Seja d = r —g,, + 1, este valor é chamado cota de Garcia-Stichtenoth para distancia minima.

Utilizaremos a curva quase-Hermitiana ao invés da curva Hermitiana, pois ela possui um
género grande comparado ao nimero de pontos racionais afins da curva e, sabemos que a
distancia minima, do ponto de vista algébrico geométrico, pode ser calculado utilizando a
expressao r — g — 1 fazendo com que a quase-Hermitiana seja mais interessante que a curva
Hermitiana [9].
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Exemplo 4.6. Considere a curva Hermitiana sobre Fy, vista no Ezemplo[4.1, dada pela equagao
X3 =Y?24Y. Vimos que esta curva possui 8 pontos racionais afins. Note que devemos tomar
w(X) =2 ew(Y) =3 para que os pesos sejam consistentes. Temos entao a sequinte sequéncia

H:

H = {00,10,01,20, 11,02, 21,03}

onde ab denota X*Y?®. Da equacdo da curva, dada acima, em Fy temos X*+ XY? + XY = 0.
Como X* = X, temos também que XY? = X + XY, dessa forma 12 é combinacdo linear de
10 e 11, por este motivo 12 nao pertence a H. A sequéncia de pesos W ¢ dada por:

W ={0,2,3,4,5,6,7,9}.

Para esta sequéncia H temos a sequinte matriz sindrome:

00 10 01 20 11 02 21 03
10 20 11 30 21 12 21
01 11 02 21 12 03

20 30 21 40 31

11 21 12 31

02 12 03
21 31
03

Na matriz acima, temos que 31 ~ 03, pois, XY = Y3 + XY, observe que w(X?Y) =
w(Y?) = 9 e portanto a consisténcia € verificada. Temos também que 12 ~ 11, 30 ~ 02 ¢
40 ~ 10. Podemos ver dessa forma, que todos os termos da sequéncia sao bem-comportados e
assim H € uma sequéncia bem-comportada. Podemos também calcular a sequéncia N utilizando
a matriz sindrome, efetuando os cdlculos obtemos a sequinte sequéncia:

N ={1,2,2,3,4,5,6,8}.

Sendo assim, com base na construcao dada, se escolhermos os 4 primeiros monomios da
sequéncia H para formar a matriz teste de paridade, isto €, se escolhermosr = 4 entdao o codigo
definido por tal matriz teste de paridade terd distancia minima igual a 4, isto porque, N > 4
para k > 4. Os parametros do cédigo serdo, portanto, [8,4,4], pardmetro igual ao obtido pela
construcao usual do cédigo de Goppa, utilizando os divisores G = 4(0: 1 : 0) e D como todos
0s outros pontos da curva Hermitiana homogeinizada.

Exemplo 4.7. Considere a curva quase-Hermitiana sobre Fy, vista no Exemplo[4.2, dada pela
equagdo x* = y*x +y. . Esta curva possui 7 pontos racionais e definimos w(z) =2 e w(y) = 1.
Podemos construir a sequinte sequéncia de monomios lineramente independentes:

H = {00,10,01, 11,02, 12,03},

onde ab denotam y*z®. Calculando os pesos dos monémios acima, obtemos a sequinte sequéncia
W =0,1,2,3,4,5,6. Com isso obtemos a sequinte matriz sindrome:

00 10 01 11 02 12 03
10 20 11 21 12 22
01 11 02 12 03

11 21 12 22

02 12 03
12 22
03

34



A equagdo da curva é dada por x* = y*x + vy, assim temos que x’y = y3x + y* ou entao,
como estamos em Fy podemos escrever z?y+y3x +y? = 0. Note que y3x e x possuem o mesmo
vetor de avaliagdo, portanto y? = xy + x, assim y*> ~ 2%y, isto é, 20 ~ 12. Mas note que
w(y) +w(y) =2 <5 =w(z?y), isto €, 20 ndo é um termo bem-comportado e portanto H ndo
¢ uma sequéncia bem-comportada.

Agora temos que 22 = 03 + 11, assim, 22 ~ 03; E também 21 = 02 + 10, assim, 21 ~ 02.
Dessa forma, 0s outros termos sao todos bem-comportados. Se escolhermos

H = {00,01,11,02,12, 03,13}
teremos W = {0,2,3,4,5,6,7} e portanto a sequinte matriz sindrome:

00 01 11 02 12 03 13
10 02 12 03 13
11 12 22 13

02 03 13
1213

03

13

Considerando as consisténcias vistas acima, podemos ver que a sequéncia € bem-comportada,
pois possui todos os seus termos bem-comportados. Podemos ainda calcular a sequéncia

N ={1,2,2,3,4,5,6}.

Veja que a construgao acima nos garante um cédigo de distancia minima no méximo 6, o
qual teria como parametros (8,2, 6), o qual também iguala ao parametro obtido pela construcao
usual, utilizando os divisores G = 4(0 : 1 : 0) e D como todos os outros pontos da curva
Hermitiana homogeinizada. Podemos nos perguntar, portanto, se hd uma forma diferente de
se realizar a escolha dos monomios que compoe a sequéncia H, para que tenhamos uma nova
sequéncia /N onde a distancia minima serd melhorada. Veremos a seguir, portanto, uma forma
de aprimorarmos a construcao dos GGA-cédigos vista até aqui.

4.1 Melhoria da distancia minima dos GGA-cédigos so-
bre a curva quase-Hermitiana

Podemos perceber que os parametros obtidos pelas sequéncias bem-comportadas, muitas vezes,
nao sao tao bons, isto porque, sao colocadas condigoes fortes em sua construcao. Veremos
agora uma forma de melhorarmos estes parametros enfraquecendo as condigoes de construgao
das sequencias vistas até aqui.

Primeiramente, temos que ao estimar cada N, relacionada a uma sequéncia H, que nao
precisa ser bem-comportada, ou seja, ser bem-comportada é uma condicao suficiente, mas
nao necessaria no célculo de N. Em uma sequéncia bem-comportada cada termo hy; é bem-
comportado e portanto w(hs;) = w(hy) ou w(hs) > w(hy), onde hyy = hy + -, by e w(hy,) <
w(hy). Esta condigdo nos garante que ao calcularmos N, 1, para todo (z, j) tal que h; ; € L(r+1)
e w(h; ;) = w(h,11), teremos que s; ; # 0 enquanto s,, = 0 para todo (u,v) < (1, 7).

Podemos no entanto atingir este mesmo objetivo, desde que, w(hg) < w(h,41), mesmo que,
w(hy) seja maior que w(hs,). Assim definimos uma sequéncia quase bem-comportada para 7,
da seguinte forma.

Defini¢ao 4.1. Seja H = {hq,...,hy,... hz, ..., hy,} uma sequéncia de monémios nao-degenerados
e linearmente independentes, ela serd chamada sequéncia quase bem-comportada para r, se
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w(hy) <w(hg) < <wh,) < <wlhg) < <wlhy) = Whae,

e para cada v > r, se h; e h; satisfizer w(h;) + w(h;) < w(hz), h;; € um termo bem-
comportado ou w(hy) < w(hz).

Dessa forma, tendo mais liberdade ao construir a sequéncia H, conseguiremos aumentar
a cota inferior da distancia minima. Vejamos o exemplo a seguir, que mostra a vantagem de
utilizar uma sequéncia quase bem-comportada, ao invés de uma sequéncia bem-comportada.

Exemplo 4.8. Considere a curva quase-Hermitiana sobre Fy vista no Exemplo[4.2. Vimos no
Ezxemplo que a sequéncia H = {00,10,01,11,02,12,03}, nao € bem-comportada. Porém
note que H é uma sequéncia quase bem-comportada, isto porque sabemos que apenas 20 ~ 12
nao € um termo bem-comportado, mas w(12) < w(03), portanto pela defini¢ao acima, H é uma
sequéncia quase bem-comportada para r = 6.

Calculando a sequéncia N com base em H, vemos que N(03) = N; = 7, isto é, o cddigo
definido pelos 6 primeiros monomios de H terd distancia minima no minimo 7, 0 que é uma
melhoria relativa ao codigo construido utilizando a sequéncia bem-comportada H, o qual vi-
mos que, o codigo definido pelos seus 6 primeiros elementos teria como cota inferior para sua
distancia minima 6. Com 1sso notamos a vantagem que teremos ao utilizar sequéncias quase
bem-comportadas.

A segunda melhoria que iremos propor é baseada em propriedades algébricas da curva que
estamos utizando para construcao dos cédigos. Na curva quase-Hermitiana, alguns monomios
aparentemente diferentes, com pesos distintos, podem possuir um mesmo vetor de avaliacao.
Por exemplo, considere os codigos Quase-Hermitianos sobre Fp2. Se ap,, ..., a1, i1, ..., 01

2
q“—1 a1 a 0 a1
F O I N o I

nao sao todos nulos, entao 2 ...x Q- sao dois vetores de avaliacao
iguais, porém, com pesos diferentes. Portanto, se substituirmos um monomios por outro com
mesmo vetor de avaliacao, teremos uma sequéncia H distinta, onde ela serda bem-comportada
ou quase bem-comportada. Propomos, dessa forma, uma reorganizacao da sequéncia H, onde
a cota inferior, estabelecida para distancia minima, baseada na sequéncia N serd sempre apri-
morada, pelo fato de podermos controlar as substituigoes, fazendo com que o nimero de h;
consistentes com h, seja sempre maior que o obtido previamente, aprimorando a cota inferior
da distancia minima dos codigos que serao construidos.

A construgao dos GGA-c6digos, faz com que a sequéncia N, composta pelos N (h,) determine
os parametros do cédigo, portanto construindo-a de uma forma otimizada, teremos cédigos com
melhores parametros. Para melhorarmos, portanto, a sequéncia N, precisamos calcular N; para
r <7 < n e escolhermos o menor deles, pois ele sera uma cota inferior para o peso das palavras
do cédigo. Quando utilizamos N; para determinar uma cota inferior para o peso de uma palavra
do c6digo, nés assuminos que s;(c) # 0, porém s;(c) = 0 para i < 7. Para otimizarmos N;
podemos substituir, deletar ou reorganizar os monoémios na sequéncia H antes de h; e manter
h; ordenado para 7 < j < n, de forma, que teremos duas sequéncias quase-bem-comportadas
para 7, chamaremos de SL; e SC;. Entao a primeira linha e primeira coluna da nova matriz
sindrome S; correspondem a SL; e SCj, respectivamente. Poderemos entao calcular N; pela
matriz sindrome S;.

Observe que o nimero N; serd otimizado, pois podemos controlar a selecao das sequéncias
SL; e SC;, tal que, o nimero de h;; consistentes com h; aumente, ou seja, podemos escolher
as sequencias de forma a gerar elementos consistentes com h; em mais coordenadas da matriz
sindrome. Assim, a terceira melhoria que iremos propor serd que a escolha das sequéncias SL;
e SC; para diferentes 7 serao independentes uma das outras. Combinando essas melhorias,
conseguimos uma melhor estimativa para a distancia minima, e podemos construir um exemplo
que apresenta bons parametros.
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Exemplo 4.9. Considere a curva quase-Hermitiana no 4-espaco dimensional afim sobre Fy:

JI% + I%l’l + Ty = 0
3+ itz = 0
2+ xizs+xy = 0.

Temos que w(xy) = 1, w(xs) = 2, w(xe) =4, w(xy) = 8. Usando a técnica de substituicdo,
consegquimos encontrar a sequinte sequéncia bem-comportada:

H = {0000,0001,0011,0002,0102,0012,1012,0112,1112,0003, 1003, 0103, 1103,
0013,1013,0113,1113,1004,0104, 1104, 1014,0114, 1114, 1005, 1105},

onde abed denota x$abasxd. A sequéncia de pesos W correspondente serd:

W ={0,8,12,16, 18,20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 41,43}

e Whae = 43. Iremos calcular a sequéncia N, neste exemplo, sem a utilizacdo da matriz
sindrome, descrevendo um método para o cdlculo de forma mais automatizada e simples. Sabe-
mos que Ny, € o nimero de h; j = h; - h;, tal que, h, ~ h;; e portanto, para que isso aconteca
temos que w(h; ;) = w(h,). Portanto, consequiremos calcular Ny, observando exclusivamente
a sequéncia W. FEscreva a sequéncia W = {¢1,¢a,...,0n}, veja que Ny, serd a quantidade
de ¢; + ¢; = w(h,), portanto basta que eu encontre quantas sio essas combinagoes, o que €
facilmente feito em um software. Utilizando o software MatLab com o sequinte codigo:

clear all
close all

W = [0,8,12,16,18,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,33,34, 35; 37, 38, 39,41,43]):
N = zeros (length(W));

for r l:length (W)
for 1 1:1ength (W)
for j = l:length(wW)
if W(i)+W(j) == W(r)
N(r) = N(r)+ 1;
else
continue
end|
end
end
end

for i = l:length(W)
L(i) = N(i,1):
end

Figura 4.1: Programa para calcular a sequéncia N.

Obtemos a sequéncia N, que serd:

N =1{1,2,2,3,2,4,2,2,2524,2,6,4,6,4,6,8,6,8, 10,10, 12, 14}.

Para esta sequéncia bem-comportada, o género é g = 15 que € igual ao numero de gaps
de pesos. Seja C' o codigo definido pela matriz teste de paridade formado pelos 23 primeiros
monomios de H. Usando o teorema de Riemann-Roch, a distancia minima de C' é no minimo
23 —15+1=9. Usando N como uma cota, a distancia minima de C serd no minimo 12.

Se wutilizarmos as técnicas enunciadas anteriormente para encontrar o maior Noy € Nos
possivel, entao teremos uma cota inferior ainda maior para a distancia minima do codigo que
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pode ser construido utilizando a sequéncia H. Por exemplo, para o monomio 1005, construimos
as sequintes SequéNcias:

SL,y = {0000,0001,0101,1101,0011,0002,0102,0012,1012,1112,1003,1013, 1113, 1005,...}
SCy = {0000,0101,0011,0002,0102,0012,1012,1112,1003,1013,0113, 1113, 1004, 1005, . .. }.

Observe que as sequéncias sao construidas reorganizando e substituindo monomios na sequéncia
H, de tal forma que, se denotarmos SLay = {p1,pa,...,pr = 1005,...} e SCoy = {k1, ko, ..., kr =
1005, ... }, temos que w(p1) +w(p,) = w(1005), w(p2) +w(p,—1) = w(1005), w(ps) +w(p,—2) =
w(1005) e assim sucessivamente, portanto, temos que, pelo menos, todos os elementos da dia-
gonal secunddria da matriz sindrome serao consistentes com hay e portanto o niumero Noy serd
otimizado. R

A matriz sindrome Say serd dada por:

0000 0101 0011 0002 0102 0012 1012 1112 1003 1013 0113 1113 1004 1005
0001 0102 0012 0003 0103 0013 1013 1113 1004 1014 0114 1114 1005
0101 0202 0112 0103 0203 0113 1113 1213 1004 1114 0214 1214

1101 1202 1112 1103 1203 1113 2113 2213 2004 2114 1214

0011 0112 0022 0013 0113 0023 1023 1123 1014 1024

0002 0103 0013 0004 0104 0014 1014 1114 1005

0102 0203 0113 0104 0204 0114 1114 1214

0012 0113 0023 0014 0114 0024 1024

1012 1113 1023 1014 1114 1024

1112 1213 1123 1114 1214

1003 1104 1014 1005

1013 1114 1024

1113 1214

1005

Por esta matriz, encontramos um novo Noy = 14, consequimos portanto melhorar a cota
inferior para a distancia minima. Podemos fazer o mesmo processo para o monomio 1105 =
Nos. Teremos as sequintes sequéncias:

SCas

{0000, 0001,0011,0111,1111, 0002, 1002, 0102,0012,1012,0112,1112,1003,1103,0013,1013,1113,1104, 1105, ... }
{0000, 0001,0011,0111,1111,0002,0102,0012,1012,0112,1112, 1003,0103,1103,0013,1013,1113,1104, 1105, ... }.

Com estas sequéncias encontramos Nos = 19. Seque que este codigo terd distancia minima
no minimo 14, e assim melhoramos a cota inferior.

4.2 Cbdigos quase-Hermitianos sobre [y

Veremos agora GGA-cédigos quase-Hermitianos sobre Fy, que melhoram a cota de Garcia-
Stichtenoth, mas para isso, veremos alguns resultados envolvendo esta curva.

Sabemos que a curva quase-Hermitiana possui 3 - 2™~ ! + 1 pontos racionais. Considere
agora, a um elemento primitivo de Fy, onde o® + « + 1 = 0. Entao os pontos da curva quase-
Hermitiana serao (0,0,...,0) e (ry,7s,...,7,) onde para cada r; = 1, temos que ;41 = @, a?,
isto porque (r;, 7;41) s@o pontos racionais da curva quase-Hermitiana, a qual vimos no Exemplo
4.1} Para cada 7; = a, temos que ;11 = 1, a; Para cada 7; = a? temos que r,,; = 1,02 E pela

equacao da curva quase-Hermitiana sabemos que r; = 1, o, o?.
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N . Am,— .
Denotaremos por Gm,@m,—1...a; 0 monéomio z%x, ™' . . .z e definimos o peso de cada

varidvel como sendo

w(z;) = 2"

Pela equacao da curva quase-Hermitiana, temos que

2l = 0242210 - (4.5)

e podemos escrever de forma mais geral que
(42 A =i+ 2) e (1) (4.6)

Somente o ponto (0,0,...,0) possui elementos nulos. Por outro lado, como x? = 1 para
todo x; # 0, pois sao elementos de F4 temos que:

am...ai...al:a/m...(ai+3)...a1 (47)

para Q,Gmy,-—1---a; #0---0---0. Vejamos um exemplo que ilustra essas transformagoes:

Exemplo 4.10. Para m = 5, considere os monomios 00103, 20031, 00104, 20034, 0004. Pelas
tgualdades wvistas acima, teremos a sequintes igualdades: 00103 = 00100, 20031 = 20001,
00104 = 00101, 20034 = 20001, 0004 = 0001. Porém 0003 # 0000.

Também temos que utilizando as Equagoes [4.5] e[4.7 acima e a equagao da curva [4.4]

teremos as seguintes redugoes monomiais

22 =..00 4. 11 (4.8)

20 = ... 124 ... 01.... (4.9)

A partir de agora, estaremos interessados nos monomios @,,d,, 1 ...a;, em que a; € 0,1
para 2 < i < m e a; > 0, estes monomios serao chamados de monomios padroes.

Lema 4.1. O produto de quaisquer dois monomios padroes Gy, am_1 ... a1 € byby,_1...b1 pode
ser escrito de forma unica como uma combinagdo linear de mondémios padrées ct, .. .c\' utili-
zando as reducoes acima.

Exemplo 4.11. Seja 10111 - 10104 = 20215. Pela FEquacgado temos que 20215 = 12215 +
01215. Usando a FEquacao para o primeiro termo da soma, temos que 20215 = 12215 +
01215 = 10015 + 11115 + 01215. Agora pela Equagao para o ultimo termo teremos que
20215 = 12215 4+ 01215 = 10015 4 11115 + 01215 = 10015 + 11115 + 01105 + 01025. E por
fim, utilizando novamente a Equagdo [{.6] para o dltimo termo da soma, teremos que 20215 =
12215 + 01215 = 10015 + 11115 + 01215 = 10015 + 11115 + 01105 + 01025 = 10015 + 11115 +
01105 + 01006 4 01014.

Comparando este resultado com [6] e [5], vemos que encontramos uma nova abordagem para
a construcao de codigos Quase-Hermitianos mais eficientes sobre Fy.

Iremos construir um algoritmo para determinar termos bem-comportados com h,.. Para isso
iremos selecionar pares de monomios padroes, onde o produto entre eles resulte em monomios
bem-comportados com h,.

A seguir, mostraremos 3 lemas que nos ajudarao a construir esses monomios bem-comportados.

Lema 4.2. Seja 1---1 uma sequéncia de k 1's consecutivos. Entao, 21---15 ~ 10---15.
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Demonstracao. Usaremos inducdo para demonstrar este resultado. Quando k = 1, temos que
215 = 025 4+ 105 = 006 + 014 + 105. Como 006 = 003, entdo 215 = 003 + 104 + 105. Note
que w(105) > w(003) e w(105) > w(014). Portanto 215 ~ 015. Assuma agora que o lema
¢ vdlido para k e considere o caso k + 1. Pela equivaléncia temos entao que 211---15 =
101---154021---15. Usando a hipdtese de indugao seque que 021 ---15 ~ 010 --- 15, mas por
outro lado, note que w(010---15) < w(101---15), logo 211 ---15 ~ 101 ---15.

O

Lema 4.3. Sejam a,, - - - a,11 elementos arbitrdrios e ---1 uma sequéncia de k — 1 1's conse-
cutivos. Temos entao a sequinte consisténcia:

U U101 15 ~ @y -+ - @y 120 - - - 15,
Esta consisténcia € equivalente a 01---15 ~ 20---15.

Demonstracgao. Utilizaremos novamente a inducao para mostrar este resultado. Para k =1,
temos que 015 = 205 4 125 = 205 + 106 + 114 e como 006 = 003 seque que 015 ~ 205.
Assuma que o lema € vdlido para k. Considere agora o caso k + 1. Teremos que 011---15 =
201---15+ 121---15. Usando o lema anterior, o sequndo termo da soma € consistente com
110---15. Como w(110---15) < w(201---15), temos que 011---15 ~ 210---15 e portanto o
lema € vdlido para k + 1.

Lema 4.4. ---011---12---~---201---12---

Demonstracao. Usaremos a igualdade 20 = 01 + 22 repetidamente e ao final, usaremos
também que 22 = 11 + 00, dessa forma temos que

..201---12-++ = ...011---12+--4+---121---12---

= ...011---12---4+---110---12+- - 4+---102---12- -

= ...011---12---+---110---12+- -4+ 4+---101---22- - -

- ...011---12---4+---110---12+-+-4++--4+---101---11+--+---101---00- - -
Entre os termos que aparecem do lado direito da igualdade, ---110---12--- possui o maior

peso e este € igual ao peso de ---201---12---. Sendo assim, ---011---12--- ~---201---12---
e a prova estd completa.

Usando os Lemas [4.2] [4.3] encontramos os seguintes termos bem-comportados para h,..
Teorema 4.1. Sejam ap, ..., a, € {0,1}. Entdo,

- ap00 011+ 12ag- - asd ~ ap---ap00---201---12a,-- - as5
~ g ap002- 101+ 120, - - - ag5
~ 021101+ 120, - - - ag5
~ e ap2] o101+ 12a, - - - agh

Demonstracao. O Teorema seque diretamente das consisténcias demonstradas nos Lemas
acima, além disso, utilizamos repetidas vezes o fato que 01 = 20 e 02 = 21, pela propriedade
resultantes da equacdo da curva.

]

Exemplo 4.12. O Teoremal[4.1 nos garante as sequintes consisténcias:

0011000115 ~ 0011002015 ~ 0011021015 ~ 0011211015 ~ 0201211015 ~ 2101211015.
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Agora consideremos o problema de como encontrar sequéncias de linha e de coluna, de forma
a serem sequencias quase bem-comportadas com h,, sendo h, um monomio padrao com ay = 1
e a; = 5. Primeiramente, construiremos uma férmula para construcao de tais sequéncias linha
e coluna, depois provaremos que de fato sao quase bem-comportadas com h,..

Exemplo 4.13. Pelos resultados acima, temos que 11015 ~ 11205. Para o monomio 11205,
selecionamos para a sequéncia linha e coluna de H os monomios da forma * x 10Q, onde
x € 40,1} e @ € {0,2,3,5}. Entao 00000 e 11015 estarao na sequéncia linha e coluna, e 11012
e 00003 nao estarao na sequéncias construidas. Para este exemplo a sequéncia linha sera:

{00000, 00102, 10102,01102, 11102,00103, 10103,01103, 11103, 11015}
e a sequéncia coluna serd:
{00000, 00102, 10102,01102,11102,00103,10103,01103, 11103, 11015}.

Estas sequéncias formam a sequinte matriz sindrome:

00000 00102 10102 01102 11102 00103 10103 01103 11103 11015
00102 00204 10204 01204 11204 00205 10205 01205 11205

10102 10204 20204 11204 21204 10205 20205 11205

01102 01204 11204 02204 12204 01205 11205

11102 11204 21204 12204 22204 11205

00103 00205 10205 01205 11205

10103 10205 20205 11205

01103 01205 11205

11103 11205

11015

Exemplo 4.14. Temos que 001110015 ~ 001110205 ~ 001112105 ~ 020112105 ~ 210112105.
Estaremos interessados apenas em 001112105, 020112105 e 210112105. Teremos entdao a se-
guinte escolha para as sequéncias linha e coluna:

001112105 ~ 020112105 ~ 210112105
Linha 00 % *x % 110Q@ 010 * x110@ 110 * x110Q@
Coluna 00 * * x 100@ 010 * x100Q 100 % x100@
i 16 8 8

Os termos 000000000, 001110015 sao adicionadas nas sequéncias, respectivamente. Obtemos

portanto as sequéncias linha e coluna com tamanho 16 + 8 + 8 + 2 = 34. Portanto, temos que
N(001110015) > 34.

Mostraremos a seguir como encontrar as sequéncias quase bem-comportadas, que chamamos
de sequeéncia linha e sequéncia coluna. Uma vez que as sequéncias sao selecionadas, nés podemos
calcular o tamanho das sequéncias linha e coluna, o que nos dard uma cota inferior de N(h,.).

Para cada h,, com asa; = 15, podemos dividir o monémio a,, ...a3lb em particoes, que
chamaremos de £, e K,, cujos tamanhos representaremos por [, e k,, respectivamente, para
p=1,2,... p. Teremos que L, conterd 1’'s consecutivos enquanto /C, contera 0's consecutivos.
O indice p crescerd da direita para a esquerda e k, devera ser 0 enquanto £, serd maior igual
a1l para u# pel, > 1 para todo p.

Exemplo 4.15. Considere o sequinte monomio padrao

11100001100010011115.

Temos que p=4; Ly = 1111; K; = 00; Ly = 1; Ko = 000; Ly = 11; K3 = 0000; L, = 111;
K4:®,' €l1:4,'k1:2,'l2:1,’k2:3;l3:2,’k3:4;l4:3; k?4:0
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Seja h, 0 monoémio padrao do exemplo visto no exemplo acima. Seja A’ o monémio obtido,
através das seguintes mudancgas: para cada pu # p

i) £, é transformado em E;l trocando o 1 mais a esquerda por 0.

2) K, é transformado em IC;l trocando o 0 mais a esquerda por 2 e todos os outros 0's devem
ser trocados por 1.

. . / ~
Assim, pelos teoremas mostrados anteriormente, sabemos que h, ~ h . Entao temos que

B =00---011--5~00---201+ -5~ ---~21---101---5.

Estes monomios serao chamados monomios tteis de h,. Por exemplo, considere o monémio
h, = 11100001100010011115, entao, o monomio 11121110121102101115 é o tinico monomio 1til
de h,. Agora, se considerarmos h, = 0011100001100010011115, teremos os seguintes monoémios
uteis:

0011121110121102101115 ~ 0201121110121102101115 ~ 2101121110121102101115.

Definigao 4.2. Um mondémio na forma ¢, ---c35 onde ¢; € {0,1,2} para i = 2,...,m, €
chamado monomio quase-padrao.

Considere um monomio quase-padrao ¢, ---¢;j--+5. Se---¢jcj_1---¢;2- -+, onde ¢, = 1 para
s =14,%+1,...,7, entao a j-ésima posicao ¢ chamada posicao dupla. Se ---cjcj_1---¢0---,
onde ¢, = 1 para s = 1,7+ 1,...,7 , entao a j-ésima posicao é chamada posicao simples. Se

c; = 0,2, entao a j-ésima posicao é chamada posicao zero ou posicao dois, respectivamente.
Com estas notagoes, podemos construir a seguinte regra:

Definicao 4.3. Algoritmo de Selecao : Para cada monomio util de h,, os monomios da
sequéncia linha serao escolhidos da sequinte forma: nas posicoes duplas coloramemos x; nas
posicoes simples colocaremos 1; Nas posicoes 0 e 2 colocaremos 0 ou 1; na primeira posicao
estard um Q. Jd para a sequéncia coluna, faremos da sequinte forma: nas posi¢oes duplas
colocaremos x; nas posicoes simples colocaremos 0; nas posicoes 0 ou 2 colocaremos 1 ou 0; na
primeira posicao colocaremos Q.

Vejamos um exemplo para entendermos melhor as defini¢oes acima.

Exemplo 4.16. Considere h, = 0011100001100010011115, vimos acima que seus monomios
uteis sao 0011121110121102101115, 0201121110121102101115 e 2101121110121102101115. Por-
tanto selecionamos os monomios das sequéncias linha e coluna da sequinte forma:

0011121110121102101115 ~ 0201121110121102101115 ~ 2101121110121102101115
00 %% 11110 % 1110110 * * * @ 010 * 11110 * 1110110 * * x @ 110 % 11110 % 1110110 * * x @
00 * * % 10000 * 1000100 * * * @ 010 * 10000 * 1000100 * * % @ 100 * 10000 * 1000100 * * x @

Teorema 4.2. Dado um monoémio h,, com asa; = 15, o tamanho N*(h,) da linha e coluna
obtida pela regra de selecao acima é dado por:

N*(h,) = 2(2%i=1 W=D (k4 2)) + 2. (4.10)
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Demonstracao. O resultado seque do algoritmo dado para a obtencao das sequéncias linha e
coluna. [

Exemplo 4.17. Se tivermosp =2, L1 =1, K1 =0, L =11, Ko =0 el =1,k =1, I, =2,
ko = 0, pelo teorema acima, temos que:

N*(11015) = 2(24~D+E=D(0 4 2)) 4 2 = 10.

Exemplo 4.18. Se tivermosp =2, L1 =1, K1 =0, L =11, Ko=0 el =1,k =1, I, =2,
ko = 0, pelo teorema acima, temos que:

N*(11015) = 2(24=D+E=D(0 4 2)) 4 2 = 10.

Exemplo 4.19. Pelo teorema acima, temos que:

N*(11100001100010011115) = 2(2U4-D+A-D+E=D+6= () 4 9)) 4 2 = 258.
Agora iremos demonstrar o teorema principal desta segao.

Teorema 4.3. As sequéncia linha e coluna, obtidas pelo algoritmo sa0 sequéncias quase-
bem-comportadas para h,.

Demonstracao. Sejam r,,---r1 € ¢p---c1 monomios das sequéncias linha e coluna, res-
pectivamente, diferentes de hy e hy e w(rpy---11) + w(cy---c1) < wlh,). Seja pp---p1 =
T T1+ Cp--C1, onde p; =1; + ¢;, para m > ¢ > 1. Seja também, m — k, > 1, se a i-ésima
posicao € uma posicao 0 ou 2, entao p; = 0 ou 2, respectivamente; se é uma posi¢cao simples,
entao p; = 1; se € uma posi¢ao dupla, entao p; = 0,1 ou 2. Nas ultimas posicoes de k,, deno-
tamos por P+ * Pm—ky+1, S€ Py = 2, €ntao py,_1 = -+ = pp_p,+1 = 1. Portanto este produto ¢
consistente com h,, dessa forma, w(h,) < w(h,). Isto completa a prova do teorema.

]

4.3 Cbdigos que excedem a cota de Garcia-Stichtenoth

Nesta secao estaremos interessados nos monomios padroes ,, - - - £;1101---15, onde | > 2. Ire-
mos encontrar uma cota inferior para N(t,,---t;1101---15).

Pelo algoritmo visto anteriormente, sabemos que t,, - - - t; 101 ---15 e t,, - - - ;4120 - - - 15 sao
monomios quase-padroes equivalentes. Selecionamos os seguintes monomios para a sequéncia
linha

00---00
b - 'tl-&-loal,—l - aza
Uy -+ ti4110a;_o - - - agay
bt -+ t101--- 15

e para sequéncia coluna, os seguintes monoémios
00---00
0---0by_q---byby
0---10b;_, - - - byb,
tm o tpe101---15

onde a;+b; = a;+b; =l,para2<:<I[—-2,a,_1+b_1=1,a1+b = all—i-b/1 =5, al,a;,bl,b; €
{2,3} e a;,b;,a;,b;, € {0,1}. Assim, cada linha e coluna possui 2! + 2! termos. A matriz
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sindrome é uma sequéncia quase-bem-comportada, pois selecionamos os monoémios utilizando
o algoritmo O ntumero de termos bem-comportados consistentes com t,, ---t;,101---15 é
igual portanto a 2! + 2/~1. Portanto segue diretamente do Teorema o seguinte resultado.

Corolario 4.1.
N(ty---t4101---15) > 2 42071 2,

Exemplo 4.20. Considere o monomio 10115. Neste caso, m = 5, | = 3. Temos que 10115
e 12015 sao monomios quase-padroes equivalentes. As sequéncias linha e coluna serdo dadas
por:

SL
SC

{00000, 10002, 11002, 10102, 10012, 11012, 10112, 10003, 11003, 10103, 10013, 11013, 10113, 10115}
{00000, 00002, 01002, 00102, 01012, 00112, 00003,01003, 00103, 00013,01013, 00113, 10115, 10115}.

Teremos portanto a sequinte matriz sindrome:

00000 00002 01002 00102 01012 00112 00003 01003 00103 00013 01013 00113 10115 10115
10002 10004 11004 10104 10014 10014 10114 10005 11005 10105 10015 11015 10115
11002 11004 12004 11104 11014 11014 11114 11005 12005 11105 11015 12015

10102 10104 11104 10204 10114 10114 10214 10105 11105 10205 10115

10012 10014 11014 10114 10024 11024 10124 10015 11015 10115

11012 11014 12014 11114 11024 10124 11124 11015 12015

10112 10114 11114 10214 10124 10015 10224 10115

10003 10005 11005 10105 10015 11015 10115

11003 11005 12005 11105 11015 10115

10103 10105 11105 10205 10115

10013 10015 11015 10115

11013 11015 12015

10113 10115

10115

Temos portanto, pelo coroldrio acima, 2" + 271 + 2 = 14 termos bem-comportados consis-
tentes com 10115.

Se escolhermos todos os monomios exceto t,,---t;1t;1---15 para compor a matriz teste
de paridade, entao esta matriz definird um (n, k, d)-cédigo quase-Hermitiano sobre Fy4, onde
n=32""141 k=27 ed>2 42142 Considere o caso especial, onde [ = %, para
algum m par. Entao,

k+d>22T 427 +257 1 42=3.2% +22° 1 2 (4.11)
Por outro lado, para ¢ = 2 o género é dado por:

om 4 om=l 4 o3t _ 9™ 4 se m é fmpar;
Im = m m—1 m_q m+2 , (4-12>
2m 42 +227"—2"2 +1 sem é par.

Temos portanto que

LH+1 s
n—gm={22 +1 sem é impar (4.13)

3-2%7 +1 sem é par.

Quando m é par, se construirmos o AG-cédigo com parametros (n, k, d*), entao, pelo teorema
de Riemann-Roch, temos que d* =n—k —g,, + 1, isto é, d*+k —1 > n — g,,. Comparando

4.11] com [4.13] temos que

d+k—1>d +k—1.
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Estes codigos excedem a cota de Garcia-Stichtenoth.
Este caso é apenas um caso especial, utilizando o Teorema 3.2, podemos construir muitos
cédigos que superam a cota de Garcia-Stichtenoth.
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