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SILVA, M. D. Sobre Semigrupos Numéricos. 2022. 98 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Um semigrupo numérico é um submonoide dos inteiros nao negativos tal que o seu comple-
mento neste conjunto ¢ finito. Neste trabalho estudam-se conceitos basicos sobre semigrupos
numéricos em N e algumas caracterizacoes, em particular as de irredutibilidade e quase sime-
tria, que sdo generalizadas para semigrupos numéricos em N? onde d é um inteiro positivo
maior que 1.

Palavras-chave: (Semigrupos Numéricos, Semigrupos Numéricos Generalizados, Irredutibili-
dade, Quase Simetria).



SILVA, M. D. On Numerical Semigroups 2022. 98 p. M. Sc. Dissertation, Federal University
of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

A numerical semigroup is a submonoid of non-negative integers whose complement on this
set is finite. We shall study basic concepts about numerical semigroups in N and some cha-
racterizations, in particular the irreducibility and almost symmetry, that are generalized for
numerical semigroups in N¢, with d a positive integer greater than 1.

Keywords: (Numerical Semigroups, Generalized Numerical Semigroups, Irreducibility, Almost
Symmetry).
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Introducao

Seja N ={0,1,2,...}. Um semigrupo numérico S é um subconjunto nao vazio de N junto
com uma operacao binaria + que é fechado com a soma, contém o elemento neutro, e cujo
complemento em N é finito.

O estudo de semigrupos numéricos foi motivado a partir de algumas situacoes bem comuns,
como o pagamento de compras sem desejar receber troco (que é conhecido como o Problema
do Troco de Frobenius), por exemplo. Para ilustrar isso, imagine que se deseja pagar o valor
de 8 reais, sem receber troco, com notas de 3 e 7. Perceba que isso nao é possivel. No entanto,
seria facil se desejarmos pagar 10 reais com as mesmas notas. Entao, quais sao os valores que
nao conseguimos efetuar pagamento com as notas de 3 e 7 sem receber troco? A resposta nos
dd o seguinte conjunto: {1,2,4,5,8}. Observe que, nesse caso, temos uma quantidade finita
de valores que nao podem ser pagos sem receber troco usando as notas 3 e 7, contudo, se
desejassemos usar apenas as notas 2 e 4, por exemplo, nenhum valor impar poderia ser pago
sem receber troco.

A simplicidade deste conceito permite enunciar problemas faceis de entender, mas cuja re-
solucgao esta longe de ser trivial. Este fato atraiu varios matematicos como Frobenius e Sylvester
no final do século XIX. Foi assim que surgiu o problema de Frobenius, o qual desejava encontrar
uma férmula dependendo de ny, ..., n, para o maior inteiro nao pertencente a (ny,...,ne).

Os semigrupos se manifestam em diversos campos da matematica, como por exemplo, na
geometria, na teoria de cddigos, e mais recentemente, em 2020, Maria Bras-Amorés em [16]
relacionou a teoria de semigrupos numéricos com a musica, por meio de uma conexao entre
escalas musicais ordenadas com w-monoides (que sd@o um tipo especifico de submonoides de R),
e mostrou que qualquer w-monoide ¢ um multiplo escalar de um semigrupo numérico ou um
monoide temperado.

O objetivo dessa dissertacao é expor alguns conceitos e resultados da Teoria de Semigru-
pos Numéricos, e apresentar também generalizacoes do estudo de Semigrupos Numéricos Ir-
redutiveis e Semigrupos Numéricos Quase Simétricos para o conjunto Semigrupos Numeéricos
Generalizados em N, onde d é um inteiro positivo.

Desse modo, os assuntos a serem apresentados serao divididos em 3 capitulos: o primeiro
ird introduzir a Teoria de Semigrupos Numéricos em N, mostrando o estudo que foi feito em
[12] e em [8]; o segundo terd o conteiddo visto no artigo [2], que fala sobre generalizagoes de
irredutibilidade para semigrupos numéricos generalizados em N, definindo ordens totais que sao
importantes para estender conceitos conhecidos, e mostrando a unicidade do elemento Frobenius
para um semigrupo numérico generalizado irredutivel; o tltimo capitulo trard o que foi estudado
no artigo [3], onde encontram-se generalizagoes de quase simetria para semigrupos numéricos
generalizados em N? com o objetivo de construir uma arvore de semigrupos numéricos quase
simétricos com elemento Frobenius fixo, e cuja base é um semigrupo numeérico generalizado
ordinario.



Marcela Diniz Silva
Uberlandia-MG, 25 de maio de 2022.



Capitulo 1

Semigrupos Numeéricos

1.1 Nocgoes preliminares

Neste capitulo apresentaremos nogoes basicas de semigrupos numéricos em N = {0,1,2,...},
que serao uteis para o entendimento dos proximos capitulos, onde trataremos de generalizagoes
dos conceitos e dos resultados apresentados aqui. Para mais detalhes, ver [12].

1.1.1 Monoides e homomorfismos de monoides

Um semigrupo é um par (S,+), onde S é um conjunto e + é uma operagao binédria em
S que é associativa. Todos os semigrupos considerados neste trabalho sdo comutativos (isto
é, a +b = b+ a para quaisquer a,b € S). Por essa razao, ndo vamos continuar repetindo
o adjetivo comutativo. Normalmente, também omitiremos a operacao binaria + quando nos
referirmos a um semigrupo comutativo, escrevendo S em vez de (S,4). Um subsemigrupo T de
um semigrupo S é um subconjunto que é fechado com a operagao binaria considerada em S.

Proposicao 1.1 Sejam X e Y dois subsemigrupos de S. Entao, X NY € um subsemigrupo de
S.

Demonstracao. Observe que XNY = {u € Slu € X eu € Y}, assim XNY é um subconjunto
de S. Tome entao u,v € XNY,dalu,v € X eu,v €Y, logou+v e Xeu+veY, pois X e
Y sao fechados em relagao a soma, portanto, u+v € X NY. 0

Assim, dado A um subconjunto nao vazio de S, o menor subsemigrupo de S contendo A é a
intersecao de todos os subsemigrupos de S contendo A, pois se K é o menor subsemigrupo de
S que contém A, e T' é a intersecao de todos os subsemigrupos de S que contém A, temos que
K CT,jaque ACT. Por outro lado, como K é um subsemigrupo que contém A, segue que
T C K, eassim K =T. Denotaremos este semigrupo por (A), e o chamaremos de subsemigrupo
gerado por A. Segue que

(A) = {\ar + -+ Maaln € N\ {0}, M1, .. Ay €Neay, ... a, € A}

(onde N denota o conjunto de inteiros nao negativos). Dizemos que S é gerado por A C S
se S = (A). Neste caso, A é um sistema de geradores de S. Se A tem um numero finito de
elementos, entao dizemos que S é finitamente gerado.

Um semigrupo M é um monoide se possui um elemento neutro, ou seja, existe um elemento
em M, denotado por 0, tal que 0 +a = a4+ 0 = a, para todo a € M (lembre-se que estamos
assumindo que os semigrupos sao comutativos, logo isso também estende-se aos monoides).

Um subconjunto N de M é um submonoide de M se for um subsemigrupo de M e¢ 0 € N.
Observe que se M é um monoide, entao {0} é um submonoide de M, o qual é chamado de
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submonoide trivial de M. Assim como em semigrupos, a intersecao de submonoides de um
monoide é novamente um de seus submonoides. Dado um monoide M e um subconjunto A de
M, o menor submonoide de M contendo A é

(A) ={ a1+ -+ ann e N\ {0}, A\y,..., \, €Neay,...,a, € A},

que chamaremos de submonoide de M gerado por A. Como no caso de semigrupos, o conjunto
A é um sistema de geradores de M se (A) = M, e também diremos que M é gerado por A.
Assim, um monoide M é finitamente gerado se existir um sistema de geradores de M com um
nimero finito de elementos.

Dados dois semigrupos X e Y, uma aplicacao f : X — Y é um homomorfismo de semigrupos
se f(a+0b) = f(a) + f(b), para todos a,b € X. Dizemos que f é um monomorfismo, um
epimorfismo, ou um isomorfismo se f € injetora, sobrejetora ou bijetora, respectivamente.
Observe que se f é um isomorfismo, entdo existe a inversa f~!. Além disso, dizemos que dois
semigrupos X e Y sao isomorfos se existe um isomorfismo entre eles, e denotamos por X =Y.

Uma aplicagao f : X — Y com monoides X e Y é um homomorfismo de monoides se for
um homomorfismo de semigrupos e f(0) = 0. Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo e
isomorfismo de monoides sao definidos como para semigrupos.

1.1.2 Multiplicidade e dimensao

O conjunto N com a operacao de adicao é um monoide. Veremos mais adiante que podemos
classificar submonoides de N por isomorfismos ao terem complemento finito em N. Um sub-
monoide de N com complemento finito em N é chamado de semigrupo numérico. Nesta se¢ao
mostraremos que todo semigrupo numérico ¢é finitamente gerado, admite um tnico sistema de
geradores minimal, cuja cardinalidade é limitada superiormente pelo menor elemento positivo
do monoide.

Seja A um subconjunto nao vazio de N, entao denotamos por mdc(A) como sendo o mdzimo
divisor comum dos elementos de A.

Lema 1.2 Seja A um subconjunto nao vazio de N. Entao (A) é um semigrupo numérico se, e
somente se, mdc(A) = 1.

Demonstracao. Suponha que (A) é um semigrupo numérico, e seja d = mdc(A). Se s € (A),
entdao d|s. Como (A) é um semigrupo numérico, N \ (A) ¢é finito, e entdo existe um inteiro
positivo x tal que d|x e d|(x + 1). Desse modo, d deve ser 1.

Por outro lado, para mostrar que (A) é um semigrupo numérico sabendo que mdc(A) =
1, basta provarmos que N\ (A) ¢é finito, pois sabemos pela definigdo de (A) que esse é um
subconjunto de N fechado com a soma, e que 0 = 0 - a, para algum a € A, logo 0 € (A)

e temos que ele é um submonoide de N. Dai, como mdc(A) = 1, existem inteiros z1, ..., 2,
e ai,...,a, € A tais que zja; + -+ + z,a, = 1. Movendo os termos onde z; é negativo
para o lado direito da igualdade, podemos encontrar iy, ..., i, j1,...,5 € {1,...,n} tais que
Zi @i, + -+ 20, =1 — 25,65, — -+ — z;a;,. Chamando —z;,a;, — -+ — zj,a;, = s, temos que

s€ (A)es+1e (A). Mostremos que sen > (s —1)s+ (s — 1), entdo n € (A). Sejam ¢,r € Z,
tais quen = gs+r,onde 0 <r <s. Comon > (s—1)s+ (s — 1), temos que ¢ > s—1>r,
assim

n=q¢qs+rs—rs+r
=(rs+r)+(qg—r)s
= (s+Dr+(g—r)s,
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o qual pertence a (A), pois s+ 1,s € (A), e r,q —r € N. Desse modo, N\ (A) é finito, logo
(A) é um semigrupo numérico. O

Proposicao 1.3 Seja M um submonoide nao trivial de N. Entao M é isomorfo a um semi-
grupo nUMETIco.

Demonstragao. Sejad = mdc(M). Pelo Lema 1.2, sabemos que S = <{%‘m € M}> é um

m
semigrupo numérico. Tomemos a funcao f: M — S, definida por f(m) = R Observe que:

Tty _® + y () + f(y), logo f é um homomorfismo

esex,y€ M,entao f(z+vy) = =gt g=

de monoides;

x
esex,y€ M,com f(x) = f(y), entdo 7= % = x =y, assim, [ é injetora;

m
e sea €S, existe m € M tal que a = i = f(m) = a, o que significa que f é sobrejetora.

Desse modo, concluimos que f é um isomorfismo de monoides, finalizando a demonstracao.

O

Se A e B sao subconjuntos dos niimeros inteiros, escrevemos A+ B = {a+bla € A,b € B}.
Assim, para um semigrupo numérico S, se S* = S\ {0}, o conjunto S* + S* corresponde ao
conjunto de todos os elementos de S que sao a soma de dois elementos nao nulos de S.

Lema 1.4 Seja S um submonoide de N. Entao, S* \ (S* + S*) é um sistema de geradores de
S. Mais ainda, todo sistema de geradores de S contém S* \ (S* + S*).

Demonstracao. Seja s € S*. Se s ¢ S*\ (S* + S*), entdo existem z,y € S* tais que
s = x +y. Dali, se z,y ¢ S*, podemos repetir o processo anterior para x e y. Agora, observe
que esse procedimento sera repetido apenas uma quantidade finita de vezes até encontrarmos
S1yvy 8y € S\ (S* + s%) tais que s = sy + -+ - + 8, pois S é limitado inferiormente, e a cada
troca de um elemento pela soma de outros dois nao nulos nos aproximamos mais do limite
inferior de S, ja que sempre tomamos elementos menores que o original. Desse modo, segue
que S*\ (S* 4+ S*) é um sistema de geradores de S.

Agora, sejam A um sistema de geradores de S, e z € S*\ (S* + S*). Como S* C S e
S = (A), existem n € N\ {0}, \y,...,\, € Neay,...,a, € A tais que x = Ajag + - - + \uap,.
Como = ¢ S*+ 5*, temos que x = a;, para algum i € {1,...,n}. Desse modo, todo sistema de
geradores de S contém S* \ (S* + S*). O

Essa propriedade também é véalida para submonoides S de N”, onde r é um inteiro positivo
qualquer. A ideia é que sempre que s = x + y, com « e y nao nulos, entdao x é estritamente
menor que s com a ordem parcial natural de N”, que é definida da forma x < y se (9 < y®,
para todo i € {1,...,7}, onde s(") representa a i-ésima coordenada do vetor s € N”. Dai, existe
uma quantidade finita de elementos € N” com & < s. Entretanto, S*\ (S* + S*) nao precisa
ser finito para r maior do que 1.

Exemplo 1.5 O conjunto M = {(z,y) € N?|x > 5} U{(0,0)} é um submonoide de N* que
nao possui um sistema de geradores finito, ja que (6,y) € um gerador do submonoide, para todo
y e N.

Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. O conjunto de Apéry de S em relacao n é

Ap(S,n) ={se S|s—n &S}
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Lema 1.6 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entado,
Ap(S,m) = {0 = w(0),w(1), .., w(n — 1)},

onde w(i) é o menor elemento de S congruente a i mddulo n, para todo i € {0,...,n—1}. O
nome desse conjunto foi dado em homenagem ao matemdtico francés Roger Apéry.

Demonstracao. Basta notar que paratodoi € {1,...,n—1}, existe k € Ntal que i+kn € S.
O

Exemplo 1.7 Seja S = (4,6,9). Entao, S ={0,4,6,8,9,10,12,13, =} (o simbolo — significa
que todo inteiro maior que 13 pertence ao conjunto). Entao, Ap(S,8) ={0,4,6,9,10,13,15,19}.

Observe que o lema anterior implica que a cardinalidade de Ap(S,n) é n.

Lema 1.8 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao, para todo s € S, existe um
inico par (k,w) € N x Ap(S,n) tal que s = kn + w.

Demonstracao. Pelo Lema 1.6, sabemos que Ap(S,n) = {w(0) = 0,w(1),...,w(n — 1)},

onde w(i) é o menor elemento de S congruente a ¢ € {0,...,n — 1} médulo n. Entao, seja
s € S. Temos que s = w(i) mod n, para algum i € {0,...,n — 1}, logo, como w(i) < s, segue
que s = w(i) + kn, onde k € N. O

Esse lema nao é valido para submonoides de N” em geral. Entretanto, existem familias
de submonoides de N" para os quais uma propriedade similar é valida, e este resultado apa-
rentemente simples torna possivel traduzir alguns dos resultados conhecidos para resultados
numéricos para um escopo mais geral.

Dizemos que um sistema de geradores de um semigrupo numérico é um sistema de geradores
minimal se nenhum de seus subconjuntos proprios é um gerador do semigrupo numeérico.

Teorema 1.9 Todo semigrupo numérico admite um unico sistema de geradores minimal. Além
disso, esse sistema de geradores minimal € finito.

Demonstracao. Pelo Lema 1.4 temos que S*\ (S* + S*) é o sistema de geradores minimal
de S. Agora, o Lema 1.8 diz que para todo n € S*, S = (Ap(S,n)U{n}). Como Ap(S,n)U{n}
é finito, e S* \ (S* + 5*) C Ap(S,n) U {n}, segue que S*\ (S* + S*) é finito. O

Como todo submonoide de N ¢ isomorfo a um semigrupo numérico, temos os corolarios a
seguir:

Corolario 1.10 Seja M um submonoide de N. Entao M possui um inico sistema de geradores
minimal, o qual € finito.

d
mdc(T) = 1. Pelo Lema 1.2, temos que T' é um semigrupo numeérico. Dali, se A é o sistema de
geradores minimal de T, temos que {dala € A} é o sistema de geradores minimal de M. UJ

Demonstracao. Seja d = mdc(M). Entao, T' = {f

re M } ¢ um submonoide de N tal que

Corolario 1.11 Seja M um submonoide de N gerado por {0 # m; < my < -+ < my,}.
Entao, {mi,ms,...,m,} € o sistema de geradores minimal de M se, e somente se, miy1 &
(mq,...,m;), para todo i € {1,...,p—1}.



Sejam S um semigrupo numérico e {n; < ny < --- < n,} o sistema de geradores minimal
de S. Entao, n; é conhecido como a multiplicidade de S, denotado por m(S). A cardinalidade
do sistema de geradores minimal, p, é chamada dimensao de S, e é denotada por e(S).

Proposicao 1.12 Seja S um semigrupo numérico. Entao,
1) m(S) = min(5\ {0}),
2) e(S) <m(9).

Demonstracao. O primeiro item desta proposicao é ébvio. Ja o segundo item segue do fato
de que {m(S)} U Ap(S,m(S)) \ {0} é um sistema de geradores de S com cardinalidade m(.S).
OJ

Observe que e(S) = 1 se, e somente se, S = N. Se m é um inteiro positivo, entdao S =
{0,m,—} é um semigrupo numérico de multiplicidade m, o qual serd chamado semirreta.
Além disso, o sistema de geradores minimal de S é {m,m + 1,...,2m — 1}. Desse modo,
e(S) = m = m(S). Veremos mais adiante outros exemplos de semigrupos onde essa igualdade
ocorre, os quais sao chamados Semigrupos Numéricos de Dimensao Maxima.

1.1.3 Numero de Frobenius e género

Ferdinand Georg Frobenius (Berlim, 1849 — 1917) propos em seus estudos o problema de
dar uma férmula para o maior inteiro que nao pode ser representado como uma combinacao
linear com coeficientes inteiros nao negativos de um dado conjunto de inteiros positivos cujo
maior divisor comum ¢ um. Ele também lancou a questao de determinar quantos inteiros
positivos nao possuem tal representacao. Usando nossa terminologia, o primeiro problema é
equivalente a dar uma formula, em termos dos elementos em um sistema de geradores minimal
de um semigrupo numérico S, para o maior inteiro que nao pertence a S. Esse elemento é
usualmente conhecido como niumero de Frobenius de S, embora na literatura seja algumas
vezes substituido pelo condutor de S, que é o menor inteiro x tal que x +n € S para todo
n € N. O numero de Frobenius de S é denotado aqui por F/(S), e é o condutor de S menos
1. Quanto ao segundo problema, o conjunto de elementos em G(S) = N\ S é conhecido como
conjunto de lacunas de S. Sua cardinalidade é o género de S, g(5), que as vezes é referido
como o grau de singularidade de S.

Exemplo 1.13 Seja S = (4,6,9). Sabemos que S = {0,4,6,8,9,10,12, —}, assim, F(S) =
11, G(S) = {1,2,3,5,7,11} e g(S) = 6.

Nao existe uma férmula geral para o nimero de Frobenius, nem para o género, quando
a dimensao é maior que dois. No entanto, se o conjunto de Apéry de algum elemento do
semigrupo numérico nao nulo é conhecido, entao ambos sao faceis de computar.

Proposicao 1.14 [5] Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao,
1) F(S) = (maz Ap(S,n)) - n,
n—1

2) g(S) = % (ZweAp(s,n) w) 2

Demonstracao. 1) Pela defini¢ao do conjunto Ap(S,n), temos que (max Ap(S,n)) —n & S.
Se x > (max Ap(S,n)) — n, entdo x +n > (max Ap(S,n)). Seja w € Ap(S,n) tal que
w = x + n(mod n). Como w < x + n, segue que x = w + kn, onde k € N\ {0}. Desse modo,
x € S, pelo Lema 1.8, logo = # F(S), concluindo que F(S) = (mazx Ap(S,n)) — n.

2) Observe que para todo w € Ap(S,n), se w =i(mod n) e i € {0,...,n — 1}, entao existe
um inteiro nao negativo k; tal que w = k;n + i. Assim, usando a notagao do Lema 1.6,



Ap(S,n) ={0,w(l) =kn+ L, w(2) =km+2,...,w(n—1) =k,_1n+n — 1}.

Temos que x = w(i)(mod n) pertence a S se, e somente se, w(i) < x. Entao, como os elementos
congruentes a i médulo n menores que w(i) pertencem ao conjunto {i,n+1, ..., (ki—1)n+i},
para todo i € {1,...,n — 1}, segue que
g(S):]{?1+"'+k5n_1
1
= —<k'1n + -+ kn,ln)

—3

:_(O—I—(k‘1n+1)—i—---+(l€n_1n+n—1))—%<—n<n_1)>

- <ZweAp(S,n) w) - (n g 1) '

_ 3

Observe que se S é um semigrupo numérico minimamente gerado por (a,b), entao
Ap(S,a) = {0,b,2b, ..., (a — 1)b},
e pela Proposigao 1.14, temos o seguinte resultado (cujas férmulas sdo devidas a Sylvester):

Proposicao 1.15 Sejam a e b inteiros positivos com mdc{a,b} = 1. Entao,
1) F({a,b)) = ab—a — b,

2 glfa,p) = L0

: L. . . . F(S)+1 .
Observe que para um semigrupo numérico de dimensao dois, g(S) = % (e assim,

F(S) é sempre um inteiro impar). Isso ndo é valido para casos em que a dimensao é maior que
dois, mas nos da uma caracterizacao interessante sobre classes de semigrupos numéricos, que
veremos adiante.

Se S é um semigrupo numérico e s € S, entao F(S) — s ¢ S. Caso contrério, tome
F(S)—s=x € S. Assim, temos que z +s € S = F(S) —s+s = F(5) € S, o que é um
absurdo. Disso, obtemos o seguinte:

Lema 1.16 Seja S um semigrupo numérico. Entao,

F(S)+1

g(S) > 5

- . t+1 .
Demonstracao. Seja F'(S) =t, e suponha que ¢g(S5) < — Observe que entre 0 e ¢ existem

t+1
t + 1 elementos, desse modo, dizer que g(S) < + significa que a quantidade de lacunas é

menor do que a metade da quantidade de elementos entre 0 e ¢, ou seja, entre 0 e ¢ existem
mais elementos que estao em S do que lacunas. Agora, o conjunto das lacunas esté totalmente
contido no intervalo entre 0 e t. Porém, sabemos que se S é um semigrupo numérico e s € S,
entdo t — s & 9, isto é, para cada elemento de S que esta entre 0 e t existe um elemento em

G(S) correspondente a ele. Assim temos uma contradigao, ja que a quantidade de lacunas é
t+1
menor que a quantidade de elementos de S entre 0 e ¢t. Logo, g(S) > % 0]

Pelo lema anterior, vemos que o semigrupo numérico em que a igualdade ¢é valida é o

semigrupo numérico com a menor quantidade de lacunas possivel, o que s6 acontece quando
F(S) é impar.



Observacao 1.17 Se fixarmos um inteiro positivo f, nao € verdade que em geral existem mais
semigrupos numeéricos com numero de Frobenius f+1 do que semigrupos numéricos com nimero
de Frobenius f. A tabela a sequir mostra isso (ns(F') representa a quantidade de semigrupos
numéricos com nimero de Frobenius F, e Backelin em [10] fala sobre sua magnitude):

F | ns(F) | F | ns(F)
1 1 20 900

2 1 21 | 1828
3 2 22 | 1913
4 2 23 | 4096
) D 24 | 3578
6 4 25 | 8273
7 11 26 | 8175
8 10 27| 16132
9 21 28 | 16267
10 22 29 | 34903
11 51 30 | 31822
12 40 31 | 70854
13 | 106 32 | 68681
14 | 103 33 | 137391
15| 200 34 | 140661
16 | 205 35 | 292081
171 465 | 36 | 270258
18 | 405 | 37 | 591443
19 | 961 38 | 582453




Na tabela a sequir mostraremos os sistemas de geradores para cada semigrupo numérico com
numero de Frobenius fizado, onde F(S) € {1,...,8}.

F Sistema de geradores
1 {2,3}
2 {3,4,5}
3 {2,5}
{4,5,6,7}
4 {3,5,7}
{5,6,7,8,9}

{2,7}

{3.4}

5 {3,7,8}

{4,6,7,9}

{6,7,8,9,10, 11}

{4,5,7}

6 {4,7,9,10}
{5,7,8,9,11}
{7,8,9,10,11,12,13}
{2,9}

{35}
{3,8,10}
{4,5,6}
{4,5,11}

7 {4,6,9,11}
{4,9,10,11}
{5,6,8,9}
{5,8,9,11,12}
{6,8,9,10,11, 13}
{8,9,10,11,12,13, 14, 15}
{3,711}
{3,10,11}
{5,6,7,9}
{5,6,9,13}

8 {5,7,9,11,13}
{5,9,11,12,13}
{6,7,9,10,11}

{6,9,10,11,13, 14}
{7,9,10,11,12,13, 15}
{9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17}

Maria Bras-Amords em [15] computou o nimero de semigrupos numéricos com género g
para g € {0,...,50}, e suas contas mostraram um comportamento do nimero de semigrupos
numeéricos com género fixo menor ou igual a 50 similar a uma sequéncia de Fibonacci. FEn-
tretanto, ainda nao foi provado para o caso geral que se firarmos um inteiro positivo g entdao
existem mais semigrupos numéricos de género g + 1 do que de género g. Na tabela a sequir,
reproduzimos os resultados obtidos por Maria Bras-Amords (n, representa a quantidade de
semigrupos numéricos de género g):
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(ng—1n4-2)/ng

”g/ngfl

g Ng Ng—1 + Ng_2
0 1
1 1 1
2 2 2 1 2
3 4 3 0.75 2
4 7 6 0.857143 1.75
5 12 11 0.916667 1.71429
6 23 19 0.826087 1.91667
7 39 35 0.897436 1.69565
8 67 62 0.925373 1.71795
9 118 106 0.898305 1.76119
10 204 185 0.906863 1.72881
11 343 322 0.938776 1.68137
12 992 547 0.92398 1.72595
13 1001 935 0.934066 1.69088
14 1693 1593 0.940933 1.69131
15 2857 2694 0.942947 1.68754
16 4306 4550 0.946733 1.68218
17 8045 7663 0.952517 1.67395
18 13467 12851 0.954259 1.67396
19 22464 21512 0.957621 1.66808
20 37396 35931 0.960825 1.66471
21 62194 59360 0.962472 1.66312
22 103246 99590 0.964589 1.66006
23 170963 165440 0.967695 165588
24 282828 274209 0.969526 1.65432
25 467224 453791 0.971249 1.65197
26 770832 750052 0.973042 1.64981
27 1270267 1238056 0.974642 1.64792
28 2091030 2041099 0.976121 1.64613
29 3437839 3361297 0.977735 1.64409
30 5646773 5528869 0.979120 1.64254
31 9266788 9084612 0.980341 1.64108
32 15195070 14913561 0.981474 1.63973
33 | 24896206 24461858 0.982554 1.63844
34 | 40761087 40091276 0.983567 1.63724
35| 66687201 65657293 0.984556 1.63605
36 | 109032500 107448288 0.985470 1.63498
37| 178158289 175719701 0.986312 1.63399
38 | 290939807 287190789 0.987114 1.63304
39 | 474851445 469098096 0.987834 1.63213
40 | 774614284 765791252 0.988610 1.63128
41 | 1262992840 | 1249465729 0.989290 1.63048
42 | 2058356522 | 2037607124 0.989919 1.62975
43 | 3353191846 | 3321349362 0.990504 1.62906
44 | 5460401576 | 5411548368 0.991053 1.62842
45 | 8338486816 | 8313593422 0.991574 1.62781
46 | 14463633648 | 14343888392 0.992067 1.62723
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47 | 23527845502 | 23352120464 | 0.992531 | 1.62669
48 | 38260496374 | 37991479150 | 0.992969 | 1.62618
49 | 62200036752 | 61788341876 | 0.993381 | 1.62570
50 | 101090300128 | 100460533126 | 0.993770 | 1.62525

Na tabela a sequir mostraremos os sistemas de geradores para cada semigrupo numérico com
género fizado, onde g(S) € {1,...,5}.

g(S) | Sistema de geradores
0 {1}
1 {2,3}
2 {2,5}

{3,4,5}

{2,7}

3 {3,4}

{3,5,7}

{4,5,6,7}

{2,9}
{3,5}
{3,7,8}

4 {4,5,6}
{4,5,7}
{4,6,7,9}
{5,6,7,8,9}
(2,11}
(3,7,11}
(3,8,10}
{4,5,11}
{4,6,7}

5 {4,6,9,11}
{4,7,9,10}
{5,6,7,8}
{5,6,7,9}
{5,6,8,9}

(5,7,8,9,11}

{6,7,8,9,10,11}

Lema 1.18 Sejam S um semigrupo numérico gerado por {ni,...,ny}, d =mdc{ny,...,ny_1}
e o conjunto T = (n1/d, ..., ny,_1/d,n,). Entao,

Ap(S, np) = d(Ap(T, np))'

Demonstracao. Se w € Ap(S,n,), entdo w € (ny,...,n,_1). Consequentemente, w/d €
(ni/d,...,ny,_q1/d) CT. Se w/d —n, € T, temos que w —dn, € S = w —dn, + (d — 1)n, €
S = w—mn, €5, 0 que é impossivel, pois w € Ap(S,n,). Logo, w/d € Ap(T,n,), e assim,
w € d(Ap(T,n,)), isto é, Ap(S,n,) C d(Ap(T,ny)).

Por outro lado, seja w € Ap(T', n,). Entao, w € (n1/d, ... ,ny,_1/d), dai dw € (nq,...,n,_1).
Se dw —n, € S, existem {A1,...,\,} € N tais que

dw —ny, = Ang + -+ Xn, = dw = (Ang + -+ Apo1np_1) + (A, + D)ny,.

12



Agora, como S é um semigrupo numérico, mde{ny,...,n,} =1 = mdec{d,n,} = 1, assim
d|(Ap + 1), e temos que

. )\177/1 i i )\pflnpfl + ()\p + 1)

— d P d d np)
(A +1) . .
onde € N\ {0}, contradizendo o fato de que w € Ap(T,n,), pois se chamarmos
A+ 1
(%p =k € N\ {0}, temos que k — 1 € N, desse modo,
wemy = MM el g gy e
d d
Assim, dw € Ap(S,n,) = d(Ap(T,n,)) C Ap(S,n,) = Ap(S,n,) = d(Ap(T,n,)). O
Proposicao 1.19 Seja S um semigrupo numérico gerado minimamente por {ny,na,...,n,}.
Sejam d = mdc{ny,...,n,_1} e o conjunto T'= (nq/d, ... ,ny,_1/d,n,). Entao,

1) F(S) = dF(T) + (d — 1)n,,
2) o(5) = dg(r) + L= =Y,

Demonstracao. 1) Sabemos que F(T') = (max Ap(T,n,)) —n,, e F(S) = (max Ap(S,n,)) —
n,. Agora,

mazx Ap(S,n,) = d(max Ap(T,n,)),

logo, F(S) =dF(T)+dn, —n, =dF(T) + (d — 1)n,.

1 n, — 1 1 n, — 1
2) Sabemos que g(T') = - (ZwGAp(T,np) w) - p2 eg(S) = - (ZweAp(Smp) w) - p2 :
P P
onde
1 1
n—p (ZwGAp(S,np) w) = n—p (ZwEAp(T,np) dw>,
dn,—d n,—1 d—1)(n,—1
logo, g(S) = dg(T') + p2 — p2 =dg(T) + ( )é P ) O

Exemplo 1.20 Seja S = (18,30,19). Como mdc{18,30} =6, T = (3,5,19) = (3,5), F(T) =

5-18
7Teg(l) =4. Assim, F(S) = 6F(T)+5-19 =42+ 95 = 137, e g(S) = 69(T) + 5 =
24 + 45 = 69.

1.1.4 Numeros Pseudo-Frobenius

Seja S um semigrupo numérico em N. Dizemos que um inteiro z é um numero pseudo-
Frobenius se x ¢ S e x + s € S, para todo s € S*. Vamos denotar por PF(S) o conjunto de
todos os numeros pseudo-Frobenius de S, e sua cardinalidade serd conhecida como o tipo de S,
e denotada por (95).

Da definigao, segue que F(S) € PF(S), sendo o maior elemento desse conjunto.

Sobre o conjunto dos inteiros, podemos definir a relacao: a <gbse b —a € S. Como S é
um semigrupo numérico, temos que a relagao é:

e reflexiva, pois a <g a, jdque a —a =0 € S

e transitiva, pois se x <g yey <g z,entaoy —x € Sez—y € 5, logo, z —x =
(z—y)+ (y—=x) €S, assim, z <g z;
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e antissimétrica, poisse r <gyey <gzr,entaoy—zr € SCNex—y € S CN, oque
implicaque y —x >0ex —y >0, logo z = y.

Assim, a relacao <g é uma relacao de ordem. Pela definicao de niimeros pseudo-Frobenius,
obtemos que eles serao os elementos maximais de Z \ S com respeito a ordem <g (Z denota o
conjunto de nimeros inteiros).

Proposicao 1.21 Seja S um semigrupo numérico. Entao,
1) PF(S) = Maximais<,(Z\ S),
2)x € Z\ S se, e somente se, f —x €S, para algum f € PF(S).

Demonstracao. 1) Seja x € PF(S). Entao, z ¢ S e x + s € S, para todo s € S*. Suponha
que existe y € Z\ S, y # x tal que x <g y. Desse modo, y —x € S=y=x+(y—x) €5,
pois © € PF(S), contradizendo a escolha de y. Assim, PF(S) C Max<,(Z\ S).

Por outro lado, seja x € Max< (Z\ S). Temos que x ¢ S e existe y € Z tal que y <g z, daf
r—y € S. Agora, se s € S*, entao x+s € S, caso contrario, x <g r+s,jaquer+s—xr =s € S,
o que é impossivel, pois # é maximal em Z \ S. Portanto, PF(S) = Mazx<,(Z\ S).

2) Se x € Z\ S, basta mostrar o caso em que x > 0, ja que se x < 0, entdo f = F(S).
Além disso, se x € PF(S), como <g é reflexiva, f = x. Agora, tomando « ¢ PF(S), pelo item
anterior, existe 1 € G(S5) tal que x <g x;. Observe que se z; € PF(S), concluimos a ida da
demonstracao. Caso contrario, como G(S) é finito, existe uma sequéncia = <g 1 <g 3 <g
o <g Tn, n € N\ {0} tal que z,, € PF(S), e como <g é transitiva, x <g .

Por outro lado, seja f — x € S para algum f € PF(S). Entdo, se z € S, temos que
f=(f—z)+z €S, oque éabsurdo, pois f € PF(S). Assim, z € S, concluindo que z € Z\ S.
0

Este resultado estabelece um tipo de dualidade entre geradores minimais e niimeros pseudo-
Frobenius de um semigrupo numérico, ja que Minimais<,(S \ {0}) é o sistema de geradores
minimal de S.

Proposicao 1.22 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao,
PF(S) ={w —njw € Max<,Ap(S,n)}.

Demonstracao. Seja x € PF(S). Como z ¢ S e x+n € S, temos que x +n € Ap(S,n).
Sejaw € Ap(S,n) talque z+n<gw=w—(r+n)=w—n—z €S =w—n=uzx+s, para
algum s € S. Como w —n & S e x € PF(S), temos que s =0, e logo w = x + n.

Tome agora w € Maz<,Ap(S,n). Entdo, w —n ¢ S. Se w —n+ s ¢ S para algum s € S*,
entdo w + s € Ap(S,n), contradizendo a maximalidade de w. O

Exemplo 1.23 Tomando (4,5,7) = {0,4,5,7, —}, Ap(S,4) ={0,5,7,10} e Maxr<,Ap(S,4) =
{7,10}. Assim, PF(S) = {3,6}.

Exemplo 1.24 Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {a,b). Como wvisto
anteriormente,

Ap(S,a) = {0,b,2b,...,(a — 1)b}.

Isso implica que Max< Ap(S,a) = {(a—1)b}, e PF(S) = {ab—a—0b}. Desse modo, semigrupos
numéricos de dimensao dois possuem tipo um.

Como a cardinalidade de Ap(S,n) é n e o 0 nunca é um elemento maximal, obtemos a
seguinte cota para o tipo de um semigrupo numeérico.
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Corolario 1.25 Seja S um semigrupo numérico. Entao,
t(S) <m(S) — 1.

Relembre que a dimensao de um semigrupo numérico nao excede a multiplicidade. Além
disso, ja sabemos que semigrupos numéricos de dimensao dois possuem tipo um. Veremos nos
capitulos seguintes que semigrupos com dimensao trés possuem tipo um, ou dois. No entanto,
para dimensoes maiores que trés, o tipo nao é limitado superiormente pela dimensao, como
veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.26 Sejamn > 2 er > 3n+ 2 dados, s=r(3n+2)+3 e S =(s,s+3,s+3n+
1,s+3n+2). Seja M ={(r+1)s+i —2<1i<3n—1,onde 31i}. Deseja-se mostrar que
M C PF(S). Fagamos uma listagem dos elementos de S como combinagdo de r + 1 geradores
minimais:

s, s+3, s+3n+1,s+3n+2;

® 25, 254+3, 2546, 2s+3n+1, 2s+3n+2, 2s+3n+4, 2s+3n+5, 2s+6n+2, 2s+6n+ 3,
2s 4+ 6n +4;

ers, (r—1)s+s+3,....,7(s+3n+2)=(r+1)s —3;

e (r+1)s,..., (r+1)(s+3n+2)=(r+2)s+3n—1.

Desse modo, observe que se x € S, com x < (r+2)s, entdo x deve ser a soma de exatamente
[x/s] geradores, e além disso, M NS = 0. Agora, vamos provar que M + x C S, para cada
gerador x de S. Para x = s devemos ter que (r +1)s+s+i € S, com —2 < i <3n — 1. Daf,
observe que (r+1)(s+3n+1) < (r+2)s—2 < (r+2)s+3n—1= (r+1)(s+3n+2), sendo que
o intervalo [(r+ 1)(s +3n+ 1), (r + 1)(s + 3n + 2)| estd contido em S, logo M + s C S. Mais
ainda, note que (r+2)s+3n+k € S, para cada k € N, jd que (r+2)s+3n € uma combinagdo
deses+3, (r+2)s+3n+1=(r+1)s+(s+3n+1), (r+2)s+3n+2=(r+1)s+(s+3n+2),
(r+2)s+3n+3 ¢ésomadeses+3, (r+2)s+3n+4=rs+(s+3)+(s+3n+1), e assim por
diante. Consequentemente, M +x C S, para cada gerador x de S, concluindo que M C PF(S)
e t(S) > 2n+2.

O Ezemplo 2.24 do livro [12] conclui que o tipo de S € igual a 2n + 3, no entanto, usando
o Magma [7] online, para n =2, r =8 e s = 67, temos o semigrupo S = (67,70,74,75), cujo
tipo € igual a 8 > 7 =224 3.

Exemplo 1.27 Seja m € N, com m > 1. Observe que para S = {0,m,—}, PF(S) =
{1,2,...,m — 1}. Esses semigrupos atingem o limite dado no Corolario 1.25.

Seja S um semigrupo numérico. Denote por
N(S)={seS|s < F(5)}.

Esse conjunto determina inteiramente S, ja que todos os elementos maiores que F'(S) per-
tencem a S. Sua cardinalidade sera denotada por n(S). Claramente, g(S) + n(S) = F(S) + 1.

Nés jé sabemos que se x é um inteiro que nao pertence S, existe f € PF(S) tal que z <g f.
Defina f, = min{f € PF(S)|f —x € S}. Entao a funcao

G(S) = PF(S) x N(S),a = (fur fo — )
¢é injetora, o que prova o seguinte resultado.
Proposicao 1.28 Seja S um semigrupo numérico. Entao,
9(5) < US)n(S).

Essa desigualdade é equivalente a F'(S) 4+ 1 < (¢(S) + 1)n(S). Wilf em [9] conjecturou que
F(S)+1 <e(S)n(S), o que é verdadeiro para algumas familias de semigrupos numéricos, mas
para o caso geral ainda nao foi provado. Este problema, chamado de conjectura de Wilf, ¢ um
dos mais desafiadores da area.
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1.2 Semigrupos Numéricos com Dimensao Maxima

1.2.1 Caracterizacoes

Seja S um semigrupo numérico. Sabemos que e(S) < m(S), pela Proposicao 1.12. Assim,
dizemos que S possui dimensao méxima se e(S) = m(S). Nesta se¢do, daremos vdarias carac-
terizagoes das propriedades em termos dos elementos notaveis apresentados na primeira se¢ao
deste trabalho.

Se x é um gerador minimal de S, e n € S\ {0,z}, entdo, z —n &€ S, caso contrédrio terfamos
que * = (x —n) +n € (5* 4+ 5%), logo x ¢ S*\ (5* + 5%), e ja vimos que S*\ (S*+5%) é o
sistema de geradores minimal de S. Assim, temos que x € Ap(S,n).

Proposicao 1.29 Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < ng < --- <
ne}. Entao, S possui dimensio mdzima se, e sé se, Ap(S,ny) = {0,na,...,ne}.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, se x é um gerador minimal de S, entao temos
que x € Ap(S,n), logo {ns,...,n.} C Ap(S,n1)\{0}. Sabemos que a cardinalidade de Ap(.S, n,)
é ny, desse modo, e = n; se, e somente se, {0,n9,...,n.} = Ap(S,n1). O

Como consequéncia das Proposicoes 1.14, 1.22 e 1.29, obtemos:

Corolario 1.30 Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < ng < --- <
ne}. Entao,

1) Se S possui dimensao mdzima, temos que F(S) = n, — ny;
ny — 1 )

2 )

1
2) S possui dimensdo mdxima se, e somente se, g(S) = —(ng + -+ ne) —
n

3) S possui dimensao mdzima se, e somente se, t(S) =mn; — 1.

Exemplo 1.31 O semigrupo numérico S = (5,6,9,13) possui F(S) =8 =13 -5 = n, — nq,
mas nao possui dimensao mdxima, o que significa que a volta do item 1 do coroldrio anterior
nem sempre € vdlida.

Observagao 1.32 Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < ng < --- <

Ne}.

1) Ja sabemos que t(S) < m(S)—1. Entdo os semigrupos numéricos com dimensao mdxima
também sdo os que possuem tipo mdzimo (em termos de sua multiplicidade).

1 —
2) Por g(8) = (a4 1) - m

mdazrima também podem ser vistos como aqueles que possuem a menor quantidade possivel de
lacunas (em termos dos seus geradores minimais).

, temos que semigrupos numeéricos com dimensao

Dados um inteiro nao nulo n e dois inteiros a e b, vamos escrever a = b mod n para denotar
que n divide (a—b). Denotamos por b mod n o resto da divisao de b por n. O seguinte resultado
caracteriza os subconjuntos de inteiros positivos que podem ser vistos como conjuntos de Apery
de um semigrupo numeérico.

Proposigao 1.33 Sejam n € N\ {0} ¢ C = {w(0) = 0,w(1),...,w(n — 1)} C N tal que
w(t) = i(mod n), para todoi € {1,...,n—1}. Seja S o semigrupo numérico ({n}UC). Entdo,
as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1) Ap(S,n) =C.

2) Para todos i,j € {1,...,n— 1}, w(i) + w(j) > w((i + j)mod n).
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Demonstracao. Note que w(i) + w(j) e w((i + j)mod n) sdo congruentes médulo n, para
todos 7,5 € {1,...,n — 1}. Assim, a condigao 2 é equivalente a

2’) para todos i,j € {1,...,n— 1}, existe t € N tal que w(i) +w(j) = tn+w((i+ j)mod n).

Se Ap(S,n) = C, pelo Lema 1.8, w(i) + w(j) = kn + ¢, para algum k € N e ¢ € C.
Claramente, w(i) + w(j) = ¢(mod n), e assim, ¢ = w((i + j)mod n).

Agora, assuma que a segunda condigao é valida. Vamos mostrar que Ap(S,n) C C. Se
s € Ap(S,n) C S, entdo existem Ay,..., A\, € N e ¢,...,¢ € C tais que s = 22:1 AiCi.
Aplicando a condicao 2’ repetidas vezes, temos que s = kn + ¢, onde ¢ € C' e k € N. Como
s € Ap(S,n), entao k deve ser 0, portanto, s = c € C.

Por fim, pelo Lema 1.6, a cardinalidade de Ap(S,n) é n. Como a cardinalidade de C' é n e
Ap(S,n) C C, entao Ap(S,n) = C. O

Como visto na Proposi¢ao 1.29, o conjunto de Apéry da multiplicidade em semigrupos
numéricos com dimensao maxima possui caracteristicas especiais. Isto, juntamente com a
ultima caracterizacao de conjuntos de Apéry, nos dd um modo alternativo de distinguir semi-
grupos numéricos com dimensao maxima olhando o conjunto de Apéry com sua multiplicidade.

Corolario 1.34 Seja S um semigrupo numérico com multiplicidade m e assuma que Ap(S,m) =
{w(0) = 0,w(1),...,w(m — 1)}, com w(i) = i(mod m) para todo i € {1,...,m — 1}. Entao,
S possui dimensao mdzrima se, e somente se, para todos i,j € {1,....,m — 1}, w(i) + w(j) >
w((i + j)mod m).

Demonstracao. A ida segue direto das Proposicoes 1.29 e 1.33. Agora, pelo Lema 1.8,
sabemos que S = (m,w(1),...,w(m — 1)). Pela condigao de que w(i) + w(j) > w((i + j)mod

m), deduzimos que {m,w(1),...,w(m — 1)} é um sistema de geradores minimal de S. Entao,
S possui dimensao méaxima. 0
Corolario 1.35 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao, (n,w(l) +n,...,w(n —
1) +n) é um semigrupo numérico com dimensao mdxima, onde para todo i € {1,...,n — 1},

w(i) € Ap(S,n), w(i) = i(mod n).

Demonstracao. Chamemos de H o conjunto (n,w(1)+n,...,w(n—1)+n). Como w(i) >0
paratodoi € {1,...,n—1}, temos que w(i)+n > n, o que significa que m(H) = n. Mostremos
entdo que Ap(H,n) = {0,w(l) +n,...,w(n — 1) +n} = {0,r7(1),...,r(n — 1)}, onde r(i) =
w(i)+n, paratodo i € {1,...,n—1}. Paraisso, observe que Ap(S,n) = {0,w(1),...,w(n—1)},
assim, pela Proposicao 1.33, temos que

(
= (w(
> w((i + j)mod n) + 2n
= (w((i+ j)mod n) +n) +n
=r((i+ j7)mod n) +n
> r((i+ j)mod n),

para todos 7,5 € {l,...,n — 1}. Desse modo, pelo Coroldrio 1.34 segue que H é um
semigrupo numérico de dimensao maxima. 0

Exemplo 1.36 Seja S = (4,5,11) = {0,4,5,8,10,11,—}. Entdio, Ap(S,5) = {0,4,8,11,12},
e pelo Coroldrio 1.35 temos que T = (5,9,13,16,17) € um semigrupo numérico de dimensdao
mazrima.

Exemplo 1.37 Seja a e b dois inteiros positivos maiores que 1 com mdc{a,b} = 1. Ja sabemos

que Ap({a,b),a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b}. Pelo Corolario 1.35,
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(a,a+b,a+2b,...,a+ (a—1)b)
¢ um semigrupo numérico com dimensao mdzrima.

Corolario 1.38 Seja S um semigrupo numérico com dimendao mdzima e multiplicidade m.

Para todoi € {1,...,m—1}, escreva w(i) como sendo o unico elemento de Ap(S, m) congruente
a i mddulo m. Definindo o conjunto T = (m,w(1) —m,...,w(m — 1) —m), entdo temos que
T é um semigrupo numérico e Ap(T,m) = {0,w(l) —m,...,w(m — 1) —m}.

Demonstragao. Primeiramente, observe que faz sentido construir o conjunto (m,w(1) —
m,...,w(m — 1) —m), pois m é a multiplicidade de S, o que significa que m < z, para todo
x € S*, logo w(i) —m > 0, paratodoi € {1,...,m—1}. Assim, temos que 7' é um submonoide
de N. Além disso, w(i) = (w(i) —m)+m € T, para todo i € {1,...,m—1}. Desse modo, (mU
Ap(S,m)) C T, isto é, S C T, obtendo assim que T' também possui complemento finito, e entao
T é um semigrupo numérico. Mostremos agora que Ap(T,m) = {0, w(1)—m, ..., w(m—1)—m}.
Chame w(i) —m = r(i), para todo i € {1,...,m — 1}. Dai, como S possui dimensao maxima,
pelo Corolério 1.34 segue que w(i) +w(j) > w((i + j)mod m), para todos 7,5 € {1,...,m—1}.
Em outras palavras, w(i) +w(j) = km+w((i + j)mod m), onde k é um inteiro positivo. Desse
modo,

r(0) +7(5) = (w(i) —m) + (w(j) —m)
= (w(i) + w(j)) —2m
= km + w((i + j)mod m) — 2m
> w((i + j)mod m) —m
=7r((¢ + j)mod m).

Portanto, pela Proposi¢ao 1.33, Ap(T,m) = {0,w(1) —m, ..., w(m — 1) — m}. O

Corolario 1.39 Eziste uma correspondéncia um a um entre o conjunto dos semigrupos com
multiplicidade m e numero de Frobenius f, e o conjunto dos semigrupos numeéricos de dimensao
mdxima que possuem numero de Frobenius f+m, multiplicidade m, e cujos geradores minimais
diferentes de m sao maiores que 2m.

Demonstracao. Seja S um semigrupo numérico com m(S) = m e F(S) = f. Pelo Corolério
1.35, T = (m,w(1)4+m,...,w(m—1)4+m) é um semigrupo numérico de dimensao maxima, onde
m(T) = m, e, como w(i) > m, para todo i € {1,...,m — 1}, entdo w(i) + m > m+ m = 2m.
Além disso, Ap(T,m) = {0,w(1) +m,...,w(m — 1)+ m}, logo

F(T) = maz(Ap(T,m)) —m
= (max(Ap(S,m)) + m) —m
= (maz(Ap(S,m)) —m) +m
=F(S)+m=f+m.

Por outro lado, se T' é um semigrupo numérico com dimensao méxima e tal que m(7") = m,
F(T) = f + m e cujos geradores minimais diferentes de m sdo maiores que 2m, entao, pelo
Corolario 1.38 segue que S = (m,w(l) —m, ..., w(m —1) —m) é um semigrupo numérico com
m(S) =m, ji que w(i) —m >2m —m =m, para todoi € {1,...,m— 1}, e

F(S) = max(Ap(S,m)) —m
= (mazx(Ap(T,m)) —m) —m
=FT)—-m=f4+m—-m=f.

18



O

Observacao 1.40 Se quisermos construir o conjunto de todos 0s semigrupos numeéricos, se-
gundo o Coroldrio 1.39, basta construir o conjunto dos semigrupos que posssuem dimensao
mazrima. Em outras palavras, semigrupos de dimensao mdxima podem ser usados para repre-
sentar todas as classes de semigrupos numeéricos.

Também existe uma correspondéncia um a um entre o conjunto dos semigrupos com mul-
tiplicidade m e género g, e o conjunto dos semigrupos numéricos de dimensao maxima que
possuem género g + m — 1, multiplicidade m, e cujos geradores minimais diferentes de m sao
maiores que 2m. Essa é a Proposigao 20 do artigo [17].

Proposicao 1.41 Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1) S possui dimensao mdzima.
2) Para todos x,y € S*, v +y—m(S) € S.
3) —m(S) + S* € um semigrupo numérico.

Demonstracao. 1) = 2) Observe que se x — m(S) € S ou y —m(S) € S, entdo como S é
fechado com a soma temos z+y—m(S) € S. Suponha que x—m/(S) ¢ Sey—m(S) ¢ S, ou seja,
x,y € Ap(S,m(S)). Dai, pelo Corolério 1.34 temos que x+y > z, onde z é o tinico elemento do
conjunto Ap(S, m(S)) congruente a x+y médulo m(S), o que significa que z+y ¢ Ap(S, m(95)),
logo x +y —m(S) € S.

2) = 3) Note que se z € S*, entdo x — m(S) > 0. Tomando z,y € —m(S) + S*, existem
a,b € S* tais que x = a —m(S) e y =b—m(5). Logo,

r+y=(a—m(S))+ (b—m(S5))

= (a+b—m(S)) —m(9),
onde a+b—m(S) € S por hipdtese, o que significa que a+b—m(S) € S* ou a+b—m(S) = 0.
Se a+b—m(S) € S* teremos que (a+b—m(S)) —m(S) € —m(S) + S*, assim —m(S) + S* é
fechado para a soma. Agora, observe que a + b — m(S) nao pode ser igual a 0, caso contrério,
a+b=m(S), o que nao é possivel, pois a,b € S*, entdo a > m(S) e b > m(S). Além disso,
0 € —m(S) + S*, ja que 0 = m(S) — m(S). Desse modo, —m(S) + S* é um submonoide de N.
Por fim, se w(i) € Ap(S,m) \ {0}, entao w(i) + m(S) € S*, e —m(9) + (w(i) + m(S)) = w(i),
e m(S) = (m(S) + m(S)) — m(S), ou seja, ({m(S)} U Ap(S,m(S))) € —m(S) + S*, dai
S C —m(S) + 5%, e concluimos que —m/(S) + S* é um semigrupo numeérico.

3) = 1) Denote por w(i) o unico elemento de Ap(S, m(S)) congruente a i médulo m(S),
comi € {l,....,m—1}. Se w(i) +w(j) = w((i + j)mod m(S)), i,j € {1,...,m(S) — 1}, entdo
w(i) —m(S)+w(j) —m(S) = w((i+ j)mod m(S)) —2m(S) ¢ {x —m(S)|x € S*}, contrariando
o fato de que —m(S) + S* é um semigrupo numérico. Portanto, w(i) + w(j) > w((i + j)mod
m(95)), e pelo Corolario 1.34 segue que S possui dimensao maxima.

O

Observe que se denotarmos o conjunto —m/(.S) 4+ S* por T', entdao S = (m(S)+71)U{0}. A
partir disso, conseguimos a seguinte caracterizagao.

Corolario 1.42 Seja S um semigrupo numérico. Entdo S possui dimensdao mdzrima se, e
somente se, existe um semigrupo numérico T et € T* tal que S = (t +T) U {0}.
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Demonstracao. Supondo que S é um semigrupo numérico com dimensao méxima, entao,
pela Proposi¢ao 1.41, —m(S) + S* é um semigrupo numérico, com m(S) € —m(S) + S*. Desse
modo, tomando 7' = —m/(S) + S*, temos que S = (m(S) +T') U{0}. Por outro lado, suponha
que existe um semigrupo T e t € T* tal que S = (t+7)U{0}. E claro que m(S) = t, mostremos
entdo que e(S) = t. Para isso, observe que (t,t +w(1),...,t +w(t—1)) C (t+7T)U {0}, onde
w(i) € Ap(T,t), para todo i € {1,...,t —1}. Agora, se x € (t +7T), existe a € T tal que
x = a+t. Pelo Lema 1.8 segue que a = kt + w(i), onde k € N e w(i) € Ap(T,t), logo

r=a+t=(kt+w@)+t=(k+Dt+w(l) e {tt+w(l),....t+w(t—1)).

Desse modo, S C (t,t + w(1),...,t +w(t — 1)), o que significa que esses dois semigrupos
numéricos sao iguais. Agora, sabemos que (t,t4+w(1),...,t+w(t—1)) possui dimensdo méxima,
pelo Corolério 1.35, portanto, S é um semigrupo numérico de dimensao maxima. O

Exemplo 1.43 Se S = (3,5) ={0,3,5,6,8, —}, entdao (84+5)U{0} = {0,8,11,13,14,16, —} ¢
um semigrupo numérico com dimensao mdzima, onde (8+S)U{0} = (8,11, 13,14, 17, 18, 20, 23).

Lema 1.44 Sejam S e T semigrupos numéricos, s € S*, et € T*. FEntao, (s+ S)U {0} =
(t+T)U{0} se, e somente se, S =T es=t.

Demonstracao. Chamando Hy = (s+.5)U{0} e Hy = (t+T)U{0}, suponha que Hy = Hs.
Entao, s = m(Hy) = m(Hs2) =t, ou seja, s =t. Agora, S = —s+(s+95)=—-s+(t+7T) =
—t+(t+7T)=T. Assim, S =T e s = t. Observe agora que a volta segue de forma trivial,
concluindo assim a demonstracao.

O

Seja S um semigrupo numérico. Um ideal relativo I de S é um subconjunto de Z tal que
I+Scles+I={s+iliel} CS, paraalgum s € S. Um ideal de S é um ideal relativo
de S que esta contido em S.

Observe que se S é um semigrupo numeérico, e s € S*, entao s + .5 é um ideal de S. Esse
tipo de ideal é chamado ideal principal de S. Semigrupos numéricos da forma (z 4+ .S) U {0},
onde S é um semigrupo numérico e x € S*, sao chamados pi-semigrupos. Desse modo, podemos
definir o conjunto

PI(S) = {(z + S) U {0}z € S*}.

Se x # 1 e h # 0 nao pertence a (x +.5) U {0}, entdo h ¢ (z + 5), logo h < x ou nao existe
s € Stal que h =a + s, isto é, h —x € G(S). Note que h < F(S) em ambos os casos, e como
F(S)+x € G((x + 5) U {0}), segue que F((x+ S)U{0}) = F(S) + x. Por outro lado, se
y € G(9), temos que y+x ¢ (x+.5)U{0}, desse modo, como m((z+S)U{0}) = z, concluimos
que g((x+S)U{0}) = g(S)+z —1. Dal, é facil ver que se S; e Sy sao dois elementos de PI(.S),
entdo 51 = S5 se, e somente se, F'(S1) = F(53) e g(S1) = g(S2).

Proposigao 1.45 O congunto {PI1(S)|S é um semigrupo numérico} é uma parti¢io do con-
Junto dos semigrupos numeéricos com dimensao mdxima.

Demonstracao. Segue do Corolario 1.42 e do Lema 1.44. O

A Proposicao acima nos diz que, de um semigrupo numérico fixo, é possivel obter uma
quantidade infinita de semigrupos numéricos de dimensao maxima, e que diferentes semigrupos
numeéricos produzem diferentes semigrupos numeéricos de dimensao méaxima. Além disso, todo
semigrupo numérico de dimensao méxima pode ser escrito da forma (x +.S) U {0}.
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1.2.2 Semigrupos numéricos Arf

Um semigrupo numérico S é Arf se para todos z,y,z € S, comx >y > z,entdao r+y—z €
S. Nesta secao serao apresentadas algumas caracterizagoes para essa propriedade. Além disso,
serd mostrado como computar o menor semigrupo numérico Arf que contém um semigrupo
numérico fixo.

Observe que, pela Proposicao 1.41, um semigrupo numérico Arf possui dimensao méxima.

Exemplo 1.46 Se m € um inteiro positivo, entao {0, m,—} € um semigrupo numérico com a
propriedade Arf. Observe agora que o semigrupo T do FExemplo 1.43 possui dimensao mdzrima,
no entanto, ndo é Arf, ji que 14+ 14 —13 =15 ¢ T.

Proposigao 1.47 Seja S um semigrupo numérico e x € S*. Entao, S € Arf se, e somente se,
S" = (x+ S)U{0} é Arf. Em particular, S € Arf se, e somente se, os elementos de PI(S) sao
Arf.

Demonstracao. Suponha que S é um semigrupo numérico Arf, e sejam a,b,c € S’, com
a > b > c. Observe que se ¢ = 0, temos que a +b—c =a+b € 5. Tome entao ¢ # 0. Dal,
existem a1, by, ¢y € S taisque a =x+ay, b=x+0b;, e c =+ ¢, e como a > b > ¢, temos que
aq Z b1 Z C. AASSiHl7

at+b—c=@+a)+(x+b)—(z+c)
:(a1+b1—61)+l’,

logo, como a; + by — ¢; € S por hipétese, a +b—c € x+ S C 5, concluindo que S’ é Arf.

Por outro lado, se S’ é Arf, temos que para todos a,b,c € S, coma>b>c,a+b—ce 5.
Desse modo, se ¢ # 0, a,b,c € (x+.5), logo existem aq, by, ¢; € S tais que a = x4aq1, b = x+ by,
ec=1x+4c, dal

at+b—c=@+a)+(x+b)—(r+c)
:(a1+bl—61)+l’,

entdo a; + by —c; € S, ou (a3 +by —¢1)+x = 0. Se (a3 +b; —c1) +x = 0, segue que
a1 + by + © = ¢q,contradizendo que a; > by > ¢;. Assim, S é um semigrupo numérico Arf. [

Seja S um semigrupo numérico Arf. Entao, S possui dimensao maxima, e pelo Corolério
1.42; existe um semigrupo numérico S’ e xz € S’ \ {0} tal que S = (z + 5") U{0}. Se S # N,
entao S C S’. Dai, pela Proposigao 1.47, S’ também é Arf. Repetindo os mesmo argumentos
para S, é possivel obter um semigrupo numérico S” e y € S”\ {0} tal que S’ = (y+5") U{0}.
Perceba que, como N\ S possui uma quantidade finita de elementos, entao esse processo ¢ finito,
obtendo assim a seguinte cadeia de semigrupos numéricos Arf: S =5, C S;1 C ... TS, =N,
onde S; = (z;41 + Sip1) U {0}, para algum z,,1 € S;11 \ {0}.

Corolario 1.48 Seja S um subconjunto proprio de N. Entao, S € um semigrupo numérico Arf
se, e somente se, existem inteiros positivos Ty, ..., T, tais que

S:{ijl,xl+x2,...,x1+-..+xn’_>}
e x; € {Tit1, Tiv1 + Tito, ..o Tig1 + ... + T, —}, para todo i € {1,...,n}.

Demonstracao. Suponha que S é um semigrupo numérico Arf. Entao, a construcao feita
anteriormente da sequéncia S =Sy C 51 C --- C S, =N, onde S; = (z;41 + Siy1) U {0}, para
algum x;,1 € S;11 \ {0} nos diz que S = {0, 21,21 + z9,...,21 + - - - + 2, —}. Por outro lado,
se S ={0,z1,21 +x9,...,21+ -+ + ,,—}, entdo temos que
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S=(r1+ (2 + (- + ((zn, + N)U{0})---) U {0},

onde N é Arf, logo, aplicando a Proposicao 1.47 repetidas vezes, segue que S é um semigrupo
numérico Arf. O

Exemplo 1.49 Tomando x1 = 14, 9 = 9, 3 = 5 e x4 = 3, temos que essa Sequéncia de
pontos obedece as condigoes do Coroldrio 1.48, logo S = {0,14,23,28,31, =} € um semigrupo
numérico Arf. Além disso, pela Proposi¢io 1.47 temos que (14 +S) U {0}, (23 +5) U {0},
(28 + S)U{0} e (31+S)U{0} também sdo semigrupos numéricos com a propriedade Arf. Por
fim, ainda pela Proposicao 1.47 temos que T = —14 + S* também é um semigrupo numérico

Arf, ja que S = (14 +T) U {0}.

Proposicao 1.50 A intersecao finita de semigrupos numéricos Arf € um semigrupo numérico

Arf.
Demonstracao. Seja
S = ﬂ?:1 Si,

onde S; é um semigrupo numérico Arf, para todo i € {1,...,n}. J4 sabemos que interse¢ao
finita de submonoides é um submonoide, além disso, ¢g(S5) < ¢(S1) + -+ + g(Sn) < oo, logo
S é um semigrupo numérico. Observe agora que dados a,b,c € S, com a > b > ¢, entao
a,b,c € S;, e como S; é Arf, segue que a +b — ¢ € S;, para todo i € {1,...,n}, o que significa
que a + b — c € S. Portanto, S é um semigrupo numérico Arf. O

Seja S um semigrupo numérico. Como o complemento de S em N ¢ finito, temos que a
quantidade de semigrupos numéricos Arf contendo S também é finita. Dai, pela Proposicao
1.50, a intersegao desses conjuntos também é um semigrupo numérico Arf que contém S (na
verdade, é um deles). Denotaremos essa intersegdo por Arf(S), e chamaremos de fecho Arf
de S. Observe que o fecho Arf de S é o menor semigrupo numérico Arf que contém S, com
respeito a inclusao de conjuntos.

Se X ¢é um subconjunto ndo vazio de inteiros ndo negativos, com mdc(X) = 1, entao (X)
é um semigrupo numérico. Além disso, qualquer semigrupo numérico Arf contendo X deve
conter (X). Desse modo, faz sentido falar sobre o fecho Arf de X, definido por Arf((X)).
Faremos um abuso de notagao, escrevendo Arf(X) para denotar Arf((X)).

Computar o conjunto dos semigrupos numéricos que contém um dado semigrupo numérico
pode ser tedioso. Ainda mais se tivermos que decidir quais deles sao Arf, e entdo computar
a intersecao de todos eles para encontrar qual é o menor. Vamos descrever agora uma forma
mais eficiente de computar o fecho Arf.

Lema 1.51 Seja S um submonoide de N. Entao,
S'={e+y—zlz,y,z€ S, >y >z}
¢ um submonoide de N e S C §’.
Demonstragao. Sejax € S. Entao, r =x+z—x € 5, logo S C S'. Como S C N, entao
claramente S’ C N. Tomemos agora a,b € S’. Dali, existem w1, To, Y1, Y2, 21, 220 € S tais que

=14+ —21eb=20+ Yy — 2, cCOM T > Y1 > 21, € Ta > Yo > z5. Assim,

a+b=(z1+y —21)+ (2 +y2 — 22)
= (21 +22) + (1 +12) — (21 + 22)
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onde 1 + To, Y1 +Y2,21 + 20 € S, e x1 + 22 > y1 + Y2 > 21 + 22. Desse modo, temos que
a+be S portanto, S é um submonoide de N. O

Para um dado submonoide S C N e n € N, defina S™ como:
e 50=75,
° Sn+1 — (Sn)/

Veremos que essa cadeia de conjuntos se torna estacionéria no fecho Arf de S.
Proposigao 1.52 Seja S um semigrupo numérico. Entdo, existe k € N tal que S* = Arf(S).

Demonstragao. Mostremos que S™ C Arf(S), para todo n € N. Para isso, faremos uma
inducao sobre n. Tomando n = 0, temos que S°® = S C Arf(S). Assuma que S™ C Arf(S), e
mostremos que S™t1 C Arf(S). Seja x € S"*1, entao existem a,b,c € S, com a > b > ¢, tais
que * = a + b — ¢. Por hipése de indugdo, sabemos que S™ C Arf(S), logo a,b,c € Arf(S),
e assim ¥ = a+b—c € Arf(S), o que significa que S"™' C Arf(S). Agora, pelo Lema 1.51,
Sn C Sl e § C S™, para todo n € N. Como vimos anteriormente, o niimero de semigrupos
numéricos contendo S ¢ finito, logo S* = S¥*! para algum k£ € N. Dai, segue que S* é Arf,
e como Arf(S) é o menor semigrupo numérico Arf que contém S, temos que Arf(S) C S*,
obtendo assim que S* = Arf(S). O

Mesmo que essa seja uma boa caracterizacao, ainda nao mostramos como computar S*.
Entao, sera necessario mais esforco para encontrar um modo efetivo de computar o fecho Arf
de um semigrupo numérico.

Lema 1.53 Seja m,ry,...,rp,n € N tais que mde{m,ry,...,r,} = 1. Entao,
m+ (m,ry,...,rp)" CTArf(m,m4ry,. .. ,m+1,).

Demonstracao. Chamando (m,r,...,r,) = H, vamos fazer uma indugdo sobre n. Para
n = 0, devemos mostrar que m + H C Arf(m,m +r,...,m +ry,). Sejam 1,5 € {1,...,p}.
Entao, m,m +r;,m+r; € Arf(m,m +r,...,m +rp), logo, (m +r;) + (m+r;) —m =
m+r; +r; € Arf(m,m +ry,...,m +r,). Tome agora k € {1,...,p}, assim m,m + r; +
ri,m+ 1, € Arf(m,m +ry,...,m +r,), desse modo, (m +r; +1;) + (m+ 1) —m = m +
i+ T+ € Arf(m, m—+ry,...,m+ rp). Repetindo esse processo, temos que para todos
a,ay,...,a, € Ny m+ (am + ayry + -+ + aprp) € Arf(m,m + ry,...,m + r,), portanto,
m+H CArf(m,m+ry,...,m+r,).

Assuma que m+H™ C Arf(m, m+ry,...,m+r,), e mostremos que m+H"** C Ar f(m, m+
T, ...,m+1,). Sejaa € m+ H" entdao a = m+b, onde b € H"™. Dali, existem z,y,z € H"
taisquex >y>zeb=x+y—2 Desse modo,a=m+b=m+z+y—z=(m+z)+(m+
y) — (m+z). Logo, pela hipétese de inducao, m+z,m+y,m+z € Arf(m,m+ry,...,m+rp),

concluindo que a € Arf(m,m+ry,...,m+r,). Portanto, m+(m,ry,...,r,)" ™" C Arf(m,m+
Ty, m+1p). O
Proposicao 1.54 Sejam m,rq,...,r, € N com mde{m,r,...,r,} = 1. Entdo,

Arf(m,m+r,...,m+1r,) = (m+ Arf(m,r,...,r,)) U{0}.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.52, temos que se S = (m,ry,...,7,), entdo existe k € N
tal que S* = Arf(S). Agora, o Lema 1.53 nos diz que para todo n € N, m+ (m,rq,...,r,)" C
Arf(m,m+ry,...,m+r,), em particular, tomando n = k, segue que (m + Arf(S5)) U {0} C
Arf(m,m+1ry,...,m+rp).

Por outro lado, observe que m, m+ry,...,m+r, € (m+Arf(S))U{0}, onde, pela Proposicao
1.47 sabemos que (m + Arf(S)) U {0} é um semigrupo numérico Arf. Dai, como Arf(m,m +
T1,...,m~+1,) é 0 menor semigrupo numérico que contém Arf(m,m+ry,...,m+rp,), segue
que Arf(m,m+r1,...,m+1,) C (m+ Arf(S))U{0}. Assim, a igualdade é valida. O
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Corolario 1.55 Sejam m,ry,...,r, inteiros ndo negativos tais que mdc{m,ry,...,r,} = 1.
Entao,

F(Arf(m,m+ry,...,m+ry)) =m+ F(Arf(m,ry,...,rp)).

Seja X C N\ {0} tal que mde(X) = 1. Defina recursivamente a seguinte sequéncia de
subconjuntos de N:

o A = X;

o A1 = ({z —minA,|z € A} \ {0}) U {minA,}.

Como consequéncia do algoritmo de Euclides para o cdlculo do mde(X), temos que existe
q = min{k € N|1 € A}, pois mde(X) = 1.

Proposicao 1.56 Usando a notagao acima, seque que
Arf(X) = {0, minA;, minA; + minAs,...,minA; +--- +minl,_1,—}.

Demonstracao. Como 1 € A,, temos que Arf(A,) = N. Entao, pela Proposi¢ao 1.54,
Arf(A,-1) = (minA,—; + N) U {0}, logo

Arf(A,-1) =4{0,minA, 1, —}.
Assuma, como hipétese de inducao, que
Arf(A,—i) =4{0,minA,_;, minA,_; + minAy,_it1,...,minA,_; + - +minA, 1, —}.
Devemos mostrar que
Arf(As—ic1) ={0,minA,_;—1,minA,_;_1 + minA,_;,...,minA,_i—1 + - + minA, 1, —}.

Pela Proposicao 1.54, sabemos que Arf(A,—i—1) = (minA,—i—1 + Arf(A,—;)) U {0}, assim,
pela hipotese de indugao, temos o resultado desejado. 0]

Exemplo 1.57 Vamos computar o Arf(5,12,17):
Ay = {5,12,17}, minA, = 5,
Ay ={5,7,12}, minAs = 5,
Az ={2,5,7}, minAs = 2,
Ay ={2,3,5}, minAy =2,
A5 = {1, 2,3},minA5 = 1,
desse modo, Arf(5,12,17) ={0,5,10,12,14, —}.

1.2.3 Semigrupos Numéricos Saturados

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que S é um semigrupo numérico saturado, se para
todos s,81,...,8- € Staisque s; <s,i€{l,...,r},ez,...,2. € Zcom z181+ -+ 2.8, > 0,
entao s + 2181 + -+ + 2.8, € S.

Lema 1.58 Todo semigrupo numérico saturado possui a propriedade Arf.

Demonstracao. Seja .S um semigrupo numérico saturado, e sejam x,y,z € S, comx > y > z.
Dai, temos que y — z > 0, e pela definicao, x +y — z € S, logo S também é Arf. O

Exemplo 1.59 O semigrupo numérico {0, m,—} € saturado. Além disso, o Exemplo 1.49 nos
diz que S = {0,14,23,28,31, =} € um semigrupo numérico Arf, no entanto nao é saturado, jd
que 23 +2x23-3x14=27¢ 5.
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Vamos agora descrever uma caracterizagao de semigrupos numéricos saturados. Sejam A C
N, e a € A. Defina o nimero

da(a) = mdc{x € Alz < a}.

Lema 1.60 Sejam S um semigrupo numérico saturado e x € S. Entao, x + dg(x) € S.

Demonstracao. Tomemos {s,...,s.} = {a € Sla < z}. Pela identidade de Bézout, existem
inteiros z,. ..,z tais que 2181 + -+ + 2.8, = dg(x) > 0. Dai, como S é saturado, temos que
x+dg(x) € S. U

Veremos que essa propriedade caracteriza semigrupos numéricos saturados.

Lema 1.61 Seja A um subconjunto nao vazio de inteiros positivos tal que mdc(A) = 1 e
a+da(a) € A, para todo a € A. Entao a + kda(a) € A, para todo k € N, e AU {0} ¢ um
SEMIGrupo NUMErico.

Demonstracao. Vamos fazer uma indugao sobre d4(a). Observe que d4(a) > 0, entdo vamos
mostrar que se d4(a) = 1 temos que a + k € A, para todo k € N. Para k = 0 é claro. Suponha
que a + k € A. Dai, como 0 # da(a + k) < da(a) =1, segue que da(a + k) = 1. Desse modo,
at+k+1l=a+k+dala+k)eA

Assuma agora que se @’ € A e da(a’) < da(a), entdo o’ + kda(a’) € A, para todo k € N.
Desse modo, suponha que d4(a) > 2, e provemos que a + kds(a) € A, para todo k € N.
Observe que se da(a+kda(a)) = da(a) e a+kda(a) € A, entdo, a+kda(a)+da(a+kda(a)) =
a+ (k+1)da(a) € A. Além disso, como mdc(A) = 1, existe b € A tal que d4(b) = 1, logo,
para todo x € N\ {0} com a + xd4(a) > b, temos que da(a+ xda(a)) < da(a). Seja t o menor
inteiro positivo tal que a + tda(a) € A e da(a + tda(a)) < da(a). Pela hipétese de indugao,
(a+tda(a)) + kda(a+tda(a)) € A, para todo k € N. E claro que du(a+ td(a)) divide d(a),

k
logo d4(a) = ld(a+ tda(a)), onde | € N\ {0}. Portanto, a + tda(a) + 7dA(a> € A, para todo

k € N, o que significa que a+ (t+n)da(a) € A, para todo n € N. Assim, como a+ kd4(a) € A,
para todo k € {0,...,t} pela definigao de t, segue que a + kda(a) € A para todo k € N.

Por fim, mostremos que A U {0} é um semigrupo numérico. Como mdc(A) = 1, basta
mostrar que A é fechado com a soma. Sejam a,b € A, digamos a < b. Entao, da(b) divide
da(a), logo existe A € N\ {0} tal que da(a) = Ada(b). Além disso, da(a) divide a, logo existe
w € N\ {0} tal que a = pda(a). Assim, a+b = pda(a) +b = purda(b) + b € A, concluindo que
AU {0} é um semigrupo numérico. O

Proposicao 1.62 Seja A um subconjunto nao vazio de N tal que 0 € A e mdc(A) = 1. As
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1) A é um semigrupo numérico saturado.

2) a+da(a) € A para todo a € A\ {0}.

3) a+ kda(a) € A para quaisquer a € A\ {0} e k € N.

Demonstracao. 1) = 2) Segue do Lema 1.60.

2) = 3) Segue do Lema 1.61.

3) = 1) Pelo Lema 1.61, sabemos que A é um semigrupo numérico, entao basta mostrar que
A é saturado. Sejam a,aq,...,a, € A tais que a; < a, paratodoi € {1,...,r},ez,...,2. €Z
tais que zya;+- - -+ 2.0, > 0. Como a; < a, temos que d4(a) divide a;, para todoi € {1,...,r}.
Dai, existe k € N tal que z1a1 +- - -+ z.a, = kda(a), logo a+za1++ -+ z.a, = a+kda(a) € A,
concluindo que A é saturado. O
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Vamos agora focar em obter caracterizacoes da propriedade de saturacao de semigrupos
numeéricos similares as dadas na Proposigao 1.47 e no Corolario 1.48 para semigrupos numéricos
Arf. No entanto, elas nao serao tao generosas quanto as fornecidas naqueles resultados.

Proposicao 1.63 Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condigcoes sao equivalentes:
1) S € saturado.
2) Erxiste x € S* tal que (x 4+ S) U {0} € um semigrupo numérico saturado.

Demonstracao. 1) = 2) Assuma que S = {0 < 51 < $9 < -+- < 8, < ---}. Vamos provar
que H=(s1+5)U{0} ={0<s1 <81 +8<-<8 +8,<--} ésaturado. Pelo visto na
Proposigao 1.62, é suficiente mostrar que, para todo n € N, s; + s, +dy(s1+$,) € H. Observe
que, como S é saturado, entao s, + dg(s,) € S, além disso, ds(s,) = du(s1 + s,) ja que se x
divide os elementos {0, s1, ..., s, }, entdo x divide {0, s1, ..., s1+5,}, e vice-versa. Desse modo,
S1+ Sp+dy(s1+ 8,) =81+ (sp+ds(sn)) € (s1+5)U{0}.

2)=1)SeS={0<s1 <sg<---<s,<---}entdo K = (z+5)U{0} = {0 <z < x+s <
o< x4 8, < -} Como mdc{0,x,s1,...,8,} = mdc{0,z,2 + s1,...,x + s,}, temos que
di(z+s,) divide dg(s,,), isto ¢, existe [ € N tal que ldg (z+s,) = ds(sy). Assim, como K é um
semigrupo numérico saturado por hipdtese, segue que = + s, + ds(s,) =z + s, + ldg(x + s,) €
K = (z + S)U{0}, logo s, + ds(s,) € S, e pela Proposigao 1.62 concluimos que S é um
semigrupo numérico saturado. 0

Corolario 1.64 Seja S um semigrupo numérico. Entdo S € saturado se, e somente se, (m(S)+
S)U {0} € saturado.

Corolario 1.65 Seja S um subconjunto proprio de N. FEntao, S € um semigrupo numérico
saturado se, e somente se, existem inteiros positivos xy,...,x, tais que

S:{O,xl,l’l+$2,...,;C1_|-..._|_xm_>}

mde{xy, ..., 2} € {Tpt1, o1 + Thyo, .-, To1 + -+ + 2y, =}
para todo k € {1,...,n}.

Demonstracao. Suponha que S é um semigrupo numérico saturado. Sabemos que S é Arf,
logo, pelo Corolario 1.48, existem inteiros positivos x1, ..., z, tais que

S ={0,z1, 21 +x9,..., 201+ + T, —}.

Dai, como S é saturado, segue que (z1+- - -+x%)+dg(x1+- - -+x)) € S, onde dg(z1+- - -+x3) =
mdc{xy, ..., x}, logo (x1+ -+ xp) +mde{xy, ..., 2} € {0, 21,21+ 29, ..., 21+ +x,, =}
Observe agora que todos os elementos de .S maiores que x1+- - -+, sao da forma x1+- - -+x,+1,
com | € {Txi1, Th1+ T2y .oy Ty, — ), assim, mde{xy, ..., p} € {Tht1, Tho1 + Tha2y ooy Ty —

}.
Por outro lado, usando a Proposigao 1.62, é suficiente mostrar que (x1 +- - -+ x) + dgs(z1 +
<o+ xE) € S, para todo k € {1,...,n}. Assim como visto anteriormente, isso equivale a

mostrar que (x1 + - - + xy) + mde{xy,...,x} € S, 0 que segue direto da hipdtese. O

Exemplo 1.66 Pelo Coroldrio 1.65, o semigrupo numérico S = {0, 14,23,24, —} € saturado,
e pelo Coroldrio 1.64 seque que (14 + S) U {0} e —14 + S* sdo saturados.
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Como para semigrupos numéricos Arf, a intersecao de uma quantidade finita de semigrupos
numeéricos saturados é também saturada, e isso segue da definicao.

Proposicao 1.67 A intersecao finita de semigrupos numéricos saturados € um Semigrupo
numérico saturado.

Desse modo, faz sentido definir o fecho saturado de um semigrupo numérico (ou de um
subconjunto de nimeros naturais com maximo divisor comum igual a 1), da mesma forma
que fizemos para semigrupos numéricos Arf. Dado um semigrupo numérico S, denotamos
por Sat(S) a intersegao de todos os semigrupos numéricos saturados que contém S, ou em
outras palavras, o menor (com respeito a inclus@o de conjuntos) semigrupo numérico saturado
contendo S. Chamamos esse semigrupo de fecho saturado de S.

O fecho saturado de um semigrupo (ou de um subconjunto de niimeros naturais com maximo
divisor comum igual a 1) pode ser computado da seguinte maneira:

Proposicao 1.68 Sejam ny < ny < -+ < n, inteiros positivos tais que mdce{ny,...,ne} = 1.
Para cada i € {1,...,e}, tome d; = mdc{ny,...,n;} e para todo j € {1,...,e — 1}, defina
kj = max{k € Nn; + kd; < nj11}. Entdo,

Sat(ny,...,n.) ={0,n1,ny +dy,...,ny + kidy,ng,ng +da, ..., + kada, ... Me1, Ne—1 +
defla N (7] + kefldefbne; Te + 17 _>}

Demonstracao. Seja

A= {Oanlanl +d17' - +k1d17n2>n2 +d27' -, N2 + k2d27 ey Me—1,Me—1 +defla sy M1 +
kefldeflanea Te + 17 _>}

Observe que A # (), 0 € A e mdc(A) = 1. Além disso, da(n; + k;d;) = d; , para todo i €
{1,...,e—1}, desse modo, é ficil ver que (n; +1d;)+d(n;+1d;) € A quando [ < k;. Mostremos
que (n;+kid;) +da(n; +k;d;) € A. Temos que (n; +k;d;) +da(n; +kid;) = ni+ (ki+1)d; > niyq,
logo, se n; + (k; + 1)d; > n., sabemos que n; + (k; + 1)d; € A. Se n; + (k; + 1)d; < n., existe
jef{i+1,...,e—1} tal que n; < n; + (k; + 1)d; < nj+1. Como d; divide n;, d; e n;, existe
s €{0,1,...,k;} tal que n; + (k; + 1)d; = n; + sd;, concluindo que a + da(a) € A, para todo

a € A. Dai, pela Proposicao 1.62, A é um semigrupo numérico saturado, com nq,...,n. C A,
portanto, Sat(ny,...,n.) C A.
Para a outra inclusao, seja a € A. Entao, existe i € {1,...,e} e k € N taisque a =

n; + kd;, onde d. = 1. Como {ny,...,n.} C Sat(ni,...,n.), segue que dsa(n,,..n.)(n;) divide
d;, logo existe | € N tal que d; = ldsat(n,,...n.)(7:). Assim, pela Proposicao 1.62, sabemos
que n; + tdsat(n,,...n.) € Sat(ni,...,n.), para todo t € N, o que significa que a = n; + kd; =
kldSat(nl,.A.,ne) € Sat(nl, - ,ne). OJ

Exemplo 1.69 Tomando ny = 6, ny = 10 e ng = 15, temos que d; = 6, do = 2 e d3 = 3,
desse modo, pela Proposi¢ao 1.68, Sat(6,10,15) = {0,6,10,10 + 2,10 + 4,15,15 + 1,—} =
{0,6,10,12,14, 15, —}.

1.3 Semigrupos Numéricos Irredutiveis

1.3.1 Semigrupos Numéricos Simétricos e Pseudo-simétricos

Um semigrupo numérico é dito irredutivel se nao pode ser escrito como intersecao de dois
outros semigrupos numéricos que o contém propriamente. Se tomarmos S = (5,7,8,9,11), por
exemplo, temos que S = (5,6,7,8,9) N (4,5,7), concluindo que S nao é irredutivel. Por outro
lado, T = (4,5,7) é irredutivel, e veremos como verificar essa propriedade no decorrer desta
segao.

27



Lema 1.70 Seja S um semigrupo numérico diferente de N. Entdao, SU{F(S)} é um semigrupo
numérico também.

Demonstracao. Como S é um semigrupo numérico e SU{F'(S)}, basta mostrar que F'(S)+
s € SU{F(S)}, paratodo s € SU{F(S)}. Observe que F(S)+s > F(S), logo F(S)+s = F(S5),
ou F(S)+ s € S, e em ambos os casos segue que F(S)+s € SU{F(S5)}. O

Teorema 1.71 Seja S um semigrupo numeérico. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1) S é irredutivel.

2) S é mazximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com nimero de Frobenius
F(S).

3) S € mazimal no conjunto de todos os semigrupos numéricos que nao contém F(S).
Demonstracao. 1) = 2) Seja 7' um semigrupo numérico tal que S C T e F(T) = F(9).
Entao, S = (SU{F(S)}) NT. Dai, como S é irredutivel, segue que T'= S.

2) = 3) Seja T um semigrupo numérico tal que S C T e F(S) ¢ T. Entao, temos que
F(T) = F(5), logo, por hipdtese, T = S.

3) = 1) Sejam S e Sy dois semigrupos numéricos que contém S propriamente. Entao, por
hipétese, F'(S) € Sy e F(S) € Sy, ou seja, S; NSy # S. O

Seja S um semigrupo numérico irredutivel. Dizemos que S é simétrico se F/(S) é impar. Se
F(S) é par, dizemos que S é pseudo-simétrico.

Se S é um semigrupo numérico nao irredutivel, pelo Teorema 1.71, existe um semigrupo
numérico 7' irredutivel que contém S e F(S) = F(T). No préximo resultado daremos um
processo de construcao de um semigrupo numérico irredutivel.

Lema 1.72 Seja S um semigrupo numérico e assuma que existe
h =max{x € Z\ S|F(S)—x ¢ S ex # F(5)/2}.
Entao, SU{h} € um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F(S5).

Demonstracao. Claramente, S U {h} possui complemento finito em N e 0 € S U {h}. Seja
H={xe€Z\S|F(S)—x ¢ Sex # F(S)/2}. Sex € H, temos que F(S)—x € H, caso contrario
F(S)—x=F(S)2=x2=F(S)2=x¢ H,ou F(S)— (F(S)—z)e S=ze€S=uz¢H.
Desse modo, segue que h > F(S5)/2, ja que se h < F(S)/2, entao F(S)—h > F(S)—F(5)/2 =
F(S)/2 > h, contrariando a maximalidade de h.

Seja s € S\ {0}. Se h+s ¢ S, pela maximalidade de h, entdao F'(S) — (h+s) =t € S, pois
h> F(S)/2es>0. Assim, F'(S) —h=1t+s €S, contrariando a defini¢ao de h.

Se 2h ¢ S, novamente pela maximalidade de h, temos que F(S) —2h =t € S. Dal, pelo
visto anteriormente, h +t € S, logo h +t = F(S) — h € S, contrariando a defini¢cao de h.
Portanto, S U {h} é um semigrupo numérico. O

Proposicao 1.73 Seja S um semigrupo numérico.

1) S é simétrico se, e somente se, F(S) € impar e v € Z \ S implica que F(S) —x € S.

2) S € pseudo-simétrico se, e somente se, F\(S) € par e x € Z\ S implica que F(S)—x € S,
ouz = F(5)/2.

Demonstracao. Vamos mostrar apenas a primeira afirmacao, pois a segunda segue de forma
andloga.

Seja S um semigrupo numérico simétrico. Entao, se existe z € Z\ S tal que F(S) —x ¢ S,
entao pelo Lema 1.72 existe h o maximo dos elementos que respeitam essas condigoes. Assim,
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SU{h} é um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F'(.S), contrariando a maximalidade
de S dada no Teorema 1.71.

Por outro lado, pelo Teorema 1.71, é suficiente mostrar que S é maximal no conjunto de
todos os semigrupos numéricos que nao contém F(.S). Tome 7" um semigrupo numérico com
SCT. SejaxzeT\SCZ\S. Dai, por hipétese, F(S) —z € S, logo F(S) —z € T, o que

implica que F(S) = (F(S) —z)+z € T. O
Corolario 1.74 Seja S um semigrupo numérico.
Lo F(S)+1
1) S € simétrico se, e somente se, g(S) = —
F(S)+2

2) S € pseudo-simétrico se, e somente se, g(S) = 5

Observagao 1.75 Sabemos, pelo Lema 1.16, que se S € um semigrupo numérico, entao g(S) >
F(S)+1

2
aqueles com o menor género possivel em termos de seu niumero de Frobenius.

. Como consequéncia desse coroldrio temos que semigrupos numéricos irredutiveis sao

Corolario 1.76 Todo semigrupo numérico de dimensao igual a 2 € simétrico.

Exemplo 1.77 Observe que (3,5) = {0,3,5,6, 8 —} € um semigrupo numérico simétrico,
(4,5,7) = {0,4,5,7,—} € pseudo-simétrico, e (5,6,7) = (5,6,7,8) N (5,6,7,9), logo (5,6,7)
nao € irredutivel.

Lema 1.78 Seja S um semigrupo numérico en € S*. Sex,y € S sao tais que z+y € Ap(S,n),
entao, {z,y} C Ap(S,n).

Demonstracao. Isso é uma consequéncia direta da definicao do conjunto de Apéry, ja que se
r—n €S, entdo (r+y)—n=(r—n)+y €S, contrariando o fato de que x +y € Ap(S,n). O

Proposicao 1.79 Sejam S um semigrupo numérico en € S*. Se Ap(S,;n) ={ag < a; <--- <
an_1}, entao S é simétrico se, e somente se, a; + a,_1_; = ay_1, para todo i € {0,...,n— 1}.

Demonstracao. Suponha que S é simétrico, entao pela Proposigao 1.14 sabemos que F'(S) =
ap—1 —n. Como a; —n ¢ S e S é simétrico, temos que F(S) — (a; —n) = a,—1 —a; € S. Dali,
[F(S) — (a; — n)] + a; = a,_1, e pelo Lema 1.78 segue que existe j € {0,...,n — 1} tal que
ap—1 = a; +aj. Como ag < a; < --- < a,_1, j deve ser igual an —1 — .

Por outro lado, pela hipétese temos que {a,—1} = Mazimais<,Ap(S,n), logo, pela Pro-
posigao 1.22, PF(S) = {F(S5)}, o que significa que {a,—1 — n} = Mazximais<,Z \ S. Em par-
ticular, se z € Z \ S, entdo F'(S) —z € S. Observe que se F'(S5)/2 € Z, entao F(S)/2€ Z\ S,

F(S) | F(S)

caso contrdrio, F(S) = — t— € S, contrariando a defini¢cao de F'(S). No entanto,
acabamos de mostrar que isso significaria que F(S)/2 = F(S) — F(5)/2 € S, contradigao.
Portanto, F'(S) é impar, e pela Proposi¢ao 1.73 concluimos que S é simétrico. O]

Corolario 1.80 Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1) S € simétrico.

2) PF(S) = {F(S)}.
3) #(S) = 1.

Corolario 1.81 Sejam S um semigrupo numérico en € S*. Entao S é simétrico se, e somente
se,
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Mazimais< Ap(S,n) = {F(S) + n}.

Exemplo 1.82 Seja S = (3,5). Entao, Ap(S,3) = {0,5,10} = Maximais<,Ap(S,3) =
{10} = PF(S) = {7} = {F(5)}.

Caracterizagoes similares podem ser obtidas para semigrupos numéricos pseudo-simétricos,

F(5)
2

mas tomando um cuidado especial com

Lema 1.83 Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e n € S*. Entao F(S)/2+n €

Ap(S,n).

Demonstracao. Como F(S)/2 ¢ S, basta mostrar que F(S)/2 +n € S. Suponha que
F(S)/2+4n ¢ S. Entao, pela Proposigao 1.73 F'(S)/2 —n = F(S) — (F(S)/2+n) € S, o que
implica que F'(S)/2 = (F(S)/2 —n)+n € S. Absurdo. Logo, F'(S)/2+ n € Ap(S,n). O

Observe que esse resultado também mostra que se S é pseudo-simétrico, entdao F(S)/2 €
PF(95).

Proposicao 1.84 Sejam S um semigrupo numérico com numero de Frobenius par, e n € S*.
Entao S € pseudo-simétrico se, e somente se,

Ap(S,n):{a0<a1<---<an_2:F(S)+n}U{@+n},

onde a; + Gp_o9_; = Gp_2, para todo i € {0,...,n — 2}.

Demonstragao. Suponha que S é pseudo-simétrico. Entao, pelo Lema 1.83, FI(S)/2 4+ n €
Ap(S,n). E claro que F(S)/2+n < max Ap(S,n) = F(S)+n. Sew € Ap(S,n)\{F(S)/2+n},
entdo w—n ¢ S ew—n # F(S5)/2. Pela Proposigao 1.73, temos que F(S) — (w—n) € 5, logo
max Ap(S,n) —w = F(S)+n—w € S. Dai, pelo Lema 1.78 segue que max Ap(S,n) —w €
Ap(S,n). Além disso, mazx Ap(S,n)—w # F(S)/2+n, caso contrario teriamos que w = F(S)/2.
A partir daqui a demonstragao segue de forma andaloga a feita para a Proposicao 1.79.

Por outro lado, seja € Z \ S tal que z # F(S)/2. Vamos mostrar que F'(S) —z € S. Seja
w € Ap(S,n) tal que w = x mod n. Entao, x = w — kn, para algum k € N\ {0}. Separando
em dois casos:

1) Se w = (F(5)/2) +n, entao F(S)—xz = F(S)— (F(S)/2+n—kn) = F(5)/24 (k—1)n.
Dai, como x # F(5)/2, temos que k > 1, ou seja, F'(S) —z € S.

2) Se w # (F(S)/2) +n, segue que F(S)—xz=F(S)—w+kn=F(S)+n—w+(k—1)n
an—o—w+ (k—1)n €8S, ja que a,_o —w € S por hipotese.

oo

Corolario 1.85 Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1) S é pseudo-simétrico.

2) PF(S) ={F(5),F(5)/2}.
Exemplo 1.86 Seja S = (5,7,8). Entao, Ap(S,5) ={0,7,8,14,16} = Mazimais< ,Ap(S,5) =
{14,16} = PF(S) = {9,11}, logo t(S) = 2, mas S nao é pseudo-simétrico.
Exemplo 1.87 Seja S = (4,5,7). Entdo, Ap(S,4) = {0,5,7,10} = Mazimais<,Ap(S,4) =
{7.10} = PF(S) = {3,6} = {F(5)/2,F(5)}.

Corolario 1.88 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao, S € pseudo-simétrico se,
e somente se,

Mazimais<,(Ap(S,n)) = {@,F(S) —|—n}.
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1.3.2 Semigrupos Numéricos Irredutiveis com Multiplicidade e Di-
mensao Arbitrarias

Vamos ver que se S ¢ um semigrupo numérico com m(S) > 4, entdo e(S) < m(S)—1. O alvo
dessa secao é mostrar como construir, para dados m e e tais que 2 < e < m — 1, um semigrupo
numeérico simétrico com multiplicidade m e dimensao e. J& sabemos que semigrupos numéricos
de dimensao dois sao simétricos, entao nao é possivel encontrar semigrupos numéricos pseudo-
simétricos com dimensao dois. Se mudarmos a restricao acima para 3 < e < m — 1, entao
podemos construir um semigrupo numérico pseudo-simétrico S com m(S) =m e e(S) = e.

Caso Simétrico

Lema 1.89 Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(S) > 3. Entao,
e(S) <m(S) -1

Demonstragao. Escreva Ap(S,m(S)) = {0 = ap < a1 < -+ < am(s)-1}. Entdo, pela
Proposicao 1.79, apms)-1 = @i + Gm(s)—1—4, para todo i € {0,...,m(S) — 1}. Se m(S) > 3,
podemos escolher 7 = 1, o que implica que a,,(s)—1 nao ¢ um gerador minimal. Desse modo,
pela Proposigao 1.12, e(S) < m(S) — 1. O

Observacao 1.90 Como consequéncia desse resultado e do Coroldrio 1.76, temos que um se-
MIGrupo NuUMErico simétrico possui dimensao maxrima se, e somente se, sua multiplicidade é
wqual a 2.

A seguir vamos descrever um método de obter, para inteiros fixos e e m, com 2 < e < m-—1,
um semigrupo numérico simétrico S com e(S) = e e m(S) = m.

Vamos introduzir duas familias de semigrupos numéricos simétricos. Cada uma delas sera
usada para produzir o semigrupo numeérico simétrico desejado, dependendo da paridade de
m — e.

Lema 1.91 Sejam m e q inteiros positivos tais que m > 2q + 3 e seja S o submonoide de
(N, +) gerado por

{m,m+1,gmn+2q+2,...,gqm+ (m —1)}.

Entao S € um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m, dimensao m — 2q e
numero de Frobenius 2qgm + 2q + 1.

Demonstracao. Como mdc{m, m+1} = 1, temos que S é um semigrupo numérico, pelo Lema
1.2. Observe que a maior combinacao linear escrita por m e m + 1 tendo ¢ como coeficiente de
m é gm—+q, e que (¢+1)m é maior que os elementos de {m,m+1,gm+2q+2,... ,gn+(m—1)},
desse modo, nenhum dos elementos de {m,m + 1,qm + 2q + 2,...,qgqm + (m — 1)} pode ser
escrito como combinagao linear dos anteriores, e pelo Corolario 1.11, segue que {m,m+1,gm+
2¢+2,...,gqm + (m — 1)} é um sistema de geradores minimal de S. Além disso, m(S) =m e
e(S) = m — 2q. Perceba que

Ap(S;m) ={w(0) =0<w(l)=m+1<w2)=2m+2<--- <w(q) =gn+q<
w2q+2)=qgm+2q+2<---<wm—-1)=gn+(m—-1)<w(@+1)=(¢g+1)m+qg+1<
e <w(2¢+1) = (2¢+ 1)m + 2q + 1},
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onde 2(gm+2q+2) = 2gm-+4q+4 > 2gm—+2q, logo precisamos mostrar apenas que (2¢+1)m+
2q+1 é o menor elemento de S que é congruente a 2¢+1 médulo m, ou seja, 2¢gm+2q+1 nao deve
pertencer a S. Suponha que 2gm+2¢+1 € S. Entao 2¢gm+2q+1 € (m, m+1), j& que o menor
dos outros geradores minimais de S é gm—+2q+2, e 2(gm+2q+2) = 2gm~+4q+4 > 2gm+2q+1.
Assim, existem z,y € N tais que

2gm+2¢+1=azm+y(m+1)
= (z+y)m+y,

desse modo, y =2¢+1ex+y < 2¢ = y < 2¢q, absurdo.

Vamos usar agora a Proposicao 1.79 para provar que S é simétrico. Devemos entao encontrar
para todo w € Ap(S, m) um elemento w’ € Ap(S, m) tal que w + w’ = (2¢ + 1)m + 2q¢ + 1.

e Parai € {0,1,...,m —1—2q — 2},

(gm+2¢+2+i)+ (gm+m—1—14) = (2¢+ 1)m+2¢+ 1.
e Para k € {0,1,2,...,q},
(km+k)+(2¢+1—km+2q+1—Fk)=(2¢+1)m+2¢+ 1.

Por fim, pela Proposigao 1.14, F(S) = max Ap(S,m) —m = 2¢+1)m+2g+1—m =
2gm + 2q + 1. 0

Exemplo 1.92 Tomando m =9 e ¢ = 2, temos que 9 > 4+ 3 =7, logo S = (9, 10,24, 25, 26)
¢ simétrico, e(S) =5 e F(S) = 41.

Lema 1.93 Sejam m e q inteiros nao negativos tais que m > 2q +4 e S o submonoide de
(N, +) gerado por

{m,m+1,(¢g+1)m+q+2,...,(¢g+1)m+m —q—2}.

Entao, S é um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m, dimensao m — 2q — 1
e Nimero de Frobenius 2(q + 1)m — 1.

Demonstragao. Seguindo o mesmo raciocinio do Lema 1.91, temos que S é um semigrupo
numérico com m(S) =m e e(S) =m — 2qg — 1. Além disso,

Ap(S;m)={0<m+1<2m+2<---<(g+1)m+qg+1<(g+1)m+qg+2<---<
(g+1)m+m—qg—2<(g+2)m+m—q—1<(¢g+3)m+(m—gq) <---<2(¢g+1)m+m—1}.

Dai, pela Proposi¢ao 1.79, S é simétrico, pois
e Parai € {0,1,...,m —2q — 3},

(g+1)m+qg+1+i)+((g+1)m+m—q—2—10)=2(¢+1)m+m — 1.

e Para k € {0,1,...,q},
((g+24+km+m—-—qg—1—k)+((¢g—km+q—Fk)=2(¢+1)m+m— 1L

Por fim, F(S) = maz Ap(S,m) —m =2(¢g+1)m+m—-1—m=2(¢g+1)m — 1. O

Teorema 1.94 Sejam m e e inteiros tais que 2 < e < m — 1. Eziste um semigrupo numérico
simétrico com multiplicidade m e dimensao e.
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Demonstracao. Se e = 2, entdo S = (m,m + 1) é um semigrupo numérico simétrico com
multiplicidade m e dimensao 2, pelo Corolario 1.76. Suponha agora que e > 3. Vamos separar
em dois casos:

e Se m—e é par, existe ¢ € N\ {0} tal que m—e = 2¢q. Como e > 3, temos que m > m—e+3,
entao m > 2q + 3. O Lema 1.91 assegura a existéncia de um semigrupo numérico simétrico
com multiplicidade m e dimensao e = m — 2q.

e Se m—e é impar, existe ¢ € N tal que m—e = 2¢g+1. Como e > 3, segue que m > m—e+3,
logo m > 2q + 4. O Lema 1.93 garante a existéncia de um semigrupo numérico simétrico com
multiplicidade m e dimensao e = m — 2q — 1. O

Exemplo 1.95 Tomando m = 10 e e = 8, temos m —e = 2, assim ¢ = 1 e obtemos S =
(10,11,14,15,16,17,18,19). Sem = 10 ee = 5, temos m —e =5 = ¢ = 2 = § =
(10,11, 34, 35, 36).

Caso Pseudo-Simétrico

Vamos agora prosseguir com o caso pseudo-simétrico. Pelo Lema 1.83, vamos encontrar
pequenas diferencas do caso simétrico.

Lema 1.96 Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) > 4. Entao,
e(S) <m(S) —1.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.12, e(S) < m(S). Se e(S) = m(S), entdo S é minima-
mente gerado por {m(S),n1,...,nms)-1} €, pela Proposicao 1.84, o Ap(S, m(S)) é da forma

Ap(S,m(S)) ={0 < ng < -+ < Npg)-1} U {nl = @ —I—m(S)}.

Como m(S) — 1 > 3, pela Proposicao 1.84, deduzimos que 7,,(s)-1 — n2 € S, contradizendo
o fato de que {m(S),n1, ..., Ny(s)-1} é um sistema de geradores minimal de S. O

O resultado anterior nos diz que devemos prestar uma atencao especial para os casos de
multiplicidade menor do que quatro. Sabemos que semigrupos numéricos de multiplicidade
dois sao sempre simétricos, como consequéncia do Corolario 1.76. Entao, vamos estudar os
semigrupos numéricos com multiplicidade treés.

Lema 1.97 As sequintes condigoes sao equivalentes:
1) S € um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) = e(S) = 3.
2) S=(3,x+ 3,2z + 3) com x um natural nao divisivel por 3.

Demonstracao. 1) = 2) Se m(S) = e(S) = 3, entao {3,n1,n2} é um sistema de geradores
minimal para S. Pela Proposigao 1.73, deduzimos que F'(S) é par, e pela Proposicao 1.84 temos
que

F(S

Tomando = = F(S)/2 segue que n; = x + 3 e ng = 2z + 3. Além disso, como F(S)/2 ¢ S,
concluimos que 3 nao divide .

2) = 1) Observe que {3,z + 3,22 + 3} é um sistema de geradores minimal para S, logo
m(S) = e(S) = 3. Desse modo, Ap(S,3) = {0,z + 3,2z + 3}, e pela Proposicao 1.14, F/(S) =
2r + 3 — 3 = 2z, entdo, F(S)/2 = x, concluindo que S é pseudo-simétrico, pela Proposi¢ao
1.84. [
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Pelo Corolario 1.76, todo semigrupo numérico de dimensao dois é simétrico. Vamos ver que

para dimensao trés, sempre existem semigrupos numéricos pseudo-simétricos com multiplici-
dade arbitraria.

Lema 1.98 Seja m um inteiro positivo maior ou igual a quatro. Ezriste um semigrupo numérico
pseudo-simétrico S com m(S) =m e e(S) = 3.

Demonstragao. Vamos distinguir em dois casos dependendo da paridade de m.
1) Se m é par, entao m = 2q + 4, para algum ¢ € N. Seja

S=(mm+1,(¢g+1)m+ (m—1)).

Temos que m(S) =mee(S) =3,jaquem—1>qg+1,logo (¢+1)m+m—1¢ (m,m+1).
Além disso,

Ap(S,m) = {0,m+1,2(m+1),...,(m —2)(m+ 1)} U{(g+ D)m+ (m — 1)},

pois

=m(2¢+4) -2
=m-m— 2
=(m—-1)(m+1)—1
> (m—2)(m+1).

Pela Proposigao 1.14, FI(S) = (m—2)(m+1)—m = (m—2)m+m—2—m = (m—2)m — 2,
F(S) , _ (2a+2m=2

m= +m = (¢+ 1)m + (m — 1). Dai, pela Proposi¢ao

1.84, concluimos que S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico.
2) Se m é impar, entdo m = 2q + 3, para algum ¢ € N\ {0}. Seja

o qual é par, e

S={m,m+1,(g+ 1)m+ q+ 2).

Seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, temos que m(S) = m e e(S) = 3. Além
disso,

Ap(S;m) ={0,m+1,2(m+1),....q(m+1),(¢+ L)m+q+2,(m+ 1)+ (¢+ 1)m+q+
2,..,qm+1)+ (¢+m+q+2 U{(g+1)(m+1)}.
Consequentemente, F'(S) =gim+ 1)+ (g+1)m+qg+2—m=qgm+1)+gn+q+2 =

F(S
2g(m + 1) + 2, que é par, e (2 ) +m=qm+1)+1+m=(¢g+1)(m+1). Assim, pela
Proposicao 1.84, S é pseudo-simétrico. O

Vamos agora prosseguir como no caso simétrico, apresentando duas familias de semigrupos
numéricos pseudo-simétricos que serao usados dependendo da paridade de m — e.

Lema 1.99 Sejam m,q € N tais que m > 2qg+5 e S o submonoide de (N, +) gerado por
{mm+1,(¢g+1)m+q+2,...,(¢g+1)m+m—q—3,(g+ 1)m+m — 1}.

Entao S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) =m, e(S)=m —2¢—1 e
F(S) = 2(q + 1)m — 2.
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Demonstracao. Como mdc{m,m + 1} = 1, segue que S é um semigrupo numérico com
m(S) = m. Observe que

{no =m,ny = m+1,ny = (¢+1)m+q+2,...,np_1 = (¢+1)m+m—q—3,n, = (¢+1)m+m—1}

¢ um sistema de geradores minimal de S, j& que no,...,n, ¢ (m,m + 1) (em particular, como
m > 2q+5,entdom —q—3 > q+2 > g+ 1). Assim, temos que e(S) = m —2g — 1. Além
disso,
Ap(S,m) =
{0,n1,2n0, ..., (g + D)ny,ng, .o ymp1, 200 + 01, oo qny +npo1, (@ + )0y + 11} U N, ),

logo F'(S) = (¢+1)nmi+n,_1—m = (¢g+1)(m+1)+(¢+1)m—q—3 =2(¢+1)m+q+1—q—3 =

F(S
2(q+1)m—2, %—i—m =(g+1)m—14m =n,, esep >4, F(S)+m = n;+n,_,;, para todo
i€{2,...,[p/2]}. Desse modo, pela Proposi¢ao 1.84, temos que S é pseudo-simétrico. O

Lema 1.100 Sejam m,q € N\ {0} tais que m > 2q+4 e S o submonoide de (N,+) gerado
por

{m,m—+1,gm+2q+3,....qm+m —1,(¢+ 1)m + g+ 2}.

Entao, S € um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) = m, e(S) = m —2q e
F(S) =2gm +2q + 2.

Demonstragao. Observando o sistema de geradores de S é possivel concluir que S é um
semigrupo numérico, e m(S) = m. Além disso,

{no=m,ni=m+1Lny=qgm+2¢+3,....np-1=qgm+(m—1),n,=(g+1)m+q+2}

¢ o sistema de geradores minimal de S, ja que ng, ..., n,—1 ¢ (M, m+1) en, ¢ (ng, N1, ..., Np_1).
Agora,

Ap(S,m) ={0,n1,2n1,...,qn1,Nay ..., Np_1,Np, Ny + Ny, 201 + Ny, ... qny + 1t U{(q¢+ 1)nq },

onde F(S) = gni+n,—m = g(m+1)+(¢+1)m+q+2—m = ¢(m+1)+gm+q+2 = 2¢(m+1)+2,
F(S
FUS) = g+ 1)+ 1 m = (g 4 Dm + 1) = (g + D, © F(S) +m =y + i1, para

todoi € {2,...,[(p+1)/2]}. Assim, pela Proposigao 1.84, temos que S é pseudo-simétrico. [

Teorema 1.101 Sejam m e e inteiros positivos tais que 3 < e < m — 1. FEntao existe um
semigrupo numeérico pseudo-simétrico com multiplicidade m e dimensao e.

Demonstracao. Se e = 3, entao o Lema 1.98 garante a existéncia desse semigrupo numeérico.
Vamos assumir entao que 4 < e < m — 1, e distinguir em dois casos, dependendo da paridade
de m — e.

1) Se m — e é impar, existe ¢ € N tal que m — e = 2¢ + 1. Além disso, como e > 4,
segue que m > m —e + 4 = 2q + 5. Assim, pelo Lema 1.99, existe um semigrupo numérico
pseudo-simétrico S com multiplicidade m e dimensao e(S) =m —2¢— 1 =e.

2) Se m — e é par, existe ¢ € N\ {0} tal que m — e = 2¢q. Como e > 4, temos que
m > m — e+ 4 = 2q + 4. Portanto, pelo Lema 1.100, existe um semigrupo numérico pseudo-
simétrico S com multiplicidade m e dimensao e(S) = m — 2q = e. O

Exemplo 1.102 e Tomando m = 7 e e = 5, seque que m —e = 2 = q =1 = § =
(7,8,12,13,17) é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com F(S) = 18.

e Tomandom =9 ee=4, entiom —e=5=q=2= 5= (9,10,31,35) é um semigrupo
numérico pseudo-simétrico com F(S) = 52.

e Tomando m =6 ee =3, logo q=1= 85 = (6,7,17) € um semigrupo numérico pseudo-
simétrico com F(S) = 22.
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1.3.3 Extensoes Unitarias de um Semigrupo Numérico

Vamos introduzir o conceito de lacuna especial de um semigrupo numérico. Essa definicao
foi motivada pelo problema de encontrar o conjunto de todos os semigrupos numéricos que
contém um dado semigrupo numérico.

Dado um semigrupo numérico S, denote por

SG(S) ={x € PF(S)]2z € S}.

Seus elementos sao chamados lacunas especiais de S.
Tomando S = (5,7,8,9,11), temos que G(S) = {1,2,3,4,6}, logo PF(S) = {2,3,4,6} ¢
assim, SG(5) = {4,6}.

Proposicao 1.103 Sejam S um semigrupo numérico e x € G(S). As sequintes propriedades
sao equivalentes:
1) z € SG(S5);

2) SU{x} é um semigrupo numérico.

Demonstragao. 1) = 2) Observe que S U {z} é um semigrupo numérico, ja que:

e é fechado para a soma, pois, como x € PF(S), z+ s € S, para todo s € S, e nx € S,
para todo n € N, pela definicdo de SG(S). Consequentemente, S U {z} é um submonoide de
(N, +);

e possui complemento finito, j& que S possui complemento finito e S C S U {x}.

2) = 1) Por outro lado, se S U {z} é um semigrupo numérico, segue que S U {x} é fechado
para a soma, logo = + s € S, para todo s € S*, ou seja, x € PF(S), e 2z € S, concluindo que
x € SG(S). O

Exemplo 1.104 Seja S = (7,8,9,11,13) = {0,7,8,9,11,13, =}, entdo SG(S) = {10,12}, ¢
temos que (7,8,9,10,11,13) e (7,8,9,11,12,13) sdo semigrupos numéricos.

Lema 1.105 Sejam S e T dois semigrupos numéricos tais que S C T. Entao, SU{max(T\S)}
¢ um semigrupo numérico, ou equivalentemente, max(T \ S) € SG(S5).

Demonstracao. Como S e T sao semigrupos numéricos, e S C T, existe z = max(T \ 5).
Além disso, z + s € T e x + s > z, para todo s € S*, logo z + s € S, ou seja, x € PF(S5).
Analogamente, 2x € T' e 2x > x, portanto, 2z € S. Desse modo, segue que z € SG(S). O

Dado um semigrupo numérico S, denotamos por O(S) o conjunto de todos os semigrupos
numéricos que contém S. Como o complemento de S em N é finito, temos que O(S) é finito.

Dados dois semigrupos numéricos S e T' com S C T', vamos definir recursivamente

® 50 =25;

e Spi1 =S, U{max(T\ S,)}se S, #T,eS,==S,1 caso contrario.

Se a cardinalidade de T\ S é k, entao

S=SC8C-CS=T.

Usando essa ideia, podemos construir o conjunto O(S). Comecamos definindo O(S) = {S},
e entdao para cada elemento em O(S) diferente de N (observe que SG(N) é o conjunto vazio),
nds anexamos a O(S) o semigrupo numérico S U {z}, onde = € SG(S).

Exemplo 1.106 Seja S = (6,7,9). Para esse semigrupo numérico, SG(S) = 17, logo S U
{17} = (6,7,9,17) € um semigrupo numérico contendo S (o unico que difere em apenas um
elemento). Como SG(SU{17}) = {8,10, 11}, obtemos os semigrupos S'U{17,8}, SU{17,10}
e SU{17,11}. Repetindo esse processo consequimos encontrar O(S), como vemos no grdfico a
Sequir.
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Proposigao 1.107 Sejam S um semigrupo numérico e {g1,...,9:} C G(S). As seguintes
condigoes sao equivalentes:

1) S € mazximal (com respeito a inclusdo de conjuntos) no conjunto de todos os semigrupos
numéricos T tais que T N {g1,...,q:} € vazio.

2) SG(S) S{g1,-- -, o}

Demonstracao. 1) = 2) Seja x € SG(S). Pela Proposigao 1.103 sabemos que S U {z} é um
semigrupo numérico que contém S propriamente, logo devemos ter que (SU{x})N{g1,...,9:} #
0, ou seja, SG(S) C{g1,-.-, 9}

2) = 1) Pelo Lema 1.105 temos que se T' é um semigrupo numérico que contém S pro-
priamente, entdo max(7/S) € SG(S), logo, como SG(S) C {g1,..., g}, segue que T' N
{91,...,9:} # 0, concluindo assim a demonstragao. d
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Como corolario desse resultado podemos encontrar outra caracterizacao de semigrupos
numeéricos irredutiveis. Pelo Teorema 1.71 sabemos que um semigrupo numérico S é irredutivel
se, e somente se, ¢ maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que nao contém {F(S)}.

Observe que F(S) € SG(S), quando S # N.

Corolario 1.108 Seja S um semigrupo numérico. FEntao S € irredutivel se, e somente se,
SG(S) possui no mdzimo um elemento.

Os dois préximos resultados nos permitem formar uma generalizacao da construgao pro-
posta no Lema 1.72 para encontrar um semigrupo irredutivel que contém um dado semigrupo
numérico com o mesmo numero de Frobenius.

Lema 1.109 Sejam S um semigrupo numérico e {q1,...,q:} C G(S). As sequintes condigoes
sao equivalentes:
1) S € mazimal no conjunto dos semigrupos numéricos T tais que T N{g1,...,g:} = 0;

2) Se x € G(S), entao existei € {1,...,t} e k € N\ {0} tais que g; — kx € S.

Demonstracao. 1) = 2) Seja xz € G(S5). Como S C (S, z), temos que (S, z) N {g1,...,9} #
(). Assim, existe i € {1,...,t}, k € N\ {0} e s € S tais que g; = s+ kz. Portanto, g; — kz € S.

2) = 1) Seja T um semigrupo numérico tal que S C T. Tome x € T\ S. Entao S C (S, z) C
T, e por hipdtese existem i e k tais que g; — kxz € S. Consequentemente, g; € (S,z) = g; € T
0

Proposicao 1.110 Sejam S um semigrupo numérico e {gi,..., g} C G(S). Se existe
h=max {xr € Z\ S|2x € S,g; —x ¢ S,Vi € {1,...,t}},
entdo S U {h} € um semigrupo numérico que ndo intersecta {g,...,gi}-

Demonstracao. Pela Proposigao 1.103, devemos mostrar que h € SG(S). Pela definigao de
h, note que 2h € S, entdo assuma que existe s € S* tal que h +s ¢ S. Como 2(h+s) € S, e
h < h+s, temos que g;—(h+s) € S, paraalgum i € {1,...,t}. Logo, g;—h = g;—(h+s)+s € S,
contradizendo a definicao de h. 0

Coroldrio 1.111 Sejam S um semigrupo numérico e {g1,...,q:y < G(S). As seguintes
condicoes sao equivalentes:

1) S € mazximal no conjunto de todos semigrupos numéricos cuja interse¢io com {gi, ..., g:}
€ vazia;

2) Para cada x € N, se x € G(S) e 2z € S, entdo g; —x € S, para algum i € {1,...,t}.

Demonstracao. 1) = 2) Se existe z € G(S5) tal que 2z € S e g —x ¢ S, para todo
i € {1,...,t}, entdo é possivel encontrar h como estd definido na Proposigdo 1.110, e temos
que SU{h} é um semigrupo numérico que contém S propriamente e nao intersecta {gi, ..., g},
contrariando a hipotese.

2) = 1) Pelo visto no Lema 1.109, basta mostrar que para todo z € G(S), existem apro-
priados i e k tais que g; — kx € S. Sejam = € G(S) e k = max {n € N\ {0}/nz ¢ S}. Desse
modo, kx € G(S) e 2kx € S. Por hipétese, g; — kx € S, para algum i € {1,...,t}. O

Corolario 1.112 Seja S um semigrupo numérico. Entao S € irredutivel se, e somente se, para
todo x € N, x € G(S) e 2z € S implica que F(S)—xz € S.

Demonstracao. Segue do Teorema 1.71 e do Corolario 1.111. U
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Seja S o conjunto de todos os semigrupos numéricos. Para {gi,...,¢:} € N\ {0}, defina

S<917~--,gt) :{S/ eSlslm{ghagt}:@}

A Proposigao 1.110 pode ser usada para encontrar um elemento maximal em S(g1, ..., g;).
Basta tomar como ponto inicial S = {0, max{gi,...,9:} +1,—} e definir recursivamente
L4 SO = Su

e Spi1 = S, U{h(S,)}, onde h(S,) é
mazx {x € G(S,)[2x € Sy, 9: —x ¢ Sp, Vi € {1,...,t}}.

Se h(S,) nao existe, entao S, é o semigrupo numérico desejado (o Corolario 1.111 nos d4 a
condigao de parada).

Exemplo 1.113 Vamos calcular um elemento em Maximaisc(S(4,7,9)).
e 5) = {0, 10, —>}, h(So) =8;
e 51 ={0,8,10,—1}, h(S;) = 6;
e Sy ={0,6,8,10, =}, h(S2) = 5;
e 55 ={0,5,6,8,10,—}, e h(S;) nao eziste, logo S5 € Mazximaisc(S(4,7,9)).

1.3.4 Decomposicao de um Semigrupo Numérico em Irredutiveis

Vamos apresentar um procedimento para calcular uma decomposicao de um dado semi-
grupo numérico em semigrupos numeéricos irredutiveis. Também vamos mostrar como obter
decomposigoes "minimais”.

Seja S um semigrupo numérico. Se S nao é irredutivel, entao existem S; e Sy que contém
propriamente S e tais que S = S; N Sy. Podemos perguntar agora se Sy e Sy sao irredutiveis, e
no caso negativo, escreve-los como a intersecao de dois outros semigrupos numéricos. Podemos
repetir esse processo varias vezes, porém apenas uma quantidade finita, ja que cada semigrupo
numérico dessa construgao contém S propriamente e O(S) é finito.

Proposicao 1.114 Todo semigrupo numeérico pode ser escrito como a interse¢ao de uma quan-
tidade finita de semigrupos numéricos irredutiveis.

Relembre que temos um procedimento para construir O(.S) para qualquer semigrupo numérico
S, baseado na computacao do conjunto SG(S). Na execucao desse processo, podemos esco-

lher os semigrupos com no maximo uma lacuna especial, os quais sao semigrupos numéricos
irredutiveis que contém S, pelo visto no Corolario 1.108. Denote por

Z(S) ={T € O(S9) | T é irredutivel}.

Segue que S = Nrez(s)T. Podemos remover dessa intersecao os elementos que nao sao
minimais com respeito a inclusao de conjuntos, e o semigrupo resultante permanece inalterado.

Proposicao 1.115 Sejam S um semigrupo numérico e
{S1,...,Sn} = MinimaiscZ(S).
Entao,
S=5nNn---N§S,.
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Essa decomposicao nao é necessariamente minimal (no sentido de possuir a quantidade
minima de irredutiveis envolvidos) como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.116 Seja S = (5,6,8). Vamos computar o conjunto MinimaiscZ(S). Como
SG(S) ={7,9}, pela Proposi¢ao 1.103, SU{7} e SU{9} sao semigrupos numéricos. Agora,
SG(SU{T}) = {9}, logo, SU{T} € irredutivel (Coroldrio 1.108), dai SU{7} € MinimaiscZ(S).
Por outro lado, SG(SU{9}) = {3,4,7}, porisso SU{9} nao € irredutivel. No entanto, SU{9,3}
e SU{9,4} sdo irredutiveis, e SU{7} C SU{9, 7}, assim
MinimaiscZ(S) ={SU{7},SU{9,3},SU{9,4}}.
Por fim,
S=lSU{THnNn(SU{9,3})N(SU{9,4}) = (SU{7}H) N(SU{9,4}).

Quando olhamos para o menor n tal que S =S, N---N S, onde Sy,...,S, € Z(5), entdo
basta procurar pelas decomposi¢oes com elementos em MinimaiscZ(S).

Proposicao 1.117 Seja S um semigrupo numérico. Se S = S;N---NS,, com Sy,..., S, €
Z(S), entao existem Sy,...,S, € MinimaiscZ(S) tais que

S=85nN---ns..
Demonstracao. Para cada i € {1,...,n}, se S; ndo pertence ao conjunto MinimaiscZ(S),
entdo basta tomar S! € MinimaiscZ(S) tal que S} C ;. O

A préxima proposicao nos dd uma dica sobre quais semigrupos devem aparecer em uma
decomposi¢ao minimal.

Proposicao 1.118 Sejam S um semigrupo numérico e Sy,...,S, € O(S). As sequintes
condigoes sao equivalentes:

1) S=5nN---NSy,;

2) Para todo h € SG(S), existe i € {1,...,n} tal que h ¢ S;.

Demonstracao. 1) = 2) Se h € SG(S), entdo h ¢ S, consequentemente h ¢ S;, para algum

ie{l,...,n}.
2)=1)Se S C Sq,...,S,, pelo Lema 1.105, h = max((S;N---NS,)\S) pertence a SG(S),
e estd em S;, para todo ¢ € {1,...,n}, contradizendo a hipdtese. O

Podemos computar MinimaiscZ(S) = {Si,...,5,}. Paracadai € {1,...,n}, seja
C(8;) ={h € SG(S)|h ¢ Si}.
Pela Proposicao 1.118, sabemos que
S=25;,N---NS; se, esomente se, C(S;,)U---UC(S;.)=SG(S).
Pelos resultados anteriores podemos obter um método para calcular uma decomposicao de
S como intersecao de semigrupos numéricos irredutiveis com a menor quantidade possivel de

elementos.
Para um conjunto Y, usamos #Y para denotar a sua cardinalidade.
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Algoritmo 1.119 Seja S um semigrupo numérico nao irredutivel.

(1) Encontre o conjunto SG(S).

(2) Tome I =0 e C = {S}.

(3) Para todo S’ € C, compute (usando a Proposicao 1.103) todos os semigrupos S tais que
#(S\ S") = 1. Remova S’ de C. Seja B o conjunto formado pelos semigrupos formados dessa
maneira.

(4) Remova de B os semigrupos S’ que cumprem SG(S) C S'.

(5) Remova de B os semigrupos S' tais que existem S € I com S C S'.

(6) O conjunto C = {S" € B|S" nao € irredutivel}.

(7) O conjunto I =1 U{S" € B|S" € irredutivel}.

(8) Se C'# 0, vd para o passo 3.
(9) Para cada S € I, compute C(S).
(10) Escolha {Si,...,S,} de modo que r é o menor obedecendo

C(S)uU---ul(S,) = SG(9).
(11) Retorne Si,...,S,.
A seguir vamos ilustrar esse método com um exemplo.

Exemplo 1.120 Seja S = (5,6,7), entao SG(S) = {8,9}. Tomando S; = (5,6,7,8) e Sy =
(5,6,7,9), temos que B = {S1, 52}, e S1 e Sy sao irredutiveis, logo I = B e C = 0. Além disso,
C(S1) = {9} e C(S52) = {8}, assim, C(S1) UC(S2) = SG(S), concluindo que a decomposi¢do
minimal de S € S = (5,6,7,8) N (5,6,7,9).

Dado um semigrupo numeérico, podemos considerar dois tipos de minimalidade para a de-
composicao desse semigrupo em irredutiveis. O primeiro é em termos da sua cardinalidade,
que é minimal no sentido da menor quantidade possivel de irredutiveis aparecendo na decom-
posicao. O segundo é em termos da redundancia, ou seja, uma decomposicao é minimal se
nenhum semigrupo envolvido é redundante (ndo pode ser eliminado e a interse¢cao permanecer
a mesma), em outras palavras, nao pode ser refinado em uma decomposigado menor. Ambos
conceitos nao coincidem. Observe que a decomposicao com menor numero de irredutiveis en-
volvidos nao pode ser refinada, no entanto, existem decomposicoes que nao podem ser refinadas
com mais irredutiveis que outras decomposigoes.

Exemplo 1.121 O semigrupo numérico S = (5,21,24,28,32) pode ser escrito como
S =(5,9,12,13) N (5,11,12,13) N (5,12, 14, 16) N (5, 14, 16, 18)
e como

S = (5,7) N (5,8).

1.3.5 Lacunas Fundamentais de um Semigrupo Numérico

Pelo visto na Proposi¢ao 1.107, se S é um semigrupo numérico, o conjunto SG(.S) determina
S até a maximalidade (com respeito a inclusao de conjuntos). Isso nao significa que o determina
unicamente. Podemos encontrar semigrupos numéricos S e T com T # S e SG(T) = SG(S)
(isso implica que S C T, ou T C S).

Exemplo 1.122 Sejam S; = (8,9,10,11,12,13,15) e Sy = (5,8,11,12). Entao, SG(S;) =
SG(S,) = 14.
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Vamos apresentar nessa se¢cao um subconjunto do conjunto de lacunas de um semigrupo
numérico que o determina totalmente.

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que o conjunto X de inteiros positivos determina
as lacunas de S se S é o maior (com respeito a inclusao de conjuntos) semigrupo numérico tal
que X C G(9).

Dado X C N, denotamos por D(X) o conjunto de todos os divisores positivos dos elementos
de X, isto é,

D(X) = {a € N|a divide algum z € X}.

Proposicao 1.123 Seja X um conjunto finito de inteiros positivos. As sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

1) O conjunto X determina as lacunas de um semigrupo numérico;

2) N\ D(X) € um semigrupo numérico.

Se essas condigdes sao validas, entdo X determina as lacunas do semigrupo numérico N\
D(X).

Demonstracao. 1) = 2) Seja S um semigrupo numérico cujas lacunas sado determinadas por
X. Como X C G(95), temos que D(X) C G(S), logo S € N\ D(X). Tome a € N\ D(X).
Entao S" = (a, maz(X) + 1,—) é um semigrupo numérico tal que X C G(S5’), e pela defini¢ao
de S, S’ C S. Consequentemente, a € S, concluindo que N\ D(X) = S. Em particular,
obtemos que N\ D(X) é um semigrupo numérico.

2) = 1) Segue do fato de que X determina as lacunas de N\ D(X). O

Proposicao 1.124 Sejam S um semigrupo numérico e X um subconjunto de G(S). As se-
guintes condicoes sao equivalentes:

1) X determina as lacunas de S;

2) Para cada a € N, se a € G(S) e {2a,3a} C S, entdo a € X.

Demonstracao. 1) = 2) Aplicando a Proposigao 1.123, temos que S = N\ D(X), conse-
quentemente, G(S) = D(X). Se a € G(S5), entao existe x € X tal que a|z e assim ka = z,
para algum k£ € N. Se assumirmos que {2a,3a} C S, temos que la € S, para todo [ > 2. Desse
modo, k=1lea=z € X.

2) = 1) Pelo visto na Proposi¢ao 1.123, é suficiente mostrar que S = N\ D(X). Por
hipdtese, X C G(S), logo D(X) C G(S5),e S C N\ D(X). Se a é um inteiro ndo negativo que
nao pertence a S, entao a € G(S). Seja k = maz{n € Njna € G(S)} (G(S) é finito, 0 ¢ G(S)
e entdo k € N\ {0}). Segue que ka € G(S) e {2ka,3ka} C S. Dai, por hipdtese, ka € X,
portanto, a € D(X), concluindo que S = N\ D(X). O

Esse resultado motivou a seguinte definicao. Uma lacuna z de um semigrupo numérico S é
fundamental se {2x,3x} C S (ou equivalentemente, kz € S, para todo k > 1). Vamos denotar
por FG(S) o conjunto das lacunas fundamentais de S.

Exemplo 1.125 Seja S = (6,9,11). Entao, FG(S) = {3,10,13,14,16,19,25}.
Com essa nova notacao, podemos reformular a Proposicao 1.124.

Corolario 1.126 Sejam S um semigrupo numérico e X um subconjunto de G(S). Entao X
determina as lacunas de S se, e somente se, FG(S) C X.

Assim, para um semigrupo numérico S, FG(S) é o menor (com respeito a inclusdo de
conjuntos) subconjunto de G(S) que determina as lacunas de S. Dois elementos diferentes de
FG(S) nao sdo comparaveis com respeito a relagdo de divisibilidade.
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Proposicao 1.127 Seja X um subconjunto finito de N\ {0}. As seguintes condi¢ées sao
equivalentes:

1) Eziste um semigrupo numérico S tal que FG(S) = X;

2) N\ D(X) € um semigrupo numérico e x ty para todos x,y € X com x #y.

Demonstracao. 1) = 2) Essa implicacao ja foi provada.

2) = 1) Se S = N\ D(X) é um semigrupo numérico, entao X determina suas lacunas. Além
disso, aplicando o Corolario 1.126, temos que FG(S) C X. Sabemos pela hipdtese que x 1 y
para todos z,y € X, x # vy, logo para cada x € X, {2z,32z} N D(X) = (. Consequentemente,
x € FG(9). O

Sejam S um semigrupo numérico e z € SG(S). Entao 3z = z + 2z € S, jd que 2z € S
por defini¢do e x € PF(S). Desse modo, SG(S) C FG(S). Além disso, a condicdo = + s € S,
para todo s € S* implica que os elementos de SG(S) sdo maximais em F'G(S) com respeito a
relacao de ordem <g.

Proposicao 1.128 Seja S um semigrupo numérico. Entao
SG(S) = Mazximais<,FG(S).
O Corolario 1.108 pode ser reformulado de acordo com essa informacao.

Corolario 1.129 Seja S um semigrupo numérico. Entao S € irredutivel se, e somente se, o0
conjunto Mazimais<,FG(S) possui no mdzimo um elemento.

1.4 Semigrupos Numéricos Quase Simétricos

Nessa segao vamos apresentar alguns resultados que foram trabalhados nas referéncias [8] e
[11] para semigrupos numéricos quase simétricos.

Lembremos que se S é um semigrupo numérico, entdo denotamos por N(S) = {s € S|s <
F(S)}. Observe que se s € N(S), temos que F(S) —s ¢ S, ese x € PF(S), com g # F(S),
entdo F'(S) —g ¢ S. Dali, a funcao

N(S)UIPF(S)\{F(5)}] = G(95)

¢ injetora, o que prova o seguinte resultado.

Proposicao 1.130 Seja S C N um semigrupo numérico. Entao
2g(S) < F(S) 4+ t(9).

E claro que se um semigrupo numérico é simétrico ou pseudo-simétrico, entdo a igualdade
da Proposicao 1.130 é vélida. Em geral, um semigrupo numérico é dito quase simétrico se a
igualdade ¢ valida.

Lembrando que se S é um semigrupo numérico, um ideal relativo I de S é um subconjunto
deZtalque I+S Cles+1={s+ili €I} CS, para algum s € S, e um ideal de S é
um ideal relativo de S que esta contido em S. Dai, vamos definir dois ideais importantes para
a teoria de semigrupos numéricos quase simétricos. Seja S um semigrupo numérico. O ideal
M := S\ {0} é chamado ideal mazimal de S, onde M — M = SUPF(S). Além disso, definimos
Kg:={F(S)—hlh € Z\ S}. Observe que S C Kg ¢ que Kg ¢é um ideal relativo de S. Esse
ideal é chamado deal canonico de S.
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Proposicao 1.131 Seja S um semigrupo numérico. Entdo as sequintes condicoes sao equiva-
lentes.

1) Ks C M — M;

2) h ¢ S implica que F(S)—h €S, ouh € PF(S);

3) 2g(S) = F(5) + t(S);

Um semigrupo numérico S satisfazendo qualquer uma dessas condi¢oes equivalentes é dito
quase simétrico.

Note que se S é simétrico ou pseudo-simétrico (ou seja, irredutivel), entdo S é quase
simétrico. Por outro lado, um semigrupo numérico quase simétrico com tipo dois é pseudo-
simétrico (veja no Corolario 1.134).

Teorema 1.132 Sejam S um semigrupo numérico de tipot e n € S*. Tome Ap(S,n) = {0 <
a; < o < aptU{B < Py < - < Biog}, comm =n—t e PF(S)={p—na, —n=
F(S)1 <i<t—1}. Escreva f; = 5; —n e fi = ay, — = F(S). Entdo as sequintes condigoes
sao equivalentes.

1) S € quase simétrico;

2) a; + Qi = Quy, para todo i € {1,2,...,m —1} e B + fi—; = oy, + 0, para cada

jed{1,2,...,t —1};

3) fi+ fiei = F(S), para cada i € {1,2,...,t—1}.

Demonstracao. 1 = 2) Como a; —n ¢ S, entdo F(S) — (o —n) = oy —ay € S e
(am — ;) —n = F(S)—a; ¢ S, pelo item 2) da Proposigao 1.131. Assim, a,, —a; € Ap(S,n).
Se a,, — o = f3;, para algum j, entdao F(S) = a; + f; € S. Consequentemente, temos que
Q; + Qi = Quy, para todo i € {1,...,m —1}. Agora, vamos ver que §; + f;—; = @, +n, para
cada i € {1,2,...,t —1}. Como a,, — B; = F(S) — f; ¢ S, pela Proposigao 1.131 segue que
am — B € PF(S), isto é, oy, — B = Bi—; — n, para cada j € {1,2,...,t — 1}.

2 = 3) Por hipétese, (8; —n) + (Bi—j —n) = ay —n = f; + fij = F(5).

3 = 1) Pela visto na Proposigao 1.131, basta mostrar que Kg C M — M. Seja = € Kg =
x = F(S) — h, para algum h ¢ S. Se h € PF(S), entdao x € PF(S) pela condigdo 3). Se
h ¢ PF(S), entdao h+g € PF(S), para algum g € M. Dai, x = F(S)—(h+g)+g € S, ja que
F(S)—(h+g) € PF(S). Desse modo, temos que S é quase simétrico. O

Exemplo 1.133 Seja S = (5,7,9). Entio Ap(S,5) = {0,7,9,16,18} e PF(S) = {11,13}.
Pelo item 3) do Teorema 1.132 temos que S nao é quase simétrico, pois 11 + 11 = 22 # 13.
Seja a um inteiro impar maior ou igual a 3 e tome H = {(a,a + 2,a+ 4,...,3a —2). O
semigrupo numérico H possui dimensao mdzxima (observe que a quantidade de impares entre 1
ea € defa/2] + 1, desse modo, entre a e 3a — 2 temos 2([a/2] + 1) — 2 = a elementos), logo
PF(H) ={2,4,...,2(a— 1)}, e temos que H ¢ quase simétrico.

Corolario 1.134 Seja S um semigrupo numérico. Entao S é quase simétrico com tipo 2 se, e
somente se S € pseudo-simétrico.

Seja S € N um semigrupo numérico. Vamos definir agora o conjunto L(S) = {z €
G(S)|F(S)—x ¢ S}. Observe que o item 2) da Proposicao 1.130 nos diz que se L(S) C PF(S),
entao S é quase simétrico. Além disso, temos que PF(S) = L(S) U{F(5)}.

Proposigao 1.135 Sejam S um semigrupo numérico irredutivel, e ny,...,n, geradores mini-

mais de S menores que F(S). Entao T = S\ {ny,...,n.} € um semigrupo numérico com as
sequintes propriedades:
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1) F(T) = F(S);
2) {ny,...,n,} CPF(T) C{ny,...,n., F(S)—nq,...,F(S)—n,} UPF(S).
Além disso, as proximas condigcoes sao equivalentes:

i) PF(T)={ny,...,n.,, F(S) —nq,...,F(S) —n.} UPF(S);

it) ny +n; — F(S) ¢ T para cada i,j € {1,...,71};

iti) T € quase simétrico.

Demonstragao. Como ng,...,n, sao geradores minimais, 7' ¢ um semigrupo numérico com
{n1,...,n,} € PF(T), e como eles sao menores que F(5), F(T) = F(S).
Agora, tome x € PF(T), © ¢ {ni,...,n.} UPF(S). Entao, como S ¢ irredutivel, temos

F(S)

que F(S) —x € S, pela Proposiao 1.73 e pelo fato de que = # — Dai, como = € PF(T),
F(S)—x =FT)—ax ¢ T. Assim, F(S) —x € S\T = {ny,...,n.}. Isso prova que
PF(T) C{ny,...,n.,, F(S)—nq,...,F(S) —n.} UPF(S).

i = 4i) Observe que n; +n; — F(S) =n; — (F(S) —n;). Como n; e F(S) —n; pertencem a
PF(T), por hipdtese, deduzimos que sua diferenga nao pode estar em 7.

it = i) Seja x € G(T) tal que F(T) —x ¢ T, isto é, = € L(T). Vamos provar que
x € PF(T).

1— Se x = F(5)/2, como S é irredutivel, temos que x € PF(S). Assuma que existe t € T*
tal que x+t ¢ T. Como t € S, temos que x+t € S, e assim, t+t € S\T = {nq,...,n,.}. Dai,
x+t =mn;, paraalgum i € {1,...,r}, o que significa que n; — F'(S)/2 € T, logo 2n; — F(S) € T,
contradizendo a hipédtese.

2— Se x # F(S)/2, como S ¢ irredutivel, F(S) —x € S. Além disso, FI(S) —x ¢ T, ja que
x € L(T) e F(S) = F(T). Entao obtemos que z € {ny,...,n.},ou F(S)—x € {n4,...,n,}. J&
sabemos que {ni,...,n,.} € PF(S). Assim, é suficiente mostrar que para todo ¢ € {1,...,r},
F(S)—n; € PF(T). Note que F(S)—n; ¢ S, logo F(S)—n; ¢ T. Tome t € T*. Suponha que
F(S)—n;+t ¢ T para algum ¢t € T*. Se F(S) —n; +t € 5, deduzimos que F(S) —n; +t =
nj, para algum j € {1,...,r}. Dal, terfamos que n; + n; — F(S) € T, o que é impossivel.
Consequentemente, F(S) —n; +t ¢ S. Lembrando que S é irredutivel, pela Proposi¢ao 1.73
novamente, F'(S)—n;+t = F(5)/2ou F(S)— (F(S)—n;+t) =n; —t € S. A primeira opgao
leva novamente a uma contradicao. A segunda conclui que ¢t = n;, o que também é impossivel.
Desse modo, F'(S) —n; € PF(T), para todo i € {1,...,r}.

iti = 1) Sabemos que {ny,...,n,.} € PF(T)\ {F(T)}. Portanto, F(T) —n; ¢ T, para
todo i € {1,...,r}. Assim, {ny,...,n,, F(S) —ny,...,F(S) —n.} C L(T). Como T é quase
simétrico, {ni,...,n., F(S) —ni,...,F(S) —n,} C PF(T). Também é conhecido que F(S) =
F(T) € PF(T). Desse modo, resta checar que se F'(S) é par, entao F(S)/2 € PF(T). Mas
isso também segue da definigao de quase simetria, ja que F(S)/2 € L(T). O

Exemplo 1.136 Seja S = (3,5). Temos que S € um semigrupo numérico simétrico, com
nimero de Frobenius 7. Dai, sejaT = S\ {5}. Usando a Proposicio 1.135, temos que T é um
SEMigrupo numérico quase simétrico com tipo 3.

Usando agora H = (4,5,7), o qual é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com nimero
de Frobenius 6, seque que T = S\ {4,5} € um semigrupo numérico quase simétrico com tipo 6.

Teorema 1.137 Seja T' um semigrupo numérico. Entao T é quase simétrico se, e somente
se, eziste um semigrupo numérico irredutivel S com F(S) = F(T) tal que T = S\ A, onde
AC[F(S)/2,F(9)] € o conjunto de geradores minimais de S tais que x +y — F(S) ¢ T, para
cada x,y € A. Nesse caso, t(T) = 2#A +t(9).

Demonstracao. A volta desse teorema segue da Proposicao 1.135. Assuma entao que 1" é
quase simétrico. Sejam A = {z € PF(T)|F(5)/2 <z < F(S)} e S =T U A. Pela escolha de
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A, segue que S é um semigrupo numérico com F(T) = F(S). Vamos provar que os elementos
de A sao geradores minimais de S. Para isso, suponha que existe x € A tal que x = y + z, com
Y,z € S*.

i) Sey,z €T, entdo x € T, o que é impossivel.

i1) Se y,z € A, entdao y + z > F(T), e assim = € T, obtendo novamente uma contradigao.

i1) Assuma, sem perda de generalidade, que y € A e z € T. Desse modo, y ¢ PF(T),
contradizendo que y € A.

A seguir vamos provar que S é irredutivel. Para cada x € PF(T)\ {F(T)}, pelo Teorema
1.132, F(T) —x € PF(T). Segue que #A = (t(T) —e)/2, onde e = 1 se F(S) é impar, e e = 2
caso contrario (se F'(S) é par, entdao F'(S)/2 € L(T), que esta incluso em PF(T)). Como T é

F(T)+t(T
quase simétrico, g(T') = % Observe que g(S) = g(T') — #A, e assim obtemos que
F(S
g(S) = M, o que significa que S é irredutivel.
e
A condigao que x +y — F(S) ¢ T, para cada x,y € A segue da Proposi¢ao 1.135, ja que T
é quase simétricoe T'= S\ A. O

O teorema anterior fornece uma caracterizagao dos semigrupos numéricos quase simétricos
em termos dos irredutiveis. Note que todo semigrupo numérico 1" pode ser obtido a partir de
um irredutivel S adicionando um certo conjunto A. No entanto, neste caso, os elementos do
conjunto A satisfazem a propriedade especial descrita acima.

Exemplo 1.138 Vamos listar o nimero de semigrupos numéricos quase sSimétricos que podem
ser obtidos de S = (4,5,7) usando o Teorema 1.137. Observe que se A € o subconjunto de
geradores minimais de S entre F(S)/2 e F(S), entao A C {4,5}, pois F(S) = 6. Agora, como
444—-6=2,54+5—-6=4¢e4+5—6=3, 0s unicos semigrupos numéricos quase simetricos
possiveis sao Ty = S\ {4} e Th = S\ {4,5}.

1.5 Semigrupos Numéricos Proporcionalmente Modula-
res

1.5.1 Funcoes Periodicas Sub-aditivas

Vamos introduzir o conceito de funcao periddica sub-aditiva. Mostraremos que, para cada
uma dessas funcoes, existe um semigrupo numérico. Essa correspondéncia também vai para a
outra direcao, ou seja, para cada semigrupo numérico e cada elemento nao nulo nele, podemos
encontrar uma funcao periédica sub-aditiva associada.

Denote por Qf o conjunto dos niimeros racionais nao negativos. Uma funcio sub-aditiva é
uma aplicacdo f: N — Qf tal que

(1) f(0) =0,

(2) f(x+y) < f(z)+ f(y), para todos z,y € N.

Lema 1.139 Seja f: N — Qf uma fungao sub-aditiva. Entdio,
M(f) ={z e N|f(z) < x}
é um submonoide de N.

Demonstracao. Observe que 0 € M(f) e M(f) respeita a propriedade associativa, pois
M(f) € N. Mostremos entdao que esse conjunto é fechado com a soma. Para isso, tome
z,y € M(f), dal, f(z+y) < f(z) + fly) <z +y, logo x +y € M(f), concluindo que M (f) é
um submonoide de N. UJ
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Seja m um inteiro positivo. A fungao f : N — Qg possui periodo m se f(x +m) = f(z),
para todo x € N. Denote por SF,, o conjunto das func¢oes sub-aditiva m-peridédicas.

Lema 1.140 Sejam m um inteiro positivo e f € SF,,. Entao, M(f) é um semigrupo numérico.

Demonstracao. Se f € SF,,, entao sabemos que M (f) é um submonoide de N. Além disso,
x € M(f), para cada x € N tal que z > maz{f(0),..., f(m —1)}, isto é, N\ M (f) ¢ finito. OJ

O uso de funcoes sub-aditivas é inspirado no seguinte resultado:

Lema 1.141 Sejam S um semigrupo numérico e m € S*. Assuma que Ap(S,m) = {w(0) =
0,w(1),...,w(m—1)}, com w(i) = i(mod m) para todo i € {0,...,m —1}. Defina f: N — N
por f(x) = w(x mod m). Entao, f € SF,, e M(f)=S.

Demonstracao. Observe que f estda bem definida, ja que se x € N, entao x mod m €
{0,...,m —1} C N. Além disso, f(0) =0 e f(x +y) = w(z +y mod m), e pela Proposigao
1.33, w(z +y mod m) < w(zx mod m) + w(y mod m) = f(x)+ f(y), logo f é uma fungao
sub-aditiva. Seja € N. Dali, f(x + m) = w(z +m mod m) = w(z mod m) = f(x), ou seja,
f € SF,,. Por fim, pelo Lema 1.8 sabemos que se s € S, existem k € Nei € {0,...,m—1} tais
que s = km + w(i), assim f(s) = w(7) < km + w(i), isto é, S C M(f). Tome agora x € G(S5).
Se x € M(f), entdao f(z) = w(z mod m) < z, contradizendo a minimalidade dos elementos de
Ap(S,m). Portanto, M(f) = S. O

Lema 1.142 Sejam m um inteiro positivo e f € SF,,. Entao m € M(f).

Demonstracao. Observe que 0 = f(0) = f(0+m) = f(m), assim f(m) < m, ou seja,
m € M(f). O

Seja S,, o conjunto dos semigrupos numéricos que contém m. Como consequéncia dos
Lemas 1.141 e 1.142, é possivel obter o seguinte teorema, que mostra uma estreita conexao
entre semigrupos numeéricos e funcoes peridédicas sub-aditivas.

Teorema 1.143 Seja m um inteiro positivo. Entao,
Sm ={M(f)If € SFn}.

Vamos introduzir uma familia de funcoes sub-aditivas periddicas cuja associacao com semi-
grupos sera o objeto de estudo para o restante da secao.
Sejam a, b e ¢ inteiros positivos. A fungao

ax(mod b)
c

fiN—=Qg, f(z) =

é sub-aditiva de periodo b. Assim,

ax(mod b) <.

S(a,b,c) = M(f) = {x eN

. }:{x€N|ax(mod b) < cx}
é um semigrupo numérico.

Uma inequacdao Diofantina proporcionalmente modular é uma expressao da forma ax mod
b < cx, onde a, b e ¢ sao inteiros positivos. Os inteiros a, b e ¢ sao chamados fator, modulo
e propor¢ao, respectivamente. O semigrupo S(a, b, ¢) é o conjunto de solugoes inteiras de uma
inequacao Diofantina proporcionalmente modular. Um semigrupo numérico dessa forma sera
conhecido como proporcionalmente modular.

Exemplo 1.144 S(7,13,4) = {z € N|7z mod 13 < 4z} = {0,2,3, =} = (2,3).
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1.5.2 O Semigrupo Numérico Associado a um Intervalo de Nimeros
Racionais

Vamos observar nessa secao que semigrupos numéricos proporcionalmente modulares sao,
precisamente, o conjunto de numeradores de fragbes que pertencem a um intervalo limitado.

Dado um subconjunto A de Qg , denotamos por (A) o submonoide de QJ gerado por A,
isto é,

(A) ={ a1 + -+ M\anlar,...,an, € Ae Ay,..., N\, € NL

Observe que S(A) = (A) NN é um submonoide de N (usamos a mesma letra utilizada para
semigrupos numéricos proporcionalmente modulares por razoes que se tornarao claras mais a
frente), ja que 0 € S(A), possui a propriedade associativa (ja que S(A) C N), e é fechado com
a soma, pela definicao do conjunto. Dizemos que S(A) é o semigrupo numérico associado a A.

Dados dois numeros racionais A < p, usamos [\, pu], [A, g, JA, 1] e |\, u| para denotar,
respectivamente, os intervalos fechado, fechado pela esquerda, fechado pela direita, e aberto,
de ntimeros racionais entre A e p.

Nesta secao, I denotard qualquer um desses intervalos, com 0 < \ < p.

1
Lema 1.145 Sejam x1,...,x; € I, entdo E(xl +--Fag) €l

Demonstracao. Como k(min{zy,...,x;}) < z1+-- -+ < k(max{xy,...,2}), temos que

w < maz{zy,...,z}, concluindo que E(Il +--Fap) el O

O conjunto S(I) coincide com o conjunto dos numeradores das fragoes que pertencem a I.
Esse fato se deve ao resultado a seguir:

min{zy, ..., x5} <

Lema 1.146 Seja x um nimero racional positivo. Entao x € (I) se, e somente se, existe um

x
inteiro positivo k tal que z el.

Demonstracao. Se x € (I), entao pela definigdo, x = A\jxy + -+ - + A\, onde Ay, ..., A\, € N
e x1,...,x, € I. Dai, (A 4+ -+ Xg)min{xy,...,zp} < Mg+ -+ e < (M + - +

x
Ap)maz{zy,...,x,}, logop ———— € [.
eJmaziz: e}, logo T,

Por outro lado, se % € I, entao v = k% e (). O

Vamos ver agora que todo semigrupo numérico proporcionalmente modular pode ser escrito
como o semigrupo numérico associado a um intervalo fechado cujos extremos sao determinados
pelo fator, médulo e proporcao do semigrupo.

Lema 1.147 Sejam a, b e ¢ inteiros positivos com ¢ < a. FEntao,

S(a,b,c)zsqg,afCD.

Demonstracao. Seja z € S(a,b,c) \ {0}. Entao ax mod b < cx. Desse modo, existe um
inteiro nao negativo k tal que 0 < ax — kb < cx. Se k = 0, entao ar < cx, contradizendo que
c<a. Assim, k> 0e

b =
0<ar—-kb=kkb<ar=-<-
a k
e
T b
ar —kb<cr=ar—cx <kb= - < )
k~a—c
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100b<x<
Uk

a a—c

b b
. Pelo Lema 1.146, segue que = € S <[ ])

a'a—c
b

(ICL C

Por outro lado, se x € S ( [ } > \ {0}, pelo Lema 1.146 novamente, existe um inteiro

z
kK~ a—c
mod b < cz. O

b
positivo k tal que - < Isso implica que 0 < ax — kb < cx, e consequentemente, ax

Observagao 1.148 A condi¢ao ¢ < a parece ser restritiva, entretanto nao € o caso, jd que se
¢ > a, entdo o semigrupo S(a,b,c) = N.

Note também que a inequagao ax mod b < cx possuit o mesmo conjunto de solugoes inteiras
que (a mod b)x mod b < cx. Consequentemente, podemos, no nosso estudo de inequagoes
Diofantinas proporcionalmente modulares, assumir que 0 < ¢ < a < b.

Exemplo 1149 5(14.21.5) = 5 (|21.5]) = wo {ou [ 25|05 o ] =

1479 773 773
{0,2,4,5, =} = (2,5).

Semigrupos numéricos associados a intervalos fechados sao sempre proporcionalmente mo-
dulares. Seu fator, médulo e proporgao sao determinados pelas extremidades do intervalo. Esse
resultado é uma espécie de conversao do Lema 1.147.

Lema 1.150 Sejam aq, as, by e by inteiros positivos com Z— < b_ Entao,
1 2
S (|:ﬂ, @:|) = S(agbl, a1asg, CLle — albg).
b1’ by
Demonstracao. Observe que S %21 = S w, 21 Desse modo, pelo Lema
bl b2 bias aiby
1.147 temos que S %, % ) = S(aghy, aras, asby — arbs). O
1 b2

Com isso podemos mostrar que o semigrupo numeérico associado a um intervalo limitado é
proporcionalmente modular.

Lema 1.151 S(I) é um semigrupo numérico proporcionalmente modular.

Demonstracao. Como S(I) = (I) NN, temos que S(I) é um submonoide de N. Sejam
a,f € I, com o < . Entao S([e, 5]) € S(I), ja que [, B] C I. Pelo Lema 1.150 e pelo
Teorema 1.143, sabemos que S([o, 5]) é um semigrupo numérico, logo possui complemento
finito em N. Isso for¢a S(I) a possuir complemento finito em N também, concluindo que ele é
um semigrupo numeérico.

Seja {nq,...,n,} osistema de geradores minimal de S(/). Pelo Lema 1.146, existem inteiros
positivos dy, ..., d, tais que % € I, para todos i € {1,...,p}. Apds uma reordenacao do
conjunto {ny,...,n,}, assuma une

nq np
— c< =2
d; d,
Entio S ( |21 M2 C S(I), e pelo Lema 1.146 novamente, {n;,...,n,} € S GIRUIRY
a4, a4,
Dai, S ({d Zp}) = S(I). Pelo visto no Lema 1.150, S(I) ¢ proporcionalmente modular. [
Y
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Com todos esses resultados, obtemos a seguinte caracterizacao para semigrupos numeéricos
proporcionalmente modulares, afirmando que o conjunto de solu¢oes de uma inequacao diofan-
tina proporcionalmente modular coincide com o conjunto de numeradores de todas as fragoes
em um intervalo limitado.

Teorema 1.152 Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1) S € proporcionalmente modular;
2) Existem nimeros racionais « e B, com 0 < a < B, tais que S = S([a, 5]);
3) Eziste um intervalo limitado de nimeros racionais positivos tais que S = S(I).

1.5.3 Sequéncias de Bézout

Vamos introduzir o conceito de sequéncia de Bézout, a qual é uma das principais ferra-
mentas usadas para o estudo do conjunto de solugoes inteiras de uma inequacao diofantina
proporcionalmente modular.

A . ) ap N .
Uma sequéncia de fragoes . < ™ < < b—p ¢ uma sequencia de Bézout se ay, ..., ap,
1 2 D
bi, ..., b, s@o inteiros positivos tais que a;+1b; —a;b;11 = 1, paratodoi € {1,...,p—1}. Dizemos
) N ar ap .
que p é o tamanho da sequéncia, e que . e b—p Sa0 seus ertremos.
1 D

Sequéncias de Bézout estao diretamente relacionadas com semigrupos numéricos proporci-
onalmente modulares. A primeira motivagao para introduzir esse conceito é a seguinte propri-

edade:

Proposicao 1.153 Sejam ay, by, as e by inteiros positivos tais que asby — a;by = 1. Entao
a1 G2
S| |—,—=1) = (a1, as).
([bl b2D (1, 02)

Demonstracao. Sejax € (a1, a2)\{0}. Entao, x = Aay + pag, onde A\, p € N com pelo menos
a
um deles diferente de zero. Por hipdtese, temos que b_l < b_2’ logo
1 2

ar (A p)a < Aay + pay x A+ pas  ag

— = — < - =
by ()\ + u)bl T Aby + pby Aby + pbs — ()\ + ,M)bg bg’

e pelo Lema 1.146, x € S ﬂ, 21,
by by
Pelo Lema 1.150, usando que ash; — a1by = 1, segue que

a, a
S (|:b—11, b—22:|> = S(agbl, a1as, 1)

SexeS ([%, %] ), entao asbyx mod ayas < x, logo as(byz mod a;) < x. Assim,
1 bo

—(b d
p=2 (buz mo al)aQal + as(byz mod ay),
aq

x — (byz mod ay)asy x — (bix mod ay)as

ou seja, se € Z, entdao x € (ay,as), ja que

o o > 0.
Ou equivalentemente, (byz mod aj)ay e x sao congruentes médulo a;. Observe que (byz mod
ai)ag = byasxr mod ajas = (14 a1be)x mod ajas = x + a1byx + kajas = x + a1 (bex + kasy), para
algum k € Z. 0
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B a a a, N ,
Observagao 1.154 Assuma agora que b—l < b—2 < < b—p ¢ uma sequéncia se Bézout. Pelo
1 2 D
a; a
Lema 1.146, um inteiros positivo pertence a S ({b—l, b—ﬂ) se, e somente se, existe um inteiro
1 Yp
L. Xz a; a xZ a; a i a; Q41
ositivo k tal que — € | —,-2|. Note que ~ € |—, 2| se, e somente se, — € |—, ——|, para
b I k{h%} % hbp P A
a; a;
algum i € {1,...,p—1}. Isso equivale a © € S . b_H , novamente pelo Lema 1.146.
i Oit1
a; a
Agora, a Proposicao 1.153 nos diz que x € S ([b—l, b_p se, e somente se, x € {a;,a;41), para
1 Yp

algumi € {1,...,p—1}. Isto €,

Isso prova o prorimo resultado.

a a a
Corolario 1.155 Seja b_l < b_2 <-e < b—p uma sequéncia de Bézout. Entao,
1 2 D

@ g\ _
S<|:bl,bp-) <a1,...,ap>.

Exemplo 1.156 Vamos encontrar as solugoes inteiras de 50x mod 131 < 3x. Sabemos que o

[131 131
conjunto de solucoes dessa inequacao € S < =0 E} ) Como

31 76 21 8 11 25 39 131

50 S20°% 3719 U1

131 131

1 encia de Bézout, logo S | | —, —
¢ uma sequéncia de Bézout, logo ({50, 17

]) = (131,76,21,8,11,25,39) = (8,11, 21, 25, 39).

Nesse exemplo damos a sequéncia de Bézout que conecta os extremos do intervalo, definindo
o semigrupo de solugoes da inequacao Diofantina. Vamos aprender em breve como construir
essa sequéncia, uma vez que conhecemos os extremos do intervalo.

Como outra consequéncia da Proposicao 1.153, obtemos que todo semigrupo numérico com
dimensao dois é proporcionalmente modular.

Corolario 1.157 Todo semigrupo numérico de dimensao dois € proporcionalmente modular.

Demonstragao. Seja S um semigrupo numérico de dimensao dois. Dali, existem dois inteiros
primos entre si a e b, a < b, maiores que um tais que S = (a,b). Pela identidade de Bézout,
existem inteiros positivos u e v tais que bu — av = 1. Pela Proposi¢ao 1.153 temos que S =

b
(a,b) = S ({2, —} ) , € pelo Teorema 1.152 concluimos que S é proporcionalmente modular. [
u v

A seguir vamos mostrar que dados dois niimeros racionais positivos, existe uma sequéncia de
Bézout cujos extremos sao esses numeros. Primeiro, vamos ver que os numeradores e denomi-
nadores das fracoes pertencentes a um intervalo cujos extremos sao niimeros racionais admitem
expressoes especiais em termos dos numeradores e denominadores dos extremos.
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a
Lema 1.158 Sejam aq,as, by, bs, x ey inteiros positivos tais que — < —= Entao — < -

b1 b2 b1 by

x  Aay + pas . .
——, onde X\ e i sao inteiros positivos.

se, e somente se, — =
Yy Abr+ by

~ x
Demonstracao. Observe que se b_ < - < b_ entao
1 2
a X
—1<—:>blx—a1y:tEN
by Y
=>br=t+ my = bibox = bat + albgy
(§]

i a—:>a2y—ng—l€N
Y by

Desse modo,

asy = | 4 box = brasy = byl + bibyx
= blagy — Cllbgy = byl + bot
bil + bot l t

Y b1a2 — Cllbg b1a2 — Cllbg 1+ b1a2 — a1b2 2

Por outro lado,

bix —t = a1y e asy = [ + box = ash1x — ast = ajasy e ajasy = ayl + abox
= aob1x — ast = a1l + a1bex = (CL2b1 — a1b2>$ = a1l + aot
Clll + Clgt l t

g al
asb; — aiby asb; — aiby asb; — arby

Isso significa que (z, y) pertence ao conjunto de pares da forma r(ay, by)+s(ag, by), onde r e s

- , . . . . . . " b1 D2 .
sao numeros racionais positivos. Consequentemente, existem racionais positivos — e — tais que
a1 92

p P
(z,y) = q_l(ah bi) + q2 (az,b2). Desse modo, ¢1q2® = p1g2a1 + P2qiag, € q1q2y = P1gaby + paqiba,
1

1 T 1@ P1G2a1 + P2qias
0go, — =

Yy Q@Y pigeb +pab . o N
Agora, a volta dessa demonstracao segue do fato de que para quaisquer inteiros positivos

a c . a a+c c . , . ~
a,b,c e d, com - < —, entao — < < = (isso também foi usado na demonstracao da
b d b b+d d

Proposi¢ao 1.153). O

O seguinte resultado nos da um passo basico para a construgao de uma sequéncia de Bézout
cujos extremos sao dois racionais fixos.

a a
Lema 1.159 Sejam ay,as,b; e by inteiros posztzvos tais que b_l < b—2, e mdc{ay, b1} = 1.
1 2
Entao, existem x,y € N\ {0} tais que b_l < —-< b—Q, ebirx—ay=1.
1 Yy 2
~ o I+ ay
Demonstragao. Observe que byx —ay = 1 implica que z = . Como mdc{ay, b1} =1,
1
x
entao a equagao a1y = —1 mod by possui infinitas solugoes positivas. Desse modo, — =
1+a a 1
b W b—l + oo resolve as inequagoes desejadas, para y uma solucao grande o suficiente da
1Y 1 1Y
inequacao a1y = —1 mod b;. 0
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Entre todos os possiveis valores decorrentes do lema anterior, vamos fixar um que nos
permitira aplicar uma inducao para provar o Teorema 1.161. Como veremos a seguir, essa
escolha possibilita a construcao efetiva de uma sequéncia de Bézout com extremos conhecidos.

a a
Lema 1.160 Sejam aqy,aq,b; € by inteiros positivos tais que b_l < ?2, mdc{a, b} = 1 =
1
mdc{as, ba} € asby—ai1by = d > 1. Entao existet € N, 1 <t < d tal que mdc{ta;+ag, thy+by} =
d.

Demonstracao. Pelo visto no Lema 1.159, existem x,y € N tais que % < E < %, com
1 Y 2
T Aay + pasg
byx — a1y = 1. Agora, pelo Lema 1.158, temos que — = ——, onde A\, u € N\ {0}.
! 1Y gora, p e = T i X 1 \ {0}
Como bz — a;y = 1, sabemos que mdc{z,y} = 1, logo = = G1 7 paz

mdc{Aay + piaz, \b + pba}
Aby + pbsy

y= mdc{Aay + pag, \by + pby}
mdc{Aay + pag, \by + pby} = p(ashy — a1by) = pd. Assim, p | Aag + pas e p | Aby + ubs,
consequentemente, 1 | Aay e u | Aby. Usando agora que mdc{ay, b1} = 1, segue que p | A. Seja

A
a=— € N\ {0}. Entao, d = mdc{aa; + ay, aby + by }.

K _ _

Observe que se d = mdc{a,b}, entdo d | (a — kd,b — kd), para todos k, k € N. Aplicando

tai + as

d
} =1, o que significa

. Substituindo esses valores em bix — a1y = 1 deduzimos que

esse fato, temos que se t = a mod d, entdao d | mdc{ta, + as, tby +bo}. Além disso, by

Zfbl + bg blag — a1b2 d 1D d d tal + as tb1 + bg
a = = — = 1. Desse modo, mdc
d d d ’ d = d
que mdc{ta1 + as, tbl + bg} =d.

Note que, como t = « mod d, entdo t < d. Por outro lado, como mdc{ta; + as,tby + by} = d

e mdc{ag, by} =1 # d, segue que t # 0. O

Agora estamos prontos para mostrar que para quaisquer dois numeros racionais positivos
podemos construir uma sequéncia de Bézout conectando-os.

a a
Teorema 1.161 Sejam ay, as, by e by inteiros positivos tais que — < —, mdc{a;, b1} =1 =

by b
mdc{as,ba} e ashy — a1by = d. Entao existe uma sequéncia de Bézout de tamanho menor ou
a
tgual a d+ 1 com extremos L2,
br by

= . ~ ay (05}
Demonstracao. Vamos proceder com uma indugao sobre d. Para d = 1 temos que — < —

by b
ja é uma sequéncia de Bézout, por definicao. Assuma entao que essas afirmacoes sao validas

para todo inteiro £ com 1 < k£ < d. Dal, pelo Lema 1.160, sabemos que existe um inteiro

ta a
positivo t, 1 < t < d tal que mdc{ta; + as,tby + by} = d. Sejam x; = % ey =
thy + b T ta, +a a T a ) .
L2 Como = = #, o Lema 1.158 assegura que L2 o 20 Além disso,
d Y1 tbl + b2 bl Y1 b2
tCLl + ay tbl + bg b1a2 — a1b2 d tbl + bg
bizy — a1y = by - = = - =1eay — bz = a -
t t(b b tdd g d a
a1 +a as — a x a
by— a2 (braz 12) = — =t < d. Aplicando a hipétese de indugao em 2L < —2,
d d d (% by
. . AL s ’ T ) Ty a .
deduzimos que existe uma sequéncia de Bézout — < — < -+ < —= < = onde s < t. Assim,
Y1 Y2 Ys 2
a x x T as L , .
2 2o <2 ¢uma sequéncia de Bézout de tamanho menor ou igual a
by —y1 ys  bo
t+2<d+1. O

23



Observacao 1.162 A demonstracao do Teorema 1.161 nos dd um processo algoritmico para

. a , . ap az
construir uma sequéncia de Bézout com extremos conhecidos — e —. Desse modo, temos um
2
ap G2

by by
o menor inteiro positivo t tal que mdc{ta; + as,tby + by} = d, e entdo repetir o passo a passo

com tCLl + as tbl + bg < %
d d by

13
Exemplo 1.163 Vamos comec¢ar com as fragoes 3 < T Aqui, d = 5 e entdo existe t €
{1,...,4} tal que mdc{13t 4+ 6,3t + 1} = 5. A escolha t = 3 satisfaz a condi¢do desejada, dai

processo para construir um sistema de geradores de S ([ 1) . Devemos primeiro encontrar

3-134+6 9 13 6 . 6

podemos colocar ——— = — entre — e —. Agora vamos prossequir com — < —, e obtemos
3-3+1 2 3 1 9 2 6 1 . 0

d = 3. Nessa configurag¢io, mdc{1-9+6,1-2+ 1} = 3. Assim, colocamos 5 i 171 entre 3 €

6 5 6
T Finalmente, para 1 < 1 temos que d = 1, parando o processo. Desse modo, uma sequéncia

de Bézout com os extremos dados é

13 - 9 - 5 < 6
3 2 1 1
N , . R . a c
Observe que sequéncias de Bézout conectando dois extremos nao sao tnicas, ja que se 7 < p
, N . . a a+c & . p N ,
é uma sequéncia de Bézout, entao 7 < b d < p também é um sequéncia de Bézout.

1.5.4 Geradores Minimais de um Semigrupo Numeérico Proporcio-
nalmente Modular

Temos observado a conexao entre sistemas de geradores minimais de um semigrupo numérico
proporcionalmente modular e sequéncias de Bézout. Vamos tentar melhorar essa conexao a
fim de obter o sistema de geradores minimal de um semigrupo numérico proporcionalmente
modular.

aq (05} Qp

Uma sequéncia de Bézout b < ™ < e < . ¢ propria se a; i pb; — a;biyp > 2, para
1 2 P
todo h > 2 tal que i,i+ h € {1,...,p}. Toda sequéncia de Bézout pode ser refinada em uma

A . ’ s s . a; Ait+h
sequencia de Bézout propria, basta remover os termos estritamente entre — e

bi bi+h

quando
aiynb; — aibiyn = 1.

13 9 5, . , . 13 9
Exemplo 1.164 Temos que 3 < 3 < 1 ¢ uma sequéncia de Bézout propria, mas £l < 3 <
14 5

3 < 1 ¢ uma sequéncia de Bézout que nao € propria.

a b ¢ . , . a+c
Lema 1.165 Seja — < — < — uma sequéncia de Bézout. Entao b = —g o om d = cu— aw.
u v w

Demonstragao. Observe que bu —av = cv — bw = 1, ja que essa é uma sequéncia de Bézout.
Desse modo,

(a+c)v
u—+w

bu—av=cvo—-bw=bu+bw=cvo+av=>0=

Y

v

ou seja, — = . Mostremos que d = cu — aw. Dali,

d u+w
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14+ bw

cww—bw=1=w=14bw=>v=—— ¢
c
bu—
bu—cw:1:>av:bu—1:>v:u—
a
1+bw bu—1 a+c
= = = a+bwa = cbu —c = a+ c=b(cu — aw) = = cu — aw. (%)
c a
Por fim,
bu+bw:cv+av$d:u+w:azc:(*)d:cu—aw.
v

O

O préximo resultado mostra que o maior elemento do conjunto de numeradores de uma
sequéncia de Bézout prépria é sempre um de seus extremos.

a a a
Lema 1.166 Seja b_l < b—2 < b—p uma sequéncia de Bézout propria. Entao
1 2 D

max{ay,as, ..., a,} = max{ai,a,}.

Demonstracao. Vamos fazer uma indugao sobre p. Para p = 2 essa afirmagao é verda-
deira. Assuma como hipétese de inducao que maz{as,...,a,} = mazx{as,a,}, e mostremos
que maz{ay,...,a,} = max{ai,a,}. Se max{as,a,} = a,, entdo o resultado segue de forma

trivial. Suponha que maz{as,a,} = as. Se aplicarmos o Lema 1.165 na sequéncia de Bézout
ai a9 az ay + as

— < — < =, temos que a, = —————, e como essa € uma sequencia de Bézout propria,
by by bs azby — a1b3
ai + as 2max{ay, as .. ) .
azby — a1b3 > 2. Consequentemente, ay < < {2 ’ } Vamos distinguir em dois
casos dependendo do valor de max{ay,as}.
e Se max{ay,as} = as, entdo deduzimos que ay < az. Como maz{as,...,a,} = ag, segue
, a2 as A P
que as = as. Dai, usando que . < 7. ¢ uma sequéncia de Bézout e ay = a3, temos que
2 3
as(be — b3) = 1, assim, as = 1. Além disso, maz{ai,as} = a3 =as =1,ea; > 1, logo a; =1,
concluindo que maz{ay,...,a,} =1 =a.
e Se max{ai,az} = a1, entdo as < ay, desse modo, maz{ai,...,a,} = a;. O

Como consequéncia desse resultado, temos que os numeradores das fragoes de uma sequéncia
de Bézout propria sao arranjados de uma forma especial.

.~ . a a a . ) . .

Proposicao 1.167 Seja b—l < b—2 < e < b—p uma sequéncia de Bézout prépria. Entao
1 2 D

ai,...,a, € uma sequéncia convexa, ou seja, existe h € {1,...,p} tal que

ay = ag 2 - 2 ap < appp < < ap.

~ M as . .. .
Duas fragoes — < — sao ditos adjacentes se
1 2

L<ﬂ,eb1:10u%<L.
bo+1 by by b —1

Como veremos a seguir, essa é a segunda condicao necessaria para obter sequéncias de
Bézout cujos numeradores representam sistemas de geradores minimais.

Primeiro, vamos mostrar que 1 nao pode ser o numerador de uma fragao em uma sequéncia
de Bézout de tamanho dois com extremos adjacentes.
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ai az

Lema 1.168 Se M < b ¢ uma sequéncia de Bézout com extremos adjacentes, entao 1 ¢

{a1,as}.

Demonstracao. Assuma que a; = 1. Entao, 1 = asb; — a1by = asb; — by. Como 2 e ] < bl’

temos que asb; < by + 1, contrariando asb; = by + 1. 2t '
Suponha agora que as = 1. Isso implica que b; # 1, caso constrario, — < é, logo a1by < 1.

Assim, bl bla—l T entao by —aiby < 1, mas isso é impossivel, ja que 1 = asb; —a1by = by —abs.

O

Proposicao 1.169 Se b_ < b_ < < % ¢ uma sequéncia de Bézout propria cujos extremos

sao adjacentes, entdao {ai, e ,Qap} € o sz'szz)fema de geradores minimal do semigrupo numérico

S = (ay,...,a,).

Demonstragao. Faremos uma inducao sobre p. Para p = 2, sabemos pelo Lema 1.168 que
aj e ay sdo inteiros maiores ou iguais a 2 com mdc{ay,as} = 1, j& que asby — a;by = 1. Desse
modo, temos que a afirmacao é verdadeira para p = 2.
Pelo Lema 1.166, sabemos que max{a,...,a,} = maz{as,a,}. Vamos distinguir em dois
casos, dependendo do valor de maz{ay,a,}.
e Assuma que maz{ai,...,a,} = a;. Pela definicao, segue que Z— < < % também é
2 P

uma sequeéncia de Bézout propria. Provemos que seus extremos sao adjacentes. Observe que
B 3 22 00 2 2 Akem disso, note que b; # 1, caso contrario R
b+ 1 b b2 01 " by ane m 1 = by

implicaria que as > aq, contradlzendo que a; = max{ay,...,az}. Como ajby < ash; e as < ay,
. -~ Qp ay as
temos que aiby — a; < ashy — as. Assim, se by # 1, entdo — < < . Isso
by by — 1 by — 1
a9 ap

prova que o < - e é uma sequencia de Bézout propria com extremos adjacentes. Usando
2 D

a hip6tese de indugao, {as,...,a,} é o sistema de geradores minimal de (as,...,a,). Como

a; = max{ay,...,a,}, afim de provar que {ai,...,a,} é o sistema de geradores minimal de

(ai,...,ap), basta mostrar que a; ¢ (as,...,a,). Pelo visto no Corolario 1.155 sabemos que

(as, ..., ap) = 5([“2 ap

by b,
a ) a a
um inteiro positivo y tal que = < -1 < -2 Dal, 12 < -2, e consequentemente
bg Yy b bl Yy bp
ay al

— < — contrariando o fato de que — e — sao adjacentes.
bl — ]. Yy bp b1 bp

e Assuma agora que max{al, ..., 0y} = ap. A demonstragao segue o modelo do caso ante-

). Desse modo, se a; € (as,...,a,), entdo pelo Lema 1.146 existe

-1, A . .
rior, mas agora usando que — < ¢ uma sequéncia de Bézout propria com extremos

b1 by—1
adjacentes. O

Vamos ver a seguir que a volta desse resultado também ¢é valida: todo semigrupo numérico
proporcionalmente modular ¢ minimalmente gerado pelos numeradores de uma sequéncia de
Bézout prépria com extremos adjacentes. A chave para esse resultado é o lema a seguir.

Lema 1.170 Seja S um semigrupo numérico proporcionalmente modular diferente de N. Entao
existem dois geradores minimais i e n, de S e inteiros positivos by e b, tais que S =

S ({E @}) Além disso, % e % sao adjacentes.

b1’ b, 1 »
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Demonstracao. Sejam « e [ dois nimeros racionais positivos tais que a < e S = S(|o, 8])
(Teorema 1.152). Pelo Lema 1.146, sabemos que se n ¢ um gerador minimal de S, entao existe

n
um inteiro positivo x tal que a < — < . Note que mde{n,xz} = 1, ji que se mde{n,z} =
x

d
d # 1, entao a < % < B, ou seja, g € S, contradizendo que n é um gerador minimal
x
de S. Seja a(n) = max {x e N\ {0}a < ﬁ}. Estamos assuminado que S # N, entao se
x

n; n; ,o -

n; € n; sao dois geradores minimais distintos de S, entao + J_ caso contrério,
a(n;) a(n;)
a(n;) ) _ L
n; = njm. Dai, como n; e n; sdo geradores minimais e mdc{n;,a(n;)} = 1, segue que
j
n; = n;. Consequentemente, existe uma ordenacao dos geradores minimais nq,...,n, de S
ny L) Ny . .

tal que a < < < - < < B. Para todo ¢ € {1,...,p}, seja b(n;) =

a(ny) < aln) alny) theeoph e b
min {x e N\ {0} lli < le [ Entao existe uma permutagao o no conjunto {1,...,p — 1}

r ~ a(n,
tal que
nO’ na no’ — n
o< P e . Mooy My g
b(no))  b(no(2) b(no@p-1) — alny)

No(1) No(1) .y, np .

Observe que o < < ,ja que b(ny ) < a(ny ), e que ———— < a devido
a(nom) = b)) W W a(n,) + 1

nO' ’ . o o~
a maximalidade de a(n,). Consequentemente, e < W Além disso, pela definicao
a(ny) +1  b(ne))
"o (1)

n
de b(ny)), se b(ngn)) # 1, entdo —2— < :
v v alny)  bno) =1

Ng
Por fim, basta mostrar que S é o semigrupo numérico T' = ({ () , Ty ]) Como
b(ne(y) " alny)
Moy My } C Mo(1) Mo (2)
, C |a, 5], temos que T C S. Agora, como < < e <
{b(ng(l)) a(ny) b(ns(1)) b(No(2))

No(p—1) < Ny
b(nep-1)) — alny)
]

, pelo Lema 1.146 segue que {nq,...,n,} C T, logo S C T, ou seja, S =T.

Proposicao 1.171 Seja S uma semigrupo numérico proporcionalmente modular com e(S) =

p > 2. Entao, ewiste uma ordenacao ni,...,n, do sistema de geradores minimais de S e

. . .. . ny 2 ny o p ;o

inteiros positivos by, ..., b, tais que — < b < - < b ¢ uma sequéncia de Bézout propria
1 2 P

com extremos adjacentes.

Demonstracao. Pelo Lema 1.170 sabemos que existem geradores minimais de S, digamos
ny ny

—., =1 ], e os limites desse intervalo sao
by by,

ny e n,, e inteiros positivos b; e b, tais que S = (

adjacentes.
Como apontamos na demonstragao do Lema 1.170, ja que ny e n, sao geradores minimais
de S e pelo visto no Lema 1.146, é necessario que mdc{ny, b} = mdc{n,,b,} = 1.

, . n n N p
Dai, se aplicarmos o Teorema 1.161 a — < -2 e refinarmos a sequéncia de Bézout resultante,

1 P
N , , .. T X Ny . -
obteremos uma sequéncia de Bézout propria — < — < -+ < — < 7 cujos extremos sao
1 Y1 Y
adjacentes. Pela Proposi¢ao 1.169, concluimos que {ns, z1, ..., 2, n,} é o sistema de geradores
minimal de S. [
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Finalizaremos essa secao dando uma caracterizagao aritmética do sistema de geradores mi-
nimal de um semigrupo numérico proporcionalmente modular (logo, uma caracterizagao desses
semigrupos). O seguinte cdlculo modular sera util para estabelecer essa descrigao. Dados in-
teiros positivos a e b, com mdc{a,b} = 1, pela identidade de Bézout, existem inteiros u e v tais
que au + bv = 1. Vamos denotar por a~! mod b o inteiro u mod b.

Lema 1.172 Sejamny eny dois inteiros positivos maiores ou iguais a dois, tais que mde{ny, ny} =
1. Entdo ny(ny* mod ny) — ni((—ny)~! mod ny) = 1.

Demonstracao. Como ng(ngl mod ny) = 1 mod ny, e n;l mod n; < np, temos que

ny(ny'modny — 1) o P
¢ um inteiro menor que ny. Além disso,

ni

—1
d -1
na(nyt mod ny) — nan(nZ mod ) =1,
ni

—1 -1
na(n, modny) — 1 na(n, modny) — 1
dai, nq 2(n 1) = —1 mod n,. Consequentemente, 2(n 1)

nq U3
(—n1)~t mod ny. Desse modo, ny(ny* mod ny) — ny((—n1) =~ mod ny) = 1. O

¢ igual a

A caracterizacdo acima mencionada é declarada da seguinte maneira.

Teorema 1.173 Um semigrupo numérico S € proporcionalmente modular se, e somente se,
existe um arranjamento ny,...,n, do seu sistema de geradores minimal tal que as sequintes
condicoes sao validas:

1) mde{n;, ni1 = 1}, para todo i € {1,...,p — 1},

2) n;_1 +ni1 = 0 mod n;, para todo i € {2,...,p— 1}.

Demonstragao. =) Pela Proposigao 1.171, sabemos que (possivelmente apés uma reor-

denagao de nq,...,n,) existem inteiros positivos by, ..., b, tais que b—l < b—2 < -2 ¢ uma
1 2
sequéncia de Bézout. Consequentemente, mdce{n;, n;.1 = 1}, para todoi € {1,...,p—1}. Pelo

N;—1 + N1

visto no Lema 1.165, obtemos que n; = , para todo 7 € {2,...,p— 1}, ou

Nit1bi—1 — ni—1bipq
seja, ni—1 + niy1 = 0 mod n;, para todo i € {2,...,p — 1}.

<) Pelo Lema 1.172 ¢ Condigao 2), temos que

nq N9 Np—1 np

— < — << < -
ny modny  ng mod ng nytmodn, 1 (—n,_1)"'modn,

¢ uma sequéncia de Bézout. Dali, pelo Corolario 1.155 e pelo Teorema 1.152, concluimos que S
é um semigrupo numérico proporcionalmente modular. O

1.5.5 Semigrupos Numéricos Modulares

Dados a, b e ¢ inteiros positivos, vamos deixar em aberto o problema de encontrar formulas
para calcular, em termos de a, b e ¢, o numero de Frobenius, género e a multiplicidade de
S(a,b,c). Nessa secao vamos apresentar resultados que mostram que uma férmula para o
género de S(a, b, 1) pode ser dada em termos de a e b.

Uma inequagcdo modular Diofantina é uma expressao da forma ax mod b < x, onde a e b
sao inteiros positivos. Um semigrupo numérico é dito modular se é o conjunto de solucoes de
uma inequagao modular Diofantina.
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Observagao 1.174 1) Todo semigrupo numérico de dimensao dois é modular. Para mostrar
i1sso, observe que pelo Coroldrio 1.157 se S é um semigrupo numérico de dimensao dois, entao
S € proporcionalmente modular, dai existem ai, as, by e by inteiros positivos tais que S =

S ({ﬂ, %} ) Por fim, pela demonstracao da Proposicao 1.153 temos que S ({ﬂ7 %]) =
b by b1 bo
S(Gle, aiag, 1)
2) Existem semigrupos numéricos proporcionalmente modulares que ndo sao modulares (por
exemplo, (3,8,10) é proporcionalmente modular mas nao é modular, como mostrado no Exemplo

26 da referéncia [13]).

Lema 1.175 Sejam a e b dois inteiros positivos tais que 0 < a < b e x € N. Entao,

0, se axr modb=0

a(b—x) mod b = .
b— (ax modb), se axmodb#0

Demonstracao. Observe que se az mod b = 0, entao a(b — z) = ab — ax = 0 mod b. Por

outro lado, se ax mod b # 0, temos que ab — ar = —ax mod b, onde 0 < —ax mod b < b, e
(ax + (—ax)) mod b = 0. Dai, (—ax) mod b = —(azx mod b)mod b, e como 0 < ax mod b < b,
segue que (—ax) mod b =b — (ax mod b). O

Lema 1.176 Sejam a e b inteiros positivos tais que 0 < a < b. Se axr mod b > x, entao

a(b—x) mod b <b— .

Demonstracao. Observe que se x for um inteiro negativo, entao a(b—x) mod b < b < b — .
Suponha entao que x € N e ax mod b > x, logo, pelo Lema 1.175, a(b — x)mod b = b — (ax
mod b) < b— x. O

Como consequéncia desses resultados obtemos a seguinte proposicao, a qual mostra que o
modulo de um semigrupo numérico modular se comporta como o nimero de Frobenius em um
semigrupo numérico simétrico.

Proposicao 1.177 Seja S um semigrupo numérico modular com mddulo b. Se x € N\ S,
entdo b —x € S.

Seja S = S(a,b,1) e x um inteiro maior do que b, entdo ax mod b < b < xz, logo = € S.
Assim, como todo inteiro maior do que b pertence a S(a,b, 1), afim de calcular o género de
S(a,b, 1), podemos focar no intervalo [0,b — 1]. A seguir veremos quando x e b — x pertencem
a S(a,b, 1), para z € [0,b— 1].

Lema 1.178 Seja S = S(a,b,1) para inteiros 0 < a < b, e seja x um inteiro tal que 0 < z <
b—1. Entaiox € S eb—x € S se, e s6 se, ar mod b € {0,z}.

Demonstracao. =-) Observe que se axz mod b = 0, entao a(b — ) mod b = 0 < b — x, ou
seja, r e b — x pertencem a S. Assuma agora que ax mod b # 0. Como x € S, temos que ax
mod b < x. Se ax mod b < x, entdo pelo Lema 1.175, segue que a(b — x) mod b = b — (ax mod
b) > b — z, e consequentemente, b — x ¢ S, contradizendo a hipétese. Desse modo, ax mod
b=ux.

<) Se ax mod b =0 temos que x € S, ja que z > 0. Além disso, pelo Lema 1.175, a(b — x)
mod b= 0, logo b —x € S. Por outro lado, se ax mod b = x # 0 segue que x € S, e pelo Lema
1.175, a(b—z) mod b = b — (ax mod b) = b — x, concluindo que b — = também pertence a S. [J
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Lema 1.179 Sejam a e b inteiros positivos, e seja x um inteiro tal que 0 < x < b— 1. Entdo,

ax mod b= 0 se, e somente se, x ¢ um multiplo de ————.
mdc{a, b}

Demonstracao. =-) Observe que ax mod b = 0 implica que existe k € N tal que ax = kb,

kb
dai x = —, e como x € N, temos que alkb. Seja mdc{a,b} = d. Entdo, a = ld, para algum
“k kb kO k
l €N, logo — = 01 onde 7 € N (I nao divide b no caso em que [ # 1, ja que terfamos
a
b
ld > d, contrariando a maximalidade de d), concluindo que = é um miltiplo de ——— .
mdc{a, b}
b
Por outro lado, se x é miltiplo de ————— tome mdc{a,b} = d e a = ld, entdao ax mod
mdc{a, b}
bzak%modb:lkbmodbzo. 0
Lema 1.180 Sejam a e b inteiros positivos, e x um inteiro tal que 0 < z < b — 1. Entdo ax
b
mod b= x se, e somente se, x € multiplo de m.
Demonstragao. Observe que ax mod b=z < (a— 1)z mod b = 0, logo, pelo Lema 1.179, z
b
5 multiplo de ————. O
¢ multiplo de mdc{a — 1,07

Com isso podemos controlar o conjunto dos inteiros = € [0,b — 1] tais que = € S(a,b,1) e
b—x e S(a,b,1).

Lema 1.181 Seja S = S(a,b,1) para inteiros a e b tais que 0 < a < b. Sejam d = mdc{a, b},
d = mdc{a — 1,b}, e x um inteiro tal que 0 < x < b—1. Entaéox € S eb—x € S se, ¢
somente se,

b b b
757257...,(61,_1)?,

ISUIS

b b
X = 2—, ... —1)=».
CEE {0 b d’ 7<d )d}

Além disso, a cardinalidade de X é d+d — 1.

Demonstracao. Pelo Lema 1.178 sabemos que x € S e b— x € S se, e somente se, ax mod
b € {0,z}. Usando agora os Lemas 1.179 e 1.180, segue que isso equivale a = € X.

Note que mdc{a — 1,a} = 1, logo mdc{d',d} = 1. Se sb/d" = tb/d, onde s,t € N, entao
sd = td', e como mdc{d',d} = 1, deduzimos que existe k € N tal que sd = td'" = kdd.
Consequentemente, s = kd' e t = kd, o que significa que todos os elementos de X sao distintos.
Assim, a cardinalidade de X é d' +d — 1. d

O nuimero de lacunas de S(a, b, 1) agora pode ser calculado facilmente, como mostraremmos
no proximo teorema.

Teorema 1.182 Seja S = S(a,b,1) para a e b inteiros, com 0 < a < b. Entao,

b+ 1—mdc{a, b} —mdc{a — 1,b}
= 5 .

g9(5)

Demonstracao. Sejam d, d’ e X como no Lema 1.181. Usando a Proposicao 1.177 e o Lema
1.181, temos que para o conjunto Y = {0,...,b— 1} \ X, a cardinalidade de (Y N S) é igual a
de (Y'\S). Consequentemente, a cardinalidade de Y é 2¢(.S). Dai, pelo Lema 1.181, deduzimos
que 2g(S)=b—(d+d —1). O
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1.5.6 Semigrupos Numéricos Modulares Abertos

Nessa secao vamos caracterizar os semigrupos numéricos proporcionalmente modulares que
sao irredutiveis.

Relembre que um semigrupo numérico da forma {0, m,—}, com m um inteiro positivo, é
chamado semirreta. Dizemos que um semigrupo numérico S é um semigrupo numérico modular

, . b b
aberto se é uma semirreta, ou S =5 | | —, 7
a a—

Note que a semirreta {0, m, —} = S([m, 2m]), entdo é um semigrupo numérico proporcional-

, onde a e b sao inteiros com 2 < a < b.

b b
mente modular, pelo visto no Teorema 1.152. Os semigrupos numéricos da forma S @ -, ] D
a a—

também sao proporcionalmente modulares pelo Teorema 1.152.

Veremos que semigrupos numéricos proporcionalmente modulares irredutiveis sao modula-
res abertos. A ideia é calcular o género desses semigrupos usando o que ja conhecemos para
semigrupos numéricos modulares. Como o nimero de Frobenius para semigrupos numéricos
modulares abertos é simples de ser calculado, podemos procurar quais desses semigrupos pos-
suem a menor quantidade de lacunas possivel para encontrar os irredutiveis.

O proximo resultado mostra que semigrupos numéricos modulares abertos desempenham
o mesmo papel no conjunto de semigrupos numéricos proporcionalmente modulares que os
semigrupos numeéricos irredutiveis fazem para semigrupos numéricos em geral.

Proposicao 1.183 Todo semigrupo numérico proporcionalmente modular € a interse¢ao de
uma quantidade finita de semigrupos numéricos modulares abertos.

Demonstracao. Seja S um semigrupo numérico proporcionalmente modular. Se S = N,
entao S é uma semirreta, logo é um modular aberto. Assuma que S # N. Pelo Teorema 1.152,
existem numeros racionais a e f com 1 < a < f tais que S = S([a, f]). Seja h € G(S). Se

h > «, pelo visto no Lema 1.146, existe n, € N tal que np, > 2 e — < a < < T
np np —
h h

Defina S, = S q ot e D, o qual contém S. Se h < a, o conjunto S, = {0,h + 1, —}.
h Mh—
Observe que nesse caso m(S) > h, ja que m(S) € S, logo pelo Lema 1.146 existe k € N tal
m(S) m(S)
k

€la,fl=h<ac< — = kh < m(S) = h < m(S). Assim, S;, contém S, e
temos que S C (g (s) Sh- Se x ¢ S, entdo x € G(S) e pelo Lema 1.146 (ou simplesmente pela
definicdo no caso da semirreta) x ¢ S,. Isso mostra que S = (V,cq(s) Sh- O

que

Nessa segao, a e b representam dois inteiros tais que 2 < a < b, e d e d’ denotarao mdc{a, b}
e mdc{a — 1,d}, respectivamente.

Lema 1.184 Sejam a,b € N tais que 2 < a < b. FEntao,

{b+1,—>}g5<}g,ale.

Demonstracao. Seja n um inteiro positivo. Como a(b+n) — (e —1)(b+n) =b+n > b,

b b b
existe um inteiro positivo k tal que (a — 1)(b+n) < kb < a(b+n). Dai, — < % <——7e
a a—
b b
pelo Lema 1.146 temos que b+ n € 5(1—, 1 > O]
a a—

Lema 1.185 Seja x € N. Entao,
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xes({gaaflb ””ZSQS’GZD
xe{Ag‘Ae{l, }} {

se, e somente se,

bAe{l }}.

b b b b
Demonstragao. =) Sejam T'= S| |—, eS=5(1-, . Pelo Lema 1.146,
a a—1 a a—1
b
se x € T\ S, entao existe um inteiro positivo k tal que % = -, % = . Assim,
a a —
b b b
x ¢ multiplo de 5 ou de 7 Pelo Lema 1.184, {b+ 1,—} C S Q— D logo, = €
a

b b
- 1,... 1,. .
{Ad’)\e{, ,d}}u{ d,/\e{ }}
: b b - b b
<) Seja x € /\C—l)\e{l,...,d} U )\EAG{I""’d/} .Entaox:)\d,oux—/\g

Em ambos os casos x € T pelo Lema 1.146. Assuma que )\C—Z € 5. Pelo Lema 1.146, existe um

inteiro positivo k tal que

b _ AL b
a k a-—1

ou seja, (a — 1)A < dk < aX. Como a é um multiplo de d, ambos dk e a\ sdo multiplos de

d. Agora, como dk < a), temos que dk < a\ — d. Consequentemente, (a — 1)\ < a\ —d, o que

leva a d < A, em contradigao com a escolha de . Isso mostra que )\E ¢ S. Por argumentos

b
similares é possivel mostrar que )\E ¢ S. 0

Alcancamos informagoes suficientes para calcular o nimero de Frobenius e o género de
semigrupos numéricos modulares abertos diferentes das semirretas, com o auxilio do Teorema

1.182.

Teorema 1.186 Sejam a e b inteiros com 2 < a < b. Tome d = mdc{a, b} ed = mdc{a—1,b}.

Entao,
b b b b 1
F - =b — ==-(b—-1+d+d).
ElEaD) e (a]) -somreien
- b b
Demonstracao. Pelos Lemas 1.184 e 1.185, F' | S| | —, ] =b. Como mdc{d,d'} =
a a—
b b
1, temos que )\ # /\’ - para quaisquer A € {1,. —1}e N e€{l,...,d —1}. Pelo Lema
1.185,
b b b b
g S B =g S e — +d+d/—1
a a—1 a a—1
Desse modo, obtemos a formula desejada usando o Teorema 1.182. 0

Pela férmula dada no Teorema 1.186 e pela caracterizagao de semigrupos numéricos irre-
dutiveis estabelecida no Corolario 1.74, temos a seguinte consequéncia.
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Corolario 1.187 Sejam a e b inteiros com 2 < a < b.

b b
1) S G -, . D ¢ simétrico se, e s se, mdc{a,b} = mdc{a —1,b} = 1.

a a

2) S (} é, b | D é pseudo-simétrico se, e somente se, {mdc{a,b}, mdc{a—1,0}} ={1,2}.
a a—

Exemplo 1.188 ¢ S G %, 81T11 D =40,3,6,7,9,10,12, =} = (3,7) € um semigrupo numérico
simétrico,

S (] %, 101—: D = {0,3,6,9,10,12,13,15, =} = (3,10,17) € um semigrupo numérico
pseudo-simétrico.

O préximo resultado caracteriza semirretas irredutiveis.

Lema 1.189 Seja S um semigrupo numérico irredutivel. Entao S é uma semirreta se, e so-

mente se, S € {N,(2,3),(3,4,5)}.

Demonstracao. Se S é uma semirreta, existe um inteiro positivo m tal que S = {0, m, —}.
Consequentemente, S = (m,m + 1,...,2m — 1) e e(S) = m(S). Como S é irredutivel, pela
Observagao 1.90 e pelo Lema 1.96, S possui dimensao dois, ou é da forma (3,x + 3,2x + 3).
Como S é uma semirreta, S deve ser (2,3) ou (3,4,5). O

Lema 1.190 Sejam « e 3 nimeros racionais tais que 1 < a < 5 e S = S([a, f]). Se S nao é
uma semirreta, entao

—m—— < a< B <F(S).

F(S)
F(S)—1

Demonstracao. Como S nao é uma semirreta, m(S) < F(S). Pelo Lema 1.146, existe um

m(S) m(S)
k

inteiro positivo k tal que a < < B (k< m(S), jA que « > 1). Dai, a < 5 <

F F
ﬁ < ﬁ Como F(S) ¢ S, o Lema 1.146 forga F(S) a ser maior do que 5. Além disso,

m(S) m(S F(S
P 2 e =1 F(9) -1

Q. |

AVARE
v =

. Assim, usando que F(S) ¢ S novamente e o Lema 1.146,

F(S)
FS) —1°

Podemos provar agora que todo semigrupo numérico proporcionalmente modular irredutivel
¢ modular aberto.

Lema 1.191 Seja S um semigrupo numérico proporcionalmente modular irredutivel diferente

F(S) F(S
de uma semirreta. Entdao existe um inteiro k com 2 <k < F(S)eS=29 (} %, % D
Demonstracao. Pelo Teorema 1.152, existem numeros racionais « e 5 tais que 1 < o < 8
e S = S([a,p]). Agora, pelos Lemas 1.146 e 1.190, deduzimos que existe um inteiro k, com

F F F F
2 <k < F(9), tal que (5) <a<f< ﬂ Seja T = S ﬁ,ﬁ . O Teorema
k k—1 k' Tk—1
1.186 assegura que F'(T') = F(S). Além disso, a inequagao F;S) <a<f< lf(—si implica que

S CT. Dali, a irredutibilidade de S forga, pelo Teorema 1.71, que S deve ser igual a T, ja que
ambos possuem o mesmo numero de Frobenius. O
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Usando o Corolario 1.187 e os Lemas 1.189 e 1.191 podemos mostrar a seguinte caracte-
rizagao de semigrupos numéricos proporcionalmente modulares irredutiveis.

Corolario 1.192 Seja S um semigrupo numérico proporcionalmente modular.

b b
1) S € simétrico se, e somente se, S =N, S =(2,3), ou S =5 (]a, p— D para a e b

inteiros com 2 < a < b e mdc{a,b} = mdc{a — 1,0} = 1.
b b
2) S € pseudo-simétrico se, e somente se, S = (3,4,5), ou S =S5 }—, 1 D para a e b
a a—
inteiros com 2 < a < b e {mdc{a,b}, mdc{a — 1,b}} = {1,2}.

1.6 O Quociente de um Semigrupo Numérico por um
Inteiro Positivo

1.6.1 Elementos Notaveis

Sejam S um semigrupo numérico e p um inteiro positivo. Defina o conjunto
S
— ={z € N|pz € S}.
p

Proposicao 1.193 Sejam S um semigrupo numérico e p um inteiro positivo.

nsc’,
p

2) — é um semigrupo numérico.

3) — =N se, e somente se, p € S.

SSERCASHR

- S S
Demonstracao. 1) Observe que se z € S = pxr € S = x € —. Portanto, S C —.
p p

S , :
2) Sabemos que S C —, desse modo basta mostrar que — é fechado com a soma. Para isso,

. S ) S,
sejam x,y € — = px,py € S = p(x +y) =pr+py € S = x +y € —, concluindo que — é um
p p p
semigrupo numeérico.

S S
3);:N(:)1€E<:)1-p:p65. O

S S
O semigrupo — é chamado quociente de S por p. Além disso, dizemos que 5 é a metade

de S e que — é um quarto de S. Mencionamos esses dois casos particulares pois eles terao

bastante relevancia mais a frente nessa segao.

Vimos nas secoes anteriores que as lacunas fundamentais de um semigrupo numérico o
determinam unicamente. Felizmente, as lacunas fundamentais do quociente de um semigrupo
numérico podem ser calculadas facilmente pelas lacunas fundamentas do semigrupo original.
Isso nao vale para os geradores minimais, e € por isso que focaremos nas lacunas fundamentais
de um semigrupo numeérico.

Proposicao 1.194 Sejam S um semigrupo numérico e d um inteiro positivo. Entao
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FG (g) = {g‘hEFG(S) e h=0 mod d} :

~ . o S S
Demonstracao. Seja h um inteiro. Observe que h € FG 7 < h ¢ 7 e kh € T para
todo inteiro k£ maior do que um. Isso equivale a dizer que dh ¢ S e kdh € S para qualquer
inteiro £ maior do que um. 0

Corolario 1.195 Sejam S um semigrupo numérico e d um inteiro positivo. Entao d € FG(S)

— (2,3).

se, e S0 se,

d

S
Demonstracao. =-) Observe que se d € FG(S), pela Proposicao 1.194, 1 € FG (g),

S
forcando que 5 seja igual a (2, 3).
<) Basta usar a Proposi¢ao 1.194, ja que FG((2,3)) = 1. O

Como sabemos, uma das melhores formas de descrever um semigrupo numérico é por meio
do conjunto de Apéry de qualquer dos seus elementos nao nulos. Note que se S é um semigrupo

numérico, m € S* e d|m, entao % € g Vamos descrever Ap (g, %)

Proposicao 1.196 Sejam S um semigrupo numérico, m € S* e d um divisor positivo de m.
Entao,

S
Ap (E’%) = {%‘w € Ap(S,m) e w =0 mod d}.
Demonstracao. A ideia dessa demonstragao é analoga a da Proposi¢ao 1.194. U

Usando agora a Proposicao 1.14, obtemos uma consequéncia interessante.

Corolario 1.197 Sejam S um semigrupo numérico, m € S* e d um divisor positivo de m.
Assuma que Ap(S,m) ={0,kym +1,... k,_1m+m — 1}. Entao,
S m m m m
HAp (2,2 :{O,k: L L ——1}.
)p(dd) dd+ (m—1yd— +
S
2) g 1 =ka+koa+ -+ km_1)a

S m m m m
3) F(E) :ma.%{k’dg—l-l,,k(%,l)dg—l—g—l}—g

Observagao 1.198 Note que os elementos de Ap (g, %) diferentes de O sao os elementos de
Ap(S,m) da forma kigm +id, i € {1, ce (% — 1) }, divididos por d.
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1.6.2 Metade de um Semigrupo Numérico Irredutivel

Nessa secao vamos mostrar que todo semigrupo numérico é a metade de uma quantidade infi-
nita de semigrupos numéricos irredutiveis. Vamos também provar que todo semigrupo numérico
é um quarto de um semigrupo numérico pseudo-simétrico.

Para um semigrupo numérico S, tome o conjunto

25 = {2s]s € S}.

Esse conjunto é um submonoide de N. Além disso, 2(nq,...,n,) = (2ny,...,2n,). Relembre
que se A e B sdo subconjuntos de Z, escrevemos A + B = {a + bla € A,b € B} (note que, em
geral, com essa notagdo A + A # 2A).

Teorema 1.199 Seja S = (ny,...,n,), com PF(S) ={f1,..., ft}. Seja f um inteiro impar
tal que f — fi — f; € S, para todos 1,5 € {1,...,t}. Entao,

T: (2n1,2n2,...,2np,f—2f1,...,f—2ft>

. . . : . T .
¢ um semigrupo numérico simétrico com numero de Frobenius f e S = 3 Além disso, T =

2SU ({f —2f1,..., [ —2f;} +289).

Demonstracao. Sejami,j € {1,...,t}. Observe que f —2f;+ f—2f; =2(f— f; — f;) € 25,
por hipdtese. Dali, mostremos que 7" = 2S U ({f — 2f1,...,f — 2fi} +25) (). Seja V =
2SU{f —2f1,...,f—2fi} +25). Se x € T, existem ay,...,ap, B1,...,0: € N tais que x =
a2ny+- -+ ap2n,+ 51 (f—2f1)+- -+ Be(f —2f). Assim, By +-- -+ é par, temos que z € 25,
caso contrdrio, Si(f —2f1)+- -+ B(f —2f;) = (Bi(f =2f1) +- -+ (B —D)(f —2/)) + [ = 2],
ou seja, x € V., logo T' C V. Por outro lado, se y € V', entao y € 25, ouy = f — 2f; + k, onde
i€ {l,...,t} e k € 25S. Em ambos os casos temos que y € T, logo V' C T, concluindo que
T=V.

Note também que T"N 2N = 2S5, j& que os elementos de ({f — 2f1, ..., f — 2fi} + 25) séo
todos impares. Vejamos agora que f ¢ T. Caso isso ndo acontega, com f é impar, deveriam
existir i € {1,...,t1} e s € S tais que f = f —2f; +2s, ou seja, f; = s € S, o que é impossivel.

Provemos que todos os pares maiores que f pertencem a 7. Como F(S) = maz{fi,..., fi},
entdo f — 2F(S) € S, por hipétese, logo f < 2F(S). Observe que todo inteiro positivo para
maior que 2F(S) pertence a 25, consequentemente, todo inteiro par maior que f pertence a
25 CT.

Mostraremos agora que F(T') = f. Pelos pardgrafos anteriores, basta provarmos que todo
inteiro fmpar maior que f pertence a T. Seja k € N\ {0}. Entado, f + 2k = (f — 2F(9)) +
2(F(S)+ k). Como f—2F(S)e{f—2f1,....f —2fi} e 2(F(S) + k) € S, deduzimos de (x)
que f+2keT.

Afim de provar que T é simétrico, seja x € Z \ T. Utilizando a Proposigao 1.73, devemos
mostrar que f —x € T. Para isso, distinguiremos em dois caso dependendo da paridade de x.

x
e Se z é par, entao como x ¢ T, temos que 5 ¢ S. Pelo visto na Proposigao 1.21, existe

i€ {l,...,t} tal que f; — g € S. Entdo, 2f; — x € T. Consequentemente, de (x) segue que
f—x=(f-2f)+2fi—x)eT.

e Se x é impar, entdo f —x é par. Dai, se f —x ¢ T, usando o cado anterior, obterfamos
que f — (f —x) =« € T, contradizendo a escolha de z.

T T
Finalmente, vamos provar que S = —. Se x € —, entdao 2z € T. Pelo visto em (x), isso

significa que 2z € 25, ou seja, x € S. Por outro lado, se x € S, entao 2z € 25 C T, logo

T € X concluindo que S = 3 0
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A seguir veremos como consequéncia desse teorema que podemos escolher uma quantidade
infinita de semigrupos 71" para cada semigrupo numérico S.

Corolario 1.200 Seja S um semigrupo numérico. Entao existe uma quantidade infinita de

semigrupos numéricos simétricos T tais que S = 3

Demonstracao. Assuma que PF(S) = {fi,..., fi}. Escolha um inteiro impar f maior ou
igual a 3F(S)+ 1. Parai,j e {1,...,t}, f—fi— f; > 3F(S)+1—-F(S)—F(S)=F(S)+ 1.
Entao, f— fi— f; € S. Pelo Teorema 1.199, sabemos que 7y = 2SU({f—2f1,..., f—2f;}+25)
¢ um semigrupo numérico simétrico com ntmero de Frobenius f e tal que S = =L Observe que

podemos escolher uma quantidade infinita de nimeros impares maiores ou iguais a 3F(S) + 1,
e para cada um deles obtemos um T diferente, o que conclui a demonstracao. 0

Prosseguiremos agora com o caso pseudo-simétrico. Como uma consequéncia do seguinte
resultado, veremos que nao existe um paralelismo entre os casos simétrico e pseudo-simétrico.

Lema 1.201 Seja S um semigrupo numérico com numero de Frobenius par. Entao,
S F(S
F (_) _ F(S),

Demonstracao. Sabendo que o nimero de Frobenius de S é o maior elemento de F'(S), entao
a Proposicao 1.194 garante a igualdade desejada. 0

Observagao 1.202 Note que se S € um semigrupo numérico e T € um semigrupo numérico
T
pseudo-simétrico com S = 3 entdo pelo Lema 1.201 deduzimos que F(T) = 2F(S). Dai,

como existe uma quantidade finita de semigrupos numéricos com nimero de Frobenius 2F(S),
concluimos que nao é possivel obter uma resultado similar ao Coroldrio 1.200 para o caso
pseudo-simétrico.

Temos ainda outro problema que faz o caso pseudo-simétrico diferente do caso simétrico,
como veremos na proxima proposicao.

~

Proposicao 1.203 Seja T um semigrupo numérico pseudo-simétrico. FEntao, 3 S um semi-

grupo numeérico irredutivel.

T
Demonstracao. Seja S = 5 e suponha que PF(S) = {fi1 <--- < fi}. Relembre que F(S) é

o maior nimero pseudo-Frobenius. Dai, F'(S) = f;, e pelo Lema 1.201 temos que F(T) = 2f;.

Sejai € {1,...,t}. Entdo, f; ¢ S, logo 2f; ¢ T. Pela Proposigao 1.73, segue que 2f; —2f; €

T, ou2f; = f;. Se 2fy — 2f; € T, entao 2(f, — fi) € T, o que significa que f; — f; € S e, pela
F(S

Proposigao 1.21, obtemos que f; = f;. Isso prova que PF(S) C {f,g} = {F<S)’(T)}

Assim, pelo visto nos Corolarios 1.80 e 1.85, temos que S é um semigrupo numérico simétrico

ou pseudo-simétrico, ou seja, S é um semigrupo numérico irredutivel. U

Isso, em particular, significa que nao é possivel obter que todo semigrupo numérico é a
metade de um semigrupo numérico pseudo-simétrico.

Podemos acentuar um pouco mais o resultado anterior para distinguir em quais casos a
metade de um semigrupo numeérico pseudo-simétrico é simétrico ou pseudo-simétrico.
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Corolario 1.204 Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico. Entao,

1) 5 ¢ simétrico se, e somente se F(S) =2 mod 4.
2) ) ¢ pseudo-simétrico se, e somente se F(S) =0 mod 4.

Demonstracao. Isso ¢ uma consequéncia do Lema 1.201, Proposicao 1.203 e Proposicao 1.73.

O

Agora vamos ver que todo semigrupo numérico simétrico é a metade de um semigrupo
numeérico pseudo-simétrico. Isso, juntamente com o fato de que todo semigrupo numérico é
a metade de um semigrupo numérico simérico irda provar que qualquer semigrupo numérico
pode ser escrito como um quarto de uma quantidade infinita de semigrupos numeéricos pseudo-
simétricos.

Lema 1.205 Seja Sum semigrupo numeérico simétrico. Tome

14:{FGD+24ke{L”wfﬁ%:i}}

Entao,

T=2SUAU{2F(S)+1,—}
¢ um semigrupo numérico pseudo-simétrico com nimero de Frobenius 2F(S) e tal que S = 7

Demonstracao. Como S é simétrico, temos que F'(S) é impar. Observe que A é o conjunto
de inteiros impares pertencendo a {F'(S) +2,...,2F(S) — 1}, e que #A = M

Vamos comegar provando que 7" é um semigrupo numérico. Note que a soma de dois
elementos de 25 é um elemento de 25, e que o resultado de adicionar qualquer inteiro nao
negativo a um elemento em {2F(S) + 1, —} pertence a {2F(S) + 1,—}. Por outro lado, a
soma de dois elementos de A é um elemento de {2F(S) + 1,—}. Por fim, a soma de um
elemento de 25 com um elemento de A é um elemento de AU {2F(S5) + 1,—}. Além disso,
como {F(S)+1,—} C T, segue que N\ 7" é finito, concluindo que 7" é um semigrupo numérico.

Vamos mostrar agora que 2F(S) ¢ o nimero de Frobenius de T'. Para isso, basta mostrar
que 2F(S) ¢ T, ja que {F(S) +1,—} C T. Observe que 2F(S) ¢é par e F(S) ¢ S, logo
2F(S) ¢ 25, e assim 2F(S) ¢ T.

Vejamos que 7' é um semigrupo numérico pseudo-simétrico. Como 2F(S) é o nimero
de Frobenius de T, basta provar que n(T) = F(S), ja que se isso é verdade terfamos que

n(T)+g(T)=F(T)+1= F(S)+g(T)=2FS)+1=¢g(T)=F(S)+1= 2F(5) +2 =

F(T)+2
2

S é simétrico, pelo Corolario 1.74, segue que n(S) = ¢(S) =

, € logo pelo Coroléario 1.74 concluiriamos que T é pseudo-simétrico. Agora, como

F(S)+1
i. Consequentemente,

2
F(S)+1

#{x € 28|z < 2F(9)} = #{z € S|z < F(S)} = n(S) = %
F(S 1 F(S 1 F(S)—1
5+l (5) + + (5) = F(9), obtendo o desejado.

2 2 2T T

Finalmente, mostremos que S = 3 Temos que x € — se, e somente se, 2 € T, e como 0s
elementos de A sdo impares, obtemos que 2z € T' & 2z € 2S U {2F(S) + 1,—}. Se 2z € 25,
segue que x € S. Por outro lado, se 2z > 2F(S) + 1, entdo x > F(S) + 1, logo = € S. Assim,

T

Portanto, n(T) =

+HA=

x € 5 se € somente se, x € S. O
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Como uma consequéncia do Lema 1.205 e do Coroléario 1.200, obtemos o seguinte.

Teorema 1.206 Todo semigrupo numérico € um quarto de uma quantidade infinita de semi-
grupos numéricos pseudo-simeétricos.

Podemos alcancar um resultado similar ao Lema 1.205 para semigrupos numéricos pseudo-
simétricos. Isso ird nos ajudar a estabelecer uma nova caracterizacao para semigrupos numeéricos
irredutiveis.

Lema 1.207 Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico. Tome

a= (oot [ 9

Entao,

T=2SUAU{2F(S)+1,—}
¢ um semigrupo numérico pseudo-simétrico com nimero de Frobenius 2F(S) e tal que S = 7

Demonstracao. Como S é pseudo-simétrico, segue que F'(S) é par. Observe que A é o

F(S
conjunto de inteiros impares pertencendo a {F(S)+1,...,2F(S) — 1} e que #A = %

A demonstragao de que T' é um semigrupo numérico com nimero de Frobenius 2F'(S) e que

T
S = — é similar a que foi descrita no Lema 1.205.

Mostremos entao que 7' é um semigrupo numérico pseudo-simétrico. Pelo visto no Corolario
1.74 e pelo fato de que 2F(S) é o numero de Frobenius de T, é suficiente provar que n(T') =
F(S). Como S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico, pelo Corolario 1.74 deduzimos que

F(S)

n(S) = — Consequentemente, #{z € 25|z < 2F(5)} = #{z € Slx < F(S)} = n(9) =
@. Portanto, n(T) = @ +#A = @ + @ = F(5), concluindo a demonstracao. [J

Com todas essas informagcoes temos uma nova caracterizagao para 0s semigrupos numeéricos
irredutiveis.

Teorema 1.208 Um semigrupo numérico € irredutivel se, e somente se, € a metade de um
SEMIGrupo numerico pseudo-simétrico.
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Capitulo 2

Semigrupos Numeéricos Generalizados
Irredutiveis e Unicidade do Elemento
Frobenius

Um submonoide S C N%, com a adicdo usual, é chamado semigrupo numérico generalizado
(denotaremos por SNG) se G(S) = N¢\ S é um conjunto finito. Como para semigrupos
numéricos, os elementos de G(S) sdo denominadas lacunas de S e sua cardinalidade ¢g(S) =
|G(S)| é conhecida como género de S. Nas referéncias [4] e [6], vérias ideias originadas em
semigrupos numéricos foram estendidas para semigrupos numéricos generalizados, e muitas
ferramentas foram introduzidas a fim de lidar com as diferencas. Uma mudanca crucial entre
semigrupos numéricos em N e semigrupos numéricos generalizados em N¢ é a definicao da
multiplicidade e do elemento Frobenius de S. Existe uma ordem natural dos elementos de N
que respeita a operagao de adicao. Essa ordenacao ¢ usada para definir o nimero de Frobenius
de S. No entanto, existe uma ordem parcial natural em N?, e ndo uma ordem canodnica total.
Em [6], os autores introduzem ordens monomiais casuais, uma ordem total que é uma versao
mais geral de ordens monomiais que respeitam a operacao de adicdo do monoide em N¢. Dada
uma ordem monomial casual < em N? o elemento Frobenius de S C N? com respeito a <,
é o maior elemento de G(S). Neste capitulo vamos introduzir e caracterizar os semigrupos
numéricos generalizados irredutivers em termos da cardinalidade de um subconjunto especial
de seu conjunto de lacunas, seguindo o que foi feito no artigo [2]. Vamos provar que, como no
caso de semigrupos numéricos, todo semigrupo numérico generalizado pode ser escrito como
intersecao de uma quantidade finita de SNG irredutiveis. Além disso, para um SNG irredutivel,
o elemento Frobenius é inico com respeito a qualquer ordem monomial casual.

2.1 Preliminares
Denotaremos em negrito os termos que representem elementos com d coordenadas
Definicao 2.1 Seja S C N um SNG. Sejam a, b € Z4, e definiremos a sequinte relacdo:
a<gbse esose, b—acs.
Observe que <g é uma relacao de ordem partial em Z?, pois:
e0cS=z—xcS=x<5z, para todo = € Z? (reflexiva);
esex,ycZetemosquexr <gyey <gx,entdior—y = (r1—y1,...,74—yq) € S C N?
ey—x=(y1—21,...,Ya—2q) €S CN!= 1, —y; =0, paratodoi € {1,...,d},isto é, z = y

(antissimétrica);
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escjam x,y,z € Zltaisquez <gyey <g z,logoz—x = (z—y)+(y—z) €S =z <5 2
(transitiva).

Definicao 2.2 Seja S C N¢ um SNG.

(a) Tome PF(S) = {x € G(S)|lz+ s € S, para todo s € S\ {0}}. Chamamos PF(S) o
conjunto de elementos pseudo-Frobenius de S. A cardinalidade de PF(S) é denominada o tipo
de S.

(b) Seja Ap(S,n) ={s € S|s—n¢& S}, onde nec S\{0}. Chamamos Ap(S,n) o conjunto
de Apéry de S com respeito a n.

Proposigao 2.3 Seja S C N¢ um SNG. Entio PF(S) € o conjunto de elementos maximais
em G(S) com respeito a ordem parcial <g.

Demonstragao. Seja £ maximal em Z?\ S com respeito a ordem parcial <g, se existe
s € S\ {0} tal que x +s ¢ S, entdo v <g = + s, contrariando a maximalidade de x.
Por outro lado, seja * € PF(S). Se existe y € Z%\ S tal que y —z = s € S\ {0}, entdo
T+ s ¢S, 0 que contraria a escolha de x. 0]

Como G(SS) é um conjunto finito, a proposigao anterior implica que PF(S) é nao vazio. Na
proposicao a seguir, denotaremos por Mazimais<, Ap(S, n) o conjunto dos elementos maximais
em Ap(S,n) com respeito a ordem parcial <g.

Proposicao 2.4 Seja S C N um SNG e n€ S\ {0}. Entio
PF(S) = {w— n|w e Mazimais< ,Ap(S,n)}.

Demonstracao. Seja x € PF(S), entdo x ¢ Se x +n € 5, ouseja, ¢ + n € Ap(S,n). Se
considerarmos w € Ap(S,n), com z+n <g w,seguequey = w—r—n € Sew—n =r+y ¢
S. Dai, como x € PF(S), temos que y = 0 e w = x+n. Agora, se w € Mazimais< Ap(S,n),
entio w —m ¢ S. Ses € Sesew—n+s ¢ S, entdo concluimos que w + s € Ap(S, n),
contrariando a maximalidade de w. O

A proposicao anterior também é verdadeira para semigrupos numéricos em N. Poderia ser
considerado surpreendente que também seja valido para um SNG, ja que o conjunto de Apéry
pode ser um conjunto infinito em um SNG. Vamos ilustrar essa situagao com um exemplo.

Exemplo 2.5 Seja S = N2\ {(0,1),(0,3), (1,0), (1,1),(1,3), (2,0), (2,1), (3,0)}, como na fi-
gura a sequir, onde os pontos brancos representam as lacunas de S e os pretos os elementos de
S que pertencem ao quadrante demarcado.

30 O L o
20 ® @ 8
10 O O ®
° O O O Xy
0 1 2 3 4
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Desse modo,

e PF(S) = {(0,3),(1,0), (1,3), (2.

o Ap(S, (07 2)) = {(07 0)7 (07 5)7 ( )2

(n,0), (n,1)[n > 6};

e Mazimais<, Ap(S, (0.2)) = {(0,5), (1,2), (1,5), (2,2), (2,3), (3,2)}.

Aplicando a proposicdo anterior, os elementos de PF( ) sdo:

(0,5)—(0,2) = (0,3),(1,2)=(0,2) = (1,0), (1,5)=(0,2) = (1,3),(2,2)—(0,2) = (2,0),(2,3)—
(0,2) =(2,1) e (3,2) — (0,2) = (3,0).

,3),(3,1),(3,2), (4,0), (4, 1), (5,0), (5, 1),

2.2 Semigrupos Numéricos Generalizados Irredutiveis

Nesta se¢ao estenderemos para os SNGs alguns resultados que foram formulados para semi-
grupos numéricos. As demonstragoes necessitam de argumentos diferentes que para semigrupos
numéricos. Seja ¢ € N? denotamos por () a i-ésima coordenadda para cada i € {1,...,n}.
A seguir vamos denotar por < a ordem parcial natural em N¢, isto é, se &,y € N, © < y se,
e somente se, 9 < y@ paracadai=1,...,d.

Definicao 2.6 Seja S C N¢ um SNG. Definimos
SG(S)={ze G(S))2ze S ex+s€c S, para cada s € S\ {0}},
como sendo o conjunto de lacunas especiais.

Observacgao 2.7 Note que SG(S) C PF(S), mas a igualdade nao é verdade em geral. Por
exemplo, se S =N\ {(0,1),(1,0),(2,0)}, temos que PF(S) = G(S) e SG(S) = {(0,1),(2,0)}.

Além disso, SG(S) € nao vazio, ja que se f é um elemento mazimal em G(S) com a ordem
parcial natural em N¢ (o qual existe, jd que G(S) € finito), entdo f€ SG(S).

Proposigao 2.8 Seja S C N? um SNG e ¢ € G(S). Entio S U {z} é um SNG se, e s6 se,
x e SG(S).

Demonstracao. A demonstragao segue direto da definigao de SG(S5). O

Definicao 2.9 Seja S € N? um SNG. Dizemos que S € irredutivel se nao pode ser escrito
como intersecao de dois SNGs que contém S propriamente.

Agora, vamos mostrar duas caracterizacoes de semigrupos numéricos generalizados irre-
dutiveis. Resultados similares foram formulados em [14] no caso de semigrupos numéricos em

N.
Proposigao 2.10 Seja S C N? um SNG. S ¢ irredutivel se, e somente se, |SG(S)| = 1.

Demonstragao. =) Seja S um SNG irredutivel, e suponha que existem xz,y € FEH(S),
com z # y. Entao SU{x} e S U {y} sdo SNGs distintos que contém S propriamente, e
(Su{z})N(SU{y}) =S5, contrariando a irredutibilidade de S.

<) Assuma agora que |SG(S)| = 1, e suponha que existem dois semigrupos numéricos
generalizados diferentes Sy, Sy tais que S C S1, S C Sy e SN Sy = 5. Sejam x, y elementos
maximais em S;\ S e S5\ S, respectivamente, com respeito a ordem parcial natural em N (note
que S1\ S e Sy \ S s@o conjuntos finitos, logo esses elementos maximais existem). Observe que
x,y € G(S5). Vamos provar que z,y € SG(S). Como x é maximal em S; \ S com respeito a
ordem parcial natural, temos que 2 ¢ S, \ S, ja que 2z > x. Se s € S\ {0}, entdo x + s > x,
assim ¢ + s ¢ 51\ S. Além disso, x € S; e s € S\ {0} C S;\ {0}, logo x + s € 5,
concluindo que  + s € S. Consequentemente, € SG(.S). De modo similar, podemos provar
que y € SG(S). Por hipdtese, |SG(S)| =1, entdo = y, ou seja, ¢ € S;\ S ez € S\ S, dai
x € S1 NSy =9, contradizendo que z € G(S). O
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Exemplo 2.11 Tomando S = N?\{(1,0), (2,0), (3,0),(6,0)}, temos que PF(S) = {(3,0), (6,0)},
logo SG(S) = {(6,0)}, concluindo pela proposi¢ao anterior que S € irredutivel. Por outro lado, o
semigrupo do Exemplo 2.5 nao € irredutivel, ja que PF(S) = {(0,3), (1,3),(2,0),(2,1),(3,0)} =
SG(S).

Proposigao 2.12 Seja S C N? um SNG. S ¢é irredutivel se, e somente se, existe f € G(S) tal
que para cada h € G(S), com 2h # f, temos que f— h € S.

Demonstracao. =) Pela Proposigao 2.10, SG(S) consiste em um elemento. Tome SG(S) =
{f}. Seja h € G(S), com h # f, e suponha que 2h # f. Como h ¢ SG(S), temos duas
possibilidades:

(1) Suponha que existe s; € S\ {0} tal que f; = h+s; ¢ S, em particular, f, —h € S. Se
f1 = f aafirmacao é vélidade. Se f, # f, entao f, ¢ SG(S). Vamos mostar que em qualquer
caso existe so € S\ {0} e fy & S com f, > f, tais que f, = h + s5. Como f, ¢ SG(S5), se
existe t € S\ {0} tal que f, +¢ ¢ S, colocamos fo = f,+t =h+(s1+t), s2 = s1+ ¢, entdo
fo > f1. Poroutro lado, se f,+t € S, para cada t € S\ {0}, consideramos f, = 2f, ¢ S, logo
fo=h+(h+2s))esy=h+2s =f,+s; €S5. Portanto, provamos que existe sy € S\ {0}
efy, ¢ Scomf,>f, tal que f, = h + s2. Se f, = f acabamos, caso contrario, seguimos o
mesmo argumento para obter uma sequéncia de elementos f, ¢ S com f, > f,_; para cada i, e
fi=h+s;, coms; €S\{0}. Como G(S) éum conjunto finito, existe k € N tal que f, = f,
consequentemente, f,, —h € S.

(2) Suponha que h + s € S, para todo s € S\ {0} e 2h ¢ S. Vamos mostrar que teremos
uma contradi¢ao. Observe que para cada i € N temos que ih + s € S, para cada s € S\ {0}.
Como G(S) ¢ finito, existe k = max{i € N|ih ¢ S}, em particular, kh € SG(S), isto é,
kh = f. Como 2h # f, segue que k > 3. Considere o elemento h = (k — 1)h, logo h + s € S,
para todo s € S\ {0} e 2h = 2(k — 1)h € S, j& que 2(k — 1) > k, ou seja, h € SG(S). Mas
isso é uma contradicdo, pois h # f.

<) Por hipétese, f é maior que cada elemento de G(S) com respeito a ordem parcial <g,
exceto o elemento h € G(S) tal que 2h = f, se existir. Pela Proposicao 2.3, os elementos

possiveis em PF(S) sao f e h = % Portanto, SG(S) C PF(S) e h ¢ SG(S), ja que
2h = f ¢ S, entdo devemos ter que SG(S) = {f}, concluindo que S é irredutivel. O

Lema 2.13 Seja S C N um SNG irredutivel com SG(S) = {f}. Entio uma, e apenas uma,
dessas condigoes € satisfeita:
(1) PE(S) = {f} se existe uma coordenada de f que seja impar;

(2) PF(S) = {f, g} se todas as coordenadas de f sdo pares.

Demonstragao. Se f possui uma coordenada fmpar, entdo nao existe h € G(S) tal que
2h = f e, pela Proposigao 2.12, f é o elemento maximal em G(S) com respeito a ordem parcial
<g, logo PF(S) = {f} pela Proposigao 2.3.

Se todas as coordenadas de f sao pares, entao %t' € N¢ e deve pertencer a G(S), j4 que

f_7
2 2

<g. Portanto, pela Proposi¢ao 2.12, f é maior que todos os elementos em G(.5) diferentes de J;

feG(s). Como f—

¢ S, entao f e 5 nao sao comparaveis com relagao a ordem parcial

com respeito a ordem parcial <g, assim f é um elemento maximal com respeito a essa ordem,

isto é, f € PF(S). Além disso, 5 ¢ maximal em G(S) com respeito a ordem parcial <g, caso

contrario, existe h € G(9) tal que g <s h <g f, o que é uma contradicao. Desse modo,

PF(S) = {f%} 0
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Observacao 2.14 Note que se uma das condi¢coes do Lema 2.13 € satisfeita, entao S € irre-
dutivel. De fato, em ambos os casos SG(S) = {f} e a afirmacdio seque da Proposi¢ao 2.10.

Reunimos os resultados anteriores nos seguintes teoremas.

Teorema 2.15 Seja S C N um SNG. As sequintes condicoes sio equivalentes:
(1) PF(S)] = 1;
(2) PE(S) = {f} e f possui pelo menos uma coordenada impar;
(3) Existe fe G(S) tal que, para todo h e G(S), f—he S.

Teorema 2.16 Seja S C N¢ um SNG. Entdo as sequintes condicoes sdo equivalentes:

W Prs) = {11}

(2) Exziste f € G(S) tal que suas coordenadas sao todas pares e para todo h € G(S), com
h # g, temos que f— h € S.

Definicao 2.17 Um semigrupo numérico generalizado S C N¢ é chamado simétrico se satisfaz
uma das condicoes equivalentes do Teorema 2.15. S € chamado pseudo-simétrico se satisfaz
uma das condigoes equivalentes do Teorema 2.16.

Pelo Lema 2.13, qualquer SNG irredutivel é simétrico ou pseudo-simétrico, como para se-
migrupos numéricos.

Exemplo 2.18 Seja S = N?\{(1,0),(2,0),(3,0), (4,0), (5,0)}. Por cdlculos elementares temos
que PF(S) ={(5,0)} = SG(S), logo S ¢é simétrico.

Tome agora S' = N2\ {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,10)}. Nesse caso, PF(S") =
{(0,5),(0,10)} e SG(S") = {(0,10)}, concluindo que S’ € pseudo-simétrico.

Ambos S e S’ sao SNGs irredutiveis.

Observagao 2.19 Sed =1 e S é um semigrupo numérico simétrico, entao S € irredutivel,
SG(S) = {f} e pelo Teorema 2.15, f é impar. Além disso, f € o nimero de Frobenius de
S, ja que para cada semigrupo numérico o numero de Frobenius é trivialmente um elemento
de SG(S). Portanto, a definicio de um SNG simélrico, dada aqui, é uma generaliza¢io da
definicao de um semigrupo numérico simétrico. O mesmo arqumento é vdlido para um SNG
pseudo-simétrico.

2.3 Decomposicao de um SNG como intersecao de uma
quantidade finita de irredutiveis

Sabemos que todo semigrupo numérico pode ser escrito como uma intersecao de um nimero
finito de semigrupos numéricos irredutiveis. Uma decomposicao com a menor quantidade
possivel de semigrupos numéricos irredutiveis envolvidos pode ser obtida algoritmicamente.
O objetivo dessa segao é encontrar resultados andlogos para SNGs.

Definicao 2.20 Seja S € N? um SNG. Definimos os conjuntos:

(1) O(S) = {T C NYT é um SNG, S C T}, denominado o conjunto de semigrupos que
contém S;

(2) Z(S) ={T € O(9)|T € irredutivel}.
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Observe que O(S) é um conjunto finito, ji que S possui complemento finito em N9, além
disso, Z(S) C O(S5).

Vimos que se S € N? é um SNG e = ¢ S, entao S U {x} é um SNG se, e s6 se, z ¢ uma
lacuna especial de S. Em particular, a fim de obter o conjunto de semigrupos que contém .S,
basta calcular o conjunto SG(S), entao para todo € SG(S) computamos Sy = SU{z} e
repetimos o processo para todos os semigrupos S, até conseguir N¢.

Proposicao 2.21 Seja S C N? um SNG. Se S nao é irredutivel, entio S = S;N---NS,, com
S1,..., 8, € Z(S).

Demonstracao. Se S nao ¢ irredutivel, entao S = S7 N Sy, onde S7 e S5 sao SNGs tais que
S C S eSCS; SeS;e S, nao sao irredutiveis, entao podemos repetir o mesmo argumento
de S. Finalmente, obtemos S como uma interse¢ao de uma quantidade finita de irredutiveis
SNGs, ja que Z(.S) é um conjunto finito. O

Seja MinimaiscZ(S) o conjunto dos elementos em Z(S) que sdo minimais com respeito a
inclusdo de conjuntos. Uma decomposi¢ao S = S;N---NS, de S, com S; € Z(S) para cada i,
é chamada minimal (ou ndo refindvel) se Sy, ...,S, € MinimaiscZ(S).

Proposigao 2.22 Seja S C NY um SNG e S =S, N---NS,, com Sy,...,S, € Z(S). Entao,
existem S1,...,S! € MinimaiscZ(S) tal que S =S{N---NS.

Demonstracao. Se S =5,N---NS, eexiste i € {1,...,n} tal que S; ¢ MinimaiscZ(S),
entao podemos escolher S! C S; com S; € MinimaiscZ(S). O

Lema 2.23 Sejam S e T dois semigrupos numéricos generalizados em N® tais que S C T.
Seja h € Mazimais(T \ S) (mazimais com respeito a ordem parcial natural em N¢). Entdo,

h e SG(S).

Demonstragao. Vamos denotar a ordem parcial natural em N? por <, e seja h € Maximais(T\
S). Entao, h € G(S) e para todo s € S\ {0} temos que h+s €T eh+s > h,logo h+s € S.
Analogamente, 2h € T' e 2h > h, assim 2h € S. Dai, h € SG(S). O

Definigao 2.24 Seja S C N? um SNG e T € O(S). Definimos:
C(S)={he SG(S)|h¢ T}.

Proposigao 2.25 Sejam S C N um SNG e S, ..., S, € O(S). Entdo as sequintes condigoes
sao equivalentes:

1) S=5nNn---nNS,;

2) Para todo h € SG(S5), existei € {1,...,n} tal que h ¢ S;;

3) C(S1)U---UC(S,) = SG(9).

Demonstracao. 1 = 2) Seja h € SG(S). Entao, h ¢ S = S, N---NS,, ouseja, h ¢ 5,
para algum ¢ € {1,...,n}.

2 = 1) Suponha que S C S;N---NS,. Dai, tome h € Mazimais((SyN---NS,)\S), pelo
Lema 2.23 temos que h € SG(S) e h € S;N---N .S, contrariando a hipdtese.

2 = 3) Segue de forma trivial. O

Como no caso de semigrupos numéricos, ¢ possivel considerar uma decomposicao minimal
em irredutiveis e produzir um algoritmo para calcular tal decomposicao.
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Algoritmo 2.26 Seja S C N um SNG ndo irredutivel.
(1) Calcule o conjunto SG(S);
(2) Tome os conjuntos I =0 e C = {S};
(3) Para todo S" em C, seja B o conjunto dos semigrupos numéricos generalizados S tal

que |S\ S| = 1;

) Remova de B os semigrupos numéricos generalizados S’ tais que SG(S)
Remova de B o0s semigrupos numéricos generalizados S’ tal que existe T €
Seja C = {S" € B|S" nao € irredutivel };

Seja I = {S" € B|S’ € irredutivel };

g
) Ic
)
)
) Se C (), volte para o passo (3);
)
0

TCS’

(4
(5
(6
(7
(8
(9) Para cada S" € 1, calcule C(S");

(10) Retorne um conjunto de semigrupos Si,...S. tal que sao minnimais em I e

C(S))U---UC(S) = SG(S).

Vamos explicar brevemente algumas linhas do algoritmo anterior:

e Passo (3): Os semigrupos S sdo obtidos como S’ U {z} com = € SG(S").

e Passo (4): Se SG(S) C 5, pela Proposi¢ao 2.25, S’ ndo aparece na representacao de S
como uma intersegao de SNGs.

e Passo (5): J& que queremos calcular uma decomposigao minimal de S como uma intersegao
de semigrupos irredutiveis, nao precisamos de semigrupos que contenham um SNG irredutivel
obtido.

e Passo (8): Pelos passos (4) e (5), teremos que C serd vazio em alguma iteragao.

e Passo (10): Como MinimaiscZ(S) C I, podemos obter uma decomposi¢ao minimal como
na Proposicao 2.22.

Sabemos que para semigrupos numéricos uma decomposicao minimal como definida na
Proposicao 2.22 nao é tinica e nem sempre é minimal com relagao ao nimero de semigrupos
que aparecem na decomposi¢ao. O mesmo acontece para SNGs. No passo (10) do Algoritmo
2.26 também poderiamos produzir uma decomposi¢ao de um SNG contendo o menor ntimero
de elementos irredutiveis.

Exemplo 2.27 Tome S = N2\ {(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}, entdo:

(1) SG(S) = {(0,1),(1,1),(2,0), (2, 1)},

(2)I=0eC={S};

(3) B={SuU{(0,1)},Su{(1,1)},SuU{(2,0)},SU{(2,1)}}; (aqui B jd estd com as devidas
remogoes dos itens (4) e (5) do algoritmo)

(6) C = B;

(7) I =0;

(como C' # 0, pelo passo (8) voltamos para o passo (3))
(3) Observe que

e SG(SU{(0,1)}) = {(1,1),(2, 1)}

d SG(SU {(17 1)}) = {(07 1)7 (270>7 (27 1)}

d SG(SU {(270)}) = {(170)’ (1’ 1)7 (27 1)}

e SG(SU{(2,1D)}) ={(0,1),(1,1),(2,0)}, logo
B={50{(0,1),(1,1)},SU{(0,1),(2,1)},SU{(1,1),(2,0)}, SU{(1,1),(2,1)}
SU{(1,0),(2,0)},SU{(2,0),(2,1)}}; (aqui B jd estd com as devidas remog¢oes dos itens

(4) e (5) do algoritmo)
(6) C={5U{(0,1),(2, 1)}, SU{(1,1),(2,1)}, SU{(2,0),(2,1)}},
(7) I ={5U{(0,1), (1, 1)}, SU{(1,1),(2,0)},SU{(1,0),(2,0)}};

(como C' # 0, pelo passo (8) voltamos para o passo (3))
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(3) Observe que

e SG(SU{(0,1),(2,1)}) ={(1,1),(2,0)}

e SG(SU{(1,1),(2,1)}) ={(0,1),(2,0)}

e SG(SU{(2,0),(2,1)}) = {(1,0),(1,0), (1,1)}, logo

B ={SU{(0,1),(2,0),(2,1)}}; (aqui B jd estd com as devidas remog¢oes dos itens 4 e 5
do algoritmo)

(6) C'=0:

(7) I ={5U{(0, )3 S UL 1),(2,0)},5 UA(L,0),(2,0)}, 5 U{(0,1),(2,0), (2, 1) }}

(0,1),(1,1)}, 8
(9) C(SU{(0,1),(1,1)}) ={(2,
C(SU{(1,1),(2,0
C(SU{(1,0),(2,0
C(SU{(0,1),(2,0
0

O conjunto de lacunas especiais de um SNG nos permite obter algumas propriedades sobre a
maximalidade de um dado SNG no conjunto de todos os SNGs.

Proposigao 2.28 Seja S C N um SNG e {hy,..., b} C G(S). Entdio as sequintes condigoes
sao equivalente:

1) S € mazimal com respeito a inclusao de SNGs T tal que T N{hy, ..., h} = 0;

2) SG(S) C{hy,..., I}

Demonstracao. 1 =-2) Seja h € G(S) e suponha que h & {hy,...,h;}, entdo S C SU{h}
e (SU{h})N{hy,...,h} =0, contrariando a hipdtese.

2 = 1) Seja T um SNG tal que TN {hy,...,h;} = 0 e suponha que S C T. Considere
h € Maximais<(T \ S). Pelo Lema 2.23, h € SG(S), mas h ¢ {hy,..., h}, ja que T'N
{h1,...,h} =0, o que é uma contradigao. O

Isso significa que se S e T sao dois SNGs tais que SG(S) = SG(T') mas G(S) # G(T), entao
S¢TeT ¢S.

2.4 Unicidade do elemento Frobenius

Em N¢ nao existe uma ordem natural total, entdao nao é imediatamente claro como definir
o elemento Frobenius de um SNG (como ¢é para semigrupos numéricos em N). Em [6] esse
objetivo é alcancado definindo uma ordem monomial casual, cujo principal propdsito é permitir
a construcao de uma drvore de SNGs para cada d, de modo similar ao caso d = 1. O elemento
Frobenius de um SNG é unicamente determinado com respeito a ordem monomial casual de-
finida. Desejamos investigar condig¢oes para as quais o elemento Frobenius nao depende da
ordem monomial casual escolhida.

Definicao 2.29 Uma ordem total, <, nos elementos de N? é chamada uma ordem monomial
casual se satisfaz:

(i) Se v,we N? e v < w, entdo v < w+ u, para qualquer u € N¢,

(ii) Se ve N? e v #£ 0, entdo 0 < v.

As ordens monomiais mais conhecidas definidas nos monémios de um dado anel polinomial
induz em N¢ ordens totais que podem ser chamadas de ordens monomiais em N?, e tais ordens
sdo, em particular, ordens monomiais casuais (a volta nao é verdadeira). Serd 1til considerar
que qualquer ordem monomial nos elementos de N¢ pode ser definida em termos de produtos
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escalares por meio de uma colecao ordenada de d vetores peso linearmente independente em
Rio. Mais precisamente, se wi, wo, ..., wy sao vetores linearmente independentes em Rio,
entdo podemos definir uma ordem monomial <,, nos elementos de N¢ por

u <,, ¥ < 0 menor i para o qual w; - u # w; - v temos que w; - U < W; - V.
Além disso, <, também é uma ordem monomial casual.

Exemplo 2.30 A sequir daremos alguns exemplos de ordens monomiais casuais em N?:

1) A ordem lexicogrdfica determinada pelos vetores peso w; = €;, onde e; = (1,0,0,...,0),
e; =(0,1,0,...,0),...,e4=1(0,0,0,...,1). Essa também é uma ordem monomial.

2) Toda permutagao dos elementos e;, para i € {1,...,d} determina uma ordem monomial
casual.

3) Sejam <1 uma ordem monomial e min(u) = min{u®|i = 1,...,d}. Defina u < v se

(1) min(u) < min(v), ou se

(i7) min(w) = min(v) e u <y v.

Observe que < ¢ uma ordem monomial casual, mas nao é uma ordem monomial em geral.
Para ilustrar essa situagao, note que tomando u = (0,2,3) e v=(1,1,3), temos que min(u) =
0 <1 =min(v). Seja k= (3,0,1). Dai, u+ k = (3,2,4) = min(u+ k) = 2, enquanto
v+k=(4,1,4) = min(v+ k) = 1, concluindo que a ordem monomial casual definida no item
3) ndo € uma ordem monomial.

Definicao 2.31 Sejam S C N¢ um SNG e < uma ordem monomial casual em N%. O elemento
Frobenius de S com respeito a <, denotado por f., é o maior elemento de G(S) com respeito
a <.

Proposicao 2.32 Toda ordem monomial casual em N? é uma extensio da ordem parcial na-
tural em N9,

Demonstracao. Sejam a, b € N? elementos distindo com a < b, entdo existe ¢ € N? tal que
a + ¢ = b. Além disso, seja < uma ordem monomial casual em N¢. Suponha que b < a, logo
b < a+ c = b, o que é uma contradicao. 0]

Proposigao 2.33 Sejam S C N um SNG e f € G(S). Entio f. = f para cada ordem
monomial casual < se, e somente se, f € o unico elemento mazimal em G(S) com respeito a
ordem parcial natural em N,

Demonstracao. A volta desse resultado é uma consequéncia direta da Proposicao 2.32. Ob-
serve que f deve ser maximal em G(S) com respeito & ordem natual parcial em N9, pois se
existe h € G(S) com f < h, entdo f < h para cada ordem monomial casual em N¢, pela Pro-
posigao 2.32. Precisamos mostrar que f é o Uinico elemento maximal. Se existe outro elemento
maximal g # f, como f £ g e g £ f, entdo g possui ao menos uma coordenada, digamos
a j-ésima, que é maior que a j-ésima coordenada de f. Vamos definir uma ordem monomial

casual, <, atribuindo vetores peso adequados w1, ws, ..., wy. Denote por e;, parai=1,...,d,
os vetores bésicos padrao. Fixando w, = e;, w; = e; e w; = e; para i # 1,7, temos que a
ordem monomial casual definida de tal maneira leva a f < g, contrariando a hipotese. 0

Pela Proposicao 2.33, se S é um SNG tal que existe um tnico elemento maximal f € G(S)
com respeito & ordem parcial natural em N¢, entdo S possui um tnico elemento Frobenius,
independentemente da ordem monomial casual fixada.
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Definigao 2.34 Seja S um SNG tal que existe um unico elemento mazimal f € G(S) com
respeito a ordem parcial < em N Chamamos (S, f) um SNG Frobenius e podemos nos referir
a f como o elemento Frobenius de S sem ambiguidade.

Observagao 2.35 Todo semigrupo numérico é um SNG Frobenius (S, f), onde f € o numero
de Frobenius.

Proposigao 2.36 Seja S C N¢ um SNG irredutivel com SG(S) = {f}. Entao, (S,f) é um
SNG Frobenius.

Demonstracao. Basta mostrar que f é o unico elemento maximal em G(S) com rela¢ao a
ordem parcial natural em N Seja h € G(S5), se h = J; é claro que h < f. Se h # g, pela
Proposicao 2.12, f —h € S C N?, assim h < f. O

Observagao 2.37 A volta da Proposicio 2.56 nao € verdadeira. Se S = N?\{(0, 1), (0,2), (0, 3),
(0,5),(0,6),(0,9)}, temos que (0,9) € o unico elemento maximal em G(S) com respeito a or-
dem parcial natural em N?, mas SG(S) = {(0,6),(0,9)}. Desse modo, (S,(0,9)) é um SNG

Frobenius, mas nao € irredutivel.
Corolario 2.38 SNGs simétricos e pseudo-simétricos sao SNGs Frobenius.

Proposicao 2.39 Seja S C N? um SNG. Entdo S € irredutivel com elemento Frobenius f se,
e somente se, € maximal no conjunto de todos os SNGs que nao contém f.

Demonstracao. =) Se S ¢é irredutivel com elemento Frobenius f, entao SG(S) = {f}, logo
o resultado segue da Proposicao 2.28.

<) Suponha que S = S; NSy, com S C Sy e S C 5. Entdao f € 51 NSy, contrariando a
hipétese. 0]

Agora desejamos investigar sobre a existéncia de ordens monomiais casuais tais que, com
respeito a elas, um elemento h € G(S) é o elemento Frobenius. Pela Proposigao 2.32, esses
elementos devem ser maximais em G(.S) com relagao & ordem parcial natural em N

Definigao 2.40 Seja S C N? um SNG e h € G(S). Chamamos h um Frobenius permissivel se
existe uma ordem monomial casual, <, tal que f, = h.

Proposigao 2.41 Seja S C N? um SNG cujo conjunto de lacunas G(S) possui exatamente
dois elementos mazimais, hi, hy, com respeito a ordem parcial natural em N?. Entio ambos hy
e hy sao Frobenius permitiveis.

Demonstragao. Basta mostrar que existem ordens monomiais casuais, <1, <9, tais que hy <
hy e hy <5 hy. Como h; e hy sao elementos maximais distintos, entao h; possui pelo menos
uma coordenada, digamos a i-ésima, tal que é maior que a i-ésima coordenada de hs, e hg
possui uma coordenada, suponha que é a j-ésima, tal que é maior que a j-ésima coordenada de
h,. Podemos definir duas ordens monomiais casuais pelos vetores peso, como na demonstragao
da Proposicao 2.33. Desse modo, seja <; tomando w, = e;, w; = e;, wy = e, para k # 1,7,
enquanto para <5 escolha w; = e;, w; = ey, wyp = e, para k # 1,7. Desse modo, h; <1 hy e
hy <5 hy, como desejado. O
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Exemplo 2.42 Se G(S) mais do que um elemento mazimal, o mesmo argumento ndo funci-
ona, mas ainda pode acontecer de que qualquer elemento maximal em G(S) é um Frobenius
permitivel, como no sequinte exemplo:

Seja S = N*\ {(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,0),(5,0),(7,0)}, ilustrado na se-
guinte imagem, onde 0s pontos brancos sao lacunas, os pretos representam os elementos de
S que pertencem a drea do plano que deve ser analisada, e 0s vermelhos sao os elementos
mazimais de G(S) com relagao a ordem parcial natural.

y
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Tomando e; = (1,0) e ex = (0, 1), temos que

e (1,3) € Frobenius permitivel, pois podemos definir < uma ordem monomial casual pelos
vetores peso wy = ey e wy = €. Dai, (7,0) < (2,1) < (1,3);

e (7,0) é Frobenius permitivel, pois podemos definir < uma ordem monomial casual pelos
vetores peso wy = e, e wy = €. Dai, (1,3) < (2,1) < (7,0);

e também é Frobenius permitivel com respeito a ordem monomial casual < definida no item
3) do Exemplo 2.50, ondem <y € a ordem lexicogrdfica. Dat, (7,0) < (1,3) < (2,1).

2.5 Formulas para SNGs Frobenius e irredutiveis

Nessa secao vamos dar algumas caracterizagoees de SNGs simétricos e pseudo-simétricos
em termos do elementos Frobenius e do género. Vamos comecar dando algumas notacgoes.

Para um elemento z € N, vamos usar  + 1 para referir ao elemento de N cuja i-ésima
coordenada é () + 1, para todo i € {1,...,d}, e o simbolo |z| para representar zV) - .. (@,
o produto das coordenadas de x.

Definicao 2.43 Sejam S C N? um SNG, h € N¢, e < a ordem parcial natural em N?. Defina
0s conjuntos:

e 7(h) = {n € Nn < h};

o LG(h) = {g€ G(5)|g < h};

e N(h) ={nen(h)|necS};

o MG(S) € o conjunto dos elementos maximais de G(S), com respeito a ordem parcial
natural.

Lema 2.44 Sejam h € N ¢ S C N um SNG. Entdo as sequintes propriedades sio vdlidades:
(1) |r(R)] = (A + 1)(AP + 1) - (D + 1) = |h+ 1]x;
(2) IN(h)| + |LG(h)| = |h+ 1]..
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Demonstracao. Observe que m(h) representa o conjunto de pontos inteiros do hiper retangulo
cujos vértices sao h, a origem dos eixos, e os pontos cujas coordenadas sao (h(l),O, ..., 0),
(0,R?,0,...,0),...,(0,...,0,h®). Veja a figura a seguir (os pontos marcados sdo elementos
do conjunto 7((3,4)) em N?):

y

4

0 @ & ® ¢ ®

2@ L ] L ] [ L] ®

19 ® L ] L ] L] @

X

o @ L L 4 & @

0 1 2 3 B 5 6

Assim, é facil concluir a primeira afirmagao. A segunda segue do fato de que w(h) =
N(h) U LG(h), para todo h € N? e que N(h) e LG(h) sao disjuntos. O

Proposigao 2.45 Seja (S, f) um SNG Frobenius de género g em N, Entdo, 29 > |f+ 1|«.

Demonstracao. Observe que g = |G(S)| = |LG(f)|, pois (S, f) ¢ um SNG Frobenius. Além
disso, se © € N(f), entdo < f, ja que f ¢ S, logo existe y € w(f) tal que x +y = f
(observe que y nao pode pertencer a S, caso contrario deverfamos ter que f € S). Assim
y € LG(f), ou seja, cada elemento de N(f) estd relacionado com um de LG(f), o que significa

que [LG(f)[ = [N(f)|. Portanto, [f + 1|, = [LG(f)| + [N (f)] < 2g. 0

Todo semigrupo numérico ¢ um SNG Frobenius, e a proposi¢ao anterior nos da a inequagao

F(S) +1

bastante conhecida g > ,onde F(S) e g sao, respectivamente, o nimero de Frobenius

e o género de um dado semigrupo numérico.
Definigao 2.46 Sejam S C N? um SNG e h € G(S). Entio vamos definir a sequinte funcdo:
Uy, : N(h) — LG(h), s— h—s.
Efcicz'l ver que a func¢ao estd bem definida e € injetora.
Lema 2.47 Sejam S C N um SNG e h € G(S). Entio |[N(h)| < |LG(h)| <|G(S)|=g.
Demonstracao. Segue do fato de que a fungao ¥y é injetora. O
Vamos dar agora novas caracterizacoes para SNGs simétricos e pseudo-simétricos.

Teorema 2.48 Seja S C N um SNG de género g. Entdo S € simétrico se, e somente se,
eziste f € G(S) com 2g = |f+ 1|«. Além disso, f € o elemento Frobenius de S.
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Demonstracao. =) Suponha que S é simétrico. Entao, SG(S) = PF(S) = {f}, logo
LG(f) = G(S5), pela Proposi¢ao 2.36. Vamos mostrar que a funcao ¥, é bijetora, ou seja,
que também é sobrejetora. Se h € LG(f), como S é simétrico, entdo s = f — h € S,
assim W¢(s) = h e temos que a fungao é sobrejetora. Desse modo, |[N(f)| = |LG(f)| =g e
29 =|N(f)|+|LG(f)| = |f + 1|«, pelo Lema 2.44.

<) Seja f € G(S) tal que 2g = |f + 1|x. Pelos Lemas 2.44 e 2.47, segue que 29 =
IN(F)|+ |LG(f)| < 2|LG(f)| < 2g. Desse modo, |[LG(f)| =g e |[N(f)| = g, consequentemente
U; é bijetora. Agora vamos provar que para todo h € G(S), temos que f —h € S. Como
|ILG(f)| = g e Uy é sobrejetora, entao LG(f) = G(S) e se h € G(S5), existe s € S tal que
Us(s) = f — s = h, em outras palavras, f — h = s € S. Pelo Teorema 2.15 segue que S é
simétrico, em particular f € MG(S), concluindo que é o elemento Frobenius. O

Teorema 2.49 Seja S C N um SNG de género g. Entdo S é pseudo-simétrico se, e somente
se, eziste f€ G(S) com 2g —1 = |f+ 1|«. Além disso, f é o elemento Frobenius de S.

Demonstracao. =-) Suponha que S é pseudo-simétrico, entao PF(S) = {f, Jg}, SG(S) =

{f} e LG(f) = G(S5). Além disso, para cada h € G(S), com h # 'g, temos que f —h € S, entao

argumentando como na demonstragao do Teorema 2.48, podemos provar que | N (f)|+|LG(f)| =
gtg—1=29—1.

<) Seja f € G(S) tal que 29 — 1 = |f + 1], em particular, todas as coordenadas de f sao
pares, e 2g — 1 = |N(f)| + |LG(f)| < 2|LG(f)| < 2g. Portanto, |LH(f)| = g (é impossivel

que 29 — 1 = 2|LG(f)]|), e como consequéncia |[N(f)] = g — 1. Além disso, Jg € G(S), pois

F € G(S), assim a funcio ¥y : N(f) — LG(f)\ {g}, induzida por Wy, ¢é bijetora. Isso implica

que, para cada h € LG(S)\ Jg}, isto é,se h € G(S) e h # %, existe s € S tal que f —s = h,

dai f — h € S. Consequentemente, S é pseudo-simétrico pelo Teorema 2.16, em particular,
f € MG(S), concluindo que é o elemento Frobenius. O

Exemplo 2.50 Seja S = N\ {(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1), (6 1)}. S é um SNG de
género g = 7 e para f = (6,1) € G(S) a igualdade 29 = (6 + 1)(1 + 1) € vdlida, logo S é
simétrico. Na verdade, temos que PF(S) = {(6,1)}.

Seja S = N? = {(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,0),(6,0),(12,0)}. S é um SNG de género
g = 7 e para o elemento f = (12,0), € valido que 2g — 1 = (12 + 1)(0 + 1), assim S" €
pseudo-simétrico. Além disso, PF(S") = {(12,0), (6,0)}.

Observagao 2.51 Se d = 1, entao o Teorema 2.48 se torna: S € simétrico se, e somente
se, 2g = F(S) + 1, onde F(S) é o nimero de Frobenius de S, que é um resultado bastante
conhecido para semigrupos numéricos. Para o Teorema 2.49, seque o resultado correspondente
sobre semigrupos numéricos pseudo-simétricos.

Exemplo 2.52 Seja S = N3\ {(1,0,0),(1,0,1),(2,0,0),(2,0,1)}. S é um SNG Frobenius com
elemento Frobenius f= (2,0,1). Além disso, 29 =8 > (2+1)(0+1)(1+ 1) =6, logo S nao é
irredutivel.

Seja S = N?\ {(1,0,0),(2,0,0),(2,0,1)}. Nesse caso, o elemento Frobenius é f= (2,1,0)
e29g=6=(2+1)(0+1)(1+1), em particular, S é simétrico.
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Capitulo 3

Sobre Quase Simetria em Semigrupos
Numeéricos Generalizados

Neste capitulo apresentaremos o que foi estudado em [3], cujo objetivo foi estender os
conceitos de semigrupos numéricos quase simétricos para SNGs em N¢, e construir uma arvore
de SNGs quase simétricos com elemento Frobenius fixo, cuja base é um semigrupo numérico
generalizado ordinario.

3.1 Preliminares

Vamos introduzir uma nova familia de SNGs estendendo ideias formuladas para semigrupos
numeéricos para o contexto de SNGs.

Definigao 3.1 Sejam S C N? um SNG e W' € PF(S). Defina a sequinte fun¢do:
Ui s N(W) = G(S)\ (PF(S)\ {W}), 2> K — @
Efcicil ver que Yy estd bem definida e € injetora.

Proposigao 3.2 Seja S C N um SNG com género g e tipo t. Para cada h € G(S), € vdlido
que

29+1—t>|h+ 1]x.
Demonstragao. Dados h’' € PF(S), como a fungio 1y ¢ injetora, segue que
IN(R)| < [H(S)\(PFS)\{R})|=g—-(t-1)=g+1—1
Consequentemente, usando o Lema 2.47, obtemos
B+ 1 = |[LG(R)|+[N(R) < g+ (g+1-1t) =29 +1—t,

para cada h' € PF(S). Agora, como PF(S) consiste nos elementos maximais de G(S) com
respeito a ordem parcial <g pela Proposigao 2.3, dado h € G(S), existe b’ € PF(S) tal que
h <g h'. Em particular, temos que h < h', e portanto, |h + 1|, < |h' +1|x <29+1—1t 0
que prova a equagao desejada para qualquer h € G(S). O

O limite superior dado na Proposi¢ao 3.2 motivou a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3 Seja S um SNG com género g e tipo t. Dizemos que S é quase simétrico se
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29+1—t=|h+ 1]y,
para algum h € G(S5).

Observe que os Teoremas 2.48 e 2.49 garantem que os SNGs irredutiveis sao uma subclasse
de SNGs quase simétricos.

Exemplo 3.4 Considere S = N?\ {(0,1),(0,2), (0, 3),(0,5),(0,6), (0,10)} o SNG com género
g = 6 e elemento Frobenius (0,10). Temos que PF(S) = {(0,5),(0,10)}, logo t(S) = 2. Desse
modo, S € quase simétrico, jd que

29+1—t=1241-2=11=11-1=|(1,11)].

Exemplo 3.5 Os SNGs ordindrios sio SNGs da forma S(f) = (N \ 7(f)) U {0} para algum
f e N< Eles sao exemplos de SNGs quase simétricos. De fato, para S(f) um SNG ordindrio,
temos que PF(S(f)) = G(S(f)), logo g(S(f)) = t(S(#)). Dai, 29(S(f)) +1—t(S(f)) = g(S(H)+

E natural perguntar quantos h € G(S) podem satisfazer a Definigdo 3.3 para S um SNG
quase simétrico. A resposta é uma consequéncia da proximo resultado:

Proposicao 3.6 Todo SNG quase simétrico é um SNG Frobenius. Em particular, se (S,f) é
um SNG quase simétrico com género g e tipo t, entao 2g +1 —t = |f+ 1]«.

Demonstragao. Seja S C N¢ um SNG quase simétrico e h € G(S) tal que a Definicao 3.3
é satisfeita. Pelo Lema 2.47 e pela demonstragao da Proposicao 3.2, |[LG(h)| < g e [N(h)| <
g+1—t.

Consequentemente, como |h + 1|, = |LG(h)| 4+ |N(h)|, o limite superior 2¢g + 1 — ¢ dado
na Proposigao 3.2 é alcancado por |h + 1|« se, e s6 se, |[LG(h)| = g e [N(h)| =g+ 1—t.
Assim, H(S) = LG(h), logo h é o tnico elemento maximal em H(S) com respeito a ordem
parcial natural <. Portanto, para um SNG quase simétrico .S, existe exatamente um elemento
h € G(95) que satisfaz a Definigao 3.3, que é o elemento Frobenius de S. O

Na referéncia [2] foi perguntado sobre a possibilidade de classificar outras classes de SNGs
Frobenius diferentes de irredutiveis. A proposicao anterior também se move em direcao a essa
questao.

Observacao 3.7 Colocando juntas as Proposicoes 3.2 e 3.6, podemos deduzir uma proprie-
dade de maximalidade para SNGs quase simétricos: todo SNG quase simétrico € maximal com
respeito a inclusao no conjunto dos SNGs Frobenius possuindo tipo e elemento Frobenius fiza-
dos. Isso ocorre pois, de acordo com os resultados mencionados acima, SNGs quase simétricos
atingem o menor género possivel entre os SNGs Frobenius com tipo e elemento Frobenius fixos.
Note, no entanto, que nem todo SNG com elemento Frobenius f e tipo t estd contido em um SNG
quase simétrico com mesmos elemento Frobenius e tipo. Por exemplo, S = S((2,1)) U {(0,1)}
possui elemento Frobenius (2,1) e tipo 2, e nao existe SNG quase simétrico com elemento Fro-
benius (2,1) e tipo 2, jd que nesse caso 2g —t + 1 é um nimero impar, enquanto |f+ 1|, =6
¢ par.

Observagao 3.8 Vule a pena notar que a Proposi¢ao 3.6 nos diz que um SNG Frobenius (S, f)
em N¢ ¢ quase simétrico se, e somente se, a fungdo 1y é uma bijecdo. Observe ainda que a
equivaléncia produz uma generalizacdo da Proposi¢ao 2.12, jd que, pelo visto na Defini¢ao 3.1,
significa que S € quase simétrico se, e sé se, para cada h € G(S)\ (PF(S)\ {f}) temos que
f—hesS.
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3.2 Simetrias em SNGs quase simétricos

Nessa se¢ao vamos investigar propriedades sobre simetrias dos elementos pseudo-Frobenius
e elementos no conjunto de Apéry que ocorrem em SNGs quase simétricos. O estudo de tais
propriedades segue o que foi feito na referéncia [8] para estender varios resultados dados para
semigrupos numéricos ao contexto de SNGs, providenciando algumas equivaléncias a nogao de
quase simetria.

Vamos comecar lembrando que uma ordem total < em N¢ é chamada ordem monomial se
satisfaz:

(i) Se v,w € N? e v < w, entdo v + u < w + u, para qualquer u € N%;

(i) Se v € NY e v # 0, entdao 0 < v.

Além disso, toda ordem monomial em N? é uma extensao da ordem parcial natural em N¢
(a demonstracao é similar a que foi feita na Proposi¢ao 2.32). O préximo lema é sobre certos
conjuntos finitos em N? ordenados por uma ordem monomial.

Lema 3.9 Sejam < uma ordem monomial em N¢ e {x; < @ < -+ < @_1} um subconjunto
de N¢. Suponha que existe f € N? tal que, para cadai € {1,...,t—1}, existe j € {1,...,t—1}
com z; + x; = f. Entdo, & + x,_; = f, para todo i € {1,...,t —1}.

Demonstracao. Suponha que, ao contrario do nosso objetivo, existe i € {1,...,t — 1} tal
que z; + x,—; # f. Consequentemente, podemos escolher i = min{l|]l < 1 < ¢t —1 com
x, + x,; # f}. Por hipétese, para esse i existe j € {1,...,t — 1} tal que =; + ; = f, com
j#t—i.Sej>t—i,entdao j=t— (i—k), onde 0 < k <t —1. Além disso, i — k < i, assim
Ti—g + Ti_(i—k) = f = x; + x;, isto é, x; = x;,_;, que é uma contradigao. Por outro lado, se
Jj <t—i, considere k € {1,...,t — 1} tal que ;,; + ¢ = f. Como k # i, temos os seguintes
casos:

e Se k < 1, entao xy + ¢, = f = x,_; + T, em particular x;_p = x,_;, concluindo que
k =14, contradizendo que k < i;

eSek>i, f=z;+x; <z +x; < Ty +x; = f, que é uma contradigao.

Assim, todos os casos deram uma contradigao, logo ¢,+x;—; = f, paratodoi € {1,...,t—1}.
O

3.2.1 Elementos pseudo-Frobenius

Vamos mostrar a seguir que o conjunto dos elementos pseudo-Frobenius tem um papel
importante na determinacao da propriedade de quase simetria em SNGs.

Definigao 3.10 Seja (S, f) um SNG Frobenius em N?. Definimos os conjuntos relacionados a
S:

a) Zs ={z € L%z < f} UN?, observe que G(S) C Zs;

b) L(S) ={h e G(S)|3W € G(S),h+ K = f}.

O proximo resultado estabelece algumas condigoes equivalentes para um SNG ser quase
simétrico, em termos dos seus elementos pseudo-Frobenius.

Proposigao 3.11 Seja (S, f) um SNG Frobenius em N¢ com tipo t. Desse modo, as sequintes
condicoes sao equivalentes:

i) S € quase simétrico;

i1) L(S) C PF(S);

iti) PF(S) = L(S) U {f},

iv) se he Zg\ S, entio f—he S, ou f—he PF(S);

v) se h e G(S), entio f—he S, ou f—he PF(S);

vi) para cada ordem monomial < em N¢, se
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PES)Nfy ={m <2 <+ <@,
entao
+x ;=f parai=1,....t—1;
vii) existe uma ordem monomial < em N? tal que se

PES\{fl={z << - < x4},

entao
+a;=f paorai=1,...,t—1.

Demonstracao. ¢ =-ii) Se existe h € L(S) \ PF(S). Como a fungao ¢y (dada na Definigao
3.1) é uma bijegao pela Observacao 3.8, obtemos que f — h € S, contradizendo que h € L(S).
Logo, L(S) C PF(S).

it = i11) Como L(S)U{f} C PF(S), suponha que existe h € PF(S) \ (L(S)U {f}). Dali,
f—heS\{0}eassim, f =h+ (f —h) e S, oque é uma contradicao.

iii = iv) Para h € Zg \ S, como Zg\ S = H(S)U ({z € Z%z < f} \ N%), em todos os
casos segue que h < f, desse modo f — h € N%. Suponha que f — h ¢ PF(S). Entao obtemos
por iii) que f — h ¢ L(S), e temos duas possibilidades. Primeiro, se f — h ¢ G(S), entdo
f—heS (jdque f —h € N%). Na segunda possibilidade, f —h € G(S),e f > f — h, em
particular, h = f — (f — h) € N4 Como h ¢ S, segue que h € G(S). Assim , f —h € G(5) e
f—(f—h)=hecG(S),isto é, f —h € L(S), contrariando a hipdtese.

iv = v) Essa é uma consequéncia imediata, ja que G(S) C Zg \ S.

v = vi) Seja x; € PF(S)\{f}. Observe que f —x; ¢ S, caso contrario, como x; € PF(S),
terfamos que f = x; + (f — x;) € S. Desse modo, segue de v) que f —x; € PF(S)\ {f}, e
consequentemente, x; + ¢; = f, para algum j € {1,...,t — 1}. A afirmacdo segue agora do
Lema 3.9.

vi = vii) Essa implicagao é trivial.

vii = 1) Pela Observacao 3.8, basta mostrar que a fungdo ¢y (dada na Definicdo 3.1) é
bijetora, isto é, f € G(S) \ PF(S) implica que f —h € S. Se h € G(S) \ PF(S), pela
Proposigao 2.3, temos que h <g g, para algum g € PF(S). Se g = f, finalizamos, ja que
isso daria f — h € S. Caso contrario, temos h <g x;, para algum i € {1,...,t — 1}, e entdo
(f —xi—;) —h =z;,— h € S\ {0} por vii). Portanto, f —h =x; ;+ ((f —x:—;) —h) € S. O

Como uma consequéncia, obtemos a seguinte descricao para SNGs pseudo-simétricos.

Corolario 3.12 Seja S C N? um SNG. Entio S é pseudo-simétrico se, e somente se, S é
quase simétrico e t(S) = 2.

Demonstracao. Se S é pseudo-simétrico é claro que S possui tipo 2 e é quase simétrico.
Por outro lado, assuma que S é quase simétrico com elemento Frobenius f e tipo 2. Entao,
PF(S)\ {f} = {x} e pelo item vi) da Proposigao 3.11, temos que 2z = f. Assim, PF(S) =

f, 5 (7 °u seja, S é pseudo-simétrico. O

Observacao 3.13 Seja S um submonoide de N%. Podemos definir um idela relativo de S como
um subconjunto I de Z% tal que I+S C I e s+1 C S, para algum s € S, generalizando conceitos
conhecidos como estio escritos em [8] . Para um semigrupo numéricos quase simétrico S (ou
seja, quando d = 1), Zs = 7 e a condi¢ao iv) da Proposi¢do 3.11 podemos reescrever como: se
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h € Z\S, entao f—h € S, ou f—h € PF(S), onde f é o niimero de Frobenius. A generalizagao
natural dessa condicao para um SNG Frobenius (S, f) em N com d > 1 se torna: se h € Z4\ S,
entio f—h € S, ou f—h € PF(S). Entretanto, essa formula¢ao generalizada nao € valida para
SNGSs quase simétricos S C N¢ quando d > 1, como podemos ver no exemplo a sequir. Esse
comportamento pode ser relacionado com o fato de que o conjunto Kg = {f— hlh € Z%\ S}
nao € um ideal relativo, no sentido de que nao € verdade que s+ Kg C S, para algum s € S.
Observe no entanto que isso € vdlido se considerarmos Kg = {f— h|lh € Zs\ S} no lugar de
Ks.

Exemplo 3.14 Seja S = N?\ {(0,1),(0,2)}. Como S € pseudo-simétrico, deve ser quase
simétrico e possui elemento Frobenius f= (0,2). Para cadan € N, considere que (—n,3) ¢ Zg,
ja que f— (—n,3) = (n,—1) & N2, logo ndo pertence a S nem a PF(S). Além disso, Kg
nao € um ideal relativo de S. Se é verdade que s+ Kg C S, para algum s = (s1,$2) € S,
tomando t = f— h € Kg, com h = (hy, hy) tal que hy > 0 e hy > s9 + 2, temos que s+ t =
(s1 — hi,82+ 2 — hy) & N2, e assim nao pertence a S. Um exemplo de elementos que pertence
aZs é(—n,1), comn € N.

3.2.2 Apéry e conjuntos relacionados

Conjuntos de Apéry estao envolvidos com o tépico de quase simetria em semigrupos numéricos
por meio das caracterizacoes dadas em [8]. No que segue, apds relembras algumas ferramentas
uteis, vamos introduzir um conjunto especial dos conjuntos de Apéry que preserva algumas
propriedades interessantes dos conjuntos de Apéry do caso de semigrupos numéricos e per-
mite produzir uma generalizagao dessas caracterizagoes no contexto de SNGs. Vamos comecar
relembrando a definicdo do conjunto de Apéry para submonoides de N¢,

Definicao 3.15 Seja S C N um monoide e n € S. O conjunto de Apéry de S com respeito a
n € o conjunto

Ap(S,m) = {s € Sls—n ¢ S},
onde s — m representa a diferenca usual em 7.

Observagao 3.16 Observe que se S C N¢ é um monoide e 81,8, € S, com 8, + 8, € Ap(S, n).
Entao s, 8, € Ap(S,n). De fato, se sy—n € S, entao s;+s,—n € S, o que é uma contradi¢ao.

Lembrando que a principal diferenca entre o conjunto de Apéry de um submonoide de N e
um submonoide de N% com d > 1 é que no segundo caso o conjunto de Apéry pode conter uma
quantidade infinita de elementos, vamos focar em um subconjunto do conjunto de Apéry, que
foi introduzido primeiro em [1].

Definigao 3.17 Sejam S C N¢ um SNG e n € S. Definimos o conjunto de Apéry reduzido de
S com respeito a m como

C(S,n) ={s € Ap(S,n)|s < h+ n para algum h € G(S)}.

Observe que para semigrupos numéricos C'(S,n) = Ap(S,n). Algumas relagoes tteis de
C(S,n) e Ap(S, n) sdo dadas no préximo resultado.

Proposicao 3.18 Sejam S C N? um SNG e n € S. As sequintes afirmacdes sio vdlidas:
1) Mazimais<Ap(S,n) = Mazimais<C(S,n) = {h+ n|lh € Mazimais<G(S)};
2) Mazimais<,Ap(S,n) C Mazximais<,C(S,n).
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Demonstracao. Sejam ey, ..., ey 0s vetores bésicos padrao de N¢.

1) Seja a € S maximal em Ap(S, n) com respeito a ordem parcial natural. Dai, a —n ¢ S.
Se a —n ¢ N7 entdo existe i € {1,2,...,d} tal que é possivel escrever a = a’ + aVe; e
n = n'+ne; onde a’,n’ € N? cuja i-ésima coordenada é zero, e al) < n. Como G(S)
é finito, as coordenadas dos elementos de G(S) sao limitadas, portanto, existe ¢ € N tal que
x=a+te; € S, comj#i. Em particular, a < x ex—n ¢ S, contradizendo a maximalidade
de a. Assim, a — n € N, isto é, existe h maximal em G(S) com respeito a ordem parcial
natural tal que @ — n < h. Desse modo, a < h+n e h+mn € Ap(S,n). Pela maximalidade
de a, segue que a = h + n. Além disso, segue da definicao que C(S,n) possui os mesmos
elementos maximal.

2) Seja @ maximal em Ap(S,n) com respeito a ordem parcial <g. Entdo, h = a — n €
PF(S), pela Proposigao 2.4. Em particular, @ = h + n, ou seja, a € C(S,n). Se existe
s € C(S,n) tal que a <g s, obtemos uma contradi¢ao com a maximalidade de a em Ap(S,n),
pois s € Ap(S, n). O

Em geral é verdade que Mazimais<,Ap(S,n) C Maximais<,C(S,n), como podemos ver
no proximo exemplo.

Exemplo 3.19 Seja S = N2\ {(0,1),(0,3),(1,0),(1,1),(1,3),(2,1),(2,0),(3,0)}, como ilus-
trado na figura a sequir.

y
30 O ® ®
2@ ] ] ®
1Q O O ®
X
® O &, O
0 1 2 3 4

Vamos calcular os conguntos Ap(S,n) e C(S,n), para n = (4,0).

Ap(s, (4’0)) = {(0’0)7(072)7(()?”)?(1’ 1
(4, 1), (4, 3), (5, 0), (5, ), (5, 3

(S, (4,0)) ={(0,0),(0,2), (1,2

Observe que:

o Maximais<Ap(S,n) = {(7,0),(6,1),(5,3)};

o Maximais<C(S,n) ={(7,0),(6,1),(5,3)};

° Ma:mma23<SAp( n) = {(4,3), ( 0),(5,3),(6,1),(6,0),(7,0)};

o Mazimais<,C(5,n) ={(4,3), (5, 0) (5,3),(6,1),(6,0),(7,0),(3,3),(3,2),(2,3) }.

Além disso, (3,3) ndo é mazximal em Ap(S,(4,0)) com respeito a ordem parcial <g, pois
(3,5) — (3,3) =(0,2) € S e (3,5) € Ap(S, (4,0)), mas (3,3) € Mazximais<,C(S, n).

Teorema 3.20 Sejam S C N? um SNG, n € S e < uma ordem monomial em N%. Entdo S é
quase simétrico com tipo t se, e somente se, é possivel ordenar o conjunto C(S,n) da maneira
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CSn)={aqy=0<a; < <a,}U{by <---<b_1},

com as sequintes condicoes:
1) b1 < ap;
2) by —n €N para cada i € {1,...,t—1};
3) b; £s bj, para cada i # j;
4) a; + ,_; = @, para todo i € {0,1,...,m};
5) bj + bi_; = a,, +n, para todo j € {1,...,t—1}.

Demonstracao. =-) Suponha que S é quase simétrico com tipo ¢, em particular S possui
um unico elemento Frobenius f. Pela Proposicao 3.18, Maximais<C(S,n) = {f + n}, e
tome a,, = f + n. Observe que se & € PF(S), entao é possivel escrever € = b — n, com
b € S. Assim, seja PF(S) ={b;—n,a,, —nli=1,...,t — 1}, com b; < by < -+ < b;_1.
Em particular, b; € C(S,n), para cada i € {1,...,¢t — 1} e observe que b; £5 b; para todo
i # je b1 < ay. Considere os dois conjuntos disjuntos {ay = 0 < a3 < -+ < a,} e
by < -+ < by_1, cuja unidao é C'(S,n). Pela Lema 3.9 é suficiente provar que

(1) para cada a;, existe a; tal que a; + a; = a,;

(2) para cada a;, existe b; tal que b, + b; = a,, + n.

(1) Sejai € {1,...,m — 1} (parai =0 e i =m ¢ trivial) e considere o elemento a;. Temos
que a;—n ¢ S ecomo a; € C(S,n), entdo f—(a;—n) = f+n—a; € N ouseja, a;—n € Zs.
Seja ¢ = a,, —a; = f —(a;—n), como S é quase simétrico segue que & € PF(S), pelo item iv)
da Proposicao 3.11. Se ¢ € PF(S), pelo item vi) da Proposi¢ao 3.11, a;—n = f —x € PF(95),
que é uma contradicao com a definicao de a;. Desse modo, € S, em particular a,, = a; +
e segue, pela Observacao 3.16, que ¢ € Ap(S, n). Além disso, ¢ < f+n, logo ¢ € C(S,n). Se
x = b; para algum j € {1,...,t — 1}, entdo f = a; + (b; — n), que é uma contradigao, ja que
a;, € Seb;—n € PF(S). Assim, podemos concluir que £ = a;, para algum j € {1,...,m—1}
e a, = a;+ a;.

(2) Seja i € {1,...,t—1} e considere o elemento b;. Entao, b, —n € PF(S) e pelo item vi)
da Proposigao 3.11, temos que (b; — n) + & = f para algum € PF(S)\ {f}. Em particular,
x =b; —n paraalgum j € {1,...,t —1},isto é, b, + b, = f +2n = a,, + n.

<) Queremos provar que S é quase simétrico de tipo ¢ mostrando que a,, — n é o elemento
Frobenius de S e PF(S)\{a, —n}={b;—n <by—n <--- < b,y —n}, jd que nesse caso
(bj—n)+(byij—n)=a,+n—2n=a, —n, paratodoi=1,...,t—1, ou seja, S é quase
simétrico pelo item vii) da Proposicao 3.11.

Pelo fato de que a; + a,,—; = a,, para todo i € {0,1,...,m} e b; + b;_; = a,, + n para
todoi € {1,...,t—1}, obtemos que Mazimais<C(S,n) = {a,,}, em particular S é Frobenius,
com elemento Frobenius f = a,, — n. Além disso, a; <s a,, para cada i € {0,1,...,m — 1},
isto é, a; — n ¢ PF(S), para cada i € {0,1,...,m — 1} pela Proposi¢ao 2.4. Portanto,
PF(S)\{am —n} C{by—n <by—mn <--- < b,_1 —n} pela Proposi¢ao 2.4 e pelo item
2) da Proposigao 3.18. Suponha que b; — n ¢ PF(S) para algum ¢ € {1,...,t —1}. Como
b; — n € N¢ segue que b; — n € G(9) e existe s € S\ {0} tal que b, — n + s € PF(S). Se
b, — b+ s = b; — n para algum j # 7, obtemos que b; <g b;, o que é uma contradigao. Assim,
a Unica possibilidade é b; — n + s = f. Nesse caso, temos que b; + s + n = a,, + n, e desse
modo s +n = b;_;, em particular, s = b,_; — n ¢ S, contrariando a defini¢ao de s. Portanto,
b, —n € PF(S), paracada i € {1,...,t —1}. O

Observando que para semigrupos numéricos C'(S,n) = Ap(S,n), o resultado anterior nos
da uma generalizagao para o contexto dos SNGs da descricao de semigrupos numéricos quase
simétricos com respeito ao conjunto de Apéry (conforme o Teorema 2.4 da referéncia [8]).
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Observagao 3.21 Se S C N? ¢ um SNG quase simétrico, n€ S e C(S,n) = {ay = 0 < a; <
oL@t U{by < -+ < b1} com as hipdteses do Teorema 3.20, entdo pela demonstrac¢ao do
teorema temos que PF(S) ={b;—n,a, —nji=1,...,t —1}.

Corolario 3.22 Sejam S C N¢ um SNG quase simétrico e n € S. Entdo,
Mazimais< Ap(S, n) = Mazimais<,C (S, n).

Demonstracao. Considere C(S,n) = {ap =0 < a1 < -+ < @, U{b; < -+ < b1}
com as hipéteses do Teorema 3.20. Como a; + a@,,_; = a,, para todo i € {0,1,...,m}, entdao
a; <g a,, paratodoi € {0,1,...,m—1}. Além disso, b; L5 a,, paracadai € {1,...,t—1},ja
que b+ (bi—;—n) = a,, e by_;—n € G(S5). Assim, Mazimais<,C(S,n) = {by,...,bi_1, an}.
Sejam a,, e b; para i € {1,...,t — 1}, dai pela Observagao 3.21 temos que a,, — n,b; —n €
PF(S) e pela Proposicao 2.4 segue que a,, b; € Maximais<,Ap(S,n). O

Consequentemente, para SNGs quase simétricos é verdade que a igualdade do item 2) da
Proposicao 3.18.

Exemplo 3.23 Seja S = N2\ {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,2)} o semigrupo
numérico com elemento Frobenius f = (3,2) e género g = 8. Temos que PF(S) = {(1,0),(1,1),(2,1), (2,
em particular, t(S) = 5. Temos que S € quase simétrico, pois 2g(S)+1—t(S)=2-8+1—-5=
12=4-3=|f+ 1.

A figura a seguir ilustra o semigrupo numérico S, onde os elementos em PF(S) estdo
marcados em vermelho, os elementos em G(S)\ PF(S) em branco e os elementos em N(f) em
preto.
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Vamos calcular o conjunto C(S, (3,1)) e ordenar de acordo com o Teorema 3.20. Conside-
rando a ordem lexicogrdfica, podemos ordenar o conjunto da sequinte maneira:
C(5,(3,1)) ={(0,0),(1,3),(2,0),(2,3),(3,0), (3,3), (4,0), (4,3), (5,0), (6,0), (6,3) }u{(4, 1), (4,2), (
Usando agora a ordem lexicogrdfica reversa, podemos arranjar o conjunto da forma:
C(S,(3,1)) = {(0,0),(2,0),(0,3),(3,0), (1,3), (4,0),(2,3), (5,0), (3,3),(6,0), (4,3), (6,3) } U
{(4,1),(4,2),(5,2),(5,3)}.

Observe que, em ambos o0s casos, o Teorema 3.20 € verificado.

As duas caracterizagoes seguintes para SNGs simétricos e pseudo-simétricos sao simples
consequencias do Teorema 3.20 e da Observacao 3.21. Elas também podem ser vistas como
generalizagoes de resultados bem conhecidos em semigrupos numéricos.

Corolério 3.24 Sejam S C N? um SNG, n € S e < uma ordem monomial em N?. Entdio S
¢ simétrico se, e somente se, C(S,n) = {ayg < a1 < -+ < a,}, com @ + @y,_; = a, para
1=0,1,...,m.

Corolério 3.25 Sejam S C N? um SNG, n € S e < uma ordem monomial em N%. Entdo S ¢é
pseudo-simétrico se, e somente se, C(S,n) ={ay < a; < -+ < a,, = f+n}U {g + n}, onde f

¢ mazimal em G(S) com respeito a ordem parcial natural e a;+ @y—; = @, parai =0,1,... m.
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3.3 Calculando todos os SNGs quase simétricos com ele-
mento Frobenius fixado

Comecando da observacao de que todo f € N¢ é o elemento Frobenius de um SNG quase
simétrico, j& que podemos usar o SNG ordinario S(f) como introduzido no Exemplo 3.5, vamos
apresentar nessa secao alguns processos para obter todos os SNGs quase simétricos possuindo
f como elemento Frobenius. Em especial, vamos mostrar que esses métodos nos permitem
ordenar todos os SNGs quase simétricos com elemento Frobenius fixado em uma arvore com
raiz, que é uma nocao da teoria de grafos, e cujo objetivo principal é enumera-los, ja que
listamos SNGs quase simétricos com elemento Frobenius fixo sem repeticao.

Vamos considerar primeiro quando a extensao unitaria de um SNG preserva a propriedade
de ser quase simétrico. Relembre que se S é um SNG e x ¢ S, entdao SU {x} é um SNG se, e
sé se, x € SG(S).

Proposicao 3.26 Sejam S C N? um SNG quase simétrico com elemento Frobenius f e @ €
SG(S)\{f}. Entao SU{x} € quase simétrico se, e somente se, PF(SU{x}) = PF(S)\{z, f—z}.

Demonstracao. =) Suponha que SU{x} é quase simétrico. Seja h € PF(SU{x}), observe
que f—h ¢ SU{z} etambém que h # f —x,jaque h € PF(SU{x}) e h+x =Ff ¢ SU{z}.
Tomando s € S\{0}, entdao h+s € SU{x}, mas h+s # x, caso contrario, (f —x)+s = f—h,
o que é uma contradi¢do, ja que f —x € PF(S) e f—h ¢ S, logo h € PF(S). Seja
he PF(S)\{z,f —x},se h+x ¢ SU{x},entdo f —h—x € SU{z} e como f — h # z,
assim f —h € S, mas isso é uma contradicao, de fato f —h € PF(S) pois S é quase simétrico.
Portanto, h € PF(SU{x}).

<) Assuma que PF(S U {x}) = PF(S)\ {z,f — x}. Dai, t(SU{x}) = t(S) —2 e
2g(SU{z}) —t(SU{x})+1=29(S) —t(S)+1=|f +1|«. O

No proximo resultado mostramos quando a propriedade de ser quase simétrico é preservada
ao remover um elemento de um SNG. Relembre que se S é um SNG e € 5, entao S\ {z} é
um SNG se, e somente se, & é um gerador minimal de S, ou seja, x € S*\ (S* + S*).

Proposicao 3.27 Sejam T C N¢ um SNG quase simétrico com elemento Frobenius f e  um
gerador minimal de T tal que © < f. Entao T \ {x} € quase simétrico se, e somente se,

f—xze PF(T\A{x}), em particular, PF(T) = PF(T \ {z}) \ {z, f— «}.

Demonstracao. Se T'\ {z} é quase simétrico, como & ¢ um gerador minimal de 7', temos
que ¢ € PF(T \ {x}), e em particular, f — x € PF(T \ {x}). Suponha que f —x €
PF(T\{x}), vamos provar que PF(T) = PF(T\{x})\{z,f —x}. Seja h € PF(T). Entao,
f—hePFT),logoh#xeh#f—x SetecT\{x} CT, assimh+1t e T ese
h+t=z temosque f—h=(f—x)+tecT\{z} CT,jadque f—z € PF(T\ {z}),
que ¢ uma contradigdo. Dai, h +t € T \{x} e h € PF(T \{z}) \ {z,f — z}. Assuma
que h € PF(T\ {z})\ {z,f — «}, a fim de provar que h € PF(T), é suficiente mostrar que
h+xzecT. Seh+x¢T,segueque f—h—xcTouf—h—axc PF(T), peloitem v) da
Proposigao 3.11. Em ambos os casos, f —h € T\ {z}, contrariando que h € PF(T \ {z}).
Desse modo, PF(T) = PF(T \ {z}) \ {x,f — «}, em particular, t(T \ {x}) = t(T) + 2 e,
portanto, 29(T'\ {z}) —t(T\{z})+1=29(T) —t(T)+ 1 = |f + 1|«, ou seja, T\ {x} é quase
simétrico. O

Observacao 3.28 Note que os métodos de adicionar e remover um unico elemento em SNGs
quase simétricos descritos, respectivamente, nas Proposicoes 3.26 e 3.27 sao um tipo de inverso
um do outro, no sentido que:

e se x € SG(S)\ {f}, entao = é um gerador minimal de S U {x} com x < f;

e se x é um gerador minimal de T, com x < f, entio © € SG(T \ {z}) \ {f}.
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Definicao 3.29 Sejam S C N¢ um SNG com elemento Frobenius f e < uma ordem monomial.
Considerando N(S) = {z € S|z < f}, definimos:

a) Q(S) ={xz e SG(S)\ {f}|SU{x} € quase simétrico};

b) Q<(5) = {z € Q(S)|z < y para todo y € (N(S)\ {0}) U {f}}.

Além disso, se S é nao ordindrio, definimos men<(S) = min<(N(S)\ {0}).

Para um SNG nao ordindrio, a existéncia de um elemento satisfazendo as condigoes da
Proposicao 3.27 é garantida pelo seguinte resultado:

Lema 3.30 Seja T C N? um SNG quase simétrico nao ordindrio com elemento Frobenius f.
Seja < uma ordem monomial e x = men(T). Entao f— x € PF(T \ {x}), em particular,
T\ {x} € quase simétrico.

Demonstracao. Como T é nao ordindrio, o conjunto {z € T*|z < f} é nado vazio, logo x
estd bem definido. Além disso, & é um gerador minimal de T, caso contrario, = x; + @2
com 1,y € T* e 1 < @, assim T\ {x&} é um SNG. Tome y = f — &, vamos provar que
y € PF(T \ {x}). Sejat € T\ {x} e observe que f é o elemento Frobenius de 7'\ {x}. Se
tLfentaoy+t L f.daly+teT\{z}. Set<f, temosquexz <tef=y+z<y=<t,
isto é, y +t € T\ {x}. Finalmente, T'\ {z} é quase simétrico pela Proposi¢ao 3.27. O

Lema 3.31 Seja S C N um SNG quase simétrico com elemento Frobenius f. Entdo existe

uma sequéncia S, C Sp,_1 C --- C Sy de SNGs quase simétricos tal que
e S, =3S(hH;
L4 Sl = S;

o Siv1 =S\ {men<(S,)}, para cada i € {1,...,n—1}, em particular men<(S;) € Q(Si+1).

Demonstracao. Seja < uma ordem monomial fixada. Considerando S; = 5, pelo Lema 3.30,
se £ = men<(S), entdo S\ {x} é um SNG quase simétrico com elemento Frobenius f. Tome
Sy = S\ {z}, ouseja, S;U{x} = 5;. E claro que & € Q(S2). Se S, é ordinério nés concluimos,
caso contrario podemos repetir o processo com S;, para i > 2, obtendo um SNG quase simétrico
Sit1 tal que Sy = S; \ {men<(S;)}. O processo para quando obtemos S; = S(f), para algum
1. U

Para f € N?, definimos A(f) o conjunto de todos os SNGs quase simétricos que possuem
elemento Frobenius f. Podemos definir o grafico G(f) = (A(f),E) cujo conjunto de vértices é
A(f) e € é o conjunto de arestas, onde (7, 5) € £ se T = SU{x} para algum x € SG(S)\ {f}
tal que T' é quase simétrico. Pelo Lema 3.31, para cada SNG quase simétrico existe um caminho
de arestas em G(f) conectando ao SNG ordinario S(f). Dai, podemos considerar um primeiro
procedimento para gerar todos os SNGs quase simétricos com elemento Frobenius fixado f.
Comegando de T' = S(f), podemos tomar os SNGs quase simétricos T, = T U {x} para
cada ¢ € Q(T), e entdo repetir o processo para cada T, e assim por diante. O processo
para quando um SNG irredutivel é obtido ja que, de acordo com a Proposicao 2.39, eles sao
maximais com respeito a inclusao no conjunto de SNGs Frobenius com elemento Frobenius
fixado. Consequentemente, todos os quase simétricos sao produzidos por esse procedimento.
Obseve, no entanto, que, construindo G(f) por esse método, algumas redundancias podem
acontecer, o que significa que alguns SNGs quase simétricos podem ser obtidos mais de uma
vez, como no exemplo seguinte.

Exemplo 3.32 Seja f=(1,3) e S(f) = N\ {(0,1),(0,2),(0,3), (1,0), (1, 1), (1,2), (1,3)}.
Seguindo a Proposi¢ao 3.26, de S(f) obtemos os sequintes SNGs quase simétricos:

d Sll = S(f) U {(172)} = N? \ {(07 1)7 (07 2)7 (O’ 3)7 (170)7 (17 1)’ (173)};
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o 57 =5(fu{(0,3)}

Aplicando novamente a

0521:

= N*\ {(0,1), (0,

2),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3)}.

Proposicao 3.26 aos SNGs obtidos, temos:

) ( ) 7‘
d S22 = Sl1 U {(1) 0)} =N? \ {<O’ 1)7 (07 2)7 (07 3>’ (1’ 1)7 (17 3)}7
d Sg) = Sll U {(17 1)} = N? \ {<O’ 1)7 (07 2)7 (Oa 3>’ (17 0)7 (17 3)}7
o §1=S1U{(0,3)} = N2\ {(0,1),(0,2), (1,0), (1,1), (1,3)} = § U{(1,2)}
o 53 = S2U{(0,2)} = N2\ {(0, 1), (1,0), (1. 1), (1,2), (1.3)}.
Aplicando a Proposicao 3.26 pela ultima vez, temos que:
d S% = 521 U {(17 0)} =N? \ {<O’ 1)) (07 3)7 (17 1>’ (1’ 3)} = S% U {(07 2)};
d S§ = S% U {(17 1)} = N? \ {<O’ 1)7 (07 2)7 (0’ 3>’ (17 3)} = SS’ U {(17 0)},
o S5 =155U{(0,3)} =N?\{(0,1),(0,2),(1,0),(1,3)} = Sy U{(1,1)};
o 55 = S3U{(0,2)} = N2\ {(0,1), (1,0), (1. 1), (1,3)} = S} U {(0.3)} = S§U{(1,2)}
. 55 S5U {(0,1)} = N2\ {(1,0),(1,1),(1,2), (1, 3)}.
Os cinco semigrupos acima sao todos irredutiveis (em particular, sao simétricos). Na ima-

gem a sequir apresentamos

Em particular, obtemos
benius f= (1,3) distintas:

e S(fy C Sf C Sy CSi;
S(f) c S{ € S3 C Si;
S(f) c S} C Sz C Sk,
S(f) c S} C Sz C Sz,
S(fy c St Sy cS3;
S(fyc St cSscSs;

S(fyc St cSycSs;

S(f) € S{ € S; C S,

S(f) € S C S C S3;

S(f) c S C Sy C Si;

S(fy c SEc Sy cCSy;
(

S(f) c S c S S

o grifico G((1,3)).

S(f)
Si St
Sl 52 S8 S S3
W/‘
S 53 S5 S5 S3

as sequintes cadeiais de SNGs quase simétricos com elemento Fro-

Note que, comegando de um SNG quase simétrico (.S, f), o processo mencionado anterior-
mente para obter SNGs quase simétricos ao adicionar uma lacuna especial sempre leva a um
SNG irredutivel T" que possui elemento Frobenius f. Nesse caso, T' = S U A, onde A é o
conjunto de elementos pseudo-Frobenius de S satisfazendo
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PF(S)=PF(T)U{x,f — x|z € A}

Por outro lado, se S = T \ A, sendo T" um SNG irredutivel e A um subconjunto de T
satisfazendo a relagdo acima, entdo S é necessariamente um SNG quase simétrico (contando o
género e o tipo dos semigrupos envolvidos, isto é, pela Definigao 3.3). Além disso, comegando
de um SNG quase simétrico S, é possivel tomar um SNG irredutivel 7" com S = T \ A de
tal maneira que os elementos de A sao na verdade geradores minimais de 7. Em particular,
obtemos o seguinte:

Teorema 3.33 Seja (S, f) um SNG Frobenius em N¢. Entio S é quase simétrico se, e somente
se, existe um SNG irredutivel T com elemento Frobenius f tal que S = T \ A, onde A é um
subconjunto de geradores minimais de T satisfazendo

PF(S)=PF(T)U{x, f—xlzec A}.
Nesse caso, t(S) = 2|A| +¢(T).

Demonstracao. <) Segue da Defini¢ao 3.3.

=) Seja S um SNG quase simétrico com elemento Frobenius f. Dai, pela Proposi¢ao 3.11,
se < é uma ordem monomial em N? dependendo da paridade de ¢(S), podemos decompor
PF(S) em uma das seguintes formas

{f>hi>-h.=f—h, = >f—h}

{f=hi>=->=h.>=f/2=f—h,>---=f—h}.

Assim, considere A = {h;|i = 1,...,7}. Observe que para todos i,j € {1,...,7}, segue que
hi+h; e S, defato h;+h; = (f —h;)+ h; = f. Além disso, temos que t(5) = 2|A|+e, onde
e = 1,2. Em particular, e = 1 no primeiro caso, e = 2 no segundo.

Note que T' = S U A é um SNG Frobenius com elemento Frobenius f. De fato, pela
observagao acima e considerando que A C PF(S), se ¢,y € T, entao ¢ +y € S C T. Mais
ainda, o complemento de T em N? é finito, j4 que estd contido em G(S). Vamos mostrar que
A é um conjunto de geradores minimais de 7. Se h; = x + y, com x, y € T*, temos apenas as
seguintes possibilidades:

ex,ycS= h; €S, contradizendo que h; € PF(S);

ez .yc A= h; €S, contradizendo novamente que h; € PF(S);

excAeyeS, ecomoh; €G(Y), temos que ¢ PF(S) e assim « ¢ A.

Desse modo, resta provar que T é irredutivel. Como S é quase simétrico, temos que 2g(S) +
1 —1t(S) = |f + 1|«. Dai, como ¢g(T) = ¢g(S) — |A|, obtemos

29(T) + 1 —e=29(T) +1 = (1(5) = 2[A]) = 29(5) +1 = 1(5) = |f + 1],

ejaque2g(T)+1—-t(T )>\f—|—1]x,seguequel<t <e. See=1,entao PF(T) ={f},
logo T' ¢é irredutivel. Se e = 2, observe que { } C PF(T), e como t(T) < 2, PF(T) =

f, g} Em particular, T é irredutivel com t(7T") = ¢(S) — 2|A|. Assim, em cada um dos casos
PF(S) = PF(T)U{z,f — x|z € A}. O
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A condi¢ao que PF(S) = PF(T)U{z,f —x|z € A} do teorema anterior pode ser formulada
em uma forma mais computacional como segue, o que torna mais simples de ser verificado. Este
fato nos permite trazer para os SNGs uma extensao da descrigao dada em [11] para semigrupos
numéricos quase simétricos em relacao a semigrupos numéricos irredutiveis.

Proposicao 3.34 Sejam (T, f) um SNG irredutivel e A um subconjunto de geradores minimais
de T menores que f com respeito a ordem parcial natural <. Considerando o SNG Frobenius
S =T\A, entio PF(S) = PF(T)U{x,f— z|lx € A} se, e séd se, x+y— f¢& S, para todos
z,yc A

Demonstracao. Dados z,y € A, segue por hipdtese que , f —y € PF(S)elogox+y—f =
x — (f —y) ¢ S. Por outro lado, note que A C PF(S), ja que para cada s € S* e ¢ € A,
temos que x + s € T, mas ¢ + s ¢ A. Além disso, PF(T) C PF(S), de fato, é claro que

f € PF(S) e se g + s ¢ S para algum s € S*, entdo T + s = x para algum x € A, mas

nesse caso, 2s = 2x — f € S, o que é uma contradigdo. Agora, como PF(T)U A C PF(S), se
y € PF(S)\ (PF(T)U A), onde T é irredutivel, assim f — y € T pela Proposi¢ao 2.12. No
entanto, f —y € G(5) jad que y € PF(S). Dai, f —y € T\ S = A. Portanto, f —y = x
para algum ¢ € A, e y = f — x, o que prova que PF(S) C PF(T)U{z,f — x|z € A}.
Consequentemente, ¢é suficiente mostrar que f — x € PF(S) para todo £ € A. Observe que
f—x € G(T) elogo f —x € G(S). Agora, assuma que f — x + s € G(S) para algum
seS*. Sef—-x+secTl, entaof —x+s=yec Aeassimz+y—f €5, 0queé uma
contradigao. Dai, f — x + s € G(T). Sendo T irredutivel, novamente pela Proposigao 2.12,

temos que f —x+s=Zouzx—s=Ff—(f—x+s) € T. A primeira relacio implica

que 2¢ — f = 2(x — f/2) = 2(f + s) € S, contrariando a hipdtese. Como & é um gerador
minimal de 7', a segunda implica que s = &, o que nao é possivel, pois S = T\ A. Portanto,
{f —x|x € A} C PF(S), o que estabelece que PF(S) = PF(T)U{x,f — x|z € A}. O

A fim de ter um procedimento que gera todos os SNGs quase simétricos sem redundancias,
podemos definir um subgrafico de G(f) que é uma &rvore.

Definigao 3.35 Sejam < uma ordem monomial, f€ N¢ e A(f) o conjunto de todos os SNGs
quase simétricos como elemento Frobenius f.

Definimos G<(f) = (A(f),E<) como o grdfico cujo conjunto de vértices € A(f) e o conjunto
de arestas € £, onde (T,S) € €5 se S =T\ {men<(T)}. Se (T,S) € £ dizemos que T é um
filho de S.

Observe que G<(f) é um subgréfico de G(f), de fato: se (T,S5) € £, entao S = T \
{men<(T)}, ou seja, SU{men<(T)} =T, e logo (T,5) € £.

Teorema 3.36 Sejam < uma ordem monomial e f € N¢. Entao G.(f) é uma drvore cuja
base é S(f). Além disso, se S € A(f), todos os filhos de S sao semigrupos S U {x} para todo

z € Q<(9).

Demonstracao. Seja S € A(f). Como na demonstragao do Lema 3.31, podemos construir
uma cadeia de semigrupos S, C S, 1 C --- C Sy tal que S1 = S, S, = S(f) e Siz1 = Si \
{men<(S;)}. Em particular, (S1,Ss), (S2,55), ..., (Sn-1,S,) é um caminho de arestas de G(f)
de S a S(f). Se existe outro caminho, entao para algum i € {1,...,n}, existem dois semigrupos
diferentes T, 1> € A(f) tais que (S;,T1)(S;, 1) € E<, assim Ty = S\ {men<(S;)} = Ty, que é
uma contradi¢do. Dai concluimos que G- (f) é uma arvore cuja base é S(f). Se T' é um filho
de S, entdao S = T\ {men<(T)}, isto é, T = S U {men<(T)}. Logo, men<(T) € Q(S), e se
y € N(S)U{f}, entao y € N(T)U{f}, e mens(T) < y. Portanto, men~(T) € Q(S) e isso
prova a segunda afirmacao do teorema. 0
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Seja < uma ordem monomial em N? Definimos F(S) = {S U {z}|z € Q<(S)}. Pelo
teorema anterior, a firm de calcular todos os SNGs quase simétricos com elemento Frobenius
fixo, podemos considerar os seguintes passos:

(1) Vi={S(f)}

(2) Vi = US€V¢71 F(S)

Observe que para cada T € F(S5), temos que g(T) = g(S) — 1 e t(T) = t(S) — 2. Além
disso, o processo para quando todos os semigrupos de V; sao irredutiveis.

Em particular, se Z(f) é o conjunto de todos os SNGs irredutiveis com elemento Frobenius
f, pelos Teoremas 2.48 e 2.49 segue que

—|f+21‘X , se f/2§éNd
I(F) = Vi ¢ A(f) = UL, Vi onde s =
—|f+12|x+1, se f/2 € N

Exemplo 3.37 Seja f=(2,1) e S(f) = N?\ {(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}.

Sequindo a Proposi¢ao 3.26, de S(f) obtemos os sequintes SNGs quase simétricos:

d Sll = S(-f) U {(27 0)} =N’ \ {(07 1)7 (17 O)v (1’ 1)7 (27 1)};

d S% = S(f) U {(17 1)} =N? \ {(07 1)7 (17 0)7 (2’ O)? (27 1)}

Aplicando novamente a Proposicao 3.26 aos SNGs obtidos, temos:

d 521 = Sll U {(17 1)} = S% U {(27 0)} = N? \ {(07 1)? (17 0)7 (27 1)};

o 53 =51U{(1,0} =N\ {(0,1),(1,1),(2, 1)}

o 3= S2U{(0,1)} = N2\ {(1,0), (2,0), (2, 1)}.

Os trés semigrupos acima sao irredutiveis (em particular, sio todos simétricos). Na imagem
a sequir apresentamos o grafico G((2,1)).

S(f)
5 5
s S, 5

Dai, considerando a ordem lexicogrdfica, podemos produzir a drvore G-, (f) sem a re-
dundancia STU{(2,0)} = N2\{(0,1), (1,0), (2,1)}. De fato, S? = N*\{(0,1),(1,0),(2,0),(2,1)},
em particular, N(S3) = {(0,0), (1,1)} e (1,1) <es (2,0).

Se considerarmos =<, a ordem lexicogrifica reversa, entio a redunddincia estd em S; U
{(1,1)} = N2\ {(0,1),(1,0),(2,1)}. De fato, S} =N?\ {(0,1),(1,0),(1,1),(2,1)}, em particu-
lar, N(S1) = {(0,0),(2,0)} € (2,0) <pez (1,1).

Desse modo, diferentes ordens monomiais podem ordenar o conjunto A(f) em drvores GL(f)
distinta, como vemos na figura sequinte.
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