11/04/2022 08:50 SEI/UFU - 3507930 - Ata de Defesa - Graduagao

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

Faculdade de Matematica
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F - Bairro Santa Ménica, Uberlandia-MG, CEP 38400-902
Telefone: +55 (34) 3239-4158/4156/4126 - www.famat.ufu.br - famat@ufu.br

.

ATA DE DEFESA - GRADUACAO

Curso deN Matematica
Graduagdo em:
Defesa de: Trabalho de Conclusdo de Curso 2 (GMAOQ31)
Data: 25/03/2022 Hora de inicio: 08h30min | 10" de 09h52min
encerramento:
Matriculado | ), .1\ 1x7013
discente
N d
.ome © Leonardo Alves Borges Nunes
Discente:
Titulo do N o e , .
Fungdes aritméticas e teoremas elementares na distribuicdo dos nimeros primos.
Trabalho:
A carga horaria curricular foi cumprida integralmente? (x)Sim ( )Néao

Em fung¢do da pandemia mundial e da DECISAO DO COMITE DE MONITORAMENTO A COVID-19/UFU, DE
16 DE MARCO DE 2020 a respeito da suspensdo de aulas e atividades académicas da UFU a partir de 18
de marco de 2020, a defesa de Trabalho de Conclusdo de Curso ocorreu virtualmente através da
plataforma Microsoft Teams, presente no Office 365 Educacional e disponibilizado de forma gratuita pela
Microsoft para toda comunidade da UFU.

A Banca Examinadora assim composta pelos Professores: Dr. Josimar Jodo Ramirez Aguirre — FAMAT/UFU,
Dr. Ariosvaldo Marques Jatoba — FAMAT/UFU e Dr. Victor Gonzalo Lopez Neumann — FAMAT/UFU,
orientador(a) do(a) candidato(a), orientador(a) do(a) candidato(a), reuni-se via webconferéncia no
horario previsto.

Iniciando os trabalhos, o(a) presidente da mesa, Prof. Dr. Victor Gonzalo Lopez Neumann, apresentou a
Comissdo Examinadora e o candidato(a), agradeceu a presenca do publico, e concedeu ao discente a
palavra, para a exposicdo do seu trabalho. A dura¢do da apresentagao do discente e o tempo de arguicdo
e resposta foram conforme as normas do curso.

A seguir o(a) senhor(a) presidente concedeu a palavra, pela ordem sucessivamente, aos(as)
examinadores(as), que passaram a arguir o(a) candidato(a). Ultimada a arguicdo, que se desenvolveu
dentro dos termos regimentais, a Banca, em sessdo secreta, atribuiu o resultado final, considerando o(a)
candidato(a):

( X) Aprovado(a) Nota [80] (Somente nimeros inteiros)
ou

( ) Aprovado(a) sem nota.

Nada mais havendo a tratar foram encerrados os trabalhos. Foi lavrada a presente ata que apés lida e
achada conforme foi assinada pela Banca Examinadora.

https://www.sei.ufu.br/sei/modulos/pesquisa/md_pesq_documento_consulta_externa.php?9LibXMgGnN7gSpLFOOgUQFziRouBJ5VnVL5b7-UrE... 1/2



11/04/2022 08:50

il
SEE ;

)
pssnatura Lﬁ

I‘ eletrfinica

il
Sel o
asunatura

l‘ eletrdnica

| sejl 2

psunatura

l‘ eletrbnica

SEI/UFU - 3507930 - Ata de Defesa - Graduagao

7] Documento assinado eletronicamente por Ariosvaldo Marques Jatoba, Professor(a) do Magistério

Superior, em 07/04/2022, as 19:29, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 69,
§ 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por Josimar Jodo Ramirez Aguirre, Professor(a) do Magistério
Superior, em 07/04/2022, as 19:40, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 69,
§ 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por Victor Gonzalo Lopez Neumann, Professor(a) do
Magistério Superior, em 07/04/2022, as 19:51, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento
no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Referéncia: Processo n2 23117.000257/2022-73 SElI n2 3507930

https://www.sei.ufu.br/sei/modulos/pesquisa/md_pesq_documento_consulta_externa.php?9LibXMqGnN7gSpLFOOgUQFziRouBJ5VnVL5b7-UrE...

2/2


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
https://www.sei.ufu.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

Universidade Federal de Uberlandia

Faculdade de Matematica

Funcdes aritméticas e teoremas
elementares na distribuicao dos numeros

primos

Leonardo Alves Borges Nunes
Orientando

Victor Gonzalo Lopez Neumann
Orientador

L

Uberlandia - MG
2022



Leonardo Alves Borges Nunes

Funcoes aritméticas e teoremas elementares na distribuicao dos
ndmeros primos

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado a Univer-
sidade Federal de Uberlandia (UFU), como parte das
exigéncias para a obtencao do titulo de licenciatura em

Matematica.

Orientador: Victor Gonzalo Lopez Neumann.

Uberlandia
2022



Leonardo Alves Borges Nunes

Funcoes aritméticas e teoremas elementares na distribuicao dos
ndmeros primos

Trabalho de Conclusdo de Curso apresen-
tado a Universidade Federal de Uberlandia
(UFU), como parte das exigéncias para a
obtencao do titulo de licenciatura em Mate-

matica.

Uberlandia, de de

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Victor Gonzalo Lopez Neumann

Universidade Federal de Uberlandia (UFU)

Prof. Dr. Ariosvaldo Jatoba
Universidade Federal de Uberlandia (UFU)

Prof. Dr. Josimar Jodo Ramirez Aguirre

Universidade Federal de Uberlandia (UFU)

Uberlandia



2022



Agradecimentos

Agradeco grandemente e eternamente a Deus primeiramente por tudo, pela saidde, pela vida e forca de
vontade para os momentos dificeis enfrentados.

Aos meus amados pais, Arizontina Alves e Waldir Borges, que sempre me incentivaram.

A minha esposa, Ana Paula, pela compreensio com minha auséncia consequente das muitas horas de
estudos e pesquisa e aos meus filhos que solidificam a base da minha familia.

Aos colegas da Graduagdo pelos momentos partilhados nesse periodo. Ao ilustrissimo orientador pro-
fessor Dr. Victor Gonzalo Lopez Neumman, o qual tem me auxiliado e orientado em toda trajetdria do
presente trabalho de conclusdo de curso, por toda paciéncia e disposi¢do e que ao longo do curso de mate-
mdtica também tem sido muito muito amigo e conselheiro.

Agradeco também a todas as outras pessoas que fizeram parte dessa jornada como amigos de sala,

amigos casuais, conhecidos e professores em geral.



"Ndo ¢é o conhecimento, mas o ato de aprender, ndo
a posse mas o ato de chegar ld, que concede a maior

satisfacdo."”

(Carl Friedrich Gauss)

il



Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo de funcdes aritméticas e estudo de teoremas elementares
acerca da distribui¢do dos nimeros primos no qual, primeiramente serdo definidas as funcdes aritméticas e
o produto de Dirichlet, a funcio de Euler, funcao de M&bius e sua inversa, relagdes entre as fungdes, dentre
outros. Logo, serdo estudados as médias de func¢des aritméticas, passando pela féormula de soma de Euler,
férmulas assintéticas e ordem média de algumas fungdes. Por fim, serd visto alguns teoremas elementares
sobre a distribuicdo de numeros primos, fun¢des de Chebysshev e formas equivalentes do teorema dos
numeros primos, Teorema tauberiano de Shapiro e aplica¢des e somas parciais da fungdo de Mdbius.

Palavras-chave: Fungdes Aritméticas, Produto de Dirichlet, Fun¢do de Mobius, Fun¢do de Euler, Fun-

¢ao de Mangoldt, Func¢des de Chebyshev, Fun¢des multiplicativas.
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Abstract

This work aims at the study of arithmetic functions and the study of elementary theorems about the
distribution of numbers. primes in which, first, the arithmetic functions and the Dirichlet product, the Euler
function, Mo6bius function and its inverse, relations between functions, among others. Soon they will be
studied the averages of arithmetic functions, passing through the Euler sum formula, asymptotic formulas
and the average order of some functions. Finally, some elementary theorems about the distribution of prime
numbers, Chebysshev functions and equivalent forms of the prime number theorem, Shapiro’s Tauberian
theorem and applications and partial sums of the Mobius function will be discussed.

Keywords: Arithmetic Functions, Dirichlet Product, Mobius Function, Euler Function, Mangoldt Func-

tion, Chebyshev Functions, Multiplicative Functions.
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Introducao

Este trabalho visa o estudo de fung¢des aritméticas bem como teoremas elementares na distribui¢ao dos
nimeros primos, fungdes de Euler, Mobius, Mangoldt, produto de dirichlet, dentre outros serdo abordados
no capitulo 1 e 2. Sobre a distribuicdo dos nimeros primos, Euclides de Alexandria (300 a.C.) provou
que existem infinitos nimeros primos. Isso ja significa que por maior que seja um ndmero natural, havera
algum ndmero primo “perto”. A partir dai, foi produzida muita matemadtica na tentativa de se determinar
algo concreto a respeito da distribuicdo dos nimeros primos dentro do conjunto dos nimeros naturais.
Gauss (1777 - 1855) e Legendre (1752 - 1833) conjecturaram no final do século XVIII e Jacques Hadamard
(1865 - 1963) e Charles Jean de la Vallé Poussin (1866 - 1962) provaram no final do século XIX que:

_ m(x)

lim ———— =
z—o0 x/In(x)

O fato acima é conhecido como Teorema dos nimeros primos. A fungio 7(z) é definida como sendo a

quantidade de nimeros primos no intervalo [2, x] e In(x) é o logaritmo natural de x.

O limite acima mostra que a fungdo 7(x) fica tdo préxima de z/In(z) quanto se deseja, bastando que se
tome valores de x suficientemente em intervalos grandes. Em outras palavras, estudar o comportamento de
x/In(x) é compreender de forma aproximada a distribui¢do de niimeros primos em intervalos grandes.

A quantidade de nimeros primos cresce a medida em que avaliamos niimeros naturais cada vez maiores.

A frequéncia com a qual os nimeros primos aparecem vai ficando menor a medida que avaliamos
numeros naturais cada vez maiores.

Ao que parece, a distribui¢cdo de nimeros primos no conjunto dos nimeros naturais € bem irregular.
Imagine um nimero natural qualquer n. Seja agora o nimero natural n! = n.(n — 1).(n — 2)....3.2.1. Esse
nimero é composto, ja que pode ser divisivel por todos os nimeros naturais entre 2 € n. Agora imagine os
ndmeros consecutivos n!,n! + 1,n! + 2, n! + 3,...n! + n. Todos esses nimeros sdo compostos também.

Ou seja, vocé pode construir um deserto de primos tomando um valor de n suficientemente grande.



Capitulo 1

Funcoes aritméticas e Produto de Dirichlet

INTRODUCAO

Em teoria dos nimeros assim como em muitas outras dreas da matemadtica, é frequente a preocupacao
com sequéncias de nimeros reais ou complexos. Na teoria dos nlimeros tais sequéncias sdo chamadas de

funcgdes aritméticas.

Definicao 1.0.1. Uma funcdo real ou complexa vdlida definida sobre os inteiros positivos é chamada de

funcdo aritmética.

Este capitulo apresenta varias funcdes aritméticas que desempenham um papel importante no estudo
das propriedades de divisibilidade de inteiros e na distribui¢cdo de primos. O capitulo também discute
a multiplicacdo de Dirichlet, um conceito que ajuda a esclarecer as inter-relagdes entre vdrias fungdes
aritméticas.

Comegaremos com dois exemplos importantes: A fungdo de Mobius 1(n) e a fungdo totiente de Euler

p(n).

1.1 Funcao de Mobius p(n)

Definicao 1.1.1. A funcdo de Mobius € definida como : (1) = 1.
Sen > 1 escrevemos a sequéncia: n = pi*, ..., pp* a fatoracdo de n em produto de primos distintos.
Definimos:
pn) = (=% se aj=ay=---=a,=1

w(n) =0 caso haja algum primo p tal que p* | n

Temos assim abaixo alguns valores para j1(n):

n: 1 2 3 4 5 6 7 89 10
pun): 1. -1 =1 0 -1 1 =1 0 0 1
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A funcdo de Mobius aparece em diversas dreas da teoria dos ndmeros e uma das propriedades funda-
mentais seria a férmula da soma da fun¢éio de Mobius dos divisores de n. Nesta férmula denotamos [z | o

maior inteiro menor ou igual a n.

Teorema 1.1.1. Se n > 1 temos:

Z“(d):EJ: 1 sen=1

dn 0 sen>1

Demonstracao. A foérmula é claramente verdadeira se n = 1.

Vamos assumir entdo n > 1 e escrevemos: n = pi’,...,p,* no somatério g (d) os tnicos termos
dln
ndo zeros vem de d = 1 e daqueles divisores de n que sdao produtos de primos distintos. Assim temos:

Zﬂ(d) = (1) + plp1) + -+ + plpr) + plpip2) + -+ + plpg—vypr) + -+ + pPapz...pr) = 1+
din

(s Qe (o -a-ara '

1.2 Funcio de Euler ¢(n)

Definicdo 1.2.1. Se n > 1 a funcdo de Euler p(n) é definida como sendo a quantidade de niimeros inteiros

positivos sem exceder n e relativamente primos com n.

Veja abaixo uma sequéncia de valores de p(n):

n: 12 34567289 10
en): 11 2 2 4 2 6 4 6 4

Do mesmo modo que para p(n), existe uma férmula simples para a soma dos divisores: 5 o(d) e
dln
assim temos o seguinte teorema:

Teorema 1.2.1. Se n > 1 teremos:

> pld) =n. (1.1
din

Demonstracdo. Seja o conjunto S = {1,2,...,n}. Vamos distribuir os inteiros de S dentro de conjuntos
disjuntos como:

Para cada divisor d de n seja:
Ald) =A{k: (k,n)=d, 1 <k <n}.

Isto é, A(d) estd composto pelos elementos & € S tais que o maximo divisor comum de k e n é d.

Os conjuntos A(d) formam uma colegdo disjunta cuja unido é S. Entretanto se f(d) denota o nimero de

Faculdade de Matematica
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inteiros em A(d) temos:

> fld)y=n (1.2)
din

Mas (k,n) = d se, e somente se, (k/d,n/d) = 1.

Entretanto se escrevemos ¢ = k/d, haverd uma correspondéncia um a um entre os elementos de A(d) e
os inteiros ¢ satisfazendo: 0 < ¢ < n/d, (¢,n/d) = 1.

A quantidade de inteiro ¢ é p(n/d) e de (1.2) temos que:

Z @(3) =n.

dn

Mas isso € equivalente a demonstrar: Z ©(d) = n pois quando d percorre todos os divisores de n entdo
dln
n/d também. i

1.3 Uma relacao ligando ¢ e
A funcdo totiente de Euler estd relacionado com a funcdo de Mobius através da seguinte férmula:
Teorema 1.3.1. Se n > 1 temos:

o(n) = > uld)=

dn

Demonstracao. Veja que:

{ 1 ] 1 se (n,m) =1

0 se(n,m)>1

Logo:

n

w0 =% |mm)

k=1

Agora usamos o Teorema 1.2.1 com n substituido por (n, k) para obter:

pn) =2 > uld)
k=1 d|(n,k)
Para um divisor fixo d de n nés devemos somar todos £ tais que 1 < k£ < n. Entdo k = ¢d para algum q
n
coml <g<-—

Logo o ultimo somatdrio pode ser escrito como:

n/d n/d
o) =D D pld) =Y ud) Y 1= ud).
din k=1 dn q=1 dn

Faculdade de Matematica
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E isso prova o teorema. |

1.4 A formula do produto para ¢

O somatorio para ¢ no Teorema 1.4.1 pode também ser expresso como o produto extendido dos divisores

primos distintos de n.

Teorema 1.4.1. Paran > 1 temos:
1
p(n) = nH <1 - 5) (1.3)
pln

Demonstracao. Para n = 1 o produto € vazio desde que nio ha primos que divide 1. Por convengdo um
produto vazio igual a 1.

Suponha que n > 1 e que py, ..., p, seja os divisores primos distintos de n. O produto pode ser escrito

[(-5) = 10-5)
=13, E

onde a soma Y 1/p;p;pr € uma soma onde consideramos todos os produtos possiveis p;p;p; de fatores

como sendo

1 1 -1
— > FUSUOI et i (1.4)
pip; DiP;Pk pip2 - Pr

primos distintos de n tomados 3 a 3. Note que cada termo na direita de (1.4) é da forma +1/d dessa forma
vemos que d é um divisor de n que € ou 1 ou um produto de primos distintos. O numerador +1 € exatamente

p(d). Observe que p(d) = 0, se d é divisivel pelo quadrado de qualquer p;, vemos que o somatério em (1.3)

p(d)
>

dn

€ exatamente:

Isso prova o teorema. i
Observamos que muitas propriedades de ¢(n) podem facilmente ser deduzidas da férmula do produto.

Veja alguns deles abaixo:
Teorema 1.4.2. A funcdo totiente de Euler satisfaz as seguintes propriedades:

(a) p(p®) = p* — p®=Y para todo primo p e o > 1.
(b) p(mn) = e(m)p(n)(d/p(d)), d = (m,n).
(c) p(mn) = p(m)p(n) se (m,n) = 1.
(d) al|bimplica p(a)|p (D).

(e) ©(n) éparsen > 3. Além, se n tem r fatores primos impares entdo 2" |p(n).

Faculdade de Matematica
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Demonstracao. Para (a) tomamos n = p® em (1.3). Para a prova de (b)
1
pn) _ I1 (1 — _) .
n | P
pln

Agora, notamos que cada divisor primo de mn é ou um divisor primo de m ou de n. E aqueles primos que

dividem ambos m e n também dividem (m, n). Logo:

plmn

Se (m,n) = 1 nessa férmula, obtemos o resultado do caso (c).
Agora deduzimos (d) de (b) ja que se a|b temos b = ac para algum inteiro positivo c 1 < ¢ < b. Se

c = bentdo a = 1 e (d) € satisfeito. Entretanto, assuma ¢ < b. Logo de (b) temos:

p(b) = plac) = s@(a)w(C)@(d) = dw(a)gp(d), (1.5)

no qual d = (a, ¢). Agora o resultado segue por induc¢@o em (b). Para b = 1 é trivial. Suponha que vale para
todo inteiro menor que b. Entdo para ¢ tem se ¢(d)|¢(c) ja que d|c. Por isso, o membro direto em (1.5) é
um mdltiplo de ¢(a), o que significa que ¢(a)|p(b). Isso prova (d).

Agora para (e). Se n = 2% « > 2, entdo por (a) temos: ¢(n) = 2% — 2071 =2071(2 — 1) = 2271, Se

n tem no minimo um fator primo escrevemos:

o) =12 = 2T -1) =) [Ttr - 1.

pln

no qual ¢(n) é um inteiro. Se n possui um fator impar entdo [[(p — 1) é par, logo ¢(n) é par. Além disso,

cada primo impar p contribui com pelo menos um fator 2 para o produto H(p —1). Entdo 2"|p(n) se n

pln
tem 7 fatores primos impares distintos i

1.5 O produto de Dirichlet

No Teorema 1.3.1 provamos que:
n
p(n) = > uld)

din

Faculdade de Matematica
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O somatorio a direita ocorre frequentemente na teoria dos niimeros. Estas somas tem a seguinte forma:

> fld)g <%) :

din

Definicao 1.5.1. Quando f e g sdo funcoes aritméticas, definimos o produto de Dirichlet (ou convolugdo

de Dirichlet) como sendo a fungdo aritmética h definida pela equagdo:

hn) = 3" fld)g (%)

dln
Notacao: Escrevemos fx*g para he (f*g)(n) para h(n). O simbolo NNV serd usado pela fun¢ao aritmética
dada por N (n) = n para todo n. Nesta nota¢do, o Teorema 1.3.1 pode ser colocado na forma:

@ =px*xN.

O préximo teorema descreve propriedades algébricas do produto de Dirichlet.

Teorema 1.5.1. O produto de Dirichlet é comutativo e associativo. Isto é, para vdrias fungcoes aritméticas
f, g,k nds temos:

fxg=gxf (comutatividade)
(fxg)*xk=fx(gxk) (associatividade).

Demonstracao. Primeiramente, notamos que a definicdo de f * g pode ser expressa como:
(f*g)(n) = fla)f(b),
a-b=n

sendo que a e b variam ao longo de todos os inteiros positivos cujo produto € n. Isso faz com que a propri-
edade comutativa seja evidente. Para provar a propriedade associativa fazemos A = g * k e consideramos

f+x A= fx(gxk). Teremos:

(fxA)m) = Y fl@Ad)= ) fla) ) g(b)k(c)

= Y fl@)gb)k(e).
a-b-c=n

Do mesmo modo, se fizermos B = f % g e considerar B * k, teremos a mesma forma para (B x k)(n).
Assim, f * A = B x k, o que significa que o produto de Dirichlet € associativo. i

Agora introduziremos o elemento identidade para esta multiplicagao.
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Definicao 1.5.2. A funcdo aritmética I dada por:

{1] 1 sen=1,
0 sen>1,

é chamada de fun¢do identidade.
Teorema 1.5.2. Para todo f, temos que: [ x f = fx 1 = f.

Demonstracao. Temos

0 =X i (5) =5 st 5] = o)
dln

dln

jaque [d/n] =0sed < n. i

1.6 Inversa de Dirichlet e a formula de inversao de Mobius.

Teorema 1.6.1. Se f é uma funcdo aritmética com f(1) # 0 entdo existe uma vinica fungdo aritmética com

=1, chamada inversa de Dirichlet de f, tal que:
fxft=f1xf=1 (identidade).
Além disso, f~(1) é dada pelas férmulas de recurséo:

e _lnz_—l O aran
0= S f(l)dzn:f<d>f () paran > 1.

d<n

Demonstra¢ido. Dado f, devemos mostrar que a equagdo (f * f~1)(n) = I(n) tem solu¢do dnica para os

valores da fun¢do f~!(n). Paran = 1, temos que resolver a equagio:

(f = f7H(1) =1(1)

que se reduz a:

FOF 1) = 1.

Desde que f(1) # 0, existe uma e apenas uma solugiio, nomeada como f~'(1) = 1/f(1). Assume agora
que os valores de f~'(k) sdo conhecidos para todo k& < n. Como (f * f~')(n) = I(n) entdo paran > 1

temos: 0 = (f* f~1)(n) = g f(ﬁ)f_l(d). Como os termos f~*(d) sdo conhecidos para d < n, podemos
c
dn

Faculdade de Matematica



Funcoées aritméticas e Produto de Dirichlet 9

isolar f~1(n) e obtemos
) = —& AW
d<n

desde que f(1) # 0. Isso estabelece a existéncia e unicidade de f~! por indugdo. |

Observacio 1.6.1. Temos (f * g)(1) = f(1)g(1). Além disso, se f(1) # 0e g(1) # 0, dai (f % g)(1) # 0.
Este fato, junto com os Teoremas 1.5.1, 1.5.2, 1.6.1, indicam que, na linguagem da teoria de grupos, o
conjunto de todas fungées aritméticas f com f(1) # 0 forma um grupo abeliano com relacdo a operagdo

x , 0 elemento identidade sendo a fungdo I. Podemos facilmente verificar que

(frg)t=ftxg™ sef(1)#0 eg(l)#0.

Definicdo 1.6.1. Definimos que a fungdo unidade u como sendo a func¢do aritmética tal que u(n) = 1 para

todo n.

O Teorema 1.1.1 diz que ), p1(d) = I(n). Na notagao do produto de Dirichlet isso se torna como
pwxu=1.

Portanto u e i sdo fungdes inversas de Dirichlet uma da outra

A relac@o acima, entre a funcdo de Mobius e a fun¢@o unidade, junto com a propriedade associativa do

produto de Dirichlet, nos permite dar uma prova simples do préximo teorema.

Teorema 1.6.2. Formula da inversao de Mobius. A equacdo

fln) =2 g(d) (1.6)
dln
implica

g(n) =>_ fld)p (g) (1.7)

dln

e por outro lado (1.7) implica (1.6).

Demonstracdo. A equagio (1.6) diz que f = ¢ * u. Multiplicando por p tem f x u = (g * u) * p =
g* (uxpu)=gx*I = g, que estd na equagdo (1.7). Por outro lado, multiplicando f * u = g de u obtemos a

equagdo (1.6). |
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A férmula de inversdo de Mobius j4 estd ilustrada por um par de férmulas nos Teoremas 1.3.1 e 1.2.1:

n=Yeld. e =Y ud(%).
dln dln

1.7 A funcio Mangoldt A(n)

Introduzimos a fungdo de Mangoldt A que tem um papel central na distribui¢do dos primos.

Definicao 1.7.1. Para todo inteiro n > 1 definimos:

Aln) logp, sen = p™ para algum primo p e algum m > 1,
n)=

0, caso contrdrio.
Vejamos uma pequena tabela de valores para A(n):

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(n): 0 log2 log3 log2 logh 0 log7 log2 log3 0

A prova do préximo teorema mostra como esta funcao surge naturalmente do teorema fundamental da

aritmética.

Teorema 1.7.1. Se n > 1 temos

logn = A(d). (1.8)

din
Demonstracao. O teorema € verdadeiro se n = 1 jd que ambos membros sdo 0. No entanto assumindo

n > 1 e escrevendo: .
ak
n=TIn"
k=1

Aplicando logaritmo temos que

r

logn = Z ay log py..
k=1

Agora considere a soma do lado direito de (1.8). Os tnicos termos diferente de zero no somatorio vem dos

divisores d da forma p}* param = 1,2,...,a,e k=1,2,...,r. Porisso
r ag T ag r
STAW@ =303 A = 3 g = Y arlowpy = lown,
dn k=1 m=1 k=1 m=1 k=1
que prova assim (1.8). i

Agora usemos a inversdo de Mobius para expressar A(n) em termos de logaritmos.
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Teorema 1.7.2. Se n > 1 temos:

An) = Y pld)log = = = >~ p(d)log .

din dln

Demonstracao. Invertendo (1.8) pela férmula de inversao de Mobius obtemos

An) = > pld)log 5 =logn Y u(d) = p(d)logd
dn din

dln

= I(n)logn — Z u(d)logd.

dn

ja que I(n)logn = 0 para todo n. A prova esta feita. |

1.8 Funcoes multiplicativas

J4 vimos que o conjunto de todas fungdes f aritméticas com f(1) # 0 forma um grupo abeliano com
o produto de Dirichlet. Nesta se¢do discutiremos um importante subgrupo deste grupo: O subgrupo das

funcdes multiplicativas.

Definicao 1.8.1. Uma fungdo aritmética f é chamada multiplicativa se f ndo é identicamente zero e se:

f(mn) = f(m)f(n) sempre que (m,n) = 1.

A fungdo multiplicativa f é chamada completamente multiplicativa se temos também f(m,n) = f(m)f(n)

para todo m,n € N.

Exemplo 1.1. Seja f.(n) = n®, onde o é um real fixo ou niimero complexo. Esta funcdo é completamente
multiplicativa. Em particular, a fungdo unitdria u = [y é completamente multiplicativa. Nos denotamos a

funcdo f, por N* e chamamos de funcdo poténcial.
Exemplo 1.2. A fungdo identidade 1(n) = [1/n] é completamente multiplicativa.

Exemplo 1.3. A funcdo de Mébius é multiplicativa mas ndo completamente multiplicativa. E facil ver
pela definicdo de . Considere dois inteiros primos entre si m e n. Se m ou n tem um fator primo ao
quadrado entdo também mn e ambos p(mn) e p(m)u(n) sdo zero. Se nenhum tem um fator ao quadrado
escrevemos m = py,...,ps €N = qi, ..., G, onde p; e q; sao primos distintos. Dai ji(m) = (—=1)P, u(n) =
(—=1)t e u(mn) = (=1)** = p(m)p(n). Isso mostra que p é multiplicativo. Ela ndo é completamente

multiplicativa jd que 11(4) = 0 mas 1(2)u(2) = 1.

Exemplo 1.4. A fungdo totiente de Euler ¢(n) é multiplicativa. Isto é a parte (c) do Teorema 2.5. Ela ndo

é completamente multiplicativa jd que p(4) = 2 enquanto ¢(2)p(2) = 1.
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Exemplo 1.5. O produto ordindrio fg de duas funcdes aritméticas f e g é definida pela formula usual

(fg)(n) = f(n)g(n).

Similarmente, o quociente f /g é definido pela férmula

(g) (n) = % enquanto g(n) # 0.

Se [ e g sdo multiplicativas, entdo fg e f/g também sdo multiplicativas. Se f e g sdo completamente

multiplicativa, entdo também fg e f /g também sdo.
Agora vejamos algumas propriedades em comum para todas as fun¢des multiplicativas.
Teorema 1.8.1. Se f é multiplicativa entdo f(1) = 1.

Demonstracdo. Temos f(n) = f(1)f(n) jd que (n,1) = 1 para todo n. Desde que f ndo seja identica-

mente nulo temos f(n) # 0 para algum n e entdo f(1) = 1. i

Observacdo 1.8.1. Temos que A(1) = 0, a fungdo Mangoldt ndo é multiplicativa.

Se f é multiplicativa, p{", ..., p® sdo primos entre sie f(p'p5*---p® ) = f(pI) f(P5?) -+ f(p).
Teorema 1.8.2. Dado f com f(1) = 1 temos:

(a) f é multiplicativa se e so se,

f o) = fort) - f(pr)

para quaisquer primos p1,. . . , p, distintos e quaisquer inteiros positivos o, . . ., Qi

(b) Se f ¢ multiplicativa, entdo f é completamente multiplicativa se e so se,

para todo primo p e todo inteiro positivo a > 1.

1.9 Funcoes multiplicativas e produto de Dirichlet

Teorema 1.9.1. Se f e g sdo multiplicativas, entdo o produto de Dirichlet f x g é multiplicativa

Demonstracao. Seja h = f * g e escolha inteiros relativamente m e n. Entdo

hmn) = 3~ fe)g (*) -

clmn
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Agora todo divisor ¢ de mn pode ser expresso na forma ¢ = ab sendo que a|m e b|n. Mais ainda, (a,b) =
1, (m/a,n/b) = 1, e existe uma correspondéncia um a um entre o conjunto dos produtos ab e os divisores

¢ de mn. Por isso:

h(mn) = ) f(ab)g ( ) Z ( )g<%>

alm
|n

= Y F@g(2) X Fb)g (3) = hm)h(n).
bn

alm

e a prova esté feita. i
Aviso. O produto de Dirichlet de duas fungdes completamente multiplicativas ndo precisa ser completa-

mente multiplicativa.
Teorema 1.9.2. Se ambos g e [ * g sdo multiplicativas, entdo f também é multiplicativa.

Demonstracdo. Assuma que f ndo é multiplicativa e deduza que f * g também ndo seja multiplicativa.

Seja h = f % g. Ja que f ndo é multiplicativa, existe m e n inteiros positivos com (m,n) = 1 tal que

f(mn) # f(m)f(n).

Escolhemos como um par m e n para que o produto mn seja o menor possivel.

Semn = lentdo f(1) # f(1)f(1)e f(1) # 1. Jaque h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1, isso mostra que h
nao € multiplicativa.

Se mn > 1, entdo temos f(ab) = f(a)f(b) para todos os inteiros positivos a e b com (a,b) = 1 e
ab < mn. Agora nosso argumento é a prova do Teorema 1.9.1, exceto que na soma definindo h(mn)

separamos o termo correspondente para a = m, b = n. Temos assim:

h(mn) = Zfab ( )+fmn Zf ( )g(%)—l—f(mn)

alm

bn b\
= " (g () D21 ®)g (5) ~ Flm)f(n) + f(mn)
alm bln

= h(m)h(n) — f(m)f(n) + f(mn).

Jaque f(mn) # f(m)f(n),isso mostra que h(mn) # h(m)h(n) e entdo h ndo é multiplicativa. i
Teorema 1.9.3. Se g é multiplicativa, entdo g~ também é, ou seja, a inversa de Dirichlet é multiplicativa

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.9.2, g~! ¢ multiplicativa, j4 que ambos g e g* g~ = I sdo multiplicativas.
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Observacao 1.9.1. Os Teoremas 1.91 e 1.9.3 juntos mostram que o conjunto das funcoes multiplicativas é

um subgrupo de todas as fungdes aritméticas f com f(1) # 0.

1.10 O inverso da funcao completamente multiplicativa
A inversa de Dirichlet de uma fun¢do completamente multiplicativa e muito facil de se determinar.

Teorema 1.10.1. Seja f multiplicativa. Entdo f é completamente multiplicativa se e so se,
ft(n) = u(n)f(n) paratodon > 1.

Demonstracdo. Seja g(n) = u(n)f(n). Se f é completamente multiplicativa temos

(9 ) = Y w@F@DF (5) = F0) D u(d) = Fm)I(n) = I(n)

din dn

jdque f(1) =1eI(n) =0 paran > 1. Portanto, g = f~'.
Por outro lado, assumimos f~' = j(n) f(n). Para mostrar que f é completamente multiplicativa, basta

provar que f(p®) = f(p)™ para poténcias de primos. A equagio f~! = pu(n)f(n) implica que

Z,u < )—O para todo n > 1.

dln

Portanto, tomando n = p* = 0 temos

w(1) f(L) f(*) + plp) f(p) f(*1) =0,

Isso implica em f(p®) = f(p)f(p* 1), logo f(p*) = f(p)“, entdo f é completamente multiplicativa. |

Exemplo 1.6. A inversa da fungdo ¢ de Euler. Jd que ¢ = p * N temos que o' = pu=' x N~ Mas

N1 = uN jd que, N é completamente multiplicativa, entdo
o' = x uN = ux uN.

Dai,

= du(d)
din

O préximo teorema nos mostra que

p~tn) =] -p).

pln
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Teorema 1.10.2. Se f é multiplicativa temos

Yo fd) =]~ fw).

dn pln

Demonstracao. Seja

g(n) = p(d)f(d).

din

Dai g é multiplicativa, entdo para determinar g(n) basta calcular g(p®). Mas,

g(p*) = uld)f(d) = p(1) (1) + p(p) f(p) = 1= f(p)-

d|p>

Portanto,

1.11 Funcgio \(n) de Liouville

Um exemplo importante de uma fun¢do completamente multiplicativa € a fun¢do A de Liouville.

Defini¢ao 1.11.1. Definimos A(1) = 1, e se n = pJ* - - - p2" entdo definimos:

A defini¢do mostra que A é completamente multiplicativa. O préximo teorema descreve o somatdrio

dos divisores de A.

Teorema 1.11.1. Para todo n > 1 temos

1 sen éum quadrado,
Y Ad) =

din 0 caso contrdrio.

Também, \~1(n) = |u(n)| para todo n.

Demonstracao. Seja g(n) = A(d). Dai g é multiplicativa, entdo para determinar g(n) precisamos
¢ ] dln
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apenas calcular g(p®) para poténcias de primos. Temos

g(P*) = D Md) =1+Ap) + AP + -+ A@)
dlp>
1 se o é impar,

— 1_1+1_...+(_1)0‘:
0 seaépar.

Por isso, se n = Hle p;* temos g(n) = Hle g(p"). Se qualquer expoente a; é impar entdo g(p?) = 0
e g(n) = 0. Se todos expoentes a; sdo pares, entdo g(p$?) = 1 para todo i € g(n) = 1. Isso mostra que

g(n) = 1 se n € um quadrado, e g(n) = 0. Por outro lado, também A\~ (n) = u(n)\(n) = p?(n) = |u(n)|.
|

1.12 As funcgdes de divisor o,(n)

Definicao 1.12.1. Para um « real ou complexo e qualquer inteiro n > 1 definimos

=> d

dn
O somatorio dos divisores de n na poténcia c.

As fungdes o, assim definidas, sdo chamadas de funcdes de divisores. Elas sdo fun¢des multiplicativas
porque o, = u * N, o produto de Dirichlet de duas fun¢des multiplicativas.

Quando v = 0, 0g(n) é o ndmero de divisores de n, isto frequentemente é denotado por d(n).

Quando o = 1, 01(n) é o somatdrio dos divisores de n, isto frequentemente chamado de o(n), jd que

0, € multiplicativo temos
oa(Pi - ") = 0a(Pt?) - - o))

Para calcular o, (p”), notamos que os divisores de uma poténcia p® de um primo séo

a

17p7p27"‘7p Y

entao

) pa(a+1)_1
() =17 PT AP A" = T m e sea 20
= a+1 se a = 0.

A inversa de Dirichlet de o, pode também ser expressada como combinacdo linear das poténcias a-

ésima dos divisores de n.
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Teorema 1.12.1. Para n > 1 temos
o7 (n) = Y du(d) (%)
“ d
din
Demonstrag¢do. Ja que o, = N*xue N é completamente multiplicativa temos (N*N) ™! = (N®) "ty

071 (n) = (N®) wu™ (m) = (N") x () = S d () (%)

din

1.13 Convolucoes Generalizadas

Ao longo dessa secdo, F' denota uma fungio real ou complexa, definida no eixo real positivos (0, +00)

com F'(z) = 0 para0 < z < 1. Analisemos somatérios do tipo

T
Z a(n)F <ﬁ) :
n<x
Aqui « é qualquer fungdo aritmética. A soma acima define uma nova fungio G sobre (0, +00) tal que

G(z) = Opara0 < z < 1, ja que nesse caso a soma é vazia. Denotamos esta fungdo G por « o F'. Dai

temos

(o F)(z) = Z&(n)F (%) :

Se F(x) = 0, para x ¢ Z, a restri¢do de I’ para os inteiros é uma fungdo aritmética e descobrimos que
(vo F)(m) = (a* F)(m)

para todos os inteiros m > 1, entdo a operacdo o pode ser considerada como uma generaliza¢do da convo-
lucdo de Dirichlet .

Entretanto, o seguinte teorema serve como substituicao ttil para a associatividade.

Teorema 1.13.1. Propriedade associativa o e x. Para quaisquer funcoes aritméticas o e 3 temos

ao(foF)=(axp)oF. (1.9)
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Demonstracao. Para z > 0, temos

(@o(BoF)}) = Yaln) Y0 BmF (1) = 3 ampmF (1)

n<z m<z/n mn mn<z mn
k
- X Saws () £ (5) = Staxnwr ()
k<z nlk k<z
= {(a*p)oF}(z).
O que prova o resultado. i

Agora note que a fung¢do identidade I(n) = [1/n] para convolugdo de Dirichlet também é uma identi-

dade para operagdo o. E temos

(ToF)(x)=Y" H F (%) = F(2).

n<x

Agora usamos esse fato com a propriedade associativa para provar a seguinte formula da inversao de Mobius

generalizada.

Teorema 1.13.2. Formula de inversdo de Mobius generalizada. Se o tem uma inversa de Dirichlet o™

entdo a equagdo:
Gla)=Y F <%> (1.10)

implica:

F(z) =Y a ()G (5> . (1.11)
Temos que (1.10) implica (1.11).

Demonstracao. Se G = « o F' ento:
aloG=alo(aoF)=(a'sxa)oF=I0F=F.

Dai (1.10) implica (1.11). E o contrario e provado de forma similar. |

Teorema 1.13.3. Generalizacdo da formula de inversdo de Mobius. Se o é completamente multiplicativa

temos
L . T
G(r) = Z a(n)F <ﬁ> se, e 56 se, F'(x) = ZM(”)Q(H)G <E> .
n<zx n<z
Demonstragio. Neste caso a™'(n) = p(n)a(n). B
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1.14 Poténcia em séries formais

Em calculo, uma série infinita da forma:

o
Z a(n)z" = a(0) + a(l)x + a(2)x®* + -+ +a(n)z™ + - - (1.12)
n=0
¢ chamada série de poténcias em x. Tanto = quanto os coeficientes a(n) sdo nimeros reais ou complexos.
Para cada série de poténcias, definimos o raio de convergéncia r > 0 tal que a série de poténcias converge
absolutamente se || < r e diverge se |z| > r. (O raio r pode ser +00.)

Nesta se¢do vamos considerar a série de poténcias com uma visao diferente. Chamamos elas de séries de
poténcias formais para diferencid-las das séries de poténcias ordindrias do cdlculo. Nesta teoria de séries de
poténcias formais, x nunca estd escrito como um valor numérico, e questdes de convergéncia ou divergéncia
ndo sdo de interesse.

O objeto de interesse € a sequéncia de coeficientes:

(a(0),a(1),...,a(n),...). (1.13)

Tudo que nés fazemos com séries de poténcias formais poderia também ser feito com sequéncias cujos
coeficientes formam um vetor infinito unidimensional com componentes a(0),a(1),.... mas para nosso
propdsito € mais conveniente mostrar os termos como coeficientes de uma série de poténcias como em
(1.12) do que como componentes de um vetor como em (1.13). O simbolo 2" é um simples dispositivo para
localizar a posi¢do do enésima coeficiente a(n). O coeficiente a(0) é chamado de coeficiente constante de
série.

Somamos e multiplicamos séries de poténcias formais algebricamente como se fossem séries de potén-

cias convergentes. Sejam A(z) e B(x) duas séries de poténcias formais, definidas por:

A(x)=> a(n)a" e B(z)=» bn)",

Dizemos
Equacdo: A(x) = B(x) significa que a(n) = b(n) para todo n > 0.
Soma: A(x)+ B(x) = >, (a(n) + b(n))z™.

Produto: A(x)B(z) =Y, c¢(n)z"™, onde:

c(n) = a(k)b(n — k). (1.14)
k=0

A sequéncia {c(n)} determinada por (1.14) é chamada de Produto de Cauchy das sequéncias {a(n)} e
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{b(n)}.
O leitor pode facilmente verificar que essas duas operacdes satisfazem as condicdes de comutatividade
e associatividade, e que a multiplicacao € distributiva com respeito a adi¢do. Na linguagem moderna da

algebra, as séries de poténcias formais formam um anel. Este anel tem o elemento zero para a adicdo que

denotamos por 0,
0= Z a(n)z"™, onde a(n) = 0 para todon > 0,
n=0

e um elemento identidade para a multiplicacdo que denotamos por 1,

1= Za(n)x” onde a(0) =1ea(n) =0paran > 1.

n=0

A série de poténcias € chamada polinomial se todos seus coeficientes sdo zeros a partir de algum ponto.

o0

-~ a(n)z™ com coeficiente constante a(0) # 0 hd uma

Para cada série de poténcias formal A(z) = >
série de poténcias formal determinada de forma tnica B(x) = Y2 b(n)z" tal que A(z)B(x) = 1. Seus

coeficientes podem ser determinados pela resolug¢do do sistema de equagdes infinito:

a(0)b(0) = 1
a(0)b(0) + a(1)b(0) = 0,
a(0)b(2) + a(1)b(1) + a(2)b(0) = 0,

nas varidveis b(0), b(1),b(2), ... A série B(x) é chamada de inversa de A(z) e denotada por A(x)~! ou por

1/A(z).

A série especial
Alz) =1+ Z ax"
n=1

€ chamada série geométrica. Aqui a é um real arbitrario ou complexo. Seu inverso € o polindmio formal
B(z)=1-ax.

Em outras palavras, temos

1 o
=1 ™,
1= ax +;aa:
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1.15 A série de Bell da funcao aritmética

E. T. Bell usou séries de poténcias formais para estudar propriedades da multiplicacio de func¢des arit-

méticas.

Definicdo 1.15.1. Dado uma fungdo aritmética f e um primo p, denotamos por f,(x) a série de poténcias

formal

folz) =) f(p")z"
n=0
e chamamos ela de série de Bell de f mdédulo p.
Séries de Bell sdo especialmente titeis quando f é multiplicativa.

Teorema 1.15.1. Teorema da unicidade. Sejam f e g funcoes multiplicativas. Entdo [ = g se, e s0 se,

fp(x) = gp(x) para todo primo p.

Demonstracdo. Se f = g entdo f(p") = g(p") para todo p e todo n > 0, assim f,(x) = g,(x). Por outro
lado, se f,(z) = g,(x) entdo f,(z) = g,(x) paratodope f(p") = g(p") paratodon > 0. Ja que f e g sdo
multiplicativas isso implica que f = g. i

E f4cil determinar a série de Bell para algumas fungdes multiplicativas introduzidas anteriormente neste

capitulo.

Exemplo 1.7. Funcdo de Mobius ji. Jd que p(p) = —1 e u(p™) = 0 paran > 2 temos que
pp(x) =1 —w.

Exemplo 1.8. Fungdo ¢ de Euler. Jd que p(p™) = p™ — p"~V

o) = L4y (0 —p " =D pa —ay pa
n=1 n=0 =0

= (1—-2) (Zp”x"> = 11__;33.

paran > 1 temos

Exemplo 1.9. Fungdes completamente multiplicativas. Se f é completamente multiplicativa entdo f(p™) =

f(p)" para todo n > 0 e a série de Bell f,(x) é a série geométrica

fol@) =D f(p)a™ = w

Em particular temos a seguinte série de Bell para a funcgdo identidade I, a funcdo unidade i, a fung¢do
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poténcia N, e a funcdo de Liouville \:

I(x) = L
o0 . 1
n=0

(6% S an ,..n 1
Nj(z) = 1+Zp " = T pon
n=1

M) = Yo =

n=0

1.16 Séries de Bell e Produto de Dirichlet

O préximo teorema mostra a relagdo entre o produto de séries de Bell com o produto de Dirichlet.

Teorema 1.16.1. Para qualquer duas fungoes aritméticas f e g temos h = f % g. Dai para cada primo p

temos

hp(z) = fp(x)gp(2).

Demonstracdo. J4 que os divisores de p” sdo: 1, p,p?,...,p" temos

h(p") =) f(d)g (%n) =3 e

dlp
Isso completa a prova pois a tltima soma é o produto de Cauchy das sequéncias { f(p")} e {g(p")}. i

Exemplo 1.10. Jd que ;i*(n) = A\~1(n), a série de Bell de 1> médulo p é

pp(w) = =1+

Ap(@)
Exemplo 1.11. Jd que 0, = N * i, a série de Bell de o, modulo p é

1 1 1
S l—pr 1—2  1—o04(p)x+pea?

(Oa)p(x) = N;(ﬁ)ﬂp(m)

Exemplo 1.12. Este exemplo ilustra como a série de Bell pode ser usada para descobrir identidades en-

volvendo funcdo aritmética. Seja

fn) =220,
sendo que v(1) = 0 ev(n) =k sen =pi*,...,p" Dai f é multiplicativa e sua série de Bell médulo p é
£,(x) —1+i2”@">x"—1+§:2xn—1+ 2 _ Lt
P - - l—2z 1—2a
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Portanto
fo(x) = N§($)up<x)

o que implica f = p? x u ou

2/00) =N "y (d).

d|n

1.17 Derivada de funcoes aritméticas

Definicao 1.17.1. Para qualquer funcdo aritmética f definimos sua derivada f' como sendo a fungdo
aritmética dada pela equacdo

f'(n) = f(n)logn paran > 1.
Exemplo 1.13. Jd que I(n)logn = 0 para todo n temos I' = 0. Jd que u(n) = 1 para todo n temos
u'(n) = logn. Portanto, a formula y_,,, A(d) = logn pode ser escrita como:

Axu=1 (1.15)

Usando o conceito de derivada podemos rapidamente derivar a férmula de Selberg que € usada como o
ponto de partida de uma prova do teorema elementar dos niimeros primos. Por exemplo, as regras usuais

para diferenciacio de somas e produtos também servem se os produtos sao produtos de Dirichlet.

Teorema 1.17.1. Se f e g sdo funcoes aritméticas temos:
(a) (f+9)=[f+4.
(b) (fxg)=[f*g+[f*g.

(c) (f71) = —f"* (f * )", sempre que f(1) # 0.

Demonstracdo. A prova de (a) é imediata. Claro, é sabido que f + g € a funco para qual (f + g)(n) =
f(n) + g(n) para todo n.

Para provar (b) usamos a identidade log n = log d + log(n/d) para escrever

(frg)(m) = D fld)g (%) logn

djn
= Y f(d)logdg (g) +>_ fldg (Z) log <g>
i djn

= (f'*g)n) + (f xg")(n).

Para provar (c) aplicamos o item (b) para a férmula I’ = 0, relembrando que I = F * f~!. Isso nos dé

0= (fof ) =[x+ ()
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entao

Multiplicando por f~! nos d4
) ==+ f s fh==f (T 7.

Mas f~' % f~1 = (f % f)~! e entdo (c) estd provado. ]

1.18 A identidade de Selberg

Usando o conceito de derivada podemos rapidamente derivar a férmula de Selberg que € as vezes usada

como um ponto de partida de uma prova elementar do teorema de nimeros primos.

Teorema 1.18.1. A identidade de Selberg. Paran > 1 temos

A(n)logn + 3 A(d)A (g) =3 uld) log? g.
dn

din

Demonstracao. A equacdo (15) afirma que A * u = u'. A diferenciacido da equagao é dada por
Nxu+Axu ="

ou, jaque u’ = A x u,
Nxu+Ax(Axu) ="

Agora multiplicamos ambos os lados por ;= u~! para obtermos
N+AxA=u"*pu.

E est4 é a identidade. |
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Capitulo 2

Meédias de funcoes aritméticas

2.1 Introducao

O dltimo capitulo discutiu varias identidades satisfeitas por fungdes aritméticas como u(n), ¢(n), A(n),
e as fungdes divisoras o, (n). Agora estudaremos o comportamento dessas e de outras fungdes aritméticas
f(n) para valores grandes de n.

Considere por exemplo, d(n), o nimero de divisores de n. Essa fungio assume infinitas vezes o valor 2
(quando n € primo) e também assume valores arbitrariamente grandes quando n tem um grande nimero de
divisores. Assim, os valores de d(n) flutuam consideravelmente 2 medida que n aumenta.

Muitas fungdes aritméticas flutuam dessa maneira e muitas vezes € dificil determinar seu comporta-

mento para valores grandes de n. As vezes € melhor estudar a média aritmética

Fn) =237 fk).

~

As médias suavizam as flutuacdes, de modo que é razodvel esperar que os valores médios f(n) se
comportem mais regularmente do que f(n). Este é realmente o caso da fun¢ao divisora d(n). Vamos provar

~

mais tarde que a média d(n) cresce como log n para n grande; mais precisamente,

lim d(n)

n—oo lOg n

=1 2.1)

Isso € descrito dizendo que a ordem média de d(n) é logn.
Para estudar a média de uma fungéo arbitrdria f, precisamos conhecer suas somas parciais » ., _, f(k).
Por vez é conveniente substituir o indice superior n por um ndmero real positivo arbitrario « e considerar,

em vez disso, somas da forma

> (k).

k<z
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Entende-se aqui que o indice & varia de 1 a [z], o maior inteiro < z. Se 0 < = < 1 a soma fica
vazia e atribuimos o valor 0. Nosso objetivo é determinar o comportamento desta soma em funcdo de z,
especialmente para x grande.

Para a funcdo divisora provaremos um resultado obtido por Dirichlet em 1849, que é mais forte que
(2.1) , a saber

> d(k) = zlogz + (2C — 1)z + O(V/x) 2.2)

k<z

para todo z > 1. Aqui C € a constante de Euler, definida pela equagao

11 1
C = lim (1+§+—+---+——logn). (2.3)
n

n—00 3

O simbolo O(+/z) representa uma fungdo néo especificada de = que ndo cresce mais rapido do que algumas

constantes vezes /2. Este é um exemplo da notacéo "O grande" de Landau que é definida como segue.

2.2 A notacao "O grande''. Igualdade assintdtica de func¢oes

Definicio 2.2.1. Se g(x) > 0 para todo x > a, escrevemos
f(z) =O(g(x)) (leia-se: ” f(x) € O grande de g(x)”)
para dizer que o quociente f(x)/g(z) é limitado para x > a; isto é, existe uma constante M > 0 tal que
|f(z)| < Mg(z) paratodox > a.

Uma equagao da forma

f(x) = h(z) + O(g(x))

significa que f(z) — h(z) = O(g(x)). Notamos que f(t) = O(g(t)) para t > a implica [ f(t)dt =
O(f7 g(t)dt) paraz > a.

Definicao 2.2.2. Se

im 1) _
A

dizemos que f(x) € assintdtico a g(x) quando v — o0, e escrevemos

f(z) ~g(x) quando x — .
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Por exemplo, a Equacao (2.2) implica que

Z d(k) ~ xlogz quando x — co.
k<
Na Equacdo (2.2) o termo x log = é chamado de valor assint6tico da soma; os outros dois termos repre-
sentam o erro cometido ao aproximar a soma por seus valores assintéticos. Se denotarmos este erro por
E(z), entdo (2.2) afirma que
E(x) = (2C — )z + O(/x). (2.4)

Isso também pode ser escrito F(z) = O(z), uma equagdo que estd correta, mas que ndo transmite a

informacdo mais precisa em (2.4). A equag@o (2.4) nos diz que o valor assintdtico de E(x) é (2C' — 1)z.

2.3 Formula de soma de Euler

As vezes, o valor assintético de uma soma parcial pode ser obtido comparando-o com uma integral. A
formula de soma de Euler fornece uma expressao exata para o erro cometido em tal aproximacao. Nesta

férmula [¢] denota o maior inteiro < t.

Teorema 2.3.1. Férmula de soma de Euler. Se f tem uma derivada continua [’ no intervalo [y, x|, onde

0 <y <z, entdo

S fn) = / " f(t)de+ / (- [ (1)t
. +£(@) (] - 7) — F@)([] - v)- 2.5)

Demonstracdo. Sejam = [y], k = [z]. Para inteiros n e n — 1 em [y, x] temos

[ wrwa = [ -0 = o - Digm - fo- )

-1

= {nf(n) = (n=1)f(n —1)} = f(n).

Somando de n = m + 1 a n = k encontramos

[rmd = > i) - - fe -0} - Y s

m n=m+1 y<n<z

= k() —mfm)— 3 f(n). 2.6)

y<n<z
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portanto,

S s = = [ @+ kp) = mpm)

_ _/y[t]f’(t)dt+kf(k) —mf(y).

A integragdo por partes nos da

/ F(t)dt = xf (2) — yf(y) — /jtf’(t)dt

e quando isto € combinado com (2.6) obtemos (2.5). |

2.4 Algumas formulas assintoticas elementares

O préximo teorema fornece uma série de formulas assintéticas que sdo conseqii€ncias faceis da formula
de soma de Euler. Na parte (a) a constante C' € a constante de Euler definida em (2.3). Na parte (b), {(s)

denota a funcdo zeta de Riemann que € definida pela equagao

=1
:Z—S se s> 1,
n:ln

e pela equacao

1 1-s
C(s)zlim( — 2 > se0 <s<1.

ns 1—s

Teorema 2.4.1. Se x > 1, temos:

(a) Z%:logaﬂ—C%—O(é).

n<x

(b)Z—z

n<x

(C)Z (2'7%) se s > 1.

n>x

(d) ) n* =

n<x

(s) +O(x™°)ses >0, s # 1

a+l

—|— O(z®) se a > 0.
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Demonstracao. Para a parte (a) tomamos f(¢) = 1/t na férmula de soma de Euler para obter

t—[t]  — [2]

1 Tdt v
S [
el 1t 1 t
Tt 1
= logx—/ 2”dt—|—1+0(—)
1 t T

B <t — 1t <t —t] 1
= logz+1 /1 " dt+/1 2 dt + O —

A integral imprépria [, (t — [¢])¢~2d¢ existe porque ¢ limitada por [ ¢~2dt. Além disso,

Ct—|t <1 1
OS/ Jdtg/ —dt = —
x 12 R 2 x

entdo a ultima equagao se torna

lelog:c—i-l—/ t_z[t]dt—l—O(l).
n t T

n<lz x

Isso prova (a) com

0:1—/)t_mﬁ
t2
1

Deixando x — oo em (a) encontramos que

) 1 <t — 1t
xlgglo (Zﬁ—logx> —1—/1 2 dt,

n<x

entdo C' também € igual a constante de Euler.

Para provar a parte (b) usamos o mesmo tipo de argumento com f(x) = 2z~ %, onde s > 0, s # 1. A

férmula de soma de Euler nos da

1 T dt Tt -1t r — [x]
— = — — dt +1—
ns 1 s 8[ ts+1 + xs
n<x
s 1 Tt —[t]
= — 1-— dt + O(z™%).
1—s5 1—3+ S/l s+l +0(z™)
Portanto
1—ml_s+0()+0(—8) @27
T 1 S 7)), .
n<x
onde
>t -t

1
0(5)21—1_8—8[ tSTdt

Se s > 1, o membro esquerdo de (2.7) se aproxima de ((s) quando x — oo € os termos z' 7% e z7*
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ambos se aproximam de 0. Portanto, C'(s) = ((s)ses > 1. Se 0 < s < 1, 27° — 0 e (2.7) mostra que

1 l.lfs
1i - - .
zzlso(mns 1_s> Cls)

Portanto, C'(s) também € igual a ((s) se 0 < s < 1. Isso prova (b).

Para provar (c) usamos (b) com s > 1 para obter

1—s

Y=l = Y s = 1+ 0l ) = O )

ns 1—s

desde z7° < x!'—%.
Finalmente, para provar (d) usamos a férmula de soma de Euler mais uma vez com f(t) = t* para obter

Zna = /wto‘dt—i—a/xta_l([t]—t)dt+1—([x]—x)xa

n<x
a+1 1 x
R +0 (a/ to“ldt) + O(z®)
1

a+1_a—|—1
Z.oz—i—l

= O(z%).
w1 (%)

2.5 A ordem média de d(n)

Nesta se¢do derivamos a férmula assintética de Dirichlet para as somas parciais da fungio divisora d(n).

Teorema 2.5.1. Para todo x > 1 temos

> d(n) = zlogz + (2C — 1)z + O(v/), (2.8)

n<zx
onde C é a constante de Euler.

Como d(n) = >_,,, 1 temos

ddmn)=>") 1

n<z n<z dn
Esta é uma soma dupla estendida sobre n e d. Como d|n podemos escrever n = ¢d e estender a soma sobre
todos os pares de inteiros positivos ¢, d com gd < x. Por isso,

ddn)= > L (2.9)

n<lx q,d qd<x
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Isso pode ser interpretado como uma soma estendida sobre certos pontos da rede no plano gd, como sugerido
pela Figura 2.1. (Um ponto de rede é um ponto com coordenadas inteiras.) Os pontos de rede com gd = n
estdo em uma hipérbole, entdo a soma em (2.9) conta o numero de pontos de rede que se encontram nas
hipérboles correspondentes an = 1,2, ..., [x]. Para cada d < x fixo, podemos contar primeiro esses pontos

de rede no segmento de linha horizontal 1 < ¢ < x/d, e entdo somar todos os d < x. Assim (2.9) torna-se

ddn)=>) > 1 (2.10)

n<zx d<z g<z/n
d i
\;\qdf 10
qd= t \-..‘_._-____
gd =1 e
T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 q
Figura 2.1
Agora usamos a parte (d) do Teorema 2.4.1 com o = 0 para obter
d 1==+0(1)
q<z/d
Usando isso junto com o Teorema 2.4.1(a), encontramos
T 1
Zd(n) = Z {E +O(1)} = xzc_l + O(x)
n<z d<z d<z
1
=z {logx +C+0 (—) } + O(z) = xlogz + O(x).
T

Esta € uma versao fraca de (2.8), o que implica

Z d(n) ~zlogxz quandoz — oo

n<zx
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e dd logn como a ordem média de d(n).

d 4

X

VY4~ - E] — o lattice points on this segment

Figura 2.2

Para provar a férmula (2.8) de forma mais precisa voltamos a soma (2.9) que conta o niimero de pontos
de rede em uma regido hiperbdlica e aproveitamos a simetria da regiao em torno da linha ¢ = d. O nimero
total de pontos de rede na regido € igual a duas vezes o nimero abaixo da linha ¢ = d mais o nimero no

segmento de linha bissetriz. Referindo-se a Figura 2.2 vemos que

Sy =23 {E} —d}+[val

n<z d<\/z

Agora usamos a relacdo [y] = y + O(1) e as partes (a) e (d) do Teorema 2.4.1 para obter

S dn) = 2Z{§—d+0(1)}+0(\/5)

n<z d<\/z
1
= 2z ) 52 > d+0(Va)
A<z A<z

= 2x{log\/5+0+0 (%)}—z{gjLO(ﬂ)}th(ﬁ)

= zlogz + (2C — 1)z + O(V).

Isso completa a prova da férmula de Dirichlet.

Observagdo. O termo de erro O(/x) pode ser melhorado. Em 1903, Voronoi provou que o erro é
O(z'3logz); em 1922, van der Corput melhorou isso para O(z%3/1%°). A melhor estimativa até hoje é
O(x12/370+¢) para todo ¢ > 0, obtida por Kolesnik [4] em 1969. A determinagdo do infimo de todo @ tal

que o termo de erro é O(z?) é um problema ndo resolvido conhecido como problema do divisor de Dirichlet.
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Em 1915 Hardy e Landau mostraram que inf § > 1/4.

2.6 A ordem média das funcgoes divisoras o,(n)

O caso a = 0 foi considerado no Teorema 2.5.1. Em seguida, consideramos o > 0 real e tratamos o

caso o = 1 separadamente.

Teorema 2.6.1. Para todo x > 1 temos

> oi(n )22 + O(zlog z). (2.11)

n<x

Observacao 2.6.1. Pode-se mostrar que ((2) = w2 /6. Portanto (2.11) mostra que a ordem média de o(n)

émn/12.

Demonstracao. O método é semelhante ao usado para derivar a versao fraca do Teorema 2.5.1. N6s temos

2ol = D > a= Dy a=) ) 4

n<z n<z g|n q,d gd<x d<z q<z/d
1 /2\2
- 2@ @) -3z (x)
d<zx d<zx
_ - —1+¢(2)+O il + O(z1 )—1¢(2)2+O( log 7)
= 3 . = ycog:v—2 x xlogx),
onde usamos as partes (a) e (b) do Teorema 2.4.1. |

Teorema 2.6.2. Sex > 1ea > 0, a # 1, temos

1
> oalm) = L8 D0 4 0,
a—l—l

nlx
onde f = max{1, a}.

Demonstraciao. Desta vez usamos as partes (b) e (d) do Teorema 2.4.1 para obter

D oaln) = D ) =D ) &

n<z n<z gln d<z ¢<z/d
1 T\ otl x® xot! 1 N 1
- S @ (B} - S o (2 )
- xj;{ff+cm+1ﬂ%xaU}+O(#{ftl+(my+O@aﬁ>
C(a+1) ((a+1)

= =——1"" 4+ 0(x) + O(1) + O(z*) =

a-+1 ) B
a+1 T+ 0,

a+1
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onde 5 = max{1, a}. i

Para encontrar a ordem média de o,,(n) para a negativo escrevemos o« = — /3, onde 3 > 0.

Teorema 2.6.3. Se 5 > 0, seja 6 = max{0,1 — }. Entdo se x > 1 temos

Yo sn) = ((B+Dr+0(@") seB#L

n<x

= ((2)r+O(logz) sep=1.

Demonstracdo. Temos

RO D) IF-ED I DI

n<zx nlz d|n d<z q<z/d
1 (x 1 1
= Zd—ﬁ{E—FO(l)} ::L‘ZdB_H +0 (Zd_ﬁ> .
d<z d<z d<z
O tltimo termo é O(logz) se 3 = 1 e O(2°) se 3 # 1. Desde que
1 xt=h -8 1-3

x;W = _—B+C(B+1)x+0(x ) =C(B+ 1)z + Oz 9.

Isso completa a prova. i

2.7 A ordem média de p(n)

A férmula assintdtica para as somas parciais da funcdo ¢ de Euler envolve a soma da série

wn)

[M]#

n=1

Esta série converge absolutamente, pois é limitada por > ~- , n~2. Em [1, Teorema 11.5], estd provado que

~pun) 16
== (2.12)

n=1

Assumindo este resultado por enquanto temos

p(n) iu(n)_ p(n)

n? n? n?
n<lz n=1 n>x
6 1 6 1
- 240 “1=240(2
2 + (nzn n2> 2 + (x)
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pela parte (c) do Teorema 2.4.1. Agora usamos isso para obter a ordem média de ¢(n).

Teorema 2.7.1. Para x > 1 temos

Z p(n) = %af + O(zlogx), (2.13)

n<zx
entdo a ordem média de ¢(n) é 3n /.

Demonstracao. O método é semelhante ao usado para as funcdes divisoras. Comecamos com a relagao

p(n) = Zw)g

din
e obter
Doeln) = S Dupd= 30 pda=3 pd) Y
n<z n<x dn q,d qd<zx d<z q<z/d
1 /2\2 T
= ;*‘(d){i(a) ro(3)}
1, (d) 1
= 5 d<x?+0<xd§a>

1 1
= —2? {E +0 (E>}+O(xlog$) = %$2+O(xlogx).
T
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Capitulo 3

Alguns Teoremas Elementares sobre a

Distribuicao de Numeros Primos

3.1 Introducao

Para x > 0, m(x) denota o nimero de primos que ndo excede z. Entdo 7(x) — oo quando x — oo jd
que existem infinitos primos. O comportamento de 7(x) em fung¢do de z tem sido objeto de intenso estudo
por muitos matematicos célebres desde o século XVIII. A inspecao de tabelas de primos levou Gauss (1792)

e Legendre (1798) a conjecturar que 7(x) € assintdtico a =/ log x, ou seja,

m(z)logw )

lim
£—00 X
Esta conjectura foi provada pela primeira vez em 1896 por Hadamard [3] e de la Vallée Poussin [8] e é
conhecida agora como o teorema dos nimeros primos.

As provas do teorema dos nimeros primos sdo frequentemente classificadas como analiticas ou ele-
mentares, dependendo dos métodos usados para realizd-las. A prova de Hadamard e de la Vallée Poussin
¢ analitica, usando teoria de fun¢des complexas e propriedades da funcdo zeta de Riemann. Uma prova
elementar foi descoberta em 1949 por A. Selberg e P. Erdos. Sua prova ndo faz uso da fun¢do zeta nem
da teoria de funcdes complexas, mas € bastante complexa. Este capitulo trata principalmente de teoremas
elementares sobre primos. Em particular, mostramos que o teorema dos nimeros primos pode ser expresso

de vérias formas equivalentes.

Por exemplo, mostraremos que o teorema dos nimeros primos € equivalente a féormula assintética

ZA(n) ~ 1z quando x — o0. 3.1)

n<x

As somas parciais da fun¢do de Mangoldt A(n) definem uma funcéo introduzida por Chebyshev em 1848.
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3.2 Funcoes (x) e ¥(x) de Chebyshev

Definicao 3.2.1. Para x > 0 definimos a fungdo 1) (x) de Chebyshev pela férmula

Y(z) = An).

n<x

Assim, a férmula assintética em (3.1) afirma que

lim V()

T—r00 T

=1 (3.2)

Como A(n) = 0, a menos que n seja uma poténcia prima, podemos escrever a defini¢do de ¢ (z) da

seguinte forma:

@)=Y An) = > A" =) > logp
n<lz m=1 p m=1 p<gl/m

p" <z
A soma em m é na verdade uma soma finita. De fato, a soma em p € vazia se /™ < 2 ou seja, se

(1/m)logz < log2, ou se

Portanto temos

Ga)= ), ) logp

m<logy T p<gl/m

Definicio 3.2.2. Se x > 0 definimos a fungdo V(x) de Chebyshev pela equagdo

I(x) = logp,

n<x
onde p percorre todos os primos < x.

A tltima férmula para 1)(z) agora pode ser reformulada da seguinte forma:

Y(z)= Y I, (3.3)

m<log,
O préximo teorema relaciona os dois quocientes ¢ (z)/x e ¥(z)/x.

Teorema 3.2.1. Para x > 0, temos
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Observacao 3.2.1. Essa desigualdade implica que

lim (w(x) - @> = 0.

T—00 x X

Em outras palavras, se um de ou ¥(x)/x tende a um limite, entdo o outro também tende, e os dois

b(x)
x
limites sdo iguais.

Demonstracao. De (3.3) encontramos

0< () —d(x)= Y d/m).

2<m<logy x

Mas da defini¢do de ¥/(x) temos a desigualdade trivial

U(x) < Zlogw <zlogx

p<z

assim
0<t(x)—dx) < Y z/™log(a'/™) < (logyx)v/alog v
2<m<log, x
_ logz \/—Elogx _ \/E(logQ)Q.
log2 2 2log?2
Agora divida por x para obter o teorema. i

3.3 Relacdes conectando ¥(x) e 7(x)

Nesta secéio obtemos duas férmulas relacionando ¥(z) e 7(z). Estes serdo usados para mostrar que o

teorema dos numeros primos € equivalente a relagdo limite

T—r00 T

Ambas as fungdes () e ¥(z) sdo fungdes degrau com saltos nos primos; 7 (x) tem um salto de 1 em
cada primo p, enquanto ¥(x) tem um salto de log p em p. As somas envolvendo fungdes degrau desse tipo

podem ser expressas como integrais por meio do seguinte teorema.

Teorema 3.3.1. A identidade de Abel. Para qualquer fungdo aritmética a(n) seja
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onde A(x) = 0 se v < 1. Suponha que f tenha uma derivada continua no intervalo [y, x|, onde 0 < y < .

Entdo nds temos

S aln)f(n) = A@)f@) - AW - [ " AW (@), (3.4)

Demonstracdo. Seja k = [x] e m = [y], de modo que A(x) = A(k) e A(y) = A(m). Entdo

Demonstracao. PROVA ALTERNATIVA. Uma prova mais curta de (3.4) esta disponivel para os leitores
familiarizados com a integra¢do de Riemann-Stieltjes. (Veja [1], Capitulo 7.) Como A(z) é uma funcdo

degrau com salto f(n) em cada inteiro n, a soma em (3.4) pode ser expressa como uma integral de Riemann-

/fdA

Stieltjes,

y<n<x

A integragdo por partes nos di

S ) = f@A@ - f)Aw) - [ " A dF(0)

y<n<z

> alm)fn) = ) Aw) = [ A 0. (3.5)
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Deve-se notar também que a férmula de soma de Euler pode ser facilmente deduzida de (3.4). De fato,

se a(n) = 1 paratodo n > 1 encontramos A(z) = [z] e (3.4) implica

S fn) = f(@)la] = F(y)ly] - / “f bt

y<n<z

Combinando isso com a férmula de integracdo por partes

[ e =of@) -y - [ sy

obtemos imediatamente a formula de soma de Euler (Teorema 1.2.1).

Agora usamos (3.4) para expressar V() e m(x) em termos de integrais.

Teorema 3.3.2. Para x > 2 temos

Y (zx) = m(x)logx — /w @dt (3.6)
2
e & 0
V(z 70t
w(@) = +/2 o1 3.7)

Demonstracdo. Seja a(n) a fungdo caracteristica dos primos; isso é

1 sen éprimo,
a(n) = N
0 caso contrario.

Entao, temos

W(I)Ile Z a(n) e 19(1’):Zlogp: Z a(n)logn.

p<lzx 1<n<lz p<lzx 1<n<z

Fazendo f(z) = logz em (3.4) com y = 1 obtemos

I (zx) = Z a(n)logn = w(x)logx — m(1)log1 — /190 Wsz;

1<n<lz

o que prova (3.6) uma vez que 7(t) = 0 para t < 2.

Em seguida, seja b(n) = a(n)logn e escreva

1
logn’

n(z) = bn)

3/2<n<x

9(x) = b(n).

n<x

Falando f(z) = 1/logx em (3.4) com y = 3/2 obtemos

“logz  log3/2 Jo tlog®t

?
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o que prova (3.7) uma vez que ¥(t) = 0 se t < 2.

3.4 Algumas formas equivalentes do teorema dos nimeros primos

Teorema 3.4.1. As seguintes relacoes sdo logicamente equivalentes:

ligg @) logz _
Tr— 00 X

lim M =1.
T—00 T
lim M

r—o0 I

= 1.

Demonstracao. De (3.6) e (3.7) obtemos, respectivamente,

J(r) w(x)logx —l/x@dt

T T T t

m(x)logx  J(x) N log x /I V(t)dt
T T r s

B tlog®t’

Para mostrar que (3.8) implica (3.9) precisamos apenas mostrar que (3.8) implica

t 1
Mas (3.8) implica M =0 | —— | parat > 2 entdo
t logt

[ a7,
xJy x Jy logt

Agora
xdt_/ﬁdt +/¢” dt _ VEo w- e
o logt ), logt J zlogt ~ log2  logy/z’
assim
1 [* dt
—/ —— — 0 quando z — oo.
x J, logt

Isso mostra que (3.8) implica (3.9).

Para mostrar que (3.9) implica (3.8) precisamos apenas mostrar que (3.9) implica

lim 10gx/ V(t)dt 0
2

tlog?t

T—00 X

(3.8)

3.9

(3.10)
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Mas (3.9) implica ¥(t) = O(t) entdo
logz [* 9(t)dt logx [* dt
57— =0 — |-
T Jo tlog”t T Jy log“t
Tt Vet T dt VI o —JT
2, 5, T 2, ST 2.t 3 ’
5 log”t o log®t  Jyzlog®t ~ log®2  log”\/x

1 Todt
ng/ 5— — 0 quando z — oo.
r Jo log“t

Agora

por isso

Isso prova que (3.9) implica (3.8), entdo (3.8) e (3.9) sdo equivalentes. J4 sabemos, pelo Teorema 3.2.1, que
(3.9) e (3.10) sdo equivalentes. |

O préximo teorema relaciona o teorema dos niimeros primos ao valor assint6tico do enésimo primo.

Teorema 3.4.2. Seja p, o enésimo primo. Entdo as seguintes relacoes assintoticas sao logicamente equi-

valentes:

1
lim T8 _ (3.11)

T—00 x

1

lim m(z)logm(z) _ 1 (3.12)

T—00 x
lim —2 —1. (3.13)

n—oo 1 logn

Demonstracao. Mostramos que (3.11) implica (3.12), (3.12) implica (3.13), (3.13) implica (3.12) e (3.12)
implica (3.11).

Suponha que (3.11) seja vélido. Fazendo logaritmos obtemos

lim [log 7(x) + loglogz — log x] = 0

T—00

ou

1 log1
lim [logx og 7(7) + 0808 % 1) =0.
z—00 log = log x

Como log z — oo quando z — oo segue que

lim log 7(z) N loglogz ) — o
z—oo \ logx log z

de onde obtemos
lim 287(®) _
T—r00 10gl’

Isso, junto com (3.11), da (3.12).
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Agora suponha (3.12) vale. Se = = p, entdo 7(z) = ne

m(x)logm(x) = nlogn

entdo (3.12) implica
nlogn

lim

n—oo pn

=1
Assim, (3.12) implica (3.13).

Em seguida, suponha que (3.13) seja vélido. Dado z, defina n pelas desigualdades

Pn S T < Pn+1,

de modo que n = 7(z). Dividindo por n log n, temos

DPn < x < Pn+1 _ Prn+1 (7’L + 1) 1Og(n + 1)
nlogn — nlogn nlogn  (n+1)log(n+ 1) nlogn

Agora seja n — oo e use (3.13) para obter

lim ——— =1 I - 1
im = ou lim———=1
n—oonlogn z—oo () log ()

Portanto, (3.13) implica (3.12).

Finalmente, mostramos que (3.12) implica (3.11). Tomando logaritmos em (3.12) obtemos

lim (log 7(x) + loglog m(z) —logz) =0

T—00

ou

lim {logﬁ(m) (1 +

T—00

bilﬁ&(f . 1olgifx)>] -

Como log 7(x) — oo segue que

lim
T—00

L+ loglogm(z)  logx _0
log 7(z) log 7(z)

ou
log x

5300 logm(z)

Isso, junto com (3.12), dd (3.11). i
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3.5 Desigualdades para w(n) e p,

O teorema dos ndmeros primos afirma que 7(n) ~ n/logn quando n — oco. As desigualdades no

préximo teorema mostram que n/logn é a ordem correta de magnitude de m(n). Embora melhores de-

sigualdades possam ser obtidas com maior esforco (veja [S]), o seguinte teorema € de interesse devido a

natureza elementar de sua prova.
Teorema 3.5.1. Para todo inteiro n > 2 temos

n n

1
- <
6 logn mn

Demonstracdo. Comecamos com as desigualdades

2n 2n)!
= ( |n )‘ ¢ um coeficiente binomial. A desigualdade da direita segue da relagdo
n n.n.

onde

. b em [ 21 2n
=141 =) > :
=0 \ K n

e o outro € facilmente verificado por inducao. Tomando logaritmos em (3.15) encontramos
nlog2 <log(2n)! — 2logn! < nlog4.

Mas o Teorema 2.14 implica que
logn! = Z a(p)logp

p<n

onde a soma ¢é estendida sobre primos e «(p) é dado por

Por isso

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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Como [2z] — 2[z] é 0 ou 1, a desigualdade da esquerda em (3.16) implica
[
nlog?2 < Z Z 1]logp < Zlog2n:7r(2n)log2n.

p<2n m=1 p<2n

Isso nos dé
log 2 2n log2 1 2
n(2n) > 1082 M 108 " (3.18)

= > —
— log2n  log2n 2 4log2n

ja que log 2 > 1/2. Para inteiros {mpares temos

1 2n 1 2n 2n +1

7(2n+1) > w(2n) > >

2n +1

— > —
4log2n = 42n+ 1log(2n+ 1)
desde que 2n/(2n + 1) > 2/3. Isso, junto com (3.18), nos dd

n

m(n) >

1
6logn

para todo n > 2, o que prova a desigualdade mais a esquerda em (3.14).

1
6log(2n + 1)

Para provar a outra desigualdade voltamos a (3.17) e extraimos o termo correspondente a m = 1. Os

termos restantes sao ndao negativos, entao temos

log(2n)! — 2logn! > Y {{%”} ) m } log p.

p<2n

Para aqueles primos p no intervalo n < p < 2n temos [2n/p] — 2[n/p] = 1 entdo

log(2n)! — 2logn! > Z logp = 9(2n) — ¥(n).

n<p<2n

Portanto (3.16) implica
Y(2n) — 9 (n) < nlog4.

Em particular, se n é uma poténcia de 2, isso d4
P27 —9(27) < 2" log4 = 2" log 2.
Somandoem r = 0,1, 2,..., k, a soma nos telescopios da esquerda e encontramos

928 < 2642 1og 2.
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Agora escolhemos k£ de modo que 2F < n < 2F*+! e obtemos
JI(n) < 9(2M1) < 272 10g 2 < 4nlog 2.
Masse 0 < o < 1 temos

(m(n) — m(n%))logn® < Z logp < 9(n) < 4nlog 2,

n*<p<n
por isso

4dnlog 2 4nlog 2

m(n)

) <
alogn () alogn
n 4log2 logn
“ o (o )

logn Q nl-o

1/c

Agora, se ¢ > 0ex > 1 afungdo f(x) = x~°logx atinge o maximo em x = e'/¢, entdo n “logn < 1/(ce)

paran > 1. Tomando o = 2/3 na udltima desigualdade para 7(n), encontramos

Isso completa a prova. i

O Teorema 3.5.1 pode ser usado para obter os limites superior e inferior do tamanho do enésimo primo.

Teorema 3.5.2. Paran > 1 o enésimo primo p,, satisfaz as desigualdades
1 12
gnlogn<pn<12 nlogn +nlog— | . (3.19)
e

Demonstracdo. Se k = p, entdo k > 2 e n = w(k). De (3.14) temos

k Pn
< 6logk: N 6logpn

n = n(k)

por isso

pn>1 | n>1 1
=nlogp =nlogn.
6 6

Isso da o limite inferior em (3.19).

Para obter o limite superior, usamos novamente (3.14) para escrever

I £ 1 p,

n=m(k) 6logk 6logp,’
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do qual encontramos

Pn < 6nlogp,. (3.20)
Como logz < (2/e)/x se x > 1 temos log p, < (2/e),/py. entdo (3.20) implica

12
P < —n.
e

Portanto

1 12
élogpn < logn + log —
e

que, quando usado em (3.20), nos da
12
Dn < 61 (210gn+ 2log —) .
e

Isso prova o limite superior em (3.19). |

Observacao 3.5.1. O limite superior em (3.19) mostra mais uma vez que a série

o0

1

Pn

n=1

diverge, em comparagdo com -, 1/(nlogn).

3.6 Teorema Tauberiano de Shapiro

Mostramos que o teorema dos nimeros primos € equivalente a férmula assintética

1 ZA(n) ~1 comzxz — . (3.21)
x

n<x

No Teorema 2.15 derivamos uma férmula assintética relacionada,

Z A(n) [%} =zlogz —x + O(log z). (3.22)
n<x

Ambas as somas em (3.21) e (3.22) sdo médias ponderadas da fun¢do A(n). Cada termo A(n) € multiplicado
por um fator de peso 1/x em (3.21) e por [x/n] em (3.22).

Teoremas que relacionam diferentes médias ponderadas de uma mesma funcio sdo chamados de teo-
remas tauberianos. Discutimos a seguir um teorema tauberiano provado em 1950 por H. N. Shapiro [6].

Relaciona somas da forma ) a(n) com as da forma ) __ a(n)[z/n] para a(n) ndo-negativa.
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Teorema 3.6.1. Seja {a(n)} uma sequéncia ndo negativa tal que

Za(n) [ﬂ =zlogz + O(x) paratodox > 1.

n<x

Entdo:

(a) Para x > 1 temos
Z a(n) =logx + O(1).
n
n<x
(Em outras palavras, eliminar os colchetes em (3.23) leva a um resultado correto.)

(b) Existe uma constante B > 0 tal que

Za(n) < Bx paratodox > 1.

n<x

(c) Existe uma constante A > 0 e xo > 0 tal que

Za(n) > Ax  paratodo x > xy.

n<x
Demonstracio. Seja

n<zx n<x
Primeiro provamos (b). Para isso, estabelecemos a desigualdade

T

S(x)—5<2

) < T(x) — 2T (g) .

Nos escrevemos

01 -20(3) = 2ot 5[]

n<z n<z/2

- 5 (-2l £ [

n<z/2 x/2<n<z

Como [2y] — 2[y] € 0 ou 1, a primeira soma é ndo negativa, entdo

T(x)—2T(§>2 3 [ﬂ an)= Y a(n)ZS(x>—s(§>.

xz/2<n<w x/2<n<x

(3.23)

(3.24)
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Isso prova (3.24). Mas (3.23) implica
x r,
T(x)—2T <§> =zlogz + O(z) — 2 <§ log B + O(:v)) = O(x).
Portanto (3.24) implica S(x) — S(z/2) = O(x). Isso significa que existe alguma constante K > 0 tal que
x

S(z) — <2> < Kx paratodox > 1.

Substitua  sucessivamente por x/2, x/4, ... para obter

s(3)-s(5) =13

$(3)-5(5) =53

etc. Observe que S(z/2") = 0 quando 2" > z. Somando essas desigualdades temos

1 1

Isto prova (b) com B = 2K.

A seguir provamos (a). Escrevemos [z/n] = (z/n) + O(1) e obtemos

T@) = Y [%] an) =" (% n 0(1)) TOEEDD @0 (Za(n))

n<x n<x n<x n<x

pela parte (b). Por isso

Isso prova (a).

Finalmente, provamos (c). Deixar

Entdo (a) pode ser escrito da seguinte forma:

A(r) = logz + R(x),

onde R(x) é o termo de erro. Como R(x) = O(1) temos |R(z)| < M para algum M > 0.

Escolha « para satisfazer 0 < a < 1 (devemos especificar o mais exatamente em um momento) €
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considere a diferenga
a(n) a(n) a(n)
n<ax
Se z > 1 e ax > 1 podemos aplicar a férmula assintética para A(x) para escrever

A(x) — Alaz) = logz + R(z) — (logax + R(ax))
= —loga+ R(z) — R(ax)
> —loga+ |R(z)| — |R(ax)| > —loga — 2M.

Agora escolha o para que — log o — 2M = 1. Isso requer log v = —2M — 1, ou o = e~ 2M =1 Observe que

0 < a < 1. Para este «, temos a desigualdade

Alx) — Alaz) > 1 sex > 1/a.

Mas
a(n) 1 S(x)
Alx) — A = LA g — 2
(x) (ax) a:cgn:<x nooor ;a(n) ar
Por isso
S
ﬁ >1 sexz>1/a.
ax
Portanto S(z) > ax se z > 1/a, 0 que prova (c) com A = ae zg = 1/a. i

3.7 Aplicacao do Teorema de Shapiro

A equagdo (3.22) implica
Z A(n) [ﬁ} =zlogx + O(x).

n
n<x

Como A(n) > 0 podemos aplicar o teorema de Shapiro com a(n) = A(n) para obter:

Teorema 3.7.1. Para todo x > 1 temos

Z# = logx + O(1). (3.25)

n<x

Além disso, existem constantes positivas c; e ¢ tais que

Y < cix paratodox > 1
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W > cox  para todo x suficientemente grande.

Outra aplicagdo pode ser deduzida da férmula assintética

Z E] logp = xlogz + O(x)

p<z

provado no Teorema 2.16. Isso pode ser escrito na forma

Z Ai(n) [%} =zlogz + O(x), (3.26)
n<x

onde A; € a funcdo definida como segue:

logp sen éum primo p
Ai(n) = 7
0 caso contrario.

Como A;(n) > 0, a Equacdo (3.26) mostra que a hipétese do teorema de Shapiro € satisfeita com a(n) =

Ai(n). Como¥(z) = > . Ai(n), aparte (a) do teorema de Shapiro nos dd a seguinte férmula assintética.

n<x

Teorema 3.7.2. Para todo x > 1 temos

3 08P _ Jog + O(1). (3.27)

p<z

Além disso, existem constantes positivas c; e ¢ tais que

V(x) <z paratodo x > 1

V(x) > cox  para todo x suficientemente grande.

No Teorema 2.7 provamos que

x x
> s =3r ()
n<lz n<x
para qualquer fungo aritmética f(n) com somas parciais F'(z) = >, .. f(n). Como ¢(z) = > _ A(n)
ed(z) = )., Ai(n), as férmulas assintéticas em (3.22) e (3.26) podem ser expressas diretamente em

termos de ¢ () e ¥(x). N6s os declaramos como um teorema formal.
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Teorema 3.7.3. Para todo x > 1 temos

Z P (%) = zlogx — x + O(log z) (3.28)

n<x

Zz? (%) =zlogx + O(x).

n<x

3.8 Uma férmula assintética para as somas parciais ) . (1/p)

Teorema 3.8.1. Existe uma constante A tal que

1 1
Z — =logloge+ A+ O (—) para todo x > 2. (3.29)
log
p<z
Demonstracao. Seja
logp
Al) =2
p<w p
e seja
1 senéum primo ,
a(n) =
0 caso contrdrio.
Entao

p<z n<x n<x

Af se tomarmos f(t) = 1/logt no Teorema 3.3.1 encontramos, ja que A(t) = 0 parat < 2,

1A A
- <$>+/2 ﬂo(g?tdt. (3.30)

P ~ logx

De (3.27) temos A(z) = logz + R(z), onde R(x) = O(1). Usando isso a direita de (3.30), encontramos

1 1 1 1
ZZ; _ ogz + O( )+/ ogt—l—R(t)dt
2

= log x tlog*t
1 Todt “ R(t)
= 140 +/ —l—/ dt. 3.31
<log:c) 5 tlogt o tlog*t 63D
Agora
Todt
= loglog x — loglog 2
5 tlogt

/ R(tz) dt:/ R<t2) dt—/ R(t2) .
o tlog“t o tlog“t + tlog“t
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a existéncia da integral imprdpria é assegurada pela condi¢ao R(t) = O(1). Mas

e t < dt 1
[ =0 ([ ) =0 ()
« tlog“t . tlog“t log x

Portanto, a Equacdo (3.31) pode ser escrita da seguinte forma:

1 ° t 1
Z—zloglogx+1—loglog2+/ iﬁdt%—(}( )
P . tlog”t log =

p<z

Isso prova o teorema com
R(t) gt

A=1-logl 2+/
08108 . tlog?t

3.9 As somas parciais da funcao Mobius

Definicao 3.9.1. Se x > 1 definimos
M) = 3 i)

n<lx

A ordem exata de magnitude de M () ndo é conhecida. A evidéncia numérica sugere que
M (z)] < Vr sex > 1,

mas essa desigualdade, conhecida como conjectura de Mertens, nao foi provada nem refutada. O melhor

resultado obtido até o momento é

M(z) = O(zd(z))

onde §(z) = exp{—Alog®® z(loglog #)~'/5} para alguma constante positiva A. (Uma prova é dada em
Walfisz [9].)
Nesta sec@o provamos que a afirmac¢do mais fraca

lim M(z)

T—00 T

=0

¢ equivalente ao teorema dos nimeros primos. Primeiro relacionamos M (x) com outra média ponderada
de p(n).
Definicao 3.9.2. Se x > 1 definimos

H(z) = Z w(n)logn.

n<x

O préximo teorema mostra que o comportamento de M (x)/x é determinado pelo comportamento de

H(z)/(xlogz).
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Teorema 3.9.1. Temos
M H
lim ( (z)  H(z) ) — 0. (3.32)
Z—00 x xlogx
Demonstracdo. Substituindo f(¢) = logt no Teorema 3.3.1 obtemos
“ M)
H(z) = Z p(n)logn = M(z)logx — | ——=dt.
n<x 1 ¢
Portanto, se x > 1 temos
M(x)_ H(z) 1 /xM(t)dt
x zlogr xlogx J, t '
Portanto, para provar o teorema, devemos mostrar que
1 T M(t
lim / ( )dt =0. (3.33)
a—oo xlogx J; 1
Mas temos a estimativa trivial M (z) = O(x) entdo
/ M)y o (/ dt) — Oa),
1t 1
de onde obtemos (3.33) e, portanto, (3.32). |

Teorema 3.9.2. O teorema dos niimeros primos implica

lim M(z)

T—00 x

= 0.

Demonstracdo.  Usamos o teorema dos niimeros primos na forma i(x) ~ x e provamos que

H(x)/(xlogz) — 0 como x — oo. Para isso, exigiremos a identidade

—H(w) = = p(n)logn =Y u(n) (=)

n<x n<lx

Para provar (3.34), come¢amos com o Teorema 1.7.2, que afirma que

A(n) == p(d)logd

dln

e aplique a inversao de Mobius para obter

—u(n)logn = Zu(d)/\ (g) .
djn

Somando sobre todo n < x e usando o Teorema 2.10 com f = u, g = A, obtemos (3.34).

(3.34)
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Como ¢ (x) ~ x, se € > 0 é dado, existe uma constante A > 0 tal que

‘M — 1| < e sempre que x > A.
x
Em outras palavras, temos
|(z) — x| < ex sempre que z > A. (3.35)

Escolha z > A e divida a soma a direita de (3.34) em duas partes,

2t D

nly y<n<z

onde y = [z/A]. Na primeira soma temos n < y entdo n < x/A e, portanto, x/n > A. Portanto, podemos

usar (3.35) para escrever
x x x
‘@ZJ <—> ——‘ <e— sen <y.
n n

Portanto, :
S E) - T (E+e()-3
()2

E
S
<
/N
S8
—
IA

AR () -

< m+€zi<x+5x(1+logy)
n

n<y
< xw+4ex+exloga.

Na segunda soma temos y < n < z entdon > y + 1. Por isso

T T <4
n_ y+1
porque
<2<yt
Y= A Y .
A desigualdade (z/n) < A implica ¢)(z/n) < 1(A). Portanto, a segunda soma é dominada por z)(A).

Portanto, a soma total em (3.34) € dominada por

(1+e)x+exlogr + zp(A) < (2+P(A))x + cxlogx
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se ¢ < 1. Em outras palavras, dado qualquer e tal que 0 < £ < 1 temos
|H(z)| < (24 ¢(A)x +exloge sex > A,

" )| _ 24 v(4)

xlogx log x

+ €.
Agora escolha B > A de modo que > B implique (2 + ©)(A))/log x < . Entdo para z > B temos

H
HE@| _,,
xlogx
o que mostra que H(x)/(zlogx) — 0 quando x — 0. i
Voltamos a reciproca do Teorema 3.9.2 e provamos que a relagcdo

lim M(z)

T—00 xX

=0 (3.36)

implica o teorema dos ndmeros primos. Primeiro, introduzimos a notacdo "o pequena".

Definicao 3.9.3. A notagdo

f(z) =o0(g(x)) quando x — oo (leia-se: f(x) é o pequena de g(x))

significa que

im M =
$1—>oo g(x) 0.

Uma equagao da forma

f(z) = h(z)+ o(g(x)) quando x — oo

significa que f(z) — h(z) = o(g(z)) como x — 0.
Assim, (3.36) afirma que

M (z) = o(x) quando x — o0,

e o teorema dos nimeros primos, expresso na forma ¢(x) ~ x, também pode ser escrito como

Y(z) =x + o(x) quando x — oc.

Mais geralmente, uma relagdo assintética

f(z) ~ g(x) quando x — oo
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¢é equivalente a
f(z) = g(x) + o(g(x)) quando z — oc.
Também notamos que f(z) = O(1) implica f(z) = o(z) quando x — oc.
Teorema 3.9.3. A relacdo
M(z) = o(z) quando x — oo (3.37)
implica (x) ~ x quando x — 0.
Demonstracdo. Primeiro expressamos ¢(z) por uma férmula do tipo
Yla) =z — > pld)f(g)+0(1) (3.38)

q,d
qd<z

e entdo use (3.37) para mostrar que a soma € o(x) quando x — co. A fungdo f em (3.38) é dada por

f(n) = oo(n) —logn — 2C,

onde C' é a constante de Euler e o(n) = d(n) é o nimero de divisores de n. Para obter (3.38), comegamos

com as identidades

2] =31 (@) =) An), 122{%}

n<x n<x n<x

e expresse cada soma como um produto de Dirichlet envolvendo a fungao Mobius,

1= e (), A =S utdiosy. || = ¥ uta)
dln dln dln

Entao

] — (z) — 20 = Z{l—A(n)—QC H}

n<x

= 3> ) {oo () —1og % — 2}

n<z dn

= > u(d){oo(q) —logq —2C}
q,d
qd<x

= > ud)f(a):

q,d
qd<z
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Isso implica (3.38). Portanto, a prova do teorema serd completa se mostrarmos que

Z w(d)f(q) = o(x) como z — oo. (3.39)

q,d
qd<z

Para este propdsito, usamos o Teorema 2.17 para escrever

> ud)f(@) = Do pm)F (Z) + 7 fm)M (=) = Fla)M(b) (3.40)

onde a e b sdo quaisquer nimeros positivos tais que ab = x e

Fa) =3 f(n).

n<x

Mostramos a seguir que F'(x) = O(y/z) usando a férmula de Dirichlet (Teorema 1.3.1)

Z oo(n) = zlogz + (2C — 1)z + O(v/z)

n<x

junto com a relagdo

Zlogn = loglz|! = zlogz — z + O(log z).

n<lx

Estes nos dao

F(z) = Zao(n)—Zlogn—2021

n<x n<lx n<lx

= zlogz + (2C — 1)z + O(/x) — (zlogz — z + O(logz)) — 2Cx + O(1)
= O(Vz)+O(logz)) + O(1) = O(Vx).

Portanto, existe uma constante B > 0 tal que
|F(x)| < By/x paratodo z > 1.

Usando isso na primeira soma a direita de (3.40), obtemos

gBZ\/ggA\/x_:% (3.41)

n<b

>y (2

n<b

para alguma constante A > B > 0.
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Agora seja € > 0 arbitrério e escolha a > 1 tal que

Entdo (3.41) torna-se

S ()

n<b

< Eex (3.42)

para todo z > 1. Observe que a depende de € e ndo de .

Como M (z) = O(z) quando z — oo, para 0 mesmo ¢ existe ¢ > 0 (dependendo apenas de ¢) tal que

M(z)] _

€
xr > ¢ 1mplica —
p . K’

onde K € qualquer nimero positivo. (Vamos especificar /i agora.) A segunda soma a direita de (3.40)

satisfaz
x ex e n
> (D)< X Wlgn =7 X 7l (3.43)
forneceu x/n > ¢ para todo n < a. Portanto (3.43) vale se = > ac. Agora pegue
n
K nzga |f EFL )|
Entdo (3.43) implica

> fmar (%)

n<a

< ex forneceu z > ac. (3.44)

O ualtimo termo a direita de (3.40) é dominado por
|F(a)M(b)] < AVa|M(b)| < Avab < eVby/ab = ey/zb < ex

desde que v/ > a, ou z > a?. Combinando isso com (3.44) e (3.42) encontramos que (3.40) implica

> uld)f(q)| < 3ex

q,d
qd<zx

desde x > a® e z > ac, onde a e c dependem apenas de . Isso prova (3.39). i

Teorema 3.9.4. Se

Aw) =3 1)

n<x
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a relagdo

A(z) = o(1) quando x — oo (3.45)

implica o teorema dos niimeros primos. Em outras palavras, o teorema dos niimeros primos é uma con-

sequéncia da afirmacgdo de que a série

S 4(0)

converge e tem soma 0.

Observacao 3.9.1. Também pode ser mostrado (ver [2]) que o teorema dos niimeros primos implica a

convergéncia desta série para 0, entdo (3.45) é na verdade equivalente ao teorema dos niimeros primos.

Demonstracio. Mostraremos que (3.45) implica M (x) = o(x). Pela identidade de Abel temos

M) =Y pn) =Y @n 2 A(z) — /1 " AL,

n<lx n<lx

assim

Portanto, para completar a prova, basta mostrar que

im & [ A(t)dt = 0. (3.46)

r—oo T Jq

Agora, se ¢ > 0 ¢é dado, existe um ¢ (dependendo apenas de ¢) tal que |A(z)| < ¢ se x > ¢. Como

1 C
. /1 A(t)dt‘ +

1 x
limsup,_, ‘5/ A(t)dt‘ <e,
1

|A(x)| <1 paratodo z > 1 temos

1 x
- <
$/1 A(t)dt’ <

Fazendo x — oo encontramos

-1 elx—c
+ ( )
T T

1 [* c
- <
- /c A(t)dt‘ <

e como e € arbitrario, isso prova (3.46). |

3.10 Foérmula assintotica de Selberg

Deduzimos a férmula de Selberg por um método dado por Tatuzawa e Iseki [7] em 1951. Ela é baseada

no seguinte teorema que tem a natureza de uma férmula de inversao.

Teorema 3.10.1. Seja F' uma fungdo a valor real ou complexa definida em (0, 0), e seja

G(z) = loga:ZF <%> :

n<x
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Entdo

x)logx + ZF (%) A(n) = Zu(d)G (%) :

n<lz d<z

Demonstracdo. Primeiro escrevemos F'(z)log z como uma soma,

F(x)logx:ZH ()1og— ZF( )1oggcuznu(d)

n<x

Entdo usamos a identidade do Teorema 1.7.2,
n
= d) log —
d§| p(d)log —

para escrever

> (2) o) = 5 (2) S wtave

n<zx n<zx d|n

Somando essas equagdes encontramos

m)logx—i—ZF(%) Aln) = ZF(%) Zu(d) {log%—i—logg}

n<az n<z
= ZZF( ) logfl.

n<x d|n

Na ultima soma escrevemos n = qd para obter

ZZF(%) 1Ogd Z“ bgdz ( ) D u(d) ()

n<z dn g<z/d d<z
0 que prova o teorema. I

Teorema 3.10.2. Formula assintotica de Selberg. Para x > 0 temos

logw—i—ZA ( )—2x10gx+0( ).

n<z

Demonstracdo. Aplicamos o Teorema 3.10.1 a fungdo Fi(x) = ¢(z) e também a Fy(z) =z — C' — 1,

onde C' € a constante de Euler. Correspondendo a F; temos

_ TN 2 2
—logxz¢<n> xlog”x — xlogx + O(log” ),

n<zx

Faculdade de Matematica



Alguns Teoremas Elementares sobre a Distribuicao de Numeros Primos 62

onde usamos o Teorema 3.7.1. Correspondendo a F;, temos

Go(x) = log$ZFQ (%) :log:UZ(%—C—l)
n<x n<x
= xlong%—(C+1)longl

n<lx n<x

= xlogw(logm%—C—l—O(i)) —(C+1)logz(x+ O(1))
= xlog’z — xlogx + O(log ).

Comparando as férmulas para G (x) e G5(z) vemos que G4 () — G5(z) = O(log? ). Na verdade, usare-

mos apenas a estimativa mais fraca

Gi(z) — Ga(z) = O(Vx).

Agora aplicamos o Teorema 3.7.3 a cada F) e F, e subtraimos as duas relacdes assim obtidas. A

diferenca dos dois membros direitos €

S {6 (5) - (5)) -0 (2f5) -0 (FE 55) 0w

d<z d<z

pelo Teorema 2.4.1(b). Portanto, a diferenca dos dois membros da esquerda também é O(z). Em outras
palavras, temos
{U(2) — (e = C = Dhoga+ > {v (g) — (2 -c-1)}Am) =0

n

n<x
Reorganizando os termos e usando o Teorema 3.7.1 encontramos que

P(x) logat—I—Zz/J (%) Aln) = (z—-C— 1)logx+z (% —C - 1) A(n) 4+ O(z)

n<lx n<lx

= 2xlogz+ O(x).
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Conclusao

Este trabalho nos mostra como os nimeros primos sao fascinantes ao longo da histéria da matematica. E
isso vem desafiando a comunidade cientifica hd muitos séculos. O estudo das func¢des aritméticas nos mostra
como se desenvolve operacodes aditivas e multiplicativas bem como suas relagcdes. As série de poténcia de
Bell relacionada ao produto de Dirichlet usada para descobrir identidades envolvendo funcdo aritmética
nos mostra a interrelacao entre os nimeros primos diante de tais situacdes. Teoremas que relacionam os
primos nos traz a no¢do da sua importancia na matemdtica. Sendo assim, € surpreendente que a teoria de
nimeros confiou na andlise para seu desenvolvimento e como surpreende os nimeros primos, fundamentais

na aritmética, possuam distribui¢do imprevisivel e ainda um tanto incompreendida.
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