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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos o conceito de lineabilidade e algumas aplicacbes em conjuntos de
funcgoes. Tais conjuntos tém a caracteristica de seus elementos serem fungoes continuas que atingem
0 maximo absoluto em um tnico ponto de seu dominio. No primeiro capitulo, veremos algumas
nocoes de Espacos Métricos, Topologia Geral e Andlise Funcional que serao utilizadas ao longo do
trabalho. No segundo capitulo, apresentaremos alguns resultados considerando conjuntos de fungoes
cujos dominios serdao a reta e alguns de seus intervalos. No terceiro capitulo, vamos generalizar os

resultados do capitulo anterior para dominios mais gerais.

Palavras-Chave: Lineabilidade, fung¢oes continuas, méaximo absoluto.
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Abstract

In this work, we will present the concept of lineability and some applications in sets of functions. The
elements of such sets will be continuous functions that reach the absolute maximum at a single point
in their domain. In the first chapter, we will see some notions of Metric Spaces, General Topology and
Functional Analysis that will be used throughout the work. In the second chapter, we will present
some results for sets of functions whose domains are the real line and some of its intervals. In the

third chapter, we will generalize the results of the previous chapter to more general domains.

Key-Words: Lineability, continuous functions, absolute maximum.
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Introducao

Segundo [7], ao longo da histéria sempre houveram objetos mateméticos que contradisseram
a intuicao dos pesquisadores. Alguns desses objetos sao: o monstro de Weierstrass, o tapete de
Sierpinski, funcoes descontinuas aditivas (fungoes de Jones), curvas de Peano e fungoes de Cantor.
Devido a estranheza de tais objetos, é natural esperar que nao existam muitos objetos desses tipos.
Mas a historia e recentes estudos tém mostrado que esse pensamento estd errado.

Nos ultimos 20 anos, houve um grande aumento do interesse pela procura de estruturas algébricas
em conjuntos formados por objetos patolégicos. Uma das perguntas frequentes é se existem espacos
vetoriais dentro de tais conjuntos e qual seria a dimensao de tais espagos. Dessa pergunta nasce o
termo lineabilidade. A nocao de lineabilidade surgiu nos anos 80, mas esse termo aparece pela primeira
vez no artigo On lineability of sets of continuous functions de V. 1. Gurariy e L. Quarta [4] e se refere
ao estudo de conjuntos lineaveis, que sao definidos da seguinte forma:

Dado um espaco vetorial topoldgico X, temos que um conjunto M C X é dito n-linedvel (res-
pectivamente, linedvel) em X se M U {0} contém um subespago Y de X tal que dimY = n (respecti-
vamente, dim Y = 00).

Neste trabalho, nosso objetivo é investigar a lineabilidade de conjuntos formados por fungoes
continuas reais que atingem o méximo em um uUnico ponto de seu dominio. Serd que esses conjuntos
unidos com a funcao nula contém algum subespacgo vetorial? Serd que é possivel provar, além da
existéncia de tal subespago, que ele tem dimensao n?

Num primeiro momento, traremos algumas defini¢oes e alguns resultados de Espacos Métricos,
Topologia Geral e Anélise Funcional que serdo utilizados ao longo do trabalho. Caso o leitor tenha
interesse, sugerimos as referéncias [1], [6] e [8] para mais detalhes.

No segundo capitulo, apresentaremos alguns resultados do artigo supracitado, de Gurariy e
Quarta [4]. No artigo foi provado que o conjunto C [a,b), formado pelas fungoes continuas de [a,b) em
R que atingem o maximo em um unico ponto de seu dominio, é 2-linedvel, e que, ao considerarmos
[a, b], temos que C [a, b] nao é linedvel. Mais ainda, foi mostrado que se olharmos para o dominio das
funcdes como sendo R, ao invés de seus intervalos, temos que C(R) é 2-lincével dentro de C(R).

No segundo capitulo também veremos que o subconjunto Co(R) C C(R) das funcdes continuas

que se anulam no infinito e que atingem o méaximo em um Unico ponto é 2-linedvel, mas nao é n-lineavel



para n > 3. Para fechar esse capitulo, vamos investigar a lineabilidade de ¢y, o conjunto das sequéncias
que convergem para 0 e atingem o maximo em um tnico ponto, e mostrar que ||¢yl||, o conjunto das
sequéncias que convergem para zero e atingem a norma em um Unico ponto, é nao linéavel.

Finalmente, no iltimo capitulo, tomaremos como referéncia o artigo On very non-linear subsets
of continuous functions [2] em que Botelho, Cariello, Favaro, Pellegrino e Seoane-Sepilveda generaliza-
ram os resultados de Gurariy e Quarta olhando para dominios mais gerais. Veremos que, considerando
esses novos dominios, conseguimos, dentro dos conjuntos, subespacos de dimensao n. Para fechar esse
capitulo, traremos um exemplo de um espaco com dimensao infinita que é linedvel, ou seja, que contém
um subespaco de dimensao infinita.

Os resultados que serao apresentados nos capitulos 2 e 3 foram a partir de [5], principal referéncia

deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados importantes que
serao utilizados ao longo do trabalho. Num primeiro momento olharemos para algumas defini¢oes

sobre Espagos Métricos.

1.1 Nocoes de Espacos Métricos

Defini¢ao 1.1.1. Um espago métrico é um par ordenado (M,d) formado por um conjunto ndo
vazio M e uma funcao d: M x M — R, chamada métrica, satisfazendo as sequintes condi¢oes para

quaisquer x,y,z € M:
(a) d(z,y) = 0;
(b) d(z,y) =0 se, e somente se, x = y;
(¢c) dz,y) = d(y,z);
(d) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Se E e F' sao subconjuntos de M, a distancia entre F e F' é definida por
dist(E, F') = inf{d(z,y) :x € Eey € F}.

Definicao 1.1.2. Seja ()02 uma sequéncia no espago métrico (M,d).

(a) A sequéncia (z,)52, converge para x € M se

lim d(zp,x)=0.

n——oo

Neste caso escrevemos © = lim,, x,, = lim,,__,oc Tn, OU T, —> T.

(b) A sequéncia (x,,)72, € dita convergente se existe x € M tal que x,, — x. Caso contrdrio, é dita



divergente.
(¢) A sequéncia (x,)2>, € uma sequéncia de Cauchy se

m,rlLlEﬂ)o d(xm, ) = 0.

E imediato que toda sequéncia convergente € de Cauchy.
(d) O espago métrico (M,d) é um espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy em M

convergir para um elemento de M.

Definicao 1.1.3. Seja (M, d) um espago métrico.

(a) Dados a € M e e > 0, o conjunto B(a,e) = {x € M : d(z,a) < €} é chamado de bola aberta
com centro a e raio .

(b) Um subconjunto A C M ¢é aberto se para cada x € A existe € > 0 tal que B(z,e) C A

(¢c) Um subconjunto F' C M ¢€ fechado se seu complementar M \ F' € aberto.

Definigao 1.1.4. Um espago métrico M é compacto se para toda cole¢ao de abertos (A;)icr tais que

M =, Ai, existemn € N e iy, ... i, € I tais que M = J,_; Ay,

1.2 Nogoes de Topologia Geral

Nesta secao traremos alguns conceitos e resultados sobre espagos topoldgicos.

Definicao 1.2.1. Uma topologia em um conjunto X € uma cole¢ao 7 de subconjuntos de X, cha-

mados conjuntos abertos, satisfazendo as sequintes propriedades:
(a) Qualquer uniao de elementos de T é um elemento de T;
(b) Qualquer intersegao finita de elementos de T pertence a T;
(¢c) X e pertencem a 7.

Nesse caso, dizemos que (X,7) € um espaco topoldgico, que naturalmente abreviaremos para X
quando nao houver perigo de ambiguidade. Um subconjunto F de X ¢ chamado de conjunto fechado

se seu complementar for aberto, isto €, se X \ F € 7.

Proposicao 1.2.2. Em um espaco topoldgico valem as segquintes propriedades:
(a) Qualquer intersec¢do de conjuntos fechados é um conjunto fechado;
(b) Qualquer unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado;

(¢c) X e sdo conjuntos fechados.

Demonstragao. Veja [8, Proposicao 3.6]. O



Definigao 1.2.3. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. A cole¢ao 74 := {BNA:BeT} ¢é
uma topologia em A, chamada topologia relativa ou topologia em A induzida por T. Com esta

topologia, dizemos que A ¢ um subespaco de X.

Definigao 1.2.4. Uma funcdo f: X — Y entre espacos topoldgicos é continua se f~1(A) = {x €
X : f(x) € A} € aberto em X para todo aberto A em'Y .

Proposicao 1.2.5. Dados X e Y espacos topolégicos e uma funcao f : X — Y, as sequintes
afirmacdes sao equivalentes:

(a) f € continua.

(b) f~UF) € fechado em X para todo fechado F em Y.

(¢) f(zn) — f(z) para toda sequéncia (x,)52; em X tal que z, — x € X.
Demonstragao. Veja [8, Proposicao 8.3 e Proposi¢ao 12.4]. ]

Proposicao 1.2.6. (a) Se f: X — Y eg:Y — Z sdo fungdes continuas entre espacos topolégicos,
entdo a funcdo composta go f: X — Z € continua.
(b) Se A € subespago do espaco topolégico X e a fungao f: X — Y € continua, entdo a restri¢ao de

faA, fla: A—Y, é continua.
Demonstragao. Veja [8, Corolério 8.5 e Proposigao 8.6]. O

Definigcao 1.2.7. Um homeomorfismo entre os espacos topologicos X eY é uma funcdo f: X —

Y que € continua, bijetora e tem inversa continua.

Definigao 1.2.8. Um subconjunto K do espago topoldgico X é compacto se para toda cole¢ao (A;)icr
de abertos em X tal que K C J;c; Ai, existemn € N e iy, ... i, € I tais que K C (A U---UA;,).

Ou seja, se toda cobertura aberta de K admite subcobertura finita.

Proposicao 1.2.9. Sejam X,Y espacos topolégicos e K C X. Se f: X — Y € continua e K é

compacto em X, entao f(K) é compacto em Y .
Demonstragao. Veja [8, Proposicao 21.8]. O

Definicao 1.2.10. Um espaco topoldgico X é um espa¢o de Hausdorff se, para todos z,y € X,

x # vy, existem um aberto U que contém x e um aberto V que contém y tais que UNY = (.
Exemplo 1.2.11. Nao ¢ dificil verificar que cada espaco métrico € um espaco de Hausdorff.

Proposicao 1.2.12. Sejam X um espaco compacto, Y um espaco de Hausdorffe f: X — Y uma

aplicagao continua. Se f € bijetora, entdo f € um homeomorfismo.

Demonstragao. Veja [8, Coroléario 21.9]. O



1.3 Nocgoes de Analise Funcional

Por fim, apresentaremos nesta secao alguns resultados de Analise Funcional. Denotaremos por

K o conjunto dos numeros reais R ou o conjunto dos ntimeros complexos C.

Definicao 1.3.1. Um espago normado é um par ordenado (E, ||-||) formado por um espago vetorial

E e uma funcao || - || : E — R, chamada norma, satisfazendo as sequintes condigoes:
(a) ||z|| > 0 para todo x € E e ||z|]| =0 <=z =0;
(b) |laz|| = |a| - ||z|| para todo escalar a e todo x € E;
(¢) Il +yll < llal| + llyll pors quoisquer 2,y € E.

Um espago normado é um espago métrico com a métrica dada por

d(z,y) = [l = yl|.
Nesse caso, dizemos que a métrica d é induzida pela norma || - ||.

Definicao 1.3.2. Um espag¢o normado E € chamado espago de Banach quando for um espago

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.3.3. Seja X um espago topoldgico compacto. Denotaremos por B(X) o conjunto de todas
as funcoes limitadas f : X — K. Temos que esse conjunto € um espago vetorial com as operacoes

usuais de funcdes e se torna um espaco de Banach com a norma
[|f[loo = sup | f(z)].
zeX

Veja [1, Exemplo 1.1.2].

Denotaremos por C(X) o conjunto de todas as fun¢ioes continuas de X em K. Note que C(X)
é um subespaco vetorial do espago de Banach B(X) e, portanto, é um espago normado com a norma
descrita acima. E possivel mostrar que C(X) é um subespago fechado de B(X) e, assim, serd também

um espago de Banach. Veja [1, Proposi¢ao 1.1.1 e Exemplo 1.1.5].

Exemplo 1.3.4. Para cada numero real p > 1, definimos

o
0, = {(an)ff’l :ap € K para todon € Ne Z|an|p < oo}

n=1

Em £, consideremos a sequinte norma

(@n)32ally = (Z |an|p) "
n=1

E possivel mostrar que £, ¢ um espago normado e espaco de Banach com essa norma.



Observacao 1.3.5. A convergéncia de uma sequéncia em £, implica em convergéncia coordenada a
. 0o 4 : _ oo
coordenada. De fato, seja (x,)22, uma sequéncia convergente para x = (aj)j:1 em {,. Para cada

(j))qo .
'y

1
00 P
j k
o) — a;] < (ZW —mp) = ||zn — 2|5,
k=1

()

para cada j € N. Assim, a sequéncia (ay’ )52 € convergente para aj, para cada j € N.

n € N, consideremos x,, = (a Temos que

Definigao 1.3.6. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Um produto interno em E ¢ uma
aplicacdo

(w): ExE — K

(z,y) — (z,9),

tal que para quaisquer x,x1,x2,y € E e A € K:
(P1) (21 + 2,y) = (21,) + (22,9);
(P2) (Az,y) = A(z,y);
(P3) (x,y) = (y, x);

(P4) Para todo x # 0, (x,x) é um nimero real estritamente positivo.

O par (E,(-,-)) € chamado espago com produto interno.

Exemplo 1.3.7. Dadas as sequéncias v = ()72, e y = (y;)52,, a expressio

o
(w,y) =D 275
i=1

define um produto interno em fs.

Proposicao 1.3.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espag¢o vetorial com produto

interno. Entao

|Gz, y) | < ] - [yl

para quaisquer x,y € E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, 0s vetores x e y $Go

linearmente dependentes.
Demonstragao. Veja [1, Proposicao 5.1.2]. O

Definigao 1.3.9. Sejam E um espaco vetorial sobre o corpo K e T uma topologia em E. Dizemos que

o par (E,T) é um espago vetorial topoldgico se as operagies algébricas

AD: ExXE — E
(r,y) +— AD(z,y)=z+y



ME: KxFE — FE
(a,y) — ME(a,y)=ay
sao continuas quando consideramos em E X E e em K X E as respectivas topologias produto (veja [8,

Proposi¢ao 10.2]).

Exemplo 1.3.10. Ndo ¢ dificil verificar que espacos normados sdo espacos vetoriais topoldgicos.



Capitulo 2

Lineabilidade em conjuntos de funcoes

reais com dominios reais

Este capitulo tem como objetivo inicial apresentar as definicoes e notagoes sobre lineabili-
dade. Depois estaremos interessados estudar tais conceitos em conjuntos compostos por fungoes reais
continuas que atingem o méximo absoluto em um tnico ponto de seu dominio (a reta e seus intervalos).

Este capitulo foi baseado no Capitulo 1 de [5].

2.1 Lineabilidade

Nesta secao apresentaremos o conceito de lineabilidade e algumas outras definigoes que serao

usadas ao longo do trabalho.

Definicao 2.1.1. Seja X um espacgo vetorial topolégico. Um conjunto M C X € dito:
a) n-linedvel em X, se M U{0} contém um subespaco vetorial Y, tal que dimY = n;
b) linedvel em X, se M U{0} contém um subespago vetorial W, tal que dim W = oo.

Definigao 2.1.2. Sejam X um espago vetorial topolégico e M C X um conjunto. O nimero
AM) =max{dimY : Y C M U{0} ¢ subespago de X}
€ chamado lineabilidade de M.

Observagao 2.1.3. Notemos que \(M) pode nao existir. Seja P o espago vetorial dos polindmios de

grau n € N. Considere os inteiros positivos

<k <jo<ka<: - <kp<jmyr <



de tal forma que kpy, — jm = m, m € N, e o subconjunto de P dado por

km
M:U E a;x" ra; €R
meN i:j"L

Note que \(M) > n, para todo n € N. De fato, dado n € N, temos ky, — j, = n. Assim, o conjunto

tem dimensao n. Logo, M contém um subespago n-dimensional. Mas N(M) # dim(N). Caso
contrdrio, existiria um subespaco Y de P contido em M U {0} com dimY = dim(N). Nesse caso,
existiria um conjunto {p, : n € N} de polinémios linearmente independentes contido em Y. Assim,
dados p; e pj com i # j, teriamos que p; +p; €Y, e portanto p; + p; € My, para algum k € N. Como
0s subespacos M, sao disjuntos a menos do polindomio nulo, temos que existe um unico k € N tal
que p; € My independentemente de quem seja i. De fato, se p; € My, e p; € My, com k; # kj, nao
seria possivel p; + p; pertencer a nenhum dos My. Logo, temos que {p, : n € N} C My, o que € uma
contradicdao ja que My, € finitamente gerado e o conjunto {py : n € N} € linearmente independente.

Dessa forma, M é n-linedvel para todo n € N, mas ndao é linedvel, ou seja, A\(M) ndo eziste.

Definicao 2.1.4. Um conjunto M C X ¢ totalmente nao linedvel, ou simplesmente, nao linedvel,

se \(M) < 1.

2.2 A lineabilidade de C[0,27) e C(R)

No teorema a seguir mostraremos a 2-lineabilidade de C[0, 27), o conjunto das fungées continuas
f:1]0,2r) — R, que atingem o méximo em um unico ponto de seu dominio. Para isso, faremos a

demonstracao de maneira construtiva, apresentando uma base de um subespago 2-dimensional de

~

C[0,27) U {0}.
Teorema 2.2.1. C[0,27) é 2-linedvel.

Demonstragao. Temos que as fungoes trigonométricas sen x e cos x pertecem a C [0,27), uma vez que
ambas sao continuas e atingem o maximo em um tnico ponto de [0, 27). Além disso, essas fungoes sao
linearmente independentes. Vamos mostrar que qualquer combinacao nao trivial dessas duas funcoes
também atinge o maximo em um tnico ponto.

Dados «a, 8 € R, seja awcosx + $senx uma combinagao linear nao trivial. Lembremos que, para

(o, B) € R?, existe 6 € [0, 27) tal que

(a, B) = (/a2 + f2cosf,\/a? + 2senb).
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Assim,

acosx + Bsenx = \/WCOSHCOSJS-F \/msenﬂsenx
= \/(m(cosﬁcosm + senfsenx)
= /a2 + B2 cos(f — )
= /a2 + 32 cos(z — 0).

Como a fungao cosseno admite um tnico ponto de maximo em [—0,27 —0) e (x — 6) € [—6,27 — 0),
temos que acosx + [ senz admite um vinico ponto de maximo em [0, 27) para «, § € R.
Assim, tomando Y = [senx,cosx], o subespaco gerado por senzx e cosz, temos dimY = 2 e
Y c C[0,2r) U {0}, e concluimos o que querfamos. O
Do teorema acima segue a 2-lineabilidade de C [a,b) para quaisquer que sejam a,b € R, com
2 (x — a)

b—a
De fato, consideremos as fungoes seno g e coso g. Note que elas sao linearmente independentes, pois

a < b. Basta compor cada f € C[0,2r) com a funcdo g : [a,b) — [0,27), dada por g(z) =

dados a, 8 € R, temos

asenog—l—ﬁcos.og:0:>ozsenogog_l-i-ﬁcosogog_1 =0
= asen+pfcos =0

— a=8=0.

E essas funcoes tém um tnico ponto de maximo, uma vez que senx e cosx tem um unico ponto de
maximo e g é bijetora. Mostremos que Y = [seno g, coso g] C a[a, b) U{0}. Seja f € [seno g, coso g,

entao existem «, 8 € R tais que
f=aseno g+ fcoso g = (asen+fcos) o g.

Agora, asen+0 cos tem um tnico ponto de maximo e g é bijetora, logo f € a[a, b).
No préximo teorema veremos que G(R), o conjunto das fungoes continuas f : R — R que

atingem o méximo apenas uma vez, é 2-linedvel.
Teorema 2.2.2. C(R) € 2-linedvel.

Demonstragao. Considere as fungoes continuas

x(t) := u(t) cos(4 arctg |t|)

y(t) := p(t) sen(4 arctg [¢]),

11



com tg definida em (—g, g) e 1 : R — R dada por

et, set <0

1, set>0

u(t) =

Podemos verificar que z(t) e y(t) sdo fungdes linearmente independentes. De fato, sejam «a, 8 € R tais
que
acr(t) + By(t) = 0.

Dai,

ap(t) cos(4darctg [t|) + Bu(t) sen(4d arctg [t|) = 0 = u(t)[acos(4 arctg |t|) + S sen(4 arctg |t])] = 0

= acos(4arctg [t]) + Bsen(4 arctg |t]) = 0,

uma vez que u(t) # 0, para todo t € R. Nessa combinac¢ao mostremos que o« = = 0. Para ¢t = 0,
temos

0 = acos(4arctg0) + fSsen(4arctg0) = acos 0+ Ssen0 = a.

Para t = /3, temos

4
0 = Bsen(4arctg v/3) = Bsen ?ﬂ

4
Logo, 8 = 0, pois sen % # 0. Assim, z(t) e y(t) sao linearmente independentes.

Como cos(4 arctg [t]) < 1, sen(4arctg [t|) < 1 e u(t) > 0, para todo t € R, segue que

z(t) = p(t) cos(darctg [t]) < p(t) - 1 = p(t)

y(t) = p(t) sen(4arctg [t]) < p(t) - 1 = p(t).

Pela definigao, u(t) < 1, para todo ¢t € R. Disso segue que z(t) <1 e y(t) < 1, para todo t € R. Com
isso, vemos que 1 é um limitante superior de z(t) e y(¢). Vejamos que essas fungoes atingem o valor 1
em apenas um ponto.

Tomando ¢t = 0,

x(0) = p(0) cos(4arctg0) = 1-cos0 = 1.

Assim, vemos que t = 0 é um ponto de méximo de z. Se t # 0, 4arctgl|t| € (0,27), entao
cos(4arctg [t]) < 1. Dali,
x(t) = pu(t) cos(4arctg|t]) <1-1=1,

~

para todo ¢ # 0. Com isso, concluimos que ¢t = 0 é o tinico ponto de maximo de x. Logo z(t) € C(R).

Tomando t = tg g, temos

y(tgg) :u(tgg) sen (4arctg (tg%)) = 1~seng =1-1=1.

12



Assim, t = tg% é ponto de méaximo de y. Para t < 0, sen(4arctg|t|) < 1 e u(t) = e’ < 1, logo
y(t) = u(t)sen(4arctg|t|) < 1-1=1.

Para t > 0, temos pu(t) = 1 e 4arctgt € [0,27). Em [0,27), temos senx = 1 apenas em x = g, daf
y(t) = sen(4arctgt) = 1 somente quando 4 arctgt = g Portanto, pela injetividade da funcao arctgt,
temos que t = tgg ¢ o unico ponto de maximo de y, fazendo com que y(t) € a(R)

Vamos mostrar que qualquer combinacao linear nao trivial dessas duas fungoes possui um tnico
ponto de méaximo. Seja ax(t) + By(t), com «,f € R, essa combinagdo. Como vimos no teorema

anterior, para qualquer par (a, 3) € R?, existe 6 € [0,27) tal que

(o, B) = (\/ a2 + B2cos,\/a? + 32senf).

Com isso,

ax(t) + By(t) = Va2 + B2 cos 0z (t) + /a2 + 52 sen Oy(t)
= /a2 + 2 cos Ou(t) cos(4arctg [t]) + /o2 + 52 sen Ou(t) sen(4 arctg |#])
= /a2 + B2u(t)[cos O cos(4 arctg |t|) + sen O sen(4 arctg |t])]
= a2 + B2u(t) cos( — 4arctg |t])
= /a2 + B2u(t) cos(4 arctg |t| — 6).
Quando t > 0, u(t) =1 e darctgt € [0,27). Como a fungao cosz admite um vinico ponto de méximo

em [—0,21 — 0) e (4arctgt — 0) é bijetora de Ry em [—6, 271 — 0), segue que ax(t) + Sy(t) atinge um

tinico ponto de méaximo para t > 0. Se t < 0, u(t) = €' < 1, entao

az(t) + By(t) = u(t) - [acos(4darctg |t]) + B sen(4 arctg |t])]
< acos(4arctg [t]) + [ sen(4 arctg |t])
= O‘:‘C(_t) + /By(_t)v
uma vez que pu(—t) = 1, quando t < 0. Da desigualdade acima, temos que o maximo de ax(t) + By(t)
¢é atingido apenas para um unico valor ¢ > 0.

Logo, qualquer combinagao no trivial az(t)+ By(t) pertence a C(R). Tomando Y = [x(t), y(t)],
o subespaco gerado por z(t) e y(t), temos dimY = 2e Y C C(R)U{0}, concluindo a demonstracio. [

2.3 A nio lineabilidade de C[0, 1]

Em [4], Gurariy e Quarta introduziram as nogoes de um ponto ser ignoravel e um ponto ser

de barreira. Usando esses conceitos, nesta se¢ao, mostraremos que o conjunto das fungoes continuas
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f :]0,1] — R, que atingem o m&ximo em um tnico ponto, é nao linedvel. Para isso, vamos,
inicialmente, fixar algumas notagoes.

Dados um espaco topolégico compacto X e f € C(X), denotaremos:
o M(f):=sup,ex f(t);
o m(f) :=infiex f(t);
o My:={teX:[f(t)=M(f)}
o my:={te X : f(t)=m(f)}

Vamos considerar, para cada f € C(X), a norma
1= sup [ F(2)];
teX
caso nao seja explicitada a norma a ser utilizada. Note que || f|| = M(|f]).

Definigao 2.3.1. Sejam f1,..., f, € C[0,1]. Um ponto t € [0,1] € dito ignordvel para fi,..., f,
se, para quaisquer o, ..., € RY t ¢ MZ?:l aifi-
Defini¢ao 2.3.2. Para fi,..., fn € C[0,1], um ponto t € [0,1] € dito de barreira entre t; e to em
[0,1], set € (t1,t2) e t € ignordvel para fi,..., fn.

Definigao 2.3.3. Um par de fungoes { f,g} em C|0,1] € dito canénico, se existem ty € My, t, € M,
et € (ty,ty) out € (tg,ty) tais que my = {t} ou my = {t}.

Lema 2.3.4. Nas condi¢oes da defini¢io anterior, temos que t € (tf,tq) € ponto de barreira para as
funcoes f e g.

Demonstragdo. Suponhamos que my = {t}. Entao, f(f) < f(t) paratodot € [0, 1]\ {#}, em particular,

f(t) < f(tg). Como t, € My, temos

g(ty) = M(g) = sup g(t),
tel0,1]

e dai
g(t) < g(tg).
Assim, pelas desigualdades anteriores e para a, 8 € R, temos

af(t) + Bg(t) < af(ty) + By(ty).

Logo, para todos o, f € R, t ¢ Myrypg, ou seja, temos que t € (tf,t,) e t é ignordvel para f e g. Se

mg = t, o resultado é andlogo. O
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Dado um subespaco vetorial 2-dimensional V' tal que V' C C [0,1] U0, vamos provar que um par
canoénico de funcoes nao pode ser base de V. Para isso, vamos precisar do préximo lema.

Dada uma aplicacao ¢ : [0, 1] — C|0, 1], vamos denotar ¢(x) apenas por ¢.

Lema 2.3.5. Se ¢ ¢ uma aplicagdo continua de [0,1] em C[0,1] tal que, para todo x € [0,1], My, €

unitdrio e igual a {tz}, entao a fungdo p : [0,1] — [0,1], dada por pu(z) = tz, € continua.

Demonstragdo. Suponhamos que existe (z,)0%; C [0,1] tal que z, — xg, mas p(z,) = tg, = tg, =
1(z0). Entéo, existem € > 0 e uma subsequéncia ()72, tais que ‘tmn]- — tzy| > €, para todo j € N.
Isso garante que nenhuma subsequéncia de (tzn]_ )72, converge para tg,. Como [0,1] é compacto,
existe uma subsequéncia de (tznj );’;’1 que converge para um ¢ € [0, 1], que denotaremos pela prépria

sequéncia. Observe que
‘stnj (tﬂcnj) — Py (f)‘ = ‘(stn] (txnj) — Pag (txnj) + b (txnj) — Pag (f)’

< (6o, (tar,) = Gao(ta, )| + D (Far,) — b ()
< sup |¢xnj (y) - d)a:o (y)‘ + |¢xo (txnj) - d)zo (%)‘

yE[O,I]

— Il6n, = Saoll + 1620 (tan,) = (D] = 0
para nj — 00, jd que T,,; — o, twnj — t e ¢, Py, sao continuas. Logo,
G (tnn,) — buy (D)
quando z,; — zo. Ainda pela continuidade de ¢, quando z,, — x¢, temos
G, (ta,) = M(s,) — M(ba0) = bigtay).

Pela unicidade do limite, segue que

Py (f) = ¢ay (tﬂﬁo) = M(¢x0)v

e como My, = {tzy}, temos t = t,, o que é uma contradigao. Portanto, u é continua. O

Proposicao 2.3.6. Para qualquer par canénico de fungoes {f,g} € C|0,1], existem dois reais posi-

tivos v e B tais que a funcao af + Bg tem pelo menos dois pontos de mdximo.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um par canénico de funcoes {f, g} tal que My ¢4 g4 € unitario,

para todo (a, 8) € R2 \ {(0,0)}. Consideremos as seguintes aplicagoes
¢ : [07 1} — C[Oa 1]
z = ¢@) =1 -a)f+xg
M [Oa 1] — [07 1]

o= (@) = ta,
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onde {t;} = My, . Como vimos no lema anterior, p é continua. Logo, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, assume todos os valores entre ;1(0) = tg e u(1) = t1. Note que {to} = My e {t1} = M,
uma vez que {to} = My,, pois $(0) = (1-0)f+0-g = f,e {t1} = My,, poisp(1) = (1-1)f+1-g=g.
Pelo Lema 2.3.4, existe um ponto de barreira entre g e t1, isto é, um ponto ¢ pertencente a (tg, 1) ou
(t1,t0) tal que t ¢ Myfys, para todo (a,3) € RZ \ {(0,0)}. Logo, ¢ é um ponto entre ¢y e ¢; que nao

é assumido pela funcao i, o que é uma contradigao. ]
Depois desses resultados, vamos analisar a lineabilidade de C [0, 1].
Teorema 2.3.7. A(C[0,1]) = 1.

Demonstragao. Vamos mostrar que para todo par de funcgoes linearmente independentes {f,g} C
C[0, 1], existe (o, B) € R2\{(0,0)} tal que a funcdo a.f + 3¢ admite pelo menos dois pontos de maximo.
Para isso, suponhamos que existem f, g € C[0, 1] tais que para todo par (a, 8) € R?\ {(0,0)}, Mass4
é unitério. Como [0,1] é compacto e a funcao af + Bg é continua, Myfigg € Mafypg S80 Nd0O vazios,

e mais ainda, sao unitarios, uma vez que, M,f4 g4 € unitdrio por hipétese e

Maf+pg = {2 € X : (af + Bg)(z) = m(af + Bg)}

={zeX:—(af +B9)(z) = M(—(af + Bg))}

= M—(af+Bg)
que ¢é unitario. Seja

e(fyg) = MyUMy;UmypUmy.

Note que #e(f,g) < 4, pois #M; = #My = #mjs = #my = 1. Consideremos duas situagoes:
(1) Se #<(f,g) > 3, entdao pelo menos um dos quatro pares de fungoes {f,g}, {f,—g}, {—f,9}
ou {—f,—g} é candnico. Para provar isso, suponha sem perda de generalidade que {f, g} nao seja

canonico. Vamos utilizar o fato de que My =m_y, Mg =m_g, M_; = my e M_4 = mgy. Tendo em

mente que
#Myp = #my = #Mg = #mg =1,
vamos denotar por M}, e my, o inico ponto de [0, 1] onde h assume o valor méximo e o valor minimo,
respectivamente, para h = f, g, —f, —g.
(i) Como {f,g} nao é par candnico, uma possibilidade é My = M,. Ja que #e > 3, temos
entdao My # my # my # My. Suponha sem perda de generalidade m; < mgy. Entao, temos trés

possibilidades:

My <myp<mg, my <My <myg ou my<mgyg< M.
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Caso 1) My < my < my. Nesse caso, My < mys < M_,4. Logo, {f,—g} é par canonico.
Caso 2) my < My < my. Nesse caso, M_y <m_y < M_4. Logo, {—f,—g} é par canonico.
Caso 3) my < my < My. Nesse caso, M_y < mg < My = M,. Logo, {—f,g} é par canonico.

(ii) Vamos agora analisar a possibilidade M; # M,. Suponha sem perda de generalidade
M; < My. Como {f,g} nao é par canodnico, temos que mys ¢ (Mg, My) e mg ¢ (My, My). Dali,
olhando para a posicao de my em relacao a My e M, temos trés possibilidades:

my < My < Mg, mp= My ou Mg <My <mg.

Note que my + M #, caso contrario f seria uma funcao constante e nao teria apenas um ponto de
maximo.
Caso 1) my < My < M. Nesse caso, M_y < m_y < My. Logo, {—f, g} é par canonico.
Caso 2) my = M,. Como #¢(f,g) > 3, temos que My # my. Dai, temos duas possibilidades:

a) mg < My < M,. Nesse caso, M_q = mg < m_y < My =my = M_y. Logo, {—f,—g} é par

canonico.
b) My < My < mg. Nesse caso, My < m_y, < M_4. Logo, {f, —g} é par canodnico.
Caso 3) My < My < my. Nesse caso, temos duas possibilidades:
a) mg < My < My <my. Temos M_g =mg < m_y < M_y. Logo, {—f—, g} é par canonico.
b) My < My < my. Temos My < m_, < M_,4. Logo, {f,—g} é par canonico.

Assim, esgotamos todas as possibilidades em que {f,g} ndo é par canoénico, mostrando que
sempre um dos pares {f,—g},{—f, g} ou {—f,—g} serd canoénico. Logo, se por exemplo {f,g} é
canonico, pela Proposicao 2.3.6, existem a1, 81 € R’ tais que M, s43,4 tem pelo menos dois pontos

e isso contradiz o que supusemos.

(2) Se #<(f,g9) = 2, temos dois casos:
My=mgemy=DMy, ou M= Mgemys=my.

Note que My # my e My # mgy uma vez que f,g € 6[0, 1]. Vamos supor My = mg, my = M,
e considerar ¢ e u as mesmas funcoes usadas na demonstracao da Proposicao 2.3.6. Observe que
My =ty =mge My =1t; = my. Sem perda de generalidade, suponhamos ¢y < ;. Como p é continua,

ela assume todos os valores entre to e t1. Assim, existe t, € (to,t1) = (M, M) tal que a € (0,1) e
ta = M¢a = M(lfa)erag € (Mf,Mg) = (Mf,mf).

Dai, M(1_q)f+aq ¢ diferente de My e de my = M,. Logo, #e(f,(1 —a)f + ag) > 3 e, pela situacao
(1), temos uma contradi¢do. Para o caso My = M, e my = my, basta considerarmos —g ao invés de

g no caso anterior e chegamos novamente a uma contradigao.
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Portanto, s6 nos resta #¢(f,g9) = 1. Dai, My = My = ms = my, fazendo de f e g fungoes
constantes, portanto, linearmente dependentes, o que é uma contradigao.

O]

Assim como na se¢do anterior, segue do teorema acima a nao lineabilidade de CAZ'[a, b], para
quaisquer a,b € R. De fato, suponhamos )\(5 [a,b]) > 2. Entao existem fungoes f,g € é[a,b] tais
Tr—a

. Uma vez
b—a

que h é bijetora, temos que foh™! e goh™! tém um tnico ponto de maximo. Além disso, elas sdo

que f e g sao linearmente independentes. Seja h : [a,b] — [0, 1], dada por h(z) =

linearmente independentes, pois dados «, 5 € R, temos

afoh™t+Bgoh ™t =0= afoh ™ toh+pBgoh toh=0
= af+6g=0

= a=p=0.

Assim, [foh™' goh™l C 6[0, 1] U {0}, com foh™!e goh ! linearmente independentes, ou seja,

A(C[0,1]) > 2, o que é uma contradigao. Logo, A(Cla,b]) = 1, para quaisquer a,b € R.

2.4 A lineabilidade de Cy(R)

Agora, mostraremos que o conjunto das fungoes continuas que se anulam no infinito e que
atingem o maximo em um Unico ponto é 2-linedvel. Para isso, antes do resultado principal, vamos ver

alguns resultados envolvendo fungoes e matrizes.

Definicao 2.4.1. Denotamos por Co(R) o conjunto das funcgoes continuas f : R — R tais que
lim, o f(x) = 0. E denotamos por ao(R) o subconjunto de Cy(R) das fungdes que atingem o

mdzrimo em um unico ponto.

A seguir mostraremos que existe um subespago vetorial 2-dimensional, F© C Cy(R), tal que
F C 60(R) U {0}. Vamos mostrar, ainda, que para n > 2 é impossivel construir um subespago de

dimensao n com tal propriedade. Vejamos, primeiramente, algumas defini¢oes.

Definicao 2.4.2. Sejam P e @ dois subespacos fechados de um espago de Banach real (X, ||.||x). A

inclinagdo de P em @) ¢ definida por
(P,Q) := inf{d(z,Q) : = € P, [|||x = 1},

onde d(z,Q) := inf{||x — q||x : ¢ € Q}.

Observacgao 2.4.3. Note que, se P = [z] e Q = [y], com x e y linearmente independentes em X,

temos (@) e (Cﬁ) estritamente positivos. Além disso, dado z = ax + Sy comx € P, y € Q ¢
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llzl|lx = |lyllx = 1, se (15,22) =01 > 0, entdo |of < . De fato, para o = 0 € trivial, entao

01
suponhamos o # 0. Assim, temos
lellx =l + Bl = ol | & oo
-t (),
|af |af
> Jol-inf {| &0 -3 7€}
ol *

=la|-d <O‘$7Q)
o

> |al -inf {d(7,Q) : T € P, ||[7]|x = 1}

= laf- (P, Q)
= ]04] . 51.
Logo, |a| < HEHX Nas mesmas condi¢oes, se (Q/,\P) = d3 > 0, temos || < H26|X
1 2

Definigao 2.4.4. Seja K um conjunto. Uma funcdo f : K — R € dita alternada se existem t1,t5 € K
tais que f(t1) <0 e f(t2) > 0. Um conjunto de funcoes € dito alternado se cada fun¢ao ndao nula é

alternada.

Proposicao 2.4.5. Ndo eziste subespago vetorial 2-dimensional alternado, A C Cp(R), tal que
A c Co(R) U {0}.

Demonstragao. Suponhamos que existem fungoes f,g € Cy(R), linearmente independentes, tais que
= [f,g] C Co(R)U{0} e A ¢ alternado. Sem perda de generalidade, vamos supor que ||f|| = ||g]| = 1.

Consideremos o conjunto
Z:={z=af +pg:|lzl| =1}.

11
Tomando P = [f] e Q = [g], pela Observacao 2.4.3, existe 6 > 0 tal que se z € Z entdo «, 5 € { -, ] .

IR
De fato, como (EZ)) =0 >0e (67,73) = 02 > 0, segue que |a| < M 18] < H;H Tomando
2

1 1 11
d = min{01, 62}, como ||z|| = 1, temos |a| < — e |f| < —, ou seja, o, f € |—=, =|.
01 02 )
Para cada z = af + Bg € Z, definamos

Mmag = inf{(af + Bg)(t) : t € R}

Mag = sup{(af + Bg)(t) : t € R},

que existem, pois z = af + Bg € Cy(R). Afirmamos que
sup{map : 2z =af + g€ Z} <O0.
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De fato, como cada mag com z = af + Bg € Z é menor que 0, uma vez que z ¢ alternada, temos
que sup{mag : z = af + fg € Z} < 0. Se esse supremo fosse igual a 0, existiriam sequéncias

11
(o), (Bn)o, C [_5’5]’ de modo que para qualquer ¢ > 0, existiria ng > 1 tal que —¢ <

1 _
] é compacto, existem (an].);?‘;l, (Bn, );?‘;1, a, B em

Ma,8, < 0, sempre que n > ng. Como [—5, ;

11 . _ = . — T ,
[_5’ 5] tais que ay,; —> @ e fn; — B. Assim, an, f 4 Bn;9 — @f + fg, e dai, Man; By — Map:
Como, para todo € > 0, existe ng tal que —e < mq, 5, < 0 quando n > ng, temos Myp = 0. Ja que
mgz = inf{(af + Bg)(t) : t € R}, segue que zZ = af + Bg é nio negativa, o que contraria o fato de z

ser alternada. Analogamente, concluimos que
inf{Mug:2z=af +pg€ Z}>0.
Agora, seja N > 0 tal que, para todo z € Z,
m(z) < —N <0< N < M(z).

Esse N existe devido as desigualdades que vimos acima. Como f,g € Cp(R), temos que existem

T, Ty > 0 tais que

ON ON
1> = 10 e -5 5]
2 2
(§]
ON ON
1>, — a0 € |55

Tomando T = max{T},T,}, temos

SN 6N
[t| >T = f(t),g(t) € [_272} .
11
Para z = af + Bg € Z, temos a, 5 € [_5’5] e
1 6N 1 6N
1> T = |af(0) + Bg(0)| < lal 170 + 181 lo(0)] < 5 °5 + 5 2 =N,

Assim, z(t) € [-N, N] para [t| > T. Dal, vemos que, para cada ¢t € R tal que [t| > T, z(t) # M(z) e
z(t) # m(z), logo t é ignoravel para z € Z. Portanto, af + g tem um unico ponto de méximo em
—T,T] para todos «, € R, ndo ambos nulos. Com isso, [f|[_T7T] , g\[_T’TJ C 6[—T, T1U {0}, o que

~

[
¢ uma contradicdo, pois anteriormente vimos que A\(C[-T,T]) < 1.

O
O lema a seguir sera 1til para provarmos a préxima proposicao.

Lema 2.4.6. Sejam K um conjunto e V. um espago vetorial n-dimensional (n > 2) formado por
fungoes f : K — R. FExistem n pontos ti,...,t, em K tais que, para toda matriz (y;;) € R"*",

existem n funcoes fi,..., fn em V, tais que para todos i,j € {1,...,n}, fi(t;) = yij-
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Demonstragao. Primeiramente, note que, se dim V' = n, K tem pelo menos n pontos. Provaremos por

indugao que se {Xi,...,X,,} é uma base de V, entao existem n pontos t1,...,t, € K tais que os n
vetores (X1(tj))7_q, ..., (Xn(t;))7_; sdo linearmente independentes em R™.

Para n = 2, suponhamos por contradi¢ao que, para cada t1,tes € K, os vetores (X7(t1), X1(t2))

e (Xa(t1), X2(t2)) sdo linearmente dependentes em R?. Entdo, podemos supor que existem ¢ty € K e
a € R tais que

Xa(to) = aXi(to) # 0, (2.1)

pois, caso contrério, terfamos Xo = 0 ou X; = 0, o que contradiz { X, X2} ser base de V. Sabemos que
dois vetores v1 e vo nao nulos sdo linearmente dependentes se, e s6 se, existe A € R tal que v1 = Avs.

Assim, para todo t € K, existe 8; € R tal que

(B X1 (to), BeX1(t)) = (Xa(to), X2(2)).

Disso, segue que 5;X1(t9) = Xa(tp). Dai, da Equagao (2.1), temos que para cada t € K, 5, = a.
Entao

Xg(t) = OéXl(t),

para todo t € K, o que contradiz o fato de {X7, X3} ser uma base de V.

Por indugao, suponhamos que a afirmagao vale para n = p > 2. Provemos que também vale

para n = p+1. Novamente, por contradi¢ao, suponhamos que, para todos t1,...,t,41 € K, os vetores
(X1 (tj))g-)ii, cee (Xp+1(tj))§g sao linearmente dependentes. Como a afirmagao é vélida para n = p,
entao existem t1,...,t, € K tais que

(X1 ()15 - - (Xp(t))j—a] = RP.

Entao, existe uma tnica sequéncia (a;)t_; € RP tal que

p p
(Z Otz‘Xz‘(tj)> = (Xp+1(t))5-s- (2.2)
=1 j=1
De fato, como o posto da matriz (Xi(tj))f,jzl é igual a p, pois suas linhas (Xl(tj));’:l, e (Xp(tj))gzl
sao linearmente independentes, segue que
Xa(ty) - Xa(tp) A Xp+1(ty)
Xp(tl) U Xp(tp) ﬁp Xerl(tp)

possui solugdo tnica e (a;)?_; ¢ a tnica solugdo do sistema

BiXi(tr) + -+ BpXp(t1) = Xpra(ta)

51X1 (tp) +--+ /Bpo(tp) = Xp+1(tp)
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Note que, para todos ty,...,tx,t € K, os p+ 1 vetores

(X1(t5))f=1, X1 (8)), - s (Xpa (£5))f 2, Xpaa (£))

sao linearmente dependentes. Entao, para todo t € K, existem 7i¢,...,vpt € R tais que

(Z W}Q(g)) Y Xit) | = (Xpa(t)f—y, Xpra (1))
i=1

j=1 i=1
Da igualdade das primeiras p coordenadas e da Equacgao (2.2), temos que v = o, i = 1,...,p. Entao,
para todo t € K, )
Xpi1(t) =D aiXu(t),
i=1
o que contradiz o fato de {X1, ..., X}, Xp41} ser uma base de V. Logo, a afirmagao vale paran = p+1,
concluindo a inducao.
Agora, suponhamos que dimV = n e seja {Xi,...,X,,} uma base de V. Pelo que acabamos
de mostrar, existem m pontos ti,...,t, € K tais que os vetores (X1(tj))?:1,...,(Xn(tj))?zl sao
linearmente independentes. Consideremos uma matriz (y;;) € R"*". Entao, para cada i € 1,...,n,

existem a1, ..., q;; € R tais que

n

> @l Xi(t)j=1 = (vig)j=1-

=1
Com isso, as fungoes Y1,...,Y, € V, definidas por Y; = > | a;X;, s@o tais que Y;(t;) = vij, para
todos 7,5 € {1,...,n}. m

Observagao 2.4.7. Note que, dada uma matriz (y;;) € R™*", comm < n, pelo lema anterior, existem
n pontosty,...,t, € K em fungoes fi,..., fm €V tais que para todosi € {1,...,m} ej € {1,...,n},
fi(t;) = yij. Basta olharmos (y;;) € R™ ™ como submatriz de (x;5) € R"*™, considerando z;; = y;;

para i < m e x;; = 0, caso contrdrio.

Proposicao 2.4.8. Seja K um conjunto. Todo espago vetorial de funcées f : K — R n-dimensional,

n > 2, contém um subespaco alternado (n — 1)-dimensional.

Demonstragdo. Seja V um espaco vetorial n-dimensional, n > 2, formado por funcées f : K — R.

Considere o subespago de R”
{($1,...,xn) GR":x1+x2+...+xn:0}.

Note que esse subespaco tem dimensdo n — 1, uma vez que &, = —x1 — -+ — Tp_1. Além disso, é um
subespaco alternado, uma vez que seus vetores nao nulos tém coordenadas positivas e negativas, ja

que 1 + - - - + x, = 0 para todo (z1,...,z,) no subespago.
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Seja {(ylj)?zl, el (y(n_l)j)?zl} uma base desse subespaco de R™. Pelo Lema 2.4.6 e pela Ob-
servagao 2.4.7, existem n pontos t1,...,t, € K e n—1 fungodes Y1,...,Y,_1 € V tais que Y;(t;) = ysj.

Observe que Y1, ..., Y, 1 sao linearmente independentes, pois se
aYi(t) 4+ an 1Y, 1(t) =0

para todo t € K, tomamos t = tq,...,t, e do sistema

a1y + -+ n—1Ym-11 =0

aiyiz+ -+ on—1Ym-12 =0

)

| @i+ an1Yn-1)n =0

obtemos

a1(y1)j=1 + + -1 (Yn-1);)j=1 = 0,
donde segue que a; = --+ = ap—1 = 0, pois (Y1;)7_1,-- -+ (Ym-1)j)j=1 sao linearmente independen-
tes. Assim, F' = [Y7,...,Y,] é um subespaco (n — 1)-dimensional de V', que é alternado, pois como

al(ylj)?zl + et an—l(y(n—l)j)?zl é alternado, existem t;,t; € K tais que f(t;) = oy + -+ +
n-1Yn—1y < 0 e f(ty) = cryix + - + @ 1Ym-1)r > 0. O

Com esse iltimo resultado demonstrado, temos todas as ferramentas para provarmos o préximo

teorema.
Teorema 2.4.9. A(Cy(R)) = 2.

Demonstragio. Primeiramente, note que [senz, 1 — cosz] C C[0,2r) U{0}. De fato, senz e 1 — cosz
atingem o seu maximo em um tunico ponto de [0,27), senz em = = g el —cosx em x = m. Sejam
(o, 8) € R? e asenz + B(1 — cos x) uma combinacdo nio trivial. Lembremos que, para (a, ) € R?,
existe 0 € [0, 27) tal que

(a, B) = (Va2 + B%2cosl, /a2 + %send).

Assim,

asenz + B(1 — cosx) = /a2 + f2cosfsenz + v/ a? + 2sen (1 — cos x)
=+v/a? + 2(cosfsenx — senfcosx) + \/a? + 2send
= a2+ B2(sen(x — 6) + senb).

Temos que sen(x — ) atinge o maximo em um tnico ponto de [—6, 27 — #) e sen é constante, logo
asenz + (1 —cosz) atinge o maximo em um tnico ponto de [0, 27). Além disso, senz e 1 — cos x sao
. . T

linearmente independentes. De fato, suponhamos asenx + f(1 — cosz) = 0. Quando = = 5 temos

a+ 8 =0, equando x = 7, temos 28 = 0. Assim, a = 3 = 0.
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Agora, considere as fungoes p, ¢ : R — R tais que

p(t) := u(t) sen(4 arctg |t|)

e
alt) i= u(t)(1 — cos(darctg t]),
onde
e, set <0
p(t) =
1, set>0
Considere o subespaco F = [p,q]. Afirmamos que F ¢ 2-dimensional e F C Cy(R) U {0}. De fato,

sejam «, § € R tais que
ap(t) sen(4 arctg [t]) + Bu(t)(1 — cos(4 arctg [t])) = 0,
para todo t € R. Tomando ¢ = 1, obtemos
ap(l)sen(4arctg(l)) + Su(1)(1 — cos(4d arctg(1))) = 0 = arsen(w) + S(1 — cos(m)) =0

—=28=0
= 3 =0.

E para t = /3, temos

o (\/g) sen (4arctg (\/§>> =0 = asen (?) =0=a=0.
Assim, o = 8 =0, isto é, p e ¢ sdo linearmente independentes. Note que, para quaisquer «, 5 € R,

lim ap(t) 4+ Bq(t) = tginooasen(él arctg|t]) + B(1 — cos(4 arctg [¢]))

t——4o00
= arsen (4 t£+moo arctg ]t!) + 5 <1 — cos (4 t£+moo arctg ]t]>>

s (4 2) 5 (1 - eos (4:7))

= asen(2m) + B (1 —cos(2m)) =0

ti}m ap(t) + Bq(t) = . lim e'(asen(4arctg [t|) + B(1 — cos(4arctg [t|))) = 0.
—00 ——00

Entao, ap + Bq € Cy(R).

Falta mostrarmos que essa combinagao atinge o maximo em um tunico ponto. Como ja vimos
na demonstragdo do Teorema 2.2.2, p(t) = u(t)sen(4arctg|t|) atinge o méximo uma tnica vez em
t=tg g Para ¢, temos que —1 < cos(4 arctg |t|) < 1, assim, ¢(t) < 2, para todo t € R. Vejamos que

q atinge o valor 2 em apenas um ponto. Tomando ¢t = 1, temos
(1) = (1) - (1 — cos(4arctg(1))) = 1- (1 ~ cos (4 . %)) —1-(-1) =2
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Entao, t = 1 é ponto de méximo de ¢q. Se t # 1, temos que 4arctg|t| € [0,7) U (m,27), e dai,
cos(4arctg|t|) > —1. Logo, 1 — cos(4arctg |t|) < 1+ 1 = 2, concluindo que ¢ = 1 é o tnico ponto de
maximo de q. Agora, vamos mostrar que qualquer combinagao linear nao trivial dessas duas fungoes
possui um unico ponto de méaximo. Seja ap(t) + Bq(t), com «, € R, essa combinagao. Como ja

vimos, para qualquer par («a, ) € R?, existe 6 € [0,27) tal que

(a, B) = (Va2 + B%cosh, /a2 + %send).

Com isso,

ap(t) + Bq(t) = Va? + B2 cos Op(t) + v/ a2 + 32 sen fq(t)
= v/ a2+ 2 cosOu(t) sen(4 arctg [t]) + /o + B2 sen Opu(t)(1 — cos(4 arctg [t]))
= v/ a? + B2u(t)[cos O sen(4 arctg |t|) — sen 0 cos(4 arctg |t|) + sen 6]

= Va2 + B2u(t)[sen(4 arctg [t| — ) + sen d).
Parat > 0, u(t) =1 e 4arctg |t| € [0,27). Dai, temos

ap(t) + Bq(t) = Va2 + f2[sen(4 arctg |[t| — 0) + sen 6],

que atinge o maximo em um unico ponto, pois sen(4 arctg |t| — ) atinge 0 méximo em um tnico ponto

de [—0,27 — 0) e (4arctg |t| — 0) é bijetora. Se t <0, u(t) = e! < 1, entdo

ap(t) + Bq(t) = p(t) - [asen(4 arctg |t|) + B(1 — cos(4 arctg |t]))]

< [asen(4 arctg |t]) + B(1 — cos(4 arctg|t]))]

= ap(=t) + fg(-1),

uma vez que u(—t) = 1, quando ¢t < 0. Da desigualdade acima, temos que o méximo de ap(t) + Bq(t)
é atingido apenas para um unico valor ¢ > 0. Logo, qualquer combinagdo nao trivial ap(t) + Bq(t)
pertence a éo(R).

Por fim, vamos provar que éO(R) nao é n-lineavel para n > 2. Suponha por contradicao que
exista um subespaco W de dimensdo 3 tal que W C Co(R) U {0}. Pela Proposicao 2.4.8, W possui
um subespaco alternado Wy de dimensdo 2. E dai, temos que Wy € W C Co(R) U {0}, o que é uma
contradicao devido a Proposigao 2.4.5.

O

Agora que investigamos a lineabilidade de C(R), vamos olhar para o conjunto ¢y das sequéncias
que convergem para 0 e atingem o maximo em um unico ponto. A préxima proposi¢cao nos garante

que esse conjunto é nao linedvel.

Proposicao 2.4.10. A(¢p) = 1.
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Demonstragdo. Suponhamos por contradi¢do que existam a = (ay)22 1, b = (by)22, em ¢y, linearmente
independentes, tais que para todo (a, 3) € R?\ {0,0}, a combinacio aa + Sb admite um e apenas um
valor de maximo. Considere A o conjunto dessas combinacées. Como a e —a pertencem a A, existe
um unico ig € N tal que a;, = max,ey an # 0 ou —a;, = maxyey —a, # 0. Tome = = (2;)72; = a&"
Entio N

maxx; = T, = L.
€N

Podemos escolher (y;)2, € A tal que y;, = 0 e y;, > 0, para algum jo # ig. De fato, se b;, = 0 e existe
Jjo € N tal que bj, > 0, nao temos nada a fazer. Se b;, = 0 e b; < 0 para todo j € N e j # ig, basta
considerarmos y = —b. Agora, se b;, # 0, considere y = b — b;, - . Note que y;, = 0 e existe y;, # 0,
pois caso contrario, b e x seriam linearmente dependentes e, como z é muiltiplo de a, teriamos uma
contradi¢ao. Dai, se algum y;, > 0, temos o desejado; caso contrario, consideramos y = —(b — b;, - x).

Seja \j, € R% tal que xj, + \j,yj, = 1. Tal \j; existe pois xj, <1 e y;, > 0. Considere ¢ € R
tal que

O<e< .
1+>\j0

Como as sequéncias x e y convergem para 0, existe N > jg tal que, para todo ¢ > N,
max{|zi], [yl } <e.

Tomemos
{yi }ier € {wihiy!

tais que, para todo k € {1,...,m}, y;, > 0, e sejam {A\;}}", € Ry tais que z;, + A\py;, = 1. Assim,

Ao = min{ Az}, >0,

pois
1 _ .
A = — >0
Yiy,
para todo k € {1,...,m}. Definamos a sequéncia
z:=x+ \oy.

Observe que z ¢é tal que

max z; = max{x; + A\oy;} = 1.
€N €N

De fato, para todo ¢ > N, temos

1
1ol < e < .
max{|z;|, |yi|} < e T3
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Suponha, sem perda de generalidade, que max{|x;|, |y;|} = |yi|. Assim, |y;| < . Dali,

1+/\j0

1> yil + Ao lwil
> [i| + Ajo lyil
> |xi] 4 Xolyil
> |zi + Aoyl
> T + AoYi-
Logo, para todo ¢ > N, z; < 1. Parai € {1,...,N — 1}, se i € {i1,...,i}, onde iy é tal que

Ti, + AkYi, = 1, segue que x5, + A\oy;, < 1 uma vez que, como vimos anteriormente, A\g = min{A,};" .

Nos outros casos, temos necessariamente y; < 0 e, como x; < 1 para todo i, segue que
1>z >z + Moy = 2.

Agora, note que
Zig = Tig + AoYip = Tip = 1

e, para todo k € {1,...,m} tal que A\ = Ao, temos
Ziy = Tiy + AoYiy, = Tij, + Ay, = 1.
Entao, z tem pelo menos dois pontos de maximo, o que é uma contradigao. ]

O préximo resultado serd util para estudarmos a lineabilidade de ||¢p]|, o conjunto das sequéncias
que convergem para zero e atingem a norma em um tnico ponto. Denotaremos por ¢g o espago vetorial

das sequéncias reais que convergem para zero, munido da norma ||(z,)5% ;|| = sup,en |Zn|-

Proposicao 2.4.11. Seja L C ¢y um subespago tal que dim L =n € N\ {0}. Entao existe x € L tal
que ||z|| =1 e #{i e N:|z;| =1} > n.

Demonstragdo. Se dim L = 1, consideremos = € L tal que ||z|| = 1. Como ||z|| = sup{|x;| : i € N} =1,
temos pelo menos um ¢ € N tal que |z;| =1, edal #{i € N: |z;| =1} > 1.
Para o caso n = 2, consideremos {a, b} uma base de L e suponhamos por contradi¢ao que, para

cada (o, B) € R?\ {(0,0)}, aa + Bb atinge a sua norma em um tnico ponto. Podemos considerar (1)

e z(? de tal forma que [|z(V|| = xgol) =1, :1:2(-5) =0e 335-? # 0, para algum jo # ip. De fato, sendo
[|zM]|| = xl(ol) = 1 (é sempre possivel ser construido como um multiplo de a), temos que:

i) Se b, = 0, entao existe jo € N tal que bj, # 0, pois caso contrario b = 0, o que é uma contradicao.

Nesse caso, tome z(2) = b.
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ii) Se by, # 0, consideramos z(?) = (b — b;,z(M)). Entéo :1:( ) = 0 e existe Jjo € N tal que x £ 0,
pois caso contrario terfamos b e (1) linearmente dependentes e (1) é miltiplo de a, o que é uma

contradigao.

(2) (2)

Tome \j, € RY tal que :z:( ) + )\Joaj( ) = sgna;°, ou seja, é igual a 1 se z;° > 0ou igual a —1 se

(2) < 0. Note que isso sempre é possivel, pois

sgna;’ —x;

@ _ 40 _ 1,0 (2)

—x. =

(1)
o <0, jad que |z; | <1,

sgnx%)—m(l)zl ()>Ose3:()>Oesgnx <Ose:r

Jo
pois (1) assume o méximo em um tnico ponto e j4 foi assumido em :):1(-0) . C0n51dere € € R tal que

O<e<

1+ /\jo ’
Como as sequéncias () e z(2) convergem para 0, existe N > jg tal que, para todo i > N,
1 2
max{|z{"], [z(?)]} <.

Para i € {1,...,N — 1} tal que x?) # 0, definamos A\; € R% de modo que :cl(l) + )\ixz(?) = sgnxz(?).

Consideremos Ag = min{\;} > 0 e a sequéncia w® = (M 4 on@). Note que
@] = sup{|z' + AgzP|} = 1.

De fato, para todo ¢ > N, sabemos que

(1) 1,2 1
ax{|z\V], |27} < e < .
masc(lof"}, o7} < < 1
Suponha, sem perda de generalidade, que max{]mﬁl)\, \x?)\} = \xz@)]. Assim, \a:l(»z)\ <7 I Dai,
jo
1> [+ Aol
1 2
> o] + Ao
> |+ ol
> |2 4 Mgz,
Logo, para todo i > N, |w§0)| < 1. Parai e {1,.. —1}, se :U 75 0, temos x( )+)\im§2) = sgnxz(?).
Para :c( ) > 0, entao
xgl)%—ongQ) §x£1)+)\ia:§ ) =1= |ac + Ao ac | <1,
pois

xgl) + A0x§2) <-1=-1- l’gl) > A0x§2) >0= :EZ(-I) < -1,

28



2)

o que é uma contradicdo, ja que ||z(D|| = 1. Para acg < 0, ocorre que

mz(-l) + Agml(-g) > mgl) + /\iml(?) =—-1= ]a:ﬁl) + Aoa:f)] <1,

pois

xz(l) + onZ@) >1=1- wgl) < Agwl(?) <0=> xz(l) > 1,
o que é uma contradicao ja que |[z(V]| = 1. Logo, ]azgl) + A0m§2)| < 1. Nos demais casos, temos
xZ(Q) =0, e como ]x£1)| < 1 para todo i, segue que

12 oY) = 2" + Aozl = [0

7 7
Agora, note que

w® = xg) + on(Q) =M =1

%0 20 10

e, para todo i € {1,..., N — 1} tal que \; = Ao, temos

wgo) =z + on(2) =z + )\Z':I}@) = sgn :):1(-2),

7 7 % 7

de onde segue que \wgo)] = 1. Entao, w©® atinge a norma em pelo menos dois pontos distintos, o que
é uma contradicao.

Para n = 3, considere {a, b, ¢} uma base de L e suponha por contradi¢ao que a proposicao é falsa.
1 _q

Note que, assim como no caso n. = 2, podemos considerar (1) e z(?) de tal forma que ||z()|| = T,

=0e x%) +£ 0, para algum jo # 9. Assim, para o w(®) definido no caso anterior, existe somente
um 7; € N tal que \;;, = Ap, pois caso contrario, dada a existéncia de \;;, = \;, = Ay, terfamos w(©
atingindo a norma em trés pontos e chegarfamos a uma contradicio. Vejamos que existe ) € L tal
3 _ .3

que z;” =x;” =0e xf) # 0 para algum ji ¢ {ig,i1}. Se ¢;, = ¢;, = 0, basta tomar z(®) = ¢. Note

que, como ¢ é nao nulo, existe j; ¢ {ip, 41} tal que ng) =cj, #0. Se ¢;, # 0 ou ¢;; # 0, considere

ci, — cigrl”

2B — o [T T ) 9 ()

@) o
X

i1

Entao

(1)
3 Ciy — Cigly 2 1
‘TZ(()) = Cip — ( 1 (2;) : ) $z('o) - Cioxz(‘o) =0

(1)
3 Cip — CigT; 2 1
SU( ) = Ciy — ( (2) - ) QZ( : _Cioxz(1) = 0.
T
Além disso, existe azf) # 0 para algum j; ¢ {ip,?1}, caso contrario, terfamos z®) nulo, o que é uma
contradigao, ja que {a,b,c} é linearmente independente.

Defina A;, € R tal que wj(?) + )\jlxﬁ’) = sgn xng) e considere € € R tal que

O<e< .
1+/\j1
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Como as sequéncias w®) e 2(3) convergem para 0, existe N > j;, tal que, para todo i > N,
0 3
max{|w§ )\, |x§ )|} <e.

Para i € {1,...,N — 1} tal que xgg) # 0, definamos \; € R* de modo que wgo) + )\ixl(-g) = sgnxl(.g).

Consideremos A; = min{\;} > 0 e a nova sequéncia w(") = w(® 4+ A;2®). Procedendo de maneira

analoga ao caso n = 2, temos ||w™®|| = 1. Temos ainda,
3 0
wl(-g) = wgg) + A1£C§0) = wl(.o) =1

w = wl@) + Az = wg?) =21 4 Azl = sgn :1:512)

11 1 i1 i1 i1

Para todo i € {1,..., N — 1} tal que \; = A;, temos

wgl) =w® + Az® = 0?4 22® = sgn x§3).

Assim, vemos que em pelo menos trés pontos distintos, ||[w®|| =1, o que é uma contradicio.

Prosseguindo da mesma forma para n > 4, temos o resultado. ]

Corolério 2.4.12. \(|[e]]) = 1.

Demonstragao. Se X(||¢o||) > 2, pela proposigao anterior, existe z € ||cy|| com ||z]| =1 e #{i € N:
|z;] =1} > 2, o que é uma contradicao. O
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Capitulo 3

Lineabilidade em conjuntos de funcoes

reais definidas em espacos topoldgicos

No capitulo anterior, vimos que C|0,27) é 2-lineavel, C(R) é 2-linedvel e C[0, 1] ndo é linedvel.
Agora, nosso objetivo é estudar tais resultados considerando dominios mais gerais, vendo que os
resultados que provamos no capitulo anterior sao apenas casos particulares do que provaremos neste

terceiro capitulo. Este capitulo foi baseado no Capitulo 2 de [5].

3.1 Generalizando a 2-lineabilidade de C[0, 2r)

Denotaremos por D um espaco topolégico que tem uma bijecdo continua com a esfera unitaria
(n — 1)-dimensional de R™. No primeiro teorema mostraremos que para todo espaco D com essa

caracteristica, temos C'(D) n-lineavel.

Teorema 3.1.1. Sejam n > 2 um inteiro e D um espaco topoldgico tal que exista uma bijecdo continua

de D para S™'. Entio C(D) € n-linedvel.

Demonstragdo. Sejam G : D — S™~ ! uma bijecio continua e m; : S"~! — R a projecdo sobre a
i-ésima coordenada, para i = 1,...,n. Primeiramente, mostremos que as funcoes m;,i = 1,...,n, sao

linearmente independentes. Seja uma combinacao linear qualquer

n
E ;7.
i=1

Se essa combinagao linear é nao trivial, isto é, a; # 0 para algum i, segue que

Zn: a? #0.
i=1

Logo, tomamos



e entao

- i1 4
> aimi(z) = =~ # 0.
i=1 (X1 af)

Agora, mostremos que cada combinacgao linear ndo trivial das funcées m;,7 = 1,...,n, possui

N

apenas um ponto de méximo. Tomemos Yy i, a;7;, com a; # 0 para algum i = 1,...,n, ey € S"°L.

Dessa forma,
n
S ami(y) = (a,y),
i=1
onde a = (ay,...,ay). Considere a fungao
f: R — R
y — (ay).
Afirmamos que f|gn-1 atinge seu maximo em z € S"~! se, e somente se,

_ (a1,...,ap)
(Ziia?)?
Inicialmente, note que f(S™ 1) atinge um valor méximo, pois f é continua e S"~! é compacta. Con-
sidere a funcao
p: R — R
z o |lzll3,
onde ||z||2 = /2?4 ---+x2. Lembremos que dada g : U — R uma funcio diferencidvel num

aberto U C R" e x = (x1,...,2,) € U, chamamos de vetor gradiente de f em z o vetor Vg(z) =
99 99 99
3:617 a$27.”’8a}n
pontos criticos de g no nivel ¢, ou seja, g(x) = ¢ implica em Vg(z) # 0. Olhemos para S"~! como

>. Dizemos que o niimero real ¢ é um valor regular de ¢ quando nao existem

imagem inversa do valor regular 1 por ¢. Assim, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
(veja [9], Secdo 14.8), z € S" ! ¢é ponto critico de f|gn-1 se, e somente se, existe u € R tal que
Vf(z)=pn-Ve(x). Como Vf =ae Vyp =2z, fazendo \ = 2u, segue que

A
a:§-2x:)\x.

Como ||z||3 = 1, temos

llalf3 = [Ix[[5 = A2 - [l = X%,

e assim,

A = £[alla-

Desse modo, os pontos criticos de f|gn-1 sdo z = + Podemos ver que z = é ponto de

_a _a
lallz llall2

a a 1
f()z@u >=w@'=wm
all Talls Talls
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méximo de f|gn-1, pois




a
7 (~1iis) = -l

e, portanto, f e <f ? ).
|lall2 lall2

Agora, considere as composicoes m; 0 G : D — R, para i = 1,...,n. Observe que o conjunto

{mioG:i=1,...,n} é linearmente independente. De fato, seja Y ., b;(m; 0 G) = 0, com b; € R para
i=1,...,n. Sabemos que G é uma bijecdo e fazendo a composta com G~! em ambos os lados da
igualdade acima, temos Y . ; bim; = 0. Como j& vimos, as projegdes 7;,7 = 1,...,n, sdo linearmente
independentes, logo, b; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. J4 que >, b;m; atinge o seu maximo em um
tinico ponto g € S"~! e G é uma bije¢do, tomando h = > I, bi(m; o G), temos que h atinge o seu
maximo em um tnico ponto, G~!(xg). Portanto, considerando o subespaco [r; 0 G : i = 1,...,n],

temos que C(D) é n-linedvel. O
Corolario 3.1.2. C[0,2n) é 2-linedvel.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, basta mostrarmos que existe uma bijegao continua de [0, 27)

para S', a esfera unitaria de R?. Considere a funcao

f: [0,2m) — St
6 —  (cos@,senf).

Note que f é continua e bijetora, logo temos o desejado. O

3.2 Generalizando a 2-lineabilidade de C(R)

Agora, ao invés de olharmos para a reta, vamos considerar espacos topolégicos D com algumas
propriedades especiais, como veremos no préximo teorema. Continuaremos usando a esfera unitaria
para determinar a n—lineabilidade de C'(D). Lembremos que, dados X, Y espagos topolégicose A C X,

uma funcao continua G : X — Y é uma extensao continua da aplicagdo F': A — Y, se G|4 = F.

Teorema 3.2.1. Sejam n > 2 um inteiro e D um espaco topoldgico contendo um fechado Y tal que
exista uma bijecao continua F : Y — S™ ! e uma extensdo continua de F, G : D — R"™, tal que

|G(2)||2 < 1 para todo z ¢ Y. Entdo C(D) €é n-linedvel.
Demonstra¢do. Primeiramente, note que S"~! C G(D), pois
Sl = F(Y)=G(Y)c G(D).

Além disso, G(D) C {x € R" : ||z||]2 < 1}. Sendo m; a projecao sobre a i—ésima coordenada de R™,

vejamos que qualquer combinacao nao trivial

f= Zbiﬂ'i :G(D) —R
i=1
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atinge o maximo em um tnico ponto zg € G(D) e que esse ponto pertence a S"!. Restringindo f

a S" ! C G(D), como ji mostramos na demonstracao do Teorema 3.1.1, temos que f|gn-1 atinge o

méximo em um tnico ponto zg € S, ou seja,

e dai,

Das equagoes (3.1) e (3.2), temos

para todo x € S"~!. Falta apenas mostrar que se y € G(D)\ S"!, entdo

Z bml(y) < Z biﬂ’i(aj‘o).
=1 =1

(3.1)

(3.2)

(3.3)

O caso y = 0 é trivial, uma vez que )., b;m;(0) = 0. Consideremos y # 0. Como ||y||2 < 1, usando

a Equagao (3.3), obtemos

> bimiy) < D bimiy)
=1 =1

" bi y)
; " <uyug
Y b | — )

; ! (||y\|2 ‘

< zn:bim(fﬂo)-
i=1

= lyll2-

<

Assim, provamos que qualquer combinacao nao trivial f =" | b;m; atinge seu maximo em um tnico

ponto 79 € G(D) e x9 € S" 1.

Agora, note que qualquer combinacao linear néo trivial

h::Zbi(moG):D—ﬂR
=1

atinge o méximo no ponto F~1(xg) € D e apenas nesse ponto. De fato, observe que h atinge o méximo

num ponto z € D se, e somente se, f atinge o maximo em G(z). Como f atinge seu méximo apenas no
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ponto z¢ € G(D), temos que o tinico ponto de maximo de h é G~!(x¢) = F~!(xg). Por fim, note que,

como S"~ ! € G(D) e as funcdes m;, i = 1,...,n, sdo linearmente independentes em S™~!, segue que
mioG, i =1,...,n,sdo linearmente independentes em D. Portanto, o subespago [m;0G : i =1,...,n],
nos d4 a n—lineabilidade de C(D). O

Corolario 3.2.2. O conjunto C(R) ¢é 2-linedvel em C(R).

Demonstragdo. Dados a,b € R?, denotaremos por |a, b| o segmento de reta aberto em R? de a até b.

Tomemos Y = [0, +00) C R, F a funcao de [0, +00) em S!, dada por
F: [0,+00) — St

1 1
t — F(t)=|cos|2r— —— | ,sen 277—71
2T

(+3)

g: (—00,0) — |F(0),(0,0)| C R?

e 0 homeomorfismo

x —  g(x) = (e%,0),
onde lim,_,o g(z) = F(0) = (1,0). Note que F é continua, uma vez que cos e sen sao fungoes continuas,

e claramente é injetora. Afirmamos que F' também é sobrejetora. De fato, dado (z,7) € S!, existe

1 1
0 € [0,27) tal que (x,y) = (cosf,senf). Note que, tomando ¢t € [0,400) tal que t = 53 " 3
T— s
temos que
F(t) = 2 ! 2 !
= | cos | 27 1 1+1 ,sen | 21 1 1+1
2r—0 27 27 2r—0 27 27
1 1
=|cos|2r — —— | ,sen | 27 —

(%) (3:53)

= (cos(2m — (2w — 0)),sen(2w — (27 — 0)))
= (cosf,senf)
= (,9).

Defina a seguinte extensao continua de F":

G: R — R?
F(z), sex >0

r — Gx)=
g(z), sex <0

Note que ||G(z)||]2 < 1 para todo = ¢ Y. De fato, se z ¢ Y, temos = € (—00,0), e dai,
G(z) = g(x) € |F(0),(0,0)] C R*.
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Como F(0) = (1,0), temos ||G(z)||2 < 1. Logo, pelo teorema anterior, concluimos que C(R) é

2-linedvel. O

3.3 Generalizando a nao lineabilidade de C[0, 1]

Nesta sec@o, ao invés de olharmos para o compacto [0, 1] da reta, olharemos para compactos K

de R™. Antes de provar o resultado principal, provaremos alguns lemas que serdo necessarios.

Lema 3.3.1. Sejam n € N e D um espaco métrico tal que exista um espago vetorial V de funcgoes

continuas de D em R satisfazendo:
(a) dim(V) =n, n € N;
(b) Cada 0 # f €V possui um tdnico ponto de mdzimo.

Seja D' C D o conjunto dos pontos de mdzximo das fungoes que pertencem a V. Entdo o espaco

vetorial
Vii={flp: feV}
também satisfaz as propriedades (a) e (b).
Demonstragao. Notemos, inicialmente, que os elementos de V' satisfazem (b). De fato, cada fungao
nao nula f|p/ € V'’ possui um tinico ponto de méximo, uma vez que f € V possui um tnico ponto de

méximo e tal ponto de méximo pertence a D’. Agora, mostremos que dim(V’) = n. Seja {f1,..., fn}

uma base de V. Se aq,...,a, € R sdo tais que

n
> aifilpr =0,
i=1
entao
n
- Z aifilpr = 0.
i=1
Considere a funcao g dada por

g:= Zaifi # 0,

i=1
e note que —g # 0 também. Como os pontos de mdximo de g e —g pertencem a D', as imagens desses

pontos de maximo tém que ser 0, uma vez que

glpr = —glpr = 0.

Assim, |g| |pr = 0 e concluimos que g = 0, pois, se existisse x tal que g(z) # 0, terfamos que g ou —g

assumiria um ponto de maximo nao nulo. Como o conjunto {fi,..., fn} é linearmente independente,
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temos a; = --- = a, = 0 ¢, dai, {f1|pr,. .., fn|p} também é linearmente independente. Por fim, note

que a funcao
o: V. — VvV

[ — flp

é sobrejetora. Logo, dim V' < dim V. Portanto, dim(V’) = n. O

Lema 3.3.2. Usando os mesmos termos e notagoes do Lema 3.5.1 e de sua demonstragdo, considere

a funcgdo continua
F: D — R

y — (1), faly))-
Seja X := F(D'). Entao :

a) Para cada v € S, a funcdio
(a)
g: X — R
x — (x,v).

possui um unico ponto de mdximo;
(b) Para cada v € X, existe v € S"~! tal que x € o tinico ponto de mdzimo da funcdo g,;

(¢) Se considerarmos em D' a métrica induzida de D e em X a métrica euclidiana do R™, entdo

F|p : D' — X é uma fungao bijetora e continua.

Demonstragdo. (a) Dado v = (ay,...,a,) € S"~ 1, considere a funcio g, o F. Para cada y € D/,
n
goo Fy) = (F(y),v) =Y _ aifilp(y).
i=1

Assim, g, 0o F € V'. Do Lema 3.3.1, essa funcao possui um tnico ponto de méximo, d € D’. Portanto,
(F(y),v) < (F(d),v),
para todo y € D', onde a igualdade é valida apenas quando y = d. Com isso,
(z,v) < (F(d),v),

para todo x € X. Assim, F'(d) € X é um ponto de maximo de g,. Para vermos que F'(d) é o tinico
ponto de mdximo, suponhamos que g, tenha outro ponto de méximo 2’ € X. Nesse caso, ' = F(d')
para algum d’ # d e a fungao g, o F' teria dois pontos de maximo, o que é uma contradicao.

(b) Para cada = € X, existe d € D' tal que x = F(d). Mas esse d é o ponto de mdximo de alguma

fungdo nao nula
n

h = Zaifib/ D' — R.
i=1
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Sem perda de generalidade, suponhamos que ||(a1,...,ay)||2 = 1. Isso é possivel pois, se d é ponto de
méximo de h e (ai,...,a,) ndo é necessariamente unitario, entao d também sera ponto de maximo da

funcao . Considerando v := (ay,...,a,) € S" !, temos

H(alv"' 7a'ﬂ)H2

> aifil(y) = (F(y),v)
=1

< (F(d),v)
= <CE, U>
para todo y € D’. Logo, (z,v) < (x,v), para todo z € X. Do item (a), segue que x é o tinico ponto
de méaximo de g,,.
(¢) Como X = F(D’) e cada fungao coordenada f;|ps é continua, sé precisamos provar a injetividade
de F|pr. Suponha por absurdo que F|ps nao é injetora. Assim, se dll =+ d/2 € D’ sao tais que
F(dy) = F(d,), entdo
goo F(dy) = (v, F(dy))
= (v, P(dy))
=Ggvo° F(d;)
para todo v € R™. Portanto, nenhum desses dois pontos podem ser pontos de méximo de g, o F € V|

para qualquer v, pois g, o F' possui um tinico ponto de maximo. Porém, isso contraria o fato de D’ ser

o conjunto dos pontos de maximo das fungoes que pertencem a V. O
Definicao 3.3.3. Sejan > 2 e seja X C R"™ com #X > 1 satisfazendo as sequintes condi¢des:
(a) Para cada v € S™ !, a funcdo

g: X — R

r > gy(z) = (z,0)

possut um unico ponto de mdximo, o qual denotaremos por x,;
(b) Para cada x € X, eviste v, € S*! tal que x € o tinico ponto de mdzimo da funcdo gy, .

Defina a funcgao
f: 8t — X
v — f('U) = x’lﬂ

onde x, € descrito em (a). Da condig¢ao (b), temos que f é sobrejetora.
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Lema 3.3.4. Sejam X e f como descritos na definicio anterior. Seja K C X um subconjunto

compacto do R™. Entdo f~1(K) C S™ 1 é um subconjunto compacto de R™.

Demonstra¢io. Como f~1(K) C S"1 C R", basta mostrarmos que f~*(K) é fechado. Consideremos
(vp)22; uma sequéncia em f~1(K) C S" !, convergindo para v € S"~!. Como S" ! é compacto e

FHK) c 8”1, temos que existe uma subsequéncia convergente
Up; —> V€ sn—1

Para cada j, seja z; = f(v,,;) € K. Ja que K é compacto, existe uma subsequéncia (x;, )7, tal que

xj, — x € K. Agora, como z;, é o tinico ponto de maximo da funcao Gon;, €M X, temos

<f(v),vnjk> < <xjkavnjk>-

Fazendo k — oo na desigualdade acima, obtemos

(f(v),v) <(z,v).

Porém, f(v) = z, é o tnico ponto de méximo de g,, entdo f(v) =x e v € f~1(K). Assim, f~1(K) C

S7=1 ¢ fechado e, logo, compacto. O
Lema 3.3.5. A funcdo f da Definicao 3.3.3 é continua se, e somente se, X € compacto.

Demonstragdo. Suponhamos que f é continua. Como f é sobrejetora e S"~! é compacto, segue que
X = f(S™ 1) é compacto. Agora, suponhamos que X é compacto. Seja B um subconjunto fechado
de X. Ja que X é compacto, segue que B também é compacto em R". Do Lema 3.3.4, temos que

f~1(B) é um subconjunto compacto de S"~!, logo, fechado. Assim, f é continua. O

Teorema 3.3.6. Sejam n > 2 e m > 1 inteiros. Entdo m < n se, e somente se, para todo conjunto

compacto K C R™, C(K) ndo é n-linedvel.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que m < n e que existe um compacto K C R™ tal que
C(K) é n-linedvel, em outras palavras, que existe um conjunto V' C C(K), de modo que V U {0} é
um subespaco vetorial n-dimensional de C'(K).

Sejam {f1,..., fn} uma base de VU {0} e D = K. Defina

F: D — R
y — (fiy),---, fa(v),

como j& apresentamos no Lema 3.3.2. Tomemos, também como j& visto, D’ C D o conjunto dos pontos
de méximo das fungoes pertencentes a V e seja X := F(D'). Como temos por hipGtese que n > 2,
segue que dim(V U {0}) > 2. Com isso, V contém fungoes nao constantes. Sendo g € V uma fungao

nao constante, temos que g e —¢g possuem diferentes pontos de maximo, fazendo D’ nao unitario. Pelo
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Lema 3.3.2, a restrigdo F|p : D' — X é bijetora. Logo, X como imagem dessa fun¢ao também nao

¢é unitario. Dessa forma, X satisfaz as condicoes da Definicao 3.3.3. Considere a funcao
[ — X

que apresentamos na Definicao 3.3.3.
Vamos provar que D’ é fechado em D e, logo, compacto em R™. Seja (dj)52, uma sequéncia
em D’ convergindo para d. Como D é compacto, segue que d € D. Da Definigao 3.3.3, para cada k,

F(dy) = f(vg), para algum v € S"~!, e com isso F'(d}) é o tinico ponto de maximo em X da funcio

gu,: X — R

r > gy (x) = (z,08) .
Como S™~! é compacto, (vg)p, possui uma subsequéncia convergente
Vg, —> V€ st

Observe que

(F(dy,),vi;) > (F(y),vx,)
para todo y € D’. Como os pontos y € D’ sao pontos de maximo das funcoes g, o F' : D — R, a
desigualdade

(F(dr,),vr;) > (F(2),vr,)

vale para todo z € D. Pela continuidade de F', temos
(F(d),v) = lim (F(dy,),vs,)
j—>o0

> lim (F(z),v;)

Jj—>o0
= (F(2),v),

para todo z € D. Assim, d é ponto de mdximo de g, o F. Portanto, d € D" e D’ é fechado em D.

Pelo item (c¢) do Lema 3.3.2, sabemos que F' : D’ — X é uma bijegao continua entre o compacto
D' e X, onde X ¢ Hausdorff, uma vez que é espaco métrico com a métrica euclidiana. Assim, pela
Proposic¢ao 1.2.12, F' é um homeomorfismo. Como D’ é compacto, segue que X = F(D’) é compacto
e, pelo Lema 3.3.5, a funcdo f : S" ! — X é continua. Considerando R™ contido em R™!, pois
m < n, a funcao

Flof:5" ! — D cR™cCR"

é continua, por se tratar de uma composta de continuas. Pelo Teorema de Borsuk-Ulam (veja [3,

Corolario 2B.7]), podemos afirmar que existe um par v, —v € S~ ! tal que
F7lo f(v) =F'o f(-v).
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Como F~! é injetora, temos f(v) = f(—v) =: x. Sabemos que f : S""! — X §é definida por
f(w) = x,, onde z,, é o0 inico ponto de maximo de g, : X — R. Dai, segue que g, e g—, tém x como

ponto de maximo. Por outro lado, g_, = —g,, pois

g—v(2) = (2, —v)
=—(z,v)

= —gv(z),

para todo z € X. Logo, —¢g, e g, atingem o maximo no mesmo ponto e, com isso, g, é constante, o

que é uma contradicao, pois X tem mais de um ponto e g, atinge o maximo apenas uma vez em X.
A reciproca é obtida por contradicdo. Suponha que m > n e considere o compacto K = S"~1 C

R"™ ¢ R™. Tomando a bijecao Id : K — S™ ! segue, pelo Teorema 3.1.1, que é(K) é n-lineavel, o

que é uma contradi¢ao. Logo, m < n. O
Corolério 3.3.7. O conjunto Cla,b] nio é 2-lineduvel.

Demonstragao. De fato, [a,b] é um compacto de R™ com m = 1. Assim, pelo teorema anterior, para

n > 1, Cla,b] nao é n-linedvel. O

Exemplo 3.3.8. No espaco de sequéncias £y, consideremos o subconjunto K dado por:

K={(%)" ‘@) etell@)ill<1}.

n /n=1
Afirmamos que K € um subconjunto do cubo de Hilbert
[e.e]
11 1
Hl {—n, n] = {(an)s;;l € by : |an| < n}
n—=

Ap\
De fato, dada (—) € K, temos
n /n=1

-

N

(252 lasl?)
_ Lol A2 5
n n

S|

Como o cubo de Hilbert é compacto (é possivel verificar isto a partir de uma pequena adaptacao de [6,

Proposi¢ao 9, pdgina 229]), se mostrarmos que K € fechado, teremos que K é compacto. Seja entdo

e ((5))
n=1/ j=1

uma sequéncia em K convergindo para w = (wy)52, € fy. Pela Observagao 1.3.5, para cada n, temos
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o que implica

nw, = lim v}.
j—00

Usando a igualdade anterior e o fato das sequéncias em K serem limitadas superiormente, temos que,

para cada k,

k k A
> nPwa)? =D lim [vi[?
J—>00
n=1 n=1
k
= lim Y |v)[?
j—ro0

e .
< limsupz |v? |2
Jj—o

= limsup|| (1)) 3
J—00

<1

Assim, concluimos que ||(nwy)52||2 < 1, fazendo com que w € K, como queriamos mostrar.
Agora, mostremos que 6(K)U{0} contém um subespaco de dimensdo infinita, ou seja, que 6([()

€ linedvel. Considere a funcao

F: K  — By,
) ((),_,) = @i
— — F((— = °
(n n=1 n /=1 (an)iZs,

sendo By, = {x € ly : ||z||2 < 1}. Note que F estd bem definida, pois ||(an)s>q|l2 < 1, jd que

Gp\ . . L o

<£> € K. Para cada j € N, seja wj : {2 — R a projecao sobre a j-ésima coordenada. Note que
n /n=1

a composta wj o F': K — R € continua para cada j € N, pois podemos escrever essa composta como

. Qp \ >
j-7j. De fato, sendo (;)nzl e K,

mjoF ((al)j:l) = ﬂj((an)i"zl)

n

—j-m ((%)j:) '

Temos também que as funcgoes m; o F,j € N, sao linearmente independentes. Com efeito, tomemos

uma combinacao linear nao trivial qualquer
n
Zaj(ﬂ'j o F),Ozj € R.
Jj=1

1
Considere a sequéncia (cj);?‘;l €y, tal quec; = — sea; #0,¢c;=1sea; =0ec;j =0 sej>n. Seja
Qj

Jo € {1,...,n} tal que aj, # 0. Observe que (C]> € K, pois (C]> €l e

ezl ) ezl )
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o
Cj ,
<|<>°°\|> =1 bt
7/3=1112 i=1]|4

o0 .

J
E aj | mjoF _
= (]H(Cj)j:lH%

Seja

uma combinacdo linear ndo trivial dessas funcgoes continuas. Tomando b = (by, ...,

, ..)eK,

1 2

temos, para todo x = <—,—,...,
P 172

Como b € (& .= {(a,)%, € ly : a, = 0 para todo n > k} e ||F(x

fz) =

= Qy, 'jO

ZO‘J J

]|| CJ)J 13

c]o +Za] j

j H(cj)j 1”2 J#40

1
— 2+Z

:ajo'jO'

%o 'jo||<ca> NP
- 1 5 T Z Qj %
H(CJ)] 113 70 ||(Cj)j:1||2
1
~l(e)32413
> 0.
n

= ij(ﬂ'jOF)

=1

(b, F(x)) < [ {b, F(x)) |

< [[bll2 - [[E'(z)]l2

< [[bl]2
1
~ [blls

= ()
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J\I(Cg)j 1113
e ) 13
bk,O,U,...)EKQ,

)2 <1 para todo x € K, temos



b b
Logo, f(x) = (b, F(z)) < <b, HbH>, sempre que F(x) # W, pois, como foi visto na demonstracao
2 2

b
do Teorema 3.1.1, a fungdo h : S' — R, h(z) = (b, ), atinge seu mdzimo apenas em x = ——. Nao

[1b]]2
b

é dificil verificar que F € bijetora. Assim, existe um tunico ponto y € K tal que F(y) e, com

e
isso, f atinge seu mdzimo em y. Como F' € bijetora e

k
g::ijﬂ'le(K) — R
j=1

atinge o mdzrimo apenas no ponto como jd vimos na demonstra¢do do Teorema 3.1.1, seque que

b

10112
contido em C(K)U{0} e tem dimensdo infinita, ou seja, C(K) é linedvel.

b
16112

f = goF atinge seu mdrimo apenas em F~! < > =y. Assim, o subespaco [mjo F :j € NJ, estd
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