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Resumo

Neste trabalho abordamos alguns conceitos e resultados essenciais da algebra homoldgica,
como o conceito de médulos, homomorfismos entre moédulos, mdédulos livres, modulos
sobre o anel RG, sequéncias exatas e semiexatas (tratamos aqui dos complexos de cadeias,
pois os complexos de cocadeias possuem resultados andlogos), médulos de homomorfismos
e modulos de projetivos. No estudo dos complexos de cadeias também abordamos as
transformacoes de cadeias e a homotopia de cadeias, essenciais para mostrar a unicidade
das resolucoes livres e projetivas. Tivemos com esses conceitos iniciais da algebra homologica
o objetivo de construir as resolugoes livres e projetivas e mostrar sua independéncia por
meio de uma homotopia de cadeias. Também trouxemos, como exemplos, a resolucao
normal, a resolucao bar e a resolugao bar normalizada. Dada uma resolucao, que ¢ um
complexo de cadeias, aplicando Hompg( —, A) obtemos um complexo de cocadeias e assim
construimos os grupos de cohomologia de um grupo G, a saber H"(G, A), com n € Z, os
quais independem da escolha da resolucao pois o functor da categoria dos médulos sobre RG
na categoria dos grupos abelianos preserva homotopia de cadeias. Na sequéncia, fazemos
uma relacao dos n-ésimos grupos de cohomologia de G com seus grupos de (co)invariantes
e fazemos alguns calculos relacionando H"(G, A) com A% e com Ag. Por fim, fazemos a
interpretacdo de H'(G, A) via grupos de derivacdes e de derivacdes principais, e calculamos
alguns casos especiais como, por exemplo, quando G' = (t) &~ 7Z é o grupo ciclico infinito e

quando G = (t) = Z,, é o grupo ciclico finito de ordem n, com n € Z,.

Palavras-chaves: Modulos. Resolugoes livres e projetivas. Cohomologia de grupos. Grupos

de derivacoes e derivagoes principais.






Abstract

In this work we approach some essential concepts and results of homological algebra, such
as the concept of modules, homomorphisms between modules, free modules, modules over
the RG ring, exact and semi-exact sequences (we are dealing here with chains complexes,
since the cochains complexes have similar results), homomorphism modules and projective
modules. In the study of chain complexes, we also approach chain transformations and
chain homotopy, essential to show the uniqueness of free and projective resolutions. With
these initial concepts of homological algebra, we had the objective of building free and
projective resolutions and showing their independence through a homotopy of chains. We
also brought, as examples, the normal resolution, the bar resolution and the normalized
bar resolution. Given a resolution, which is a chains complex, applying Homg(—, A) we
get a cochains complex and thus we are able to construct the cohomology groups of a
group G, namely H"(G, A), with n € Z, which does not depend on the choice of resolution
since the functor of the category of modules over RG in the category of abelian groups
preserves homotopy of chains. Next, we make a relation of the n-th cohomology groups of
G with their groups of (co)invariants and we make some calculations relating H" (G, A)
with A% and with Ag. Finally, we perform the interpretation of H'(G, A) via derivation
groups and main derivations, and we calculate some special cases, for example, when
G = (t) = Z is the infinite cyclic group and when G = (t) ~ Z,, is the finite cyclic group

of order n, with n € Z,..

Key-words: Modules. Free and projective resolutions. Cohomology of groups. Derivation

groups and main derivations.
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Introducao

Em relacao a historia da algebra homoldgica, podemos afirmar que:

O inicio de seu desenvolvimento se deu no século XIX com os trabalhos de
Georg Friedrich Bernhard Riemann, em 1857, e de Enrico Betti, em 1871,
sobre “niimeros de homologia”, além do desenvolvimento extremamente
rigoroso de Jules Henri Poincaré, em 1895, na noc¢do de ntimeros de
homologia. J& em 1925, Amalie Emmy Noether deslocou a atencio
da algebra homoldgica para os “grupos de homologia” de um espaco e,
durante a década de 1930, diversas técnicas algébricas foram desenvolvidas
para os célculos desses grupos. (WEIBEL, 2021, p.1, tradugio nossa).

Ja, entre os anos de 1940 e 1955, tivemos que:

[..] essas técnicas da dlgebra homolégica, que foram originalmente de-
senvolvidas por motivacoes topoldgicas, eram aplicadas para a definicdo e
exploracao das homologias e das cohomologias de diversos sistemas algé-
bricos: extensao e tor¢do de grupos abelianos; homologia e cohomologia
de grupos; algebras de Lie; cohomologia de algebras associativas; entre
outros. Em adicdo a essas aplicagbes, Jean Leray introduziu as nocgoes
de feixes, cohomologia de feixes e sequéncias espectrais. (WEIBEL, 2021,
p.1, tradugdo nossa).

Mas a algebra homoldgica ainda vivenciaria uma drastica mudanca que recebeu o
nome de Revolucao de Cartan-Eilenberg. Sobre isso podemos afirmar que:

Logo o campo de pesquisa da algebra homoldgica mudaria completamente
gracas a Elie Joseph Cartan e Samuel Eilenberg. O uso de functores
derivados, definidos via resolugdes injetivas, uniu todas as teorias ho-
moldgicas anteriores. Assim, essa mudanca de paradigmas na algebra
homoldgica ficou conhecida como Revolugdo de Cartan-Eilenberg, a qual,
por exemplo, na busca por definicbes mais gerais dos functores derivados,
surgiu as nogoes de categorias abelianas, enquanto que a busca por exem-
plos nao triviais de médulos projetivos levou ao surgimento das algebras
sobre um corpo. (WEIBEL, 2021, p.1, tradugdo nossa).

A histéria da algebra homoldgica ainda continua, agora com uma interpretacao
topolégica dada por Witold Hurewicz, a qual relacionou os grupos de homologia com os
grupos de homotopia de espacos asféricos. Depois Samuel Eilenberg e Saunders MacLane
deram um tratamento as homologias com coeficientes em um grupo abeliano qualquer
que esta completamente determinado por coeficientes no anel dos niimeros inteiros. Além
disso, eles correlacionaram os grupos de homologia e cohomologia de complexos de cadeias

de espacos topolédgicos, entre outras coisas.

Muitos matematicos estao por tras dos trabalhos de Eilenberg-MacLane, isto é,

contribuiram para a desenvolvimento deles, e muitos outros estao na frente dos seus



20 Introducao

trabalhos, isto é, utilizaram a teoria construido por Eilenberg-MacLane para desenvolver
ainda mais a algebra homolodgica. Porém, aqui encerramos a breve historia que trouxemos,
pois é esta que tange nosso trabalho; ressaltamos que essa historia é extensa e que produziu
inimeras outras bases para o estudo da cohomologia de grupos e de espagos topologicos,
porém nao as abrangeremos aqui. Para mais informacoes sobre a histéria da algebra
homoldgica, veja (WEIBEL, 2021).

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, buscamos definir e explorar resultados na
cohomologia de grupos, construidos via resolucoes projetivas, assim como sua interpretacao
via grupos de derivagoes e derivagoes principais. Para tanto o trabalho esta dividido em

duas partes: I - Preliminares; e I - Resolugoes e cohomologia de grupos.

Parte I - Preliminares: Nesta parte nosso enfoque foi em resultados essenciais
da algebra homolodgica, como os conceitos de médulos, homomorfismos entre médulos,
modulos livres, médulos sobre o anel RG, sequéncias exatas e semiexatas (tratamos aqui
dos complexos de cadeias, pois os complexos de cocadeias possuem resultados andlogos),
modulos de homomorfismos e mdédulos de projetivos. Vale ressaltar que esse conceitos,
mesmo sendo basicos, formam a base para o estudo da cohomologia de grupos, pois
definimos e exploramos as resolugoes livres e projetivas com as ferramentas que contruimos

nessa parte.

Parte IT - Resolugoes e cohomologia de grupos: Nesta parte nosso enfoque foi na
construcao e na exploracao de resultados sobre resolucoes livres e projetivas, além de
mostrarmos a independéncia das resolugoes via homotopia de cadeias; e por fim tratamos
da cohomologia de grupos, a definimos por meio das resolugoes projetivas, e damos uma
interpretacao para os grupos de cohomologia de alguns espagos por meio dos grupos de

derivagoes e de derivagoes principais.

Este trabalho é fruto de duas iniciagoes cientificas feita pelo autor em conjunto
com a orientadora. Essas inicia¢es estiveram sobre vigéncia em 2020 e 2021, respectiva-
mente, e tiveram os titulos Introdugao a Teoria de Homotopia e a Teoria de Homologia
Singular, e A Cohomologia de Grupos e os Espagos de Eilenberg-MacLane do tipo (G, 1),

respectivamente.



Parte |

Preliminares
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1 Algebra homoldgica

Neste capitulo trazemos alguns conceitos e resultados fundamentais da algebra
homolégica. Nosso objetivo aqui é estabelecer bases para a construcdo das resolucoes livres
e projetivas, as quais serao usadas para construir os grupos de cohomologia de um grupo
G. Para tanto, fizemos uso das referéncias (HU, 1968), (BROWN, 1992), (CASTRO, 2006)
e (FIDELIS; COELHO, 2021).

1.1 Moddulos

Nessa se¢ao, consideraremos R sendo um anel comutativo arbitrario com identidade

10,

Definigao 1.1.1 (Mdédulo). Um mdédulo sobre R é um grupo abeliano arbitrario X,
juntamente com uma funcao
pw: Rx X — X,

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. A fungao p € bi-aditiva, isto €,
pla+p,x) = pla,z) +u(B,x) e plo,z+y) = pla,x) + pla,y),
para todos o, B € R e todos x,y € X;
2. Para arbitrdrios o, f € R e qualquer x € X, temos
plo, 1(B, )] = plaf, x);
3. Para todo elemento v € X, temos
pu(l,z) = x.

A fung¢do p é chamada de multiplicagao por escalar do modulo X. Para cada oo € R
e cada elemento z € X, o elemento u(a, ) € X é chamado de produto escalar de = por «,
e é denotado por ax. Assim, com essa notacao podemos escrever as condicoes da Definicao

1.1.1 da seguinte maneira:

1. Para todos a, 8 € R e todos x,y € X vale

(a+B)r=ax+pxr e alx+y)=ar+ay;
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2. Para arbitrarios o, § € R e qualquer z € X vale
a(fz) = (af)z;

3. Para todo elemento z € X vale

lx = .

Exemplo 1.1.2. Tome R como sendo o anel dos nimeros inteiros Z.. Para qualquer grupo
abeliano X, a funcao
w:Zx X —X

definida por

p(n,z) = nz,

para todo n € Z e todo x € X satisfaz as condig¢oes para ser uma multiplicacao por escalar.
Portanto, qualquer grupo abeliano pode ser considerado como um maodulo sobre o anel dos

teiros 7.

De fato, a func¢ao g é uma multiplicacao por escalar. Analisando as condi¢oes da

Definicao 1.1.1, podemos constatar que:
1. A funcdo u é bi-aditiva, ou seja,

p(n+m,x) = (n+m)xr=nx+mz=pun,x)+ pulm,z),

p(n, x4+ y) =n(z+y) =nz +zy = un, ) + pu(n, y),

para todos n,m € Z e todos z,y € X;

2. Para arbitrarios n,m € Z e qualquer z € X, temos
pln, p(m, x)] = p(n, mz) = n(mx) = (nm)x = p(nm, x);
3. Para todo elemento x € X, temos
p(l,z) =1z = x.

Portanto, qualquer grupo abeliano pode ser considerado como um maédulo sobre o anel

dos inteiros Z.

Lema 1.1.3. Para qualquer elemento u € X, com X sendo um mddulo sobre R, temos
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Demonstracao. Pelas condigoes da Defini¢do 1.1.1 temos
u+0u=(1+0)u=1lu=u.
Isso implica que Ou = 0 no grupo abeliano X. Por outro lado, temos
u+ (—u=(1-1u=0u=0.
Isso implica que (—1)u = —u no grupo abeliano X |

Definigao 1.1.4 (Submédulo). Seja X um mddulo sobre R. Um submddulo de X é um
subconjunto ndo vazio A C X o qual é, por si s, um modulo sobre R. Em outras palavras,
um subconjunto ndo vazio A C X € um submodulo de X se, e somente se, A € um subgrupo
do grupo abeliano X e ele € estavel com a multiplicacdo por escalar de X, isto €, ax € A

¢ verdade para todo oo € R e para todo x € A.

Exemplo 1.1.5. Todo ideal I de um anel comutativo R com identidade 1 é um submodulo

de R considerando-o como um modulo sobre si mesmo.

De fato, o ideal I é um submoédulo de R. Primeiro, todo ideal em um anel é um

subconjunto nao vazio do proprio anel. Agora, veja que:

1. Para todos a, 5 € R e todos x,y € [ vale

(a+B)r=ax+Fr e alx+y)=ar+ay;

2. Para arbitrarios a, 5 € R e qualquer x € [ vale
a(fz) = (ab)z;

3. Para todo elemento x € I vale

lx = x.

Ou ainda, se considerarmos o Lema 1.1.6, temos que, para arbitrarios « € R e x,y € I,
r+y €I eax € I, pela propria definicao de ideal. Em qualquer uma das verificagoes, fica

claro que I é um submodulo de R.

Lema 1.1.6. Um subconjunto ndo vazio A C X, com X um mddulo sobre R, é um
submodulo de X se, e somente se, para elementos arbitrarios o € R e u,v € A, temos
ut+veEAeauc A

Demonstracio. Pela Definicao 1.1.4, a condicao necessaria é evidente, pois dado A um
submodulo de X, ele é, por si s6, um médulo sobre R. Logo, para elementos arbitrarios
a€Reuve A temosu+veAeaue A
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Falta mostrar a suficiéncia da afirmacao. Para isso, é suficiente mostrar que o

inverso —u, de cada elemento u € A, estd em A. Isto segue de
—u=(—1lu € A,
de acordo com o Lema 1.1.3. |

Na demonstragao anterior, de fato é suficiente mostrar que o inverso de cada
elemento de A estd em A. Com efeito, verifiquemos que A satisfaz as condi¢oes de modulo
dadas na Definicao 1.1.1.

1. Para todos «, 8 € R e todos u,v € A vale

(a+Blu=au+pfu e alutv)=au+av,
poisyu e Aeu+wv e A comy € Reu,ve A arbitrarios, por hipdtese;

2. Para arbitrarios o, f € R e qualquer u € A vale

a(fr) = (af)z,
pois yu € A, para todo v € R, por hipdtese;
3. Para todo elemento u € A vale

lu = .

Agora, vamos considerar um submoédulo arbitrario A de um médulo X sobre R.

Como A é um subgrupo do grupo abeliano X, o grupo quociente
Q=X/A

é um grupo abeliano bem definido. Os elementos de () sao as classes laterais distintas de
Aem X.

Lema 1.1.7. Se A € um submddulo de um maodulo X sobre R, entdo, para todo elemento

a € R etodoue X, temos

{a(u+a)la e A} C au+ A.

Demonstracio. Como A é um submédulo de X, temos que aa € A, para todo a € A.

Portanto,

alu+a)=ou+aacau+A

vale para todo a € A. [ |
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Como consequéncia imediata, a classe lateral au + A depende somente do elemento

a € R e da classe u + A. Logo, podemos definir uma funcao

n: RxQ —Q
dado por
pla,u+ A) = au+ A,
para todo elemento o € R e toda classe lateral u+ A € Q.

E possivel verificar que o grupo quociente
Q=X/A
se torna um maédulo sobre R com p sendo a multiplicacao por escalar. Esse médulo @) é

chamado de moédulo quociente do médulo X pelo seu submodulo A.

Com efeito, verifiquemos que () satisfaz as condi¢oes de médulo dadas na Defini¢ao
1.1.1.

1. Para todos a, 5 € R e todos u+ A, v+ A €  vale

pla+ Biu+A)=(a+plu+ A
=au+pu+ A
=au+A+pfu+ A
=pla,u+ A) + p(B,u+ A)

plou+ A+v+A) =alu+A+v+ A)
=alut+v)+ A
=ou+av+ A
=aut+A+av+ A
= p(a,u+ A) + pla, v+ A);

2. Para arbitrarios o, f € R e qualquer u + A € ) vale

pla, fu+ A) = a(fu) + A
~ (aB)u+ A
= plaf,u+ A);

3. Para todo elemento u + A € (Q vale

p(liu+A)=1lut+A=u+ A
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Lema 1.1.8. A intersecdo de qualquer familia de submddulos de um maodulo sobre R é

um submodulo de X .

Demonstracao. Vamos considerar uma familia arbitraria
p={A;, C X|jeJ}

de submddulos de um moédulo X sobre R. Seja A a intersecao dessa familia de submoddulos,
isto é,
A= ﬂ A;.
jeJ
Para mostrar que A é um submédulo, sejam « € R e u,v € A. Considere um indice
arbitrario j € J. Como A C A;, temos que u,v € A;. Como A; é um submdédulo de X,
segue que

ut+ved; e aucA;

E isto é verdade para todo j € J. Assim, temos
u+veA e auc€A

Portanto, pelo Lema 1.1.6, A é um submddulo de X. |

Agora, seja S um subconjunto arbitrario de um médulo X sobre R. Entao, S esta
contido em pelo menos um submoddulo de X, o préprio X. Pelo Lema 1.1.8, a intersecao A
de todos os submddulos de X contendo S é um submoddulo de X. De fato, A é o “menor”
submoédulo de X que contém o subconjunto S. Esse submdédulo A € X é chamado de
submodulo gerado por S. No caso que A = X, dizemos que S é um conjunto de geradores

de X e que X é gerado por S.

Defini¢ao 1.1.9 (Combinacao linear). Um elemento de x € X, onde X ¢é um mddulo
sobre R, € uma combinacao linear de elementos em um subconjunto S C X se, e somente

se, existe uma quantidade finita de elementos de S, digamos x1,--- ,x,, tal que
n
Tr = Z a,;T;,
i=1

com «; € R, para todoi=1,--- ,n.

Proposicao 1.1.10. O submaodulo de um modulo X sobre R gerado por um conjunto S

consiste de todas as combinagoes lineares dos elementos de S.

Demonstracio. Seja A o conjunto de todas combinagoes lineares dos elementos de S.

Podemos verificar que A é um submddulo. Com efeito, sejam § € R e u,v € A, onde
n m
u = Zaiui ev = Zﬁjvj, com «;,3; € R e u;,v; € S, para todoi = 1,--- ,ne

i=1 j=1
j=1--- ' m.
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Primeiro, verifiquemos que u + v € A. Para isso, defina

ag, sek=1,---n,
Ve =
Ok, sek=n+1---,n+m,

e
ug, sek=1---n,
Wy =
vy, sek=n+1,--- ., n+m,
n+m
Note que, pela definicao de A, temos Z Yewg € A. Com isso, temos
k=1
n+m n+m
u+v= Zaul—l— Zﬁjvj Zakuk—l— > Beop = Z VW
i=1 j=1 k=n+1
Portanto, u +v € A.
Agora, verifiquemos que du € A. Para isso, defina o) = da;, para todoi=1,--- ,n.
n
Note que o € R, para todo i =1, ,n, e portanto, Y _ aju; € A. Temos

=1

du=24 (Z aiui> Z (bo)u; = > dju,.

i=1 i=1

Portanto, du € A.

Logo, pelo Lema 1.1.6, A é de fato um submédulo de X. Além disso, para todo
x €S, temos x = 1z € A. Logo, S C A.

Por fim, seja B um submoédulo qualquer de X contendo S. Entao, toda combinagao
linear dos elementos de S esta contida em B. Isto implica em A C B, ou seja, A é o menor
submodulo de X contendo S. ]

Para quaisquer dois subconjuntos S, 1" C X, com X sendo um médulo sobre R, a

soma S + T é o subconjunto de X definido por
S+T={ut+veXjueSeveT}

Se S e T sao submoédulos de X, entao a soma S + T também é. De fato, para verificar

isso, sejam v € Re u+v,w+ z € S+ T. Entao,

(ut+v)+(w+z)=@u+w) +(v+2)eS+T

alut+v)=au+aveS+T.
Portanto, pelo Lema 1.1.6, a soma S + T é um submoédulo de X.

Por outro lado, para qualquer subconjunto C' C R, C'S denota o subconjunto de
X definido por
CS={aue X|lacCeuec S}
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1.2 Homomorfismos

Definigao 1.2.1 (Homomorfismo de médulos). Um homomorfismo de um mddulo X sobre

R em um médulo Y sobre R ¢ uma funcao
f: X —Y,

a qual € um homomorfismo do grupo abeliano X com o grupo abeliano Y e que preserva
a multiplicacao por escalar. Em outras palavras, f é homomorfismo do modulo X com o

modulo Y se, e somente se,

flutv) = fu)+ f(v)
flau) = af(u),

para todo o € R e todos u,v € X.

Exemplo 1.2.2. A funcdio inclusdo i: A — X de um submddulo A de qualquer mddulo
X sobre R mo modulo X é um homomorfismo do modulo A com o modulo X. Esse

homomorfismo ¢ chamado de homomorfismo inclusao.

Verificaremos que a funcao inclusdo é um homomorfismo. Para todo o € R e todos
u,v € A,
i(u+v)=u+v=rilu)+iv)
i(au) = au = ai(u).
Portanto, por defini¢ao, a funcao inclusao é de fato um homomorfismo de médulos sobre

R.

Exemplo 1.2.3. Um caso particular do Exemplo 1.2.2 é a fun¢dao identidade id: X —» X
em um modulo arbitrario X sobre R. Esse homomorfismo é chamado de homomorfismo
identidade.

De fato, a funcao identidade é um caso particular da fungao inclusdo, basta tomar
o submédulo A sendo o préprio médulo X. Portanto, segue que a funcao identidade é um

homomorfismo de médulos sobre R.

Proposicao 1.2.4. Para modulos arbitrarios X, Y e Z sobre R, a composi¢cao gof: X —»
7, de quaisquer dois homomorfismos f: X — Y e g: Y — Z, € um homomorfismo.

Demonstracao. Sejam o € R e u,v € X. Como f e g sao homomorfismos, temos

(g0 f)u+v)=g[f(u+wv)]
= glf(w) + f(v)]
= glf (W] + glf (v)]
= (go )(w) +(go f)v),
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Proposicao 1.2.5. Para qualquer homomorfismo h: X — Y de um modulo X sobre R

em um modulo Y sobre R, a imagem
h(A) = {h(z) € Y|z € A}
de qualquer submaodulo A de X € um submodulo de Y. E a imagem inversa
h™Y(B) = {x € X|h(x) € B}
de qualquer submodulo B de Y ¢é um submodulo de X .

Demonstragio. Para mostrarmos que h(A) é um submddulo de Y, sejam o € R e u,v €
h(A). Pela definicao de h(A), existem elementos ¢,d € A tais que h(c) = u e h(d) = v.
Como A é um submédulo de X, segue do Lema 1.1.6 que c+d € Ae au € A. Como h é

um homomorfismo, temos

u+v=h(c)+ h(d) =h(c+d) € h(A)

au = ah(c) = h(ac) € h(A).
E isto mostra que h(A) é um submédulo de Y.

Para mostrarmos que ™' (B) é um submédulo de X, sejam o € R e u,v € h™*(B).
Pela definicio de h~!(B), h(u), h(v) € B. Como h é um homomorfismo e B ¢ um submédulo
de Y, temos
h(u+v) = h(u) + h(v) € B

h(ou) = ah(u) € B.

Pela definicdo de h™'(B), isto mostra que u+v € h™'(B) e au € h™'(B). Portanto, h~'(B)

é um submodulo de X. [ |

Se o submédulo A de X for o préprio médulo X, a imagem

Img(X) = h(X)
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¢ um submodulo de Y e sera chamado de imagem do homomorfismo h: X — Y. Por

outro lado, se o submédulo B de Y é o subméddulo trivial 0 de Y, a imagem inversa
Ker(h) = h™(0)

é¢ um submodulo de X e serd chamado de nicleo do homomorfismo h: X — Y. Finalmente,
chamaremos de coimagem e de conucleo do homomorfismo h: X — Y os mddulos
quocientes

Coimg(h) = X/ Ker(h) e Coker(h) =Y/Img(h)

dos moédulos X e Y, respectivamente.

Um homomorfismo h: X — Y de um moédulo X sobre R em um médulo Y sobre
R é dito um monomorfismo se, e somente se, ele é injetivo. Além disso, h é dito um
epimorfismo se, e somente se, ele é sobrejetivo. Por fim, um homomorfismo bijetivo é um

isomorfismo.

Defini¢do 1.2.6 (Isomorfismo de médulos). Dois mddulos X e Y sobre R sdo isomor-
fos, X =Y, se, e somente se, existir um isomorfismo h: X — Y. Um homomorfismo
h: X — X de um mddulo X sobre R consigo mesmo é um endomorfismo de X. Endo-

morfismos bijetores sdo chamados de automorfismos.
Note que automorfismos sao casos particulares de isomorfismos.
Exemplo 1.2.7. Temos que o homomorfismo inclusio é um monomorfismo, enquanto

que seu caso particular, o homomorfismo identidade, é um automorfismo.

De fato, pela definicdo do homomorfismo inclusao i: A — X no Exemplo 1.2.2,

segue que ele é um monomorfismo, ou seja, se tomarmos z,y € A com x # y, temos

i(x) =z #y=uy)

Por outro lado, se considerarmos o homomorfismo identidade id: X — X, ele é um
epimorfismo, ou seja, dado x € X, temos que existe x € X tal que id(x) = x. Sendo um caso
particular do homomorfismo inclusdo, o homomorfismo identidade é um monomorfismo, e

sendo um epimorfismo e um endomorfismo (por defini¢ao), segue que ele é um automorfismo.

Proposicao 1.2.8. Um homomorfismo h: X — Y de um mddulo X sobre R em um

modulo Y sobre R é um monomorfismo se, e somente se, Ker(h) = {0}.

Demonstracio. Necessidade: Assuma que h: X — Y é um monomorfismo, isto é, um
homomorfismo injetivo. Como h é um homomorfismo, ele leva o elemento 0 € X no

elemento 0 € Y. Portanto, o elemento 0 € Y esta contido no ntucleo

Ker(h) = h™1(0)
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de h. Como h é injetivo, a imagem inversa h~'(0) do elemento 0 € Y nao pode conter

mais que um elemento de X. Isso implica que Ker(h) = {0}.

Suficiéncia: Assuma Ker(h) = {0}. Sejam u,v € X com h(u) = h(v). Como h é

um homomorfismo, temos
h(u —v) = h(u) — h(v) = 0.

Pela definigao de Ker(h), isso implica que u — v € Ker(h). Como Ker(h) = {0}, temos u —

v = 0. Logo, u = v. Assim, mostramos que h é injetivo, e portanto, um monomorfismo. W

Proposicao 1.2.9. Um homomorfismo h: X — Y de um mddulo X sobre R em um

mddulo Y sobre R é um epimorfismo se, e somente se, Coker(h) = 0.

Demonstracio. Necessidade: Assuma que h: X — Y é um epimorfismo, isto é, um

homomorfismo sobrejetivo. Como h é sobrejetivo temos Img(h) = h(X) =Y. Isto implica

que
Coker(h) = Y/Img(h) = 0.
Suficiéncia: Assuma Coker(h) = 0. Entao, temos h(X) = Img(h) =Y. Isto implica
que h é sobrejetor, e portanto, um epimorfismo. ]

Além disso, podemos constatar que a composi¢ao de dois monomorfismos é um
monomorfismo, enquanto que a composicao de dois epimorfismos é um epimorfismo. E,

em particular, a composi¢ao de dois isomorfismos é um isomorfismo.

Com efeito, para verificar isso, sejam f: X — Y e ¢g: Y — Z homomorfismos

de moédulos sobre R tais que:

i. f e g sao monomorfismos:

Mostremos que g o f é um monomorfismo também. Para isso, tomemos u,v € X tal

que u — v # 0. Temos

(g0 f)lu—wv)=glf(u—wv)

[f (u) = f(v)]

[f(w)] = glf (v)]

= (9o f)(u) =(go f)v),

IS

=9
=9

onde (go f)(u)—(go f)(v) # 0, pois f e g sdo monomorfismos. Isto mostra, portanto,

que g o f é um monomorfismo.

ii. f e g sao epimorfismos:
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Mostremos que g o f é um epimorfismo também, para isto mostremos que Coker(g o
f) = 0. Como f e g s@o epimorfismos, temos Img(f) = Y e Img(g) = Z. Logo,
Img(g o f) = Z, e portanto

Coker(go f) = Z/Img(go f) = 0.
Mostrando assim que g o f é um epimorfismo.

Proposicao 1.2.10. Se h =go f é a composicao de dois homomorfismos f: X — Y e

g: Y — Z de médulos sobre R, entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Se h € um monomorfismo, entao f também é;

2. Se h € um epimorfismo, entao g também é.

Demonstragio. 1. Sejam f(u), f(v) € Y, com f(u) = f(v). Mostremos que u = v. Para
isso, apliquemos g nos dois lados da igualdade f(u) = f(v), obtendo

hu) = (g o f)(u) = (go f)(v) = h(v).

Como h é um monomorfismo, segue que u = v. Portanto, f é um monomorfismo

também.

2. Seja v € Z. Como h é um epimorfismo, entdo existe u € X tal que h(u) = v. Porém,

como h = go f, segue (go f)(u) = g[f(u)] = v. Portanto, g é um epimorfismo
também.
E isso mostra a veracidade das afirmagoes. |

Sejam X e Y modulos arbitrarios sobre R. Defina o homomorfismo h: X — Y

dado por

para todo x € X. Esse homomorfismo é chamado de homomorfismo trivial e o denotaremos

por 0.

Proposicao 1.2.11. Para um homomorfismo arbitrario h: X — Y de um modulo X

sobre R em um mddulo Y sobre R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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Demonstragio. Nesta demonstragdo mostraremos que a afirmagao (i) implica na afirmagao

(7i), que a afirmacao (i) implica na (ii7) e, por fim, que a (ii¢) implica na (7).

Se (i), entdo (ii): Se h é o homomorfismo trivial, por defini¢do temos h(z) = 0,
para todo x € X. Portanto, h(X) = 0, ou ainda, Img(h) = 0.

Se (1), entao (iii): Se Img(h) = 0, temos por definicao que h(X) = 0. Portanto,
h~(0) = X, ou ainda, Ker(h) = X.

Se (iii), entdo (i): Se Ker(h) = X, ou ainda, h~'(0) = X, por definicdo temos
h(X) = 0. Portanto, h(x) = 0, para todo = € X, ou seja, h é o homomorfismo trivial. W

Proposicao 1.2.12. A composicio h = g o f de dois homomorfismos f: X — Y e

h:Y — Z de modulos sobre R ¢ o homomorfismo trivial se, e somente se,

Img(f) C Ker(g).

Demonstragio. Necessidade: Assuma que h = 0. Seja y € Img(f). Por defini¢do, existe

um elemento z € X com f(z) = y. Entdo, temos

9(y) = glf(x)] = h(z) = 0.
Portanto, y € g~'(0) = Ker(g). Isto mostra a incluso

Img(f) C Ker(g).

Suficiéncia: Assuma Img(f) C Ker(g). Seja z € X. Entao, temos h(x) = g[f(x)].

Como
f(z) € Img(f) C Ker(g),

obtemos g[f(x)] = 0. Portanto, h(z) = 0. Como z foi tomado arbitrariamente, mostramos
que h = 0. [ |

Dado um homomorfismo f: X — Y de moddulos sobre R, chamaremos f de
homomorfismo de saida em X e de homomorfismo de entrada em Y.

Agora, vamos considerar um submodulo arbitrario A de um médulo X sobre R

juntamente com o médulo quociente
Q = X/A.
A funcao p: X — @ definida por
p(x) =z + A,

para todo x € X, é chamada de projecao natural do médulo X sobre seu moédulo quociente
Q. Segue que p é um epimorfismo do grupo abeliano X no grupo abeliano (). Com efeito,

consideremos x,y € X e a € R, temos

plrt+y)=(@+y)+ A=+ A+y+A=p(x)+py),
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plaz) = (ax) + A=a(x+ A) = ap(x).
Portanto p é um homomorfismo; e, dado z + A € @), tome x € X, entao
plz) =z+A

e portanto p é sobrejetor.

Além disso, temos
A = Ker(p),

pela prépria definicao da funcao p. Logo, todo submodulo de X é o niicleo de algum

homomorfismo.

Agora, vamos considerar médulos arbitrarios X e Y sobre R juntamente com os
submédulos A C X e B C Y. Sejam,

X*"=X/A e Y*"=Y/B
os moédulos quocientes com suas respectivas projegoes naturais
p: X — X" e qY—Y"
Considere um homomorfismo arbitrario
h: X —Y

do médulo X no médulo Y, o qual aplica A em B. A funcao h': A — B definida por

para todo a € A, é um homomorfismo do médulo A no médulo B. De fato, para todo

a€ Rea,d € A, temos

h'(a+d)=h(a+d)=h(a)+ h(a) =h'(a) + h'(d")

h'(ca) = h(aa) = ah(a) = ah'(a).

Esse homomorfismo i’ é chamado de homomorfismo definido por h nos seus submédulos.
Quando B =Y, h' é chamado de homomorfismo restricio de h no submédulo A de X e é
denotado por

hla: A—Y.

Agora, seja r € X. Como

h(x +a) = h(x) + h(a) € h(z) + B,
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para todo a € A, a imagem h(x + A) estd contida em uma tnica classe lateral de B em Y,
ou seja,

h(z + A) C h(z) + B.

Portanto, a correspondéncia x + A com h(z) + B define uma fungao
Xt — Y™

Segue que h* é um homomorfismo do grupo abeliano X* no grupo abeliano Y.

Com efeito, consideremos = + A,y + A € X™, temos

(x +A) + (y+ A)] = h*{(x + ) + A]
=h(z+y)+ B
=h(z)+B+h(y) + B
=h*"(x+ A)+h"(y+ A).

Além disso, como, para todo o € R e todo x + A € X, temos
h*(ax + A) = h(ax) + B = ah(x) + B = ah™(x + A),

segue que h* é um homomorfismo do médulo X™* no médulo Y. Esse homomorfismo h* é
chamado de homomorfismo induzido por p nos seus médulos quocientes. Consequentemente,

a relagdo comutativa

goh="h"op
é valida.

De fato, consideremos as fungées go h,h* op: X — Y™ Para todo x € X, temos

(goh)(x)=h(x)+ B

(h*op)(z) =g"(x + A) = h(x) + B.
Portanto, a relacao comutativa g o h = h* o p é verdade.

Como consequéncia dessa relacado comutativa, temos que

Img(h") =
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r+AcKer(h') < h'(z+A) =B
< h(z)+B=B
<= h(z) € B
< x€h(B)
< z+Aecph(B)).

Ou ainda, de forma resumida,

Img(h") = q[lmg(h)] e Ker(h") = p[h~"(B)].

Em particular, se h é for um epimorfismo, B =0 e A = Ker(h), entao Y* =~ Y,
ou seja, Y é isomorfo a X, e h* é um isomorfismo. Neste caso, temos a seguinte relacao

comutativa:

h*op=h.

Proposicao 1.2.13. Para um homomorfismo h: X — Y de um modulo X sobre R em

um modulo Y sobre R, temos
Coimg(h) = X/ Ker(h) ~ Img(h).
Demonstragao. Mostraremos que h*: X/ Ker(h) — h(X) dado por
h*(z + Ker(h)) = h(z),

para todo x € X, é o isomorfismo desejado.

De fato, h* é um homomorfismo. Para mostrarmos isso, seja A = Ker(h). Entao,

W@+ A)+ (y+ A)] =1z +y) + A
= h(x +y)
= h(x) + h(y)
=h"(x+ A)+h'(y+ A),

para quaisquer x + A,y + A € X/A; e
h*(ax + A) = h(ax) = ah(z) = ah™(z + A),

para todo o € R e todo z + A € X/A.

Agora, tome x + A € X/A, tal que
h*(x +A) =0.

Entéo, por defini¢do, h(xz) = 0, o que significa que x € A. Logo, h* é um monomorfismo.



1.8. Produtos diretos e somas diretas 39

Para mostrar a sobrejetividade de h*, tome y € h(X). Entao, y = h(z), para algum
x € X. Logo, z + A € X/A é tal que

W (z + A) = h(z) = y.

Logo, h* é um epimorfismo.

Sendo o homomorfismo A" um monomorfismo e um epimorfismo, ele é um isomor-
fismo. |

Teorema 1.2.14. Para quaisquer dois submodulos A e B de um mddulo X sobre R, o
homomorfismo inclusdo
i:A— A+ B

leva o submaodulo AN B C A no submodulo B C A+ B e ele induz um isomorfismo

i*: A/(ANB) — (A + B)/B.

Demonstracao. Como i ¢ o homomorfismo inclusao, ¢ imediato que ele leva o submodulo

AN B em B e, portanto, induz um homomorfismo

i*: A/(ANB) — (A + B)/B.

Para mostrar que ¢* é um monomorfismo, seja a + AN B € A/(A+ B) tal que
i*(a+ANB) =i(a)+ B = B. Isto implica que i(a) € AN B. Logo, ¢* é um monomorfismo.

Para mostrar que ¢* é um epimorfismo, seja (a+b)+ B € (A+ B)/B. Como b € B,
temos (a + b) + B = a + B. Assim,

i"la+ANB)=ila)+ B=a+B=(a+b)+ B.

Logo, i* é um epimorfismo.

Sendo o homomorfismo ¢* um monomorfismo e um epimorfismo, ele é um isomor-

fismo. [ |

1.3 Produtos diretos e somas diretas

Considere uma familia

X ={Xj|ieJ}

de médulos X; sobre R e denote por

P=1] X

i€J
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o produto cartesiano dessa familia X. Por definicdo, um elemento de P é uma funcao
ield
do conjunto de indices J na reunido dos conjuntos X; tal que f(i) € X;, para todo i € J.

Defina uma operagao bindria em P tomando, para quaisquer dois elementos f, g € P,

a funcdo f+g¢g: J — U X, definida como
ieJ

(f +9)(@) = f() +g(i),

para todo indice ¢ € J. O conjunto P juntamente com a operagao bindria + torna-se um

grupo abeliano. O elemento nulo de P ¢é a func¢ao 0: J — U X; definida por
icJ

0(i) = 0;,

onde 0; ¢ o elemento nulo de X;, para cada ¢ € J. O elemento inverso de f € P ¢ a fungdo
—fJ— U X, definida por

i€J

Defina uma multiplicagdao por escalar p: R x P — P associando a todo o € R e
todo f € P a funcao

wlo, fy=af: J— |J X,

dada por
(af)(i) = alf(@)],

para todo i € J. E possivel verificar que essa multiplicacio por escalar torna o grupo

abeliano P em um modulo sobre R.

Vamos verificar que P juntamente com p torna-se um modulo sobre R. Temos:

1. A funcao p é bi-aditiva, isto é,

ploo+ B, f) = (a+B)f =af + Bf = pla, f) + (B, )

pla, f+g)=al(f+g)=af +ag = pula, f) + pla, g9),

para todos «, f € R e todos f,g € P;

2. Para arbitrarios o, f € R e qualquer f € P, temos

plos p(B, )] = e, Bf) = aff = p(ap, f);
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3. Para todo elemento f € P, temos

p(l f)=1f=7F.

Portanto, a multiplicacao por escalar torna o grupo abeliano P em um médulo sobre R.

Defini¢ao 1.3.1 (Produto direto de médulos). O mddulo P sobre R construido anterior-

mente € chamado de produto direto da familia X de modulos X; sobre R, com i € J.

Agora, vamos considerar o subconjunto S C P o qual consiste de todos elementos
f € P tais que f(i) = 0, exceto para uma quantidade finita de indices ¢ € J. Podemos

verificar que S é um submodulo de P.

Com efeito, sejam o € R e f,g € S. Suponha que existem, respectivamente, n e m

indices de J tal que f e g ndo se anulam neles. Entao,
f+ges
pois existem no maximo n + m indices tal que f + ¢ nao se anula; e
af € S

pois existem no maximo n indices tal que af nao se anula. Assim, pelo Lema 1.1.6, segue

que S ¢ um submodulo de P.

Definicao 1.3.2 (Soma direta de médulos). O submddulo S construido anteriormente é

chamado de soma direta da familia X de modulos X; sobre R, com i € J.

Denotamos essa soma direta por

ieJ
Note que, se o conjunto J é finito, entao temos P = S. Neste caso, o médulo P = S
sobre R pode ser chamado tanto de produto direto quanto de soma direta da familia X.

Para todo indice j € J, defina uma funcao d;: X; — S por

T, sei=j,
0, sei#j,

para todo x € X; e todo ¢ € J. Podemos verificar que d; ¢ um homomorfismo do médulo

[d; ()] (7) = {

X, no médulo S. De fato, para todo a € R, todos z,y € X, e todo i € J,

r+y, set=],
0, sei#j.

_ I, Sei:j? + y? Sel:j’
0, sei##j. 0, sei#j.

= [d;(z) + d;(y)](i);

[dj(z +y)](i) = {
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ar, sei=j,

[dj (a)](i) = {

0, sei#j.
. T, seit=],
B 0, sei##j.
= ald;()](2).

Portanto, d; ¢ um homomorfismo.

Definigao 1.3.3 (Injecdo natural). O homomorfismo d;: X; — S definido por

5 2))) = { v

para todo x € X; e todo i € J, é chamado de injecio natural do médulo X; na soma direta

S.

Por outro lado, defina uma func¢ao pr: P —> X, para todo indice k € K, por

para todo f € P. Podemos verificar que p, ¢ um homomorfismo do médulo P no médulo
X}.. De fato, para todo a € R, todos f,g € P e todo k € J,

pe(f+9) = (f +9)(k) = f(k)+ g(k) = pr(f) + pr(9);

pi(af) = (af)(k) = af (k) = ap(f)-

Portanto, p, é um homomorfismo.

Definigao 1.3.4 (Projecao natural). O homomorfismo py: P — Xy definido por

para todo f € P e todo k € J, é chamado de projecao natural do produto direto P no

modulo X,.
Proposicao 1.3.5. Considere i: S — P o homomorfismo inclusio. A composi¢do
pkoiodj: X] —>Xk

¢ 0 homomorfismo trivial se j # k e é o homomorfismo identidade se j = k.
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Demonstracao. Temos que, para todo z € X,
(pr oo dj)(x) = (pr o 1)([d;(2)](2) = pe([d;()](D)) = [d;(x)](k),
com i € J. Com isso, se j # k, entao
[d;(x)](k) =0
e, portanto, p; o4 o d; é o homomorfismo trivial. Enquanto que, se j = k,
[d;(2)](k) = =
e, portanto, p; o i o d; ¢ o homomorfismo identidade. ]

Corolario 1.3.6. Para todo j € J, a injecio natural
dji Xj — S

do médulo X; na soma direta S é um monomorfismo.

Demonstragio. Suponha que d;(z) = 0. Temos que d;(x) = 0 implica que [d;(z)](i) = 0,
para todo ¢ € J. Em particular, para ¢ = j, temos
0 = [d;(=)](5)
= x’

como queriamos. |

Logo, podemos identificar cada médulo X; com sua imagem d;(X;) C S e considerar
X, como um submédulo da soma direta S. Apoés fazer isso, d;: X; — S torna-se o

homomorfismo inclusao e S é gerado pela uniao de todos X; C S.
Corolario 1.3.7. Para todo k € J, a projecao natural
qr - S — Xk

da soma direta S no modulo X;, € um epimorfismo.

Demonstracao. Seja xj € Xj. Defina a funcao f: J — S por
. rr sei =k,
fi) = .
0 sei#k.

Temos que

@ (f) = (P 0 1)(f)
= pr(i(f))
= pr(f)
= [ (k)

Logo, ¢ é um epimorfismo. |



44 Capitulo 1. Algebra homoldgica

Para todo k € J, seja Y} a unido de todos os submoddulos
Img(d;) = d;(X;)
da soma direta S, com j # k.

Proposicao 1.3.8. Para todo k € J, o nicleo Ker(qy) da projecao natural q: S — Xy

¢ o submddulo da soma direta S gerado pelo subconjunto Yy.

Demonstracao. Seja f € A, onde A é o submoddulo S gerado por Yj. Entao, f é uma
combinacao linear dos elementos de Y, em S. Pela Definicao 1.1.9. existe uma quantidade

finita de elementos de Y}, tal que
n

Z a; fi,

=1

comao; € Re f; €Yy, paratodos =1,---  n. Segue da definicdo do conjunto Y}, que, para
todo 7 =1,--- ,n, existe um indice j; # k e um elemento z; € X; tal que
fi = dj ().

Consequentemente, obtemos

n

= Zn: aiqi(fi) = Z g 0 d;,) ()] = 0,

i=1 =
pois j; # k, para todo i = 1,--- ,n. Isto mostra que f € Ker(gy). Como f € A é um

elemento arbitrario, temos A C Ker(gy).
Agora, mostraremos que Ker(q) C A.

Seja f € Ker(qx). Entao, por defini¢do, qx(f) = f(k) = 0. Como Ker(g;) C S,

temos que f € S, e isso significa que existe uma quantidade finita de indices de J tal que
parai=1,--- n.

Defina uma fungao g: J — U X; por
ieJ

= 3G,
para todo [ € J. Note que g € S, pois, para l € {j; € J|i=1,--- ,n}, temos
g(l) = f(1) #0,
enquanto que, para | ¢ {j; € J|i=1,--- ,n}, temos
g(l) = 0.
Além disso, g € Ker(qy), pois k &€ {j; € J|i=1,--- ,n}.

Como d;,(f(j:)) € d;;(X;), g é uma combinacao linear dos elementos da imagem

de dj,, para j; # k. Portanto, g € A, por definicdo, mostrando assim que Ker(¢;) C A. W
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Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 1.3.8, temos que o submédulo Ker(gx) C

S é isomorfo a soma direta da familia de médulos

X - Xp={X|ieJ—{k}}.

Agora, com X = X;, para todo ¢ € J, defina as func¢ao 0: X — P por

[6(2)](7) = =,

para todo x € X e todo i € J. Podemos verificar que ¢ é um homomorfismo do médulo X
no produto direto P. De fato, para todo a € R todos x,y € X e todo ¢ € J,

[0z +)](i) =z +y = [0(2)](7) + [0(y)](D);

[0(az)](i) = ax = ald(z)](i).
Portanto, § é um homomorfismo.

Definig¢ao 1.3.9 (Homomorfismo diagonal). O homomorfismo 6: X — P definido por

[6(0))(@) = =,

para todo x € X e todo i € J, é chamado de homomorfismo diagonal do modulo X no

produto direto P.

Também com X = X, para todo i € J, defina a funcao o: S — X por
a(f) = f(i),
ield
para todo f € S. Podemos verificar que ¢ é um homomorfismo da soma direta S no
modulo X. De fato, para todo a € R e todos f,g € X,

o(f+9) =2 (f+9)@) = f@)+ > g(i) =o(f) +o(g)

ied i€J i€J

olaf)=> af(i)=ad_ f(i)=ao(f).

icJ ieJ

Portanto, o é um homomorfismo.

Defini¢ao 1.3.10 (Homomorfismo soma). O homomorfismo o: S — X definido por

o(f) =2 f(i),

i€J

para todo f € S, é chamado de homomorfismo soma da soma direta S no maodulo X.
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Agora, vamos considerar uma familia de homomorfismos de médulos sobre R

Defina uma funcao ¢: H X, — H Y; por

[o(NN@) = hil £ ()],

para todo f € H X; e todo i € J. Podemos verificar que ¢ é um homomorfismo de

modulos sobre ]Z%e ]J)e fato, para todo a € R, todos f,g € X e todo i € J,
[o(f + 9)](@) = hil(f + 9) ()]
= hi[f (i) + g()]
= hif ()] + hilg(2)]

= [e(NI@) + [p(9)]);

[o(af)](@) = hilaf ()] = ol £(i)] = alp(f)](D).

Portanto, ¢ é um homomorfismo.

Definigao 1.3.11 (Produto direto de homomorfismos). O homomorfismo ¢: H X, —
ieJ
H Y; definido por

i€J

para todo f € H X; e todo i € J, € chamado de produto direto dos homomorfismos da
ied
familia H ={h;: X;, — Y;|i € J}.

Esse produto direto de homomorfismos sera denotado por
o =11 hi
Além disso, por sua definicdo, segue que
; (Z Xi> cY V.
ieJ ieJ
Portanto, o homomorfismo ¢ define um outro homomorfismo
ieJ ieJ
Defini¢ao 1.3.12 (Soma direta de homomorfismos). O homomorfismo : Z X, —
ieJ
Z Y; de modulos sobre R é chamado de soma direta dos homomorfismos da familia

i€J
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Essa soma direta de homomorfismos sera denotado por

ield
Note que, se o conjunto J for finito, entao ¢ = 1. Neste caso, o homomorfismo ¢ = ¢
pode ser chamado tanto de produto direto ou soma direta, ambos dos homomorfismos da

familia H.

No caso X = X, para todo 7 € J, temos
X-5SI1x -2 11v
ielJ ield

onde 0 é o homomorfismo diagonal.

Defini¢ao 1.3.13 (Produto direto restrito de homomorfismos). A composi¢io dos homo-

morfismos ¢ e § da forma
pod: X — H Y;
ieJ
¢ chamado de produto direto restrito dos homomorfismos da familia H = {h;: X; —

Yili e J}.

Note que @ 0§ é de fato um produto direto de homomorfismos. Para ver isto, seja
r € X et € J. Entao,

Note também que, se ¢ 0§ é um isomorfismo, entao X é isomorfo a H Y;. Neste
icJ
caso, dizemos que a familia de homomorfismos H é uma representacao projetiva de modulo

X como um produto direto.

No caso Y =Y, para todo 7 € J, temos
X5 Y X -5,
ied ied

onde o é o homomorfismo soma.

Definigao 1.3.14 (Soma direta total de homomorfismos). A composicio dos homomorfis-
mos o e v da forma
o o w: Z XZ —Y

1€J

¢ chamado de soma direta total dos homomorfismos da familia H = {h;: X; — Y;|i € J}.

Se ¢ 01 é um isomorfismo, entao Z X, é isomorfo a Y. Neste caso, dizemos que a
ieJ
familia de homomorfismos H é uma representacao injetiva do médulo Y como uma soma

direta.
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Em particular, se X; é um submddulo de um médulo X sobre R, para todo j € J,

e se a familia de homomorfismos inclusao
H:{iji Xj —)X|j S J}
¢ uma representacao injetiva do modulo X como uma soma direta, entdo temos

Jed

Neste caso, dizemos que X é decomposto na soma direta de seus submédulos X, para
todo 5 € J. Outra forma de expressar isto ¢ simplesmente dizer que X ¢é a soma direta de

seus submoddulos.

Se F' é uma familia finita de médulos sobre R, digamos
F= {Xla X27 o 7Xn—17Xn}7

entao a soma direta de I’ é denotada por

@Xi ou X;P---dX,.

significa que X é a soma direta de seus submédulos X;, para todoi =1,--- ,n.

Teorema 1.3.15. Um maodulo X sobre R é a soma direta de seus submodulos A e B se,
e somente se,
A+B=X e ANnB=0.

Demonstracio. Necessidade: Assuma que X é a soma direta de A e B. Entao, pela

defini¢do, o homomorfismo o0 o1: A ® B — X dado por
(0 0)(ab) =a+b,

para todo (a,b) € A@® B, é um isomorfismo.
Para mostrar que A+ B = X, seja z € X. Como ¢ o ¢ é um epimorfismo, existe
um elemento (a,b) € A @ B tal que

x=(ocov)(a,b) =a+b.

Isto mostra que x € A+ B. Como z é qualquer elemento de A + B, temos X C A+ B.
Por outro lado, como A e B sao submoddulos de X, segue que A + B C X. Portanto,
A+B=X.



1.8. Produtos diretos e somas diretas 49

Para mostrar que AN B = 0. Para isso, assuma que A N B contém um elemento
nao nulo x € X. Como AN B é um submoédulo de X, temos que —z € AN B. Entao,

(x,—x) é um elemento nao nulo de A @ B. Como
(cog)(z,—x) =2 —x =0,
segue que ¢ o 1 nao é um monomorfismo. Assim, AN B = 0.

Suficiéncia: Assuma que A+ B =X e AN B = 0. Temos que mostrar que o o ¢ é

um isomorfismo.

Para mostrar que o ot é um epimorfismo, seja x € X. Como A+ B = X, existem

elementos a € Ae b€ B com a+ b= z. Isto implica
(0o¢)(a,b) =a+b=uz,

e, portanto, o o1 é um epimorfismo.

Para mostrar que o o é um monomorfismo, seja (a,b) € Ker(o o). Entao, temos
a+b=(0o1)(ab)=0.

Segue que a € A e a € B, pois a = —b e —b € B. Consequentemente, a € AN B. Como
ANB = 0, isso implica que a = 0 e b = —a = 0. Logo, (a, b) é o elemento nulo (0,0) € AGB.

Portanto, Ker(o o 1) = 0 e, consequentemente, ¢ o ¢ é um monomorfismo. |

Teorema 1.3.16. Se a composicio h = go [ de dois homomorfismos f: X — Y e
g: Y — Z de mddulos sobre R é um isomorfismo, entao as sequintes afirmacoes sao

verdadeiras:

1. f € um monomorfismo;
2. g € um epimorfismo;
3. O médulo Y € decomposto na soma direta de Img(f) e Ker(g); em simbolos

Y =Img(f) ® Ker(g).
Demonstracao. Mostraremos a veracidade de cada uma das afirmagoes.

1. Essa afirmacgao é um caso particular da Proposi¢ao 1.2.10.
2. Essa afirmacao também ¢é um caso particular da Proposicao 1.2.10.

3. Para mostrar que Img(f) 4+ Ker(g) =Y, sejamy € Y e z € Z, com z = g(y). Como
h: X — Z é um isomorfismo, existe um elemento x € X com h(z) = z. Entao,

temos

gly — f(z)] = 9(y) — g[f(z)] = 2 — h(z) = 0.
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Isso implica que y — f(x) € Ker(g). Portanto, temos

y = f(x)+ (y — f(z)) € Img(f) + Ker(g).

Como y € Y é um elemento arbitrario, segue que Y C Img(f) + Ker(g). Por outro
lado, como Img(f) e Ker(g) sao submédulos de Y, segue que Img(f) + Ker(g) C Y.
Portanto, Img(f) + Ker(g) =Y.

Para mostrar Img(f) N Ker(g) = 0, seja y € Img(f) N Ker(g). Como y € Img(f),
existe um elemento x € X com f(x) =y. Como y € Ker(g), temos g(y) = 0. Entao,

obtemos
h(z) = g[f(z)] = g(y) = 0.

Pelo fato de A ser um isomorfismo, x = 0. Portanto, temos

e consequentemente Img(f) N Ker(g) = 0.

Assim, pelo Teorema 1.3.15, Y é a soma direta de seus submédulos Img( f) e Ker(g).

Sendo cada uma das afirmagoes verdade, o teorema estd demonstrado. |

1.4 Mobdulos livres

Defini¢ao 1.4.1 (Médulo livre). Um mddulo X sobre R é livre sobre um conjunto S
quando X € um modulo sobre R juntamente com uma fungio f: S — X tal que, para
toda funcao g: S — Y, onde Y € um modulo sobre R, existe um unico homomorfismo
h: X — Y satisfazendo

hof=yg.

Denotamos o médulo livre X sobre um conjunto S por (X, f), onde f é a fungao

f: 8 — X da definigao.

Teorema 1.4.2. Se um modulo X sobre R juntamente com uma fungio f: S — X, de
um conjunto S no modulo X, € um mddulo livre sobre o conjunto S, entao f € injetiva e

sua imagem f(S) gera o médulo X.

Demonstragio. Para mostrar que f é injetiva, sejam a,b € S, com a # b, e Y um

moédulo sobre R contendo mais que um elemento. Escolha uma funcao g: S — Y tal que

g(a) # g(b). Como
(ho f)(a) = g(a) # g(b) = (ho f)(b),

a funcao h o f é injetora. Portanto, f é uma funcao injetiva, pela Proposicao 1.2.10.
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Para mostrar que f(S) gera X, seja A o submddulo de X gerado por f(.S). Entao,
a funcao f define uma fungdo g: S — A com

iog=f,

onde 7 é o homomorfismo inclusao i: A — X. Por defini¢ao, existe um homomorfismo
h: X — A tal que
hof=g.

Sendo id: X — X o homomorfismo identidade, temos

idof=f

(ioh)of=io(hof)=iog=Ff

Pela unicidade da Defini¢ao 1.4.1, devemos ter
ioh =1d.

Sendo o homomorfismo identidade id um epimorfismo, pela Proposicao 1.2.10 o homomor-

fismo inclusao i também deve ser. Portanto, A = X e f(S) gera o médulo X. [

Teorema 1.4.3. Se (X, f) e (X', f') sao mddulos livres sobre um conjunto S, entdo existe

um tnico isomorfismo j: X — X' do médulo X no médulo X' tal que
jof=1"

Demonstra¢io. Como (X, f) é um moédulo livre sobre o conjunto S, segue da Defini¢ao

1.4.1 que existe um tinico homomorfismo j: X — X’ tal que
jof=1f.
Analogamente, como (X', f’), existe um tnico homomorfismo j': X' — X tal que
jof =f
Agora, considerando o homomorfismo identidade do médulo X, Temos

idxof=f

(Joj)of=jo(jof)=jof =/

Pela unicidade da Defini¢ao 1.4.1, devemos ter

j'oj =idx.
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Sendo o homomorfismo identidade ¢d um monomorfismo, pela Proposi¢ao 1.2.10 o homo-

morfismo j também deve ser.

Analogamente, considerando o homomorfismo identidade do médulo X', Temos

idX/ e} f, = f/

(Joj)of'=jo(flof)=jof=f"
Pela unicidade da Defini¢ao 1.4.1, devemos ter
joj =idy.

Sendo o homomorfismo identidade ¢dx, um epimorfismo, pela Proposi¢ao 1.2.10 o homo-

morfismo j também deve ser.

Portanto, sendo j um monomorfismo e um epimorfismo, 5 é um isomorfismo. M

Teorema 1.4.4. Para qualquer conjunto S, sempre existe um maodulo livre sobre o conjunto

S.

Demonstragdo. Seja X o conjunto de todas as fungoes ¢: S — R, onde R é um anel
comutativo com identidade 1 # 0, satisfazendo ¢(s) = 0, exceto para uma quantidade finita
de elementos s € S. Entao, X torna-se um grupo abeliano com a soma de fung¢ées como
operagao bindria, isto é, para quaisquer dois elementos ¢, 9 € X, o elemento p + ¢ € X é

bem definido por
(o +¥)(s) = @(s) + ¥(s),
para todo elemento s € S. Além disso, X torna-se um modulo sobre R com respeito a

multiplicagdo por escalar definida por

(o) (s) = ap(s)],
para todo a € R, todo p € X e todo s € S.

Agora, defina uma funcdo f: S — X tomando, para cada elemento s € S, a

fungao f(s): S — R definida por

[F(s)](t) = { (1)’ zz i ; z

para todo t € S. Vamos mostrar que X juntamente com f: S — X é um moddulo livre

sobre o conjunto S.

Para este propésito, seja g: S — Y uma funcao arbitraria do conjunto S em
um moédulo Y sobre R. Defina uma funcao h: X — Y tomando, para cada ¢ € X, o

elemento

h(g) =Y o(s)g(s).

ses
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Esta a soma esta bem definida pois existe uma quantidade finita de elementos s € S
tal que p(s) # 0. Além disso, podemos verificar que h é um homomorfismo satisfazendo

ho f=g. Com efeito,
he +4) = > [p +¢l(s)g(s)

= ZS[sO(S) +(s)]g(s)
= 290(8)9(8) + st(S)g(S)
= h(p) + h(¥),

para todos p, 1) € X, e
h(asp(s)) = EG:SCW(S)Q(S) = ah(ep),
para todo ¢ € X e todo a € R. Além disso,
(ho f)(t) = EG:S[f(t)](S)g(S) =g(t),
para algum t € S; como t € S é arbitrario, segue que ho f = g.
Para mostrar a unicidade do homomorfismo h, sejam h': X — Y um homomor-

fismo arbitrario satisfazendo h' o f = g e ¢ € X. Entao, pela definicio da funcao f,

temos

o= o(s)f(s).

ses

Como I/ é um homomorfismo, segue que

H(p) =2 e(s)W[f(s)] = 3_ w(s)g(s) = h(yp).

seS seS

Como ¢ é um elemento arbitrdrio de X, segue que h' = h. |

Agora, gracas ao Teorema 1.4.4, sabemos que todo conjunto S determina essencial-

mente um tnico médulo livre (X, f). Como a fungao
f:8§—X

é injetiva, pelo Teorema 1.4.2, podemos identificar S com sua imagem f(S) C X. Feito
isto, o conjunto S “torna-se” um subconjunto de X, o qual gera X. Além disso, toda
funcao

g: S —Y

do conjunto S em um modulo arbitrario X sobre R estende-se a um tinico homomorfismo
h: X —Y

do médulo F' sobre R com o médulo Y sobre R.
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Defini¢ao 1.4.5 (Médulo livre gerado por um conjunto). O mddulo X sobre R discutido

anteriormente é chamado de maodulo livre sobre R gerado pelo conjunto S.

Agora, vamos considerar uma familia de médulos
F ={F,se S}

indexados pelo conjunto S, onde F, é o anel R considerado como um médulo sobre si
mesmo. O moédulo livre X sobre R gerado pelo conjunto S é precisamente a soma direta

da familia F'.
Corolario 1.4.6. A soma direta de uma familia de mddulos
F ={F,se S}

com Fy =~ R, para todo s € S, é isomorfo ao médulo livre sobre R gerado pelo conjunto S.

Demonstracio. Sejam X o mddulo livre sobre R gerado pelo conjunto S e X’ a soma

direta da familia F'. Temos que, como F, =~ R, a reuniao U F, =~ R. Com isso, por
seS
definicdo, a soma direta X' é o conjunto de todas as funcoes

f:S — R,

com f(s) # 0 para uma quantidade finita de elementos s € S. Portanto, pela construcao

do conjunto X feita no Teorema 1.4.4, temos que X é isomorfo a X’ |

Definicao 1.4.7. Um modulo X ¢ livre sobre R se, e somente se, X ¢ isomorfo ao maodulo

livre sobre R gerado por algum conjunto S.

Corolario 1.4.8. A soma direta de uma familia de modulos livres sobre R também é um

maodulo livre sobre R.

Demonstragdo. Pelo Corolario 1.4.6, essa soma direta é isomorfo a um mdédulo sobre R
gerado por um conjunto S. Portanto, pela Definicao 1.4.7, essa soma direta ¢ um médulo
livre sobre R. |

Teorema 1.4.9. Todo modulo sobre R € isomorfo a um mddulo quociente de um maodulo

livre sobre R.
Demonstragdo. Seja X um moédulo sobre R. Tome um subconjunto S C X o qual gera X.
Por exemplo, podemos tomar S = X.

Considere o médulo livre X’ sobre R gerado pelo conjunto S. Entdo, a funcao

inclusao i: S — X estende-se para um homomorfismo

X —X
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do médulo livre X’ no médulo X.

Como S = i(S) C f(X') e S gera X, temos f(X') = X. Portanto, f ¢ um
epimorfismo. Entao, pela Proposi¢iao 1.2.13, X ¢ isomorfo ao médulo quociente X'/ Ker(f)
do médulo livre X' |

Defini¢ao 1.4.10 (Conjunto linearmente independente). Um subconjunto S C X, onde
X € um modulo sobre R, é linearmente independente se, e somente se, para qualquer

quantidade finita de elementos distintos de S

n
> s, =0,
i=0
coma; € R es; €8, para todov=1,--- ,n, implicar em
o; = 0,
para todo i =1,--- ,n.

Definicao 1.4.11 (Base de um médulo). Se um subconjunto S C X, onde X é um mddulo

sobre R, € linearmente independente e gera X, entao S é chamado de base de X .

Teorema 1.4.12. Um subconjunto S C X, onde X é um modulo sobre R, é uma base
de X se, e somente se, a funcao inclusao 1: S — X se estender a um isomorfismo
h: X' — X do médulo livre X' sobre R gerado pelo conjunto S com o médulo X sobre
R.

Demonstragao. Pela Definicao 1.4.5, a funcao inclusao i: S — X estende a um tnico
homomorfismo h: X' — X do mdédulo livre X’ no médulo X. Basta mostrarmos que S é

uma base de X se, e somente se, h é um isomorfismo.

Necessidade: Assuma que S é uma base do médulo X. A imagem h(X') é um
submédulo de X contendo S. Como S gera X, isso implica que h(X') = X e portanto h ¢

um epimorfismo.

Agora, seja ¢ € Ker(h). Logo, sendo ¢ € X', pelo Coroldrio 1.4.6 e pela Defini¢ao
1.3.2, p(s) = 0 exceto para uma quantidade finita de elementos distintos de S. Como h é

uma extensao da funcao inclusao, temos

n

h(SO) = Z 90(51)51'7

i=1

com s; € S, para todo i = 1,--- ,n. Como ¢ € Ker(h), temos por defini¢cao h(p) = 0.
Como S é linearmente independente, isso implica ¢(s;) = 0, para todo i = 1,--- ,n

Portanto, ¢ = 0, mostrando assim que A ¢ um monomorfismo.

Sendo A um monomorfismo e um epimorfismo, ele é um isomorfismo.
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Suficiéncia: Assuma que h é um isomorfismo. Para mostrar que S é linearmente
independente, suponha que
n
Z a;8; = 0,
i=1
comqa; € Res; € 5, paratodot=1,---,0, é valido para distintos elementos de S. Seja

p: S — R a funcao definida por

a;, ses=s;, paraalgumi=1,--- n,
o(s) =

0, ses#s; paratodoi=1,--- n,
para todo s € S. Entao, temos
h() = a;s;=0.
i=1
Como h é um monomorfismo, isso implica que ¢ = 0. Portanto, obtemos que a; = ¢(s;) = 0,

para cada ¢ = 1,--- ;n. Mostrando assim que S é um conjunto linearmente independente.

Agora, para mostrar que S gera X, seja x € X. Como h é um epimorfismo, existe
© € X' com h(p) = z. Assim, pelo Corolério 1.4.6 e pela Defini¢ao 1.3.2, ¢(s) = 0 exceto

para uma quantidade finita de elementos de S. Entao, temos

n

z="h(p) =Y p(si)si,

i=1
com s; € S, para todo i = 1,--- ,n. Como ¢(s;) € R, para todo i = 1,--- ,n, isto mostra

que x é uma combinagao linear dos elementos de S. Portanto, S gera X. ]

Corolario 1.4.13. Um mddulo X sobre R possui uma base se, e somente se, X € livre.

Demonstracao. Necessidade: Suponha que um modulo X sobre R possui uma base S. Pelo
Teorema 1.4.12, a fungao inclusao i: S — X estende a um isomorfismo h entre o modulo

livte X’ sobre R gerado pelo conjunto S e o médulo X. Portanto, X é livre.

Suficiéncia: Suponha que (X, i) é livre, onde i: S — X é a fungdo inclusao para
algum subconjunto S C X. Seja (X', f) um modulo livre sobre R gerado pelo conjunto S.
Entdo, pelo Teorema 1.4.3, existe um tnico isomorfismo h: X’ — X tal que ho f = i.

Portanto, S é uma base para o médulo X. |

1.5 Mobdulos sobre o anel RG

Definigao 1.5.1 (Anel RG). Seja G um grupo multiplicativo. Considere o conjunto RG

cujos elementos sdo da forma Z reg comry € R, g € G onde ry = 0 exceto para um
geG
numero finito de elementos g € G. Em RG, defina as operacoes:

(Z 7“99) + (Z Sgg) =D (rg+54)9

geqG geG geG
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geCG heG g,hedG

(z rgg) . (z shh) S yn)lah)

Tais operagoes fazem de RG um anel com identidade 1zrc = 1grlg, chamado de anel grupo

de G sobre R.

Defini¢ao 1.5.2 (Funcdo aumentacao). Para qualquer grupo G, podemos definir o homo-
morfismo de anéis e: RG — R tal que £(g) = 1, para todo g € G. Esse homomorfismo é

chamado de funcdao aumentagdo.

Defini¢ao 1.5.3 (Agao de grupo). Sejam G um grupo multiplicativo e X um conjunto
nao vazio. Uma acao de G sobre X é uma funcao ¢: G x X — X definida como

P(g,x) = g,

para todo g € G e todo v € X, satisfazendo as sequintes condigcoes:

1. Para todo x € X, temos

(b(l? SL’) =T

2. Para todos g,h € G e todo x € X, temos
¢lg, o(h, x)] = ¢(gh, x).

De forma equivalente, podemos definir uma acao de GG sobre X como um homomor-
fismo ¢: G — S(X), onde S(X) é o grupo das fungoes bijetoras de X com X, tomando,
para cada g € G, a fungao ¢(g): X — X definida por

[e(9)l(z) = gz,
com x € X. Neste caso, dizemos também que G atua sobre X.

Na Definicao 1.5.3, se X possuir a estrutura de um grupo abeliano, e se quisermos

que G preserve essa estrutura, além das condi¢oes da defini¢do, precisamos exigir que

olg, (x +y)] = o(g,7) + ¢(9. ),

para todo g € G e todos z,y € A.

Definicao 1.5.4 (Agao livre). Seja X um conjunto no qual G atua. A agao de G sobre X

¢ livre quando
o(g9,z) =,

para algum x € X se, e somente se, g = 1.

No caso que a acao de G sobre X é livre, dizemos que G atua livremente sobre X.
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Definicao 1.5.5 (Orbita). Sejam X um conjunto que G atua e x € X. A orbita de x por
G € o conjunto

G(x) = {9z € X|g € G}.

Note que o conjunto de todas as 6rbitas de X por G formam uma partigdo de X.
Primeiramente, se x,y € X com y € G(x) (ou x & G(y)), entdo G(x) N G(y) = (). De fato,
se existisse z € G(x) N G(y), entdo existiria g, h € G tal que

z=gxr e z=hy.

Assim, hy € G(z) (ou gr € G(y)). Como h™* € G (ou g* € @), terfamos y € G(z) (ou
r € G(y)).

Além disso, se denotarmos E como um conjunto de representantes distintos das

orbitas de X por G, temos

X = G@).

ZEE

De fato, como G(Z) C X, para todo Z € E, segue que a reunidao | J G(Z) C X; por outro
ek

lado, como X é um conjunto que G atua, segue que, para cada x € X, z = lx € G(z) =

G(Z), para x = T, ou seja, X C | J G(Z).
Z€E
Portanto, o conjunto de todas as érbitas de X por G formam uma particao de X.

Proposicao 1.5.6. Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Entao X é um modulo

sobre RG se, e somente se, X é um modulo sobre R munido com uma ac¢ao do grupo G.

Demonstracao. Necessidade: Se X é um modulo sobre RG entao X é um médulo sobre R
com

ar = (alg)z,

para todo a € R e todo x € X, e a agdo do grupo GG é dada por

gr = lpar,

para todo g € G e todo = € X.

Suficiéncia: Se X é um modulo sobre R munido de uma agao do grupo G, entao

podemos dar a X uma estrutura de moédulo sobre RG definindo

(ses)e- s

geG geG

comay, € Rew e X. [ |

Corolario 1.5.7. X € um maodulo sobre ZG se, e somente se, X é um grupo abeliano

munido de uma acao de G.
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Demonstracao. Necessidade: Se X é um moddulo sobre ZG, entao, pela Proposigao 1.5.6,
X é um médulo sobre Z munido com uma agao de G. Como, para ser um moédulo, X deve

ser um grupo abeliano, segue que ele é um grupo abeliano munido de uma agao de G.

Suficiéncia: Se X é um grupo abeliano, entao, pelo Exemplo 1.1.2; X é um mddulo
sobre Z. Sendo munido de uma acao G, X é um modulo sobre ZG pela Proposicao
1.5.6. |

Corolario 1.5.8. X ¢ um mddulo sobre ZsG se, e somente se, X € um modulo sobre Zs

munido de uma acao de G3.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.5.6, X é um moédulo sobre ZoG se, e somente se, X é

um modulo sobre Z, munido de uma acao de G. ]

Sejam X um conjunto onde G atua livremente e RX o modulo livre R gerado pelos
elementos de X. Podemos estender a acao de GG sobre X para uma agao de GG sobre RX

da seguinte maneira:

g(Z ow) = ) a.lgr),

rzeX reX
comg e Gea, €R,para todo z € X.

Proposicao 1.5.9. Sejam G um grupo que atua livremente sobre X e E um conjunto de
representantes distintos das orbitas de X por G. Entdo, RX € um mddulo livre sobre RG

com base F.

Demonstraciao. Como o conjunto de todas as érbitas de X por G formam uma particao
de X, temos X = | J G(z), onde se = # ¢ € E, entao G(z) N G(y) = 0. Assim,

ZcE
RX =R ( U G(fc)) = P RG(z).
ZC€E ZE€E
Agora, como a agao de G sobre X é livre, temos que a funcdo fz: G — G(z) dada
por
para todo g € X e todo T € E, é uma bijecao. De fato, para € E, seja € G(&). Entao,
pela defini¢ao, x = gz, para algum g € G. Logo, para g € GG, temos
f:(g) = gz ==,
o que mostra a sobrejetividade. Por outro lado, sejam g, h € G tais que

fz(g9) = fz(h) = gz = hx
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Logo, f7 é injetiva.

Como f; é uma bijecdo, entdo RG = RG(z). Portanto, RX = €P (RG);. [ |

ZeE
Corolario 1.5.10. Se S é um subgrupo de G, entio RG € um mddulo livre sobre RS com

base E, onde E ¢ um conjunto de representantes distintos das orbitas de G por S, isto ¢,

RG = @ (RS),.

GeE

Demonstracio. Temos que G é um conjunto onde S atua com a a¢ao dada pela multipli-
cagao dos elementos de S por elementos de G, isto é, definindo a funcao ¢: S x G — G

como
o(s,9) = sg,
para todo s € S e todo g € G. De fato, ¢ é uma agao de S em G:

1. Para todo g € GG, temos
e(l,9) =19 =g;

2. Para todos s,t € S e todo g € GG, temos
¢ls, ¢(t, 9)] = d(s,tg) = s(tg) = (st)g = ¢(st, g).
Além disso, essa agao ¢ é livre. Com efeito, seja g € G. Logo, ¢(s,g) = sg =g, com s € S,
se, e somente se, s = 1, pois S é um subgrupo de G.
Portanto, pela Proposiao 1.5.9, temos RG = € (RS);. [ |
GgeE

1.6 Sequéncias exatas

Definigao 1.6.1 (Sequéncia exata). Uma sequéncia exata de mddulos é uma sequéncia
finita ou infinita

i x Ly 9y

de homomorfismos de maodulos sobre R tal que a imagem do homomorfismo de entrada
coincide com o nicleo do homomorfismo de saida em todo maodulo, exceto nas extremidades

(se essas existirem) da sequéncia.

No caso da definicdo acima, se essa sequéncia é exata, entdao, por exemplo, no
moédulo Y temos Img(f) = Ker(g).

Qualquer sequéncia exata da forma
0—X-Ly-4 70

serd chamada de sequéncia exata curta.
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Teorema 1.6.2. Em uma sequéncia exata arbitraria
h
ALB%c D
de homomorfismos de modulos sobre R, as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) f é um epimorfismo,
(i) g € o homomorfismo trivial;

(7i1) h é um monomorfismo.

Demonstragio. Nesta demonstragdo mostraremos que a afirmagao (i) é verdadeira se, e
somente se, a afirmagao (i7) também é, e que a afirmagdo (i7) é verdadeira se, e somente
se, (1i1) é.

(1) se, e somente se, (i7): Por defini¢gdo, f é um epimorfismo se, e somente se,

Img(f) = B. Por outro lado, g é o homomorfismo trivial se, e somente se, Ker(g) = B.

Pela exatidao da sequéncia, temos Img(f) = Ker(g). Portanto, (i) se, e somente se, (i7).

(1) se, e somente se, (7i7): Por defini¢do, g é o homomorfismo trivial se, e somente

se, Img(g) = 0. Por outro lado, A é um monomorfismo se, e somente se, Ker(h) = 0. Pela

exatidao da sequéncia, temos Img(g) = Ker(h). Portanto, (ii) se, e somente se, (iii). W
Corolario 1.6.3. Em uma sequéncia exata arbitrdria
f 9 h k
A—B—C—D—F

de homomorfismos de maodulos sobre R, C' =0 se, e somente se, f € um epimorfismo e k

¢ um monomorfismo.

Demonstracio. Necessidade: Assuma C' = 0. Entao, ambos g e h sao homomorfismos

triviais. Logo, pelo Teorema 1.6.2, f é um epimorfismo e k£ é um monomorfismo.

Suficiéncia: Assuma que f é um epimorfismo e que k é um monomorfismo. Entao,
g e h sdo homomorfismos triviais, pois Ker(g) = Img(f) = B e Ker(h) = Img(k) = 0.
Logo, pela exatidao da sequéncia, temos C' = Ker(h) = Img(g) = 0. |

Corolario 1.6.4. Se uma sequéncia
0—C—70

de homomorfismos de modulos sobre R é exata, entao C' = 0.

Demonstragdo. Sejam f: 0 — C e g: ' — 0 os homomorfismos da sequéncia. Pela

exatidao da sequéncia, Img(f) = Ker(g), mas Img(f) =0 e Ker(g) = C. Logo, C =0. R
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Por outro lado, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.6.5. Em uma sequéncia exata arbitraria

AL lio s p gk p

de homomorfismos de modulos sobre R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) g € um isomorfismo;
(13) f e h sdo homomorfismos triviais;

(1i1) d é um epimorfismo e k é um monomorfismo.

Demonstragio. Nesta demonstragdo mostraremos que a afirmagao (i) é verdadeira se, e
somente se, a afirmacdo (i7) também é, e que a afirmacao (i7) é verdadeira se, e somente
se, (ii7) é.

(1) se, e somente se, (i7): Pelo Teorema 1.6.2, g é um monomorfismo se, e somente

se, f € o homomorfismo trivial. Além disso, também pelo Teorema 1.6.2, g € um epimorfismo

se, e somente, h é o homomorfismo trivial. Portanto, (i) se, e somente se, (7).

(i7) se, e somente se, (iii): Pelo Teorema 1.6.2, f é o homomorfismo trivial se,

e somente se, d é um epimorfismo. Além disso, também pelo Teorema 1.6.2, h é o
homomorfismo trivial se, e somente, k£ é um monomorfismo. Portanto, (ii) se, e somente

se, (#i1). [

Em particular, ambas as afirmagoes (i7) e (iii) valem quando B = 0 e E = 0.

Assim, temos o seguinte coroléario:

Corolario 1.6.6. Se a sequéncia
0—C-LD—0

de homomorfismos de modulos sobre R é exata, entao g € um isomorfismo.

Demonstragdo. Sejam f: 0 — C' e h: D — 0 os homomorfismos da sequéncia. Como f

e h sdo homomorfismos triviais segue, do Corolario 1.6.5, que g é um isomorfismo. |

Definigao 1.6.7 (Divisao de uma sequéncia exata). Uma sequéncia exata

se divide no modulo Y se, e somente se, o submaddulo

A = Img(f) = Ker(g)
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do modulo Y é um somando direto de Y, isto ¢,
Y =A®B,

onde B € outro submodulo de Y. Se a sequéncia exata se divide em cada um de seus

modulos, dizemos simplesmente que ela se divide.

Em outras palavras, a sequéncia exata se divide no médulo Y se, e somente se, Y

se decompode como uma soma direta do médulo A e um outro submédulo de Y.

Teorema 1.6.8. Se uma sequéncia exata

de homomorfismos de médulos sobre R se divide no modulo Y, entao Y € isomorfo a soma

direta
Img(f) & Img(g).

Demonstrag¢ao. Por definigao, Y é decomposto na soma direta do submddulo A = Img( f)
e outro submédulo B de Y. E suficiente mostrar que B & Img(g). Para esse proposito,
vamos considerar a restrigao

glp: B— Z.

Entao, g|p ¢ um homomorfismo do médulo B no médulo Z. Como
Ker(g) =Img(f)=A e ANB=0,

segue que g|p ¢ um monomorfismo. Resta mostrarmos que Img(g|z) = Img(g).

Seja z € Img(g). Entdo, existe um elemento y € Y tal que g(y) = z. Como
Y = A+ B, existem elementos a € A e b€ B com y = a+ b. Logo, segue que

pois a € A e b € B. Isto implica que Img(g|z) = Img(g). |

Corolario 1.6.9. Se uma sequéncia exata curta
0—xLy-Lz—0

de homomorfismos de modulos sobre R se divide, entdo Y € isomorfo a soma direta X & Z.
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Demonstra¢io. Como f é injetora, podemos identificar Img(f) com X. Como g é sobre-
jetora, podemos identificar Img(g) com Z. Segue do Teorema 1.6.8 que B ~ Img(f) @&
Img(g) = X & Z. |

Corolario 1.6.10. Uma sequéncia exata arbitrdria

de homomorfismos de maodulos sobre R se divide no médulo Y se existe um homomorfismo

h:Y — X tal que a composicao h o f é um automorfismo do modulo X. Neste caso,
Y ~ Img(f) ® Img(g) ~ X @ Img(g).

Demonstracao. Se existe um homomorfismo h: Y — X tal que ho f é um automorfismo do
moédulo X, entdo Y ~ Img(f)@®Ker(h), pelo Teorema 1.3.16. Assim, Img(f) é um somando
direto de Y. Dal, a sequéncia se divide em Y. Pelo Teorema 1.6.8, Y ~ Img(f) @ Img(g).

Como h o f é um automorfismo, segue que X =~ Img(f) e assim,
Y ~ Img(f) & Img(g) ~ X & Img(g).
Logo, o corolario é valido. |
Corolario 1.6.11. Uma sequéncia exata arbitraria
s x Ly Sz

de homomorfismos de modulos sobre R se divide no maddulo Y se existe um homomorfismo

k: Z —'Y tal que a composicao g o k é um automorfismo do modulo Z. Neste caso,
Y ~ Img(f) & Img(g) ~ Img(f) & Z.

Demonstracao. Se existe um homomorfismo k: 7 — Y tal que gok é um automorfismo do
médulo Z, entdo Y = Img(f) @ Ker(h), pelo Teorema 1.3.16. Assim, Ker(g) é um somando
direto de Y. Dai, a sequéncia se divide em Y. Pelo Teorema 1.6.8, Y ~ Img(f) @ Img(g).

Como g o k é um automorfismo, segue que Z = Img(g) e assim,

Y ~ Img(f) & Img(g) ~ Img(f) & Z.

Logo, o corolario é valido. |

Seja f: X — Y um homomorfismo arbitrario de um moédulo X sobre R em um
modulo Y sobre R. Por inversa a esquerda, referimos a um homomorfismo h: Y — X
tal que a composicao h o f é o automorfismo identidade do médulo X. Analogamente, por
inversa a direita, referimos a um homomorfismo k: Y — X tal que a composicao f ok é

o automorfismo identidade do médulo Y.
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Corolario 1.6.12. Para qualquer sequéncia exata curta
0—x-Ly-Lz—0
de homomorfismos de modulos sobre R, as sequintes afirmacoes sio equivalentes:
(1) FEssa sequéncia se divide;
(7i) O homomorfismo f possui inversa d esquerda;

(17i) O homomorfismo g possui inversa a direita.

Demonstragio. Se (1), entao (i7): Assuma que a sequéncia exata curta se divide. Seja

A = Img(f) = Ker(g). Por defini¢do, o médulo Y se decompde na soma direta de seu

submoédulo A e outro submddulo B de Y.

Primeiro, observe que f é um monomorfismo e portanto define um isomorfismo
1: X — A. Seja y € Y. Entao, existem tnicos elementos a € A e b € B tais que y = a+b.

A associacdo de y a i~ *(a) define um homomorfismo h: Y — X dado por

para todo y € Y, o qual é a inversa a esquerda do homomorfismo f.

Se (i), entao (7): Se o homomorfismo f possui inversa a esquerda, pelo Corolario

1.6.10 temos que a sequéncia se divide em Y.

Se (i), entao (i17): Assuma que a sequéncia exata curta se divide. Seja A =

Img(f) = Ker(g). Por definigdo, o médulo Y se decompde na soma direta de seu submddulo
A e outro submodulo B de Y.

Primeiro, observe que g é um epimorfismo com A como seu ntcleo. Como ANB = 0,
segue que a restri¢do j = g|p: B — Z é um isomorfismo. Portanto, a associacao de z a

j7 () define um homomorfismo k: Z — Y dado por

para todo z € Z, o qual é a inversa a direita do homomorfismo g.

Se (iii), entdao (i): Se o homomorfismo g possui inversa a direita, pelo Corolério

1.6.11 temos que a sequéncia se divide em Y. |

1.7 Sequéncias semiexatas

Definigao 1.7.1 (Sequéncia semiexata). Uma sequéncia finita ou infinita
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de homomorfismos de modulos sobre R é uma sequéncia semiexata se, e somente se, a
imagem do homomorfismo de entrada estd contido no nicleo do homomorfismo de saida

em todo mddulo, exceto nas extremidades (se essas existirem) da sequéncia.

No caso da definicao acima, se essa sequéncia é semiexata, entao, por exemplo, no
modulo Y temos Img(f) C Ker(g).

Podemos perceber que todo sequéncia exata de homomorfismos de moédulos sobre
R é uma sequéncia semiexata, porém o contrario nem sempre é verdade. Para ver isto,
sejam A um submoédulo préprio de um médulo X sobre R, isto é, A C X com A # X, e

1: A — X o homomorfismo inclusao. Entao a sequéncia
0—A-"X —0

é semiexata, mas nao é exata. O médulo quociente @ = X /A serve como uma “medida de

desvio” da exatidao. Isto sugere a seguinte definicao:
Definigao 1.7.2 (Mé6dulo de desvio). Em uma sequéncia semiexata arbitrdria dada
.- — XLy Sz ...

de homomorfismos de modulos sobre R, o modulo quociente

Ker(g)/ Img(f)

¢ chamado de modulo de desvio da sequéncia C no modulo Y .

Proposicao 1.7.3. Uma sequéncia semiexata de homomorfismos de maodulos sobre R é

exata se, e somente se, todos os seus modulos de desvio sao triviais.

Demonstragio. Uma sequéncia é exata se, e somente se, em cada médulo, Img(f) = Ker(g),
onde f é o homomorfismo de entrada e g é o homomorfismo de saida, exceto possivelmente
nos finais da sequéncia. Agora, em uma sequéncia de homomorfismos de médulos sobre R,
em cada moédulo, Img(f) = Ker(g) se, e somente se, Ker(g)/Img(f) é trivial, onde f é o
homomorfismo de entrada e g é o homomorfismo de saida, exceto possivelmente nos finais

da sequéncia. |

Os modulos de uma sequéncia semiexata C' sao usualmente indexados por inteiros

decrescentes ou inteiros crescentes.

Defini¢ao 1.7.4 (Complexo de cadeias). Se inteiros decrescentes sao utilizados como
indices, a sequéncia semiexata C é um complexo de cadeias de modulos sobre R e os
homomorfismos em C' sdo denotados pelo mesmo simbolo 0. Logo, o complexo de cadeias
C é da sequinte forma:

8n—l

com Op_1 00, =0, para todo n € 7.
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Neste caso, os elementos de C),, sao chamados de cadeias n-dimensional de C' e
os homomorfismos 0 sao chamados de operadores bordo. Além disso, denotaremos tal

complexo de cadeias por (C,9).

Defini¢ao 1.7.5 (Mé6dulo de homologia). O nicleo de O em C,, é denotado por Z,(C') e é
chamado de médulo de ciclos n-dimensionais de C. A imagem de O em C,, € denotada por
B, (C) e é chamada de médulo de bordo n-dimensional de C. Finalmente, o médulo de

desvio de C' no maodulo C,, é denotado por
H,(C) = Z,(C)/B,(C)
e € chamado de mddulo de homologia n-dimensional de C'.

Definigao 1.7.6 (Complexo de cocadeias). Se inteiros crescentes sao utilizados como
indices, a sequéncia semiexata C' é um complexo de cocadeias de modulos sobre R e o0s
homomorfismos em C' sdo denotados pelo mesmo simbolo §. Logo, o complexo de cocadeias
C € da sequinte forma:

5n—1

1 an gt
c: -t o ts

com 6" o 6" ' =0, para todo n € Z.

Neste caso, os elementos de C" sao chamados de cocadeias n-dimensional de C' e

0s homomorfismos § sdo chamados de operadores cobordo.

Defini¢ao 1.7.7 (Médulo de cohomologia). O nicleo de 6 em C™ é denotado por Z"(C') e
¢ chamado de maodulo de cociclos n-dimensionais de C'. A imagem de o em C™ € denotada
por B"(C) e é chamada de mdodulo de cobordo n-dimensional de C. Finalmente, o médulo

de desvio de C' no modulo C™ é denotado por
o"(C) = z"(C)/B"(C)

e € chamado de mddulo de cohomologia n-dimensional de C'.

Devido a semelhanga dos complexos de cadeias e dos complexos de cocadeias, neste

momento nos restringiremos aos resultados de complexos de cadeias.

Definigao 1.7.8 (Transformagao de cadeias). Consideremos dois complexos de cadeias
quaisquer (C,0) e (C',d") de médulos sobre R. Uma transformagio de cadeias f: C — C'

¢ uma familia de homomorfismos
f={fn: C, — ClIneZ}
de modulos sobre R tal que, para todo n € Z vale a relagdo comutativa
95,0 fn = fa100n,

como no sequinte diagrama:
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a’rH» 1 (‘)n 871, —1

Cn On—l -
J fn J frz—l
O o, A
! n !
Cn Cn—l

Exemplo 1.7.9. Seja (C,0) um complezo de cadeias. Se definirmos id: C — C como a

familia de homomorfismos identidades
id = {id,: C, — C!|n € Z},

entao id € uma transformacdao de cadeias. Essa transformacdo de cadeias é chamada de

transformacdo identidade.

Verificaremos que ¢d é uma transformagao de cadeias. De fato, para todon € Z e
todo z € C,
(On 0idy,)(z) = J[(id(x)] = On(x)

(idp—1 0 0y)(x) = id,—1[0n(x)] = Op(x).

Logo, a relacao comutativa 0, o id,, = id,,_1 o 0, € valida para todo n € Z. Portanto, id é

uma transformagao de cadeias.

Agora, vamos considerar uma transformacao de cadeias arbitraria f: ¢ — C’ do
complexo de cadeias C' no complexo de cadeias C’. Podemos verificar que o homomorfismo

fn: C,, — C, aplica Z,(C) em Z,(C") e B,(C) em B,(C").

Com efeito, seja y € Z,(C). Temos que, pela relagdo comutativa da transformagao

de cadeias,
(0 0 fu)(y) = (fa—1 0 0n)(y) =0,
ou seja, &, o f, é o homomorfismo trivial. Entao, Img(f,) C Z,(C") e, portanto, f, aplica
Z,(C) em Z,(C").
Agora, seja y € B, (C). Entao, existe x € Cy41 tal que 0,41(z) = y. Pela relagao

comutativa da transformagao de cadeias, temos que

(Ons1 0 fas1)(@) = (fu 0 Ont1)(2) = fuly).
Como (9,41 © fas1)(x) € By(C'), segue que f,(y) € B,(C") e, portanto, f, aplica B, (C)
em B,(C").
Consequentemente, f,, induz um homomorfismo H,(f): H,(C) — H,(C") dado
por
[Hn(F)](z + Ba(C)) = fnl2) + Ba(C"),
para todo z € Z,(C), dos médulos de homologia n-dimensionais de C' com os mddulos de

homologia n-dimensionais de C’. O homomorfismo H,(f) é chamado de homomorfismo

n-dimensional induzido por f.
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Proposicao 1.7.10. Seid: C — C ¢ a transformacdo identidade do complexo de cadeias
C, entao H,(id) é o homomorfismo identidade do modulo H,(C), para todo n € Z.

Demonstracao. Se id é a transformacao identidade do complexo de cadeias C, entao
id, ¢ o homomorfismo identidade do moédulo C,,, para todo n € Z. Logo, para todo
z+ B,(C) € H,(C), temos

H,(id)(z + B,(C)) = H,(id)(z) + H,(id)(B,(C))
=id,(z) + id,(B,(C))
=z+ B,(C).

Portanto, H,(id) é o homomorfismo identidade, para todo n € Z. |

Agora, sejam f: C — (" e g: C" — C"” transformacoes de cadeias. Entao, a

familia de homomorfismos
h={gno fn: Cn — Cll|n € Z}

é uma transformacao de cadeias. Além disso, essa transformacao de cadeias é chamada de

composicao das transformacoes de cadeias f: O — C' e g: C' — C” e é denotado por

gof:C— C".

De fato, h é uma transformacao de cadeias. Verificaremos a veracidade dessa
afirmacao. Primeiramente, sendo f e g transformacoes de cadeias, h é uma familia de

homomorfismos. Agora, para todo n € Z e todo = € C, temos

[0 0 (gn o fu)l(x) =

Logo, a relagao comutativa @ o (g, © fn) = (g, © fu_1) © O, é valida para todo n € Z.

Portanto, h = g o f é uma transformacao de cadeias.

Proposicao 1.7.11. Se f: C — C" e g: C' — C" sdo transformacoes de cadeias, entdo

H,(go f)= Hu(g) o Hu(f)

vale para todo n € 7.
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Demonstrag¢ao. Primeiro, temos que os homomorfismos H,(go f) e H,(g) o H,(f) possuem
o mesmo dominio e 0 mesmo contradominio, a saber H,(C) e H,(C"). Agora, seja

2o + B, (C) € H,(C). Entao,

Ho(g o f)(zc + Ba(C)) = (g0 f)(2c) + Ba(C")

[Hn(9) © Ho(f)](z0 + Ba(C))

Hy(9)(f(2¢) + Ba(C"))
glf (z0)] + Ba(C")
= (90 f)(z0) + Ba(C").

Portanto, H,(go f) = H,(g) o H,(f). |

Um complexo de cadeias trivial 0 é um complexo de cadeias tal que, para todo
n € 7Z, o moédulo 0,, consiste de um unico elemento, a saber, o elemento nulo. Assim,
todos os modulos de desvio desse complexo de cadeias sao triviais. Logo, esse complexo de

cadeias é uma sequéncia exata e, portanto,

para todo n € Z.

Seja h: C — C" a familia de homomorfismos triviais
h={0,: C, — C/'|n € Z}.

A familia de homomorfismos h é uma transformacao de cadeias, ela é chamada de trans-

formacao trivial e a denotaremos por 0.

De fato, h é uma transformagao de cadeias. Para verificar isso, consideremos n € Z

e x € C. Entao,

(0 © 0n) () = 8,[0n(2)] = ,,(0) = 0

(0510 0,)(z) = 0,-1[0n(z)] = 0.

Como n e x foram tomados arbitrariamente, segue que a relagdo comutativa &, o 0,, =

0,—1 © 0, vale para todo n € Z. Portanto, h = 0 é uma transformacao de cadeias.

Proposicao 1.7.12. Se h: C — C' € a transformacao trivial do complezo de cadeias C

no complexo de cadeias C', entdo
H,(h): H,(C) — H,(C")

¢ 0 homomorfismo trivial, para todo n € 7Z.
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Demonstracao. Sejam 0 o complexo de cadeias trivial tal que 0,, consiste do elemento nulo
do médulo C),, para todon € Z, e f: C — 0 e g: 0 — C’ as transformagoes de cadeias

unicamente determinadas. Como h é a transformagao trivial, temos

h=gof.
Da Proposigao 1.7.11, temos
Hy(h) = Hy(g) o Ha(f),
para todo n € Z. Como H,(0) = 0, segue que H,(h) =0, para todo n € Z. [
Definicao 1.7.13 (Homotopia de cadeias). Sejam (C,9) em (C',d') dois complexos
de cadeias de mddulos sobre R. Duas transformacoes de cadeias f,g: C — C' sdo

homotdpicas se, e somente se, existe uma familia de homomorfismos h = {h,: C,, —

C,.1|n € Z} tal que, para todo n € Z, é vdlido
8;L+10hn+hn—1 Oa’ﬂ - fn _gn7

como no sequinte diagrama:

On1 On On—1
. Cn Cn—l -
O, T Mo
. L c .

Neste caso, a familia de homomorfismos h é chamada de homotopia de cadeias

entre as transformagoes de cadeias f e g. Em simbolos, temos
f~g: C'— C".

Proposicao 1.7.14. Se duas transformacoes de cadeias f,qg: C — C' sdo homotépicas,
entao
H,(f) = H,(9): H,(C) — H,(C"),

para todo n € 7.

Demonstragio. Seja h a homotopia de cadeias entre f e g. Para mostrarmos que H,(f) =
H,(g), para todo n € Z, seja € H,(C). Escolha z € Z,(C) com p(z) = x, onde p é a

projecao natural do médulo Z,,(C') sobre seu médulo quociente H,(C). Entao, temos
a(2) = gn(2) = (11 © hn)(2) + (hn-1 0 0n)(2)

= (G110 hn)(2),
pois 0,(z) = 0, para todo n € Z. Como (9,,,, © h,)(2) € B,(C"), segue que

n

[Hn(H)(@) = [Ha(g)](2),

para todo n € Z, pois se f,(2)—gn(z) € Bn(C"), entao f,,(2)+Bn(C") = gn(2)+B,(C’) e dai
[H,()](z) = [Hn(9)](x), para todo n € Z. Portanto, como x foi tomado arbitrariamente,
temos H,(f) = H,(g), para todo n € Z. |



72 Capitulo 1. Algebra homoldgica

1.8 Mobdulos de homomorfismos

Defini¢ao 1.8.1 (Médulo de homomorfismos). Sejam A e B médulos sobre R e considere
0 conjunto

Hompg (A, B)
de todos 0os homomorfismos do maodulo A no maodulo B.

Defina uma operagao +: Hompg(A, B) x Homg(A, B) — Homg(A, B) tomando,

para quaisquer dois homomorfismos ¢,: A — B, o elemento definido por

(e +¢)(x) = p(x) + (),

para todo x € A. Essa operag¢io + torna Hompg(A, B) um grupo abeliano.

Agora, para qualquer o € R e qualquer ¢ € Hompg(A, B), considere a fungdo

ap: A — B dada por
() (2) = alp(a)],
para todo x € A. Pela comutatividade de R, ap é um homomorfismo do méddulo A no
médulo B. Essa associa¢io define uma operagao por escalar p: R x Homg(A, B) —
Hompg (A, B) dada por
e, @) = agp,
para todo o € R e todo ¢ € Hompg(A, B), no grupo abeliano Hompg(A, B).

Isto faz com que Hompg(A, B) seja um mddulo sobre R, o qual chamaremos de

modulo de homomorfismos do médulo A no médulo B.

Note que o elemento nulo em Hompg(A, B) é o homomorfismo trivial 0.

Proposicao 1.8.2. Para qualquer modulo X sobre R, sempre € valido

Hompg(R, X) ~ X.

Demonstragio. Defina uma fungdo h: Hompg(R, X) — X dada por

para todo ¢ € Homg(R, X). A fungdo h é um homomorfismo de médulos.

De fato, temos

h(o +9) = (¢ +¥)(1)
= o(1) + (1)
= h(p) + h(v),
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para todos ¢, 1 € Homg(R, X), e

h(ap) = (ap

= ah(p).

Agora, para mostrar que h é um isomorfismo, seja x € X. Como R é um modulo

livre sobre R gerado por 1, existe um tnico homomorfismo ¢ € Hompg(R, X) tal que

Isso implica que h é um isomorfismo como queriamos. |

Definigao 1.8.3 (Homomorfismo entre médulos de homomorfismos). Sejam f: A" — A

e g: B' — B homomorfismos de mddulos sobre R e consideremos os médulos Hompg (A, B)
e Homp(A', B'). Defina uma fungio h: Homg(A, B) — Homp(A', B') dada por

h(e) =gowof,

para todo ¢ € Hompg(A, B). Definido desta forma h é um homomorfismo do mddulo

Homgz(A, B) no mddulo Homp(A’, B') o qual serd denotado por

h = Homg(f,g).

Proposicao 1.8.4. Seidy: A— A eidg: B — B sao os homomorfismos identidade

do modulo A e do modulo B, ambos sobre R, respectivamente, entdo
Hompg(ida,idg): Hompg(A, B) — Hompg(A, B)

é o homomorfismo identidade do mddulo Hompg(A, B).

Demonstragio. Por defini¢ao, para todo ¢ € Hompg(A, B), temos

[Hompg(ida,idp)](¢) = idg o p oida
=idpoy

Portanto Hompg(id4, idg) é o homomorfismo identidade do médulo Hompg(A, B). |

Proposigao 1.8.5. Se f: A — A, '+ A" — A", g: B— B eg: B — B sio

homomorfismos de moddulos sobre R, entdo

Hompg(f o f', ¢ 0 g) = Homg(f', ') o Homg(f, g).
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Demonstracio. Por definigao, para todo ¢ € Hompg(A, B), temos

[Hompg(fo f',g" 0g)l(w) =(g"0g)opo(fof)
=g o(gopof)of
= Hompg(f', ") o Homg(f, g).

Portanto, Homz(f o f', ¢’ o g) = Homg(f’,¢") o Homg(f, g). [ |

Teorema 1.8.6. Para quaisquer homomorfismos f: A’ — A e g: B — B’ de mddulos

sobre R, o nicleo do homomorfismo
Hompg(f,g): Homg(A, B) — Hompg(A', B')
¢ o submddulo K de Homg(A, B) definido por

K = { € Homg(A, B)| ¢[lmg(f)] C Ker(g)}.

Demonstragio. Para mostrar que K C Ker(Homg(f,g)), seja ¢ € K. Temos que mostrar
que [Homg(f, g)](¢) = 0. Para isso, seja x € A’. Como f(z) € Img(f) e p € K, temos que
o[f(z)] € Ker(g). Portanto,

[Homz(f, 9)l(@)l(x) = (g oy o f)(x) =0.

Isso mostra que [Hompg(f, g)](¢) = 0 e, portanto, K C Ker(Homg(f, g)).

Para mostrar que Ker(Homg(f, g)) C K, seja ¢ € Ker(Homg(f,g)). Entao, temos

goyo f=[Homg(f,g)l(¢)=0.

Pela Proposi¢ao 1.2.12, Img(¢o f) C Ker(g). Por outro lado, como Img(¢o f) = p[Img(f)],
segue que
pllmg(f)] € Ker(g).

Isso mostra que ¢ € K e, portanto, Ker(Homg(f, g)) C K. [ |

Corolario 1.8.7. Se f: A" — A é um epimorfismo e g: B — B’ é um monomorfismo

de modulos sobre R, entao
Hompg(f,g): Homg(A, B) — Hompg(A', B')

€ um monomorfismo.

Demonstra¢io. Tome k € Ker(Hompg(f,g)). Entao, pelo Teorema 1.8.6, k € K = {p €
Hompg(A, B)|¢[Img(f)] € Ker(g)}. Como g ¢ um monomorfismo e f um epimorfismo,

segue que k é um homomorfismo trivial e, portanto, Homg(f, g) ¢ um monomorfismo. W
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Teorema 1.8.8. Se X é um madulo sobre R e
0—a-LBLC
¢ uma sequéncia exata de modulos sobre R, entdo a sequéncia
0 — Homp(X, A) 2 Homp(X, B) %5 Homp(X, C),

com f. = Homg(id, f) e g. = Homg(id,g), onde id: X — X é o homomorfismo

identidade do modulo X, também € exata.

Demonstragio. Como ¢d é um epimorfismo e f um monomorfismo, segue do Coroléario 1.8.7
que f. é um monomorfismo. Como g o f = 0, segue da definicdio que Homg(id,g o f) = 0.

Portanto,
g« © f* - HomR(idoidvgof> - HOmR(id,go f) =0

pela Proposicao 1.8.5. Por sua vez, pela Proposicao 1.2.12, segue que
Img(f.) C Ker(g.).

Falta-nos mostrar a inclusao contraria. Para esse propésito, seja ¢ € Hompg(X, B)

tal que ¢ € Ker(g.). Como g, = Homg(id, g), segue do Teorema 1.8.6 que

p(X) = p[lmg(id)] C Ker(g) = Img(f).

Como f é um monomorfismo, existe um isomorfismo j: Img(f) — A tal que fojéo

homomorfismo inclusdo de Img(f) em B. Defina um homomorfismo ¢: X — A por

para todo = € X. Isso mostra que f.(1)) = ¢ e, portanto, ¢ € Img(f,). Como ¢ € Ker(g.)
foi tomado arbitrariamente, temos Ker(g.) C Img(f.). |

1.9 Modulos projetivos

Definigao 1.9.1 (Mo6dulo projetivo). Um mdédulo X sobre R € projetivo quando, para todo
homomorfismo f: X — Z e todo epimorfismo g: Y — Z de modulos sobre R, existe
um homomorfismo h: X — Y satisfazendo go h = f.
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>

Y

Proposicao 1.9.2. Todo modulo livre é um modulo projetivo.

Demonstragao. Considere um moédulo livre arbitrario X sobre R gerado por um conjunto
S C X. Seja f: X — Z um homomorfismo e g: Y — Z um epimorfismo de médulos
sobre R.

Para qualquer s € S, existe um elemento j(s) € Y com g¢[j(s)] = f(s), pois g é um
epimorfismo. A correspondéncia s com j(s) define uma fungao j: S — Y. Como X é um
modulo livre R gerado pelo conjunto S C X, j estende-se para um tnico homomorfismo
h: X —Y.

Agora, falta mostrar somente que g o h = f. Para esse propdsito, seja x € X um

elemento arbitrario. Como X é gerado por S, x é uma combinacao linear

n
r = Z a; S5,

=1

comqa; € Res; €5, para todo7=1,---,n. Entdao, temos

AL )
= f .:C
Como zx foi tomado arbitrariamente, segue que go h = f. |

Proposigao 1.9.3. Se um mddulo projetivo sobre R é uma soma direta de modulos sobre

R, entao os modulos que compoem essa soma também sao projetivos.

Demonstracao. Assuma que a soma direta
X=UasqV

de dois modulos U e V sobre R é projetiva. Para mostrar que U ¢é projetivo, sejam

f: U — Z um homomorfismo e g: ¥ — Z um epimorfismo, ambos arbitrariamente
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dados, d: U — X a injecao natural e p: X — U a projecao natural. Como X é projetivo,

existe um homomorfismo h: X — Y satisfazendo

goh=fop.

Considere a composi¢ao

hod: U —Y.

Como p o d é o homomorfismo identidade de U, temos

go(hod)=(goh)od

(fop)od
fo(pod)
f

Portanto, pela Definicao 1.9.1, U é um médulo projetivo. |

Proposicao 1.9.4. Toda soma direta de modulos projetivos sobre R também é um modulo

projetivo sobre R.

Demonstracao. Considere a soma direta

i€J

de uma familia F' = {X;|i € J} de médulos projetivos sobre R. Para mostrar que X é
projetivo, sejam f: X — Z um homomorfismo e g: ¥ — Z um epimorfismo, ambos

arbitrariamente dados. Para cada ¢ € J, seja
di: X; — X

a injecao natural. Como X, é projetivo, existe um homomorfismo h;: X; — Y satisfazendo
goh; = fod,.

Entao, obtemos o homomorfismo h: X — Y dado por

h:th,

i€J

que ¢ a soma direta de homomorfismos da familia H = {h;: X; — Y|i € J}.
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Falta verificarmos que g o h = f. Para esse propésito, sejam x € X e p;: X — X;

a projecao natural para cada ¢ € J. Entao, temos

(goh)(z) =3 lgo (hiop)](x)

ieJ

= > _lgohi) o pif(x)

i€J

=D _[(f odi) opil()

ieJ

— 1| on)a)

= f(z).

Como x foi tomado arbitrariamente, segue que g o h = f. Assim, completamos a demons-

tracao. |

Teorema 1.9.5. Para qualquer modulo X sobre R e seu homomorfismo identidade

1d: X — X, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) X é um mddulo projetivo;
(17) Toda sequéncia ezxata curta
0—U-Lv-LXx—0
de modulos sobre R se divide em V;
(1i1) X é isomorfo a uma soma direta de mddulos livres sobre R;
(iv) Para todo epimorfismo g: A — B,
g» = Hompg(id, g): Hompg(X, A) — Hompg(X, B)
¢ também um epimorfismo;
(v) Para toda sequéncia ezata curta
0—A-L B2 Cc—0
de modulos sobre R, a sequéncia
0 — Hompa(X, A) £ Homa(X, B) -2 Hompg(X, C) — 0,

com f, = Hompg(id, f) e g. = Homg(id, g), também € uma sequéncia exata curta.

Demonstragio. Se (i), entao (iz): Assuma que X é um mddulo projetivo e considere o

diagrama:
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Y X 0

Por definic¢ao, existe um homomorfismo h: X — Y satisfazendo goh = id. Pelo Corolario

1.6.12, isso implica que a sequéncia exata em (i) se divide em V.

Se (1), entao (#ii): Pelo Teorema 1.4.9, X é isomorfo a um quociente de um médulo

livre sobre R. Em outras palavras, existe um moédulo livre F' sobre R e um epimorfismo
e: FF— X. Sendo K o nicleo de € e i: K — F' 0o homomorfismo inclusao, obtemos a
sequéncia exata curta

0K -5 F -3 X 0.

Por (i7), essa sequéncia se divide e dai, pelo Corolario 1.6.12; existe um homomorfismo
h: X — F tal que € o h é o automorfismo identidade de X. Pelo Teorema 1.3.16, h é um
monomorfismo e

F ~ Img(h) ® K.

Consequentemente, X é isomorfo a uma soma direta de Img(h) do médulo livre F' sobre
R.

Se (iii), entdao (i): Suponha que X seja isomorfo & uma soma direta de médulos

livres sobre R. Sendo esses médulos livres, pela Proposi¢ao 1.9.2. eles sdo projetivos. Dali,

segue da Proposicao 1.9.4 que X é um moédulo projetivo.

(7) se, e somente se, (iv): Por definigao, g, = Homg(id, g) é um epimorfismo se, e

somente se, para todo elemento f € Homp(X, B) existir um elemento h € Hompg(X, A)

tal que
g«(h) =gohoid
=goh
- f
Portanto, (iv) vale se, e somente se, X for um médulo projetivo.

(1v) se, e somente se, (v): Pelo Teorema 1.8.8, g, é um epimorfismo se, e somente

se, a sequéncia
0 — Homp (X, A) £ Hompg(X, B) -2 Homp(X, C) — 0,
com f, = Homg(id, f) e g. = Homg(id, g), é exata. [ |

Lema 1.9.6. Suponha que dado o diagrama

Y

Cl C ‘ O//



80 Capitulo 1. Algebra homoldgica

onde Oy o (f od) =0, desejamos determinar g tal que 0y 0 g = fod. Se X é um mdédulo
projetivo e se

o2 oo

€ uma sequéncia exata, entdo o homomorfismo g satisfazendo 0y o g = f od existe.

Demonstragio. Como 0y o (f od) = 0, segue que Img(f od) C Ker(dy). Além disso, a
sequéncia

g Ny g
é exata e assim, Img(0;) = Ker(0s). Dai, Img(f o g) C Img(0,).

Considere o diagrama:
X

-
-
-

9.7 | fod

) s
Img (o)

o 0

Como X é um moédulo projetivo, entdao existe um homomorfismo g: X — C’ tal que

Diog=fod. |

Lema 1.9.7. Suponha que dado o diagrama

onde Oy 0 (hod) =050 f, desejamos determinar k tal que 010k +hod= f. Se X é um
modulo projetivo e se

iy Ny g
€ uma sequéncia exata, entdo o homomorfismo k satisfazendo 01 ok + hod = f existe.
Demonstra¢io. Como 0y 0 (hod) = 0y 0 f segue que
Oyof—0o(hod) =0

implica em

Oyo(f—hod)=0.
Assim, Img(f — hod) C Ker(9d2). Como a sequéncia
C/ C C//
é exata, temos que Img(d;) = Ker(d;), o que implica que Img(f — hod) C Img(9,).

Podemos entao considerar o seguinte diagrama:
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X

-
-
-

ko f—hod

Img(dh)

o

Como X é um mddulo projetivo, segue que existe um homomorfismo k: X — C’ tal

0

0

que 0 ok = f — h od. Portanto, existe um homomorfismo k: X — (' satisfazendo
Oiok+hod=f. |
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2 Resolucoes livres e resolucoes projetivas

Neste capitulo tratamos da construcao das resolugoes livres e projetivas mostrando,
por exemplo, que dado um modulo qualquer sempre podemos construir uma resolucao
sobre ele (veja a Proposigao 2.1.5). Depois mostramos a independéncia de sua escolha
via uma homotopia de cadeias (veja o Teorema 2.1.9). Por fim, apresentamos algumas
resolugoes: a resolucao normal; a resolucao bar; a resolucao bar normalizada. Na obtencao
desses conceitos e resultados, fazemos o uso extensivo da base de resultados construida no
Capitulo 1. Para tanto, fizemos uso das referéncias (BROWN, 1992), (HATCHER, 2002),
(CASTRO, 2006) e (FIDELIS; COELHO, 2021).

2.1 Resolucoes

Definicao 2.1.1 (Resolugao livre). Seja A um mddulo sobre R. Uma resolugdo livre de A

sobre R € uma sequéncia exata de modulos sobre R da forma:
02 o1 €
= Xy — Xy — Xg— A — 0,

com cada X; sendo um mddulo livre sobre R.

Denotamos tal resolucao por e: X — A.

Exemplo 2.1.2. Considere G = {1}. Temos entio que RG ~ R e

O—>R%R—>O

¢ uma resolugdo livre de R sobre RG.

De fato, a sequéncia
0—RY% R 50

¢é exata e R ¢ um modulo livre. Portanto, essa sequéncia é uma resolucao livre.

Exemplo 2.1.3. Seja G = Z,, o grupo ciclico finito de ordem n. Considere a sequéncia
VR S RGES RGBSV RG-S R — 0,

onde € ¢ a funcao aumentacdo, t — 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicacao por
t—1eporl+t+---+t"' em cada elemento de RG, e R € visto como um mddulo

trivial sobre RG.

Essa sequéncia € uma resolucdio livre de R sobre RG.
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De fato, RG é um modulo livre sobre RG, € é um epimorfismo e ainda temos
Ker(p) =Img(t—1) e Img(N)=Ker(t—1) e Img(t—1)=Ker(N).
Exemplo 2.1.4. Seja G = Z o grupo ciclico infinito. Considere a sequéncia
0% RG—+ R —0,

onde € € a func¢ao aumentacdo et — 1 a multiplicagio port —1 em cada elemento de RG,

e R é visto como um mddulo trivial sobre RG.

Essa sequéncia é uma resolugao livre de R sobre RG.

De fato, RG é um moédulo livre sobre RG, € é um epimorfismo e ainda temos que

t — 1 é um monomorfismo e Img(t — 1) = Ker(e).

Proposigao 2.1.5. Dado um médulo A sobre R, sempre podemos construir uma resoluc¢do

livre de A sobre R.

Demonstracio. Pelo Teorema 1.4.9, sabemos que todo médulo A sobre R é isomorfo a um
modulo quociente de um modulo livre sobre R. Neste caso, entao existe um modulo livre
X, e um isomorfismo

’QD()Z A— Xo/YE),
onde Yy é um submodulo de X.
Sejam pg: Xo — Xo/Yy a projecao natural dada por
pO(x) =+ )/07
para todo z € Xy, e e: X9 — A o homomorfismo dado por
e =1 opo.

Temos que £ é um epimorfismo, pois tanto ;' quanto p sdo epimorfismos. E, além disso,
Ker(e) = Yp.

Analogamente, o médulo Ker(g) sobre R é isomorfo & um médulo quociente de um

modulo livre sobre R. Digamos entao que existe um modulo livre X; e um isomorfismo
1 Ker(e) — Xq/Y1,

onde Y] é um submédulo de X;. Novamente, tome a projegao natural p;: X; — X;/Y] e

defina 0 homomorfismo 0;: X; — X, dado por
O igotpy opr,

onde ip: Ker(e) — Xy é o homomorfismo inclusao.
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Entao,

Img(01) = (ip 0 ¥1" o p1)(X1)
= (ig oy )(X1/11)
= ip(Ker(e))
= Ker(e)

Ker(dy) = Ker(py) = Y3,
pois tanto iy quanto 1, ! sa0 monomorfismos. Assim, temos a sequéncia exata
Xl Xl/Y1—>Ker()—>X0 Xo/}/o—>z4—>0

com Xg e X7 modulos livres sobre R.

Continuando esse processo sucessivamente, obtemos a sequéncia exata
02 01 e
= Xy — Xy — Xg— A —0,
com cada X; sendo um moédulo livre sobre R. [ |

Definicdo 2.1.6 (Resolugao projetiva). Seja A um mdodulo sobre R. Uma resolugao

projetiva de A sobre R é uma sequéncia exata de modulos sobre R da forma:
— Xy = X1 Xo —> A— 0,

com cada X; sendo um modulo projetivo sobre R.

Também denotamos tal resolucao por e: X — A.

Lema 2.1.7. See: X — R € uma resolugdo projetiva de R sobre RG e S é um subgrupo
de G, entao ¢: X — R também é uma resolugdao projetiva de R sobre RS

Demonstracao. Seja
e X B X Y Xy -5 R— 0

uma resolucao projetiva de R sobre RG. Cada moédulo X, sobre RG, com n € 7Z, pode ser
visto como um maédulo sobre RS, uma vez que RS C RG. Devemos mostrar entao que

X, ¢ um modulo projetivo sobre RS, para todo n € Z.
Como cada X,, é modulo projetivo sobre RG, pelo Teorema 1.9.5, X,, é isomorfo a

uma soma direta de médulos livres sobre R. Assim,

jeJ
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onde Y,, é um modulo sobre RG. Pelo Corolario 1.5.10, temos que RG é um modulo livre

sobre RS com base em um conjunto F de representantes para as classes laterais de S em

G, isto é, RG ~ @ (RS),. Logo, obtemos

geE

1€J

e assim, pelo Teorema 1.9.5, X, é um modulo projetivo sobre RS, para todo n € Z.
Portanto, e: X — R é uma resolucao projetiva de R sobre RS. |
Podemos perceber que toda resolucao livre é uma resolucao projetiva. Isso é uma

consequéncia imediata da Proposicao 1.9.2, a qual nos diz que todo médulo livre é um

modulo projetivo.
Lema 2.1.8. Sejam (C,0) e (C',0") complexos de cadeias, r um inteiro e
{fn: C, — Cl'|n<r}
uma familia de funcoes tal que
05,0 frn = fn-100n,

para n < r. Se C, € projetivo para n > r e H,(C") = 0 para n > r, entao {f.|n < r}

estende-se para uma transformacdo de cadeias
f:C—C,
e f € unica a menos de homotopia. Mais precisamente, quaisquer duas extensoes sao

homotopicas por uma homotopia h tal que h, =0, para n < r.

Demonstragio. Suponha que f, esteja definido para n < m, onde m > r, e que 9, o f,, =

fn_1 00, vale para n < m. Entao, temos

8m+2 a'rn +1 am 8771* 1
Cm+1 CVm Cmfl ot
I
: f7n+1 J fm l fmfl
\J
a:n+2 / 07/n+ 1 / a:n / avln— 1
T Yml Ch m—1 " > 7"

onde
3 (0 fm0)Omi1 = (fm_100m) © Omi1
= fm-10(Om 0 Om1)
=0.
Portanto, pelo Lema 1.9.6, f,,,1 também esta definido.
Agora, seja g uma outra extensao de {f,|n < r}. Devemos encontrar uma homoto-
pia h entre f e g. Suponha que h,: C, — C)_, esteja definido para n < m, onde m > r,

e que ), 0 hy + h,_100, = f, — g, vale para n < m. Note que podemos definir h, = 0,

para n < r. Definindo 7,, = f,, — g», temos
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am«f»Z 6m+1 8m am—l
Chst c,, Cog ——
R me% lm/{'ﬂ
4
) 8:n+3 C, 0:n+2 C, Oﬁnﬂ C, 87’71 .
m+2 m+1 m

com

/
am_|_1 o (hm o m+1) - (Tm - hm—l o 8m) O Om+1
= Tm © Om+1
/
= Om+t1 © Tm+1-

Logo, pelo Lema 1.9.7, existe o homomorfismo h,,, tal que (97’n+20hm+1 +hp00mi1 = Tl

Portanto, a homotopia h entre f e g esta definida. ]

Teorema 2.1.9. See: X — R ec': X' — R sdo resolugoes projetivas de R sobre RG,
entao existe uma transformacao de cadeias f: X — X' preservando aumentagio (isto é,

g o f =¢), 1nica a menos de homotopia e f é uma equivaléncia de homotopias.

Demonstragio. Sejam e: X — R e e : X' — R resolucoes projetivas de R sobre RG.
Podemos formar complexos de cadeias aumentados com R na dimensao —1 e 0 nas

dimensoes n < —1:

80 a] 9
X4 Xo 0

R J |

X! X — 0

Notemos que os complexos de cadeias sdo tais que 9, o f,, = f,_1 0y, para n < —1, além
de cada X, ser projetivo para n > —1 e H,(X') =0, para n > —1, pois a sequéncia X' é

exata.

Assim, aplicando o Lema 2.1.8 com r = —1, concluimos que existe uma trans-
formacao de cadeias f: X — X’ a qual preserva aumentacao. Além disso, f é tnica a
menos de homotopia. Note que a homotopia h dada no Lema 2.1.8 no nivel dos complexos
de cadeias aumentados produz uma homotopia de X em X', pois do Lema 2.1.8 segue
que h_; = 0. Da mesma forma, existe uma transformacao de cadeias f': X’ — X que
preserva aumentacao e temos f' o f ~idy e fo f' ~ idys, onde a unicidade advém do
Lema 2.1.8. |

2.2 Resolucao padrao

Sejam G um conjunto e X,, = RS,, o médulo livre sobre R gerado pelo conjunto

Sy, com cada S,, sendo o conjunto das (n + 1)-uplas de elementos de G, isto é,

Sn = {(907917"' 7gn717gn) € G"H\gi eG, comi=0,--- ’n}.
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Consideremos as fungoes 9,,: X,, — X,,_1, com n > 1, definidas nos geradores por

n

an(Qnglv"' 7gn—1;gn) = Z(g()aglu"' y Gi—1, Git+15 " " Jgn—17gn>7
1=0

para todo (go, g1, * s Gn-1,9n) € Xy, € £: Xo —> R definida por
£(90) = 1g,
para todo gg € X, e suas respectivas extensoes.

Assim, podemos construir a seguinte sequéncia:

X, o X 2 x, N X, S5 R 0.

A acdo de G sobre X,, é obtida através da acao de G sobre S, isto é, para todo

s= (90,91, " sGn-1,9n) € S, com g; € G, para todo i =1,--- | n,
g ( Z ass) = Z 063(95)7
SE S reX

onde gs = (990,991, ** , 99n-1,99n), para todo g € G e todo a; € S. Além disso, a agao
de G sobre X, é livre. Com efeito, seja g € G. Logo,

g ( Z ass) = Z as(gs) = Z Qs 8,
SE Sy reX rzeX

para algum s = (go, 91, "+ ,gn-1,9n) € S, com g; € G, para todo ¢ = 1,--- ,n, se, e

somente se, g = 1, pois gs = s se, e somente se, g = 1.

Consequentemente, pela Proposicao 1.5.9, X,, ¢ um moédulo livre sobre RG com

base em um conjunto de representantes distintos das érbitas de S, por G.

Agora, vamos mostrar que a sequéncia X, é exata. Consideremos o médulo X_; = R

e a funcao h,: X,, — X, definida nos geradores por

(1)90)917"' 7gn—17gn>7 Sen207
hn(QOagla' te 7gn—1;gn) -
lx,, sen=—1,

para todo (907g17' o 7gnflagn) € Xn: Onde7 para n = _17 <907gla T 7gn717gn) = 1R7 €
suas respectivas extensoes.

Ao considerar X, como um complexo de cadeias de médulos sobre R, temos
coh_y =1udx_,
=1idx_, — 0,
além de
Oroh_1+h_q1o0e=1dyx,
=1dyx, — 0,
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an+1 o hn + h/n—l o a?’l = ian

para n > 1, onde 0 sendo o homomorfismo trivial nos trés casos. Logo, h = {h,: X,, —
Xni1|n € Z} é uma homotopia de cadeias entre o homomorfismo identidade do complexo

de cadeias X, e o homomorfismo trivial 0.

Assim, pelas Proposi¢oes 1.7.14, 1.7.10 e 1.7.12, temos que os homomorfismos

n-dimensionais induzidos por idx_, e por 0 resultam
idm,(x,) = Hy(idx,) = Hn(0) = 0y,
para todo n € Z. Consequentemente, para todo n € Z, H,(X,) = 0 e dai
Img(0,41) = Ker(9,) e Img(dy) = Ker(e).

Portanto, X, é uma sequéncia exata.

Sendo X,, um modulo livre sobre RG, para cada n € Z, e a sequéncia X, exata,
segue que

X, —— Xy 2 X, 2 Xy S5 R— 0.

é uma resolucao livre de R sobre RG. Sendo uma resolugao livre, ela é portanto uma

resolucao projetiva. Em ambos os casos, chamaremos essa resolucao de resolugao padrao.

2.3 Resolucao bar

Considere, na resolucao padrao, o representante da érbita de (go, g1, , gn—1,9n) €

S, por G o elemento

95 (90,91, s Gn-1,9n) = (1,95 91,95 " 92, * 90 " Gn—1, 95 " Gn)
(1,04, 6195, 9195~ Gn—2Gn_1, 9195 * * Gn—1Gn);

tal que g; = gi__llgi’ para todo 7 = ]_, ceem.

Vamos denotar um elemento (1,91, 9192, ;9192 ** Gn—29n—1, 9192 * Gn-19n) €

X, por [g1]g2] - -+ |gn-1]9n]. Esta notagao é chamada de notagao bar.

Utilizando a notagao bar, temos que X,, é o modulo livre sobre RG gerado pelos

simbolos [¢1|g5] - - |g5,_1]gn] € Sn e, além disso,

Ou([1]2] - |gnr|gu]) = Z (—1)idi([g1]ga] - 191 190]),
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com

91l92193] - - |gn-1lgn], sei=0,
dz([91|92||gn_1|9n]): [91’92’""gifllgigi+l‘gi+2’""gnfl‘gn], S€1§i<n’
(9192195 - - |gn—2|gn-1], sei=n,

para todo [g1|ga| - -+ |gn-1|gn] € X, ¢ todo n € Z.

Como X é gerado por pelas 1-uplas dos elementos de GG, na notagao bar, temos
que Xy é o médulo livre sobre RG gerado pelo simbolo [ |, e assim, Xy ~ RG, ou seja,

eles sao considerados isomorfos.

O restante da construcao da resolugao bar é igual a resolugao normal, tendo
em vista que s6 estamos mudando a forma de denotar os elementos do médulos X, e,
consequentemente, os homomorfismos 0,,, para todo n € Z. Portanto, sendo a resolucao

normal uma resolugao, a resolucao bar também é.

Exemplo 2.3.1. Podemos visualizar o que estd acontecendo na resolucdo bar com, para

todo [g1, g2, g3] € X3,

3
03 (91 92,93 Z 91|92193])

= g1[92l93] — [9192195] + [91|9295] — [91]g2]-
Exemplo 2.3.2. Agora, para todo [g1, g2] € Xo,

2

91792 Z 91|92])

= g1(92) — [9192] + [91]-
Exemplo 2.3.3. Por fim, considerando o mddulo Xy temos, para todo [g1] € X1,
1

Oi([g1]) = Z (_1>idi([91])

1=0

=al]-[]

2.4 Resolucao bar normalizada
Considere o complexo de cadeias
X — XX X -5 R—0.

de médulos sobre R, onde X, = X, /Y. e Y, é um subcomplexo de cadeias de X,, com
cada Y, para n > 1, sendo gerado pelos elementos (go, g1, , gn_1,9n) € Sp tais que
gi = git1, para algum 0 <4 < n, e Yy = {0}. Assim, temos Xo~ Xo~ RGe X_; = R.
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Considerando entao que g; = g;11, temos como representante da érbita de

(907917 09,80 7gn—1agn)

de Y,, por G o elemento

90_1(907917"' y9is Gis t 0t 7gn—1agn) = (1790_1917"' 7g[)_1.giago_1.gi7"' 790_1971—1790_1971)

tal que g;- = gj__llgj, para todo 7 = 1,--- ,n. Na notagao bar,

(1,00, 905, 01991 G- > G Gn) = (91192 - - - 193 L|gival - - - |gn—1]n),

ou seja, Y, é gerado pelos elementos [g1|g2|- - |gn_1|gn] tais que gs = 1, para algum
1 <s<n.

Assim, cada X,, = X,,/Y,, é um médulo livre sobre RG gerado pelos elementos
[91192] - |gn—1|gn] + Yn, com n > 1 e g; # 1, para todo 1 < i < n. Note que Y; é gerado
por [1], assim Y] &~ RG e, portanto, X; = X;/Y] é gerado pelos elementos [g], com g € G
tal que g # 1. Enquanto que no caso n = 2, Y3 é gerado pelos elementos [g1]1] e [1]ga],
com gy, gs € G, e, portanto, X; = X, /Y] é gerado pelos elementos [g|h], com g, h € G tais
que g,h # 1.

Para mostrarmos que o complexo de cadeias X, ¢ uma sequéncia exata, é suficiente
mostrarmos que o homomorfismo 0 e a homotopia de cadeias h da resolugdo padrao

aplicam Y, nele mesmo, mais precisamente,
(Y, CY,y e hu(Y,) CY.,
para todo n. E isto de fato ocorre, pois dado x € Y,, podemos verificar que
di(z) € Y4
sej#iouj#i+1, e
di(r) = di1(z),

onde
(—1)idi(w) + (=1)*ds 1 () = 0.

Logo, como

Ou(r) = 3" (~1)id; (x),

7=0
temos
8n (I) S Yn—l .

Além disso, temos

h(ﬂ?) = (17907917“ * 59, Giy 7gnflagn) S YTL+1
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Assim, ficam bem definidas as fungoes
On(Z) = 0p(x) + Y1 € hp(Z) = hp(x) + Yii,

para todo 7 € X,, e todo n. Analogamente & resolucao padrao, pode-se mostrar que o
homomorfismo induzido i ¢ uma transformagao de cadeias entre ids,_ e o homomorfismo

trivial.

Desse modo, para todo n, tém-se H,(X) = 0 e daf
Ker(0,) = Img(0y+1)-

Logo, X, é exata.

Sendo X,, um médulo livre sobre RG, para cada n € Z, e a sequéncia X, exata,
segue que

X*i HYQAY1 LYOL)RHO

é uma resolucao livre de R sobre R(G. Sendo uma resolucao livre, ela é portanto uma
resolucao projetiva. Em ambos os casos, chamaremos essa resolugao de resolugao padrao
normalizada. E quando usamos a notacio bar para os elementos de X ,,, entdo essa resolucao

passa a ser chamada de resolugao bar normalizada.
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3 Cohomologia de grupos

Neste capitulo, dada uma resolugao projetiva de R sobre RG aplicamos Hompg( —, A)
e assim obtemos um complexo de cocadeias e o n-ésimo grupo de cohomologia desse
complexo de cadeias tomamos como sendo o n-ésimo grupo de cohomologia do grupo
G. Na sequéncia, trabalhando com o grupo de (co)invariantes, conseguimos fazer uma
relacao entre H"(G, A) e A% e Ag. Por fim, com a nocio de grupo de derivacoes e de
derivacdes principais conseguimos relacionar H*(G, A) com Der(G, A) e P(G, A) tomando
a resolucao bar. Vale ressaltar que gragas ao Teorema 2.1.9, os grupos de cohomologia
independem da escolha da resolugao pois o functor da categoria dos médulos sobre RG na

categoria dos grupos abelianos preserva homotopia de cadeias. Para tanto, fizemos uso das
referéncias (MUNKRES, 1984), (CASTRO, 2006) e (ROTMAN, 2009).

3.1 A cohomologia de grupos

Definicao 3.1.1 (Grupo de cohomologia). Sejam £: X — R uma resolugdo projetiva de

R sobre RG e A um modulo sobre RG. Considere o complexo de cocadeias

Hompa(X,A): 0 — Hompe(Xo, A) AN Hompe (X1, A) AN

com o operador cobordo d dado por

(VL(f) = f O On+1,
para todo f € Hompga(X,, A) e todo n € Z.

O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A €, para todo n € 7Z,
definido por
H"(G,A) = H"(Hompgg(X, A)),

onde
H"(Hompg (X, A)) = Ker(6™)/ Img (6" ).

A colecao {H"(G,A)}, com n € Z, é chamada de cohomologia do grupo G com

coeficientes em A.

Note que gragas ao Teorema 2.1.9, os grupos de cohomologia independem da
resolucao projetiva tomada. De fato, dadas e: X — R e ¢’: X’ — R duas resolugoes
projetivas de R sobre RG, existe uma equivaléncia de homotopias f: X — X'. Se
considerarmos o functor 71" da categoria dos médulos sobre RG na categoria dos grupos

abelianos e os complexos de cocadeias T'(X) e T'(X'), obtidos por aplicar T a X e a X',
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respectivamente, entdao como T é aditivo, segue que T preserva homotopia de cadeias.

Assim T'(f) é uma equivaléncia de homotopias.

Além disso, podemos notar que H"(G, A) = 0, para todo n € Z, com n < 0. Isso

advém da prépria definicao dos grupos de cohomologia.

Agora, para os demais resultados e exemplos faz-se necessario o conceito de grupo

de (co)invariantes de um moédulo sobre RG.

Definigao 3.1.2 (Grupo de (co)invariantes). Sejam G um grupo e A um médulo sobre

RG. O grupo de invariantes de A, denotado por AY, é definido por
A% ={a € Alga = a, para todo g € G},
e o grupo de coinvariantes de A, denotado por Ag, € definido por
A =A/(ga—a|lge G eac A)
Note que se a acao de G sobre A for trivial, isto é, ga = a, para todo g € GG, entao
AY = A= Ag.

Note também que toda acdo de G sobre A induz acio trivial de G sobre A% e sobre
A e assim, tanto A% quanto Ag sio médulos triviais sobre RG. E ainda, A% é o maior
submoédulo de A no qual G atua trivialmente e Ag é o maior médulo quociente de A no

qual G atua trivialmente.

Além disso, se A é um mddulo sobre RG e considerando R como um moddulo trivial
sobre RG, podemos definir uma agao de G sobre Homg(R, A) de modo a torné-lo um
modulo sobre RG. Essa acao é ¢: G x Homg(R, A) — Hompg(R, A) dada por

(g, f) =9/,

para todo g € G e todo f € Homg(R, A), onde

(9f)(m) = gf(m),

para todo m € R. Perceba que (Hompg(R, A))¢ = Hompgg(R, A), pois

gf = f <= (gf)(m) = f(m)
< gf(m) = f(m)
< gf(m) = f(gm),

para todo m € R.
Proposicao 3.1.3. Se A é um médulo sobre RG, entio H°(G, A) ~ A%,
Demonstragio. Seja e: X — R uma resolugdo projetiva de R sobre RG. Como o functor

da categoria dos modulos sobre RG na categoria dos grupos abelianos é exato, segue que

a sequeéncia
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0 HOIIle(R, A) 2 HOIIle(Xo, A) s HOIIle(Xl, A) L s

P
0
é exata e dai €* é um monomorfismo e Img(e*) = Ker(8°). Assim,
H°(G, A) = Ker(6°)/ Img(6~1)
~ Ker(6°)
= Img(e")
~ Hompq(R, A)/ Ker(e")
~ Hompg(R, A)
= (Hompgg (R, A))¢
~ A°,
onde essa ultima passagem advém da Proposicao 1.8.2. |

Corolario 3.1.4. Se A é um mdédulo trivial sobre RG, entio H°(G, A) =~ A.

Demonstra¢do. Como A é um médulo trivial sobre RG, temos que A = A. Pela Proposi-
cdo 3.1.3, segue que H°(G, A) =~ A. |

Exemplo 3.1.5. Sejam G = {1} e A um mddulo sobre RG. Entao,

A, sen=0
0, sen>0.

H™(G, A) = {

Temos que RG ~ R e, pelo Exemplo 2.1.2, a sequéncia 0 — R YRR 506

uma resolugao livre (portanto projetiva) de R sobre RG.

Aplicando Hompg( —, A), obtemos
0 — Hompg(R, A) — 0.
Mas como Hompg (R, A) &~ A este complexo de cocadeias se reduz a

0—A—0.

Logo,
AC =0
H"(G,A):{ poene
0, sen>0,
mas como Ag = A, temos
A =0
HTL(G) A) _ { , S€en )
0, sen>0.
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Exemplo 3.1.6. Sejam G =<t >~ 7Z o grupo ciclico infinito e A um mddulo sobre RG.
Entao,
A% sen=0,
H"(G,A) =} Ag, sen=1,
0, sen>1.

Pelo Exemplo 2.1.4, a sequéncia
0 — RG ™% RG - R — 0,

com ¢ sendo a aplicacdo aumentacao, é uma resolugao projetiva de R sobre RG.

Aplicando Hompg( —, A), obtemos o complexo de cocadeias
51 50 5!
0 — Hompg(RG, A) — Hompg(RG, A) — 0,

com §° sendo a multiplicacdo por t — 1, pois

B () = (Fo (t— 1)(w)
= J((t~ 1))
= (t—1)f(@),

para todo f € Hompg(RG, A) e todo x € RG. Mas como Hompg(R, A) ~ A este complexo
de cocadeias se reduz a

055 4% 4%

Assim, H'(G, A) = Ker(6")/Img(6°) = A/(t — 1)A = Ag e H"(G, A) = 0, para
n > 1. Logo,
A% sen=0,
H"(G,A) =< Ag, sen=1,
0, sen>1.

Agora, calculemos os grupos de cohomologia de GG para alguns médulos particulares:

1. Se A é um modulo trivial sobre RG, entao

A, sen =0,
H"(G,A) =S A, sen=1,
0, sen>1.

2. Seja A = Z@G visto como um modulo sobre ZG munido com a a¢ao
th(rth") = rthtH

para todo t*,t* € G e todo r € Z.
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Entdo, H°(G, A) = A% =~ 0, pois tReR £ R ge tF £ 1
Agora, determinemos Ag. Denotemos por I = (tFz — 2|th € Gez € A) e T =

v+ 1 € A/l = Ag. Consideremos y = t* € A com k > 0. Como t* — 1 =
(t—1)(t" P+ +t+1) €l seguequeth —1=0ecassim, j=tF=T1em Ag.

Por sua vez, se y = t © € A com k > 0, também temos t=% = T, pois t % =
(1—t"t™"4+1e1 — tk = 0. Assim, para todo x € A, com x = rot*+r " 4. . 4y tFH0
comk,r; €Z,n>0ei=0,--- ,n,temosT =719+ 11 + -+ + 1y = (ro+r1+---+r,) 1.
Dai, H'(G,A) = Ag ~ Z.

Portanto,
0, sen=20,
H"(G,A) =} Z, sen=1,
0, sen>1.

Proposicao 3.1.7. Se G = Z, é um grupo ciclico finito nao trivial, entdo ndao existe

resolugao projetiva de 7 sobre ZG de comprimento finito.

Demonstracdao. Suponha que exista
Ok Ok—1 02 o1 €
00— Xy X0y — - — X1 —Xg—7Z—0

uma resolucao finita de Z sobre ZG de comprimento finito. Entao, usando essa resolucao,
temos que H'(G,Z), para i > k. Mas, H'(G,7Z) ~ Z,, para todo i > 2, o que nos d4 uma

contradicao pois a cohomologia do grupo G independe da resolugao escolhida.

Portanto, nao existe resolugao projetiva de Z sobre ZG de comprimento finito. W

3.2 Uma interpretacio de H'(G, A)

Defini¢ao 3.2.1 (Grupo das derivagoes). Sejam G um grupo e A um mddulo sobre RG.
O grupo das derivagoes de G em A € definido por

Der(G,A) ={d: G — A[d(gg) = d(g) + gd(g'), para todo g,g" € G}
e o subgrupo das derivacoes principais por

P(G,A) ={d, € Der(G, A)|d.(9) = ga — a, para todo g € G, com a € A}.

Note que se d € Der(G, A), entao
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o que implica em d(1) = 0.
Além disso, note que se A é um modulo trivial sobre RG, entao
Der(G,A) = Homg(G,A) e P(G,A)=0.
Agora, faremos algumas consideragoes sobre a resolugao bar e daremos uma inter-
pretacio de H'(G, A) em termos dos grupos de derivacdes e derivacdes principais.
Dado um grupo G, considere a resolucao R sobre RG
X, — X 2 X, X, R0,

como sendo a resolugao bar. Assim, cada X,,, com n € Z é um moédulo livre sobre R gerado

pelos simbolos

[g1] - - |gn]
e n
Onllg1lgzl -~ lgn-1lga]) = D (=1)'di([g1g2l - -~ [9n-119a]).
com =0
91(92193] - - - [gn-1lgn], sei =0,
di([g1l92) -+ 1gn-rlgn]) = { [g1lgal - - |gi-1|gigisrlgisel - -~ |gnoslgn], se1<i<n,

[911921g5] - - - [gn—2lgn—1],  sei=n,
para todo [g1|ga| - -+ |gn-1|gn] € Xy € todo n € Z.
Consideremos C*(G, A) = Hompa(Xi, A) e C"(G,A) = Hompe(X,, A). Logo,
um elemento f € C"(G, A) é um homomorfismo f: X,, — A identificando [g;]- - - |gn]

com (g1, ,¢gn). Podemos enxergar f: G" — A como uma fungao de n varidveis. Por

convencgdo, GV é um conjunto com um tnico elemento (por exemplo o elemento [ ]) de

modo que C°(G, A) ~ A.
Assim, o operador cobordo 6"~ ': C"}G, A) — C™(G, A) é dado por
(5n_1(f))<gla e 7gn) = f(én(gh e agn))

Exemplo 3.2.2. Para n = 1, temos que o operador cobordo se comporta da sequinte

(0°(f)(g1) = f(9i(g1))
=g f([]) = f(L]),
para todo f € C*(G, A) e todo g1 € G.

Exemplo 3.2.3. Para n = 2, temos que o operador cobordo se comporta da sequinte

maneira:

(51(f))(91,92) = f(01(9192))
= 91f(92) — f(9192) + f(91),
para todo f € C*(G, A) e todos g1, 92 € G.
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Proposicao 3.2.4. Se G é um grupo e A um mdodulo sobre RG, entdo

HY(G,A) ~ Der(G,A)/P(G, A).
Demonstracao. Considere o complexo de cocadeias
CH(G, A): 0 — C%G, A) -5 oM@, A) 25 cX(a, A) s
definido anteriormente. Por defini¢ao
HY(G, A) ~ Ker(6")/ Tmg(5°).
Temos:

1. Ker(6') = Der(G, A):
Seja f € CY(G, A). Entao, f: G — Ae ' (f): G* — A é tal que

(6" ()91, 92) = 91.f(g2) — f(9192) + f(gn),

para todos g1, g2 € G.
Assim,
f €Ker(d") <= §'(f) =0
<= (0())(g1,92) =0

= f(9192) = f(91) + 91/ (g2)
< [ € Der(G, A),

para todos g1, g» € G. Portanto, Ker(§') = Der(G, A).
2. Img(8°) = P(G, A):
Se d € Tmg(4°), entdo existe f: G® — A com 6°(f) = d. Assim, para todo ¢; € G,

d(g1) = (8°(f)(91)
=g f([]D) = F(D)-

Como f([]) € A, segue que f(]]) =a € A. Dal,
d(g) = gra — a,

ou seja, d € P(G, A).

Reciprocamente, se d € P(G, A), entao d(¢g;) = g1a — a, para algum a € A e todo
g1 € G. Seja f: G* — A tal que f([]) = a, para todo [ ] € G°. Logo,

d(g1) = (5O(f))(91),

para todo g; € G e, portanto, d € Img(d°).
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Disso, concluimos que H'(G, A) ~ Der(G, A)/P(G, A). [ |
Corolario 3.2.5. Se G é um grupo e A um mdédulo trivial sobre RG, entio H'(G, A) ~
Hompg (G, A).

Demonstragio. Da Proposicio 3.2.4 temos que H'(G, A) ~ Der(G, A)/P(G, A). Como A

é um modulo trivial sobre RG, temos que
Der(G,A) = Homg(G,A) e P(G,A)=0.
Portanto, H'(G, A) ~ Hompg(G, A). [

Exemplo 3.2.6. Seja G um grupo e A um mddulo trivial sobre ZG. Temos que:

i. Se G=(t) =7 é o grupo ciclico infinito e A = Z,, com n € Z’, entio H'(G, A) ~
Lo, .

ii. Se G = (t) = Z, é o grupo ciclico finito de ordem n, comn € Z,, e A =7, entao

HY(G,A) ~0.
iii. Se G = (t) = Z, é o grupo ciclico finito de ordem n, comn € Z,, e A = Zsy, entao
Hl (G, A) ~ ZQ.

Com efeito:

i. Como G é ciclico gerado por t os homomorfismos de G em A sao dados por
fi(t") = ik,
com 0 < i <n— 1, para todo t* € G. Dai, Homg(G, A) ~ Z,. Logo,
H'(G, A) ~ Der(G, A) = Homg(G, A) = Z,.
Portanto, H' (G, A) ~ Z,.
ii. O tnico homomorfismo de G em A é o homomorfismo nulo, dai
HY(G, A) ~ Der(G, A) = Homp(G, A) =~ 0.
Portanto, H'(G, A) ~ 0.
iii. Temos que os homomorfismos de G em A sdo dados por
fit") = ik,
com i = 0, 1, para todo t* € G. Assim,
HY(G, A) ~ Der(G, A) = Homg(G, A) ~ Z,.

Portanto, H'(G, A) ~ Z,.
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Conclusao

Como pudemos ver, trabalhar com a cohomologia de grupos nao é algo complicado,
pois podemos associar H"(G, A), com n € Z, ao seus grupos de (co)invariantes A® e
Ag, e também conseguimos enxergar H'(G, A) com uma face mais amigavel quando
trabalhamos com seu grupo de derivagao e de derivacao principal, isto é, conseguimos
estabelecer que H'(G, A) = Der(G, A)/P(G, A), sendo G um grupo qualquer e A um
moédulo qualquer sobre RG. Mas para alcangar esses resultados necessitamos de um vasto
arsenal de conceitos e resultados sobre algebra homolodgica, principalmente os que envolvem
moédulos livres, médulos sobre RG, complexos de (co)cadeias, médulos de homomorfismo e
modulos projetivos. Esses resultados foram essenciais para a construgao do que chamamos
de resolucoes (livres e projetivas), que nada mais sdo que casos particulares de complexos

de cadeias, e mostrar sua independéncia via homotopia de caminhos.

Porém, ainda poderiamos fazer uma abordagem da cohomologia de grupos em
espagos topoldgicos, fazendo jus assim a motivagao da construcdo dessa teoria, veja
(WEIBEL, 2021). Nessa perspectiva utilizariamos como ponte os espagos de Eilenberg-
MacLane, que serviria como conectivos entre a algebra homolégica e a teoria de homologia

singular por meio do seguinte resultado:

“Se X é um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G,1) e A um mddulo trivial
sobre RG, entio H*(G,A) ~ H*(X,A).”

Contudo, para explorar essa interpretacao topologica, seria necessario a construgao
do que chamamos teoria de homotopia e teoria de homologia singular. Trabalhariamos
assim com homotopias (que sao coisas diferentes de homotopia de cadeias), espagos de
recobrimento, recobrimento universal e o primeiro grupo fundamental, no que tange a teoria
de homotopia; e p-simplexos, grupos de homologia de um espaco topoldgico, equivaléncia

de homotopias e CW-complexos, no que tange a teoria de homologia singular.

A decisao de ndao abordarmos a interpretagao topolégica da cohomologia de grupos
adveio do tamanho desse trabalho de conclusao de curso e do fato da tematica abordada
aqui, isto é, algebra homoldgica, resolucdes e cohomologia de grupos, ja consistir um campo
considerado avancado para a graduacao. Desta forma, para os futuros matematicos que
utilizarao este material para o proprio desenvolvimento de seus trabalhos de conclusao de

curso ou iniciagao cientifica, deixamos esse caminho em aberto para ser explorado.






105

Referencias

BROWN, K. S. Cohomology of Groups. Nova lorque: Springer-Verlag, 1992.

CASTRO, F. R. de. Cohomologia de Grupos e Algumas Aplicagoes. Dissertagao (Mestrado)
— Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Le-
tras e Ciéncias Exatas, Sao José do Rio Preto, 2006.

FIDELIS, A. A.; COELHO, F. R. de C. Resolugoes projetivas: Qual escolher? qual sua
importancia? In: NASCIMENTO, C. do (Ed.). Anais da XXI SEMAT e XI SEMEST. Fa-
culdade de Matemadtica, 2021. p. 52-55. Disponivel em: <https://drive.google.com /file/d/
1vJZcbuC4C7cpXBVSI5VE1IPwkFDUy3z  /view>. Acesso em: 24 jan. 2022.

HATCHER, A. Algebraic Topology. Cambridge: Cambridge University Press, 2002.
HU, S.-T. Introduction to Homological Algebra. Sao Francisco: Holden-Day, Inc., 1968.

MUNKRES, J. R. Elements of Algebraic Topology. Califérnia: Addison-Wesley Publishing
Company, 1984.

ROTMAN, J. J. An Introduction to Homological Algebra. Nova Iorque: Springer Science,
20009.

WEIBEL, C. A. History of Homological Algebra. 2021. 40 p. HA history. Disponivel em:
<https://sites.math.rutgers.edu/~weibel/HA-history.pdf>. Acesso em: 11 mar. 2022.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Álgebra homológica
	Módulos
	Homomorfismos
	Produtos diretos e somas diretas
	Módulos livres
	Módulos sobre o anel RG
	Sequências exatas
	Sequências semiexatas
	Módulos de homomorfismos
	Módulos projetivos


	Resoluções e Cohomologia de grupos
	Resoluções livres e resoluções projetivas
	Resoluções
	Resolução padrão
	Resolução bar
	Resolução bar normalizada

	Cohomologia de grupos
	A cohomologia de grupos
	Uma interpretação de H1(G,A)


	Conclusão
	Referências

