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RESUMO

Neste trabalho descrevemos a polinizagdo por vibracdo através de um modelo
matematico conhecido como modelo de bilhar. Para tal, utilizamos o formalismo de tais
modelos aliado a uma aproximagao da morfologia das anteras de Solanum lycopersicum e aos
dados de vibragdo registrados para abelhas Bombus terrestris. Consideramos um modelo
retangular com um escape em sua parede superior, o qual sofre oscilagdes em suas paredes
laterais descritas pelas propriedades de vibracdo de B. ferrestris. Dentro de tal modelo,
consideramos os graos de poélen como particulas ndo interagentes que podem sair através do
poro. Assim, avaliamos nosso modelo a partir de dados tedricos e empiricos para polinizagao
por vibragdo presentes na literatura. A partir de nosso modelo, conseguimos reproduzir os
padrdes de vibragdo e liberacao de pdlen encontrados na natureza. Com tal resultado, pudemos
desvendar que o componente vibracional de maior influéncia na liberacdo de pdlen ¢ a
velocidade. Tal resultado ¢ um importante achado visto a dificuldade de analisar o
comportamento dos graos de polen dentro da antera a partir da vibracao da abelha. Além disso,
destaca-se também a simplificagcdo no estudo dos componentes vibracionais que nosso modelo

proporciona.

Palavras-chave: Polinizacdo por vibracdo. Anteras poricidas. Liberagdo de podlen.

Modelo de bilhar.



ABSTRACT

In this work, we describe buzz pollination through a mathematical model known as
billiard model. To this end, we used the formalism of such models combined with an
approximation of the morphology of the anthers of Solanum lycopersicum and the vibration
data recorded for Bombus terrestris bees. Thus, we consider a rectangular model with an escape
in its upper wall, which undergoes oscillations in its sidewalls, which are described by the
vibration properties of B. ferrestris. Within such a model, we consider pollen grains as non-
interacting particles that can escape through the pore. We evaluated our model based on
theoretical and empirical data for buzz pollination present in the literature. From our model,
we were able to reproduce the patterns of vibration and pollen release found in nature. With
this result, we were able to discover that the vibrational component with the greatest influence
on pollen release is velocity. This result is an important finding given the difficulty in analyzing
the behavior of pollen grains inside the anther from the vibration of the bee. In addition, it also
highlighted the simplification in the study of the vibrational components that our model

provides.

Keywords: Buzz pollination. Poricidal anthers. Pollen release. Mathematical billiards.
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1 INTRODUCAO

Aproximadamente 78% das angiospermas de zonas temperadas e 94% das
angiospermas de comunidades tropicais sdo polinizadas por animais (JOHNSON, LINDER &
STEINER, 1998; RENNER, 1998). Além da importancia dos polinizadores para o
estabelecimento das angiospermas, o processo de polinizagdo bidtica ¢ considerado a forma
mais efetiva de otimizar a reproducao sexuada das plantas (REGAL, 1977; CREPET, 1984;
MULCAHY, 1979). Dentro deste escopo, ¢ possivel destacar as abelhas como principais
polinizadores, constituindo, o tixon mais frequente em comunidades de plantas do mundo todo
(OLLERTON, 2017).

Das mais de 20 mil espécies de abelhas, a grande maioria possui uma alimentagdo
exclusiva de recursos florais (DANFORTH ET. AL., 2013; MICHENER, 2000). Além de
servirem como fonte de alimento, esses recursos também sdo utilizados na construg¢do de
células de cria, constru¢do de ninhos e no comportamento reprodutivo (VAUDO ET AL, 2015;
VOGEL, 1969; CANE, 1983; DODSON, 1969). Tais inumeros tipos de exploragdo de recursos
florais variados se devem a diversidade morfoldgica e comportamental dos diferentes tdxons
de abelhas (DANFORTH, 2007). Muitas vezes, a coleta de recursos requer atributos
morfoldgicos ou comportamentais ajustados a morfologia floral, o que resultou em interagdes
especificas entre plantas e abelhas (SCHLUTER, 2000). Nesse contexto, surgiram adaptacdes
reciprocas entre plantas e polinizadores otimizando a coleta de recursos e, eventualmente a
polinizacdo (WASER & OLLERTON, 2006).

Um exemplo deste processo € a polinizagao por vibragao (buzz pollination) em que as
abelhas utilizam a vibra¢do para remover e coletar o polen das flores e, incidentalmente,
fertilizd-las (BUCHMANN, 1983; MICHENER, 1962). Este comportamento teria
originalmente a fungdo de termorregulacdo nas abelhas da mesma forma em que € visto em
outros grupos de insetos (HEINRICH, 1974). Contudo, ao longo do tempo, este
comportamento teria sofrido modificagcdes em sua fungao, as quais levaram as abelhas a utiliza-
lo para a vibracao das flores (BUCHMANN, 1985). Com isso, a capacidade de capturar mais
polen pela vibragdo em comparacdo com a manipulacdo das anteras, fez com que o
comportamento de coleta por vibragdo evoluisse em vdarios grupos de abelhas (WILLMER,
2011). A poliniza¢ao por vibragdo ¢ vista em sete familias e mais de cinquenta géneros de
abelhas (THORP, 2000). Para algumas espécies de abelhas, a capacidade de vibragao durante

as visitas ¢ tida como um comportamento inato (KING, 1993). Apesar disso, ¢ provavel a



existéncia de um componente de aprendizado que melhora a coleta ao passo que a abelha repete
este comportamento, principalmente no inicio da vida adulta (LAVERTY, 1980).

Comportamentos como o voo, termogénese, comunicagao, polinizacdo e defesa possuem
diferentes mecanismos de contragdo dos musculos na geracao de tais movimentos
(PRITCHARD & VALLEJO-MARIN, 2020; VALLEJO-MARIN, 2022). No contexto do
comportamento de retirada de polen, a vibragdo ocorre através de um mecanismo de
contragao dos musculos toracicos da abelha (HRNCIR ET. AL., 2008; KING, BUCHMANN,
SPANGLER, 1996; SWITZER ET. AL., 2019). Assim, ao se agarrar as estruturas florais e
contrair seus musculos toracicos, a abelha transmite uma vibragao para a flor através do
contato fisico direto (KING, 1993). Em consequéncia desta vibragdo, acredita-se que sejam
produzidas forcas centrifugas nos graos de pdlen, fazendo com que estes sejam expelidos
pelo poro apical da antera (KING & BUCHMANN, 1996). Outros autores atribuem a saida
do polen pelo resultado das forgas cinéticas, as quais sdo transmitidas pela vibrag¢ao para o
interior das anteras, gerando assim uma forca de colisdo elastica dos graos de pdlen, o que faz
com que tais graos sejam liberados (BUCHMANN & HURLEY, 1978).

Com este comportamento particular de retirada ativa de polen, a maioria das abelhas

possuem uma pré-adaptacdo para a coleta de pdlen em flores com estruturas morfoldgicas
bastante especializadas (BUCHMANN, 1985; THORP, 2000). Cerca de 20 mil espécies de
plantas possuem tais atributos, como apresentar podlen como recurso primario para o
polinizador, sendo denominadas flores de polen (WILLMER, 2011). A maioria apresenta
anteras especializadas com deiscéncia apical possuindo pequenos poros ou fendas para a
passagem do polen (BUCHMANN, 1983; BUCHMANN & HURLEY, 1978). ). Dentre as
plantas que possuem essas estruturas, destacam-se culturas alimentares importantes como
tomate, berinjela, kiwi e que dependem primariamente do comportamento de vibragdo como
servigo de polinizacdo (DE LUCA & VALLEJO-MARIN 2013; CORBET & HUANG, 2014;
COOLEY & VALLEJO-MARIN 2021).

A literatura sobre a relagdo entre o comportamento de vibracao e a liberagdao dos graos
de polen mostra que as propriedades mecanicas da vibracdo sdo importantes para a libera¢ao
do polen (DE LUCA & VALLEJO-MARIN, 2013; VALLEJO-MARIN, 2019). Tais estudos
levam em consideracdo caracteristicas como a frequéncia de vibracdo, o deslocamento, a
velocidade, e a aceleragdao. Dentro deste escopo, destaca-se o modelo biomecanico de
Buchmann & Hurley (1978), o qual utiliza conceitos de mecanica estatistica para descrever a
liberacdo de graos de pdlen em flores de tomate. Tal estudo foi pioneiro no uso de modelos
para a compreensao da liberacao de polen. Contudo, realizar a modelagem a partir da mecanica
estatistica pode tornar o trabalho complexo e pouco reprodutivel, principalmente ao utilizar

uma abordagem de distribui¢des de probabilidade que ndo ¢ tao trivial em muitos casos. Além



de sua alta complexidade, a auséncia de fatores presentes na polinizagdo por vibragdo traz
limitagoes a tal modelo.

Diante de tais fatos, apresentamos o uso dos modelos de bilhar como uma possivel
abordagem para a analise da liberagdo de polen realizada pelo comportamento de vibragao das
abelhas. Tal modelo tem por objetivo simular a dinamica dos graos de polen dentro da antera,
trazendo o formalismo do modelo de bilhar a analise das caracteristicas de vibragdo e suas
respectivas influéncias no processo de liberagdo de polen. Assim, tendo em vista os
componentes vibracionais de deslocamento, velocidade, aceleracdo e frequéncia de vibragao,
pretendemos oferecer uma possivel resposta sobre qual destes componentes possui uma maior

influéncia na liberacdo dos graos de pdlen na polinizacdo por vibragao.

2 METODOLOGIA

Este trabalho foi estruturado para, inicialmente, desenvolver o modelo de bilhar para
simular a dindmica dos graos de pdlen usando parametros descritos na literatura.
Posteriormente, validou-se o modelo e os resultados obtidos através de dados empiricos
previamente publicados.

Os modelos de bilhar sdo sistemas dinamicos direcionados ao estudo de particulas
adimensionais em funcdo do tempo. Nesses modelos as particulas sdo pontos que podem ou
ndo ter massa considerada, sem interagdo entre si e possuintes de movimento livre dentro do
sistema (LOSKUTOV, RYABOV & LEONEL, 2010). Estas particulas se movem em linha
reta com velocidade constante e reflexdes especulares, ou seja, as particulas possuem apenas
um angulo de incidéncia e um angulo de reflexdo sendo estes iguais (CHERNOV &
MARKARIAN, 2006). Além disso, a dindmica destas particulas € completamente determinada
pela propriedade de contorno do modelo (TABACHINIKOV, 2005). Por fim, também pode-se
conjecturar em tais modelos a presenc¢a de uma regido de escape, na qual a particula evade apos
determinado nimero de colisdes com as fronteiras (LEONEL & DETTMANN, 2012).

Tais pressupostos exibem conformidade com o sistema de polinizagio por vibragdo em
flores com anteras poricidas. Nesse caso, as particulas seriam os graos de poélen, as fronteiras,
seriam as paredes internas das anteras e a abertura arbitraria seria o poro apical da deiscéncia
poricida. Com isso espera-se que os modelos de bilhar sejam uteis no estudo dos componentes
vibracionais que influenciam o movimento do pélen dentro das anteras e a liberacao dos graos

de polen.



2.1 DESENVOLVIMENTO DO MODELO

Inicialmente definimos a geometria do modelo que descreve a antera poricida com base
no modelo proposto por Buchmann & Hurley (1978), sendo esta retangular (Figura 1). Sabe-
se que as dimensdes a, b, ¢ de uma antera poricida de Solanum lycopersicum L. (Solanaceae)
sdo aproximadamente a = 0,69 mm, b = 5,07 mm e ¢ = 0,69 mm, bem como o tamanho do
poro ¢ h =0,22 mm (KARSBURG, 2009). No presente estudo, consideramos que as dimensoes
da antera, tanto a quanto ¢ sdo pequenas quando comparados a b, resultando em uma
abordagem da dindmica dos graos de pdlen ao longo de um plano que despreza c, como
mostrado na Figura 2. Isso é possivel pois a dindmica que nos importa neste trabalho ocorre
pela proje¢do do movimento no plano bidimensional. Com isso, uma vez definida a geometria
e o tamanho do bilhar que representa a morfologia da antera poricida, ¢ iniciado o estudo das
caracteristicas biomecanicas envolvidas na retirada de polen pela vibragdo realizada pelas

abelhas.

Figura 1 - Modelo esquematico de uma antera poricida, modificado de Buchmann &

Hurley (1978), sendo a a largura, b a altura, ¢ o comprimento e 4 o diametro do poro.
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Fonte: Autor (2022).
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Neste modelo, utilizamos dados de vibragao obtidos através de observacgoes de abelhas
Bombus terrestris Linnaeus, 1758 (Apidae) (VALLEJO-MARIN, 2019). Tais dados levam em
consideragdo métricas de vibragdo como deslocamento, velocidade e aceleracdo. Dentro deste
escopo de modelagem, um ponto importante ¢ a descricdo do comportamento de vibragdo
gerado por tais abelhas a partir do ponto de vista fisico. Em nossos estudos, foi possivel
perceber que as métricas de vibracao podem ser descritas pela teoria dos batimentos, onde o
deslocamento, a velocidade e a aceleragdo sdo relacionadas. Dessa forma, o comportamento de

vibragdo ¢ regido pela relagdo das métricas de vibracao descritas matematicamente como:
Sw(t) = nlcos(w,t) + cos(w,t)],
A: vy (t) = — nfw; sen(wqt) + w,sen(w,t)], (1)

aw(t) = = n[wi cos(w,t) + wj cos(w,t)],

Nessa equagdo, 17 € a metade do deslocamento de pico de vibragdo DA,;c, (M), w; € w,
(rad/s) sdo as frequéncias angulares das ondas e t (s) € o tempo.

Mediante tal descrigdo biomecanica da vibracao floral, torna-se necessario a
modelagem da dindmica das particulas de grdo de pdlen dentro do modelo. Ao supor que tais
particulas sempre iniciam seu movimento a partir da base da antera, tem-se que o inicio de seu
movimento ¢ dado pelo angulo a,, o qual ¢ medido entre a trajetéria do grao de polen e uma

linha tangente a borda do modelo, bem como pela velocidade da particula dada por V;, (Figura

2).
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Figura 2 - Modelo de bilhar adotado no presente estudo com exemplos de colisdes
sofridas por uma particula. Sendo a,, o angulo de trajetoria da particula, 1}, a velocidade

da particula e ¢ 0 angulo entre a colisdo ¢ a parede do bilhar.

Fonte: Autor (2022).

Na medida de velocidade, o indice n representa a enésima colisdo da particula contra a
parede da antera. Consideramos também a auséncia de forcas externas atuando dentro da
antera, sendo assim, a particula apresenta um movimento livre entre cada colisdao no modelo.
Levando em consideragao as coordenadas retangulares presentes no modelo, a progressao do
movimento das particulas ¢ dada pela evolugdo de suas respectivas posi¢des, sendo estas

descritas pelas coordenadas

Xp(8) = Xn + |V | cos(u) [t — t] 2)
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Y,(t) = Yy + |V| sin(u) [t — t,] 3)

sendo u = (a, + ¢,,), onde ¢, =0, % ,TT, € 37", dependendo de qual parede do modelo a
particula atinge ou quando a particula inicia seu movimento na base da antera. Cada particula
do sistema viaja ao longo de uma linha reta entre colisdes sucessivas com a borda e a lei que
rege o impacto das particulas com a borda ¢ a lei de conservacdo do momento. Neste modelo,
foi considerado que as vibragdes produzidas pela abelha atuam apenas nas paredes verticais do

sistema. Assim, quando a particula atinge uma dessas paredes, sua velocidade pode aumentar

ou diminuir de acordo com a velocidade da parede VW no instante da colisdo. Para obtermos a
velocidade da parede, realizamos o calculo da primeira derivada temporal do deslocamento,
conforme indicado no conjunto das equagdes (1). Contudo, no caso da colisdo entre particula
e parede ocorrer nas paredes horizontais do modelo, a velocidade da particula nao muda. Dentro

desta etapa, ao utilizar a lei de conservagao do momento, obtemos as equagdes (4) e (5) abaixo

Ve * Tngr = §V * Tga (4)
177'1_,_1 * _)n+1 = _kl_/;{ * ﬁn+1 (%)
onde Tn+1 = cos(pn+1) T+ sen(Pny1)f € ﬁn+1 = —sen(¢ps1) L+ cos(¢nyq)f sdo os

vetores unitarios tangentes e normais, € V' representa a velocidade da particula medida no
referencial dado pela antera que ¢ perturbado no tempo pelo movimento da abelha. Os
coeficientes de restitui¢do para as diregdes tangente e normal sdo dados por &,k € [0,1],

respectivamente.

Apds a colisdo n + 1, os componentes tangente e normal da velocidade se dao por

I7')n+1 * ?n+1 = (1 - f)]_/)w * ?n+1 + 6‘71)1 * Tn+1 (6)
V)n+1 * ]Vn+1 = (1 + k )I_/)w * ﬁn+1 - kl—/;l * ﬁn+1 (7)

13



onde V,, = Vw(tn+1)[cos(0n+1) i+ sen(6,41)j] ¢ a velocidade da parede no tempo t, ;.

Assim, a velocidade da particula ap6s a colisao n + 1 se da por

|Vn+1| = \/[Vn+1 * Tn+1]2 + [Vn+1 * Nn+1]2 3
enquanto o angulo de reflexdo a,,,, € escrito como

Vpg1* N,
(41 = arctan [E”“—J”ﬂ 9)
Vnt1* Tnya

Mesmo com a construgdo das equacdes de movimento de forma genérica, as
simulagoes feitas consideraram todas as colisdes das particulas onde a borda ¢ elastica, ou seja,
& =k = 1. A Figura 2 mostra um esbogo da evolu¢do de uma particula no modelo de bilhar

como descrito aqui.

2.2 VALIDACAO DO MODELO

A fim de validar a abordagem descrita anteriormente, analisamos estatisticamente o
escape de particulas através do poro na extremidade superior do bilhar. Para tal, consideramos
a escala de frequéncias e deslocamentos avaliados na liberagdo de polen em Solanum
lycopersicum, por meio de observacdes empiricas (ROSI-DENADALI et al., 2020). Uma flor de
S. lycopersicum tem cerca de 3x/ 0’ graos de polen dentro da antera, e dessa forma,
consideramos um conjunto de N = 3x/ 0° particulas ndo interagentes dentro de nosso modelo
de modo a representar os graos de pdlen.

Tais particulas foram lancadas da base do bilhar com posicao aleatéria na base e a, €
[0,r]. Consideramos que cada particula inicia o0 movimento com a méaxima velocidade da
parede em magnitude, a saber, V, = |I7V§"ax| ~ N(w; + w;) , onde w; e w, sdo a frequéncia

angular do batimento. Também consideramos a escala de vibragdo da abelha, de forma que

14



cada particula do conjunto se movimenta dentro do modelo por no méximo 0,5 s se ndo escapar
antes. Tal quantidade de tempo representa, em média, a duracao da visita floral de uma abelha
em uma flor tipica de polinizagdo por vibragdo (VALLEJO-MARIN, 2019).

A partir disso, estudamos o comportamento da velocidade experimentada pela antera
ao relaciona-la com o deslocamento e a frequéncia das abelhas. Analisamos também o
comportamento de liberagdao de polen em relagdo ao deslocamento e frequéncia aplicados na

polinizagdo por vibragdo a fim de corroborar com os resultados presentes na literatura.

23 ESTUDO DOS COMPONENTES VIBRACIONAIS

A partir do desenvolvimento e validagao do modelo, estudamos o comportamento de
escape das particulas, a fim de oferecer uma possivel resposta sobre qual seria o componente
vibracional de maior influéncia na liberagdo de graos de poélen. Dessa forma, o comportamento
de escape foi analisado a partir da fixacao e variacao dos parametros biomecanicos da vibragao.

Em um primeiro momento foi fixado o parametro de velocidade de pico da antera,
enquanto os parametros de frequéncia, deslocamento e acelera¢do foram analisados em suas
respectivas oscilagdes. Em um segundo momento criamos trés situagdes em que foram fixados
a frequéncia, o deslocamento e a aceleragdo respectivamente em cada uma das circunstancias,

ao passo que neste momento a velocidade de pico foi analisada livremente.

3 RESULTADOS
3.1 DESENVOLVIMENTO DO MODELO

A fim de reproduzir o comportamento da vibragcdo das abelhas a partir da teoria dos
batimentos, foram utilizados valores disponiveis na literatura (n = 1 um, w; = 2513,27 rad/s e
w, = 2450,44 rad/s) dentro das equagdes (1) (VALLEJO-MARIN, 2019). Dessa forma foram
plotados os comportamentos dos parametros de deslocamento, velocidade e aceleracao da

vibrac¢ao na Figura 3.
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Figura 3 - Reproducao dos parametros de vibracao a partir da teoria dos batimentos. O
eixo horizontal representa o tempo em segundos, enquanto cada um dos eixos verticais

simbolizam o deslocamento (a), a velocidade (b) e a aceleracdo (c).
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Fonte: Autor (2022).

Tal plotagem resultou na similar reproducdo visual do comportamento de vibracao
observado na natureza (VALLEJO-MARIN, 2019). Assim, conseguimos representar de forma

crucial o comportamento de poliniza¢do por vibragdo a partir da teoria dos batimentos.

3.2 VALIDACAO DO MODELO

Em relagdo ao estudo da velocidade da antera e liberagdao de podlen, as Figuras 4(a) e
4(b) mostram o valor da velocidade maxima da parede em magnitude (velocidade de pico V)
experimentada pela antera, e a propor¢ao de graos de pdlen liberada considerando diferentes
combinacdes de pares de frequéncia e deslocamento. Uma proporcao de liberacdo de podlen
igual a 1 indica que todo o conjunto de particulas escaparam pelo poro. Diante de tais graficos,
pode-se observar que o comportamento das particulas que escapam a partir deste modelo

fornece uma boa aproximacao para a topologia das curvas experimentais ja observadas em
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outro estudo (ROSI-DENADALI et al., 2020). Além disso, como se pode ver, regides de altos

valores de V)., estdo relacionadas a regides de altas proporgdes de liberagdo de polen.

Figura 4 — Relagdo entre o deslocamento e a frequéncia em relacdo a velocidade da

antera (a) e em relacdo a liberagao dos graos de polen, mensurados em propor¢ao (b).
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Fonte: Autor (2022).

Notou-se também que a liberacdo de polen aumenta rapidamente com o aumento da
velocidade de pico quando os valores de frequéncia estdo aproximadamente abaixo de 400 Hz,
e valores de deslocamento entdo em torno de 100 um. Tais valores correspondem tipicamente
aos intervalos de vibracdo produzidos por abelhas observados experimentalmente em outros
estudos (PRITCHARD & VALLEJO-MARIN, 2020; KING & BUCHMANN, 2003). Além
disso, tal resultado estd de acordo com os achados empiricos que mostraram que quanto maior
a abelha e sua capacidade de produzir grandes vibragdes (medidas em deslocamento), maior é
a liberagdo de poélen (DE LUCA et al., 2013). Outro resultado de validagcao importante € o fato
de que nosso modelo prevé que a quantidade total de graos de polen disponivel em uma tinica
visita ndo ¢ a quantidade total de graos do sistema. Na literatura tem-se que abelhas Bombus
impatiens removem em média 57,8% do total de graos de pdlen na primeira visita em flor de

tomate e 68,3% nas primeiras quatro visitas (NUNES-SILVA ET AL., 2013).

3.3 ESTUDO DOS COMPONENTES VIBRACIONAIS
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Ao analisar o primeiro momento de fixagdo e oscilagdo dos parametros explicados

anteriormente, pode ser visto um interessante comportamento da liberagao de polen. A variagao

dos valores de frequéncia, deslocamento ou aceleragdo ndo influenciou significativamente na

liberagdo de polen quando a velocidade aplicada a antera foi tida como fixa (0,04 m/s). Tal

comportamento pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 - Comportamento de liberagdo de pdlen em situacdes de velocidade constante
(0,04 m/s) e frequéncia (f [Hz]), deslocamento (DA, ) € aceleragdo (ay;c,) variaveis.

=TT T T ST T T T - T T T T
< — V., =0.04ms — V., =0.04ms — V., =004ms
-‘3 10°" ) 1 ' T v —osms ]
D pmce
S L 1 L 1 L i
'j 5 WA"‘N}M "'v*\\_.\_m';u)u_n;w' o, i
g 10 10 W T N
o
= s | | | L | I | | 1

500 1000 1500 20 25 30 35 40 64 128, 192
f [Hz] DApico [Wm] Ao [m/s ]

Fonte: Autor (2022).

Ja na Figura 6 € possivel perceber um comportamento diferente em relagdo a liberagao

de polen quando a velocidade de vibracdo se torna varidvel e os componentes de frequéncia,

deslocamento e aceleracdo sdo tidos como fixos. Neste caso, observa-se relagdes quadraticas

entre a velocidade de vibracdo e a liberacao de polen quando a frequéncia e o deslocamento

sdo parametros fixos, bem como uma relagdo linear entre a liberagdo de polen e velocidade

quando a aceleracdo ¢ um parametro fixo. Assim, observa-se que com o aumento da velocidade,

a liberagdo de polen também aumenta, demonstrando que o componente vibracional de maior

influéncia na liberagao de graos de pdlen ¢ a velocidade.
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Figura 6 - Comportamento de liberagao de polen em situagdes de velocidade variavel

(Vpico), frequéncia fixa (f = 325 Hz), deslocamento fixo DAy, = 30 pm) e

aceleragdo fixa (@, = 150 m/s?).
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Fonte: Autor (2022).

4 DISCUSSAO

Com tal resultado apresentado, foi possivel reproduzir o comportamento de polinizagdo
por vibragao a partir do uso dos modelos matematicos de bilhar. Complementar a tal fato, foi
possivel também validar de forma proveitosa o modelo a partir do uso de dados ja existentes
na literatura sobre a liberacio de polen em anteras poricidas. E importante ressaltar também
que tais resultados foram obtidos a partir de um modelo de bilhar bidimensional, que ¢ uma
projecdo da antera poricida tridimensional, a qual leva em consideracdo toda a dinamica
relevante do sistema real. Considerando a boa concordancia entre os resultados do modelo de
bilhar com os dados experimentais, podemos confirmar que a dimensdo negligenciada ao
produzir o modelo bidimensional da antera ndo afeta a dindmica do sistema, resultando que a
polinizagdo por vibracdo pode ser suficientemente caracterizada a partir de tal modelo. Isso
destaca também a simplicidade do modelo que ao prever os padrdes de polinizagdo encontrados
na natureza de forma fideigna e com uma demanada computacional relativamente baixa, se
mostra uma abordagem elegante para estudar tal comportamento.

Outro ponto a se destacar ¢ relacionado a quantidade de polen disponivel em cada visita,
ja que nosso modelo mostrou resultados similares aos encontrados na natureza. A
indisponibilidade da carga total de polen na primeira visita, e a alta variagdo de liberagdo de
polen de acordo com o valor das propriedades vibracionais naturais produzidas pelas abelhas
podem ter importantes consequéncias tanto ecoldgicas quanto evolutivas para flores com

anteras poricidas. Primeiro, ao dividir a carga total de polen para diferentes abelhas, tais flores
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otimizam a dispersao de polen ao evitar o desperdicio e promover uma maior diversificacao de
visitantes (HARDER & BARCLAY, 1994). Em segundo lugar, a variabilidade na liberacao de
poélen sugere que a maior oportunidade de liberagdo e consequentemente sele¢do de
polinizadores ocorre exatamente dentro da faixa das propriedades vibracionais produzidas
pelas abelhas. Portanto, qualquer caracteristica da antera poricida que interfira diretamente na
liberacdo de polen dentro de tal faixa pode evoluir por sele¢cdo natural.

Por fim, a informag¢do de que a velocidade ¢ o componente vibracional que influencia
a liberagdo dos graos de pdlen, quando comparado aos outros componentes, possibilitou o
entendimento de tal mecanismo de liberacdo de pdlen a partir de outro angulo. O gargalo
experimental em captar e analisar os componentes vibracionais produzidos pelas abelhas e seu
movimento dentro das anteras ¢ um grande dificultador do entendimento do processo de
polinizagdo por vibragdo. Além disso, a captagdo empirica da velocidade de vibragdo demanda
o uso de equipamentos caros em um processo, muitas vezes custoso ¢ complexo. Finalmente,
a simplificagdo que nosso modelo oferece em operar € modular tais componentes vibracionais
¢ de suma importancia no entendimento dos mesmos ¢ em suas respectivas importancias na

liberacao dos graos de polen.

5 CONCLUSAO

Neste trabalho, mostramos que o modelo de bilhar pode ser utilizado para estudar a
poliniza¢do por vibragdo. Futuramente, o desenvolvimento de modelos mais complexos
partindo deste modelo retangular, como modelos de anteras conicas e falciformes, poderao
melhorar ainda mais o entendimento da liberagdo de pdlen em anteras poricidas que sao
polinizadas por vibragdo e entender como as diversas morfologias de antera encontradas na

natureza afetam o processo de liberagcdo de polen por vibragao.
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