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RESUMO 

 

Neste trabalho descrevemos a polinização por vibração através de um modelo 

matemático conhecido como modelo de bilhar. Para tal, utilizamos o formalismo de tais 

modelos aliado à uma aproximação da morfologia das anteras de Solanum lycopersicum e aos 

dados de vibração registrados para abelhas Bombus terrestris. Consideramos um modelo 

retangular com um escape em sua parede superior, o qual sofre oscilações em suas paredes 

laterais descritas pelas propriedades de vibração de B. terrestris. Dentro de tal modelo, 

consideramos os grãos de pólen como partículas não interagentes que podem sair através do 

poro. Assim, avaliamos nosso modelo a partir de dados teóricos e empíricos para polinização 

por vibração presentes na literatura. A partir de nosso modelo, conseguimos reproduzir os 

padrões de vibração e liberação de pólen encontrados na natureza. Com tal resultado, pudemos 

desvendar que o componente vibracional de maior influência na liberação de pólen é a 

velocidade. Tal resultado é um importante achado visto a dificuldade de analisar o 

comportamento dos grãos de pólen dentro da antera a partir da vibração da abelha. Além disso, 

destaca-se também a simplificação no estudo dos componentes vibracionais que nosso modelo 

proporciona. 

 

Palavras-chave: Polinização por vibração. Anteras poricidas. Liberação de pólen. 

Modelo de bilhar. 
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ABSTRACT 

 

In this work, we describe buzz pollination through a mathematical model known as 

billiard model. To this end, we used the formalism of such models combined with an 

approximation of the morphology of the anthers of Solanum lycopersicum and the vibration 

data recorded for Bombus terrestris bees. Thus, we consider a rectangular model with an escape 

in its upper wall, which undergoes oscillations in its sidewalls, which are described by the 

vibration properties of B. terrestris. Within such a model, we consider pollen grains as non-

interacting particles that can escape through the pore. We evaluated our model based on 

theoretical and empirical data for buzz pollination present in the literature. From our model, 

we were able to reproduce the patterns of vibration and pollen release found in nature. With 

this result, we were able to discover that the vibrational component with the greatest influence 

on pollen release is velocity. This result is an important finding given the difficulty in analyzing 

the behavior of pollen grains inside the anther from the vibration of the bee. In addition, it also 

highlighted the simplification in the study of the vibrational components that our model 

provides. 

 

Keywords: Buzz pollination. Poricidal anthers. Pollen release. Mathematical billiards. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Aproximadamente 78% das angiospermas de zonas temperadas e 94% das 

angiospermas de comunidades tropicais são polinizadas por animais (JOHNSON, LINDER & 

STEINER, 1998; RENNER, 1998). Além da importância dos polinizadores para o 

estabelecimento das angiospermas, o processo de polinização biótica é considerado a forma 

mais efetiva de otimizar a reprodução sexuada das plantas (REGAL, 1977; CREPET, 1984; 

MULCAHY, 1979). Dentro deste escopo, é possível destacar as abelhas como principais 

polinizadores, constituindo, o táxon mais frequente em comunidades de plantas do mundo todo 

(OLLERTON, 2017). 

Das mais de 20 mil espécies de abelhas, a grande maioria possui uma alimentação 

exclusiva de recursos florais (DANFORTH ET. AL., 2013; MICHENER, 2000). Além de 

servirem como fonte de alimento, esses recursos também são utilizados na construção de 

células de cria, construção de ninhos e no comportamento reprodutivo (VAUDO ET AL, 2015; 

VOGEL, 1969; CANE, 1983; DODSON, 1969). Tais inúmeros tipos de exploração de recursos 

florais variados se devem à diversidade morfológica e comportamental dos diferentes táxons 

de abelhas (DANFORTH, 2007). Muitas vezes, a coleta de recursos requer atributos 

morfológicos ou comportamentais ajustados à morfologia floral, o que resultou em interações 

específicas entre plantas e abelhas (SCHLUTER, 2000). Nesse contexto, surgiram adaptações 

recíprocas entre plantas e polinizadores otimizando a coleta de recursos e, eventualmente a 

polinização (WASER & OLLERTON, 2006). 

Um exemplo deste processo é a polinização por vibração (buzz pollination) em que as 

abelhas utilizam a vibração para remover e coletar o pólen das flores e, incidentalmente, 

fertilizá-las (BUCHMANN, 1983; MICHENER, 1962). Este comportamento teria 

originalmente a função de termorregulação nas abelhas da mesma forma em que é visto em 

outros grupos de insetos (HEINRICH, 1974). Contudo, ao  longo do tempo, este 

comportamento teria sofrido modificações em sua função, as quais levaram as abelhas a utilizá-

lo para a vibração das flores (BUCHMANN, 1985). Com isso, a capacidade de capturar mais 

pólen pela vibração em comparação com a manipulação das anteras, fez com que o 

comportamento de coleta por vibração evoluísse em vários grupos de abelhas (WILLMER, 

2011). A polinização por vibração é vista em sete famílias e mais de cinquenta gêneros de 

abelhas (THORP, 2000). Para algumas espécies de abelhas, a capacidade de vibração durante 

as visitas é tida como um comportamento inato (KING, 1993). Apesar disso, é provável a 
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existência de um componente de aprendizado que melhora a coleta ao passo que a abelha repete 

este comportamento, principalmente no início da vida adulta (LAVERTY, 1980). 

Comportamentos como o voo, termogênese, comunicação, polinização e defesa possuem 

diferentes mecanismos de contração dos músculos na geração de tais movimentos 

(PRITCHARD & VALLEJO-MARÍN, 2020; VALLEJO-MARÍN, 2022). No contexto do 

comportamento de retirada de pólen, a vibração ocorre através de um mecanismo de 

contração dos músculos torácicos da abelha (HRNCIR ET. AL., 2008; KING, BUCHMANN, 

SPANGLER, 1996; SWITZER ET. AL., 2019). Assim, ao se agarrar às estruturas florais e 

contrair seus músculos torácicos, a abelha transmite uma vibração para a flor através do 

contato físico direto (KING, 1993). Em consequência desta vibração, acredita-se que sejam 

produzidas forças centrífugas nos grãos de pólen, fazendo com que estes sejam expelidos 

pelo poro apical da antera (KING & BUCHMANN, 1996). Outros autores atribuem a saída 

do pólen pelo resultado das forças cinéticas, as quais são transmitidas pela vibração para o 

interior das anteras, gerando assim uma força de colisão elástica dos grãos de pólen, o que faz 

com que tais grãos sejam liberados (BUCHMANN & HURLEY, 1978). 

Com este comportamento particular de retirada ativa de pólen, a maioria das abelhas 

possuem uma pré-adaptação para a coleta de pólen em flores com estruturas morfológicas 

bastante especializadas (BUCHMANN, 1985; THORP, 2000). Cerca de 20 mil espécies de 

plantas possuem tais atributos, como apresentar pólen como recurso primário para o 

polinizador, sendo denominadas flores de pólen (WILLMER, 2011). A maioria apresenta 

anteras especializadas com deiscência apical possuindo pequenos poros ou fendas para a 

passagem do pólen (BUCHMANN, 1983; BUCHMANN & HURLEY, 1978). ). Dentre as 

plantas que possuem essas estruturas, destacam-se culturas alimentares importantes como 

tomate, berinjela, kiwi e que dependem primariamente do comportamento de vibração como 

serviço de polinização (DE LUCA & VALLEJO-MARÍN 2013; CORBET & HUANG, 2014; 

COOLEY & VALLEJO-MARÍN 2021). 

A literatura sobre a relação entre o comportamento de vibração e a liberação dos grãos 

de pólen mostra que as propriedades mecânicas da vibração são importantes para a liberação 

do pólen (DE LUCA & VALLEJO-MARÍN, 2013; VALLEJO-MARÍN, 2019). Tais estudos 

levam em consideração características como a frequência de vibração, o deslocamento, a 

velocidade, e a aceleração. Dentro deste escopo, destaca-se o modelo biomecânico de 

Buchmann & Hurley (1978), o qual utiliza conceitos de mecânica estatística para descrever a 

liberação de grãos de pólen em flores de tomate. Tal estudo foi pioneiro no uso de modelos 

para a compreensão da liberação de pólen. Contudo, realizar a modelagem a partir da mecânica 

estatística pode tornar o trabalho complexo e pouco reprodutível, principalmente ao utilizar 

uma abordagem de distribuições de probabilidade que não é tão trivial em muitos casos. Além 
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de sua alta complexidade, a ausência de fatores presentes na polinização por vibração traz 

limitações a tal modelo.  

Diante de tais fatos, apresentamos o uso dos modelos de bilhar como uma possível 

abordagem para a análise da liberação de pólen realizada pelo comportamento de vibração das 

abelhas. Tal modelo tem por objetivo simular a dinâmica dos grãos de pólen dentro da antera, 

trazendo o formalismo do modelo de bilhar à análise das características de vibração e suas 

respectivas influências no processo de liberação de pólen. Assim, tendo em vista os 

componentes vibracionais de deslocamento, velocidade, aceleração e frequência de vibração, 

pretendemos oferecer uma possível resposta sobre qual destes componentes possui uma maior 

influência na liberação dos grãos de pólen na polinização por vibração.  

 

2 METODOLOGIA 

 

Este trabalho foi estruturado para, inicialmente, desenvolver o modelo de bilhar para 

simular a dinâmica dos grãos de pólen usando parâmetros descritos na literatura. 

Posteriormente, validou-se o modelo e os resultados obtidos através de dados empíricos 

previamente publicados.  

Os modelos de bilhar são sistemas dinâmicos direcionados ao estudo de partículas 

adimensionais em função do tempo. Nesses modelos as partículas são pontos que podem ou 

não ter massa considerada, sem interação entre si e possuintes de movimento livre dentro do 

sistema (LOSKUTOV, RYABOV & LEONEL, 2010). Estas partículas se movem em linha 

reta com velocidade constante e reflexões especulares, ou seja, as partículas possuem apenas 

um ângulo de incidência e um ângulo de reflexão sendo estes iguais (CHERNOV & 

MARKARIAN, 2006). Além disso, a dinâmica destas partículas é completamente determinada 

pela propriedade de contorno do modelo (TABACHINIKOV, 2005). Por fim, também pode-se 

conjecturar em tais modelos a presença de uma região de escape, na qual a partícula evade após 

determinado número de colisões com as fronteiras (LEONEL & DETTMANN, 2012). 

Tais pressupostos exibem conformidade com o sistema de polinização por vibração em 

flores com anteras poricidas. Nesse caso, as partículas seriam os grãos de pólen, as fronteiras, 

seriam as paredes internas das anteras e a abertura arbitrária seria o poro apical da deiscência 

poricida. Com isso espera-se que os modelos de bilhar sejam úteis no estudo dos componentes 

vibracionais que influenciam o movimento do pólen dentro das anteras e a liberação dos grãos 

de pólen. 
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2.1 DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

 

Inicialmente definimos a geometria do modelo que descreve a antera poricida com base 

no modelo proposto por Buchmann & Hurley (1978), sendo esta retangular (Figura 1). Sabe-

se que as dimensões 𝑎, 𝑏, 𝑐 de uma antera poricida de Solanum lycopersicum L. (Solanaceae) 

são aproximadamente 𝑎 = 0,69 mm, 𝑏 = 5,07 mm e 𝑐 = 0,69 mm, bem como o tamanho do 

poro é ℎ = 0,22 mm (KARSBURG, 2009). No presente estudo, consideramos que as dimensões 

da antera, tanto 𝑎 quanto 𝑐 são pequenas quando comparados a 𝑏, resultando em uma 

abordagem da dinâmica dos grãos de pólen ao longo de um plano que despreza 𝑐, como 

mostrado na Figura 2. Isso é possível pois a dinâmica que nos importa neste trabalho ocorre 

pela projeção do movimento no plano bidimensional. Com isso, uma vez definida a geometria 

e o tamanho do bilhar que representa a morfologia da antera poricida, é iniciado o estudo das 

características biomecânicas envolvidas na retirada de pólen pela vibração realizada pelas 

abelhas. 

Figura 1 - Modelo esquemático de uma antera poricida, modificado de Buchmann & 

Hurley (1978), sendo a a largura, b a altura, c o comprimento e h o diâmetro do poro. 

Fonte: Autor (2022). 



11 

Neste modelo, utilizamos dados de vibração obtidos através de observações de abelhas 

Bombus terrestris Linnaeus, 1758 (Apidae)  (VALLEJO-MARÍN, 2019). Tais dados levam em 

consideração métricas de vibração como deslocamento, velocidade e aceleração. Dentro deste 

escopo de modelagem, um ponto importante é a descrição do comportamento de vibração 

gerado por tais abelhas a partir do ponto de vista físico. Em nossos estudos, foi possível 

perceber que as métricas de vibração podem ser descritas pela teoria dos batimentos, onde o 

deslocamento, a velocidade e a aceleração são relacionadas. Dessa forma, o comportamento de 

vibração é regido pela relação das métricas de vibração descritas matematicamente como: 

 𝑠𝑤(𝑡) =  𝜂[cos(𝜔1𝑡) + cos(𝜔2𝑡)], 

A:                             𝑣𝑤(𝑡) = − 𝜂[𝜔1 sen(𝜔1𝑡) + 𝜔2sen(𝜔2𝑡)],                              (1) 

𝑎𝑤(𝑡) = − 𝜂[𝜔1
2 cos(𝜔1𝑡) + 𝜔2

2 cos(𝜔2𝑡)], 

 

Nessa equação, 𝜂 é a metade do deslocamento de pico de vibração 𝐷𝐴𝑝𝑖𝑐𝑜 (m), 𝜔1 e 𝜔2 

(rad/s) são as frequências angulares das ondas e 𝑡 (s) é o tempo. 

Mediante tal descrição biomecânica da vibração floral, torna-se necessário a 

modelagem da dinâmica das partículas de grão de pólen dentro do modelo. Ao supor que tais 

partículas sempre iniciam seu movimento a partir da base da antera, tem-se que o início de seu 

movimento é dado pelo ângulo 𝛼𝑛, o qual é medido entre a trajetória do grão de pólen e uma 

linha tangente à borda do modelo, bem como pela velocidade da partícula dada por 𝑉𝑛 (Figura 

2).  
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Figura 2 - Modelo de bilhar adotado no presente estudo com exemplos de colisões 

sofridas por uma partícula. Sendo 𝛼𝑛 o ângulo de trajetória da partícula, 𝑉𝑛 a velocidade 

da partícula e 𝜙𝑛 o ângulo entre a colisão e a parede do bilhar. 

Fonte: Autor (2022). 

 

Na medida de velocidade, o índice 𝑛 representa a enésima colisão da partícula contra a 

parede da antera. Consideramos também a ausência de forças externas atuando dentro da 

antera, sendo assim, a partícula apresenta um movimento livre entre cada colisão no modelo. 

Levando em consideração as coordenadas retangulares presentes no modelo, a progressão do 

movimento das partículas é dada pela evolução de suas respectivas posições, sendo estas 

descritas pelas coordenadas 

                                          𝑋𝑝(𝑡) =  𝑋𝑛 + |𝑉⃗ 𝑛| cos(𝜇) [𝑡 − 𝑡𝑛]                                              (2)  
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                                          𝑌𝑝(𝑡) =  𝑌𝑛 + |𝑉⃗ 𝑛| sin(𝜇) [𝑡 − 𝑡𝑛]                                               (3) 

  

sendo 𝜇 = (𝛼𝑛 + 𝜙𝑛), onde 𝜙𝑛 = 0,
𝜋

2
, 𝜋, e 

3𝜋

2
, dependendo de qual parede do modelo a 

partícula atinge ou quando a partícula inicia seu movimento na base da antera. Cada partícula 

do sistema viaja ao longo de uma linha reta entre colisões sucessivas com a borda e a lei que 

rege o impacto das partículas com a borda é a lei de conservação do momento. Neste modelo, 

foi considerado que as vibrações produzidas pela abelha atuam apenas nas paredes verticais do 

sistema. Assim, quando a partícula atinge uma dessas paredes, sua velocidade pode aumentar 

ou diminuir de acordo com a velocidade da parede 𝑉⃗ 𝑤  no instante da colisão. Para obtermos a 

velocidade da parede, realizamos o cálculo da primeira derivada temporal do deslocamento, 

conforme indicado no conjunto das equações (1). Contudo, no caso da colisão entre partícula 

e parede ocorrer nas paredes horizontais do modelo, a velocidade da partícula não muda. Dentro 

desta etapa, ao utilizar a lei de conservação do momento, obtemos as equações (4) e (5) abaixo 

  

                                         𝑉⃗ 𝑛+1
′ ∗  𝑇⃗ 𝑛+1 =  𝜉𝑉⃗ 𝑛

′ ∗  𝑇⃗ 𝑛+1                                                   (4) 

                                        𝑉⃗ 𝑛+1
′ ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1 = −𝑘𝑉⃗ 𝑛

′ ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1                                               (5) 

 

onde 𝑇⃗ 𝑛+1 = cos(𝜙𝑛+1) 𝑖̂ +  sen(𝜙𝑛+1)𝑗 ̂ e 𝑁⃗⃗ 𝑛+1 = − sen(𝜙𝑛+1) 𝑖̂ +  cos(𝜙𝑛+1)𝑗̂ são os 

vetores unitários tangentes e normais, e 𝑉⃗ ′ representa a velocidade da partícula medida no 

referencial dado pela antera que é perturbado no tempo pelo movimento da abelha. Os 

coeficientes de restituição para as direções tangente e normal são dados por 𝜉, 𝑘 ∈ [0, 1], 

respectivamente. 

Após a colisão 𝑛 + 1, os componentes tangente e normal da velocidade se dão por 

 

𝑉⃗ 𝑛+1 ∗  𝑇⃗ 𝑛+1 = (1 −  𝜉)𝑉⃗ 𝑤 ∗  𝑇⃗ 𝑛+1 +  𝜉𝑉⃗ 𝑛 ∗  𝑇⃗ 𝑛+1                                 (6) 

𝑉⃗ 𝑛+1 ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1 = (1 + 𝑘 )𝑉⃗ 𝑤 ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1 − 𝑘𝑉⃗ 𝑛 ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1                                (7) 
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onde 𝑉⃗ 𝑤 = 𝑉⃗ 𝑤(𝑡𝑛+1)[cos(𝜃𝑛+1) 𝑖̂ +  sen(𝜃𝑛+1)𝑗̂] é a velocidade da parede no tempo 𝑡𝑛+1. 

Assim, a velocidade da partícula após a colisão 𝑛 + 1 se dá por  

 

|𝑉⃗ 𝑛+1| =  √[𝑉⃗ 𝑛+1 ∗  𝑇⃗ 𝑛+1]2 + [𝑉⃗ 𝑛+1 ∗  𝑁⃗⃗ 𝑛+1]2                                 (8) 

 

enquanto o ângulo de reflexão 𝛼𝑛+1 é escrito como 

 

𝛼𝑛+1 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 [
[𝑉⃗⃗ 𝑛+1∗ 𝑁⃗⃗ 𝑛+1

𝑉⃗⃗ 𝑛+1∗ 𝑇⃗ 𝑛+1
]                                                   (9) 

 

 Mesmo com a construção das equações de movimento de forma genérica, as 

simulações feitas consideraram todas as colisões das partículas onde a borda é elástica, ou seja, 

𝜉 = 𝑘 = 1. A Figura 2 mostra um esboço da evolução de uma partícula no modelo de bilhar 

como descrito aqui. 

 

2.2 VALIDAÇÃO DO MODELO 

 

A fim de validar a abordagem descrita anteriormente, analisamos estatisticamente o 

escape de partículas através do poro na extremidade superior do bilhar. Para tal, consideramos 

a escala de frequências e deslocamentos avaliados na liberação de pólen em Solanum 

lycopersicum, por meio de observações empíricas (ROSI-DENADAI et al., 2020). Uma flor de 

S. lycopersicum tem cerca de 3𝑥105 grãos de pólen dentro da antera, e dessa forma, 

consideramos um conjunto de N = 3𝑥106 partículas não interagentes dentro de nosso modelo 

de modo a representar os grãos de pólen.  

Tais partículas foram lançadas da base do bilhar com posição aleatória na base e 𝛼0 ∈

[0, 𝜋]. Consideramos que cada partícula inicia o movimento com a máxima velocidade da 

parede em magnitude, a saber, 𝑉0 = |𝑉⃗ 𝑤
𝑚𝑎𝑥| ≈  𝜂(𝜔1 + 𝜔2) , onde 𝜔1 e 𝜔2 são a frequência 

angular do batimento. Também consideramos a escala de vibração da abelha, de forma que 
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cada partícula do conjunto se movimenta dentro do modelo por no máximo 0,5 s se não escapar 

antes. Tal quantidade de tempo representa, em média, a duração da visita floral de uma abelha 

em uma flor típica de polinização por vibração (VALLEJO-MARÍN, 2019).  

A partir disso, estudamos o comportamento da velocidade experimentada pela antera 

ao relacioná-la com o deslocamento e a frequência das abelhas. Analisamos também o 

comportamento de liberação de pólen em relação ao deslocamento e frequência aplicados na 

polinização por vibração a fim de corroborar com os resultados presentes na literatura. 

 

2.3 ESTUDO DOS COMPONENTES VIBRACIONAIS 

 

A partir do desenvolvimento e validação do modelo, estudamos o comportamento de 

escape das partículas, a fim de oferecer uma possível resposta sobre qual seria o componente 

vibracional de maior influência na liberação de grãos de pólen. Dessa forma, o comportamento 

de escape foi analisado a partir da fixação e variação dos parâmetros biomecânicos da vibração. 

Em um primeiro momento foi fixado o parâmetro de velocidade de pico da antera, 

enquanto os parâmetros de frequência, deslocamento e aceleração foram analisados em suas 

respectivas oscilações. Em um segundo momento criamos três situações em que foram fixados 

a frequência, o deslocamento e a aceleração respectivamente em cada uma das circunstâncias, 

ao passo que neste momento a velocidade de pico foi analisada livremente.  

 

3 RESULTADOS 

 

3.1 DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

 

 A fim de reproduzir o comportamento da vibração das abelhas a partir da teoria dos 

batimentos, foram utilizados valores disponíveis na literatura (η = 1 μm, 𝜔1 = 2513,27 rad/s e 

𝜔2 = 2450,44 rad/s) dentro das equações (1) (VALLEJO-MARÍN, 2019). Dessa forma foram 

plotados os comportamentos dos parâmetros de deslocamento, velocidade e aceleração da 

vibração na Figura 3.  
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Figura 3 - Reprodução dos parâmetros de vibração a partir da teoria dos batimentos. O 

eixo horizontal representa o tempo em segundos, enquanto cada um dos eixos verticais 

simbolizam o deslocamento (a), a velocidade (b) e a aceleração (c). 

Fonte: Autor (2022). 

Tal plotagem resultou na similar reprodução visual do comportamento de vibração 

observado na natureza (VALLEJO-MARÍN, 2019). Assim, conseguimos representar de forma 

crucial o comportamento de polinização por vibração a partir da teoria dos batimentos. 

 

3.2 VALIDAÇÃO DO MODELO 

 

Em relação ao estudo da velocidade da antera e liberação de pólen, as Figuras 4(a) e 

4(b) mostram o valor da velocidade máxima da parede em magnitude (velocidade de pico 𝑉𝑝𝑖𝑐𝑜) 

experimentada pela antera, e a proporção de grãos de pólen liberada considerando diferentes 

combinações de pares de frequência e deslocamento. Uma proporção de liberação de pólen 

igual a 1 indica que todo o conjunto de partículas escaparam pelo poro. Diante de tais gráficos, 

pode-se observar que o comportamento das partículas que escapam a partir deste modelo 

fornece uma boa aproximação para a topologia das curvas experimentais já observadas em 



17 

outro estudo (ROSI-DENADAI et al., 2020). Além disso, como se pode ver, regiões de altos 

valores de 𝑉𝑝𝑖𝑐𝑜 estão relacionadas a regiões de altas proporções de liberação de pólen.  

 

Figura 4 – Relação entre o deslocamento e a frequência em relação à velocidade da 

antera (a) e em relação à liberação dos grãos de pólen, mensurados em proporção (b). 

Fonte: Autor (2022). 

Notou-se também que a liberação de pólen aumenta rapidamente com o aumento da 

velocidade de pico quando os valores de frequência  estão aproximadamente abaixo de 400 Hz, 

e valores de deslocamento então em torno de 100 μm. Tais valores correspondem tipicamente 

aos intervalos de vibração produzidos por abelhas observados experimentalmente em outros 

estudos (PRITCHARD & VALLEJO-MARÍN, 2020; KING & BUCHMANN, 2003). Além 

disso, tal resultado está de acordo com os achados empíricos que mostraram que quanto maior 

a abelha e sua capacidade de produzir grandes vibrações (medidas em deslocamento), maior é 

a liberação de pólen (DE LUCA et al., 2013). Outro resultado de validação importante é o fato 

de que nosso modelo prevê que a quantidade total de grãos de pólen disponível em uma única 

visita não é a quantidade total de grãos do sistema. Na literatura tem-se que abelhas Bombus 

impatiens removem em média 57,8% do total de grãos de pólen na primeira visita em flor de 

tomate e 68,3% nas primeiras quatro visitas (NUNES-SILVA ET AL., 2013).  

 

 

3.3 ESTUDO DOS COMPONENTES VIBRACIONAIS 
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Ao analisar o primeiro momento de fixação e oscilação dos parâmetros explicados 

anteriormente, pode ser visto um interessante comportamento da liberação de pólen. A variação 

dos valores de frequência, deslocamento ou aceleração não influenciou significativamente na 

liberação de pólen quando a velocidade aplicada à antera foi tida como fixa (0,04 m/s). Tal 

comportamento pode ser visto na Figura 5.  

 

Figura 5 - Comportamento de liberação de pólen em situações de velocidade constante 

(0,04 m/s) e frequência (f [Hz]), deslocamento (𝐷𝐴𝑝𝑖𝑐𝑜) e aceleração (𝑎𝑝𝑖𝑐𝑜) variáveis. 

Fonte: Autor (2022). 

Já na Figura 6 é possível perceber um comportamento diferente em relação à liberação 

de pólen quando a velocidade de vibração se torna variável e os componentes de frequência, 

deslocamento e aceleração são tidos como fixos. Neste caso, observa-se relações quadráticas 

entre a velocidade de vibração e a liberação de pólen quando a frequência e o deslocamento 

são parâmetros fixos, bem como uma relação linear entre a liberação de pólen e velocidade 

quando a aceleração é um parâmetro fixo. Assim, observa-se que com o aumento da velocidade, 

a liberação de pólen também aumenta, demonstrando que o componente vibracional de maior 

influência na liberação de grãos de pólen é a velocidade. 
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Figura 6 - Comportamento de liberação de pólen em situações de velocidade variável 

(𝑉𝑝𝑖𝑐𝑜), frequência fixa (f = 325 Hz), deslocamento fixo 𝐷𝐴𝑝𝑖𝑐𝑜 = 30 µ𝑚) e 

aceleração fixa (𝑎𝑝𝑖𝑐𝑜 = 150 𝑚/𝑠2). 

 

Fonte: Autor (2022). 

4 DISCUSSÃO 

 

 Com tal resultado apresentado, foi possível reproduzir o comportamento de polinização 

por vibração a partir do uso dos modelos matemáticos de bilhar.  Complementar a tal fato, foi 

possível também validar de forma proveitosa o modelo a partir do uso de dados já existentes 

na literatura sobre a liberação de pólen em anteras poricidas. É importante ressaltar também 

que tais resultados foram obtidos a partir de um modelo de bilhar bidimensional, que é uma 

projeção da antera poricida tridimensional, a qual leva em consideração toda a dinâmica 

relevante do sistema real. Considerando a boa concordância entre os resultados do modelo de 

bilhar com os dados experimentais, podemos confirmar que a dimensão negligenciada ao 

produzir o modelo bidimensional da antera não afeta a dinâmica do sistema, resultando que a 

polinização por vibração pode ser suficientemente caracterizada a partir de tal modelo. Isso 

destaca também a simplicidade do modelo que ao prever os padrões de polinização encontrados 

na natureza de forma fideigna e com uma demanada computacional relativamente baixa, se 

mostra uma abordagem elegante para estudar tal comportamento. 

Outro ponto a se destacar é relacionado à quantidade de pólen disponível em cada visita, 

já que nosso modelo mostrou resultados similares aos encontrados na natureza. A 

indisponibilidade da carga total de pólen na primeira visita, e a alta variação de liberação de 

pólen de acordo com o valor das propriedades vibracionais naturais produzidas pelas abelhas 

podem ter importantes consequências tanto ecológicas quanto evolutivas para flores com 

anteras poricidas. Primeiro, ao dividir a carga total de pólen para diferentes abelhas, tais flores 

(c) (b) (a) 
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otimizam a dispersão de pólen ao evitar o desperdício e promover uma maior diversificação de 

visitantes (HARDER & BARCLAY, 1994). Em segundo lugar, a variabilidade na liberação de 

pólen sugere que a maior oportunidade de liberação e consequentemente seleção de 

polinizadores ocorre exatamente dentro da faixa das propriedades vibracionais produzidas 

pelas abelhas. Portanto, qualquer característica da antera poricida que interfira diretamente na 

liberação de pólen dentro de tal faixa pode evoluir por seleção natural. 

Por fim, a informação de que a velocidade é o componente vibracional que influencia 

a liberação dos grãos de pólen, quando comparado aos outros componentes, possibilitou o 

entendimento de tal mecanismo de liberação de pólen a partir de outro ângulo. O gargalo 

experimental em captar e analisar os componentes vibracionais produzidos pelas abelhas e seu 

movimento dentro das anteras é um grande dificultador do entendimento do processo de 

polinização por vibração. Além disso, a captação empírica da velocidade de vibração demanda 

o uso de equipamentos caros em um processo, muitas vezes custoso e complexo. Finalmente, 

a simplificação que nosso modelo oferece em operar e modular tais componentes vibracionais 

é de suma importância no entendimento dos mesmos e em suas respectivas importâncias na 

liberação dos grãos de pólen. 

 

5 CONCLUSÃO 

 

Neste trabalho, mostramos que o modelo de bilhar pode ser utilizado para estudar a 

polinização por vibração. Futuramente, o desenvolvimento de modelos mais complexos 

partindo deste modelo retangular, como modelos de anteras cônicas e falciformes, poderão 

melhorar ainda mais o entendimento da liberação de pólen em anteras poricidas que são 

polinizadas por vibração e entender como as diversas morfologias de antera encontradas na 

natureza afetam o processo de liberação de pólen por vibração.  
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