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Resumo

A vetorização da força de empuxo gerada pelos motores pode aumentar a manobrabili-

dade de veículos aéreos, possibilitando, por exemplo, pousos e decolagens verticais. Isso

ocorre pois torna-se possível controlar separadamente as dinâmicas de atitude e posição,

manipulando-se as magnitudes e as direções de tais forças. Então, adotando um sistema

de controle adequado é possível rastrear referências de posição mantendo-se uma atitude

constante ou alterar a atitude sem afetar a posição do veículo. Com esse propósito, pode se

adotar o controle preditivo baseado em modelo (Model-based Predictive Control Ű MPC),

uma vez que essa técnica é aplicável a sistemas com múltiplas entradas e saídas. No MPC,

a ação de controle é obtida resolvendo-se um Problema de Controle Ótimo (PCO), que

pode incluir restrições do sistema. Consequentemente, tem-se uma ação de controle ótima

que garante o respeito às restrições. Como desvantagem, a implementação de abordagens

convencionais de MPC tem um elevado custo computacional envolvido na resolução nu-

mérica do PCO. Isso pode inviabilizar a implementação dessa abordagem, sobretudo em

plantas de dinâmica rápida. Uma possibilidade para reduzir o custo computacional con-

siste em adotar estratégias de MPC explícito. Nesse tipo de estratégia divide-se o espaço

de estados em regiões nas quais a ação de controle ótimo é aĄm por partes. Então, durante

a operação, basta veriĄcar em que região do espaço de estados o sistema se encontra e

empregar a ação de controle correspondente. Neste contexto, o presente trabalho envolve

o emprego de uma abordagem de MPC explícito no controle de um bicóptero dotado de

vetorização da força de empuxo. Resultados de simulação e experimentais mostram que

a estratégia de controle, tanto adotando a implementação convencional quanto a explí-

cita, foi capaz de rastrear as referências com eliminação do erro em regime estacionário e

respeito às restrições de entrada. Cabe salientar que, para eliminação de tal erro, foram

adotadas diferentes técnicas. No caso particular do MPC considerou-se uma perturbação

constante de saída, que foi estimada por um observador de estados. Essa técnica permite

compensar eventuais descasamentos de modelo que, em regime permanente, se compor-

tem como perturbação constante de saída. Para avaliar o custo computacional envolvido,

mediu-se o tempo para calcular a ação de controle resolvendo-se o PCO numericamente

e empregando a abordagem explícita. Observou-se que não houve uma redução no tempo

médio para o MPC explícito. Por outro lado, tal abordagem proporcionou um tempo

computacional mais uniforme ao longo da operação.

Palavras-chave: Controle preditivo, tratamento de restrições, programação multipara-

métrica, bicóptero, vetorização da força de empuxo.



Abstract

Vectoring the thrust generated by engines can increase the maneuverability of aircrafts en-

abling, for example, vertical takeoffs and landings. By adopting such strategy, it becomes

possible to control separately attitude and position dynamics by manipulating the magni-

tudes and directions of the thrust forces. Thus, with a proper control system, it is possible

to track position references while maintaining a constant attitude or to change the vehi-

cleŠs attitude without affecting its position. In particular, Model-based Predictive Control

(MPC) can be used for this purpose, as this technique applies to systems with multiple in-

puts and outputs. In MPC, the control input is determined by solving an Optimal Control

Problem (OCP), which often include system constraints. Consequently, it is obtained an

optimal control input which enforce constraint satisfaction. As a drawback, conventional

MPC strategies can require a high computational cost to solve the OCP. This can pre-

vent the implementation of an MPC controller, especially for fast dynamic systems. An

alternative to reduce the computational cost is employ an explicit MPC. In this technique,

the state space is partitioned in regions in which the optimal control action is piecewise

affine. Thus, during operation, the optimal control input is calculated determining which

region contains the current state and then applying the associated control law. In this con-

text, work presents the implementation of an explicit MPC approach to control a bicopter

equipped with a thrust vectoring mechanism. Simulations and experimental results show

that the control strategy was able to track reference without steady state error with proper

enforcement of input constraints in both conventional and explicit implementations. For

this purpose, the MPC was designed considering a constant output disturbance, which was

estimated by means of an observer. This technique allows compensating for model mis-

matches that acts similar to constant output disturbance in a steady-state. To evaluate the

associated computational costs, the time to compute the control action by solving the OPC

numerically and using the explicit approach was measured. It was found that the average

time for the explicit MPC was not reduced. On the other hand, such approach provided a

more uniform computation time throughout the operation.

KEYWORDS: Predictive control, constraint handling, multiparametric programming,

bicopter, thrust force vectoring.
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1 Introdução

Nos últimos anos Veículos Aéreos Não Tripulados (VANTs) vem sendo cada vez

mais utilizados devido sua versatilidade em executar diferentes tarefas, por exemplo, mo-

nitoramento de lavouras e linhas elétricas, patrulhamento de fronteiras e prevenção de

incêndios (VALAVANIS, 2007). A instabilidade é característica da dinâmica em malha

aberta deste tipo de veiculo. A estabilização pode ser obtida ao implementar um con-

trole em malha fechada (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994). O projeto de

controladores para VANTs é estudado com frequência na literatura especializada (LEE;

KIM; SASTRY, 2009; ALEXIS; NIKOLAKOPOULOS; TZES, 2011; SRIDHAR et al.,

2019). Concomitantemente foram desenvolvidos equipamentos de laboratório para valida-

ção desse tipo de controlador (BOUABDALLAH; NOTH; SIEGWART, 2004; MARQUES,

2018). Por exemplo, a bancada mostrada na Figura 1 foi desenvolvida em Marques (2018)

no Laboratório de Aeronaves Autônomas da UFU/FEMEC. Nessa bancada, o braço me-

cânico 2 Ű 3 é empregado para limitar o movimento do quadricóptero 4 em torno da base

1 . Mais ainda, a atitude do veículo pode variar livremente pois uma junta esférica é utili-

zada para Ąxação do VANT. Esse sistema foi empregado com sucesso para implementação

de um controlador para manter a aeronave em voo pairado.

Figura 1 Ű Equipamento de laboratório para validação de leis de controle em quadricóp-
tero (MARQUES, 2018).

O acoplamento entre as dinâmicas de atitude e posição de quadricópteros com

rotores em Ąxos é um obstaculo no projeto de controladores. Devido essa característica

não é possível controlar tais dinâmicas independentemente. Isso se deve ao fato de que há



Capítulo 1. Introdução 16

menos variáveis de entrada do que graus de liberdade, tratando-se de um sistema subatu-

ado (BADR; MEHREZ; KABEEL, 2016). A subatuação também é observada em VANTs

como bicópteros, tricópteros e hexacópteros. Uma técnica para eliminar esse problema

consiste em mudar o ângulo de inclinação das hélices, como é realizado em helicópteros

convencionais (CUTLER et al., 2011). Alternativamente pode-se orientar a força de em-

puxo gerada pelos rotores (RYLL; BÜLTHOFF; GIORDANO, 2012). Isso é realizado por

meio de um mecanismo de vetorização que rotaciona o rotor com respeito ao braço do

VANT, como ilustrado na Figura 2 para rotação lateral do rotor. Como resultado, pode-se

desacoplar as dinâmicas de atitude e posição. Então, torna-se possível rastrear referências

de posição mantendo-se um atitude constante ou alterar a atitude sem afetar a posição

do veículo. Essa estratégia de empuxo vetorial já foi empregada com sucesso em diferen-

tes tipos de veículos (RYLL; BÜLTHOFF; GIORDANO, 2012; KENDOUL; FANTONI;

LOZANO, 2006; SERVAIS; DŠANDRÉA-NOVEL; MOUNIER, 2015).

Figura 2 Ű Mecanismo de vetorização lateral da força de empuxo (RYLL; BÜLTHOFF;
GIORDANO, 2012)

O desenvolvimento do mecanismo de vetorização pode se mostrar uma tarefa com-

plexa. Deve-se projetar o conjunto mecânico de modo que não haja colisões da hélice com o

corpo do VANT. Mais ainda, o movimento do rotor introduz não linearidades na dinâmica

do veículo devido ao efeito giroscópico (ROSKAM, 1979). Uma complexidade adicional é

a saturação da entrada da planta causada por uma excursão tipicamente pequena permi-

tida para o ângulo do rotor. A presença de restrições e a existência de múltiplas entradas

e saídas motiva o emprego de técnicas de controle mais avançadas para o controle de ae-

ronaves com empuxo vetorial. Por exemplo, pode-se adotar o controle preditivo baseado

em modelo (Model-based Predictive Control - MPC).

A estratégia de controle preditivo foi inicialmente empregada em problemas de

controle ligados a processos químicos e de reĄno de petróleo (QIN; BADGWELL, 2003).
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Os primeiros algoritmos de controle foram desenvolvidos por volta do Ąm da década de

70 (RICHALET et al., 1978) e início da década de 80 (CUTLER; RAMAKER, 1980).

Atualmente, controladores preditivos e suas derivações podem ser encontrados nas mais

diversas áreas, como, sistemas biomédicos (PERCIVAL et al., 2011; LI; HADDAD, 2013),

aeronáuticos (CHAO et al., 2011), automotivos (FALCONE et al., 2008; DEL RE et al.,

2010) e sistemas de irrigação (NEGENBORN et al., 2009).

Algumas características inerentes ao MPC contribuíram para a sua rápida difusão

em aplicações de controle. Por exemplo, o MPC pode ser empregado em sistemas de

ordem elevada, com atraso de transporte e sujeito a restrições (MACIEJOWSKI, 2002).

Outra característica importante é a possibilidade de incluir de forma implícita diferentes

tipos de restrições, sejam físicas ou operacionais, na formulação do problema de controle

(MACIEJOWSKI, 2002).

Em um MPC, as ações de controle são calculadas minimizando-se uma função de

custo ou índice de desempenho considerando as restrições do processo e uma predição

do comportamento do sistema, obtida a partir de um modelo. Tal predição é realizada

ao longo de um horizonte Ąnito de tempo de 𝑁 instantes de amostragem, denominado

horizonte de predição. Já as ações de controle são calculadas para um intervalo de 𝑀

instantes de amostragem, conhecido como horizonte de controle. A otimização é realizada

a cada instante de amostragem a partir das informações provenientes dos sensores.

O comportamento geral de controladores preditivos pode ser caracterizado em

função da evolução das grandezas de entrada e saída, conforme ilustrado na Figura 3.

Supondo um sistema com entradas 𝑢 ∈ R
𝑝 e saídas 𝑦 ∈ R

𝑞, em resumo, três passos

são realizados na implementação de um MPC. Mais precisamente,

1. No instante de amostragem 𝑘, as saídas futuras são estimadas, com base no modelo

da planta ao longo de um horizonte de predição de 𝑁 instantes de amostragem. As

saídas preditas, representadas por 𝑦(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 ⊗ 1, dependem de

valores futuros de controle, representados por �̂�(𝑘+ 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀 ⊗ 1, sendo

𝑀 ⊘ 𝑁 e também das saídas atuais 𝑦(𝑘), que são obtidas a partir dos sensores.

2. A sequência de valores futuros das entradas é determinada resolvendo-se um pro-

blema de otimização com restrições.

3. O primeiro elemento da sequência de controle ótima é aplicado à planta. No próximo

instante de amostragem, 𝑘 + 1, retorna-se ao passo 1 utilizando novas informações

provenientes dos sensores. Note que, em 𝑘 + 1, o horizonte de predição vai até

𝑘+𝑁+1. Este procedimento é repetido em toda amostragem, caracterizando assim

o procedimento conhecido como horizonte retrocedente (ROSSITER, 2003).
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• No Capítulo 2 apresentar-se-ão descrições sobre a bancada do bicóptero e do modelo

adotado para projeto do controlador.

• No Capítulo 3 descrever-se-á a formulação de controle preditivo adotada, técnicas

para garantia de obtenção de erro de regime nulo e a reformulação do problema de

controle utilizando programação multiparamétrica;

• No Capítulo 4 expor-se-ão os resultados obtidos por meio de simulação compu-

tacional como também os resultados de implementação da estrategia proposta na

bancada do bicóptero;

• No Capítulo 5 apresentar-se-ão as conclusões do trabalho.
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Figura 9 Ű Foto de um controlador eletrônico de velocidade utilizado no trabalho.

Figura 10 Ű Ilustração do mecanismo de inclinação dos conjuntos propulsivos (SILVA;
ASSIS; MARQUES, 2021).

2.1 Modelagem do sistema

Para projetar um sistema de controle que atenda a tarefa descrita anteriormente,

consideram-se os ângulos de equilíbrio 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃4 = 0 rad, com as entradas de equilíbrio

associadas Ð̄1 = Ð̄2 = 0 rad e 𝐹 = 𝐹1 = 𝐹2 = (𝑚2 + 𝑚3 + 𝑚4 ⊗ 𝑚𝑐𝑝)𝑔/2, em que 𝑚2 =

0,15 kg, 𝑚3 = 0,12 kg, 𝑚4 = 0,56 kg e 𝑚𝑐𝑝 = 0,48 kg são as massas dos elementos 2, 3, do

bicóptero e do contra-peso, respectivamente, e 𝑔 = 9,81 m/s2 é a aceleração gravitacional.

Então, modela-se a dinâmica do sistema com base em Marques (2018), considerando

um bicóptero com vetorização longitudinal da força de empuxo. Mais precisamente, a

dinâmica dos graus de liberdade 𝜃1, 𝜃2 e 𝜃4 pode ser representada por meio do seguinte
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conjunto de modelos no espaço de estados:

�̇�1(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

0 ⊗Û1

𝐼𝑍𝑗0

⋂︀

⋀︀𝑥1(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0

𝑙2𝐹1

𝐼𝑍𝑗0

⊗𝑙2𝐹2

𝐼𝑍𝑗0

⋂︀

⋀︀𝑢1(𝑡)

𝑦1(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥1(𝑡) (2.1)

�̇�2(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

0 ⊗Û2

𝐼𝑍𝑗1

⋂︀

⋀︀𝑥2(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0
𝑙2

𝐼𝑍𝑗1

𝑙2
𝐼𝑍𝑗1

⋂︀

⋀︀𝑢2(𝑡)

𝑦2(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥2(𝑡) (2.2)

�̇�4(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

⊗Ò4

𝐼𝑍𝑝

⊗Û4

𝐼𝑍𝑝

⋂︀

⋀︀𝑥4(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0
𝑏1

𝐼𝑍𝑝

⊗𝑏2

𝐼𝑍𝑝

⋂︀

⋀︀𝑢4(𝑡)

𝑦4(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥4(𝑡) (2.3)

em que 𝑥1 = [𝜃1 𝜃1]
𝑇 , 𝑥2 = [𝜃2 𝜃2]

𝑇 , 𝑥4 = [𝜃4 𝜃4]
𝑇 são os estados, 𝑢1 = [Ð1 Ð2]

𝑇 e

𝑢2 = 𝑢4 = [𝐹1 𝐹2]
𝑇 são as entradas e 𝑦1 = 𝜃1, 𝑦2 = 𝜃2, 𝑦4 = 𝜃4 são as saídas. O

símbolo Ş~Ť indica valores relativos aos valores de equilíbrio. Os valores e as descrições

das constantes encontram-se na Tabela 1.

Tabela 1 Ű Descrição dos parâmetros do modelo.

Constante SigniĄcado Valor
𝑙2 Comprimento do elemento 2 0,173 m
𝐼𝑍𝑗0

Momento de inércia total em relação a 𝑍𝑗0 0,047 kg≤m2

𝐼𝑍𝑗1
Momento de inércia total em relação a 𝑍𝑗1 0,307 kg≤m2

𝐼𝑍𝑝
Momento de inércia total em relação a 𝑍𝑝 0,019 kg≤m2

Û1 CoeĄciente de atrito viscoso 0,047 kg≤m2/s
Û2 CoeĄciente de atrito viscoso 1,599 kg≤m2/s
Û4 CoeĄciente de atrito viscoso 0,049 kg≤m2/s
Ò4 CoeĄciente atrelado ao desbalanceamento do bicóptero 0,692 kg≤m2/s2
𝑏1 Comprimento do braço esquerdo do bicóptero 0,225 m
𝑏2 Comprimento do braço direito do bicóptero 0,225 m
𝐹1 Força de equilíbrio para o conjunto propulsivo 1 1,7 N
𝐹2 Força de equilíbrio para o conjunto propulsivo 2 1,7 N

Substituindo os valores das constantes da Tabela 1 nas equações (2.1), (2.2) e (2.3)
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obtêm-se

�̇�1(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

0 ⊗1,013

⋂︀

⋀︀𝑥1(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0

6,312 ⊗6,312

⋂︀

⋀︀𝑢1(𝑡)

𝑦1(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥1(𝑡) (2.4)

�̇�2(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

0 ⊗5,209

⋂︀

⋀︀𝑥2(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0

0,564 0,564

⋂︀

⋀︀𝑢2(𝑡)

𝑦2(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥2(𝑡) (2.5)

�̇�4(𝑡) =

⋃︀

⨄︀
0 1

⊗37,032 ⊗2,647

⋂︀

⋀︀𝑥4(𝑡) +

⋃︀

⨄︀
0 0

12,032 ⊗12,032

⋂︀

⋀︀𝑢4(𝑡)

𝑦4(𝑡) =
[︁

1 0
]︁

𝑥4(𝑡) (2.6)

O sistema de controle detalhado no Capítulo 3 é baseado em sistemas discretos.

Portanto, faz-se necessário discretizar os sistemas (2.4)Ű(2.6). Neste trabalho, a discreti-

zação foi realizada empregando o método do segurador de ordem zero para um período

de amostragem 𝑇𝑠 = 0,02 s (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1998). Como

resultado, obtêm-se os seguintes modelos lineares a tempo discreto:

𝑥1(𝑘 + 1) =

⋃︀

⨄︀
1 0,0198

0 0,9799

⋂︀

⋀︀𝑥1(𝑘) +

⋃︀

⨄︀
0,0013 ⊗0,0013

0,1250 ⊗0,1250

⋂︀

⋀︀𝑢1(𝑘)

𝑦1(𝑘) =
[︁

1 0
]︁

𝑥1(𝑘) (2.7)

𝑥2(𝑘 + 1) =

⋃︀

⨄︀
1 0,0190

0 0,9011

⋂︀

⋀︀𝑥2(𝑘) +

⋃︀

⨄︀
0,0001 0,0001

0,0107 0,0107

⋂︀

⋀︀𝑢2(𝑘)

𝑦2(𝑘) =
[︁

1 0
]︁

𝑥2(𝑘) (2.8)

𝑥4(𝑘 + 1) =

⋃︀

⨄︀
0,9927 0,0194

⊗0,7196 0,9413

⋂︀

⋀︀𝑥4(𝑘) +

⋃︀

⨄︀
0,0024 ⊗0,0024

0,2338 ⊗0,2338

⋂︀

⋀︀𝑢4(𝑘)

𝑦4(𝑘) =
[︁

1 0
]︁

𝑥4(𝑘) (2.9)

2.2 Comentários

Neste capítulo, apresentaram-se a descrição da bancada do bicóptero, a tarefa de

controle e o modelo adotado para o projeto do controlador. Na descrição, foi mostrado

quais são os graus de liberdade da bancada, isto é as variáveis de saída (𝜃1, 𝜃2 e 𝜃4) como

também as variáveis de entrada (𝐹1, 𝐹2, Ð1 e Ð2). A tarefa de controle consiste em ras-

trear referências de longitude (𝜃1) e latitude (𝜃2) mantendo-se a atitude (𝜃4) do bicóptero

constante. Para tal, manipulam-se as forças de empuxo 𝐹1 e 𝐹2 e os ângulos de inclinação

Ð1 e Ð2 associados aos conjuntos propulsivos. O modelo linear do sistema foi obtido par-

ticularizando o modelo desenvolvido em Marques (2018) para um bicóptero com empuxo
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vetorial considerando um conjunto de valores de equilíbrio associados as variáveis mani-

puláveis e controláveis. Posteriormente discretizou-se tal modelo empregando o método

do segurador de ordem zero para um período de amostragem 𝑇𝑠 = 0,02 segundos, pois o

sistema de controle apresentado no Capítulo 3 é baseado em sistemas discretos.
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em que 𝑥1 ∈ R
2, 𝑥2 ∈ R

2 e 𝑥4 ∈ R
2 são estados, 𝑢1 ∈ R

2, 𝑢2 ∈ R
2 e 𝑢4 ∈ R

2 são entradas

e 𝑦1 ∈ R, 𝑦2 ∈ R e 𝑦4 ∈ R são saídas. As matrizes do modelo Φ1 ∈ R
2×2, Φ2 ∈ R

2×2,

Φ4 ∈ R
2×2, Γ1 ∈ R

2×2, Γ2 ∈ R
2×2, Γ4 ∈ R

2×2, 𝐶1 ∈ R
1×2, 𝐶2 ∈ R

1×2 e 𝐶4 ∈ R
1×2 são

constantes e com elementos conhecidos, conforme apresentado no Capítulo 2.

Neste trabalho, as entradas de cada sistema são calculadas resolvendo-se

𝑢1(𝑘) = 𝑢𝑙𝑞𝑟,1(𝑘) + 𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) (3.4)

𝑢2(𝑘) = 𝑢𝑙𝑞𝑟,2(𝑘) + 𝑢𝑚𝑝𝑐,2(𝑘) (3.5)

𝑢4(𝑘) = 𝑢𝑙𝑞𝑟,4(𝑘) (3.6)

sendo

𝑢𝑙𝑞𝑟,1(𝑘) = ⊗𝐾1𝑥1(𝑘) (3.7)

𝑢𝑙𝑞𝑟,2(𝑘) = ⊗𝐾2𝑥2(𝑘) (3.8)

𝑢𝑙𝑞𝑟,4(𝑘) = ⊗𝐾4𝑥4(𝑘) (3.9)

em que 𝐾𝑖, com 𝑖 = ¶1, 2, 4♢, são vetores estabilizantes de realimentação de estados. Em

particular, tais vetores são calculados considerando-se um regulador linear quadrático

(Linear Quadratic regulator Ű LQR)(OGATA, 1994). Isto é, 𝐾𝑖, é calculado a partir da

solução da equação de Riccati dada por

𝐾𝑖 = (Γ𝑇
𝑖 𝑆𝑖Γ𝑖 +𝑅𝑙𝑞𝑟,𝑖)

⊗1(Γ𝑇
𝑖 𝑆𝑖Φ𝑖), 𝑖 = ¶1, 2, 4♢ (3.10)

sendo 𝑆𝑖, com 𝑖 = ¶1, 2, 4♢, obtido a partir de

Φ𝑇
𝑖 𝑆𝑖Φ𝑖 ⊗ 𝑆𝑖 ⊗ (Φ𝑇

𝑖 𝑆𝑖Γ𝑖)(Γ
𝑇
𝑖 𝑆𝑖Γ𝑖 +𝑅𝑙𝑞𝑟,𝑖)

⊗1(Γ𝑇
𝑖 𝑆𝑖Φ𝑖) +𝑄𝑙𝑞𝑟,𝑖 = 0, 𝑖 = ¶1, 2, 4♢ (3.11)

em que 𝑄𝑙𝑞𝑟,𝑖 ∈ R
𝑛𝑖×𝑛𝑖 e 𝑅𝑙𝑞𝑟,𝑖 ∈ R

𝑝𝑖×𝑝𝑖 , com 𝑄𝑙𝑞𝑟,𝑖 ⊙ 0, 𝑅𝑙𝑞𝑟,𝑖 > 0 e 𝑖 = ¶1, 2, 4♢, são

matrizes de ajuste.

As parcelas de controle preditivo 𝑢𝑚𝑝𝑐,1 e 𝑢𝑚𝑝𝑐,2 são determinadas minimizando-se,

respectivamente, as seguintes funções de custo:

𝐽1(𝑘) =
𝑁1⊗1∑︁

𝑖=0

([𝑦1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) ⊗ 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 ]𝑇𝑄1[𝑦1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) ⊗ 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 ])+

+
𝑀1⊗1∑︁

𝑖=0

([Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘)]𝑇𝑅Δ𝑢,1[Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘)])+

+
𝑁1⊗1∑︁

𝑖=0

([�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘)]𝑇𝑅𝑢,1[�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘)]) (3.12)

𝐽2(𝑘) =
𝑁2⊗1∑︁

𝑖=0

([𝑦2(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) ⊗ 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 ]𝑇𝑄2[𝑦2(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) ⊗ 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 ])+

+
𝑀2⊗1∑︁

𝑖=0

([Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘)]𝑇𝑅Δ𝑢,2[Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘)]) (3.13)
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em que 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 e 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 são referências para 𝜃1 e 𝜃2, respectivamente, 𝑁1 ∈ R e 𝑁2 ∈ R são

horizontes de predição, 𝑀1 ∈ R e 𝑀2 ∈ R são horizontes de controle, 𝑄1 ∈ R, 𝑄2 ∈ R,

com 𝑄1 > 0 e 𝑄2 > 0, 𝑅Δ𝑢,1 ∈ R
2×2, 𝑅Δ𝑢,2 ∈ R

2×2, com 𝑅Δ𝑢,1 > 0 e 𝑅Δ𝑢,2 > 0, e

𝑅𝑢,1 ∈ R
2×2, com 𝑅𝑢,1 > 0, são matrizes de ajuste. Mais ainda o símbolo Ş^Ť aponta

elementos preditos e a notação (𝑘+ 𝑖♣𝑘) indica que a predição 𝑖 passos à frente é realizada

com base nas informações disponíveis em 𝑘.

Considerando a função de custo (3.12), o modelo (3.1) e o controle total (3.4),

𝑢𝑚𝑝𝑐,1 é calculada resolvendo-se

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘+𝑖♣𝑘),
𝑖=0, 1,..., 𝑀1⊗1

𝐽1(𝑘) (3.14)

sujeito a

�̂�1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = Φ1�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + Γ1�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1 (3.15)

𝑦1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = 𝐶1�̂�1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1 (3.16)

�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = �̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + �̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁1 ⊗ 1 (3.17)

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = ⊗𝐾1�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁1 ⊗ 1 (3.18)

�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) ∈ 𝒰1, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁1 ⊗ 1 (3.19)

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = 0, 𝑖 = 𝑀1, 𝑀1 + 1, . . . ,𝑁1 ⊗ 1 (3.20)

em que 𝒰1 representa o conjunto admissível para as variáveis de controle, tal conjunto é

formado por limitantes inferiores e superiores para controle denotados por 𝑢𝑚𝑖𝑛,1 e 𝑢𝑚𝑎𝑥,1,

respectivamente. Além disso, assume-se que o estado atual da planta é conhecido, isto é,

�̂�1(𝑘♣𝑘) = 𝑥1(𝑘).

De modo similar, a partir de (3.2), (3.5), (3.8) e (3.13), 𝑢𝑚𝑝𝑐,2 é determinado a

partir do seguinte problema de otimização:

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘+𝑖♣𝑘),
𝑖=0, 1,..., 𝑀2⊗1

𝐽2(𝑘) (3.21)

sujeito a

�̂�2(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = Φ2�̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + Γ2�̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁2 ⊗ 1 (3.22)

𝑦2(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = 𝐶2�̂�2(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁2 ⊗ 1 (3.23)

�̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = �̂�𝑙𝑞𝑟,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + �̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁2 ⊗ 1 (3.24)

�̂�𝑙𝑞𝑟,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = ⊗𝐾2�̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁2 ⊗ 1 (3.25)

�̂�4(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = ⊗𝐾4�̂�4(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁2 ⊗ 1 (3.26)

�̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + �̂�4(𝑘 + 𝑖♣𝑘) ∈ 𝒰2, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑁2 ⊗ 1 (3.27)

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = 0, 𝑖 = 𝑀2, 𝑀2 + 1, . . . ,𝑁2 ⊗ 1 (3.28)
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em que 𝒰2, similar a 𝒰1 é um conjunto formado por limitantes inferiores e superiores

denotados por 𝑢𝑚𝑖𝑛,2 e 𝑢𝑚𝑎𝑥,2, respectivamente. Também, assume-se que �̂�2(𝑘♣𝑘) = 𝑥2(𝑘).

Cabe destacar que os problemas de otimização foram deĄnidos em termos das

sequências de incrementos de controle ¶Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀1 ⊗ 1♢ e

¶Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀2 ⊗ 1♢ para obtenção de predições não polarizadas.

Isto é, para que a solução do problema de otimização seja uma sequência nula caso o erro

de rastreamento seja nulo. Isso proporciona robustez mmmcontra incertezas de modelo à

malha de controle (ROSSITER, 2003).

Resolvendo-se os problemas de otimização compostos por (3.14)Ű(3.20) e (3.21)Ű

(3.28) determinam-se, respectivamente, as sequências ótimas ¶Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,1(𝑘+𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1,. . . ,

𝑀1 ⊗ 1♢ e ¶Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀2 ⊗ 1♢. Como mencionado anteriormente,

os primeiros elementos dessas sequências são usados para calcular as ações de controle

preditivo aplicadas no instante atual, isto é,

𝑢*
𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) = Δ�̂�*

𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + 𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1) (3.29)

𝑢*
𝑚𝑝𝑐,2(𝑘) = Δ�̂�*

𝑚𝑝𝑐,2(𝑘♣𝑘) + 𝑢𝑚𝑝𝑐,2(𝑘 ⊗ 1) (3.30)

No instante seguinte, 𝑘 + 1, o procedimento de otimização é repetido, seguindo a

estratégia de horizonte retrocedente.

Uma possibilidade para implementação desses MPCs é reescrever os problemas de

otimização (3.14)Ű(3.20) e (3.21)Ű(3.28) como problemas de programação quadrática. Isso

permite o emprego de pacotes de otimização numérica. Esse procedimento é mostrado no

Apêndice A e também pode ser encontrado na literatura de controle preditivo, como em

ROSSITER (2003).

As técnicas de controle descritas até aqui não garantem a eliminação de erro em

regime estacionário na presença de perturbações constantes de entrada/saída. Isso ocorre

pois não há ação integral de controle. No caso da realimentação de estados para 𝜃4, o erro

de regime é eliminado introduzindo-se ação integral por meio de um estado adicional (vide

Seção 3.2). Já no controle das dinâmicas de 𝜃1 e 𝜃2, a ação integral é obtida por meio

de observadores de estados com estimativa de perturbação de saída, como descrito em

FRANKLIN, POWELL e EMAMI-NAEINI (1994). O projeto desse tipo de observador é

mostrado na Seção 3.3.

3.2 Inclusão de ação integral em controladores por realimentação

de estados

Assim como proposto em FRANKLIN, POWELL e EMAMI-NAEINI (1998), para

a dinâmica em torno de 𝜃4, optou-se por incluir a ação integral adicionando-se ao modelo
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de projeto um estado 𝑥4,𝑖, que é a integral do erro de rastreamento dado por

𝑒4(𝑘) = 𝑦4(𝑘) ⊗ 𝜃4,𝑟𝑒𝑓 (3.31)

em que 𝜃4,𝑟𝑒𝑓 é um sinal de referência para 𝜃4.

Em particular, a integral é calculada utilizando a regra de Euler do avanço, logo

𝑥4,𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥4,𝑖(𝑘) + 𝑇𝑠𝑒4(𝑘) = 𝑥4,𝑖(𝑘) + 𝑇𝑠(𝐶4𝑥4(𝑘) ⊗ 𝜃4,𝑟𝑒𝑓 ) (3.32)

em que 𝑇𝑠 é o período de amostragem, em segundos.

Empilhando as dinâmicas (3.32) e (3.3), segue que
⋃︀

⨄︀
𝑥4,𝑖(𝑘 + 1)

𝑥4(𝑘 + 1)

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀
1 𝑇𝑠𝐶

0 Φ4

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

Φ4,𝑖

⋃︀

⨄︀
𝑥4,𝑖(𝑘)

𝑥4(𝑘)

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

Ó4(𝑘)

+

⋃︀

⨄︀
0

Γ4

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

Γ4,𝑖

𝑢4(𝑘) ⊗

⋃︀

⨄︀
𝑇𝑠

0

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

𝑁4,𝑖

𝜃4,𝑟𝑒𝑓 (3.33)

Note que nesse novo modelo a matriz dinâmica Φ4,𝑖 tem um autovalor no círculo

unitário, ou seja, um integrador. Considerando o novo modelo, a lei de controle é dada

por

𝑢𝑙𝑞𝑟,4(𝑘) = ⊗
[︁

𝐾4,𝑖 𝐾4

]︁

⏟  ⏞  

K4

Ó4(𝑘) +𝑁4,𝑖𝜃4,𝑟𝑒𝑓 (3.34)

Ainda, levando em consideração que a referência é nula, a lei de controle é sim-

plesmente

𝑢4(𝑘) = 𝑢𝑙𝑞𝑟,4(𝑘) = ⊗K4Ó4(𝑘) (3.35)

O calculo de K4 pode ser realizado considerando um regulador linear quadrático

a partir das matrizes dinâmica e de entrada aumentadas, Φ4,𝑖 e Γ4,𝑖, respectivamente, e

com a matriz de ajuste 𝑄𝑙𝑞𝑟,4 também ponderando a integral do erro de rastreamento.

3.3 Estimativa de perturbação de saída com observador de estados

Considerando que, na saída da planta, atua uma perturbação 𝑑 constante, pode-

se reescrever o observador de estados para estimar tal perturbação. Como resultado, é

possível considerar essa estimativa na formulação do MPC e, consequentemente, eliminar

o erro de regime permanente causado por esse tipo de perturbação ou por descasamentos

de modelo que, em regime permanente, se comportem como uma perturbação constante

de saída (ROSSITER, 2003).

Para isso, seja o seguinte modelo:

𝑥(𝑘 + 1) = ΦΓ𝑥(𝑘) + Γ𝑢𝑚𝑝𝑐(𝑘)

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) + 𝑑(𝑘)
(3.36)
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com 𝑑(𝑘) ∈ R constante, isto é, 𝑑(𝑘 + 1) = 𝑑(𝑘) e ΦΓ deĄnido como no Apêndice A.

Considere ainda um estado aumentado dado por

ä(𝑘) =

⋃︀

⨄︀
𝑥(𝑘)

𝑑(𝑘)

⋂︀

⋀︀ (3.37)

Então, de (3.36) e (3.37), com 𝑑 constante, é possível escrever

ä(𝑘 + 1) =

⋃︀

⨄︀
𝑥(𝑘 + 1)

𝑑(𝑘 + 1)

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀
ΦΓ 0𝑛

0𝑇
𝑛 1

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

Φä

⋃︀

⨄︀
𝑥(𝑘)

𝑑(𝑘)

⋂︀

⋀︀ +

⋃︀

⨄︀
Γ

0𝑇
𝑝

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

Γä

𝑢𝑚𝑝𝑐(𝑘)

𝑦(𝑘) =
[︁

𝐶 1
]︁

⏟  ⏞  

𝐶ä

⋃︀

⨄︀
𝑥(𝑘)

𝑑(𝑘)

⋂︀

⋀︀

(3.38)

sendo 0𝑛 ∈ R
𝑛×1 e 0𝑝 ∈ R

𝑝×1 vetores nulos.

Assim, tem-se um novo modelo no espaço de estados dado por

ä(𝑘 + 1) = Φää(𝑘) + Γä𝑢𝑚𝑝𝑐(𝑘)

𝑦(𝑘) = 𝐶ää(𝑘)
(3.39)

Supondo que o par (Φä, 𝐶ä) é, pelo menos, detectável, pode-se projetar um ob-

servador de estados para estimar ä do estado aumentado ä(𝑘). As equações (3.40), (3.41)

e (3.42) mostram como essa estimativa pode ser calculada em um certo instante 𝑘 (MA-

CIEJOWSKI, 2002):

𝑦𝑒(𝑘♣𝑘 ⊗ 1) = 𝐶ää𝑒(𝑘♣𝑘 ⊗ 1) (3.40)

ä
𝑒(𝑘♣𝑘) = ä

𝑒(𝑘♣𝑘 ⊗ 1) + 𝐿′(𝑦(𝑘) ⊗ 𝑦𝑒(𝑘♣𝑘 ⊗ 1)) (3.41)

ä
𝑒(𝑘 + 1♣𝑘) = Φää𝑒(𝑘♣𝑘) + Γä𝑢𝑚𝑝𝑐(𝑘) (3.42)

em que 𝑦𝑒 e ä𝑒 representam as saídas e os estados estimados, respectivamente. 𝐿′ ∈ R
𝑛+1

é uma matriz de ganhos para correção do erro de estimativa. Essa matriz é ajustada

de modo que o erro de estimativa convirja para zero assintoticamente. Isso é realizado

alocando-se os autovalores de

Φä ⊗ 𝐿𝐶ä (3.43)

dentro do círculo unitário (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994). Posterior-

mente obtém-se a matriz de correção fazendo

𝐿′ = Φ⊗1
ä 𝐿 (3.44)

Empregando-se o observador de estados dado por (3.40)Ű(3.42), obtém-se uma

estimativa ä
𝑒 para ä. Tal vetor estimado é composto por estimativas não polarizadas

para estado e perturbação, que serão incluídas na formulação do MPC, como detalhado

a seguir.
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formulação explícita do problema de controle (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981). Desse

modo, obtêm-se regiões do espaço de estados nas quais a ação ótima de controle é dada por

uma função conhecida. Então, durante a operação, basta veriĄcar em que região o estado

se encontra e aplicar a lei de controle associada. Uma vez que as regiões são caracteriza-

das antes da operação (i.e., off-line), tem-se um esforço computacional signiĄcativamente

reduzido.

Ao se empregar MP para resolver o PCO do MPC1, caracteriza-se um conjunto de

𝑚1 regiões dadas por

Ω1𝑗
= ¶å1 ∈ R

6♣P1𝑗
å1 ⊘ Ò1𝑗

♢, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚1 (3.46)

em que å1(𝑘) =
[︁

Ý1(𝑘) 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 (𝑘)
]︁𝑇

e com P1𝑗
e Ò1𝑗

de dimensões apropriadas. Dentro

dessas regiões, o vetor ótimo de controle Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,1 é calculado resolvendo-se (BEMPORAD

et al., 2002)

Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,1 = K1𝑗

å1(𝑘) + v1𝑗
, se å1(𝑘) ∈ Ω1𝑗

(3.47)

com K1𝑗
∈ R

(𝑀1×6) e v1𝑗
∈ R

𝑀1 também obtidos como resultado da MP. Então o primeiro

elemento de Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,1 é utilizado para calcular a ação de controle, conforme (3.29).

Do mesmo modo, utilizando MP para resolver o PCO do MPC2, determinam-se

𝑚2 regiões da forma

Ω2𝑗
= ¶å2 ∈ R

9♣P2𝑗
å2 ⊘ Ò2𝑗

♢, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚2 (3.48)

em que å2(𝑘) =
[︁

Ý2(𝑘) Ó4(𝑘) 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 (𝑘)
]︁𝑇

e com P2𝑗
e Ò2𝑗

de dimensões apropriadas nas

quais o vetor ótimo de incremento de controle é

Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,2 = K2𝑗

å2(𝑘) + v2𝑗
, se å2(𝑘) ∈ Ω2𝑗

(3.49)

Então, Δ�̂�*
𝑚𝑝𝑐,2(𝑘♣𝑘) é então aplicado em (3.30) para calcular a ação de controle a

ser aplicado à planta.

Vale salientar que, como foram adicionadas as referências 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 e 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 aos vetores

de parâmetros å1(𝑘) e å2(𝑘), respectivamente, é possível variar as referências sem que

seja necessário recalcular as regiões.

Ressalta-se ainda que o conjunto de regiões Ω1𝑗
e Ω2𝑗

e os respectivos valores

de K1𝑗
, v1𝑗

, K2𝑗
e v2𝑗

são calculados off-line. Isto é, antes da operação. Como resul-

tado, o emprego de MP reduz o procedimento de otimização realizado a cada instante

de amostragem a um processo de avaliação de funções simples para identiĄcar quais as

ações de controle ótimas que devem ser utilizadas (PISTIKOPOULOS; GEORGIADIS;

DUA, 2007; KOURAMAS et al., 2013). A Figura 13 ilustra um comparativo entre os dois

métodos.
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Planta

Programação 
Multiparamétrica 

(off-line) 

Saída
Ação de 
Controle

Variável 
otimizada Perfil

Paramétrico

Parâmetros

Avaliação de funções 
a cada instante de amostragem

Planta
Saída

Ação de 
Controle

Otimizador

Modelo da Planta

Função 
Objetivo Restrições

Controlador Preditivo Baseado em Modelo

Função 
Objetivo Restrições

Otimização realizada  
a cada instante de amostragem

Figura 13 Ű Comparativo entre Otimização on-line e off-line.

A literatura especializada como Tondel (2003), Spjotvold (2008), Lima (2013) ci-

tam vantagens e desvantagens de resolver o problema de otimização utilizando programa-

ção multiparamétrica. Algumas são listadas abaixo:

• Vantagens:

– Não há necessita de pacote computacional de otimização para implementação

em tempo real;

– A implementação pode ser feita em hardware de baixo custo;

• Desvantagens:

– O espaço de armazenamento necessário para representar a solução pode exceder

a memória disponível;

– A obtenção de uma solução explícita pode ser computacionalmente intratável,

dependendo das dimensões do problema;

– Rápido crescimento da solução explícita com o crescimento do tamanho do

problema de otimização.
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3.5 Comentários

Neste capítulo, apresentou-se o sistema de controle que foi desenvolvido para ras-

trear referências de posição para o bicóptero descrito no Capítulo 2. No caso das dinâmicas

em torno de 𝜃1 e 𝜃2, a ação de controle total é composta por duas parcelas: o controle

estabilizante, e o termo de controle preditivo. Já a dinâmica em torno de 𝜃4 é regulada por

meio de uma realimentação de estados. Também foram descritas técnicas para introduzir

ação integral no controlador por meio de inclusão de estado adicional (Seção 3.2) e por

meio da estimativa de perturbação de saída (Seção 3.3). Por último descreveu-se como

utilizar programação multiparamétrica para reduzir o custo computacional envolvido na

implementação de um MPC.
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4 Resultados e Discussão

Neste capítulo são apresentados resultados de simulação e de ensaios experimentais

com o sistema de controle descrito no Capítulo 3. Mais ainda, uma comparação entre a

programação quadrática e multiparamétrica é realizada.

Os resultados, foram obtidos considerando as referências apresentadas na Figura

14. Pode-se observar que degraus de referência para a longitude (𝜃1,𝑟𝑒𝑓 ) e a latitude (𝜃2,𝑟𝑒𝑓 )

serão implementados em instantes distintos, enquanto a referência para a atitude (𝜃4,𝑟𝑒𝑓 )

á mantida nula.
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Figura 14 Ű Referências de posição angular do braço robótico.

4.1 Resultados de simulação

Nesta seção apresentar-se-ão resultados de simulação nos modelos lineares descri-

tos por (2.4)-(2.6). Foram realizadas simulações em dois cenários: Em um caso ideal e

outro incluindo descasamentos de modelo, ruídos de medida e atraso de transporte. Esse

último cenário de simulação foi considerado para avaliar a robustez do controlador antes

da implementação prática. As simulações foram realizadas em Matlab® e para a imple-

mentação do MPC que emprega a MP foi utilizado o pacote MPT 3.0 (Multi-parametric

Toolbox) (HERCEG et al., 2013). A MPT 3.0 é uma ferramenta open-source baseada em



Capítulo 4. Resultados e Discussão 37

Matlab® para otimização paramétrica, geometria computacional e desenvolvimento de

controle preditivo baseado em modelo.

Os controladores preditivos foram implementados com 𝑁1 = 5, 𝑁2 = 5, 𝑀1 = 1,

𝑀2 = 1, 𝑄1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([32]), 𝑄2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([24]), 𝑅Δ𝑢,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1]), 𝑅Δ𝑢,2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,5 0,5])

e 𝑅𝑢,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,1 0,1]). As restrições foram deĄnidas como 𝑢𝑚𝑎𝑥,1 = [0,5236 0,5236]𝑇 ,

𝑢𝑚𝑖𝑛,1 = [0 0]𝑇 , 𝑢𝑚𝑎𝑥,2 = [(1,9 ⊗ 𝐹1) (1,9 ⊗ 𝐹2)]
𝑇 e 𝑢𝑚𝑖𝑛,2 = [(1,6 ⊗ 𝐹1) (1,6 ⊗ 𝐹2)]

𝑇 .

Os ganhos de realimentação foram calculados com 𝑄𝑙𝑞𝑟,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1024 1]), 𝑄𝑙𝑞𝑟,2 =

𝑑𝑖𝑎𝑔([1024 1]), 𝑄𝑙𝑞𝑟,4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,01 0,01 0,001]), 𝑅𝑙𝑞𝑟,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1]), 𝑅𝑙𝑞𝑟,2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1]) e

𝑅𝑙𝑞𝑟,4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1]). Por Ąm a alocação dos autovalores de (3.43) foi feita considerando

o problema do regulador quadrático com as matrizes de ponderação associadas como

𝑄𝑜𝑏,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 1]), 𝑄𝑜𝑏,2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 1]), 𝑅𝑜𝑏,1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1]) e 𝑅𝑜𝑏,2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1]). Posteri-

ormente a matriz de correção do erro de estimativa foi calculada conforme (3.44). Além

disso as estimativas iniciais foram ä
1(0♣ ⊗ 1) = [0 0 0]𝑇 e ä2(0♣ ⊗ 1) = [0 0 0]𝑇 .

Na Figura 15 apresentam-se as posições e as velocidades angulares das juntas da

bancada, tanto reais quanto estimadas, considerando o cenário ideal. As entradas aplicadas

ao sistema durante essa simulação encontram-se na Figura 16. VeriĄca-se que as posições

angulares foram guiadas para as referências sem erro de regime estacionário com o devido

respeito às restrições de entrada. Nas Figuras 17 e 18, mostram-se os incrementos de

controle e as perturbações de saída estimadas, respectivamente.
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Figura 15 Ű Resultados de simulação. (a) Posições angulares de referência, reais e estima-
das. (b) Velocidades angulares reais e estimadas.
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Figura 16 Ű Resultados de simulação. (a) e (c) Parcelas de controles do LQR e preditivo.
(b) e (d) Controles totais.

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

F
o
rç

a
 (

N
)

(b)

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

P
o
s
iç

ã
o
 A

n
g
u
la

r 
(r

a
d
)

(a)

Figura 17 Ű Resultados de simulação. Incrementos de controle.
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Figura 18 Ű Resultados de simulação. Perturbações de saída estimadas.

Vale lembrar que os controles totais apresentados nas Figuras 16b e 16d, bem como

as próximas Ąguras que apresentem a totalidade das ações de controle, são resultantes da

soma das parcelas de controle preditivo, do regulador linear quadrático e também os

valores de equilíbrio.

Para avaliar a robustez do controlador, foi inserido um descasamento entre o mo-

delo de simulação e o modelo utilizado no projeto. Mais precisamente, no modelo de

simulação, adotaram-se 𝐼𝑍𝑗0
, 𝐼𝑍𝑗1

e 𝐼𝑍𝑝
com o triplo dos valores considerados durante o

projeto do controlador e do observador. Também adotou-se um valor cinco vezes menor

para Û2. Foram incluídos ruídos brancos gaussianos de média zero e de desvios padrão

0,005 rad e 0,05 rad/s nas medidas de posição e velocidade angular, respectivamente. Mais

ainda, adicionou-se um atraso de 15 ms na ação do controlador. Apesar das imperfeições

do modelo e dos ruídos, as saídas foram conduzidas para as referências sem erro de re-

gime permanente, como pode ser observado na Figura 19. Isso mostra a efetividade das

abordagens adotadas para inclusão de ação integral. As entradas aplicadas ao processo

são exibidas na Figura 20. Nas Figuras 21 e 22, apresentam-se os incrementos de controle

e as perturbações de saída estimadas, respectivamente. Novamente, pode-se observar que

as restrições de entrada foram atendidas ao longo da simulação.
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Figura 19 Ű Resultados de simulação no cenário com descasamento de modelo, ruído de
medida e atraso de transporte. (a) Posições angulares de referência, reais e
estimadas. (b) Velocidades angulares reais e estimadas.
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Figura 20 Ű Resultados de simulação no cenário com descasamento de modelo, ruído de
medida e atraso de transporte. (a) e (c) Parcelas de controles do LQR e
preditivo. (b) e (d) Controles totais.
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Figura 21 Ű Resultados de simulação no cenário com descasamento de modelo, ruído de
medida e atraso de transporte. Incrementos de controle.
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Figura 22 Ű Resultados de simulação no cenário com descasamento de modelo, ruído de
medida e atraso de transporte. Perturbações de saída estimadas.

Como esperado, os resultados de simulação considerando a MP apresentaram re-
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sultados idênticos aos resultados considerando a programação quadrática. Então, por bre-

vidade, tais resultados de simulação serão omitidos. A comparação entre as abordagens

será realizada ao longo dos ensaios experimentais da próxima seção.

4.2 Resultados experimentais

Foram realizados ensaios no equipamento real utilizando as programações quadrá-

tica e multiparamétrica. O período de amostragem e os parâmetros de controlador/observa-

dor apresentados anteriormente foram mantidos, bem como o mesmo perĄl de referências

da Figura 14. A SeeedStudio BeagleBone Green (vide Figura 23) foi utilizada para em-

barcar o sistema de controle. Tal equipamento é uma placa open-source, que pode ser

adotada para embarcar sistemas de controle.

Figura 23 Ű SeeedStudio BeagleBone Green (BEAGLEBOARD.ORG, 2018).

A placa é dotada de GPIO dupla de 46 pinos possibilitando a utilização de mó-

dulos comuns como bluetooth, displays, sensores, e outros dispositivos. Mais ainda, possui

suporte para sistemas operacionais como Debian, Android e Ubuntu.

O hardware da SeeedStudio BeagleBone Green é detalhado a seguir.

– Processador AM3358 1 GHz ARM Cortex-A8;

– Memória RAM DDR3 de 512 MB;

– Armazenamento de 4 GB 8-bit eMMC on-borad Ćash storage;

– Acelerador gráĄco 3D;
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– Acelerador NEON Ćoating-point;

– Dois microcontroladores PRU 32-bit;

– Conector micro-USB para alimentação e transgerência de dados;

– Porta USB host;

– Porta Ethernet;

– Dois GPIO de 46 pinos;

– Dois conectores Grove (I2C e UART).

Por Ąm, vale comentar que o sistema de controle foi implementado na linguagem C/C++.

4.2.1 Resolução do problema de otimização por meio de programação qua-

drática

Para construção e resolução implícita dos problemas de otimização dados por

(3.14)-(3.20) e (3.21)-(3.28) foram utilizadas as bibliotecas Armadillo e qpOASES, respec-

tivamente. A Armadillo é uma biblioteca de álgebra linear de alta qualidade (matemática

matricial) para a linguagem C++ (SANDERSON; CURTIN, 2016). Já a qpOASES é uma

implementação em C++ open-source do método do conjunto ativo, que pode ser empre-

gado para resolver problemas de programação quadrática paramétrica. A qpOASES possui

vários recursos teóricos que a tornam particularmente adequada para aplicações MPC tais

como suporte para resolução de problemas quadráticos com matrizes constantes e variá-

veis como também para resolução de problemas quadráticos com funções não-convexas

(FERREAU; POTSCHKA; KIRCHES, 2007Ű2017).

Ao longo de ensaios experimentais notaram-se efeitos indesejados que não foram

considerados em simulação, como o atrito seco e vibrações. Mesmo assim, como pode ser

veriĄcado na Figura 24, a tarefa de controle foi realizada com sucesso (i.e. as referências

de ângulo foram rastreadas) com o devido atendimento às restrições sobre os canais de

entrada (vide Figura 25). Os incrementos de controle e as estimativas de perturbação são

mostrados nas Figuras 26 e 27, respectivamente.
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Figura 24 Ű Resultados experimentais. (a) Posições angulares de referência, estimadas e
medidas. (b) Velocidades angulares estimadas.
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Figura 25 Ű Resultados experimentais. (a) e (c) Parcelas de controles do LQR e preditivo.
(b) e (d) Controles totais.
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Figura 26 Ű Resultados experimentais. Incrementos de controle
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Figura 27 Ű Resultados experimentais. Perturbações de saída estimadas.

A Figura 28 mostra o tempo computacional gasto para implementação da ação de

controle por iteração. Isto é, o tempo necessário para ler os sensores do processo, realizar a
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estimativa dos estados e cálculo das ações de controle, o que inclui o tempo para resolução

dos problemas de otimização dos controladores preditivos.
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Figura 28 Ű Resultados experimentais. Tempo gasto para calcular a ação de controle uti-
lizando a programação quadrática.

Observando os resultados experimentais, constata-se que o controlador atingiu

resultados satisfatórios, isto é, a estabilização do sistema e o rastreamento das referências.

4.2.2 Resolução do problema de otimização por meio de programação multi-

paramétrica

Para implementação da lei de controle empregando a abordagem MP, utilizou-se

o pacote MPT 3.0 (HERCEG et al., 2013). Vale mencionar que continuou-se a utilizar

a biblioteca Armadillo para auxiliar na álgebra matricial. Além disso, o MPT 3.0 pos-

sui recursos que permitem exportar a solução explícita para a linguagem C, que foram

adotados no presente trabalho.

Para aplicação do MP aos PCOs foi necessário reescreve-los como mostrado no

Apêndice B. Como resultado da aplicação do MP em (B.1) e (B.2), para Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1 e (B.9)

e (B.10) para Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,2 obtiveram-se hiper-regiões constituídas por 109 e 186 partições,

respectivamente.

As Figuras 29Ű32 mostram os resultados experimentais obtidos resolvendo-se os

PCOs por meio de MP. Novamente, é possível observar que as referências foram rastreadas
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com o devido atendimento às restrições. O tempo computacional necessário para calcular

a ação de controle em cada instante de amostragem é apresentado na Figura 33.

Comparando-se os tempos das Figuras 28 e 33, nota-se que não houve uma redução

signiĄcativa ao se adotar a MP. Mais precisamente, as médias dos tempos computacionais

empregando-se programação quadrática e multiparamétrica foram 2,3407 ms e 2.5176 ms,

respectivamente. Contudo, empregando-se a MP obtém-se uma maior uniformidade no

tempo computacional, excetuando um valor mais elevado no início do ensaio.

A similaridade entre os tempos computacionais pode ser justiĄcada por alguns

fatores, como eĄciência da biblioteca de otimização quadrática adotada (qpOASES para

C/C++), pequeno número de variáveis de otimização nos PCOs (horizontes de controle

unitários) e número relativamente alto de regiões compondo a solução off-line.
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Figura 29 Ű Resultados experimentais. (a) Posições angulares de referência, estimadas e
medidas. (b) Velocidades angulares estimadas.



Capítulo 4. Resultados e Discussão 48

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

-5

0

5

F
o

rç
a

 (
N

)

(c)

8 9 10
-0.05

0

0.05

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

1.6

1.65

1.7

1.75

1.8

1.85

1.9

F
o

rç
a

 (
N

)

(d)

1.5 2 2.5 3
1.89

1.9

1.91

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

-30

-20

-10

0

10

20

30
P

o
s
iç

ã
o

 A
n

g
u

la
r 

(r
a

d
)

(a)

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

P
o

s
iç

ã
o

 A
n

g
u

la
r 

(r
a

d
)

(b)

7 7.5 8
-0.05

0

0.05

0.1

8 8.1 8.2

0.52

0.522

0.524

0.526

0.528

Figura 30 Ű Resultados experimentais. (a) e (c) Parcelas de controles do LQR e preditivo.
(b) e (d) Controles totais.
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Figura 31 Ű Resultados experimentais. Incrementos de controle
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Figura 32 Ű Resultados experimentais. Perturbações de saída estimadas.
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Figura 33 Ű Resultados experimentais. Tempo gasto para calcular a ação de controle uti-
lizando a programação multiparamétrica.



50

5 Conclusões

Nesse trabalho investigou-se o emprego de controle preditivo baseado em modelo

(MPC) para rastreamento de referências para a posição de um bicóptero de bancada

dotado de mecanismo de vetorização da força de empuxo. Para Ąns de comparação,

adotaram-se dois métodos para resolução do problema de controle ótimo do controlador

preditivo. O primeiro consiste em escrever o problema de otimização como um problema

de programação quadrática. Então, resolver o problema resultante por meio de ferramen-

tas computacionais disponíveis. Já o segundo consiste em obter a solução do problema

de otimização a partir da utilização de programação multiparamétrica. Como resultado,

caracterizam-se off-line um conjunto de regiões dentro das quais a lei de controle é conhe-

cida. Então, para resolução do PCO basta veriĄcar em que região o estado se encontra e

aplicar a lei de controle associada.

O sistema de controle foi projetado considerando três modelos lineares desacopla-

dos para as dinâmicas de latitude, longitude e atitude do veículo. Em particular, para

as dinâmicas de longitude e latitude, projetaram-se controladores preditivos com o obje-

tivo de rastreamento de referências constantes considerando restrições de entrada. Já a

dinâmica de atitude foi mantida nula por meio de um LQR.

Para eliminação de erro de regime estacionário no rastreamento de referências,

foram adotadas diferentes técnicas. No caso da dinâmica de atitude, adicionou-se ação

integral considerando um estado adicional no modelo de projeto. Já no caso do MPC, a

eliminação de tal erro foi gerada incluindo-se no modelo de predição uma perturbação

constante de saída, que foi estimada por meio de um observador de estado.

Simulações e ensaios foram realizados considerando referências que impõem um

movimento de subida do bicóptero seguido de um movimento lateral. Ao longo desse mo-

vimento, a atitude é mantida nula. Nas simulações, constatou-se que o sistema de controle

foi capaz de fazer com que o veículo seguisse as referências com o devido atendimento às

restrições, mesmo na presença de descasamentos de modelo, atraso e ruído de medida.

Mais ainda, como esperado, veriĄcou-se que as soluções dos PCOs obtidas por meio de

programação quadrática e de programação multiparamétrica são iguais.

Comprovada a robustez do sistema de controle considerando ambos os métodos

para resolução de problemas de otimização, passou-se para a implementação no sistema

real. Com esse propósito, o sistema de controle foi embarcado em uma BeagleBone Green.

Os resultados experimentais, para ambos métodos de resolução de PCOs, se mostraram

satisfatórios. A priori esperava-se que o tempo computacional gasto para obtenção da

ação de controle utilizando a programação multiparamétrica fosse menor do o tempo
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necessário empregando-se programação quadrática. Contudo, isso não foi observado expe-

rimentalmente. Em particular, obtiveram-se tempos computacionais similares. Isso pode

ser justiĄcado devido a fatores como eĄciência da biblioteca de otimização numérica ado-

tada, número de regiões compondo a solução off-line e parâmetros adotados para projeto

do sistema de controle. Destaca-se, porém, que o tempo computacional da MP se manteve

mais uniforme ao longo do ensaio.

Sugere-se, para trabalhos futuros, adotar técnicas de controle preditivo com garan-

tia de estabilidade, algo que não foi realizado no presente trabalho. Mais ainda, poder-se-ia

incluir na formulação do sistema de controle restrições de saída, que tipicamente estão

presentes em aplicações reais.
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APÊNDICE A Ű Reformulação dos

problemas de otimização para emprego de

programação quadrática

Para reescrever os problemas de otimização (3.14)Ű(3.20) e (3.21)Ű(3.28) como pro-

blemas de programação quadrática, as funções de custo (3.12) e (3.13) e as restrições sobre

os controles (3.19) e (3.27) devem ser escritas em função das sequências de incrementos de

controle ¶Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘+ 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀⊗1♢ e ¶Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2(𝑘+ 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀⊗1♢,

respectivamente. Esse procedimento é detalhado a seguir.

A.1 Problema de programação quadrática do controlador MPC1

A.1.1 Escrevendo a função de custo em termos das variáveis de decisão

∙ Equações de predição

Primeiramente, escrever-se-ão as 𝑁1 predições para os estados em termos das ações

de controle preditivo. Para isso, de (3.7), (3.4) e (3.15) pode-se chegar a

𝑥1(𝑘 + 1) = (Φ1 ⊗ Γ1𝐾1)
⏟  ⏞  

ΦΓ,1

𝑥1(𝑘) + Γ1𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) (A.1)

Ou seja,

𝑥1(𝑘 + 1) = ΦΓ,1𝑥1(𝑘) + Γ1𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) (A.2)

Reescrevendo (A.2) na notação de variáveis preditas, tem-se que

�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘) = ΦΓ,1𝑥1(𝑘) + Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) (A.3)

em que o símbolo Ş^Ť aponta variáveis preditas e a notação (∙♣𝑘) indica que a predição é

realizada com base nas informações disponíveis no instante 𝑘.

Para dois passos à frente tem-se

�̂�1(𝑘 + 2♣𝑘) = ΦΓ,1�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘) + Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘) (A.4)

Substituindo (A.3) em (A.4), obtém-se

�̂�1(𝑘 + 2♣𝑘) = Φ2
Γ,1𝑥1(𝑘) + ΦΓ,1Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘) (A.5)
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De maneira semelhante, para 𝑖 passos à frente:

�̂�1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = Φ𝑖
Γ,1𝑥1(𝑘) + Φ𝑖⊗1

Γ,1 Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + Φ𝑖⊗2
Γ,1 Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)+

+ ≤ ≤ ≤ + Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) (A.6)

Empilhando as predições para 𝑁1 passos na forma matricial, tem-se
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘)

�̂�1(𝑘 + 2♣𝑘)
...

�̂�1(𝑘 +𝑁1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�1

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

ΦΓ,1

Φ2
Γ,1
...

Φ𝑁1

Γ,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×2
⏟  ⏞  

𝑃𝑥1

𝑥1(𝑘)+

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

Γ1 02×2 . . . 02×2

ΦΓ,1Γ1 Γ1 . . . 02×2

...
...

. . .
...

Φ𝑁1⊗1
Γ,1 Γ1 Φ𝑁1⊗2

Γ,1 Γ1 . . . Γ

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×2𝑁1
⏟  ⏞  

𝐻𝑥1

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑚𝑝𝑐,1

(A.7)

em que 02×2 ∈ R
2×2 é uma matriz de zeros.

Resumidamente,

�̂�1 = 𝑃𝑥1
𝑥1(𝑘) +𝐻𝑥1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.8)

Um procedimento similar pode ser realizado para escrever a relação futura entre

ações de controle e saídas. Para tanto, primeiramente reescreve-se (3.16) na notação de

variáveis preditas, isto é,

𝑦1(𝑘 + 1♣𝑘) = 𝐶1�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘) (A.9)

Substituindo (A.2) em (A.9), chega-se a

𝑦1(𝑘 + 1♣𝑘) = 𝐶1ΦΓ,1𝑥1(𝑘) + 𝐶1Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) (A.10)

Seguindo um procedimento similar para 2 e 𝑖 passos a frente, é possível obter

𝑦1(𝑘 + 2♣𝑘) = 𝐶1Φ
2
Γ,1𝑥1(𝑘) + 𝐶1ΦΓ,1Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + 𝐶1Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)

(A.11)

𝑦1(𝑘 + 𝑖+ 1♣𝑘) = 𝐶1Φ
𝑖
Γ,1𝑥1(𝑘) + 𝐶1Φ

𝑖⊗1
Γ,1 Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + 𝐶1Φ

𝑖⊗2
Γ,1 Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)+

+ ≤ ≤ ≤ + 𝐶1Γ1�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘)

(A.12)
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Escrevendo as predições para 𝑁1 passos na forma matricial, tem-se
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑦1(𝑘 + 1♣𝑘)

𝑦1(𝑘 + 2♣𝑘)
...

𝑦1(𝑘 +𝑁1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

1𝑁1×1
⏟  ⏞  

𝑌1

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝐶1ΦΓ,1

𝐶1Φ
2
Γ,1

...

𝐶1Φ
𝑁1

Γ,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

𝑁1×2

𝑥1(𝑘)

⏟  ⏞  

𝑓𝑦1

+

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝐶1Γ1 01×2 . . . 01×2

𝐶1ΦΓ,1Γ1 𝐶1Γ1 . . . 01×2

...
...

. . .
...

𝐶1Φ
𝑁1⊗1
Γ,1 Γ1 𝐶1Φ

𝑁1⊗2
Γ,1 Γ1 . . . 𝐶1Γ

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

𝑁1×2𝑁1
⏟  ⏞  

𝐻𝑦1

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑚𝑝𝑐,1

(A.13)

em que 01×2 ∈ R
1×2 é um vetor de zeros.

Resumidamente,

𝑌1 = 𝑓𝑦1
+𝐻𝑦1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.14)

Por Ąm, também pelos mesmos métodos, é possível escrever a relação futura entre

o controle total e as parcelas de controle LQR e MPC. Reescrevendo (3.4) na notação de

variáveis preditas, tem-se

�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = �̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + �̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1 (A.15)

As 𝑁1 parcelas de controle podem ser escritas na seguinte forma matricial:
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�1(𝑘♣𝑘)

�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�1

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑙𝑞𝑟,1

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑚𝑝𝑐,1

(A.16)

Logo,

�̂�1 = �̂�𝑙𝑞𝑟,1 + �̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.17)

A predição do regulador quadrático é obtida de maneira similar. Reescrevendo

(3.7) na notação de variáveis preditas, tem-se

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = ⊗𝐾1�̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1 (A.18)
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No formato matricial,
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑙𝑞𝑟,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑙𝑞𝑟,1

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

⊗𝐾1

02×2

...

02×2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×2
⏟  ⏞  

𝑃𝑙𝑞𝑟,1

𝑥1(𝑘)+

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

02×2 . . . 02×2 02×2

⊗𝐾1 . . . 02×2 02×2

...
. . .

...
...

02×2 . . . ⊗𝐾1 02×2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×2𝑁1
⏟  ⏞  

𝐻𝑙𝑞𝑟,1

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘)

�̂�1(𝑘 + 2♣𝑘)
...

�̂�1(𝑘 +𝑁1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�1

(A.19)

em que que 𝑥1(𝑘) é um estado conhecido, enquanto que �̂�1(𝑘+ 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁1 são

preditos.

Seguindo o mesmo desenvolvimento, pode-se escrever

�̂�𝑙𝑞𝑟,1 = 𝑃𝑙𝑞𝑟,1𝑥1(𝑘) +𝐻𝑙𝑞𝑟,1�̂�1 (A.20)

Então, de (A.8) e (A.20), segue que

�̂�𝑙𝑞𝑟,1 = (𝑃𝑙𝑞𝑟,1 +𝐻𝑙𝑞𝑟,1𝑃𝑥1
)𝑥1(𝑘) +𝐻𝑙𝑞𝑟,1𝐻𝑥1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.21)

Substituindo (A.21) em (A.17), obtém-se

�̂�1 = (𝑃𝑙𝑞𝑟,1 +𝐻𝑙𝑞𝑟,1𝑃𝑥1
)

⏟  ⏞  

𝑃𝑢1

𝑥1(𝑘) + (𝐻𝑙𝑞𝑟,1𝐻𝑥1
+ 𝐼2𝑁1

)
⏟  ⏞  

𝐻𝑢1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.22)

em que 𝐼2𝑁1
∈ R

2𝑁1×2𝑁1 é a matriz identidade.

Resumidamente,

�̂�1 = 𝑃𝑢1
𝑥1(𝑘) +𝐻𝑢1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.23)

∙ Formulação em termos do incremento de controle

Existem diferentes formas de se reformular as equações de predição em termos de

Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1. Uma possibilidade consiste em utilizar um vetor de estado artiĄcial deĄnido por

Ý1(𝑘) =

⋃︀

⨄︀
𝑥1(𝑘)

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)

⋂︀

⋀︀

4×1

(A.24)
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Seja ainda o incrementos de controle Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1 dado por

Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) = 𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘) ⊗ 𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1) (A.25)

Desta forma, a partir de (A.25), (A.2) e (A.24) pode-se deĄnir um modelo artiĄcial

em termos do incremento de controle

Ý1(𝑘 + 1) =

⋃︀

⨄︀
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘)

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀
ΦΓ,1 Γ

02×2 𝐼2

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

ΦÝ,1

⋃︀

⨄︀
𝑥1(𝑘)

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)

⋂︀

⋀︀ +

⋃︀

⨄︀
Γ

𝐼2

⋂︀

⋀︀

⏟  ⏞  

ΓÝ,1

Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘)

𝑦1(𝑘) =
[︁

𝐶1 01×2

]︁

⏟  ⏞  

𝐶Ý,1

⋃︀

⨄︀
𝑥1(𝑘)

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)

⋂︀

⋀︀

(A.26)

em que 𝐼2 ∈ R
2×2 é a matriz identidade.

Resumidamente,

Ý1(𝑘 + 1) = ΦÝ,1Ý1(𝑘) + ΓÝ,1Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘)

𝑦1(𝑘) = 𝐶Ý,1Ý1(𝑘)
(A.27)

Por Ąm, reformulando (A.14) a partir do modelo artiĄcial (A.27), segue que

𝑌1 = 𝑓1 +𝐺1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.28)

em que

𝐺1 =

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝐶Ý,1ΓÝ,1 01×2 . . . 01×2

𝐶Ý,1ΦÝ,1ΓÝ,1 𝐶Ý,1ΓÝ,1 . . . 01×2

...
...

. . .
...

𝐶Ý,1Φ
𝑁1⊗1
Ý,1 ΓÝ,1 𝐶Ý,1Φ

𝑁1⊗2
Ý,1 ΓÝ,1 . . . 𝐶Ý,1Φ

𝑁1⊗𝑀1

Ý,1 ΓÝ,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

𝑁1×2𝑀1

𝑓1 = ã1Ý1(𝑘), ã1 =

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝐶Ý,1ΦÝ,1

𝐶Ý,1Φ
2
Ý,1

...

𝐶Ý,1Φ
𝑁1

Ý,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

𝑁1×2

Vale comentar que, devido a (3.20), suprimem-se as últimas (𝑁1 ⊗ 𝑀1)2 colunas

de 𝐺1.

Para reformular a equação de predição de controle total em termos de Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,1

optou-se por obter a predição do controle preditivo. A predição do controle preditivo é

obtida reordenando (A.25) e a escrevendo em termos de variáveis preditas, conforme segue

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) = 𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1) + Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘) + Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)+

+ ≤ ≤ ≤ + Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 𝑖♣𝑘), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1 (A.29)
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Reescrevendo no formato matricial para 𝑁1 predições, obtém-se
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘)

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1
⏟  ⏞  

�̂�𝑚𝑝𝑐,1

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)
...

𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1

+

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝐼2 02 . . . 02

𝐼2 𝐼2 . . . 02

...
...

. . .
...

𝐼2 𝐼2 . . . 𝐼2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×2𝑀1
⏟  ⏞  

𝑇
𝐼2

𝑁1×𝑀1

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘♣𝑘)

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 +𝑀 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑀1×1
⏟  ⏞  

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

(A.30)

Ou seja,

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 = [𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)]𝑁1
+ 𝑇 𝐼2

𝑁1×𝑀1
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.31)

Cabe relembrar que, devido a (3.20), suprimem-se as últimas (𝑁1 ⊗𝑀1)2 colunas

de 𝑇 𝐼2

𝑁1×𝑀1
.

A predição do controle em termos do incremento de controle preditivo é obtida

substituindo (A.31) em (A.23) como mostrado a seguir.

�̂�1 = 𝑃𝑢1
𝑥1(𝑘) +𝐻𝑢1

[𝑢𝑚𝑝𝑐,1(𝑘 ⊗ 1)]𝑁1
⏟  ⏞  

𝑓𝑢1

+𝐻𝑢1
𝑇 𝐼2

𝑁1×𝑀1
⏟  ⏞  

𝐻𝑇,1

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.32)

�̂�1 = 𝑓𝑢1
+𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.33)

A função de custo (3.12) pode ser escrita na seguinte forma matricial do seguinte

modo:

𝐽1(𝑘) = (𝑌1 ⊗ 𝑟1)
𝑇𝑄𝑁1

(𝑌1 ⊗ 𝑟1) + Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
𝑅𝑀1

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + �̂�𝑇
𝑚𝑝𝑐,1𝑅𝑁1

�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (A.34)

em que

𝑟1 = [𝜃1,𝑟𝑒𝑓 ]𝑁1
, 𝑄𝑁1

= 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑄1]𝑁1
), 𝑅𝑀1

= 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑅Δ𝑢,1]𝑀1
), 𝑅𝑁1

= 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑅𝑢,1]𝑁1
)

sendo que [∙]𝑖 representa o empilhamento vertical de 𝑖 cópias do vetor ∙.

Substituindo (A.28) e (A.33) em (A.34), pode-se escrever

𝐽1(𝑘) = (𝑓1 +𝐺1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊗ 𝑟1)
𝑇𝑄𝑁1

(𝑓1 +𝐺1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊗ 𝑟1)+

+Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
𝑅𝑀1

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1+

+(𝑓𝑢1
+𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1)

𝑇𝑅𝑁1
(𝑓𝑢1

+𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1) (A.35)
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Reescrevendo (A.35), tem-se

𝐽1(𝑘) = Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
(𝐺1

𝑇𝑄𝑁1
𝐺1 +𝑅𝑀1

+𝐻𝑇,1
𝑇𝑅𝑁1

𝐻𝑇,1)Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1+

+2((𝑓1 ⊗ 𝑟1)
𝑇𝑄𝑁1

𝐺1 + 𝑓𝑢1

𝑇𝑅𝑁1
𝐻𝑇,1)Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1+

+(𝑓1 ⊗ 𝑟1)
𝑇𝑄𝑁1

(𝑓1 ⊗ 𝑟1) + 𝑓𝑢1

𝑇𝑅𝑁1
𝑓𝑢1

(A.36)

𝐽1(𝑘) =
1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
𝐻𝑞𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + 𝑓𝑞𝑝,1

𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + 𝑐𝑡𝑒 (A.37)

com

𝐻𝑞𝑝,1 = 2(𝐺1
𝑇𝑄𝑁1

𝐺1 +𝑅𝑀1
+𝐻𝑇,1

𝑇𝑅𝑁1
𝐻𝑇,1)

𝑓𝑞𝑝,1 = 2(𝐺1
𝑇𝑄𝑁1

(𝑓1 ⊗ 𝑟1) +𝐻𝑇,1
𝑇𝑅𝑁1

𝑓𝑢1
)

𝑐𝑡𝑒 = (𝑓1 ⊗ 𝑟1)
𝑇𝑄𝑁1

(𝑓1 ⊗ 𝑟1) + 𝑓𝑢1

𝑇𝑅𝑁1
𝑓𝑢1

Portanto, tem-se o custo dependendo somente do vetor de variáveis de decisão

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1. Essas matrizes devem ser fornecidas à ferramenta de otimização numérica ado-

tada. Tal ferramenta retorna a solução do problema de otimização, que é o vetor ótimo

de controle.

A.1.2 Escrevendo as restrições em termos das variáveis de decisão

As restrições sobre as ações de controle (3.19) podem ser escritas da seguinte

maneira:

𝑢𝑚𝑖𝑛,1 ⊘ �̂�1(𝑘 + 𝑖♣𝑘) ⊘ 𝑢𝑚𝑎𝑥,1, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁1 ⊗ 1

No formato matricial,
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑢𝑚𝑖𝑛,1

𝑢𝑚𝑖𝑛,1

...

𝑢𝑚𝑖𝑛,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1

⊘

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�1(𝑘♣𝑘)

�̂�1(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�1(𝑘 +𝑁1 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1

⊘

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑢𝑚𝑎𝑥,1

𝑢𝑚𝑎𝑥,1

...

𝑢𝑚𝑎𝑥,1

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁1×1

De forma resumida,

[𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1
⊘ �̂�1 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1

(A.38)

Portanto substituindo (A.33) em (A.38),

[𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1
⊘ 𝑓𝑢1

+𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1

Reescrevendo,
∏︁

⨄︁

⋃︁

𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1
⊗ 𝑓𝑢1

⊗𝐻𝑇,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ 𝑓𝑢1
⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1
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Na forma matricial,
⋃︀

⨄︀
𝐻𝑇,1

⊗𝐻𝑇,1

⋂︀

⋀︀

4𝑁1×2𝑀1

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1

⊗ 𝑓𝑢1

𝑓𝑢1
⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1

⋂︀

⋀︀

4𝑁1×1

(A.39)

SimpliĄcando (A.39), tem-se

𝐴𝑞𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ 𝑏𝑞𝑝,1 (A.40)

em que

𝐴𝑞𝑝,1 =

⋃︀

⨄︀
𝐻𝑇,1

⊗𝐻𝑇,1

⋂︀

⋀︀

4𝑁1×2𝑀1

, 𝑏𝑞𝑝,1 =

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1

⊗ 𝑓𝑢1

𝑓𝑢1
⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1

⋂︀

⋀︀

4𝑁1×1

Então encontrou-se uma forma de representar as restrições dependendo somente

do vetor de variáveis de decisão Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1.

Como resultado de (A.37) e (A.40), tem-se o seguinte problema de programação

quadrática a ser resolvido em cada instante de amostragem:

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝐽1(𝑘) =
1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
𝐻𝑞𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + 𝑓𝑞𝑝,1

𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + 𝑐𝑡𝑒

sujeito a

𝐴𝑞𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ 𝑏𝑞𝑝,1

em que 𝑐𝑡𝑒 representa os termos que independem de Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 e, portanto, não afetam a

solução do problema de otimização.

A.2 Problema de programação quadrática do controlador MPC2

A.2.1 Escrevendo a função de custo em termos das variáveis de decisão

∙ Equações de predição

Similarmente ao desenvolvimento feito na Seção A.1, é possível chegar nas seguintes

equações de predição para os estados e as saídas, respectivamente:

�̂�2 = 𝑃𝑥2
𝑥2(𝑘) +𝐻𝑥2

�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.41)

𝑌2 = 𝑓𝑦2
+𝐻𝑦2

�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.42)

∙ Formulação em termos do incremento de controle

Para reescrever as equações de predição em termos de Δ𝑢𝑚𝑝𝑐,2 adota-se a mesma

estrategia proposta na Seção A.1.

Então, (A.42) é reformulado para,

𝑌2 = 𝑓2 +𝐺2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.43)
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A função de custo (3.13) pode ser escrita na seguinte forma matricial do seguinte

modo:

𝐽2(𝑘) = (𝑌2 ⊗ 𝑟2)
𝑇𝑄𝑁2

(𝑌2 ⊗ 𝑟2) + Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
𝑅𝑀2

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.44)

em que

𝑟2 = [𝜃2,𝑟𝑒𝑓 ]𝑁2
, 𝑄𝑁2

= 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑄2]𝑁2
), 𝑅𝑀2

= 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑅Δ𝑢,2]𝑀2
)

sendo que [∙]𝑖 representa o empilhamento vertical de 𝑖 cópias do vetor ∙.

Substituindo (A.43) em (A.44), pode-se escrever

𝐽2(𝑘) = (𝑓2 +𝐺2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊗ 𝑟2)
𝑇𝑄𝑁2

(𝑓2 +𝐺2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊗ 𝑟2)+

+Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
𝑅𝑀2

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.45)

Reescrevendo (A.45), tem-se

𝐽2(𝑘) = Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
(𝐺2

𝑇𝑄𝑁2
𝐺2 +𝑅𝑀2

)Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2+

+2((𝑓2 ⊗ 𝑟2)
𝑇𝑄𝑁2

𝐺2)Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2+

+(𝑓2 ⊗ 𝑟2)
𝑇𝑄𝑁2

(𝑓2 ⊗ 𝑟2) (A.46)

𝐽2(𝑘) =
1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
𝐻𝑞𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 + 𝑓𝑞𝑝,2

𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 + 𝑐𝑡𝑒 (A.47)

com

𝐻𝑞𝑝,2 = 2(𝐺2
𝑇𝑄𝑁2

𝐺2 +𝑅𝑀2
)

𝑓𝑞𝑝,2 = 2(𝐺2
𝑇𝑄𝑁2

(𝑓2 ⊗ 𝑟2))

𝑐𝑡𝑒 = (𝑓2 ⊗ 𝑟2)
𝑇𝑄𝑁2

(𝑓2 ⊗ 𝑟2)

Portanto, tem-se o custo dependendo somente do vetor de variáveis de decisão

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2. Como mencionado anteriormente, essas matrizes devem ser fornecidas à ferra-

menta de otimização numérica adotada para obter o vetor ótimo de controle.

A.2.2 Escrevendo as restrições em termos das variáveis de decisão

As restrições sobre as ações de controle (3.27) podem ser escritas da seguinte

maneira:

𝑢𝑚𝑖𝑛,2 ⊘ �̂�2(𝑘 + 𝑖♣𝑘) + �̂�4(𝑘 + 𝑖♣𝑘) ⊘ 𝑢𝑚𝑎𝑥,2), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁2 ⊗ 2

No formato matricial,
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑢𝑚𝑖𝑛,2

𝑢𝑚𝑖𝑛,2

...

𝑢𝑚𝑖𝑛,2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×1

⊘

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�2(𝑘♣𝑘)

�̂�2(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�2(𝑘 +𝑁2 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×1

+

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

�̂�4(𝑘♣𝑘)

�̂�4(𝑘 + 1♣𝑘)
...

�̂�4(𝑘 +𝑁2 ⊗ 1♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×1

⊘

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

𝑢𝑚𝑎𝑥,2

𝑢𝑚𝑎𝑥,2

...

𝑢𝑚𝑎𝑥,2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×1
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De forma resumida,

[𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2
⊘ �̂�2 + �̂�4 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2

(A.48)

DeĄne-se as equações de predição para �̂�2 e �̂�4 de maneira semelhante ao descrito

na Seção A.1, então obtêm-se,

�̂�2 = 𝑓𝑢2
+𝐻𝑇,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (A.49)

�̂�4 = �̂�𝑙𝑞𝑟,4 = 𝑃𝑙𝑞𝑟,4Ó4(𝑘) +𝐻𝑙𝑞𝑟,4�̂�4 (A.50)

Obtém-se a equação de predição para os estados de Ó4 substituindo (3.35) em

(3.33),

Ó4(𝑘 + 1) = (Φ4,𝑖 ⊗ Γ4,𝑖K4)
⏟  ⏞  

ΦΓ,4

Ó4(𝑘) (A.51)

então empilhando as predições para 𝑁2 passos,
⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

Ó̂4(𝑘 + 1♣𝑘)

Ó̂4(𝑘 + 2♣𝑘)
...

Ó̂4(𝑘 +𝑁2♣𝑘)

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×1
⏟  ⏞  

�̂�4

=

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

ΦΓ,4

Φ2
Γ,4
...

Φ𝑁2

Γ,4

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

2𝑁2×2
⏟  ⏞  

𝑃Ó4

Ó4(𝑘) (A.52)

Resumidamente,

�̂�4 = 𝑃Ó4
Ó4(𝑘) (A.53)

Por Ąm substituindo em (A.50)

�̂�4 = (𝑃𝑙𝑞𝑟,4 +𝐻𝑙𝑞𝑟,4𝑃𝑥4
)𝑥4(𝑘)

⏟  ⏞  

𝑓𝑢4

(A.54)

Portanto substituindo (A.49) e (A.54) em (A.48),

[𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2
⊘ 𝑓𝑢2

+ 𝑓𝑢4
+𝐻𝑇,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2

Reescrevendo,
∏︁

⨄︁

⋃︁

𝐻𝑇,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ [𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2
⊗ 𝑓𝑢2

⊗ 𝑓𝑢4

⊗𝐻𝑇,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ 𝑓𝑢2
+ 𝑓𝑢4

⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2

Na forma matricial,
⋃︀

⨄︀
𝐻𝑇,2

⊗𝐻𝑇,2

⋂︀

⋀︀

4𝑁2×2𝑀2

Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2

⊗ 𝑓𝑢2
⊗ 𝑓𝑢4

𝑓𝑢2
+ 𝑓𝑢4

⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2

⋂︀

⋀︀

4𝑁2×1

(A.55)
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SimpliĄcando (A.55), tem-se

𝐴𝑞𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ 𝑏𝑞𝑝,2 (A.56)

em que

𝐴𝑞𝑝,2 =

⋃︀

⨄︀
𝐻𝑇,2

⊗𝐻𝑇,2

⋂︀

⋀︀

4𝑁2×2𝑀2

, 𝑏𝑞𝑝,2 =

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2

⊗ 𝑓𝑢2
⊗ 𝑓𝑢4

𝑓𝑢2
+ 𝑓𝑢4

⊗ [𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2

⋂︀

⋀︀

4𝑁2×1

Então encontrou-se uma forma de representar as restrições dependendo somente

do vetor de variáveis de decisão Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2.

Como resultado de (A.47) e (A.56), tem-se o seguinte problema de programação

quadrática a ser resolvido em cada instante de amostragem:

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝐽2(𝑘) =
1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
𝐻𝑞𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 + 𝑓𝑞𝑝,2

𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 + 𝑐𝑡𝑒

sujeito a

𝐴𝑞𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ 𝑏𝑞𝑝,2

em que 𝑐𝑡𝑒 representa os termos que independem de Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 e, portanto, não afetam a

solução do problema de otimização.
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APÊNDICE B Ű Reformulação dos

problemas de otimização para emprego de

programação multiparamétrica por meio do

MPT

O emprego do MPT (HERCEG et al., 2013) para implementação da MP para

resolução dos PCOs do MPC1 e do MPC2 faz necessário que as funções de custo e as

restrições, reformuladas no Apêndice A estejam em um formato especíĄco. Em particu-

lar, devem ser separados os elementos que dependem das variáveis de otimização, das

variáveis do processo e de termos constantes. Por brevidade, o procedimento envolvido

na reformulação dos problemas de otimização nessa forma especíĄca será omitido. Tal

procedimento é puramente algébrico.

No caso particular do MPC1, a forma Ąnal do problema de otimização para em-

prego de MP é dada por

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1

𝑇
𝐻𝑚𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 + (𝐹𝑚𝑝,1å1(𝑘))𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 (B.1)

sujeito a

𝐴𝑚𝑝,1Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,1 ⊘ 𝑏𝑚𝑝,1 +𝐵𝑚𝑝,1å1(𝑘) (B.2)

em que

å1(𝑘) =
[︁

Ý1(𝑘) 𝜃1,𝑟𝑒𝑓 (𝑘)
]︁𝑇

(B.3)

𝐻𝑚𝑝,1 = 𝐻𝑞𝑝,1 (B.4)

𝐹𝑚𝑝,1 =

⋃︀

⨄︀
2𝐺𝑇

1𝑄𝑁1
ã1 +

[︁

𝐻𝑇
𝑇,1𝑅𝑁1

[︁

𝑃𝑢1
[02]𝑁1

]︁

𝐻𝑇
𝑇,1𝑅𝑁1

𝐻𝑢1
[𝐼2]𝑁1

]︁

⊗2𝐺𝑇
1𝑄𝑁1

[𝐼2]𝑁1

⋂︀

⋀︀

𝑇

(B.5)

𝐴𝑚𝑝,1 = 𝐴𝑞𝑝,1 (B.6)

𝑏𝑚𝑝,1 =

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,1]𝑁1

⊗[𝑢𝑚𝑖𝑛,1]𝑁1

⋂︀

⋀︀ (B.7)

𝐵𝑚𝑝,1 =

⋃︀

⨄︀
⊗

[︁[︁

𝑃𝑢1
[02]𝑁1

]︁

𝐻𝑢1
[𝐼2]𝑁1

[02]𝑁1

]︁

[︁[︁

𝑃𝑢1
[02]𝑁1

]︁

𝐻𝑢1
[𝐼2]𝑁1

[02]𝑁1

]︁

⋂︀

⋀︀ (B.8)

sendo 𝐼2 ∈ R
2×2 a matriz identidade e 02 ∈ R

2×1 um vetor de zeros.
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Já no caso do MPC2, tem-se que

min
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

1

2
Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2

𝑇
𝐻𝑚𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 + (𝐹𝑚𝑝,2å2(𝑘))𝑇 Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 (B.9)

sujeito a

𝐴𝑚𝑝,2Δ�̂�𝑚𝑝𝑐,2 ⊘ 𝑏𝑚𝑝,2 +𝐵𝑚𝑝,2å2(𝑘) (B.10)

em que

å2(𝑘) =
[︁

Ý2(𝑘) Ó4(𝑘) 𝜃2,𝑟𝑒𝑓 (𝑘)
]︁𝑇

(B.11)

𝐻𝑚𝑝,2 = 𝐻𝑞𝑝,2 (B.12)

𝐹𝑚𝑝,2 =

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

2𝐺𝑇
2𝑄𝑁2

ã2

[02×2]𝑀2

⊗2𝐺𝑇
2𝑄𝑁2

[𝐼2]𝑁2

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⋀︀

𝑇

(B.13)

𝐴𝑚𝑝,2 = 𝐴𝑞𝑝,2 (B.14)

𝑏𝑚𝑝,2 =

⋃︀

⨄︀
[𝑢𝑚𝑎𝑥,2]𝑁2

⊗[𝑢𝑚𝑖𝑛,2]𝑁2

⋂︀

⋀︀ (B.15)

𝐵𝑚𝑝,2 =

⋃︀

⨄︀
⊗

[︁[︁

𝑃𝑢2
[02]𝑁2

]︁

𝐻𝑢2
[𝐼2]𝑁2

𝑃𝑙𝑞𝑟,4 +𝐻𝑙𝑞𝑟4
𝑃𝑥4

[02]𝑁2

]︁

[︁[︁

𝑃𝑢2
[02]𝑁2

]︁

𝐻𝑢2
[𝐼2]𝑁2

𝑃𝑙𝑞𝑟,4 +𝐻𝑙𝑞𝑟4
𝑃𝑥4

[02]𝑁2

]︁

⋂︀

⋀︀ (B.16)

sendo 02×2 ∈ R
2×2 uma matriz de zeros.
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