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amor e empenho em me dar uma vida feliz. Agradeço a meu irmão e toda minha famı́lia por
seu apoio e carinho. Para minha enamorada Angie Puentes só tenho gratitude pela companhia,
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MORA, R. J. A. Aplicações do Teorema de Sinkhorn-Knopp ao Emaranhamento Quântico.
2022. 81 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

O problema da separabilidade dos estados quânticos pede um critério determińıstico para dis-
tinguir os estados quânticos emaranhados daqueles que não estão emaranhados (separáveis).
Esse problema foi resolvido somente para estados � 2 Mk ⌦ Mm com km  6. Para k,m

arbitrários sabe-se que esse problema é NP-dif́ıcil.

Neste trabalho apresentamos a solução do problema para estados em M2 ⌦M2 como aplicação
do Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Além disso, mostramos que podemos
reduzir o problema da separabilidade em M2 ⌦ Mn para os estados que podem ser postos na
forma normal de filtro.

Palavras-chave: Matrizes duplamente estocásticas, Teorema de Sinkhorn-Knopp, mapas posi-
tivos, forma normal de filtro, emaranhamento quântico.
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MORA, R. J. A. Applications of the Sinkhorn-Knopp Theorem to Quantum Entanglement.
2022. 81 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The separability problem asks for a deterministic criterion for distinguishing those quantum
states that are entangled from those that are not (separable states). This problem was solved
just for states � 2 Mk ⌦ Mm with km  6. For k,m arbitrary, it is already known that this
problem is NP-hard.

In this work, we present the solution to the problem for states in M2 ⌦M2 as an application
of the Sinkhorn-Knopp Theorem for positive maps. In addition, we show that the separability
problem in M2 ⌦Mn can be reduced to states in the filter normal form.

Keywords : Doubly stochastic matrix, Sinkhorn-Knopp Theorem, positive maps, normal form
of filter, quantum entanglement.
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Introdução

O teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes foi apresentado inicialmente em [17] e diz quando
uma matriz quadrada com entradas não negativas, B, pode ser modificada, multiplicando à
esquerda e à direita por diagonais positivas D1, D2, a fim de obtermos uma matriz D1BD2

duplamente estocástica. A ideia inicial do Sinkhorn e Knopp foi dividir as colunas de B pelas
suas respectivas somas e obter uma coluna estocástica: B1. Depois divide-se as linhas de B1

pelas suas respectivas somas para obter uma linha estocástica: B2. Repetindo indefinidamente
o processo constrói-se uma sequência infinita de matrizes, (Bn)n2N, ora coluna estocática, ora
linha estocástica. O teorema de Sinkhorn-Knopp diz exatamente quais condições B deve pos-
suir para garantir a convergência dessa sequência para uma matriz duplamente estocástica do
tipo D1BD2.

Além disso, sempre que temos um resultado para matrizes com entradas não negativas pode-
mos tentar estendê-lo para mapas positivos. Veremos no terceiro caṕıtulo uma adaptação do
Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Essas adaptações são particularmente im-
portantes em problemas oriundos da f́ısica como a detecção de emaranhamento quântico, que
é o objeto de estudo neste trabalho.

Inicialmente, vamos seguir as ideias do teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes e a partir de
um mapa positivo T : Mk ! Mm, constrúımos uma sequência de mapas positivos (Tn)n2N, onde
Tn : Mk ! Mm para todo n 2 N e T2r(Idk/

p
k) = Idm/

p
m, T ⇤

2r+1(Idm/
p
m) = Idk/

p
k para

todo r 2 N. Nós podeŕıamos pensar que estender o teorema de Sinkhorn-Knopp é encontrar as
condições para a convergência dessa sequência, entretanto ao contrário do caso das matrizes,
procuramos as condições para que cada ponto limite T1 da subsequência par da sequência de
mapas positivos (Tn)n2N seja duplamente estocástico e ainda mais, existam matrizes invert́ıveis
X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que T1(X) = Y

0
T (X

0
XX

0⇤
)Y

0⇤
para todo X 2 Mk. Então no teorema

de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos apresentamos as condições que T deve possuir para
garantir que T1 seja duplamente estocástico e tenha a forma descrita acima. Essa adaptação
foi feita por em [4].

Agora, desde o ponto de vista matemático um estado quântico bipartido é uma matriz � 2
Mk⌦Mm ' Mkm Hermitiana positiva semi-definida de traço 1 (Identificamos Mk⌦Mm ' Mkm

utilizando o produto de Kronecker). Nesse trabalho não utilizaremos essa normalização do
traço, ou seja, para nós um estado quântico é apenas uma matriz Hermitiana positiva semi-
definida. O problema da separabilidade dos estados quânticos é um objeto de estudo bem
conhecido na f́ısica quântica [7], e atualmente um problema trabalhado na matemática. Esse
problema procura um critério determińıstico para distinguir os estados separáveis, isto é, aque-
les � 2 Mk ⌦Mm que podem ser escritos como � =

Pk
i=1 Ai ⌦Bi, onde Ai 2 Mk, Bi 2 Mm são

Hermitianas positivas semi-definidas, daqueles que não são separáveis, os emaranhados. Esse
problema só foi resolvido em M2⌦M2, M2⌦M3 e M3⌦M2 [10]. Para k,m arbitrários sabemos
que esse problema é NP-dif́ıcil [8].
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O teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos fornece um resultado que será aplicado
ao problema da separabilidade dos estados quânticos: estados � 2 Mk ⌦Mm que não possuem
tensores de posto 1 no núcleo podem ser postos na forma normal de filtro, ou seja, existem
matrizes invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que (X

0 ⌦ Y
0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

Pn
j=1 Cj ⌦ Bj,

onde C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m e {C1, . . . , Cn}, {D1, . . . , Dn} são conjuntos de matrizes

Hermitianas ortogonais com respeito ao produto interno do traço.

No quarto caṕıtulo, consideramos o problema da separabilidade em � 2 M2 ⌦Mn e mostramos
que nesse caso o problema se reduz a estados sem vetores de posto um no núcleo. Com esse
fato e com o teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos mencionado anteriormente,
reduzimos o problema da separabilidade a estados que podem ser postos na forma normal de
filtro. Utilizando esses resultados apresentamos a solução do problema da separabilidade em
M2 ⌦M2 seguindo a abordagem realizada em [13].

John Alexander Mora Rodŕıguez
Uberlândia-MG, 23 de fevereiro de 2022.
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Caṕıtulo 1

Matrizes não negativas

Neste caṕıtulo introduzimos notações, definições e resultados necessários para o desenvolvi-
mento da teoria nos próximos caṕıtulos. Se assume que o leitor já tem familiaridade com
conceitos básicos de Álgebra linear e Análise. Nesse contexto são citados [15, 14] como princi-
pais referências.

1.1 Matrizes com suporte e teorema de Frobenius-König

Nesse seção seguiremos a notação do livro [15]. Denotamos o conjunto das matrizes com
m linhas e n colunas complexas e reais, respectivamente, por Mm⇥n(C) e Mm⇥n(R). Seja
Mn = Mn⇥n(C) e Mn(R) = Mn⇥n(R).

Definição 1.1. Seja n 2 N, se 1  k  n. Denotamos por Qk,n, o conjunto de todas as
sequências crescentes de k números escolhidos em {1, 2, . . . , n}.

Exemplo 1.2.

Qn,n = {(1, 2, . . . , n)}

Qn�1,n = {(1, 2, . . . , i, i+ 2, . . . , n) : i 2 {1, . . . , n}}

Q2,n = {(i, j) : i < j e i, j 2 {1, . . . , n}}

Q1,n = {(i) : i 2 {1, . . . , n}}

Definição 1.3. Seja A 2 Mm⇥n(C). Sejam k, r inteiros positivos tais que 1  k  m e
1  r  n. Sejam ↵ = (i1, . . . , ik) 2 Qk,m e � = (j1, . . . , jr) 2 Qr,n.

i. Definimos A[↵, �] como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por ↵, isto é,
as linhas i1, . . . , ik e as colunas dadas por �, isto é, as colunas j1, . . . , jr.

ii. Definimos A[↵, �) como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por ↵ e as
colunas dadas por {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr}.

iii. Definimos A(↵, �] como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por {1, . . . ,m}\
{i1, . . . , ik} e as colunas dadas por �.

iv. Definimos A(↵, �) como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por {1, . . . ,m}\
{i1, . . . , ik} e as colunas dadas por {1, . . . ,m} \ {j1, . . . , jr}.

3



Quando ↵ e � contêm somente um elemento, i e j respectivamente, nós escrevemos simplesmente
A[i, j] no lugar de A[↵, �]. Analogamente, substitúımos ↵, � por i, j nos outros itens da definição
anterior.

Exemplo 1.4. Sejam, ↵ = (2), � = (2, 4) e

A =

0

@
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

1

A .

Então,

A[↵, �] =
�
a22 a24

�
, A[↵, �) =

�
a21 a23

�
, A(↵, �] =

✓
a12 a14

a32 a34

◆
, A(↵, �) =

✓
a11 a13

a31 a33

◆
.

Definição 1.5. Seja A 2 Mn. Uma diagonal de A é uma sequência de elementos

a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n),

onde � 2 Sn, isto é, � é uma permutação de {1, 2, . . . , n}.

Exemplo 1.6. Seja �0 a permutação identidade. Então,

(a1�0(1), a2�0(2), . . . , an�0(n)) = (a11, a22, . . . , ann),

é a diagonal principal de A.

Definição 1.7. Seja A 2 Mn, dizemos que A tem suporte se existir uma diagonal de A com
todos os elementos distintos de zero.

Definição 1.8. Dizemos que uma matriz A 2 Mn tem suporte total se para cada aij 6= 0 existir
uma permutação � 2 Sn tal que,

(1) a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n) são diferentes de zero,

(2) j = �(i),

ou seja, existe uma diagonal com termos não nulos contendo aij.

É claro que toda matriz que tem suporte total tem suporte, mas o rećıproco não é verdade.
Consideremos a matriz

(bij)3⇥3 =

0

@
1 0 0
1 1 0
0 0 1

1

A ,

a diagonal principal da matriz é não nula, portanto a matriz tem suporte. Agora, para o
elemento b21 = 1 não existe diagonal com termos não nulos contendo ele, logo, a matriz não
tem suporte total.
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Teorema 1.9 (Teorema de Frobenius - König [6, 11, 15]). Toda diagonal de A 2 Mn contém
um elemento nulo (i.e., A não possui suporte) se, e somente se, existem ↵ 2 Qs,n e � 2 Qt,n

tais que A[↵, �] = 0s⇥t e s+ t > n.

Demonstração. Suponha que existam ↵ 2 Qs,n e � 2 Qt,n tais que A[↵, �] = 0s⇥t e
s+ t > n.

Se existir uma diagonal de A, a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n), sem termos nulos, então os termos de
a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n) que ocupam as colunas � (que são t termos) não podem ocupar as linhas
↵ pois A[↵, �] = 0s⇥t. Então esses t termos estão na submatriz A(↵, �] 2 Mn�s⇥t(C), mas eles
ocupam linhas diferentes (pois estão numa diagonal). Assim, n � s � t, ou seja, n � s + t.
Absurdo. Portanto, toda diagonal de A contém um elemento nulo.

Reciprocamente, suponha que todas as diagonais de A tem termos nulos. Veremos que existem
↵ 2 Qs,n e � 2 Qt,n tais que, A[↵, �] = 0s⇥t e s + t > n. Procedemos por indução sobre n (a
ordem da matriz A).

Se A = 0n⇥n, então podemos escolher ↵, � = (1, 2, . . . , n) e terminamos. Caso existam i, j 2
{1, 2, . . . , n} tais que aij 6= 0, então todas as diagonais de submatriz A(i, j) 2 Mn�1⇥n�1(C) tem
termos nulos, pois as diagonais de A(i, j) junto com aij formam diagonais de A. Como A(i, j)
tem ordem n�1 e todas as suas diagonais tem termo nulo então, por hipótese de indução segue
que existe uma submatriz nula de A(i, j) de ordem r ⇥ s tal que r + s > n� 1.

Se r + s > n, essa submatriz de A(i, j) nula é também submatriz de A de ordem r ⇥ s tal que
r + s > n e terminamos.

Se r + s = n então s = n � r. Podemos então permutar as linhas e colunas de A tal que a
matriz resultante B tenha o seguinte formato:

B =

✓
Xr⇥r 0r⇥n�r

Yn�r⇥r Zn�r⇥n�r

◆
,

Uma diagonal de A consiste em uma sequência de n elementos de A onde cada elemento é
escolhido em linhas e colunas diferentes, e como B resulta de permutar linhas e colunas em A,
as diagonais de A também são diagonais de B e vice-versa. Portanto, todas as diagonais de
B têm elementos nulos. Uma diagonal de X e uma de Z formam juntas uma diagonal de B,
então temos dois casos.

CASO 1. Existe uma diagonal de Z sem zeros. Logo, todas as diagonais de X devem conter
zeros, como X tem ordem r ⇥ r e r < n, então por hipótese de indução, existem ↵

0 2 Qp,r e
�
0 2 Qq,r tais que, X[↵0

, �
0] = 0p⇥q e p+ q > r.

Defina ↵00 = ↵
0 e �00 = (�0

, n� r + 1, n� r + 2, . . . , n), logo,

B[↵00
, �

00] =
�
X[↵0

, �
0] 0p⇥n�r

�
.

Como X[↵0
, �

0] = 0p⇥q, então encontramos uma submatriz de B tal que B[↵00
, �

00] = 0p⇥(q+n�r),
onde p+ q + n� r > n, pois p+ q > r.

CASO 2. Todas as diagonais de Z possuim elementos nulos. Como Z tem ordem n�r⇥n�r

e n � r < n, segue da hipotese de indução que existem ↵̃ 2 Qa,n�r e �̃ 2 Qb,n�r tais que,
Z[↵̃, �̃] = 0a⇥b e a+ b > n� r. Sejam ↵̃ = (i1, . . . , ia) e �̃ = (j1, . . . , jb). Como
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B =

✓
X 0r⇥n�r

Y Zn�r⇥n�r

◆
,

a k�ésima linha e a l�ésima coluna da matriz Z estão dentro da linha r + k e a coluna
r + l da matriz B respectivamente, então definimos ↵ = (1, 2, . . . , r, r + i1, . . . , r + ia) e � =
(r + j1, . . . , r + jb). Assim,

B[↵, �] =

✓
0r⇥b

Z[↵̃, �̃]

◆
.

Já que Z[↵̃, �̃] = 0a⇥b então encontramos uma submatriz de B tal que B[↵, �] = 0(r+a)⇥b, onde
r + a+ b > r + (n� r) = n, completando a demonstração.

⌅

Seja ↵ 2 Qs,n, nós vamos denotar por |↵| o comprimento de ↵.

Corolário 1.10. A matriz A = (aij) 2 Mn não tem suporte total se, e somente se, existir uma
sub-matriz identicamente nula A[↵, �] tal que |↵| + |�| > n; ou |↵| + |�| = n e A(↵, �) não é
identicamente nula.

Demonstração. Suponha que A não tem suporte total. Se A é identicamente nula
não temos nada que provar. Suponhamos então que A não é identicamente nula, logo, existe
ai0j0 6= 0 em A tal que A(i0, j0) não possui suporte. Segue do Teorema de Frobenius - König
que existe uma matriz identicamente nula A(i0, j0)[↵0

, �
0] tal que |↵0| + |�0| > n � 1. Isto é,

existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que ai0j0 2 A(↵, �) e |↵|+ |�| > n� 1.

Reciprocamente, suponha que existe uma matriz identicamente nula A[↵, �] tal que já seja
|↵| + |�| > n ou |↵| + |�| = n e A(↵, �) não é identicamente nula. Se |↵| + |�| > n, segue do
Teorema de Frobenius - König que A não tem suporte e, portanto, A não tem suporte total.

Agora, se |↵| + |�| = n e A(↵, �) não é identicamente nula, existe ai1j1 6= 0 em A e uma
submatriz identicamente nula A(i1, j1)[↵00

, �
00] tal que |↵00| + |�00| = n. Assim, do Teorema de

Frobenius - König segue que A(i1, j1) não tem suporte. Dai, A não possui suporte total.
⌅

1.2 Matrizes Estocásticas e Teorema de Birkho↵

Definição 1.11. Seja A 2 Mn(R) uma matriz com entradas não negativas. Dizemos que A é
linha estocástica se a soma dos elementos de cada linha é igual a 1. Dizemos que A é coluna
estocástica se a soma dos elementos de cada coluna é igual a 1. Dizemos que A é duplamente
estocástica se ela for linha e coluna estocástica.

Definição 1.12. Seja � 2 Sn. Definimos P� 2 Mn(R) valendo (P�)i�(i) = 1 e (P�)ij = 0 se
j 6= �(i). Essa P� é chamada de matriz permutação.

Notemos que cada linha e cada coluna de uma matriz permutação contém somente um elemento
igual a 1, portanto ela é duplamente estocástica. Além disso, existem n! permutações em Sn,
portanto existem n! matrizes permutação de ordem n.
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Exemplo 1.13. As seguintes matrizes são exemplos de matriz permutação:

✓
1 0
0 1

◆
,

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A .

Teorema 1.14 (Teorema de Birkho↵ [2, 15]). Seja A 2 Mn(R) uma matriz duplamente es-
tocástica. Existem �1, . . . , �k 2 Sn e a1, . . . , ak 2 R tais que,

(1) A =
Pk

i=1 aiP�i ,

(2) ai > 0, para todo i 2 {1, . . . , k},

(3)
Pk

i=1 ai = 1.

Demonstração. A demonstração será uma indução sobre o número de entradas de A

positivas, isto é, #{aij 2 A : aij > 0}.

Como A é duplamente estocástica, a soma dos elementos em cada linha e cada coluna é sempre
1, dáı, existe pelo menos um elemento não nulo em cada linha e cada coluna. Se #{aij 2 A :
aij > 0} = n, então existe exatamente um elemento não nulo em cada linha e cada coluna e
esse elemento deve ser 1. Nesse caso, A é uma matriz permutação P� e A = 1.P�.

Suponhamos que A não seja uma matriz permutação e que o resultado vale para toda T

duplamente estocástica tal que #{tij 2 T : tij > 0} < #{aij 2 A : aij > 0}.

Seja A[↵, �] uma submatriz nula de A. Os elementos não nulos das linhas ↵ de A estão em
A[↵, �). Assim, a soma das linhas de A[↵, �) valem todas 1 (A[↵, �) é linha estocástica), pois
A é duplamente estocástica. Como A[↵, �) tem |↵| linhas, então a soma de todas as entradas
de A[↵, �) vale |↵|; pelo mesmo argumento, A(↵, �] é coluna estocástica e a soma das entradas
vale |�|.

Se aij 2 A[↵, �) então i 2 ↵ e j /2 �, segue que aij /2 A(↵, �]. Assim, a soma de todas
as entradas de A[↵, �) e de A(↵, �] é menor ou igual à soma das entradas de A, portanto,
|↵| + |�|  n (isto se A[↵, �] for nula). Pelo teorema de Frobenius - König (1.9), existe uma
permutação � 2 Sn tal que a diagonal a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n) não tem termos nulos.

Seja a = min{a1�(1), a2�(2), . . . , an�(n)} e P� a matriz permutação associada a �. Se a � 1, temos

1  a  ai,�(i) 
nX

j=1

aij = 1,

então a1�(1) = a2�(2) = . . . = an�(n) = 1 e as outras entradas de A devem ser zero, dáı A = P�

que não é mais o caso. Logo, a < 1.

Definimos B = (A � aP�)(
1

1�a). Notemos que bij = (aij � a(P�)ij)(
1

1�a). Como a < 1 então
1

1�a > 0. Assim,

bij =

⇢
(aij)(

1
1�a), se j 6= �(i),

(aij � a)( 1
1�a), se j = �(i).

Portanto B tem entradas não negativas. Além disso,

7



(1 1 . . . 1)B = (1 1 . . . 1)


(A� aP�)

✓
1

1� a

◆�

= [(1 1 . . . 1)A� (1 1 . . . 1)aP�]

✓
1

1� a

◆

= [(1 1 . . . 1)A� a(1 1 . . . 1)P�]

✓
1

1� a

◆
,

mas A,P� são duplamente estocásticas. Assim (1 1 . . . 1)A = (1 1 . . . 1) pois a j�ésima
entrada da matriz resultante de (1 1 . . . 1)A é a soma dos termos da j�ésima coluna de A.
Analogamente, (1 1 . . . 1)P� = (1 1 . . . 1). Dáı,

(1 1 . . . 1)B = [(1 1 . . . 1)� a(1 1 . . . 1)]

✓
1

1� a

◆

= (1� a 1� a . . . 1� a)

✓
1

1� a

◆

= (1 1 . . . 1).

Da mesma forma,

B(1 1 . . . 1)t =


(A� aP�)

✓
1

1� a

◆�
(1 1 . . . 1)t

=
⇥
A(1 1 . . . 1)t � aP�(1 1 . . . 1)t

⇤✓ 1

1� a

◆

=
⇥
(1 1 . . . 1)t � a(1 1 . . . 1)t

⇤✓ 1

1� a

◆

= (1� a 1� a . . . 1� a)t
✓

1

1� a

◆

= (1 1 . . . 1)t.

Então B é duplamente estocástica. Notemos que se aij = 0 então j 6= �(i). Nesse caso,
bij = (aij)(

1
1�a) = 0, ou seja, na posição ocupada por um zero em A agora há também um zero

em B.

Como a = ai0�(i0) para algum i0 2 {1, 2, . . . , n}, segue que

bi0�(i0) = (ai0�(i0) � aPi0�(i0))(
1

1� a
) = (a� a)(

1

1� a
) = 0,

isto é, na posição ocupada por a em A agora há um zero. Portanto,

#{bij 2 B : bij > 0} < #{aij 2 A : aij > 0}.

Segue por hipótese de indução que existem �1, . . . , �k 2 Sn e a1, . . . , ak 2 R tais que

B =
kX

i=1

aiP�i ,
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ai > 0 para todo i 2 {1, . . . , k} e
Pk

i=1 ai = 1. Então,

A = (1� a)B + aP� =
kX

i=1

ai(1� a)P�i + aP�.

Como 1 � a > 0, segue que ai(1 � a) > 0 para todo i 2 {1, . . . , k} e pela escolha de a, temos
a > 0. Além disso,

kX

i=1

ai(1� a) + a = (1� a)
kX

i=1

ai + a = (1� a)(1) + a = 1� a+ a = 1.

⌅

A importância do Teorema de Birkho↵ para nós reside no seguinte resultado.

Corolário 1.15. Toda matriz duplamente estocástica tem suporte total.

Demonstração. Seja A 2 Mn(R) duplamente estocástica. Pelo teorema de Birkho↵
(1.14) segue que existem �1, . . . , �k 2 Sn e b1, . . . , bk 2 R tais que, A =

Pk
r=1 brP�r , br > 0 para

todo r 2 {1, . . . , k} e
Pk

r=1 br = 1.

Seja aij 2 A tal que aij 6= 0, como aij =
Pk

r=1 br(P�r)ij, existe l 2 {1, . . . , k} tal que bl(P�l)ij 6=
0, dáı �l(i) = j e

bl(P�l)1�l(1), . . . , bl(P�l)i�l(i), . . . , bl(P�l)n�l(n),

é uma diagonal sem termos nulos de blP�l contendo bl(P�l)ij. Logo,

(a1�l(1), . . . , ai�l(i), . . . , an�l(n)) = (a1�l(1), . . . , aij, . . . , an�l(n)),

é uma diagonal de A contendo aij tal que

at�l(t) =
kX

r=1

br(P�r)t�l(t) � bl(P�l)t�l(t) > 0,

para todo t 2 {1, . . . , n}. Portanto, A tem suporte total.
⌅

É claro que a rećıproca do corolário anterior não é verdade, mas no seguinte caṕıtulo observamos
que o fato de uma matriz A 2 Mn(R) ter suporte total é necessário para garantir a existencia
de matrizes D1, D2 2 Mn(R) diagonais positivas, tais que D1AD2 é duplamente estocástica.

Agora, vamos a introduzir as definições de matrizes decompońıveis e parcialmente decom-
pońıveis. Elas são importantes no desenvolvimento dos resultados mais relevantes do próximo
caṕıtulo. Em especial na demonstração do lema chave do teorema de Sinkhorn-Knopp (2.2).

Definição 1.16. Sejam v1, v2, . . . , vk vetores do Rn. Definimos o subespaço gerado por v1, v2, . . . , vk
(que denotamos por hv1, v2, . . . , vki) como sendo todas as combinações lineares de v1, v2, . . . , vk,
isto é,

hv1, v2, . . . , vki = {a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvk : ai 2 R para todo i 2 {1, 2, . . . , k}}.
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Daqui por diante {e1, . . . , en} denotará a base canônica do Rn, ou seja,

ei = (0 0 . . . 0 1 0 . . . 0)t

(onde o 1 está na i�ésima posição), para todo i 2 {1, . . . , n}.

Definição 1.17. Seja A 2 Mn(R) com entradas não negativas. Dizemos que A é decompońıvel
(ou redut́ıvel) se existir um subconjunto propio {ei1 , . . . , eik} de {e1, . . . , en} tal que,

hAei1 , . . . , Aeiki ⇢ hei1 , . . . , eiki.

Se A não é decompońıvel então chamamos A de indecompońıvel (ou irredut́ıvel).

Exemplo 1.18. Seja

A =

0

@
0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A .

Notemos que Ae1 = e3, Ae2 = e1 e Ae3 = e2. Assim, hAe1i * he1i, hAe2i * he2i, hAe3i * he3i,
hAe1, Ae2i * he1, e2i, hAe1, Ae3i * he1, e3i e hAe2, Ae3i * he2, e3i. Portanto, A é indecom-
pońıvel.

Usualmente não é um trabalho fácil decidir se uma matriz é decompońıvel ou indecompońıvel,
mas nós temos interesse em propriedades importantes desse tipo de matriz, a seguinte é uma
delas.

Lema 1.19. Seja A 2 Mn(R) com entradas não negativas. Se A é decompońıvel então existe
uma matriz permutação P tal que,

PAP
t =

✓
Bk⇥k Ck⇥n�k

0n�k⇥k Dn�k⇥n�k

◆
,

Demonstração. Como A é decompońıvel, existem ei1 , . . . , eik 2 {e1, . . . , ek} tais que
hAei1 , . . . , Aeiki ⇢ hei1 , . . . , eiki. Agora como Aej é a coluna j de A então

A((i1, . . . , ik), (i1, . . . , ik)] = 0n�k⇥k.

Seja P uma matriz permutação que permuta as linhas i1, . . . , ik com as linhas 1, . . . , k ao ser
multiplicada à direita por A. Além disso, P t permuta as colunas i1, . . . , ik com as colunas
1, . . . , k ao ser multiplicada à esquerda por A. Segue que PAP

t((1, . . . , k), (1, . . . , k)] = 0n�k⇥k.
Portanto,

PAP
t =

✓
Bk⇥k Ck⇥n�k

0n�k⇥k Dn�k⇥n�k

◆
.

⌅
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Definição 1.20. Uma matriz A 2 Mn(R) com entradas não negativas é dita parcialmente
decompońıvel se existir uma submatriz A[↵, �] = 0 tal que |↵|+ |�| = n.

Se não existir uma submatriz A[↵, �] = 0 tal que |↵|+|�| = n, então A é chamada de totalmente
indecompońıvel.

Exemplo 1.21. Consideremos as matrizes

A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 1 1

1

A , B =

0

@
1 1 0
0 1 1
1 1 1

1

A .

Notemos que A é parcialmente decompońıvel pois A[(2, 3), (1)] = 02⇥1 e |(2, 3)|+ |(1)| = 3, e B

é totalmente indecompońıvel pois tem só duas entradas nulas em linhas e colunas distintas.

Lema 1.22. Se A 2 Mn(R) é parcialmente decompońıvel, então existem matrizes permutação
P e Q tais que

PAQ =

✓
Bk⇥k Ck⇥n�k

0n�k⇥k Dn�k⇥n�k

◆
.

Demonstração. Como A é parcialmente decompońıvel, então existe uma submatriz
A[↵, �] = 0 tal que |↵|+ |�| = n, logo � = (j1, . . . , jk) e ↵ = (i1, . . . , in�k).

Sejam P e Q, respectivamente, matrizes permutações que permutam as linhas i1, i2, . . . , in�k

com as linhas k + 1, k + 2, . . . , n ao ser multiplicada à direita por A e as colunas j1, j2, . . . , jk
com as colunas 1, 2, . . . , k ao ser multiplicada à esquerda por A.

Então PAQ[(k + 1, . . . , n), (1, . . . , k)] = 0n�k⇥k, pois

0n�k⇥k = A[↵, �] = A[(i1, . . . , in�k), (j1, . . . , jk)].

Portanto,

PAQ =

✓
Bk⇥k Ck⇥n�k

0n�k⇥k Dn�k⇥n�k

◆
.

⌅

1.3 Matrizes retangulares com suporte e suporte total

Para apresentar o resultado que desejamos no terceiro caṕıtulo, precisamos estender as de-
finições de suporte e suporte total para matrizes retangulares. Utilizaremos as definições do
caso quadrado (Definições (1.7) e (1.8)) para definir o caso retangular. Denotamos por Mk o
conjunto das matrizes de ordem k com entradas complexas.

Definição 1.23. Sejam A = (aij) 2 Mk⇥m(C) e B = (bij) 2 Mr⇥s(C).

(1) Se k = r e m = s então definimos o produto de Hadamard de A e B como sendo a matriz
C = (cij) 2 Mk⇥m(C) tal que cij = aijbij. Denotamos essa matriz C por A� B.
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(2) Definimos o produto de Kronecker de A e B, que denotamos por A⌦ B, como:

A⌦ B =

0

B@
a11B · · · a1mB

...
...

ak1B · · · akmB

1

CA 2 Mkr⇥ms(C).

Exemplo 1.24. Seja 1m⇥k 2 Mm⇥k(C) a matriz que com todas as entradas iguais a 1. Seja
A = (aij) 2 Mk⇥m(C). Portanto

A⌦ 1m⇥k =

0

B@
a111m⇥k · · · a1m1m⇥k

...
...

ak11m⇥k · · · akm1m⇥k

1

CA =

0

B@
(a11)m⇥k · · · (a1m)m⇥k

...
...

(ak1)m⇥k · · · (akm)m⇥k

1

CA ,

onde

(aij)m⇥k =

0

B@
aij · · · aij
...

...
aij · · · aij

1

CA 2 Mm⇥k(C),

para todos 1  i  k e 1  j  m.

Observação 1.25. O produto de Kronecker é a representação em coordenadas do produto
tensorial de transformações lineares. Ele nos permite identificar o espaço tensorial Mk ⌦ Mm

com o espaço de matrizes Mkm. Além disso, ele possui diversas propriedades que nos serão
úteis a seguir. Entretanto não as demonstraremos. Recomendamos a leitura de [9] para as suas
demonstrações.

(1) O produto de Kronecker é bilinear, ou seja, (A1 + cA2) ⌦ B = A1 ⌦ B + c(A2 ⌦ B) e
A ⌦ (B1 + cB2) = A ⌦ B1 + c(A ⌦ B2), onde A,A1, A2 2 Mk, B,B1, B2 2 Mm e c é um
escalar;

(2) Se A,B,C,D são matrizes tais que os produtos AC e BD está bem definido, então

(A⌦ B)(C ⌦D) = (AC)⌦ (BD);

(3) para matrizes A e B de qualquer tamanho, segue (A⌦B)t = A
t⌦B

t, ou seja, (A⌦B)⇤ =
A

⇤ ⌦ B
⇤;

(4) sejam A 2 Mk e B 2 Mm e sejam {�1, ...,�k} e {µ1, ..., µm} os autovalores de A e B

respectivamente, então, {�iµj : 1  i  k e 1  i  k} é o conjunto dos autovalores de
A⌦ B;

(5) sejam A 2 Mk e B 2 Mm, então tr(A⌦B) = tr(A)tr(B) e det(A⌦B) = det(A)m det(B)k.
Além disso, se A e B são invert́ıveis, temos que (A⌦ B)�1 = A

�1 ⌦ B
�1.
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Exemplo 1.26. Sejam f
+ : Mk ⇥Mm ! Mk e f

� : Mk ⇥Mm ! Mm as aplicações dadas por
f
+(A,B) = A(tr(B)) e f

�(A,B) = (tr(A))B, respectivamente, para toda A 2 Mk e toda B 2
Mm. É claro que f+ e f� são bilineares pois o traço é uma função linear. Então pela propriedade
universal do produto tensorial Mk ⌦Mm, existem aplicações lineares Lf+ : Mk ⌦Mm ! Mk e
Lf� : Mk ⌦Mm ! Mm, dadas por

Lf+

 
rX

i=1

Ai ⌦ Bi

!
=

rX

i=1

f
+(Ai, Bi) =

rX

i=1

Ai(tr(Bi))

e

Lf�

 
rX

i=1

Ai ⌦ Bi

!
=

rX

i=1

f
�(Ai, Bi) =

rX

i=1

(tr(Ai))Bi,

respectivamente, para todo
Pr

i=1 Ai ⌦ Bi 2 Mk ⌦ Mm. Chamamos a aplicação Lf+ de traço
parcial a direita e chamamos a aplicação Lf� de traço parcial a esquerda.

Definição 1.27. Seja A 2 Mk⇥m(C). Dizemos que A tem suporte, se a matriz A⌦1m⇥k 2 Mkm

tem suporte de acordo com a Definição (1.7). Analogamente, dizemos que A tem suporte total,
se a matriz A⌦ 1m⇥k 2 Mkm tem suporte total de acordo com a Definição (1.8).

Exemplo 1.28. Toda matriz A 2 Mk⇥m(C) que não tem entradas nulas tem suporte total.

Observação 1.29. Sejam A = (aij) 2 Mk⇥m(C) e C = A⌦1m⇥k. Seja C[↵0
, �

0] uma submatriz
identicamente nula de C. Notemos que se i 2 ↵

0 e j 2 �
0 então Cij = 0 mas o elemento na

i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz C é exatamente o elemento da matriz A da linha
di/me e a coluna dj/ke. Logo, existe uma submatriz nula A[↵, �] de A tal que C[↵0

, �
0] é

submatriz de A[↵, �]⌦ 1m⇥k. De fato, ↵ = (di/me)i2↵0 e � = (dj/ke)j2�0 .

Além disso, para cada submatriz A[↵, �] de A temos que, A[↵, �] ⌦ 1m⇥k = C[↵0
, �

0], onde
↵
0 = (((i� 1)m+ t)1tm)i2↵ e �0 = (((i� 1)k+ t)1tk)j2�. Portanto, as submatrizes C[↵0

, �
0]

identicamente nulas de C de dimensão máxima (|↵0| + |�0| máximo), são as matrizes identica-
mente nulas A[↵, �]⌦ 1m⇥k de dimensão máxima (|↵|m+ |�|k máximo).

O Teorema de Frobenius-König (1.9) e o seu Corolário (1.10) também podem ser adaptados
para o caso retangular da seguinte maneira.

Lema 1.30. Seja A = (aij) 2 Mk⇥m(C). Então

(1) A não tem suporte se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal
que |↵|m+ |�|k > km;

(2) A não tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �]
tal que |↵|m+ |�|k > km; ou |↵|m+ |�|k = km e A(↵, �) não é identicamente nula;

(3) Se k = m então A tem suporte (resp. suporte total) se, e somente se A⌦1k⇥k tem suporte
(resp. suporte total);

(4) Se k e m são coprimos então A tem suporte se, e somente se A tem suporte total;
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(5) Se k 6= m e o cardinal do conjunto I = {(i, j) : aij = 0} é menor que min{k,m} então A

tem suporte total;

(6) Se k = m e o cardinal do conjunto I = {(i, j) : aij = 0} é menor que k � 1 então A tem
suporte total;

(7) Se A não tem coluna nem linha identicamente nula e a cardinalidade do conjunto I =
{(i, j) : aij = 0} é menor que max{k,m}/min{k,m} então A tem suporte total;

Demonstração. Seja C = A⌦ 1m⇥k 2 Mkm.

(1) Suponhamos que A não tem suporte. Pela Definição (1.27) segue que C não tem su-
porte. Logo pelo Teorema de Frobenius - König (1.9), existe uma submatriz identica-
mente nula C[↵0

, �
0] tal que |↵0|+ |�0| > km, mas da Observação (1.29) temos que existe

uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que A[↵, �] ⌦ 1m⇥k contem C[↵0
, �

0], de
onde |↵|m+ |�|k � |↵0|+ |�0| > km.

Reciprocamente, se existir uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que |↵|m+|�|k >

km. Consideremos a submatriz identicamente nula C[↵0
, �

0] = A[↵, �]⌦1m⇥k de C. Então
|↵0| + |�0| > km, de onde, do Teorema de Frobenius - König (1.9) segue que C não tem
suporte. Portanto A não tem suporte.

(2) Pelo Corolário (1.10) temos que C não tem suporte total se, e somente se existe uma
submatriz identicamente nula C[↵0

, �
0] tal que já seja |↵0|+ |�0| > km ou |↵0|+ |�0| = km

e C(↵0
, �

0) não é identicamente nula. Analogamente ao item anterior segue que C não
tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula C[↵00

, �
00] =

A[↵, �]⌦1m⇥k tal que |↵00|+|�00| > km ou |↵00|+|�00| = km e C(↵00
, �

00) não é identicamente
nula, ou seja, existe uma submatriz identicamente nula = A[↵, �] tal que |↵|m+|�|k > km

ou |↵|m+ |�|k = km e A(↵, �) não é identicamente nula.

(3) Pelo item (1) temos que A⌦1k⇥k não tem suporte se, e somente se existe uma submatriz
identicamente nula A[↵, �] tal que |↵|k + |�|k > k

2, ou seja, |↵| + |�| > k. Segue do
Teorema de Frobenius - König (1.9) que A ⌦ 1k⇥k não tem suporte se, e somente se A

não tem suporte.

Agora, pelo item (2) temos que A⌦1k⇥k não tem suporte total se, e somente se existe uma
submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que já seja |↵|k + |�|k > k

2 ou |↵|k + |�|k = k
2

e A(↵, �) não é identicamente nula. Isto é, A⌦ 1k⇥k não tem suporte total se, e somente
se existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que já seja |↵| + |�| > k ou
|↵|+ |�| = k e A(↵, �) não é identicamente nula. Portanto, segue do Corolário (1.10) que
A⌦ 1k⇥k não tem suporte total se, e somente se A não tem suporte total.

(4) Suponhamos que k e m são coprimos. Pelo item (2) temos que A não tem suporte total se,
e somente se existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �] tal que já seja |↵|m+|�|k >

km ou |↵|m+ |�|k = km e A(↵, �) não é identicamente nula, mas |↵|m+ |�|k = km não
pode ser pois |↵| e |�| são inteiros positivos e por hipótese k e m são coprimos. Logo, A
não tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula A[↵, �]
tal que |↵|m + |�|k > km. Assim, do item (1) segue que A não tem suporte total se, e
somente se A não tem suporte.

(5) Se |I| = 0 então A não tem elementos nulos, segue que A tem suporte total. Suponhamos
que |I| 6= 0; seja A[↵, �] uma submatriz identicamente nula com |↵|m + |�|k máximo.
Como, |↵|, |�| � 1 temos
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|↵|m+ |�|k =
|↵|m+ |�|k
|↵|+ |�| (|↵|+ |�|),

além disso, |↵|+ |�|  |↵||�|+ 1. Dai,

|↵|m+ |�|k  |↵|m+ |�|k
|↵|+ |�| (|↵||�|+ 1). (1.1)

Já que A[↵, �] é identicamente nula, segue da hipótese que |↵||�| < min{k,m}, ou seja,
|↵||�|+ 1  min{k,m}, de onde,

|↵|m+ |�|k
|↵|+ |�| (|↵||�|+ 1)  |↵|m+ |�|k

|↵|+ |�| (min{k,m})

<
max{k,m}(|↵|+ |�|)

|↵|+ |�| (min{k,m})

= (max{k,m})(min{k,m}).

Portanto, |↵|m+ |�|k < km. Do item (2) conclúımos que A tem suporte total.

(6) Analogamente ao item (5) temos que se |I| = 0 então A tem suporte total. Suponhamos
que |I| 6= 0; seja A[↵, �] uma submatriz identicamente nula com |↵| + |�| máximo. Por
hipótese temos |↵||�| < k � 1, logo, |↵| + |�|  |↵||�| + 1  k � 1, pois |↵|, |�| � 1.
Portanto, do Corolário (1.10) segue que A tem suporte total.

(7) Se A não tem entradas nulas então A tem suporte total. Suponhamos que A tem entradas
nulas. Seja A[↵, �] uma submatriz identicamente nula. Como A não tem linhas ou
colunas identicamente nulas segue que |↵|  k � 1 e |�|  m � 1. Suponhamos que
|↵|m + |�|k � km, então |↵|m + (m � 1)k � km e (k � 1)m + |�|k � km, de onde
|↵| � k/m e |�| � m/k. Dai,

|↵| � max{k,m}
min{k,m} ou |�| � max{k,m}

min{k,m} .

Portanto, |↵||�| � max{k,m}/min{k,m}, o que contradiz a hipótese de que |I| <

max{k,m}/min{k,m}. Assim, |↵|m + |�|k < km e do item (2) segue que A tem su-
porte total.

⌅
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Caṕıtulo 2

Teorema de Sinkhorn-Knopp para
matrizes

O teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes nos diz quando uma matriz quadrada com entra-
das não negativas, A, pode ser modificada, multiplicando à esquerda e à direita por diagonais
positivas D1, D2, a fim de obtermos uma matriz D1AD2 duplamente estocástica.

Nesse caṕıtulo apresentaremos todas as noções necessárias para a demonstração do teorema
de Sinkhorn-Knopp. Essas noções serão adaptadas no próximo caṕıtulo para obtermos uma
extensão desse teorema para mapas positivos. Essa extensão será utilizada no último caṕıtulo
no estudo do emaranhamento quântico.

Os resultados desse caṕıtulo foram obtidos no artigo clássico [17]. Antes de apresentar o teorema
de Sinkhorn-Knopp precisamos dos seguintes resultados preliminares.

2.1 Preliminares

Lema 2.1. Sejam A 2 Mn(R) linha estocástica e �1, . . . , �n as somas de cada uma das colunas
de A, isto é, �j =

Pn
i=1 aij para cada j 2 {1, . . . , n}. Então

Qn
j=1 �j  1 e só ocorre a igualdade

quando �j = 1 para todo j 2 {1, . . . , n}.

Demonstração. Como A é linha estocástica, então a soma dos termos de cada uma das
linhas é 1, portanto a soma dos termos da matriz A é n.1 = n, adicionalmente, A não tem
termos negativos. Dai, �j � 0 para todo j 2 {1, . . . , n} e

Pn
j=1 �j = n. A desigualdade entre a

média geométrica e a média aritmética dá,

n
p
�1 . . . �n  �1 + · · ·+ �2

n
=

n

n
= 1,

e a igualdade só ocorre quando �1 = �2 = · · · = �n, de onde, �1 . . . �n  1 e a igualdade só
ocorre quando �j = 1 para todo j 2 {1, . . . , n} pois

Pn
j=1 �j = n.

⌅

É claro que se A 2 Mn(R) é coluna estocástica então temos um resultado análogo ao anterior
para o produto da soma das linhas em A, isto é, se ↵1, . . . ,↵n são as somas de cada uma das
linhas de A, então

Qn
i=1 ↵i  1 e só ocorre a igualdade quando ↵i = 1 para todo i 2 {1, . . . , n}.

O seguinte lema é muito importante na demonstração do Teorema de Sinkhorn-Knopp.
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Lema 2.2 (Lema Chave do Teorema de Sinkhorn-Knopp). Seja A = (aij) 2 Mn(R) uma matriz
com entradas não negativas e com suporte total. Dadas sequências positivas (xi,k)k2N e (yj,k)k2N
para 1  i, j  n tais que (xi,kyj,k)k2N converge para um limite positivo sempre que aij > 0.
Então, existem sequências positivas (x

0
i,k)k2N e (y

0
j,k)k2N que convergem para limites positivos

para cada 1  i, j  n e além disso x
0
i,ky

0
j,k = xi,kyj,k para todo 1  i, j  n e k 2 N.

Demonstração. Nós dividimos a prova em dois casos.

CASO 1. (A é totalmente indecompońıvel) Seja E
(1) = {1} e F

(1) = {j : a1j > 0}.
Suponhamos definidos E(1)

, . . . , E
(s�1) e F

(1)
, . . . , F

(s�1). Definimos

E
(s) =

(
i /2

s�1[

r=1

E
(r) : existe j 2 F

(s�1) tal que aij > 0

)
,

F
(s) =

(
j /2

s�1[

r=1

F
(r) : existe i 2 E

(s) tal que aij > 0

)
,

Observemos que para s > n temos que E
(s) e F

(s) são vazios. Com efeito, se E
(r) = ; para

algum r  n então F
(r) = ;, logo E

(r+1) = ; e F
(r+1) = ;, isto é, E(s) = ; e F

(s) = ; para
s > n.

Suponhamos que E
(r) 6= ; para todo r  n. Sejam s1, s2  n com s1 6= s2. Assumimos sem

perda de generalidade que s1 < s2, então para cada i 2 E
(s2), segue pela definição de E(s2) que

i /2
Ss2�1

r=1 E
(r), de onde i /2 E

(s1), dai E(s1) \ E
(s2) = ;. Como E

(r) ✓ {1, 2, . . . , n} para todo r,
seque que E

(n+1) = ; e portanto, E(s) = ; e F
(s) = ; sempre que s > n.

Definimos E =
Sn

r=1 E
(r) e F =

Sn
r=1 F

(r). Como A tem suporte total então na primeira linha
de A existe um elemento não nulo, portanto F

(1) 6= ;, ou seja F 6= ; pois F
(1) ✓ F . Além

disso, 1 2 E
(1) ✓ E, segue E 6= ;.

Suponhamos que E é um subconjunto próprio de {1, 2, . . . , n}. Seja i /2 E e j 2 F , então
j 2 F

(s) para algum s 2 {1, 2, . . . , n}. Se aij > 0 temos que i 2 E
(s+1), mas E

(s+1) ✓ E

ou E
(s+1) = ;. Portanto, se i /2 E e j 2 F temos aij = 0, isso implica que A(E,F ] = 0.

Analogamente, temos que se F 6= {1, 2, . . . , n} então A[E,F ) = 0.

Seja ⌧ o número de diagonais positivas de A. Como A tem suporte total, se aij > 0 então aij

pertence a algum diagonal positiva. Definimos a matriz H = (hij) da seguinte forma.

Hij =

⇢
0, se aij = 0
t/⌧, se aij pertence a t diagonais positivas de A

Dessa maneira temos que hij 6= 0 se e só se aij 6= 0, então A e H têm as mesmas diagonais
positivas (definidas pelas mesmas permutações).

Agora consideremos a linha i de H. Cada diagonal positiva de H contém um único elemento da
linha i. Podemos contar o número de diagonais positivas de H contando o número de diagonais
positivas que pertence cada elemento da linha i. Pela definição de hij temos que hij⌧ é o número
de diagonais positivas que contém hij, logo, ⌧ =

Pn
j=1 hij⌧ . Então,

nX

j=1

hij =
⌧

⌧
= 1,
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para todo i 2 {1, 2, . . . , n}. Isto é, H é linha estocástica. Analogamente temos que H é coluna
estocástica

Suponhamos que |E| = u e |F | = v, onde |E| e |F | representam as cardinalidades do conjunto
E e do conjunto F respectivamente. Vimos acima que se E é um subconjunto próprio de
{1, 2, . . . , n} temos A(E,F ] = 0. Isso implica que H(E,F ] = 0. Se F = {1, . . . , n}, como
A(E,F ] = 0, então A teria uma linha nula, contrariando o fato que A tem suporte total. Então
F também é um subconjunto próprio se E for próprio. Mas vimos acima que isso também
implica que A[E,F ) = 0. Portanto H[E,F ) = 0. Como H é coluna estocástica,

u =
X

i2E

1 =
X

j2F

X

i2E

hij =
X

j2F

1 = v.

Portanto, se E é um subconjunto próprio de {1, 2, . . . , n} então H[E,F ] seria uma matriz
quadrada de ordem u. Dáı segue que H não seria totalmente indecompońıvel, isto é, A não
seria totalmente indecompońıvel. Logo E não é próprio, ou seja, E = {1, 2, . . . , n}. Repetindo
o argumento para F obtemos F = {1, 2, . . . , n}.

Para todo i, j 2 {1, 2, . . . , n} e k 2 N, definimos

x
0

i,k = x
�1
1,k xi,k > 0, y

0

j,k = x1,kyj,k > 0.

Notemos que x
0
i,ky

0
j,k = xi,kyj,k para todo i, j 2 {1, 2, . . . , n} e k 2 N.

Agora para mostrar que (x
0
i,k)k2N e (y

0
j,k)k2N convergem para limites positivos para cada 1 

i, j  n procedemos por indução sobre os conjuntos E(s) e F
(s). Como x

0
1,k = x

�1
1,kx1,k = 1 para

todo k 2 N, segue que a sequência (x
0
1,k)k2N converge a 1. Para todo j 2 F

(1), a1j > 0, logo por

hipótese temos (y
0
j,k)k2N = (x1,kyj,k)k2N converge para um limite positivo.

Suponhamos que (x
0
i,k)k2N e (y

0
j,k)k2N convergem para limites positivos quando i 2

Ss�1
r=1 E

(r) e

j 2
Ss�1

r=1 F
(r). Seja i 2 E

(s). Pela definição de E
(s), existe js�1 2 F

(s�1) tal que aijs�1 > 0.
Podemos escrever

x
0

i,k =
x

0
i,ky

0
js�1,k

y
0
js�1,k

=
xi,kyjs�1,k

y
0
js�1,k

. (2.1)

Como aijs�1 > 0, segue por hipótese que (xi,kyjs�1,k)k2N converge para um número positivo.
Além disso, js�1 2 F

(s�1), então por hipótese de indução (y
0
js�1,k)k2N converge a um número

positivo. Pela equação (2.1), para todo i 2 E
(s), temos que (x

0
i,k)k2N converge a um limite

positivo.

Seja j 2 F
(s), então pela definição de F

(s) existe is 2 E
(s) tal que aisj > 0. Podemos escrever

y
0

j,k =
x

0
is,ky

0
j,k

x
0
is,k

=
xis,kyj,k

x
0
is,k

. (2.2)

Por hipótese (xis,kyj,k)k2N converge a um número positivo pois aisj > 0. Como is 2 E
(s) então

(x0
is,k)k2N converge a um número positivo, pelo que acabamos de provar. Portanto (y

0
j,k)k2N

converge a um número positivo se j 2 F
(s). Isso completa a indução.

Provamos que para todo i 2 E = {1, 2, . . . , n} e todo j 2 F = {1, 2, . . . , n} temos, (x
0
i,k)k2N e

(y
0
j,k)k2N convergem para limites positivos quando A é totalmente indecompońıvel.
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CASO 2. (A não é totalmente indecompońıvel (é parcialmente decompońıvel))
Consideremos H como no primeiro caso. Como hij 6= 0, se e só se, aij 6= 0 então H também
não é totalmente indecompońıvel, isto é, existem matrizes permutações P1, Q1 2 Mn(R) tais
que

P1HQ1 =

✓
Es⇥s C

0 D

◆
.

Como H é coluna estocástica e a operação P1HQ1 só permuta as linhas e colunas em H então
E é coluna estocástica e a somas de seus elementos dá s. Também, P1HQ1 é linha estocástica e
a soma dos elementos das s primeiras linhas dão s. Logo, C = 0 e D é duplamente estocástica.
Se E ou D não são totalmente indecompońıveis repetimos o argumento para E e D até obter
matrizes permutação P e Q tais que

PHQ =

0

BBB@

H1 0 · · · 0
0 H2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Hj

1

CCCA
,

onde Hi é totalmente indecompońıvel para todo i 2 {1, 2, . . . , j}. Então,

PAQ =

0

BBB@

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Aj

1

CCCA
,

onde Ai também é totalmente indecompońıvel para todo i 2 {1, 2, . . . , j}. Basta repetir o
argumento do primeiro caso para cada Ai e temos o resultado para A.

⌅

A seguir provamos um lema que não apenas mostra a unicidade da matriz duplamente es-
tocástica obtida a partir de uma matriz não negativa, mas que também será útil na demons-
tração do teorema que garante a convergência do processo de normalização (Teorema (2.8)).

Lema 2.3. Seja A = (aij) 2 Mn(R) com entradas não negativas. Suponhamos que existe
uma matriz duplamente estocástica B da forma D1AD2, onde D1 e D2 são matrizes diagonais
positivas, então B é única, e se A é totalmente indecompońıvel então D1 e D2 acima são únicas
a menos de multiplicação por escalar.

Demonstração. Suponhamos que B = D1AD2 e B
0 = D

0
1AD

0
2 são matrizes duplamente

estocásticas, onde D1, D2, D
0
1, D

0
2 matrizes diagonais positivas. Sejam

D1 =

0

B@
x1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · xn

1

CA , D2 =

0

B@
y1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · yn

1

CA , D
0
1 =

0

B@
x

0
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · x
0
n

1

CA , D
0
2 =

0

B@
y

0
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · y
0
n

1

CA ,

pi = x
0
i/xi e qi = y

0
i/yi para todo 1  i  n.
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Como B = D1AD2 é duplamente estocástica então,

nX

i=1

xiaijyj = 1, (2.3)

para cada 1  j  n e

nX

j=1

xiaijyj = 1, (2.4)

para cada 1  i  n. Como B
0 = D

0
1AD

0
2 também é duplamente estocástica, então,

nX

i=1

pixiaijyjqj =
nX

i=1

✓
x

0
i

xi

◆
xiaijyj

 
y

0
j

yj

!

=
nX

i=1

x
0

iaijy
0

j

= 1, (2.5)

para todo 1  j  n e

nX

j=1

pixiaijyjqj =
nX

j=1

x
0

iaijy
0

j = 1, (2.6)

para todo 1  i  n.

Sejam Ej = {i : aij > 0} (o conjunto das linhas com termos positivos na coluna j) e Fi = {j :
aij > 0} (o conjunto das colunas com termos positivos na linha i). Definimos p = mini2{1,...,n} pi,
q = maxj2{1,...,n} qj,

m =
�
k : pk = p

 
e M = {l : ql = q} .

Fixemos i0 2 m e j0 2 M . Segue da equação (2.5) que

nX

i=1

pixiaij0yj0qj0 = 1.

Portanto

qj0 =

 
nX

i=1

pixiaij0yj0

!�1

.

Por outro lado, da equação (2.3) obtemos
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nX

i=1

pixiaij0yj0 �
✓

min
i2{1,...,n}

pi

◆ nX

i=1

xiaij0yj0

= pi0

nX

i=1

xiaij0yj0

= pi0 ,

logo, qj0  p
�1
i0 . De maneira análoga usando es equações (2.6) e (2.4), obtemos pi0 � q

�1
j0 . Isso

implica que qj0 = p
�1
i0 = p

�1. Mas a igualdade

q
�1
j0 =

nX

i=1

pixiaij0yj0 = p,

só é posśıvel se todos os pi forem p quando aij0 > 0, isto é, quando i 2 Ej0 (ver equação (2.3)).
Portanto pi = p quando i 2 Ej e j 2 M . Assim,

S
j2M Ej ✓ m. Isso implica que as linhas com

os termos positivos das colunas j de M estão dentro de m, ou seja, A(m,M ] = 0n�|m|⇥|M |.

Como p
�1
i0 = qj0 = q e p

�1
i0 =

Pn
j=1 xi0ai0jyjqj então

q =
nX

j=1

xi0ai0jyjqj.

Essa igualdade só é posśıvel se qj = q para todo j 2 Fi0 (ver equação (2.4)). Isso implica que
qj = q quando j 2 Fi e i 2 m. Assim,

S
i2m Fi ✓ M . Isso implica que as colunas com os termos

positivos das linhas i de m estão dentro de M , ou seja, A[m,M) = 0|m|⇥n�|M |.

Acabamos de ver que se i0 2 m e j0 2 M então qj0 = p
�1
i0 . Portanto, se (i, j) 2 m ⇥M então

pq = piqj = pip
�1
i = 1. Seja

B =

0

B@
b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

1

CA ,

como B
0 = D

0
1D

�1
1 BD

�1
2 D

0
2, temos

B
0 =

0

B@
x

0
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · x
0
n

1

CA

0

B@

1
x1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1
xn

1

CA

0

B@
b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

1

CA

0

B@

1
y1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1
yn

1

CA

0

B@
y

0
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · y
0
n

1

CA

=

0

B@
p1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · pn

1

CA

0

B@
b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

1

CA

0

B@
q1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · qn

1

CA

=

0

B@
p1b11q1 · · · p1b1nqn

...
. . .

...
pnbn1q1 · · · pnbnnqn

1

CA .
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Dáı, se (i, j) 2 m ⇥ M segue pibijqj = bij pois piqj = 1, isto é, os elementos nas linhas m e
colunas M da matriz B

0 são os mesmos elementos das linhas m e as colunas M da matriz B,
ou seja,

B
0[m,M ] = B[m,M ].

Como A[m,M) = 0|m|⇥n�|M |, A(m,M ] = 0n�|m|⇥|M | e B = D1AD2 é duplamente estocástica
então B[m,M) = 0|m|⇥n�|M |, B(m,M ] = 0n�|m|⇥|M | e B[m,M ] é duplamente estocástica. Já
que toda matriz duplamente estocástica é quadrada (pois a soma de todos seus elementos é
igual ao número de filas e ao numero de colunas) temos |m| = |M |.

Agora, a soma do número de linhas e do número do colunas das matrizes A[m,M) = 0|m|⇥n�|M |
e A(m,M ] = 0n�|m|⇥|M | é |m|+ (n� |M |) = n e (n� |M |) + |M | = n, respectivamente. Logo,
se A é totalmente indecompońıvel, A[m,M) e A(m,M ] não poderiam existir pela Definição
(1.20). Isso implica que |m| = |M | = n. Nesse caso B = B[m,M ] = B

0[m,M ] = B
0, isso

mostra a unicidade de B, se A é totalmente indecompońıvel.

Além disso, se A é totalmente indecompońıvel temos m⇥M = {1, . . . n}⇥ {1, . . . n} e piqj = 1
para todos 1  i, j  n. Portanto

p1 = p2 = . . . = pn = � e q1 = q2 = . . . = qn = 1/�.

Assim, D0
1D

�1
1 = �Id e D

0
2D

�1
2 = (1/�)Id, então D

0
1 = �D1 e D

0
2 = (1/�)D2.

Suponhamos que |m| 6= |M | 6= n (as submatrizes nulas A[m,M) e A(m,M ] existem), isto é, A
é parcialmente decompońıvel. Então B(m,M) e B

0(m,M) também existem e são duplamente
estocásticas de ordem menor que n, pois B(m,M ], B0(m,M ], B[m,M), B0[m,M) existem e

B
0(m,M ] = B(m,M ] = 0n�|m|⇥|M | e B[m,M) = B

0[m,M) = 0|m|⇥n�|M |.

Também, B(m,M) = D
00
1A(m,M)D00

2 e B
0(m,M) = D

000
1 A(m,M)D000

2 onde D
00
1 , D

00
2 , D

000
1 , D

000
2

são diagonais positivas. De fato, D
00
1 = D1(m,M), D

00
2 = D2(m,M), D

000
1 = D

0
1(m,M) e

D
000
2 = D

0
2(m,M), pois

B(m,M) = D1AD2(m,M) = (xiaijyj)n⇥n(m,M) e

B
0(m,M) = D

0
1AD

0
2(m,M) = (x

0

iaijy
0

j)n⇥n(m,M).

Procedemos por indução sobre a ordem de A. É claro que o lema é valido para matrizes de ordem
1. Suponhamos que é valido para matrizes de ordem menor que n. Portanto, por indução na
ordem de A(m,M) (ordem menor que a ordem de A) temos que B(m,M) = B

0(m,M). Como
B[m,M ] = B

0[m,M ], B[m,M) = B
0[m,M) e B(m,M ] = B

0(m,M ], então B = B
0. Isso

completa a prova da unicidade de B.
⌅

2.2 Processo de Normalização de Linhas e Colunas

Seja A uma matriz real quadrada com entradas não negativas. A ideia inicial do teorema de
Sinkhorn-Knopp é dividir as colunas de A pela suas somas respectivas para obter uma matriz
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coluna estocástica A1. Depois fazemos o mesmo com as linhas de A1 para obter uma matriz
linha estocástica A2. Entretanto essa A2 não precisa ser coluna estocástica. Por isso precisamos
voltar a normalizar as colunas.

Esse processo constrói uma sequência de matrizes ora coluna estocástica, ora linha estocástica
a partir da A. Se essa sequência convergir então obviamente convergirá para uma duplamente
estocástica. Veremos que sob certas condições esse limite existe e terá o formato D1AD2

explicado no ińıcio do caṕıtulo.

Chamamos esse processo de processo de normalização de linhas e colunas. Nessa seção defi-
niremos o processo rigorosamente e daremos um exemplo. Na seção seguinte estudaremos as
condições corretas para a convergência desse processo.

Definição 2.4 (Processo de normalização). Seja A = (aij) 2 Mn(R) com entradas não nega-
tivas tal que A não têm linhas ou colunas nulas. Para todos 1  i, j  n definimos xi,0 = 1 e
yj,0 = (

Pn
i=1 aij)

�1, suponhamos definidos xi,m e yj,m e definimos

xi,m+1 = ↵
�1
i,mxi,m e yj,m+1 = �

�1
j,myj,m,

onde ↵i,m =
Pn

j=1 xi,maijyj,m, e �j,m =
Pn

i=1 ↵
�1
i,mxi,maijyj,m. Logo, definimos a sequência

(Ak)k2N ⇢ Mn(R) dada por,

A2m+1 = (xi,maijyj,m) 2 Mn(R) e A2m+2 = (xi,m+1aijyj,m) 2 Mn(R),

para cada m 2 N[{0}. Chamamos o processo de construção da sequência (Ak)k2N de processo
de normalização de linhas e colunas da matriz A.

Aparentemente, a sequência (Ak)k2N do processo de normalização é complicada de construir,
mas não é dif́ıcil perceber que é a mesma sequência descrita na introdução da seção. Com
efeito, para cada 1  i, j  n sejam

Si(A) := soma dos números da linha i de A,

�j(A) := soma dos números da coluna j de A,

ou seja, Si(A) =
Pn

j=1 aij e �j(A) =
Pn

i=1 aij. Agora,

A1 = (xi,0aijyj,0) = (aij�j(A)
�1) = A.diag(�1(A)

�1
, . . . ,�n(A)

�1).

Dai, ↵i,0 = Si(A1). Portanto,

A2 = (xi,1aijyj,0) = (↵�1
i,0 aij�j(A)

�1) = (Si(A1)
�1
aij�j(A)

�1) = diag(S1(A)
�1
, . . . , Sn(A)

�1)A1,

e �j,0 =
Pn

i=1 ↵
�1
i,0xi,0aijyj,0 =

Pn
i=1 xi,1aijyj,0 = �j(A2). Em resumo, continuando por indução,

podemos verificar que ↵i,m = Si(A2m+1) e �j,m = �j(A2m+2), para todo 1  i, j  n. Além
disso,
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A2m+1 = A2m

0

BBB@

�1(A2m)�1 0 · · · 0
0 �2(A2m)�1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · �n(A2m)�1

1

CCCA
,

A2m+2 =

0

BBB@

S1(A2m+1)�1 0 · · · 0
0 S2(A2m+1)�1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Sn(A2m+1)�1

1

CCCA
A2m+1.

Observação 2.5. Para cada k 2 N denotamos por aij(k) o elemento na linha i e a coluna j da
matriz Ak. Então, para todo m inteiro não negativo,

A2m+1 =

0

B@
a11(2m)�1(A2m)�1 · · · a1n(2m)�n(A2m)�1

...
. . .

...
an1(2m)�1(A2m)�1 · · · ann(2m)�n(A2m)�1

1

CA

e

A2m+2 =

0

B@
S1(A2m+1)�1

a11(2m+1) · · · S1(A2m+1)�1
a1n(2m+1)

...
. . .

...
Sn(A2m+1)�1

an1(2m+1) · · · Sn(A2m+1)�1
an1(2m+1)

1

CA .

Assim,

�j(A2m+1) =
nX

i=1

aij(2m)�j(A2m)
�1

= �j(A2m)
�1

nX

i=1

aij(2m)

= �j(A2m)
�1�j(A2m)

= 1,

para todo 1  j  n, e

Si(A2m+2) =
nX

j=1

Si(A2m+1)
�1
aij(2m+1)

= Si(A2m+1)
�1

nX

j=1

aij(2m+1)

= Si(A2m+1)
�1
Si(A2m+1)

= 1,

para todo 1  i  n. Isto é, A2m+1 é coluna estocástica e A2m+2 é linha estocástica, para todo
inteiro positivo m.
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Exemplo 2.6. Consideremos a matriz

A =

✓
1 0
1 1

◆
,

então, �1(A) = 2, �2(A) = 1 de onde,

A1 =

✓
1 0
1 1

◆✓
1/2 0
0 1

◆
=

✓
1/2 0
1/2 1

◆
,

S1(A1) = 1/2, S2(A1) = 3/2, logo

A2 =

✓
2 0
0 2/3

◆✓
1/2 0
1/2 1

◆
=

✓
1 0
1/3 2/3

◆
,

�1(A2) = 4/3, �2(A2) = 2/3, então

A3 =

✓
1 0
1/3 2/3

◆✓
3/4 0
0 3/2

◆
=

✓
3/4 0
1/4 1

◆
,

S1(A3) = 3/4, S2(A3) = 5/4, segue

A4 =

✓
4/3 0
0 4/5

◆✓
3/4 0
1/4 1

◆
=

✓
1 0
1/5 4/5

◆
.

Continuando do mesmo jeito obtemos que para cada m 2 {0} [ N

A2m+1 =

0

@
2m+1
2m+2 0

1
2m+2 1

1

A

e

A2m+2 =

0

@
1 0

1
2m+3

2m+2
2m+3

1

A ,

onde,

�1(A2m+1) =
2m+ 1

2m+ 2
+

1

2m+ 2
=

2m+ 2

2m+ 2
= 1,

e �2(A2m+1) = 0 + 1 = 1. Também S1(A2m+2) = 1 + 0 = 1 e

S2(A2m+2) =
1

2m+ 3
+

2m+ 2

2m+ 3
=

2m+ 3

2m+ 3
= 1.
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2.3 Quando converge o processo de normalização de li-
nhas e colunas?

Vamos agora estudar as condições para a convergência da sequência resultante do processo de
normalização de linhas e colunas de uma matriz real quadrada não negativa.

Definição 2.7. Seja � 2 Sn e A 2 Mn(R). Definimos �(A) :=
Qn

i=1 ai�(i), ou seja, é o produto
dos termos da diagonal a1�(1), . . . , an�(n).

Teorema 2.8. Seja A 2 Mn(R) com entradas não negativas. Uma condição necessária e
suficiente para que a sequência (Ak)k2N obtida no processo de normalização da matriz A convirja
é A ter suporte.

Demonstração. Suponha que A tenha suporte. Para cada m 2 {0} [ N sejam

A2m+1 = (xi,maijyj,m)n⇥n e A2m+2 = (xi,m+1aijyj,m)n⇥n

matrizes definidas no processo de normalização da matriz A.

Pela Observação (2.5) nós garantimos que para cada m 2 {0} [ N a matriz A2m+1 é coluna
estocástica e a matriz A2m+2 é linha estocástica. Logo, para cada 1  j  n temos

nX

i=1

xi,maijyj,m = 1.

Portanto para cada 1  j  n

yj,m =

 
nX

i=1

xi,maij

!�1

 (xi0,mai0j)
�1

,

onde i0 2 {1, . . . , n} é tal que ai0j > 0 (i0 existe pois A tem suporte). Seja

a = min{aij : aij > 0 e 1  i, j  n},

então, a  ai0j, de onde a
�1
i0j  a

�1. Dáı

yj,m  (xi0,mai0j)
�1  x

�1
i0,ma

�1
i0j  x

�1
i0,ma

�1
,

para cada 1  j  n. Logo, xi,myj,m  a
�1 sempre que aij > 0.

Como A tem suporte, existe uma diagonal positiva. Seja ela a1�(1), . . . , an�(n) onde � 2 Sn.
Defina para cada k 2 N

⇠k =
nY

i=1

xi,k�1y�(i),k�1 e ⇠
0
k =

nY

i=1

xi,ky�(i),k�1.

Notemos que ⇠1, ⇠01 > 0. Agora, do fato que (xi,k�1aijyj,k�1)n é coluna estocástica para todo
k 2 N, segue,
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nX

i=1

↵i,k�1 =
nX

i=1

nX

j=1

xi,k�1aijyj,k�1

=
nX

j=1

nX

i=1

xi,k�1aijyj,k�1

=
nX

j=1

1 = n.

Então,
Pn

i=1 ↵i,k�1

n
=

n

n
= 1,

como

 
nY

i=1

↵i,k�1

!1/n


Pn

i=1 ↵i,k�1

n
= 1,

temos,

1 �
nY

i=1

↵i,k�1 =
nY

i=1

xi,k�1

xi,k

=
nY

i=1

xi,k�1y�(i),k�1

xi,ky�(i),k�1

=
⇠k

⇠
0
k

.

Assim, ⇠0k � ⇠k. Analogamente, do fato que (xi,kaijyj,k�1)n é linha estocástica para todo k 2 N,
segue,

nX

j=1

�j,k�1 =
nX

j=1

nX

i=1

↵
�1
i,k�1xi,k�1aijyj,k�1

=
nX

j=1

nX

i=1

xi,kaijyj,k�1

=
nX

i=1

nX

j=1

xi,kaijyj,k�1

=
nX

i=1

1 = n.

Portanto,

 
nY

j=1

�j,k�1

!1/n


Pn

j=1 �j,k�1

n
= 1,
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ou seja,

1 �
nY

j=1

�j,k�1 =
nY

j=1

yj,k�1

yj,k
.

Como � 2 Sn, para cada j 2 {1, . . . , n} existe um único i 2 {1, . . . , n} tal que j = �(i), logo,

1 �
nY

j=1

yj,k�1

yj,k
=

nY

i=1

y�(i),k�1

y�(i),k

=
nY

i=1

xi,ky�(i),k�1

xi,ky�(i),k

=
⇠
0
k

⇠k+1
.

Dáı, ⇠k+1 � ⇠
0
k. Lembremos que xi,k�1yj,k�1  a

�1 sempre que aij > 0. Já que ai�(i) > 0 para
todo i 2 {1, . . . , n} segue, xi,ky�(i),k  a

�1 para todo i 2 {1, . . . , n}, então

0 < ⇠k  ⇠
0
k  ⇠k+1 

�
a
�1
�n

.

Portanto, (⇠k)k2N e (⇠0k)k2N são sequências positivas crescentes e limitadas, então (⇠k)k2N e
(⇠0k)k2N são convergentes. Além disso, como ⇠k  ⇠

0
k  ⇠k+1 segue que (⇠k)k2N e (⇠0k)k2N conver-

gem para o mesmo L tal que 0 < L  (a�1)n.

Nós temos que

nY

i=1

↵i,k�1 =
⇠k

⇠
0
k

.

Segue

lim
k!1

nY

i=1

↵i,k�1 = lim
k!1

⇠k

⇠
0
k

= 1,

Além disso, para cada k 2 N,
Pn

i=1 ↵i,k�1

n = 1. Isso implica que limk!1 ↵i,k�1 = 1 para cada
i 2 {1, . . . , n}. Analogamente,

lim
k!1

nY

j=1

�j,k�1 = lim
k!1

⇠
0
k

⇠k+1
= 1,

e para cada k 2 N,
Pn

j=1 �j,k�1

n = 1, de onde limk!1 �j,k�1 = 1 para cada j 2 {1, . . . , n}.

Seja (Ak)k2N a sequência obtida no processo de normalização da matriz A e seja (Akr)r2N uma
subsequência de (Ak)k2N tal que (Akr)r2N converge para B 2 Mn(R) (note que a subsequência
(Akr)r2N existe pois a sequencia (Ak)k2N é limitada já que Ak é linha ou coluna estocástica para
todo k 2 N). Da subsequência (Akr)r2N podemos extrair uma subsequência (Akrs )s2N tal que

krs é ı́mpar para todo s 2 N ou krs é par para todo s 2 N. É claro que (Akrs )s2N converge para
B.
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Se krs é ı́mpar para todo s 2 N, então Akrs é coluna estocástica para todo s 2 N, dai, B é
coluna estocástica; além disso, B é linha estocástica, pois ↵i,k�1 ! 1 quando k ! 1, de onde
B é duplamente estocástica.

Se krs é par para todo s 2 N, então Akrs é linha estocástica para todo s 2 N, dai, B é linha
estocástica; além disso, B é coluna estocástica, pois �j,k�1 ! 1 quando k ! 1, então B

é duplamente estocástica. Portanto, qualquer subsequência convergente de (Ak)k2N tem que
convergir para uma matriz duplamente estocástica.

Se conseguimos provar que as subsequências convergentes de (Ak)k2N convergem todas para
o mesmo limite, então a sequência inteira (Ak)k2N converge para uma matriz duplamente es-
tocástica.

Suponhamos que (Akr)r2N e (Ak0r)r2N são subsequências convergentes de (Ak)k2N. Sejam

B = (bij)n⇥n = lim
r!1

Akr e C = (cij)n⇥n = lim
r!1

Ak0r ,

portanto B e C são duplamente estocásticas. Lembremos que para todo r 2 N, Akr e Ak0r são
matrizes obtidas de A multiplicando à esquerda e à direita por matrizes diagonais. Vejamos
que bij 6= 0 se, e só se cij 6= 0 para todos i, j 2 {1, . . . , n}.

Seja � 2 Sn e consideremos a notação da Definição (2.7). Notemos que

�(A) = 0 se, e só se �(Akr) = �(Ak0r) = 0 para cada r 2 N,

pois as diagonais positivas de Akr e Ak0r são as mesmas de A. Suponhamos que �(A) 6= 0, então,
se kr é ı́mpar temos, Akr = (xi, kr�1

2
aijyj, kr�1

2
). Portanto

�(Akr) =
nY

i=1

xi, kr�1
2

ai�(i)y�(i), kr�1
2

=
nY

i=1

ai�(i)xi, kr�1
2

y�(i), kr�1
2

=
nY

i=1

ai�(i)

nY

i=1

xi, kr�1
2

y�(i), kr�1
2

= �(A).⇠ kr�1
2

,

Se kr é par temos

�(Akr) =
nY

i=1

xi, kr�2
2 +1ai�(i)y�(i), kr�2

2

=
nY

i=1

ai�(i)xi, kr�2
2 +1y�(i), kr�2

2

=
nY

i=1

ai�(i)

nY

i=1

xi, kr�2
2 +1y�(i), kr�2

2

= �(A).⇠0kr�2
2

.
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Como ⇠(kr�1)/2 ! L e ⇠(kr�2)/2 ! L quando r ! 1 então, fazendo r ! 1 em �(Akr) obtemos
�(B) = �(A)L. Análogamente, fazendo a mesmo análise para (Ak0r)r2N temos �(C) = �(A)L.

Já que B é duplamente estocástica segue do Corolário (1.15) que B tem suporte total; logo, se
bi0j0 6= 0 então existe uma diagonal positiva de B contendo ele. Dai, existe uma permutação
 2 Sn tal que  (B) 6= 0 e  (i0) = j0.

Se  (A) = 0 então  (Akr) = 0 para todo r 2 N. Segue  (B) = limr!1  (Akr) = 0, assim,
 (A) 6= 0. Isso implica que  (B) =  (A)L =  (C), isto é,  (C) 6= 0, portanto ci0j0 6= 0 pois
ele faz parte do produto que forma  (C).

Da mesma forma provamos que se ci0j0 6= 0 então bi0j0 6= 0. Portanto, bij 6= 0 se, e só se cij 6= 0
para todos i, j 2 {1, . . . , n}.

Agora, como para cada r 2 N, Akr e Ak0r são matrizes obtidas no processo de normalização de
A, existem matrizes diagonais positivas

D̃1,r =

0

B@
w1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · wn,r

1

CA e D̃2,r =

0

B@
z1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · zn,r

1

CA ,

tais que Ak0r = D̃1,rAkrD̃2,r, isto para cada r 2 N. Como Ak0r ! C, Akr ! B e (Ak0r)ij =
wi,r(Akr)ijzj,r = aij(kr)wi,rzj,r, então para bij > 0,

lim
r!1

wi,rzj,r = cijb
�1
ij .

Pelo Lema (2.2), existem novas sequências (w0
i,r)r2N e (z0j,r)r2N, para todos 1  i, j  n, con-

vergindo para limites positivos tais que wi,rzj,r = w
0
i,rz

0
j,r para todo r 2 N e todos 1  i, j  n.

Sejam

D1 = lim
r!1

0

B@
w

0
1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · w
0
n,r

1

CA e D2 = lim
r!1

0

B@
z
0
1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · z
0
n,r

1

CA ,

logo,

D1BD2 = lim
r!1

0

B@
w

0
1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · w
0
n,r

1

CA

0

B@
b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

1

CA lim
r!1

0

B@
z
0
1,r · · · 0
...

. . .
...

0 · · · z
0
n,r

1

CA ,

isto é, o termo na linha i0 e a coluna j0 da matriz D1BD2 é

lim
r!1

w
0
i0,rbi0j0z

0
j0,r = bi0j0 lim

r!1
w

0
i0,rz

0
j0,r

= bi0j0 lim
r!1

wi0,rzj0,r

= bi0j0

�
ci0j0b

�1
i0j0

�

= ci0j0 ,

se bi0j0 > 0. Se bij = 0, então (D1BD2)ij = 0 e já mostramos que cij = 0. Então, C = D1BD2.
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Pelo fato de C e B serem duplamente estocásticas, segue da unicidade provada no Lema (2.3)
que B = C. Então qualquer subsequência da sequência (Ak)k2N que converge, deve convergir
para o mesmo limite (uma matriz duplamente estocástica). Então (Ak)k2N converge para uma
matriz duplamente estocástica.

Reciprocamente, observe que o fato de A ter suporte é também condição necessária para que
o processo de normalização convirja. Suponha que limk!1 Ak = B, então B é duplamente
estocástica pois para cada r 2 N, A2r�1 é coluna estocástica e A2r é linha estocástica, além
disso, A2r�1 ! B e A2r ! B. Portanto B tem suporte total, logo tem suporte, então existe
uma permutação � 2 Sn tal que �(B) 6= 0, como

lim
k!1

�(Ak) = �(B) > 0,

temos que �(A) > 0, pois se �(A) = 0, segue que �(Ak) = 0 para todo k 2 N, consequentemente
�(B) = 0, absurdo. Isto implica que A tem suporte.

⌅

Observação 2.9. Vimos no teorema anterior que se A tem suporte então Am ! B, onde
(Am)m2N é a sequência obtida do processo de normalização da matriz A e B é duplamente
estocástica. Observe que se bij > 0 então aij > 0, pois bij = limm!1 xi,maijyj,m.

Agora se A tiver suporte total então o contrário também vale. De fato, se aij > 0 então existe
 2 Sn tal que j =  (i) e  (A) > 0. Vimos na demonstração anterior que  (Am) !  (A)L > 0.
Mas  (Am) !  (B). Assim  (B) > 0, isso implica que bi (i) = bij > 0.

Conclusão: Se A tem suporte total então aij > 0 se e só se bij > 0.

Notemos que isso não precisa ocorrer se A só tiver suporte. No exemplo (2.6), vimos que
a21 = 1, mas Ak ! B = Id. Portanto b21 = 0.

2.4 Resultado Principal: Teorema de Sinkhorn-Knopp

Na seção anterior vimos que a condição para que (Ak)k2N, a sequência obtida no processo de
normalização de A 2 Mn(R), convirja é A ter suporte. Mas não temos informação sobre o limite.
Nessa seção apresentaremos o teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes, onde obtemos uma
condição para ter como limite da convergência de (Ak)k2N uma matriz D1AD2, com D1, D2 2
Mn(R) são diagonais positivas.

Teorema 2.10 (Teorema de Sinkhorn-Knopp). Seja A como no Lema (2.3). Uma condição
necessária e suficiente para existir uma matriz duplamente estocástica B da forma D1AD2,
onde D1 e D2 são matrizes diagonais positivas é A ter suporte total. Além disso, se A tem
suporte total então o limite da sequência (Ak)k2N obtida no processo de normalização da matriz
A é a matriz D1AD2 descrita acima.

Demonstração. Suponhamos primeiro que A tem suporte total. Então A tem suporte
e pelo Teorema (2.8), a sequência (Ak)k2N obtida do processo de normalização da matriz A

converge para uma matriz duplamente estocástica B = (bij) 2 Mn(R). Vamos mostrar que
existem matrizes diagonais positivas D1, D2 2 Mn(R) tais que B = limk!1 Ak = D1AD2.
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Sabemos que Ak = D1,kAD2,k, onde

D1,k =

0

B@
⌘1,k · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ⌘n,k

1

CA e D2,k =

0

B@
�1,k · · · 0
...

. . .
...

0 · · · �n,k

1

CA .

Então B = limk!1 D1,kAD2,k. Pela Observação (2.9) temos que bij 6= 0 se e só se aij 6= 0, pois
A tem suporte total.

Portanto, se aij > 0 então ⌘i,k�j,k ! bija
�1
ij quando k ! 1. Segue do Lema (2.2) que existem

sequências convergentes (⌘0i,k)k2N e (�0j,k)k2N, para todos 1  i, j  n, tais que ⌘i,k�j,k = ⌘
0
i,k�

0
j,k

para todo k 2 N e todos i, j 2 {1, . . . , n}. Definimos

D
0
1,k =

0

B@
⌘
0
1,k · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ⌘
0
n,k

1

CA e D
0
2,k =

0

B@
�
0
1,k · · · 0
...

. . .
...

0 · · · �
0
n,k

1

CA .

Notemos que D1,kAD2,k = D
0
1,kAD

0
2,k pois,

(D1,kAD2,k)ij = ⌘i,kaij�j,k = aij⌘i,k�j,k = aij⌘
0
i,k�

0
j,k = ⌘

0
i,kaij�

0
j,k = (D0

1,kAD
0
2,k)ij.

Seja D1 = limk!1 D
0
1,k e D2 = limk!1 D

0
2,k, logo,

D1AD2 = lim
k!1

D
0
1,kAD

0
2,k

= lim
k!1

D1,kAD2,k

= B.

Reciprocamente, se existem diagonais positivas D1 e D2 tais que D1AD2 é duplamente es-
tocástica, segue do Corolário (1.15) que D1AD2 tem suporte total o que implica que A tem
suporte total.

⌅

Corolário 2.11. Se A tiver suporte, mas não tiver suporte total então o limite da sequência
(Ak)k2N obtida no processo de normalização da matriz A não pode ser a matriz D1AD2.

Demonstração. Suponhamos que A tenha suporte mas não tenha suporte total. Pelo
teorema (2.8) temos que a sequência (Ak)k2N obtida do processo de normalização da matriz A,
converge para uma matriz B duplamente estocástica. Suponhamos que

B = lim
k2!1

Ak = D1AD2,

pelo teorema (2.10) segue que A tem suporte total, absurdo. Portanto, B 6= D1AD2.
⌅
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Exemplo 2.12. Lembremos o Exemplo (2.6). Para a matriz

A =

✓
1 0
1 1

◆

obtemos do processo de normalização a sequência (Ak)k2N dada por

A2k�1 =

0

@
2k�1
2k 0

1
2k 1

1

A e A2k =

0

@
1 0

1
2k+1

2k
2k+1

1

A .

Como A tem suporte pois a diagonal principal é positiva, segue do teorema (2.8) que a sequência
(Ak)k2N converge para uma matriz duplamente estocástica. De fato, fazendo k ! 1 observamos
que (Ak)k2N converge para a matriz identidade.

Além disso, A não possui suporte total, logo, pelo teorema (2.10) não existem matrizes diagonais
positivas D1 e D2 tais que D1AD2 = Id.
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Caṕıtulo 3

Teorema de Sinkhorn-Knopp para
Mapas positivos

No caṕıtulo anterior desmonstramos o Teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes. Agora,
vamos generalizar esse teorema para mapas positivos (Teorema (3.26)) como feito na referência
[4].

Essa não foi a primeira adaptação do teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos, a
primeira foi obtida em [8]. Entretanto a abordagem feita em [4] tem a vantagem de utilizar as
ideias originais de Sinkhorn e Knopp discutidas no caṕıtulo anterior.

Precisaremos dessa extensão no último caṕıtulo para aplicá-la ao problema da separabilidade
dos estados quânticos.

3.1 Preliminares

Primeiro vamos relembrar alguns conceitos e introduzir alguns outros com relação as matrizes
Hermitianas e os mapas positivos. Para essa parte recomendamos a referência [1].

Denotamos por Idk a matriz identidade em Mk (ou simplesmente Id no caso em que a ordem
da matriz é evidente). Além disso, para cada r 2 N a função h·, ·i : Mr ⇥Mr ! C é o produto
interno do traço, ou seja, hX, Y i = tr(XY

⇤) para todos X, Y 2 Mr.

Definição 3.1. Seja A 2 Mn, dizemos que A é Hermitiana se A = A
t
= A

⇤.

Observação 3.2. O Teorema Espectral diz que se A 2 Mn é Hermitiana então existe uma
matriz unitária R 2 Mn (isto é, R

⇤ = R
�1) e uma matriz diagonal D 2 Mn(R) tal que

A = RDR
⇤. De fato os elementos da diagonal da matrizD são autovalores de A e os autovetores

associados são as colunas de R. Note que estes formam uma base ortonormal de Cn. Além
disso, note que A = RDR

⇤ =
Pn

i=1 diirir
⇤
i , onde ri é a coluna i de R e dii é a i-ésima entrada

da diagonal de D.
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Definição 3.3. Seja A 2 Mn. Dizemos que A é uma matriz Hermitiana positiva definida
(positiva semi-definida) se as seguintes condições equivalentes são satisfeitas:

(1) Para cada w 2 Cn \ {~0} temos que w
⇤
Aw > 0 (w⇤

Aw � 0, respectivamente).

(2) A é Hermitiana e possui autovalores positivos (não negativos, respectivamente).

Denotamos por Pn o conjunto das matrizes Hermitianas positivas semi-definidas em Mn.

Observação 3.4. Pela Observação (3.2) nós temos que as matrizes Hermitianas positivas
definidas são diagonalizáveis. Além disso para cada matriz A Hermitiana positiva definida
existem a raiz quadrada e a inversa de A, que denotamos por A

1
2 e A

�1 respectivamente.
Também, A

1
2 é Hermitiana positiva definida, logo existe sua inversa e é denotada por A� 1

2

Exemplo 3.5. Dos itens (3) e (4) na Observação (1.25), segue que o produto de Kronecker de
duas matrizes Hermitianas positivas definidas (resp. semi-definidas) dá uma matriz Hermitiana
positiva definida (resp. semi-definida).

Observação 3.6. Não é dif́ıcil ver que

(1) A 2 Pk se e só se tr(AB) � 0 para toda matriz B 2 Pk.

(2) Se A1, A2 2 Pk então tr(A1A2) = 0 se, e somente se A1A2 = 0.

Essas informações serão muito úteis adiante.

Definição 3.7. Seja T : Mk ! Mm uma transformação linear. Dizemos que T é um mapa
positivo se T (A) 2 Pm, para toda A 2 Pk.

Exemplo 3.8.

(1) Seja T : Mk ! Mm a transformação linear dada por T (B) = tr(B)Idm. Seja A 2 Pk,
então todos os autovalores de A são não negativos, de onde tr(A) � 0. Dáı, para toda
A 2 Pk temos que T (A) 2 Pm, isto é, T é um mapa positivo.

(2) Sejam C 2 Mk e T : Mk ! Mk a transformação linear dada por T (B) = CBC
⇤. Seja

A 2 Pk. Note que

w
⇤(T (A))w = w

⇤(CAC
⇤)w = (w⇤

C)A(C⇤
w) = (C⇤

w)⇤A(C⇤
w) � 0,

para todo w 2 Ck. Portanto T (A) 2 Pk, ou seja, T é um mapa positivo.

Observação 3.9. Uma propriedade importante dos mapas positivos que utilizamos neste
caṕıtulo é a seguinte: Se T : Mk ! Mm é um mapa positivo tal que T (Idk) é Hermitiana
positiva definida, então T (A) é Hermitiana positiva definida sempre que A 2 Mk seja Hermiti-
ana positiva definida. Veja sua demonstração em [5, Proposition 3.2].
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Definição 3.10. Seja T : Mk ! Mm uma transformação linear, então definimos a adjunta de
T como sendo a transformação linear T

⇤ : Mm ! Mk tal que hT ⇤(B), Ai = hB, T (A)i, para
todos A 2 Mk e B 2 Mm.

Observação 3.11. Observemos que se T : Mk ! Mm é um mapa positivo então sua adjunta
T

⇤ : Mm ! Mk é também um mapa positivo. De fato, para cada A 2 Pk temos que T (A) 2 Pm.
Logo, para cada A 2 Pk e cada B 2 Pm segue da definição do produto interno do traço e da
Observação (3.6) que,

tr(T ⇤(B)A) = tr(T ⇤(B)A⇤) = hT ⇤(B), Ai = hB, T (A)i = tr(BT (A)⇤).

Portanto tr(T ⇤(B)A) = tr(BT (A)) � 0. Pela Observação (3.6), T ⇤(B) 2 Pm.

Exemplo 3.12.

(1) Seja T : Mk ! Mm como no item (1) Exemplo (3.8). Então, T ⇤ : Mm ! Mk está dada
por T

⇤(B) = tr(B)Idk. Em efeito, para cada A 2 Mk e B 2 Mm temos

hB, T (A)i = tr(BT (A)⇤) = tr(B(tr(A⇤)Idm)) = tr(tr(B)IdkA
⇤) = htr(B)Idk, Ai.

Assim

hT ⇤(B), Ai = htr(B)Idk, Ai, isto é, T
⇤(B) = tr(B)Idk.

(2) Seja T : Mk ! Mk como no item (2) Exemplo (3.8). Então, T ⇤ : Mk ! Mk está dada
por T

⇤(B) = C
⇤
BC. Para cada A 2 Mk e B 2 Mk temos

hB, T (A)i = hB,CAC
⇤i = tr(BCA

⇤
C

⇤) = tr(C⇤
BCA

⇤) = hC⇤
BC,Ai.

Assim

hT ⇤(B), Ai = hC⇤
BC,Ai, isto é, T

⇤(B) = C
⇤
BC.

O Lema (2.2) foi o lema chave para provar o teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes quadra-
das, mas na generalização desse teorema para mapas positivos precisamos de uma adaptação
desse lema para matrizes retangulares. Ela está feita no seguinte lema.

Lema 3.13. Sejam (vn)n2N e (wn)n2N sequências de vetores positivos de Rk e Rm respectiva-
mente. Seja A = (aij) 2 Mk⇥m(C) uma matriz com suporte total. Se para cada aij 6= 0 as
correspondentes entradas de vnw

t
n (i.e. (vnwt

n)ij = vi,nwj,n) convergem a um limite positivo,
então existem duas sequências de vetores positivos (v0n)n2N de Rk e (w0

n)n2N de Rm convergindo
a vetores positivos v e w, respectivamente, tal que vnw

t
n = v

0
n(w

0
n)

t para cada n 2 N (i.e.
vi,nwj,n = v

0
i,nw

0
j,n, para todos 1  i  k, 1  i  k e n 2 N).
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Demonstração. Se k = m o resultado segue do Lema (2.2). Suponhamos que k 6= m

então pela Definição (1.27) temos que a matriz quadrada A⌦ 1m⇥k tem suporte total. Agora,
por hipótese segue que para cada entrada não nula da matriz A⌦1m⇥k a correspondente entrada
na matriz vnw

t
n ⌦ 1m⇥k = (vn ⌦ 1m⇥1)(wt

n ⌦ 11⇥k) = (vn ⌦ 1m⇥1)(wn ⌦ 1k⇥1)t converge a um
número positivo.

Como A ⌦ 1m⇥k 2 Mkm tem suporte total e vn ⌦ 1m⇥1, wn ⌦ 1k⇥1 2 Rkm são vetores posi-
tivos (pois vn e wn são vetores positivos), então, segue da do Lema (2.2) que existem duas
sequências (v0n)n2N e (w0

n)n2N de vetores positivos de Rkm convergindo para vetores positivos v
e w respectivamente, tais que para todo n 2 N temos que

(vn ⌦ 1m⇥1)(w
t
n ⌦ 11⇥k) = v

0
n(w

0
n)

t
, (3.1)

Para cada n 2 N consideremos os vetores v00n 2 Rk dado pelas primeiras k componentes do vetor
v
0
n e w

00
n 2 Rm dado pelas primeiras m componentes do vetor w0

n. Então as sequências (v00n)n2N
e (w00

n)n2N de vetores positivos convergem para os vetores positivos v00 2 Rk e w
00 2 Rm, onde

v
00 está dado pelas primeiras k entradas do vetor v e w

00 está dado pelas primeiras m entradas
do vetor w. Além disso, da equação (3.1) segue que vnw

t
n = v

00
n(w

00
n)

t, para cada n 2 N.
⌅

Precisamos ainda de um último Lema antes de seguir para a generalização do teorema de
Sinkhorn-Knopp para mapas positivos.

Lema 3.14. Sejam A = (aij), B = (bij) 2 Mk; v = (vi)ki=1, w = (wi)ki=1 2 Ck e r = (ri)mi=1 2
Cm. Então,

(1) �(A� B) = �(A)�(B), para todo � 2 Sk;

(2) para cada � 2 Sk segue

�(vwt) =
kY

i=1

viwi;

(3) para cada � 2 Skm segue

�(vrt ⌦ 1m⇥k) =

 
kY

i=1

vi

!m 
mY

i=1

ri

!k

.

Demonstração.

(1) Sejam � 2 Sk e C = (cij) 2 Mk tal que C = A� B, então

�(A� B) = �(C) =
kY

i=1

ci�(i) =
kY

i=1

ai�(i)bi�(i) =

 
kY

i=1

ai�(i)

! 
kY

i=1

bi�(i)

!
= �(A)�(B)
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(2) Observemos que (vwt)ij = viwj, para todos 1  i, j  k. Assim, para cada � 2 Sk temos

�(vwt) =
kY

i=1

(vwt)i�(i) =
kY

i=1

viw�(i) =

 
kY

i=1

vi

! 
kY

i=1

w�(i)

!
.

Como � 2 Sk, segue
Qk

i=1 w�(i) =
Qk

i=1 wi. Portanto,

�(vwt) =

 
kY

i=1

vi

! 
kY

i=1

wi

!
=

kY

i=1

viwi.

(3) Nos temos vrt ⌦ 1m⇥k = (v ⌦ 1m⇥1)(rt ⌦ 11⇥k) = (v ⌦ 1m⇥1)(r ⌦ 1k⇥1)t. Logo, pelo item
(2) temos que para cada � 2 Sk segue

�(vrt ⌦ 1m⇥k) = �((v ⌦ 1m⇥1)(r ⌦ 1k⇥1)
t) =

 
kmY

i=1

(v ⌦ 1m⇥1)i

! 
kmY

i=1

(r ⌦ 1k⇥1)i

!
,

mas v⌦1m⇥1 = (v1, ..., vk, v1, ..., vk, ..., v1, ..., vk)t, onde cada vi aparece m vezes para cada
1  i  k. Assim,

kmY

i=1

(v ⌦ 1m⇥1)i =

 
kY

i=1

vi

!m

;

analogamente,

kmY

i=1

(r ⌦ 1k⇥1)i =

 
mY

i=1

ri

!k

.

Portanto,

�(vrt ⌦ 1m⇥k) =

 
kY

i=1

vi

!m 
mY

i=1

ri

!k

.

⌅

3.2 Processo de Normalização para Mapas Positivos

Nesta seção introduzimos os conceitos de mapa positivo duplamente estocástico e mapa positivo
com suporte (suporte total). Além disso apresentamos o processo de normalização (3.20) para
mapas positivos que vai substituir o processo de normalização para matrizes.

Definição 3.15. Seja T : Mk ! Mm um mapa positivo. Dizemos que T é duplamente es-
tocástica se T (Idk/

p
k) = Idm/

p
m e T

⇤(Idm/
p
m) = Idk/

p
k.

38



Exemplo 3.16. Sejam R 2 Mk uma matriz unitária e T : Mk ! Mk dado por T (A) = RAR
⇤,

para toda A 2 Mk. Pelo Exemplo (3.8) temos que T é um mapa positivo. Além disso,

T (Id) = R(Id)R⇤ = RR
⇤ = Id.

e

T
⇤(Id) = R

⇤(Id)R = R
⇤
R = Id.

Portanto, T é duplamente estocástico.

Agora vamos para a definição de mapa positivo com suporte e suporte total, com ela se torna
clara a necessidade de generalizar as definições de suporte e suporte total para matrizes retan-
gulares feitas no primeiro caṕıtulo.

Definição 3.17. Seja T : Mk ! Mm um mapa positivo. Dizemos que T tem suporte (resp. su-
porte total) se para cada base ortonormal {v1, ..., vk} de Ck e cada base ortonormal {w1, ..., wm}
de Cm, a matriz (tr(T (viv⇤i )wjw

⇤
j ))k⇥m 2 Mk⇥m(C) tem suporte (resp. suporte total).

Exemplo 3.18. Seja T : Mk ! Mm como no item (1) do Exemplo (3.8) e sejam {v1, ..., vk}
e {w1, ..., wm} bases ortonormais de Ck e Cm respectivamente. Para cada 1  i  k e cada
1  j  m temos

tr(T (viv
⇤
i )wjw

⇤
j ) = tr(tr(viv

⇤
i )Idm(wjw

⇤
j )) = tr(viv

⇤
i )tr(wjw

⇤
j ) = (v⇤i vi)(w

⇤
jwj) = 1,

ou seja, (tr(T (viv⇤i )wjw
⇤
j ))k⇥m = 1k⇥m. Portanto, (tr(T (viv⇤i )wjw

⇤
j ))k⇥m tem suporte total.

Exemplo 3.19. Seja T : Mk ! Mm um mapa positivo duplamente estocástico e sejam
{v1, ..., vk} e {w1, ..., wm} bases ortonormais de Ck e Cm respectivamente. Consideremos a
matriz (tr(T (viv⇤i )wjw

⇤
j ))k⇥m ⌦ 1m⇥k 2 Mkm. Então, para cada 1  i  k temos

mX

j=1

k
�
tr
�
T (viv

⇤
i )wjw

⇤
j

��
= k

mX

j=1

tr
�
T (viv

⇤
i )wjw

⇤
j

�

= k

mX

j=1

tr
�
viv

⇤
i T

⇤(wjw
⇤
j )
�

= k.tr

 
viv

⇤
i T

⇤

 
mX

j=1

wjw
⇤
j

!!

= k.tr (viv
⇤
i T

⇤ (Idm))

= k.tr

✓
viv

⇤
i

✓p
mp
k
Idk

◆◆

=

✓
k

p
mp
k

◆
tr (viv

⇤
i ) =

p
km.

Também, para cada 1  j  m temos
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kX

i=1

m
�
tr
�
T (viv

⇤
i )wjw

⇤
j

��
= m

kX

i=1

tr
�
T (viv

⇤
i )wjw

⇤
j

�

= m.tr

 
T

 
kX

i=1

viv
⇤
i

!
wjw

⇤
j

!

= m.tr
�
T (Idk)wjw

⇤
j

�

= m.tr

  p
kp
m
Idm

!
wjw

⇤
j

!

=

 
m

p
kp
m

!
tr
�
wjw

⇤
j

�
=

p
km.

Portanto, a matriz

✓✓
1p
km

◆
tr(T (viv

⇤
i )wjw

⇤
j )

◆

k⇥m

⌦ 1m⇥k 2 Mkm

é duplamente estocástica. Segue do Corolário (1.15) que ela possui suporte total. Dáı, a matriz
(tr(T (viv⇤i )wjw

⇤
j ))k⇥m ⌦ 1m⇥k 2 Mkm possui suporte total, ou seja, T : Mk ! Mm tem suporte

total.

Definição 3.20 (Processo de normalização para mapas positivos). Seja T : Mk ! Mm um
mapa positivo tal que T (Idk) e T ⇤(Idm) são matrizes Hermitianas positivas definidas. Definimos

X0 = Idk,

Y0 =

✓
1

4
p
m

◆
T

✓
X0

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
0

◆� 1
2

,

A0 = X
⇤
0T

⇤
✓
Y

⇤
0

✓
Idmp
m

◆
Y0

◆
X0,

X1 =

✓
1
4
p
k

◆
X0(A0)

� 1
2 ,

B0 = Y0T

✓
X1

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
1

◆
Y

⇤
0 .

Assim, definimos as sequências (Yn)n2N, (Bn)n2N ⇢ Mm e (An)n2N, (Xn)n2N ⇢ Mk como segue,
para cada n 2 N temos
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Yn =

✓
1

4
p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Yn�1,

An = X
⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn,

Xn+1 =

✓
1
4
p
k

◆
Xn(An)

� 1
2 ,

Bn = YnT

✓
Xn+1

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n+1

◆
Y

⇤
n .

Dáı, obtemos a sequência de mapas positivos (Tn)n2N, com Tn : Mk ! Mm para todo n 2 N,
onde:

T2r(X) = YrT (XrXX
⇤
r )Y

⇤
r e T2r+1(X) = YrT (Xr+1XX

⇤
r+1)Y

⇤
r ,

para todo r 2 N [ {0}.

Observação 3.21. A sequência de matrizes (An)n2N, (Bn)n2N, (Xn)n2N e (Yn)n2N estão bem
definidas porque as matrizes An, Bn são Hermitianas positivas definidas e as matrizes Xn, Yn

são invert́ıveis para todo n 2 N. Isso pode ser observado a partir da Observação (3.9).

Exemplo 3.22. Consideremos T : M2 ! M2 como no Exemplo (3.8), ou seja, T (A) =
tr(A)Id, para toda A 2 M2. Além disso, pelo Exemplo (3.12) temos T

⇤(A) = T (A), para
toda A 2 M2. Assim, T (Id) = tr(Id)Id = 2.Id é Hermitiana positiva definida. Agora,

X0 = Id,

Y0 =

✓
1
4
p
2

◆
T

✓
X0

✓
Idp
2

◆
X

⇤
0

◆� 1
2

=

✓
1
4
p
2

◆✓
2p
2

◆� 1
2

Id =

✓
1p
2

◆
Id,

A0 = X
⇤
0T

⇤
✓
Y

⇤
0

✓
Idp
2

◆
Y0

◆
X0 = T

⇤
✓✓

1

2
p
2

◆
Id

◆
=

✓
1p
2

◆
Id,

X1 =

✓
1
4
p
2

◆
X0(A0)

� 1
2 =

✓
1
4
p
2

◆✓✓
1p
2

◆
Id

◆� 1
2

= Id,

B0 = Y0T

✓
X1

✓
Idp
2

◆
X

⇤
1

◆
Y

⇤
0 =

✓
1

2

◆
T

✓
Idp
2

◆
=

✓
1p
2

◆
Id.

Dai,
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Y1 =

✓
1
4
p
2

◆
(B0)

� 1
2 Y0 =

✓
1
4
p
2

◆✓✓
1p
2

◆
Id

◆� 1
2
✓

1p
2

◆
Id =

✓
1p
2

◆
Id,

A1 = X
⇤
1T

⇤
✓
Y

⇤
1

✓
Idp
2

◆
Y1

◆
X1 = T

⇤
✓✓

1

2
p
2

◆
Id

◆
=

✓
1p
2

◆
Id,

X2 =

✓
1
4
p
2

◆
X1(A1)

� 1
2 =

✓
1
4
p
2

◆✓✓
1p
2

◆
Id

◆� 1
2

= Id,

B1 = Y1T

✓
X2

✓
Idp
2

◆
X

⇤
2

◆
Y

⇤
1 =

✓
1

2

◆
T

✓
Idp
2

◆
=

✓
1p
2

◆
Id.

Portanto, o processo de normalização para o mapa positivo T gera sequências constantes (Yn)n2N =
((1/

p
2)Id)n2N, (An)n2N = ((1/

p
2)Id)n2N, (Xn)n2N = (Id)n2N e (Bn)n2N = ((1/

p
2)Id)n2N.

No processo de normalização de linhas e colunas para matrizes obtemos uma sequência de
matrizes ora coluna estocástica ora linha estocástica. Portanto, se essa sequência de matrizes
converge, terá como limite uma matriz duplamente estocástica.

No teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos não estaremos procurando por uma
condição para que a sequência de mapas positivos (Tn)nN do processo de normalização de
T : Mk ! Mm convirja para um mapa positivo duplamente estocástico, mas estaremos interes-
sados nas condições sobre T para que os pontos limites da subsequência par da sequência de
mapas positivos do processo de normalização (i.e., (YnT (Xn (·)X⇤

n)Y
⇤
n )n2N) sejam duplamente

estocásticos. No próximo lema olhamos uma condição para que esses pontos limites sejam
mapas positivos duplamente estocásticos.

Lema 3.23. Seja T : Mk ! Mm um mapa positivo tal que T (Idk) e T
⇤(Idm) são matrizes

Hermitianas positivas definidas. Sejam (Yn)n2N, (Bn)n2N ⇢ Mm e (An)n2N, (Xn)n2N ⇢ Mm as
sequências definidas no Processo de normalização para T (3.20). Então,

(1) para cada n 2 N temos

YnT

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n =

Idmp
m

e X
⇤
n+1T

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn+1 =

Idkp
k

(2) para cada n 2 N temos tr(An) =
p
k e tr(Bn) =

p
m;

(3) para cada n 2 N temos

0 < det(Xn ⌦ Yn)  det(Xn+1 ⌦ Yn+1);

(4) se (det(Xn ⌦ Yn))n2N é uma sequência limitada, então cada ponto limite da sequência
(YnT (Xn (·)X⇤

n)Y
⇤
n )n2N é um mapa duplamente estocástico.

Demonstração.
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(1) Para todo n 2 N temos

YnT

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n =

✓✓
1

4
p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Yn�1

◆
C

✓✓
1

4
p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Yn�1

◆⇤

=

✓
1

4
p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Yn�1C

✓
1

4
p
m

◆
Y

⇤
n�1

⇣
(Bn�1)

� 1
2

⌘⇤

=

✓
1p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Yn�1CY

⇤
n�1

⇣
(Bn�1)

� 1
2

⌘⇤
,

onde C = T

⇣
Xn

⇣
Idkp
k

⌘
X

⇤
n

⌘
. Logo,

Yn�1CY
⇤
n�1 = Yn�1T

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n�1 = Bn�1.

Dáı,

YnT

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n =

✓
1p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Bn�1

⇣
(Bn�1)

� 1
2

⌘⇤

=

✓
1p
m

◆
(Bn�1)

� 1
2Bn�1(Bn�1)

� 1
2

=

✓
1p
m

◆
Idm.

Analogamente, como Xn+1 =
⇣

1
4pk

⌘
Xn(An)�

1
2 e (An)�

1
2 é Hermitiana, temos

X
⇤
n+1T

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn+1 =

✓
1p
k

◆
(An)

� 1
2X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn(An)

� 1
2

=

✓
1p
k

◆
(An)

� 1
2X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn(An)

� 1
2

=

✓
1p
k

◆
(An)

� 1
2An(An)

� 1
2

=

✓
1p
k

◆
Idk.

(2) para todo n 2 N temos
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tr(An) = tr

✓
X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn

◆

= tr

✓
X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
XnIdk

◆

=

⌧
X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn, Idk

�

=
p
k

⌧
X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn,

Idkp
k

�
.

Da Definição (3.10) e do Exemplo (3.12) segue

⌧
X

⇤
nT

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn,

Idkp
k

�
=

⌧
T

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
, Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

�

=

⌧
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn, T

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆�

=

⌧
Idmp
m
,YnT

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n

�
.

Então

tr(An) =
p
k

⌧
Idmp
m
,YnT

✓
Xn

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n

◆
Y

⇤
n

�
=

p
k

⌧
Idmp
m
,
Idmp
m

�
=

p
k.

Analogamente,

tr(Bn) = tr

✓
YnT

✓
Xn+1

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n+1

◆
Y

⇤
n

◆

= tr

✓
YnT

✓
Xn+1

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n+1

◆
Y

⇤
n Idm

◆

=
p
m

⌧
YnT

✓
Xn+1

✓
Idkp
k

◆
X

⇤
n+1

◆
Y

⇤
n ,

Idmp
m

�

=
p
m

⌧
Idkp
k
,X

⇤
n+1T

⇤
✓
Y

⇤
n

✓
Idmp
m

◆
Yn

◆
Xn+1

�

=
p
m

⌧
Idkp
k
,
Idkp
k

�
=

p
m.

(3) Para cada n 2 N, segue da Observação (1.25)
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det(Xn ⌦ Yn)

det(Xn+1 ⌦ Yn+1)
= det

�
(Xn+1 ⌦ Yn+1)

�1(Xn ⌦ Yn)
�

= det
�
(X�1

n+1 ⌦ Y
�1
n+1)(Xn ⌦ Yn)

�

= det
�
X

�1
n+1Xn ⌦ Y

�1
n+1Yn

�
.

Agora, da Definição (3.20) temos X�1
n+1Xn = 4

p
kA

1/2
n e YnY

�1
n+1 =

4
p
mB

1/2
n . Logo,

det(Xn ⌦ Yn)

det(Xn+1 ⌦ Yn+1)
= det

⇣
(
p
kAn)

1
2 ⌦ (

p
mBn)

1
2

⌘

= det
⇣
(
p
kAn ⌦

p
mBn)

1
2

⌘

= det
⇣p

kAn ⌦
p
mBn

⌘ 1
2
. (3.2)

Como An e Bn são matrizes Hermitianas positivas definidas segue que
p
kAn ⌦

p
mBn é

Hermitiana positiva definida. Assim,

det
⇣p

kAn ⌦
p
mBn

⌘


0

@
tr

⇣p
kAn ⌦

p
mBn

⌘

km

1

A

km

=

 
tr(

p
kAn)tr(

p
mBn)

km

!km

=

 p
ktr(An)

p
mtr(Bn)

km

!km

=

 p
k
p
k
p
m
p
m

km

!km

= 1.

Portanto, det(Xn ⌦ Yn)  det(Xn+1 ⌦ Yn+1). Além disso,

det(X1 ⌦ Y1) = det

✓✓
1
4
p
k

◆
A

�1/2
0 ⌦

✓
1

4
p
m

◆
B

�1/2
0 Y0

◆

= det

✓✓
1
4
p
k

◆
A

�1/2
0

◆m

det

✓✓
1

4
p
m

◆
B

�1/2
0 Y0

◆k

=

✓
1
4
p
k

◆km

det
⇣
A

�1/2
0

⌘m
✓

1
4
p
m

◆mk

det
⇣
B

�1/2
0 Y0

⌘k

=

✓
1
4
p
k

◆km

det
⇣
A

�1/2
0

⌘m
✓

1
4
p
m

◆mk

det
⇣
B

�1/2
0

⌘k

det (Y0)
k
> 0,
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pois A�1/2
0 , B

�1/2
0 e Y0 são matrizes Hermitianas positivas definidas. Dáı

0 < det(X1 ⌦ Y1)  det(Xn ⌦ Yn)  det(Xn+1 ⌦ Yn+1),

para todo n 2 N.

(4) Pelo item (2) temos tr(
p
kAn ⌦

p
mBn) = tr(

p
kAn)tr(

p
mBn) = km, para todo n 2 N.

Além disso,
p
kAn ⌦

p
mBn é uma matriz Hermitiana positiva definida para todo n 2 N.

Dáı, existe uma matriz unitária U 2 Mkm e uma matriz diagonal positiva D 2 Mkm tal
que

p
kAn⌦

p
mBn = UDU

⇤. Logo, considerando a norma induzida pelo produto interno
do traço temos,

wwp
kAn ⌦

p
mBn

ww2
=
Dp

kAn ⌦
p
mBn,

⇣p
kAn ⌦

p
mBn

⌘⇤E

= tr (UDU
⇤
UDU

⇤)

= tr
�
D

2
�

 tr (D)2 = tr

⇣p
kAn ⌦

p
mBn

⌘2

= (km)2.

Assim, a sequência (
p
kAn ⌦

p
mBn)n2N é limitada, portanto (en virtude do teorema

de Bolzano - Weierstrass) possui pontos limites. Seja C um ponto limite de (
p
kAn ⌦p

mBn)n2N, então existe uma subsequência (
p
kAnj ⌦

p
mBnj)j2N tal que

C = lim
j!1

p
kAnj ⌦

p
mBnj .

Agora, para cada E 2 Pkm temos

tr (CE) = tr

✓
lim
j!1

p
kAnj ⌦

p
mBnjE

◆
= lim

j!1
tr

⇣p
kAnj ⌦

p
mBnjE

⌘
� 0,

segue da Observação (3.6) que C é uma matriz Hermitiana positiva semi-definida. Por
hipótese (det(Xn ⌦ Yn))n2N é uma sequência limitada e pelo item (3) ela é monótona
crescente positiva. Logo, existe L > 0 tal que L = limn!1 det(Xn ⌦ Yn). Dáı e da
equação (3.2) temos

1 =
L

L
= lim

n!1

det(Xn ⌦ Yn)

det(Xn+1 ⌦ Yn+1)
= lim

n!1
det

⇣p
kAn ⌦

p
mBn

⌘ 1
2
.

Então, limn!1 det
⇣p

kAn ⌦
p
mBn

⌘
= 1. Logo,

det(C) = lim
j!1

det
⇣p

kAnj ⌦
p
mBnj

⌘
= 1

e
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tr(C) = lim
j!1

tr

⇣p
kAnj ⌦

p
mBnj

⌘
= lim

j!1
km = km.

Do fato de C ser Hermitiana positiva semi-definida segue C = U1D1U
⇤
1 , onde U1 2 Mkm

é unitária e D1 = diag(d1,1, d1,2, ..., d1,km) onde d1,i � 0, para todo 1  i  km. Assim

km = tr(C) = tr(U1D1U
⇤
1 ) = tr(D1) = d1,1 + · · ·+ d1,km

e

1 = det(C) = det(U1D1U
⇤
1 ) = det(D1) = d1,1 · · · d1,km.

Então

d1,1 + · · ·+ d1,km

km
=
p

d1,1 · · · d1,km.

Assim, d1,1 = d1,2 = · · · = d1,km, ou seja, d1,1 = d1,2 = · · · = d1,km = 1. Portanto
D1 = Idkm, logo C = Idkm = Idk ⌦ Idm. Isto é, Idk ⌦ Idm é o único ponto limite da
sequência (

p
kAn ⌦

p
mBn)n2N, então

lim
n!1

p
kAn ⌦

p
mBn = Idk ⌦ Idm.

Consideremos o traço parcial a direita L
+
f definido no Exemplo (1.26). Como L

+
f é

cont́ınua e do item (2) tr(Bn) =
p
m para todo n 2 N, temos

⇣p
k lim

n!1
An

⌘
m = lim

n!1

p
kAntr

�p
mBn

�

= lim
n!1

L
+
f

⇣p
kAn ⌦

p
mBn

⌘

= L
+
f

⇣
lim
n!1

p
kAn ⌦

p
mBn

⌘

= L
+
f (Idk ⌦ Idm)

= Idktr(Idm) = mIdk.

Assim, limn!1 An = Idk/
p
k.

Agora, consideremos a norma k·k2 dada por kAk2 =
p
max{�1, ...,�k}, para toda A 2 Mk,

onde {�1, ...,�k} é o conjunto de autovalores da matriz A
⇤
A. A norma k · k2 é chamada

de norma espectral. Por [1, Corollary 2.3.8] sabemos que o operador norma de um mapa
positivo induzido pela norma espectral é atingido na identidade. Então para cada n 2 N
temos
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wwYnT (Xn(·)X⇤
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⇤
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⇤
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⇤
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p
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✓
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✓
Idkp
k

◆
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⇤
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◆
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⇤
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2

e pelo item (1) obtemos

wwYnT (Xn(·)X⇤
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⇤
n
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p
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✓
Idmp
m

◆www
2
=

p
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m

wwIdm

ww
2
=

p
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m
.

Assim, a sequência de mapas positivos (YnT (Xn (·)X⇤
n)Y

⇤
n )n2N é limitada, ou seja, tem

pontos limites. Seja S : Mk ! Mm um ponto limite de (YnT (Xn (·)X⇤
n)Y

⇤
n )n2N, então

existe uma subsequência (YnjT (Xnj(·)X⇤
nj
)Y ⇤

nj
)j2N tal que

S = lim
j!1

YnjT

⇣
Xnj (·)X⇤

nj

⌘
Y

⇤
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.

Portanto, seque do item (1)

S

✓
Idkp
k

◆
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j!1
YnjT

✓
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✓
Idkp
k

◆
X

⇤
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◆
Y

⇤
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= lim
j!1

Idmp
m

=
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e da Definição (3.20)

S
⇤
✓
Idmp
m

◆
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j!1
X

⇤
nj
T

⇤
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Y

⇤
nj

✓
Idmp
m

◆
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◆
Xnj = lim

j!1
Anj =

Idkp
k
.

Além disso, notemos que pela Observação (3.6) temos que S(A) 2 Pm para todo A 2 Pk,
pois para toda B 2 Pm

tr (S(A)B) = tr

✓
lim
j!1

YnjT

⇣
Xnj (A)X

⇤
nj

⌘
Y

⇤
nj
B

◆

= lim
j!1

tr

⇣
YnjT

⇣
Xnj (A)X

⇤
nj

⌘
Y

⇤
nj
B

⌘
� 0,

ou seja, S é um mapa positivo. Conclúımos que S é duplamente estocástico.

⌅

3.3 Teorema de Sinkhorn-Knopp para Mapas Positivos

Nesta seção apresentamos o teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Como já fala-
mos na seção anterior, estamos interessados nas condições que deve possuir T : Mk ! Mm a
fim de que cada ponto limite da sequência (T2n)n2N do processo de normalização de T seja um
mapa positivo duplamente estocástico. Para começar precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.24. Seja T : Mk ! Mm um mapa positivo tal que T (Idk) e T
⇤(Idm) são matrizes

Hermitianas positivas definidas. Seja T1 : Mk ! Mm um ponto limite da sequência de mapas
positivos (YnT (Xn (·)X⇤

n)Y
⇤
n )n2N, onde Xn 2 Mk e Yn 2 Mm são as matrizes definidas no

Processo de Normalização (3.20). Então,

(1) Se T tem suporte então T1 é duplamente estocástico.

(2) Se T tem suporte total então existem matrizes invert́ıveis X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm tais que
T1(X) = Y

0
T (X

0
XX

0⇤
)Y

0⇤
para todo X 2 Mk.

Demonstração. Para cada n 2 N consideremos as descomposições SVD de Xn e Yn, ou
seja, Xn = LnDnQ

⇤
n e Yn = Sn

eDnR
⇤
n, onde Ln, Qn 2 Mk e Sn, Rn 2 Mm são matrizes unitárias

e Dn = diag(x1,n, ..., xk,n), eDn = diag(y1,n, ..., ym,n) são matrizes diagonais positivas.

Já que o conjunto de matrizes unitárias é compacto, então podemos encontrar subsequências
(Lnt)t2N, (Qnt)t2N, (Snt)t2N, (Rnt)t2N de (Ln)n2N, (Qn)n2N, (Sn)n2N, (Rn)n2N convergindo para ma-
trizes unitárias L,Q, S,R respectivamente, tais que

lim
t!1

YntT
�
XntXX

⇤
nt

�
Y

⇤
nt

= T1(X).

Sejam li,t, qi,t, si,t, ri,t, li, qi, si, ri as i-ésimas colunas de Lnt , Qnt , Snt , Rnt , L,Q, S,R respectiva-
mente. Para cada t 2 N consideremos as seguintes matrizes emMkm com entradas não negativas
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�
x
2
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y
2
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Então, para cada 1  i  k e cada 1  j  m temos
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⇤
j,t

�
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⇤
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�
,
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⇤
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⇤�

= tr
�
T
�
Xntqi,tq

⇤
i,tXnt

�
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⇤
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⇤
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�

= tr
�
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Xntqi,tq

⇤
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�
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�
. (3.3)

Assim

Ct =
�
tr
�
YntT

�
Xntqi,tq

⇤
i,tXnt

�
Y

⇤
nt
sj,ts

⇤
j,t

��
k⇥m

⌦ 1m⇥k (3.4)

Definimos agora C 2 Mkm e B 2 Mkm como
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C := lim
t!1

Ct = lim
t!1

�
tr
�
YntT

�
Xntqi,tq

⇤
i,tXnt

�
Y

⇤
nt
sj,ts

⇤
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��
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�
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⌦ 1m⇥k

=
�
tr
�
T (lil
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⌦ 1m⇥k.

Como Lnt 2 Mk e Rnt 2 Mm são matrizes unitárias para todo t 2 N temos que L 2 Mk

e R 2 Mm são matrizes unitárias. Logo {l1, ..., lk} ⇢ Ck é uma base ortonormal de Ck e
{r1, ..., rm} ⇢ Cm é uma base ortonormal de Cm. Portanto, se T : Mk ! Mm tem suporte
(resp. suporte total), segue da Definição (3.17) que B tem suporte (resp. suporte total).

Vamos provar agora cada item desse lema separadamente.

(1) Pelo item (1) do Lema (3.23) temos
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=

p
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para cada t 2 N. Como Qnt 2 Mk e Snt 2 Mm são matrizes unitárias para todo t 2 N
temos {q1,t, ..., qk,t} ⇢ Ck é uma base ortonormal de Ck e {s1,t, ..., sm,t} ⇢ Cm é uma base
ortonormal de Cm, para cada t 2 N. Portanto, para cada 1  j  m e cada t 2 N segue

p
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⇤
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.

Pela equação (3.4), para todo t 2 N, temos que cada entrada de Ct é menor ou igual quep
k/

p
m. Dáı, pelo item (1) do Lema (3.14), para cada permutação � 2 Skm segue

�(At)�(Bt) = �(At � Bt) = �(Ct) 
 p

kp
m

!km

. (3.5)
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Por hipótese T tem suporte, então a matriz B tem suporte. Logo existe  2 Skm tal que
 (B) > 0. Como (Bt)t2N converge para B, ( (Bt))t2N converge para  (B). Portanto
existe t0 2 N tal que  (Bt) >  (B)/2, pata todo t > t0. Logo, de (3.5) temos

 (At)   (Bt)
�1

 p
kp
m

!km

< 2 (B)�1

 p
kp
m

!km

,

para todo t > t0. Agora, pelo item (3) do Lema (3.14) temos que para cada t 2 N

 (At) =

 
kY

i=1

x
2
i,t

!m 
mY

j=1

y
2
j,t

!k

= det(XntX
⇤
nt
)m det(YntY

⇤
nt
)k
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⇤
nt
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⇤
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). (3.6)

Assim para cada t > t0 segue que

2 (B)�1

 p
kp
m

!km

>  (At)

= det(XntX
⇤
nt
⌦ YntY

⇤
nt
)

= det
�
(Xnt ⌦ Ynt)(X

⇤
nt
⌦ Y

⇤
nt
)
�

= det(Xnt ⌦ Ynt) det(Xnt ⌦ Ynt).

Como det(Xnt ⌦ Ynt) > 0 para todo t 2 N, pelo item (3) do Lema (3.23), então

2 (B)�1

 p
kp
m

!km

> det(Xnt ⌦ Ynt)
2
,

para todo t > t0.

Com isto provamos que a subsequência (det(Xnt⌦Ynt))t2N de (det(Xn⌦Yn))n2N é limitada.
Pelo item (3) do Lema (3.23) temos que a sequência (det(Xn⌦Yn))n2N é crescente, então
ela é limita pois contém uma subsequência limitada. Portanto do item (4) do Lema (3.23)
conclúımos que T1 é duplamente estocástico.

(2) Suponhamos que T tenha suporte total, então em particular T tem suporte. Logo, do
item (1) que acabamos de provar, a sequência (det(Xn⌦Yn))n2N é crescente e limita. Seja
L > 0 tal que

lim
n!1

det(Xn ⌦ Yn) = L.
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Segue de (3.6) que para cada � 2 Skm temos

lim
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2
.

Seja tr(T (li0l
⇤
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⇤
j0) uma entrada não nula da matriz B. Por hipótese desse item, T

tem suporte total, então B tem suporte total. Logo, existe � 2 Skm tal que �(B) > 0 e
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Então ((xi,tyj,t)k⇥m)t2N é uma sequência de matrizes com entradas positivas tal que a
sequência (xi0,tyj0,t)t2N converge para um limite positivo sempre que a correspondente
entrada da matriz (tr(T (lil⇤i )rjr

⇤
j ))k⇥m seja não nula, ou seja, tr(T (li0l

⇤
i0)rj0r

⇤
j0 6= 0.

Agora, (tr(T (lil⇤i )rjr
⇤
j ))k⇥m tem suporte total pois B tem suporte total. Então segue do

Lema (3.13) que para todos 1  i  k e 1  j  m, existem sequências de números
positivos (x

0
i,t)t2N, (y

0
j,t)t2N convergindo a limites positivos x

0
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0
j, respectivamente, tais

que x
0
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0
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⇤. Já que L,Q
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m) são matrizes invert́ıveis então X

0
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0
são matrizes in-

vert́ıveis. Além disso, para todos i,↵ 2 {1, .., k} e j, � 2 {1, ..,m} temos
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Portanto para todos i,↵ 2 {1, .., k} e j, � 2 {1, ..,m} segue
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t )
⇤
, s�,ts

⇤
j,t

E
.

Dáı, YntT
�
XntXX

⇤
nt

�
Y

⇤
nt

= Y
0
t T

�
X

0
tX(X

0
t)

⇤� (Y 0
t )

⇤, para todo X 2 Mk. Assim

T1(X) = lim
t!1

YntT
�
XntXX

⇤
nt

�
Y

⇤
nt

= lim
t!1

Y
0

t T

⇣
X

0

tX(X
0

t)
⇤
⌘
(Y

0

t )
⇤

= Y
0
T

⇣
X

0
XX

0⇤
⌘
Y

0⇤
,

para todo X 2 Mk.

⌅

Definição 3.25. Sejam T : Mk ! Mm e T1 : Mk ! Mm mapas positivos. Dizemos que T

é equivalente a T1 se existirem matrizes invert́ıveis X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm tais que T1(X) =
Y

0
T (X

0
XX

0⇤
)Y

0⇤
, para toda X 2 Mk.

No item (2) do Lema (3.24) vimos que se T : Mk ! Mm tiver suporte total, então ele é
equivalente a um mapa positivo duplamente estocástico. A seguir apresentamos a generalização
desse resultado que é o teorema principal deste caṕıtulo.
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Teorema 3.26 (Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos). Seja T : Mk ! Mm um
mapa positivo. Então T é equivalente a um mapa positivo duplamente estocástico se, e somente
se existirem matrizes invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que Y

0
T (X

0
(·)X 0⇤

)Y
0⇤
tem suporte

total e T (Idk), T (Idm) são matrizes Hermitianas positivas definidas.

Demonstração. Suponhamos que T é equivalente a um mapa duplamente estocástico
T1 : Mk ! Mm, então existem matrizes invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que T1 =

Y
0
T (X

0
(·)X 0⇤

)Y
0⇤
. Como T1 é duplamente estocástico, segue do Exemplo (3.19) que T1 tem

suporte total. Agora, notemos que

T (Idk) = Y
0�1

T1

✓
X

0�1
⇣
X

0⇤
⌘�1

◆⇣
Y

0⇤
⌘�1

= Y
0�1

T1

⇣
X

0�1
⇣
X

0�1
⌘⇤⌘⇣

Y
0�1
⌘⇤

e pela Definição (3.10) e o Exemplo (3.12) temos

T
⇤(Idm) =

⇣
X

0⇤
⌘�1

T
⇤
1

✓⇣
Y

0⇤
⌘�1

Y
0�1

◆
X

0�1

=
⇣
X

0�1
⌘⇤

T
⇤
1

⇣⇣
Y

0�1
⌘⇤

Y
0�1
⌘
X

0�1
.

Como X
0�1

⇣
X

0�1
⌘⇤

e
⇣
Y

0�1
⌘⇤

Y
0�1

são Hermitianas positivas definidas então da Observação

(3.9) temos

T1

⇣
X

0�1
⇣
X

0�1
⌘⇤⌘

e T
⇤
1

⇣⇣
Y

0�1
⌘⇤

Y
0�1
⌘

são Hermitianas positivas definidas. Portanto, T (Idk) e T
⇤(Idm) são Hermitianas positivas

definidas. Reciprocamente, suponhamos que existem X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm invert́ıveis tais que

T1 = Y
0
T (X

0
(·)X 0⇤

)Y
0⇤
: Mk ! Mm

tem suporte total e T (Idk), T
⇤(Idm) são matrizes Hermitianas positivas definidas. Então,

Y
0
T (X

0
X

0⇤
)Y

0⇤
e X

0⇤
T (Y

0⇤
Y

0
)X

0
são matrizes Hermitianas positivas definidas. Logo, T1 é um

mapa positivo com suporte total tal que T1(Idk) e T ⇤
1 (Idm) são Hermitianas positivas definidas.

Segue do item (2) do Lema (3.24) que existem X
00 2 Mk e Y

00 2 Mm invert́ıveis tais que

Y
00
T1

⇣
X

00
(·)X 00⇤

⌘
Y

00⇤
= Y

00
Y

0
T

⇣
X

0
X

00
(·)X 00⇤

X
0⇤
⌘
Y

0⇤
Y

00⇤

= Y
00
Y

0
T

⇣
X

0
X

00
(·)

⇣
X

0
X

00
⌘⇤⌘⇣

Y
00
Y

0
⌘⇤

é um mapa positivo duplamente estocástico. Como X
0
X

00 2 Mk e Y
00
Y

0 2 Mm são matrizes
invert́ıveis, então T é equivalente a um mapa duplamente estocástico.

⌅
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Caṕıtulo 4

Problema da Separabilidade dos
Estados Quânticos

Como observamos em (1.25), podemos identificar o espaço Mk ⌦Mm com o espaço Mkm utili-
zando o produto de Kronecker. Essa identificação nos permite chamar de estados quânticos (ou
simplesmente estado) os elementos

Pn
j=1 Aj ⌦ Bj de Mk ⌦Mm que são matrizes Hermitianas

positivas semi-definidas em Mkm.

Dizemos que um estado � 2 Mk ⌦ Mm é separável se existirem matrizes Aj 2 Pk, Bj 2 Pm,
j 2 {1, . . . , n}, tais que

� =
nX

j=1

Aj ⌦ Bj.

Os estados que não são separáveis estão emaranhados. O problema da separabilidade dos esta-
dos quânticos pede um critério determińıstico para distinguir os estados quânticos emaranhados
daqueles que não estão emaranhados (separáveis). Esse problema foi resolvido somente para
estados � 2 Mk ⌦ Mm com km  6. Para k,m arbitrários sabe-se que esse problema é NP-
dif́ıcil. Nesse caṕıtulo focaremos no problema em M2 ⌦Mn e apresentaremos sua solução em
M2 ⌦M2.

Na primeira seção falaremos sobre uma forma normal para estados em Mk ⌦ Mm, chamada
de forma normal de filtro, que será utilizada posteriormente. Veremos que ela está totalmente
conectada com a extensão do teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos obtida no
caṕıtulo anterior. Depois mostraremos que o problema da separabilidade em M2 ⌦ Mn pode
ser reduzido a estados que podem ser postos na forma normal de filtro e depois mostraremos
como resolver o problema em M2 ⌦M2.

4.1 Forma Normal de Filtro

Nessa seção buscaremos condições para garantir que um estado possa ser posto na forma normal
de filtro, pois nem todo estado tem essa propriedade. Vejamos a seguir a definição da forma
normal de filtro.

Definição 4.1. Seja � um estado em Mk⌦Mm. Dizemos que � pode ser posto na forma normal
de filtro, se existirem matrizes invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que (X

0⌦Y
0
)�(X

0⇤⌦Y
0⇤
) =Pn

j=1 Cj ⌦Dj, onde:
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(1) {C1, . . . , Cn} é um conjunto de matrizes Hermitianas ortogonais com respeito ao produto
interno do traço ,

(2) {D1, . . . , Dn} é um conjunto de matrizes Hermitianas ortogonais com respeito ao produto
interno do traço, e

(3) C1 =
Idkp
k
e D1 =

Idmp
m .

Observação 4.2. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk⌦Mm uma matriz Hermitiana então, sem perda
de generalidade, podemos assumir que Aj, Bj são matrizes Hermitianas para todo 1  j  n.
Para perceber isso, notemos que para cada 1  j  n temos Aj = Cj+iDj e Bj = Ej+iFj, onde
Cj, Dj 2 Mk e Ej, Fj 2 Mm são Hermitianas, de fato, Cj = (Aj + A

⇤
j)/2, Dj = (Aj � A

⇤
j)/2i,

Ej = (Bj +B
⇤
j )/2 e Fj = (Bj � B

⇤
j )/2i. Logo

Aj ⌦ Bj = (Cj + iDj)⌦ (Ej + iFj) = Cj ⌦ Ej �Dj ⌦ Fj + i (Cj ⌦ Fj +Dj ⌦ Ej) ,

para todo 1  j  n. Assim

� =
1

2
(� + �

⇤) =
1

2

"
nX

j=1

Cj ⌦ Ej �Dj ⌦ Fj + i (Cj ⌦ Fj +Dj ⌦ Ej)

#
+

+
1

2

"
nX

j=1

Cj ⌦ Ej �Dj ⌦ Fj � i (Cj ⌦ Fj +Dj ⌦ Ej)

#

=
nX

j=1

Cj ⌦ Ej + (�Dj)⌦ Fj.

Veremos no Teorema (4.6) que o problema de dizer quando um estado � 2 Mk ⌦Mm pode ser
posto na forma normal de filtro ou não é equivalente a dizer quando o mapa G� : Mk ! Mm

definido a seguir é equivalente a um mapa duplamente estocástico ou não.

Definição 4.3. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm. Definimos as transformações lineares
G� : Mk ! Mm e F� : Mm ! Mk dados por

G�(X) =
nX

j=1

Bjtr (AjX) e F�(Y ) =
nX

j=1

Ajtr (BjY ),

para todos X 2 Mk e Y 2 Mm.

A forma de escrever a matriz � na definição anterior não é única, entretanto as aplicações G�

e F� estão bem definidas. Veja a seguinte observação.

Observação 4.4. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm. Notemos que G� = Lf� � h � i1 e
F� = Lf+ � h � i2, onde
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i1 : Mk ! Mk ⌦Mm ,

X 7! X ⌦ Idm

i2 : Mm ! Mk ⌦Mm ,

Y 7! Idk ⌦ Y

h : Mk ⌦Mm ! Mk ⌦Mm ,

�
0 7! ��

0

e Lf� , Lf+ são as aplicações lineares definidas no Exemplo (1.26). Portanto, G� e F� estão bem
definidas.

Vejamos agora que G� e F� são mapas positivos quando � é um estado e que eles são mapas
adjuntos com respeito ao produto interno do traço.

Proposição 4.5. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm Hermitiana positiva semi-definida.
Então

(1) G� e F� são mapas positivos

(2) G
⇤
� = F�

Demonstração.

(1) Sejam Y 2 Pm e X 2 Pk, então

tr (G�(X)Y ) = tr

 
nX

j=1

Bjtr (AjX)Y

!
= tr

 
nX

j=1

tr (AjX)BjY

!

=
nX

j=1

tr (tr (AjX)BjY )

=
nX

j=1

tr(AjX)tr(BjY )

=
nX

j=1

tr(AjX ⌦ BjY )

=
nX

j=1

tr ((Aj ⌦ Bj)(X ⌦ Y ))

= tr (�(X ⌦ Y )) .

Analogamente, tr (F�(Y )X) = tr (�(X ⌦ Y )).

Agora, como �, X ⌦ Y 2 Pkm segue da Observação (3.6) que

tr(G�(X)Y ) � 0 e tr(F�(Y )X � 0

para todo X 2 Pk e Y 2 Pm. Portanto G�(X) 2 Pm e F�(Y ) 2 Pk.
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(2) Pela Observação (4.2) podemos assumir sem perda de generalidade que Aj e Bj são
Hermitianas para cada 1  j  n. Então, para cada X 2 Mk e Y 2 Mm temos

hX,F�(Y )i = tr (XF�(Y )⇤) = tr

 
X

 
nX

j=1

Ajtr (BjY )

!⇤!

= tr

 
X

nX

j=1

A
⇤
j tr (BjY )

!

= tr

 
X

nX

j=1

A
⇤
j tr

�
B

⇤
jY

⇤�
!

= tr

 
nX

j=1

XAjtr (BjY
⇤)

!

=
nX

j=1

tr (BjY
⇤) tr (XAj)

= tr

 
nX

j=1

Bjtr (XAj)Y
⇤

!

= tr (G�(X)Y ⇤)

= hG�(X), Y i.

Portanto G
⇤
� = F�.

⌅

O próximo teorema apresenta uma condição sobre o mapa positivo G� para que o estado
� 2 Mk ⌦ Mm possa ser posto na forma normal de filtro. Um resultado importante para as
próximas seções será o Corolário (4.9) desse teorema.

Teorema 4.6. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk⌦Mm Hermitiana positiva semi-definida. Existem

matrizes invert́ıveis X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm tais que

(X
0 ⌦ Y

0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

Cj ⌦Dj,

com C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m, Cj, Dj são Hermitianas para todo j e tr(CiCj) =

tr(DiDj) = 0, para cada i 6= j, se, e somente se, G� é equivalente a um mapa duplamente
estocástico.

Demonstração. Suponhamos que existem matrizes invert́ıveis X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm tais
que

(X
0 ⌦ Y

0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

Cj ⌦Dj,
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com C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m e tr(CiCj) = tr(DiDj) = 0, para cada i 6= j. Logo

G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idkp
k

◆
=

nX

j=1

Djtr

✓
Cj

Idkp
k

◆

=

✓
Idmp
m

◆
tr

✓
Idkp
k

Idkp
k

◆
+

nX

j=2

Djtr

✓
Cj

Idkp
k

◆

=

✓
Idmp
m

◆
tr

✓
Idk

k

◆
+

nX

j=2

Djtr (CjC1)

=
Idmp
m

e

F(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idmp
m

◆
=

nX

j=1

Cjtr

✓
Dj

Idmp
m

◆

=

✓
Idkp
k

◆
tr

✓
Idmp
m

Idmp
m

◆
+

nX

j=2

Cjtr

✓
Dj

Idmp
m

◆

=

✓
Idkp
k

◆
tr

✓
Idm

m

◆
+

nX

j=2

Cjtr (DjD1)

=
Idkp
k
.

Como � é Hermitiana positiva semi-definida eX
0
, Y

0
são invert́ıveis, então (X

0⌦Y
0
)�(X

0⌦Y
0
)⇤ é

Hermitiana positiva semi-definida. Da Proposição (4.5) segue que G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ é um mapa
positivo e

G
⇤
(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

= F(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ .

Assim, G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ é um mapa duplamente estocástico.

Agora, notemos que

(X
0 ⌦ Y

0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ = (X

0 ⌦ Y
0
)

 
nX

j=1

Aj ⌦ Bj

!
(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

X
0
AjX

0⇤ ⌦ Y
0
BjY

0⇤
,

então, para todo X 2 Mk
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G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤(X) =
nX

j=1

Y
0
BjY

0⇤
tr(X

0
AjX

0⇤
X) = Y

0

 
nX

j=1

Bjtr(X
0
AjX

0⇤
X)

!
Y

0⇤

= Y
0

 
nX

j=1

Bjtr(AjX
0⇤
XX

0
)

!
Y

0⇤

= Y
0
⇣
G�(X

0⇤
XX

0
)
⌘
Y

0⇤
. (4.1)

Portanto G� é equivalente ao mapa duplamente estocástico G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ .

Reciprocamente, suponhamos que existam matrizes invert́ıveis X
00 2 Mk e Y

00 2 Mm tais que
Y

00
G�(X

00
(·)X 00⇤

)Y
00⇤

é duplamente estocástico. Chamando X
0
= X

00⇤
e Y

0
= Y

00
segue de (4.1)

G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤(X) = Y
00
G�(X

00
(X)X

00⇤
)Y

00⇤
.

Portanto

G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idkp
k

◆
=

Idmp
m

e G
⇤
(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idmp
m

◆
=

Idkp
k
.

Como (X
0 ⌦Y

0
)�(X

0 ⌦Y
0
)⇤ é Hermitiana positiva semi-definida segue da Proposição (4.5) que

G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ e F(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ são mapas positivos e

G
⇤
(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

= F(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤ ,

ou seja,

G(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idkp
k

◆
=

Idmp
m

e F(X0⌦Y 0 )�(X0⌦Y 0 )⇤

✓
Idmp
m

◆
=

Idkp
k
.

Agora, chamando de � = (X
0 ⌦ Y

0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ temos que F� � G� : Mk ! Mk é um mapa

positivo auto-adjunto pois (F� �G�)⇤ = G
⇤
� � F ⇤

� = F� �G�.

Notemos que se � é autovalor de F� �G� : Mk ! Mk então � é real (não negativo) e existe um
autovetor L 2 Mk associado a �. Como L = H1 + iH2 com H1, H2 Hermitianos então

�H1 + i�H2 = F� �G�(L) = F� �G�(H1) + iF� �G�(H2).

Como uma mapa positivo preserva a propriedade de ser Hermitiana obtemos

F� �G�(Hj) = �Hj, para j = 1, 2.

Portanto cada autovetor (L) é combinação de autovetores Hermitianos (L = H1 + iH2). Assim
os auto-espaços são gerados por matrizes Hermitianas e existe uma base ortonormal para cada
auto-espaço formada por matrizes Hermitianas.

Além disso, lembremos que

60



F� �G�

✓
Idkp
k

◆
= F�

✓
Idmp
m

◆
=

Idkp
k
.

Portanto segue do Teorema Espectral que existe uma base ortonormal de Mk formada por
autovetores Hermitianos de F� �G� contendo

Idkp
k
, seja ela B = {C1 =

Idkp
k
, C2, . . . , Ck2}.

Sejam Dj = G�(Cj) para cada 1  j  k
2. Então D1 = Idm/

p
m e para cada i 6= j temos

tr(DiDj) = tr (G�(Ci)G�(Cj)) = hG�(Ci), G�(Cj)i = hCi, F� �G�(Cj)i = hCi,�jCji = 0.

Além disso, como toda matriz Hermitiana é diferença de duas Hermitianas positivas semi-
definidas então o mapa positivo G� manda matrizes Hermitianas em matrizes Hermitianas, ou
seja, Dj é Hermitiano para cada j.

Consideremos �
0
=
Pk2

j=1 Cj ⌦Dj, então para cada 1  i  k
2 temos

G�0 (Ci) =
k2X

j=1

Djtr(CjCi) =
k2X

j=1

G�(Cj)tr(CjCi) = G�(Ci).

Portanto G�0 = G�, pois {C1, C2, . . . , Ck2} é base para Mk. Dáı segue que � = �
0
, o que conclui

a prova.
⌅

Observemos que a condição de G� ser equivalente a um mapa duplamente estocástico pode ser
substitúıda por outra por meio do teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos como diz
o seguinte resultado.

Corolário 4.7. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm Hermitiana positiva semi-definida tal
que G�(Idk) 2 Mm e F�(Idm) 2 Mk são Hermitianas positivas definidas. Existem matrizes
invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que

(X
0 ⌦ Y

0
)�(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

Cj ⌦Dj,

com C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m e tr(CiCj) = tr(DiDj) = 0, para cada i 6= j, se, e somente

se, existem matrizes invert́ıveis X
00 2 Mk e Y

00 2 Mm tais que Y
00
G�(X

00
(·)X 00⇤

)Y
00⇤

tem suporte
total.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema (4.6) e o Teorema de Sinkhorn-Knopp
para mapas positivos (3.26).

⌅

Definição 4.8. Seja u 2 Ck ⌦ Cm. Dizemos que u tem posto 1 se u = v ⌦ w, onde v 2 Ck e
w 2 Cm.

O seguinte corolário é um resultado importante para a solução do problema da separabilidade
dos estados quânticos em M2 ⌦M2 que apresentamos nas próximas seções.
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Corolário 4.9. Seja � um estado em Mk⌦Mm . Se � não possui vetores de posto 1 no núcleo,
então � pode ser posto na forma normal de filtro.

Demonstração. Como � é Hermitiana positiva semi-definida, então G� é um mapa
positivo. Sejam {v1, . . . , vk} e {w1, . . . , wm} bases ortonormais de Ck e Cm respectivamente.

Consideremos a matriz (tr(G�(viv⇤i )wjw
⇤
j )) 2 Mk⇥m(C) e suponhamos que existem i0 2 {1, . . . , k}

e j0 2 {1, . . . ,m} tais que tr(G�(vi0v
⇤
i0)wj0w

⇤
j0) = 0.

Do item (1) da demonstração da Proposição (4.5) vimos que

tr
�
G�(vi0v

⇤
i0)wj0w

⇤
j0

�
= tr

�
�(vi0v

⇤
i0 ⌦ wj0w

⇤
j0)
�
.

Logo,

0 = tr
�
�(vi0 ⌦ wj0)(v

⇤
i0 ⌦ w

⇤
j0)
�
= tr

�
(v⇤i0 ⌦ w

⇤
j0)�(vi0 ⌦ wj0)

�

= tr
�
(v⇤i0 ⌦ w

⇤
j0)�

1/2
�
1/2(vi0 ⌦ wj0)

�

= h�1/2(vi0 ⌦ wj0), �
1/2(vi0 ⌦ wj0)i.

Portanto, �1/2(vi0 ⌦ wj0) = 0, de onde �(vi0 ⌦ wj0) = 0, ou seja, vi0 ⌦ wj0 está no núcleo de �.
Absurdo. Assim, a matriz (tr(G�(viv⇤i )wjw

⇤
j )) 2 Mk⇥m(C) não tem entradas nulas, segue que

G� tem suporte total.

Notemos também que para todo vetor unitário w 2 Cm temos tr(G�(viv⇤i )ww
⇤) 6= 0, para cada

1  i  k. Da mesma forma segue que tr(vv⇤F�(wjw
⇤
j )) 6= 0, para cada 1  j  m.

Como
Pk

i=1 viv
⇤
i = Idk e

Pm
j=1 wjw

⇤
j = Idm então

tr(G�(Idk)ww
⇤) > 0 e tr(vv⇤F�(Idm)) > 0.

Assim, w⇤
G�(Idk)w > 0 e v⇤F�(Idm)v > 0, isto é, G�(Idk) e F�(Idm) são Hermitianas positivas

definidas. O resultado segue do Corolário (4.7).
⌅

A continuação mostramos que se a dimensão do núcleo de um estado é pequena então ele pode
ser posto na forma normal de filtro. Assim obtemos diversos exemplos de estados que podem
ser postos na forma normal de filtro.

Teorema 4.10. Seja A =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk⌦Mm Hermitiana positiva semi-definida. Se k 6=
m e dim(Nuc(A)) < min{k,m} ou se k = m e dim(Nuc(A)) < k� 1, então GA(Idk), FA(Idm)
são matrizes Hermitianas positivas definidas e GA : Mk ! Mm tem suporte total.

Demonstração. Como A é Hermitiana positiva semi-definida, segue da Proposição (4.5)
que GA e FA são mapas positivos. Sejam v 2 Ck e w 2 Cm vetores unitários.

Do item (1) da demonstração da Proposição (4.5) vimos que

tr (GA(Idk)ww
⇤) = tr (A(Idk ⌦ ww

⇤)
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Como A, Idk ⌦ww
⇤ 2 Pkm segue da Observação (3.6) que tr(A(Idk ⌦ww

⇤)) � 0. Suponhamos
que tr(A(Idk ⌦ ww

⇤)) = 0, então da Observação (3.6) temos A(Idk ⌦ ww
⇤) = 0. Logo,

Im(Idk ⌦ ww
⇤) ✓ Nuc(A). Dáı, dim(Im(Idk ⌦ ww

⇤)) = k  dim(Nuc(A)), o que contradiz o
fato de dim(Nuc(A)) < k. Portanto, tr(A(Idk ⌦ ww

⇤)) > 0.

Analogamente, como dim(Nuc(A)) < m temos tr (vv⇤FA(Idm)) = tr (A(vv⇤ ⌦ Idm)) > 0.

Portanto, para todos v 2 Ck e w 2 Cm vetores unitários temos

0 < tr (GA(Idk)ww
⇤) = w

⇤
GA(Idk)w

e

0 < tr (vv⇤FA(Idm)) = tr (FA(Idm)vv
⇤) = v

⇤
FA(Idm)v,

isto é, GA(Idk) e FA(Idm) são Hermitianas positivas definidas.

Agora, sejam {v1, . . . , vk} ⇢ Ck e {w1, . . . , wm} ⇢ Cm bases ortonormais. Consideremos a
matriz (tr(GA(viv⇤i )wjw

⇤
j )) 2 Mk⇥m(C), então para cada 1  i  k e 1  j  m temos

tr
�
GA(viv

⇤
i )wjw

⇤
j

�
= tr

�
A(viv

⇤
i ⌦ wjw

⇤
j )
�
.

Então, se tr(GA(viv⇤i )wjw
⇤
j ) = 0, temos vi ⌦ wj 2 Nuc(A).

Além disso, como {vi ⌦ wj, 1  i  k, 1  j  m} é um conjunto linearmente independente
então a cardinalidade do conjunto {(i, j) : tr(GA(viv⇤i )wjw

⇤
j ) = 0}  dim(Nuc(A)) que é menor

que o min{k,m}, se k 6= m, ou menor que k � 1 se k = m.

Assim, segue dos itens (5) e (6) do Lema (1.30) que a matriz (tr(GA(viv⇤i )wjw
⇤
j )) 2 Mk⇥m(C)

tem suporte total. Então da Definição (3.17) temos GA : Mk ! Mm tem suporte total.
⌅

Corolário 4.11. Seja A =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦Mm Hermitiana positiva semi-definida. Se
k 6= m e dim(Nuc(A)) < min{k,m} ou se k = m e dim(Nuc(A)) < k � 1, então existem
matrizes invert́ıveis X

0 2 Mk e Y
0 2 Mm tais que

(X
0 ⌦ Y

0
)A(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

Cj ⌦Dj,

com C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m, Cj, Dj são Hermitianas para todo j e tr(CiCj) =

tr(DiDj) = 0, para cada i 6= j.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema (4.10) e o Corolário (4.7).
⌅

Teorema 4.12. Seja A =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm Hermitiana positiva semi-definida tal
que GA(Idk) e FA(Idm) são matrizes Hermitianas positivas definidas. Se dim(Nuc(A)) <

max{k,m}/min{k,m}, então GA tem suporte total.

Demonstração. Sejam {v1, . . . , vk} ⇢ Ck e {w1, . . . , wm} ⇢ Cm bases ortonormais. Do
item (1) da demonstração da Proposição (4.5) temos que
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tr(GA(viv⇤i )wjw
⇤
j ) = tr(A(viv⇤i ⌦ wjw

⇤
j )) = tr(viv⇤i FA(wjw

⇤
j )),

para cada 1  i  k e cada 1  j  m.

Consideremos a matriz (tr(GA(viv⇤i )wjw
⇤
j )) 2 Mk⇥m(C). Como GA(Idk) e FA(Idm) são Hermi-

tianas positivas definidas, então para cada 1  j  m

kX

i=1

tr
�
GA(viv

⇤
i )wjw

⇤
j

�
= tr

 
GA

 
kX

i=1

viv
⇤
i

!
wjw

⇤
j

!
= tr

�
GA(Idk)wjw

⇤
j

�
> 0

e para cada 1  i  k

mX

j=1

tr
�
GA(viv

⇤
i )wjw

⇤
j

�
=

mX

j=1

tr
�
viv

⇤
i FA(wjw

⇤
j )
�
= tr

 
viv

⇤
i FA

 
kX

i=1

wjw
⇤
j

!!

= tr (wiv
⇤
i FA(Idm)) > 0,

ou seja, a matriz (tr(GA(viv⇤i )wjw
⇤
j )) 2 Mk⇥m(C) não tem linha ou coluna identicamente nula.

Repetindo o argumento da demonstração do teorema (4.10) temos que a cardinalidade do
conjunto

{(i, j) : tr(GA(viv
⇤
i )wjw

⇤
j ) = 0}

é menor que dim(Nuc(A)) < max{k,m}/min{k,m}. Logo, pelo item (7) do Lema (1.30) a
matriz (tr(GA(viv⇤i )wjw

⇤
j )) 2 Mk⇥m(C) tem suporte total. Portanto GA : Mk ! Mm tem

suporte total.
⌅

Corolário 4.13. Seja A =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦ Mm Hermitiana positiva semi-definida tal
que GA(Idk) e FA(Idm) são matrizes Hermitianas positivas definidas. Se dim(Nuc(A)) <

max{k,m}/min{k,m}, então existem matrizes invert́ıveis X
0 2 Mk e Y

0 2 Mm tais que

(X
0 ⌦ Y

0
)A(X

0 ⌦ Y
0
)⇤ =

nX

j=1

Cj ⌦Dj,

com C1 = Idk/
p
k, D1 = Idm/

p
m, Cj, Dj são Hermitianas para todo j e tr(CiCj) =

tr(DiDj) = 0, para cada i 6= j.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema (4.12) e do Corolário (4.7)
⌅

4.2 Problema da Separabilidade em M2 ⌦Mn

Nesta seção estudamos o emaranhamento quântico para estados � 2 M2⌦Mn, mostrando que o
problema da separabilidade dessas matrizes se reduz a estados sem vetores de posto 1 no núcleo.
Isso é suficiente para reduzir o problema da separabilidade para estados na forma normal de
filtro como vimos no Corolário (4.9).
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Relembremos a definição de estado separável descrita na introdução desse caṕıtulo.

Definição 4.14. Seja � um estado em Mk ⌦Mm. Dizemos que � é separável se

� =
nX

j=1

Aj ⌦ Bj,

onde n 2 N e Aj 2 Pk, Bj 2 Pm, para todo j 2 {1, . . . , n}. Se � não puder ser escrito dessa
maneira, dizemos que � está emaranhado.

Exemplo 4.15. Sejam A1 2 Pk e B1 2 Pm. Então A1 ⌦ B1 2 Mk ⌦Mm é separável.

Observação 4.16. � 2 Mk ⌦Mm é separável se, e somente se (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) é separável,

onde R 2 Mk, S 2 Mm são matrizes invert́ıveis. Com efeito, suponhamos que � é separável,
então � =

Pn
j=1 Aj ⌦ Bj onde Aj 2 Pk, Bj 2 Pm para cada 1  j  n. Logo,

(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) = (R⌦ S)

nX

j=1

Aj ⌦ Bj(R
⇤ ⌦ S

⇤) =
nX

j=1

RAjR
⇤ ⌦ SBjS

⇤
.

Como RAjR
⇤ 2 Pk e SBjS

⇤ 2 Pm para cada 1  j  n, segue (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) é separável.

Agora, se (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) é separável, já que R e S são invert́ıveis, temos

(R�1 ⌦ S
�1)(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S

⇤)(R�1⇤ ⌦ S
�1⇤) = (R�1

R⌦ S
�1
S)�(R⇤

R
�1⇤ ⌦ S

⇤
S
�1⇤) = �

é separável.

Definição 4.17. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦Mm. Definimos a transposição parcial de �
como sendo a matriz

�
� =

nX

j=1

Aj ⌦ B
t
j 2 Mk ⌦Mm.

Se � e �
� são matrizes Hermitianas positivas semi-definidas, dizemos que � é positiva sob

transposição parcial ou simplesmente que � é PPT.

Exemplo 4.18. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦Mm PPT e sejam R 2 Mk e S 2 Mn. Então

((R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤))� =

 
nX

j=1

RAjR
⇤ ⌦ SBjS

⇤

!�

=
nX

j=1

RAjR
⇤ ⌦ S

⇤t
B

t
jS

t
,

de onde ((R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤))� = (R⌦ S

⇤t)��(R⇤ ⌦ S
t), ou seja, (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S

⇤) é PPT.

Existe uma relação entre os estados PPT e os estados separáveis que mostramos na seguinte
observação.
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Observação 4.19. Seja � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj 2 Mk ⌦Mm tal que Aj 2 Pk e Bj 2 Pm para cada
1  j  n, isto é, � é separável, entâo � é Hermitiana positiva semi-definida. Notemos que
para cada j 2 {1, 2, . . . , n} temos B

t⇤
j = B

⇤t
j = B

t
j, ou seja, Bt

j é Hermitiana. Além disso, os
autovalores de Bt

j e os autovalores de Bj são os mesmos. Portanto B
t
j 2 Pm para j = 1, 2, . . . , n.

Dai �� =
Pn

j=1 Aj ⌦ B
t
j é Hermitiana positiva semi-definida, segue que � é PPT.

Em geral, um estado PPT em Mk⌦Mm não é separável. Entretanto, para estados � 2 M2⌦Mi

(i = 2, 3) foi provado que � é separável se e somente se � é PPT [10]. O caso i = 2 será
apresentado na última subseção como consequência do Teorema de Sinkhorn-Knopp.

4.2.1 Redução do problema da separabilidade aos estados na forma
normal de filtro

Nesta subseção apresentamos a redução do problema da separabilidade dos estados quânticos
em M2 ⌦ Mn. Obtendo que em M2 ⌦ Mn basta olhar a separabilidade das matrizes que não
possuem vetores de posto 1 no núcleo. Esse resultado foi provado em [12, Lemma 7].

Primeiro precisamos dos Lemas (4.20) e (4.21) para mostrar o Lema (4.22) que é o resultado
chave para obter a redução do problema.

Lema 4.20. Seja � 2 M2⌦Mn uma matriz Hermitiana positiva semi-definida. Existem R 2 M2

e S 2 Mn invert́ıveis tais que

(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) =

0

BB@

Idk 0k⇥n�k A
⇤
k⇥k B

⇤
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k 0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

Ak⇥k 0k⇥n�k Ck⇥k D
⇤
k⇥n�k

Bn�k⇥k 0n�k⇥n�k Dn�k⇥k En�k⇥n�k

1

CCA.

Além disso, se � é PPT então B = 0.

Demonstração. Como � 2 M2 ⌦Mn então

� =

✓
�1 �2

�3 �4

◆
,

onde �i 2 Mn para todo i = 1, 2, 3, 4. Já que � é Hermitiana positiva semi-definida segue
�1 2 Pn. Assim, existe S 2 Mn invert́ıvel tal que

S�1S
⇤ =

✓
Idk 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
.

Assim,
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(Id2 ⌦ S)�(Id⇤2 ⌦ S
⇤) =

✓
S 0n⇥n

0n⇥n S

◆✓
�1 �2

�3 �4

◆✓
S
⇤ 0n⇥n

0n⇥n S
⇤

◆

=

✓
S�1S

⇤
S�2S

⇤

S�3S
⇤

S�4S
⇤

◆

=

0

BBB@

Idk 0k⇥n�k A
(1)
2 A

(2)
2

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k A
(3)
2 A

(4)
2

A
(1)
3 A

(2)
3 A

(1)
4 A

(2)
4

A
(3)
3 A

(4)
3 A

(3)
4 A

(4)
4

1

CCCA
.

onde A
(1)
i 2 Mk, A

(2)
i 2 Mk⇥n�k, A

(3)
i 2 Mn�k⇥k, A

(4)
i 2 Mn�k e

S�iS
⇤ =

 
A

(1)
i A

(2)
i

A
(3)
i A

(4)
i

!
, para i = 1, 2, 3.

Como � é Hermitiana, temos que (Id2 ⌦ S)�(Id⇤2 ⌦ S
⇤) é Hermitiana. Assim

(Id2 ⌦ S)�(Id⇤2 ⌦ S
⇤) =

0

BBB@

Idk 0k⇥n�k A
(1)⇤

3 A
(3)⇤

3

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k A
(2)⇤

3 A
(4)⇤

3

A
(1)
3 A

(2)
3 A

(1)
4 A

(3)⇤

4

A
(3)
3 A

(4)
3 A

(3)
4 A

(4)
4

1

CCCA
,

com A
(1)
4 , A

(4)
4 Hermitianas. Já que � é positiva semi-definida então (Id2 ⌦ S)�(Id⇤2 ⌦ S

⇤) é
positiva semi-definida, então a submatriz

e� =

 
0n�k⇥n�k A

(2)⇤

3

A
(2)
3 A

(1)
4

!
2 Mn,

é Hermitiana positiva semi-definida. Para cada aij 2 A
(2)
3 consideremos a submatriz e�[↵,↵]

onde ↵ = (j, n� k + i), ou seja,

e�[↵,↵] =
✓

0 aij

aij b

◆
,

com b 2 A
(1)
4 . Temos que e�[↵,↵] é Hermitiana positiva semi-definida, dai 0  det(e�[↵,↵]) =

�|aij|2. Segue aij = 0. Analogamente tomando a submatriz

e� 0
=

 
0n�k⇥n�k A

(4)⇤

3

A
(4)
3 A

(4)
4

!
2 M2(n�k),

conclúımos que A
(4)
3 = 0n�k⇥n�k. Isto prova a primeira parte do lema.

Agora, suponhamos que � é PPT, então � é Hermitiana positiva semi-definida. Portanto,
existem R 2 M2 e S 2 Mn invert́ıveis tais que
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(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) =

0

BB@

Idk 0k⇥n�k A
⇤
k⇥k B

⇤
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k 0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

Ak⇥k 0k⇥n�k Ck⇥k D
⇤
k⇥n�k

Bn�k⇥k 0n�k⇥n�k Dn�k⇥k En�k⇥n�k

1

CCA ,

como já mostramos. Segue

(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) = ê1 ⌦

✓
Idk 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê2 ⌦

✓
A

⇤
k⇥k B

⇤
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆

+ ê3 ⌦
✓

Ak⇥k 0k⇥n�k

Bn�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê4 ⌦

✓
Ck⇥k D

⇤
k⇥n�k

Dn�k⇥k En�k⇥n�k

◆

onde {ê1, . . . , ê4} ⇢ M2 é a base canônica de M2. Agora, como � é PPT segue do exemplo
(4.18) que (R ⌦ S)�(R⇤ ⌦ S

⇤) é PPT. Assim, ((R ⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤))� é Hermitiana positiva

semi-definida. Já que

((R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤))� = ê1 ⌦

✓
Idk 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê2 ⌦

✓
Ak⇥k 0k⇥n�k

Bn�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆

+ ê3 ⌦
✓

A
t
k⇥k B

t
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê4 ⌦

✓
C

t
k⇥k D

t
k⇥n�k

Dn�k⇥k E
t
n�k⇥n�k

◆

=

0

BB@

Idk 0k⇥n�k Ak⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k Bn�k⇥k 0n�k⇥n�k

A
t
k⇥k B

t
k⇥n�k C

t
k⇥k D

t
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k Dn�k⇥k E
t
n�k⇥n�k

1

CCA ,

segue B
t = 0k⇥n�k. Portanto B = 0n�k⇥k.

⌅

Lema 4.21. Seja � 2 M2 ⌦Mn uma matriz Hermitiana positiva semi-definida tal que

� =

0

BB@

Idk 0k⇥n�k A
⇤
k⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k 0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

Ak⇥k 0k⇥n�k Ck⇥k D
⇤
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k Dn�k⇥k En�k⇥n�k

1

CCA

e G�(Id) é Hermitiana positiva definida (ver Definição (4.3)). Então existe v 2 C2 tal que
G�(vv⇤) é Hermitiana positiva definida.

Demonstração. Notemos que

� = ê1 ⌦
✓

Idk 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê2 ⌦

✓
A

⇤
k⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆

+ ê3 ⌦
✓

Ak⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+ ê4 ⌦

✓
Ck⇥k D

⇤
k⇥n�k

Dn�k⇥k En�k⇥n�k

◆
,
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onde {ê1, . . . , ê4} ⇢ M2 é a base canônica de M2. Então para cada a 2 C segue

G�

✓✓
a

1

◆�
a 1

�◆
= G�

✓✓
aa a

a 1

◆◆

=

✓
Idk 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
tr

✓
aa 0
a 0

◆
+

✓
A

⇤
k⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
tr

✓
0 aa

0 a

◆

+

✓
Ak⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
tr

✓
a 0
1 0

◆
+

✓
Ck⇥k D

⇤
k⇥n�k

Dn�k⇥k En�k⇥n�k

◆
tr

✓
0 a

0 1

◆

=

✓
aaIdk + aA

⇤ + aA+ C D
⇤

D E

◆

=

✓
(aIdk + A)(aIdk + A)⇤ + C � AA

⇤
D

⇤

D E

◆
.

Agora, como � é Hermitiana positiva semi-definida, segue que

�
0 =

0

BB@

Id 0 0 0
0 Id 0 0

�A 0 Id 0
0 0 0 Id

1

CCA

0

BB@

Idk 0 A
⇤ 0

0 0 0 0
A 0 C D

⇤

0 0 D E

1

CCA

0

BB@

Id 0 �A
⇤ 0

0 Id 0 0
0 0 Id 0
0 0 0 Id

1

CCA

=

0

BB@

Idk 0 0 0
0 0 0 0
0 0 C � AA

⇤
D

⇤

0 0 D E

1

CCA

é Hermitiana positiva semi-definida. Portanto G�0 é um mapa positivo. Seja � 2 C e considere

Q� = G�0

✓✓
� 0
0 1

◆◆
=

✓
�Idk + C � AA

⇤
D

⇤

D E

◆
.

Além disso, considere

G� (Id2) =

✓
C + Idk D

⇤

D E

◆
.

Logo, para � real positivo e suficientemente grande obtemos

Q� �G� (Id2) = G�0

✓✓
� 0
0 1

◆◆
�
✓
C + Idk D

⇤

D E

◆
=

✓
(�� 1)Idk � AA

⇤ 0
0 0

◆

é Hermitiana positiva semi-definida. Por hipótese G� (Id2) é Hermitiana positiva definida então
Q� também é.

Como G�0 é um mapa positivo e a imagem de uma matriz Hermitiana positiva definida resultou
em uma Hermitiana positiva definida
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G�0

✓✓
� 0
0 1

◆◆
= Q�,

então a imagem de qualquer matriz Hermitiana positiva definida por G�0 também é Hermiti-
ana positiva definida, por [5, Proposition 3.2]. Isso implica que para qualquer � > 0, Q� é
Hermitiana positiva definida.

Finalmente, notemos que

G�

✓✓
aa a

a 1

◆◆
�Q� = G�

✓✓
aa a

a 1

◆◆
�G�0

✓✓
� 0
0 1

◆◆
=

✓
(aId+ A)(aId+ A)⇤ � �Id 0

0 0

◆

é Hermitiana positiva semi-definida para � > 0 suficientemente pequeno, pois nos tomamos
a 2 C tal que (aId+ A)(aId+ A)⇤ é positiva definida. Assim,

G�

✓✓
aa a

a 1

◆◆

é Hermitiana positiva definida. Isso conclui a demonstração.
⌅

Lema 4.22. Seja � 2 M2 ⌦Mn uma matriz PPT tal que G�(Id2) é positiva definida. Existem
M 2 M2 e N 2 Mn invert́ıveis tais que

(M ⌦N)�(M ⌦N
⇤) =

✓
Idn Y

⇤
n⇥n

Yn⇥n Zn⇥n

◆
.

Demonstração. Pelo Lema (4.20), existem S 2 M2 e R 2 Mn invert́ıveis tais que

� = (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) =

0

BB@

Idk 0k⇥n�k A
⇤
k⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k 0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

Ak⇥k 0k⇥n�k Ck⇥k D
⇤
k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k Dn�k⇥k En�k⇥n�k

1

CCA .

Como R é invert́ıvel, então R
⇤
R é Hermitiana positiva definida. Além disso, por hipótese

G�(Id2) é positiva definida, então por [5, Proposition 3.2] temos que G�(R⇤
R) é Hermitiana

positiva definida.

Agora, da equação (4.1) obtemos G�(Id) = SG�(R⇤
R)S⇤. Como S é invert́ıvel, segue que

G�(Id2) =

✓
C + Id D

⇤

D E

◆

é Hermitiana positiva definida.

Logo, pelo Lema (4.21), existe v 2 C2 tal que

G�(vv
⇤) = SG�(R

⇤
vv

⇤
R)S⇤

é positiva definida. Assim G�(R⇤
vv

⇤
R) é positiva definida.
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Seja M 2 M2 invert́ıvel tal que M
⇤
e1 = R

⇤
v, onde e1 é o primeiro vetor da base canônica de

C2. Seja N 2 Mn invert́ıvel tal que NG�(R⇤
vv

⇤
R)N⇤ = Idn. Logo, da equação (4.1) segue que

G(M⌦N)�(M⇤⌦N⇤)(e1e
t
1) = NG�(M

⇤
e1e

t
1M)N⇤ = Idn.

Agora,

(M ⌦N)�(M⇤ ⌦N
⇤) =

✓
Xn⇥n Y

⇤
n⇥n

Yn⇥n Zn⇥n

◆
= ê1 ⌦Xn⇥n + ê2 ⌦ Y

⇤
n⇥n + ê3 ⌦ Yn⇥n + ê4 ⌦ Zn⇥n,

onde {ê1, . . . , ê4} ⇢ M2 é a base canônica de M2. Portanto,

Idn = G(M⌦N)�(M⇤⌦N⇤)(e1e
t
1) = G(M⌦N)�(M⇤⌦N⇤)(ê1)

= Xn⇥ntr(ê1ê1) + Y
⇤
n⇥ntr(ê2ê1) + Yn⇥ntr(ê3ê1) + Zn⇥ntr(ê4ê1)

= Xn⇥ntr(ê1) + Y
⇤
n⇥ntr(02⇥2) + Yn⇥ntr(ê3) + Zn⇥ntr(02⇥2)

= Xn⇥n.

⌅

A seguir o resultado que adiantamos na introdução da seção.

Teorema 4.23. Para resolver o problema da separabilidade dos estados quânticos em M2⌦Mn,
basta resolvê-lo para matrizes em M2 ⌦Mn sem vetores de posto 1 (i.e., v ⌦ w) no núcleo.

Demonstração. Seja � 2 M2 ⌦ Mn uma matriz com um vetor de posto 1 no núcleo.
Pela Observação (4.19) temos que se � não é uma matriz PPT, então não é separável. Assim,
suponhamos que � é PPT. Agora temos dois casos a considerar,

CASO 1. G�(Id2) é positiva definida. Pelo Lema (4.22) existem matrizes invert́ıveis
M 2 M2 e N 2 Mn tais que

� = (M ⌦N)�(M⇤ ⌦N
⇤) =

✓
Idn Y

⇤
n⇥n

Yn⇥n Zn⇥n

◆
.

Agora, pela Observação (4.16) � é separável se, e somente se � for separável. Além disso, como
� tem um vetor de posto 1 no núcleo, existem v = (v1, v2)t 2 C2 e w 2 Cn tais que v⌦w é não
nulo e pertence ao núcleo de �.

Agora, se v2 = 0 temos

✓
~0
~0

◆
= �(v ⌦ w) =

✓
Idn Y

⇤

Y Z

◆✓
v1w

v2w

◆
=

✓
Idn Y

⇤

Y Z

◆✓
v1w

~0

◆
=

✓
v1w

v1Y w

◆
.

Como w 6= ~0 então v1 = 0. Absurdo. Logo, v2 6= 0. Multiplicando v ⌦ w por um número
diferente de zero, ele continua no núcleo então podemos assumir que v2 = 1. Assim,

✓
~0
~0

◆
=

✓
Idn Y

⇤

Y Z

◆✓
v1w

w

◆
=

✓
v1w + Y

⇤
w

v1Y w + Zw

◆
.
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Dai, v1w + Y
⇤
w = ~0, ou seja, Y ⇤

w = �v1w, isto é, w é autovetor de B
⇤ associado a �v1. Seja

U 2 Mn uma matrix unitária tal que U
⇤
e1 = w, onde e1 é o primeiro vetor da base canônica

de Cn. Portanto

UY
⇤
U

⇤
e1 = UY

⇤(w) = U(�v1w) = �v1Uw = �v1e1.

Além disso, como v1Y w + Zw = ~0, temos Zw = �v1Y w. Logo,

UZU
⇤
e1 = UZw = U(�v1Y w) = �v1UY w = �v1UY U

⇤
e1.

Assim

UY
⇤
U

⇤ =

✓
�v1 x

t

~0 C

◆
,

onde x 2 Cn�1 e C 2 Mn�1. Portanto

UZU
⇤
e1 = �v1UY U

⇤
e1 = �v1(UY

⇤
U

⇤)⇤e1 = �v1

✓
�v1

~0t

x C
⇤

◆✓
1
~0

◆
=

✓
|v1|2
�v1x

◆
,

ou seja,

UZU
⇤ =

✓
|v1|2 y

t

�v1x F

◆
,

onde y 2 Cn�1 e F 2 Mn�1. Mas Z é Hermitiana pois � é Hermitiana, então UZU
⇤ é Hermiti-

ana. Portanto, y = �v1x, logo

UZU
⇤ =

✓
|v1|2 �v1x

t

�v1x F

◆
.

Desta forma obtemos

(Id2 ⌦ U)

✓
Idn Y

⇤

Y Z

◆
(Id2 ⌦ U

⇤) =

✓
Idn UY

⇤
U

⇤

UY U
⇤

UZU
⇤

◆
=

0

BB@

1 ~0t �v1 x
t

~0 Idn�1
~0 C

�v1
~0t |v1|2 �v1x

t

x C
⇤ �v1x F

1

CCA .

Pela Observação (4.16) � é separável se, e somente se essa matriz for separável. Como � é
PPT segue do Exemplo (4.18) que esta última matriz também é PPT. Assim sua transposição
parcial

✓
(Id2 ⌦ U)

✓
Idn Y

⇤

Y Z

◆
(Id2 ⌦ U

⇤)

◆�

=

0

BB@

1 ~0t �v1
~0t

~0 Idn�1 x C
t

�v1 x
t |v1|2 �v1x

t

~0 C �v1x F
t

1

CCA
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é Hermitiana positiva semi-definida. Então,

H =

0

@
1 ~0t �v1

~0 Idn�1 x

�v1 x
t |v1|2

1

A 2 Mn+1

é Hermitiana positiva semi-definida.

Portanto

0

@
1 ~0t 0
~0 Idn�1

~0
v1 �x

t 1

1

A

0

@
1 ~0t �v1

~0 Idn�1 x

�v1 x
t |v1|2

1

A

0

@
1 ~0t v1

~0 Idn�1 �x

0 ~0t 1

1

A =

0

@
1 ~0t 0
~0 Idn�1

~0
0 ~0t �x

t
x

1

A

é Hermitiana positiva semi-definida, mas isso só ocorre quando x = ~0

Assim

(Id2 ⌦ U)

✓
Idn B

⇤

B E

◆
(Id2 ⌦ U

⇤) =

0

BB@

1 ~0t �v1
~0t

~0 Idn�1
~0 C

�v1
~0t |v1|2 �~0t

~0 C
⇤ ~0 F

1

CCA = L1 + L2,

onde

L1 =

✓
1 �v1

�v1 |v1|2
◆
⌦
✓
1 ~0t

~0 0n�1⇥n�1

◆
e L2 =

0

BB@

0 ~0t 0 ~0t

~0 Idn�1
~0 C

0 ~0t 0 ~0t

~0 C
⇤ ~0 F

1

CCA .

Agora,

✓
1 �v1

�v1 |v1|2
◆

2 P2,

pois seus autovalores são 0 e |v1|2 + 1. Logo L1 é separável.

Notemos que

✓
Id2 ⌦

✓
0 ~0t

~0 Idn�1

◆◆
(L1 + L2)

✓
Id2 ⌦

✓
0 ~0t

~0 Idn�1

◆◆
= L2,

mas isso implica que L1 + L2 é separável se, e somente se L2 for separável. Notemos também
que

eL2 =
�
Id2 ⌦

�
~0 Idn�1

��
(L2)

✓
Id2 ⌦

✓
~0t

Idn�1

◆◆
=

✓
Idn�1 C

C
⇤

F

◆
2 M2 ⌦Mn�1.

Isso implica que L2 é separável se, e somente se eL2 for separável.
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Assim, � é separável se, e somente se eL2 for separável. Além disso,

GeL2
(Id2) = Idn�1tr(ê1) + Ctr(ê2) + C

⇤
tr(ê3) + Ftr(ê4) = Idn�1 + F

é Hermitiana positiva definida, já que F é Hermitiana positiva semi-definida, e eL2 é PPT pois
(Id2 ⌦ U)�(Id2 ⌦ U

⇤) é PPT.

Então reduzimos o problema de detectar o emaranhamento da matriz PPT � 2 M2 ⌦ Mn ao
problema de detectar o emaranhamento da matriz PPT eL2 2 M2 ⌦ Mn�1. Se eL2 tiver um
vetor de posto 1 no núcleo então podemos reduzir o problema a uma matriz em M2 ⌦Mn�2.
Continuando o processo ou obteremos uma matriz PPT em M2 ⌦Mm sem vetores de posto 1
no núcleo, a qual devemos detectar seu emaranhamento, ou continuamos o processo até obter
uma matriz em M2 ⌦M1 que será separável e portanto a � também.

CASO 2. G�(Id2) não é positiva definida. De [3, Lemma 3.42.] temos

� =
F�(Idn)⌦G�(Id2)

tr(�)
+

nX

j=1

Aj ⌦ Bj,

onde Aj 2 M2, Bj 2 Mn são Hermitianas, Im(Aj) ⇢ Im(F�(Idn)) e Im(Bj) ⇢ Im(G�(Id2)),
para j = 1, 2, . . . , n. Mas Im(Bj) ⇢ Im(G�(Id2)) se, e somente se existe ✏ > 0 tal que
G�(Id2) ± ✏Bj 2 Pn, por [16, Lema 2.2.1.]. Como G�(Id2) 2 Pn, existe uma matriz unitária
R 2 Mn tal que

RG�(Id2)R
⇤ =

✓
Dk⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
,

sendo D uma matriz diagonal positiva e k < n, pois G�(Id2) não é positiva definida. Agora,
para cada j 2 {1, 2, . . . , n} temos

RG�(Id2)R
⇤ ± ✏RBjR

⇤ = R (G�(Id2)± ✏Bj)R
⇤ 2 Pn,

ou seja, Im(RBjR
⇤) ⇢ Im(RG�(Id2)R⇤), para todo j 2 {1, 2, . . . , n}. Logo

RBjR
⇤ =

✓ eBj (Cj)k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
,

onde eBj 2 Mk. Como RBjR
⇤ é Hermitiana, segue (Cj)k⇥n�k = 0k⇥n�k. Assim

RBjR
⇤ =

✓ eBj 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
,

para cada j 2 {1, 2, . . . , n}. Então,

(Id2 ⌦R)�(Id2 ⌦R
⇤) =

F�(Idn)

tr(�)
⌦RG�(Id2)R

⇤ +
nX

j=1

Aj ⌦RBjR
⇤

=
F�(Idn)

tr(�)
⌦
✓

Dk⇥k 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
+

nX

j=1

Aj ⌦
✓ eBj 0k⇥n�k

0n�k⇥k 0n�k⇥n�k

◆
.
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Notemos que � é separável se, e somente se (Id2⌦R)�(Id2⌦R
⇤) for separável, mas isso acontece

se, e somente se a matriz

e� =
F�(Idn)

tr(�)
⌦Dk⇥k +

nX

j=1

Aj ⌦ eBj 2 M2 ⌦Mk,

for separável. Então, estudar a separabilidade de � 2 M2 ⌦ Mn é equivalente a estudar a
separabilidade de e� 2 M2 ⌦Mk, com k < n. Se Ge�(Id2) for positiva definida então estamos no
caso 1, do contrario, voltamos para o caso 2.

Se pudermos repetir o caso 2 várias vezes até obter k = 1 então concluiremos que � é separável.
A outra opção é o caso 1, onde já vimos que basta resolver o problema da separabilidade para
matrizes sem vetores de posto 1 no núcleo.

⌅

Corolário 4.24. Para resolver o problema da separabilidade dos estados quânticos em M2⌦Mn,
basta resolvê-lo para matrizes em M2 ⌦Mn na forma normal de filtro.

Demonstração. Estados em M2⌦Mn sem vetores de posto 1 no núcleo podem ser postos
na forma normal de filtro pelo Corolário (4.9). Logo o resultado segue do Teorema (4.23).

⌅

Corolário 4.25. Se � 2 M2 ⌦M2 é um estado PPT com um vetor de posto 1 no núcleo então
� é separável.

Demonstração. Pelo teorema anterior temos que se � possui um vetor de posto 1 no
núcleo, então existe fL2 2 M2 ⌦ M1 tal que � é separável se, e somente se fL2 for separável, o
que é sempre verdade.

⌅

4.2.2 Solução do problema da separabilidade em M2 ⌦M2

O último resultado que apresentaremos aqui é a solução do problema da separabilidade em
M2 ⌦ M2, isto é, � 2 M2 ⌦ M2 é separável se, e somente se ele for positivo sob transposição
parcial. Para isso vamos precisar do seguinte lema que reduz o problema da separabilidade em
M2 ⌦M2 para um tipo muito especial de matrizes. Nessa nova redução utilizaremos a redução
a estados na forma normal de filtro obtida no Corolário (4.24).

Definição 4.26. As matrizes normalizadas da base de Pauli de M2 são

�1 =

 
1p
2

0

0 1p
2

!
, �2 =

 
1p
2

0

0 � 1p
2

!
, �3 =

 
0 1p

2
1p
2

0

!
, �4 =

 
0 ip

2

� ip
2

0

!
.

Lema 4.27. Seja � 2 M2 ⌦ M2 um estado PPT sem vetores de posto 1 no núcleo. Então
existem matrizes invert́ıveis R, S tais que

(R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 + �4�4 ⌦ �4,

onde
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(1) �i, i = 1 . . . , 4, são as matriz da base de Pauli e

(2) �2 � 0, �3 � 0 e �4 2 R.

Demonstração. Pelo Corolário (4.9), como � não possui vetores de posto 1 no núcleo,
ele pode ser posto na forma normal de filtro, ou seja, existem matrizes invert́ıveis G,H 2 M2

tais que

�
0 = (G⌦H)�(G⇤ ⌦H

⇤) =
nX

j=1

Cj ⌦Dj

com

(1) Cj, j = 1, . . . , n, são Hermitianas em M2 e ortogonais com respeito ao produto interno
do traço,

(2) Dj, j = 1, . . . , n, são Hermitianas em M2 e ortogonais com respeito ao produto interno
do traço e

(3) C1 = C1 = �1.

Assim,

�
0 = �1 ⌦ �1 +

nX

j=2

�jAj ⌦ Bj,

onde �j = kCjkkDjk, Aj = Cj/kCjk e Bj = Dj/kDjk.

Podemos completar os conjuntos ortonormais {�1, A2, ..., An} e {�1, B2, ..., Bn} para obter bases
ortonormais {�1, A2, ..., A4} e {�1, B2, ..., B4} de M2 formada por matrizes Hermitianas.

Assim podemos escrever

�
0 = (G⌦H)�(G⇤ ⌦H

⇤) =
4X

j=1

�jAj ⌦ Bj

onde

(1) Aj, j = 1, . . . , 4, são Hermitianas em M2 e ortonormais com respeito ao produto interno
do traço,

(2) Bj, j = 1, . . . , 4, são Hermitianas em M2 e ortonormais com respeito ao produto interno
do traço,

(3) A1 = B1 = �1 e

(4) �1 = 1, �2,�3,�4 � 0.

Para j = 2, 3, 4, temos tr(A1Aj) =
1p
2
tr(Aj) = 0 e tr(AjA

⇤
j) = tr(A2

j) = 1. O mesmo vale para
os Bj. Assim para j � 2, as matrizes Aj, Bj 2 M2 são Hermitianas de norma 1 e tem traço 0.
Portanto seus dois autovalores são ± 1p

2
.

Agora, como A2, B2 são Hermitianas, existem matrizes unitárias U, V 2 M2 tais que UA2U
⇤ =

V B2V
⇤ = �2. Logo,
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(1) Cj = UAjU
⇤, j = 1, . . . , 4, são Hermitianas emM2 e ortonormais com respeito ao produto

interno do traço, pois

tr(CiCj) = tr(UAiU
⇤
UAjU

⇤) = tr(AiAj).

Analogamente,

(2) Dj = V BjV
⇤, j = 1, . . . , 4, são Hermitianas emM2 e ortonormais com respeito ao produto

interno do traço, e

(3) UA1U
⇤ = V B1V

⇤ = �1.

Agora, definimos

�
00 = (U ⌦ V )�0(U⇤ ⌦ V

⇤) = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3C3 ⌦D3 + �4C4 ⌦D4.

Como C3 é Hermitiana de norma 1 e ortogonal a �1 e �2 temos que

C3 =

✓
a b

b �a

◆

e

0 = tr

 ✓
a b

b �a

◆ 
1p
2

0

0 � 1p
2

!!
= tr

  
ap
2

� bp
2

bp
2

ap
2

!!
= 2

ap
2
.

Portanto,

C3 =

✓
0 b

b 0

◆
.

Analogamente,

D3 =

✓
0 c

c 0

◆
.

Como tr(C2
3) = tr(D2

3) = 1, temos |b| = 1p
2
e |c| = 1p

2
. Definimos

R =

✓
r1 0
0 r2

◆
e S =

✓
s1 0
0 s2

◆

satisfazendo

(1) |r1| = |r2| = |s1| = |s2| = 1,

(2) r2br1 =
1p
2
e

(3) s2cs1 =
1p
2
.
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Isso implica que R, S 2 M2 são unitárias e

RC3R
⇤ =

✓
r1 0
0 r2

◆✓
0 b

b 0

◆✓
r1 0
0 r2

◆
=

✓
0 r1br2

r2br1 0

◆
= �3,

SD3S
⇤ =

✓
s1 0
0 s2

◆✓
0 c

c 0

◆✓
s1 0
0 s2

◆
=

✓
0 s1cs2

s2cs1 0

◆
= �3.

Além disso,

R�1R
⇤ = S�1S

⇤ = �1 e R�2R
⇤ = S�2S

⇤ = �2.

Definimos

�
000 = (R⌦ S)�00(R⇤ ⌦ S

⇤) = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 + �4E4 ⌦ F4,

onde E4 = RC4R
⇤ e F4 = SD4S

⇤. Como E4 é Hermitiana de norma 1 e ortogonal a �1, �2 e �3,
então

E4 =

✓
0 e

e 0

◆

e

0 = tr

 ✓
0 e

e 0

◆ 
0 1p

2
1p
2

0

!!
= tr

  
ep
2

0

0 ep
2

!!
=

e+ ep
2
,

isto é, e = �e, segue e = i↵ com ↵ 2 R. Já que E4 tem norma 1, temos

1 = tr

✓✓
0 i↵

�i↵ 0

◆✓
0 i↵

�i↵ 0

◆◆
= tr

✓✓
↵
2 0
0 ↵

2

◆◆
= 2↵2

.

Assim,

E4 = ±
 

0 ip
2

� ip
2

0

!
= ±�4.

Analogamente, F4 = ±�4. Portanto,

�
000 = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 ± �4�4 ⌦ �4.

⌅

O próximo teorema resolve o problema da separabilidade em M2 ⌦M2.

Teorema 4.28. Seja � 2 M2 ⌦M2 um estado. Então � é separável se, e somente se � é PPT.

Demonstração. Da Observação (4.19) temos que ser positiva sob transposição parcial é
necessária para separabilidade. Vamos provar agora que isso é suficiente em M2⌦M2. Portanto
vamos assumir que � é PPT.
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Se � possuir um vetor de posto 1 no núcleo, do Corolário (4.25) segue que � é separável.
Suponhamos que não existe tal vetor no núcleo. Pelo Lema (4.27), existem matrizes R, S 2 M2

invert́ıveis tais que

� = (R⌦ S)�(R⇤ ⌦ S
⇤) = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 ± �4�4 ⌦ �4,

onde �2 � 0, �3 � 0 e �4 � 0. Agora, � =
Pn

j=1 Aj ⌦ Bj, então

�
� =

nX

j=1

RAjR
⇤ ⌦ (SBjS

⇤)t = (R⌦ S)
nX

j=1

Aj ⌦ B
t
j(R

⇤ ⌦ S
⇤
) = (R⌦ S)��(R⇤ ⌦ S

t).

Como �
� é Hermitiana positiva semi-definida, segue que �� também é Hermitiana positiva

semi-definida. Notemos que

�
� = �1 ⌦ �

t
1 + �2�2 ⌦ �

t
2 + �3�3 ⌦ �

t
3 ± �4�4 ⌦ �

t
4 = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 ⌥ �4�4 ⌦ �4,

pois �t4 = ��4. Definimos ⇣ = �1 ⌦ �1 + �2�2 ⌦ �2 + �3�3 ⌦ �3 + �4�4 ⌦ �4, então ⇣ = � ou
⇣ = �

�. Seja {e1, e2} a base canônica do C2. Consideremos o vetor w = e1 ⌦ e2 � e2 ⌦ e1. Para
toda matriz

A =

✓
a1 a2

a3 a4

◆
2 M2

temos,

(A⌦ A)w = (A⌦ A)(e1 ⌦ e2)� (A⌦ A)(e2 ⌦ e1) = Ae1 ⌦ Ae2 � Ae2 ⌦ Ae1,

assim

(A⌦ A)w =

✓
a1

a3

◆
⌦
✓
a2

a4

◆
�
✓
a2

a4

◆
⌦
✓
a1

a3

◆
=

0

BB@

0
det(A)
� det(A)

0

1

CCA = det(A)

0

BB@

0
1
�1
0

1

CCA = det(A)w.

Dai, (�i ⌦ �i)w = det(�i)w, para cada i 2 {1, 2, 3, 4}. Então

⇣w = (�1 ⌦ �1)w +
4X

j=2

(�j�j ⌦ �j)w = det(�1)w +
4X

j=2

�j det(�j)w.

Mas ⇣ é Hermitiana positiva semi-definida. Assim

0  w
⇤
⇣w = w

⇤ det(�1)w +
4X

j=2

w
⇤
�j det(�j)w = det(�1)w

⇤
w +

4X

j=2

�j det(�j)w
⇤
w.

Como w
⇤
w =

�
0 1 �1 0

� �
0 1 �1 0

�t
= 2, temos
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0  2

 
det(�1) +

4X

j=2

�j det(�j)

!
,

isto é, det(�1) +
P4

j=2 �j det(�j) � 0. Agora, det(�1) = 1/2 e det(�i) = �1/2 para i = 2, 3, 4.
Portanto (1/2)� (1/2)(�2 + �3 + �4) � 0, ou seja, �2 + �3 + �4  1. Notemos que

⇣ = (1� �2 � �3 � �4)�1 ⌦ �1 +
4X

j=2

�j(�1 ⌦ �1 + �j ⌦ �j),

e para cada 2  i  4,

�1 ⌦ �1 + �i ⌦ �i =
1

2
(�1 + �i)⌦ (�1 + �i) +

1

2
(�1 � �i)⌦ (�1 � �i).

Também, �1 ± �i 2 P2, para i = 2, 3, 4 e 1 � �2 � �3 � �4 � 0 então ⇣ é separável e portanto
� ou �� é separável. Mas se �� é separável é claro que � é separável. Dáı temos � separável e
pela Observação (4.16) � é separável.

⌅
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[6] Frobenius, G., Über matrizen aus positiven Elementen, S.-B. Kgl. Preuss. Akad. Wiss., p.
456-477, 1912.
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