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MORA, R. J. A. Aplicagoes do Teorema de Sinkhorn-Knopp ao Emaranhamento Quantico.
2022. 81 p. Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O problema da separabilidade dos estados quanticos pede um critério deterministico para dis-
tinguir os estados quanticos emaranhados daqueles que nao estdo emaranhados (separdveis).
Esse problema foi resolvido somente para estados v € M, ® M,, com km < 6. Para k,m
arbitrarios sabe-se que esse problema é NP-dificil.

Neste trabalho apresentamos a solucao do problema para estados em M, ® Ms como aplicacao
do Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Além disso, mostramos que podemos
reduzir o problema da separabilidade em M, ® M, para os estados que podem ser postos na
forma normal de filtro.

Palavras-chave: Matrizes duplamente estocéasticas, Teorema de Sinkhorn-Knopp, mapas posi-
tivos, forma normal de filtro, emaranhamento quantico.
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MORA, R. J. A. Applications of the Sinkhorn-Knopp Theorem to Quantum FEntanglement.
2022. 81 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The separability problem asks for a deterministic criterion for distinguishing those quantum
states that are entangled from those that are not (separable states). This problem was solved
just for states v € My ® M, with km < 6. For k,m arbitrary, it is already known that this
problem is NP-hard.

In this work, we present the solution to the problem for states in M, ® M, as an application
of the Sinkhorn-Knopp Theorem for positive maps. In addition, we show that the separability
problem in M; ® M, can be reduced to states in the filter normal form.

Keywords: Doubly stochastic matrix, Sinkhorn-Knopp Theorem, positive maps, normal form
of filter, quantum entanglement.



Lista de Simbolos

A proxima lista descreve varios simbolos que sao usados no decorrer do trabalho.

Matrizes

Osx; Matriz com s linhas, ¢ colunas e entradas nulas.

| - [l Norma espectral.

Aj(A) soma dos nimeros da coluna j na matriz A.

(-,-) Produto interno do traco.

1,,«x Matriz com m linhas, k£ colunas e entradas iguais a 1.

o(A) Tl air@iy, onde A = (a;j) € Mp(R) e 0 € 5,.

A ® B Produto de Hadamard ou produto por entradas das matrizes A e B.

A ® B Produto de Kronecker das matrizes A e B.
A*  Transposta conjugada da matriz A (Zt)

A;;  Elemento da linha 7 e a coluna j da matriz A.

diag(xq,...,x,) Matriz diagonal com x4, ..., z, como diagonal principal.

Id;, Matriz identidade em M,,.

Im(A) Imagem da matriz A.

M,;,  Matriz de ordem k com entradas nos nimeros complexos.

M. (R) Matriz de ordem k com entradas nos nimeros reais.

M, (F) Conjunto das matrizes com m linhas, n colunas e entradas no corpo F.
Nuc(A) Nucleo ou Kernel da matriz A.

P, Conjunto das matrizes Hermitianas positivas semi-definidas em M,,.

P, Matriz permutacao em M,(R), onde o € S,,.

Qrn Conjunto das sequéncias crescentes de k nimeros escolhidos em {1,2,...,n}.

S;(A) soma dos numeros da linha i na matriz A.
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tr(A) Trago da matriz A.

Conjuntos

#A Cardinal de um conjunto A.

(v1,v9,...,v;) Conjunto gerado pelos elementos vy, va, . . ., Ug.
{e1,€e9,...,€e,} Base canonica de R".
{é1,...,é,2} Base canonica de M,,.

Mapas positivos
Ly+  Traco parcial a direita.
Ly 'Traco parcial a esquerda.

T Transformacao adjunta da transformacao 7.

Estados quanticos

o Transposicao parcial do estado 7.
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Introducao

O teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes foi apresentado inicialmente em [17] e diz quando
uma matriz quadrada com entradas nao negativas, B, pode ser modificada, multiplicando a
esquerda e a direita por diagonais positivas Di, Do, a fim de obtermos uma matriz D;BD,
duplamente estocastica. A ideia inicial do Sinkhorn e Knopp foi dividir as colunas de B pelas
suas respectivas somas e obter uma coluna estocastica: B;. Depois divide-se as linhas de B;
pelas suas respectivas somas para obter uma linha estocéstica: By. Repetindo indefinidamente
0 processo constréi-se uma sequéncia infinita de matrizes, (B, )nen, ora coluna estocatica, ora
linha estocastica. O teorema de Sinkhorn-Knopp diz exatamente quais condi¢oes B deve pos-
suir para garantir a convergéncia dessa sequéncia para uma matriz duplamente estocastica do

tipo Dy BDs.

Além disso, sempre que temos um resultado para matrizes com entradas nao negativas pode-
mos tentar estendé-lo para mapas positivos. Veremos no terceiro capitulo uma adaptacao do
Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Essas adaptagoes sao particularmente im-
portantes em problemas oriundos da fisica como a deteccao de emaranhamento quantico, que
¢é o objeto de estudo neste trabalho.

Inicialmente, vamos seguir as ideias do teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes e a partir de
um mapa positivo T : My — M,,, construimos uma sequéncia de mapas positivos (T},),en, onde
T, : My, — M,, para todo n € N e Ty, (Idy/V'k) = Idyn//m, Ty, i (Idy//m) = Idy/Vk para
todo r € N. Nés poderiamos pensar que estender o teorema de Sinkhorn-Knopp é encontrar as
condicoes para a convergencia dessa sequéncia, entretanto ao contrario do caso das matrizes,
procuramos as condi¢oes para que cada ponto limite 77 da subsequéncia par da sequéncia de
mapas positivos (T}, ),en seja duplamente estocdstico e ainda mais, existam matrizes invertiveis
X e MyeY' € M, tais que T, (X) = Y'T(X' XX")Y" para todo X € M. Entdo no teorema
de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos apresentamos as condigoes que T deve possuir para
garantir que 77 seja duplamente estocéastico e tenha a forma descrita acima. Essa adaptacao
foi feita por em [4].

Agora, desde o ponto de vista matematico um estado quantico bipartido é uma matriz v €
M. ® M,,, >~ My, Hermitiana positiva semi-definida de trago 1 (Identificamos My ® M,, ~ My,
utilizando o produto de Kronecker). Nesse trabalho ndo utilizaremos essa normalizagao do
traco, ou seja, para nés um estado quantico é apenas uma matriz Hermitiana positiva semi-
definida. O problema da separabilidade dos estados quanticos é um objeto de estudo bem
conhecido na fisica quantica [7], e atualmente um problema trabalhado na matemadtica. Esse
problema procura um critério deterministico para distinguir os estados separaveis, isto é, aque-
les v € M, ® M,, que podem ser escritos como vy = Zle A; ® B;, onde A; € My, B; € M, sao
Hermitianas positivas semi-definidas, daqueles que nao sao separaveis, os emaranhados. Esse
problema sé foi resolvido em My ® My, My ® My e M3 ® M, [10]. Para k, m arbitrarios sabemos
que esse problema é NP-dificil [§].



O teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos fornece um resultado que sera aplicado
ao problema da separabilidade dos estados quanticos: estados v € My ® M,, que nao possuem
tensores de posto 1 no nicleo podem ser postos na forma normal de filtro, ou seja, existem
matrizes invertiveis X' € M, e Y' € M,, tais que (X @ Y )y(X @ Y')* = > -1 Cj ® By,
onde ] = Idk/\/E, Dy = Id,,//m e {Cy,...,C.}, {D1,...,D,} sdo conjuntos de matrizes
Hermitianas ortogonais com respeito ao produto interno do traco.

No quarto capitulo, consideramos o problema da separabilidade em v € M, ® M,, e mostramos
que nesse caso o problema se reduz a estados sem vetores de posto um no ntcleo. Com esse
fato e com o teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos mencionado anteriormente,
reduzimos o problema da separabilidade a estados que podem ser postos na forma normal de
filtro. Utilizando esses resultados apresentamos a solugao do problema da separabilidade em
M, ® My seguindo a abordagem realizada em [13].

John Alexander Mora Rodriguez
Uberlandia-MG, 23 de fevereiro de 2022.



Capitulo 1

Matrizes nao negativas

Neste capitulo introduzimos notacoes, definicoes e resultados necessarios para o desenvolvi-
mento da teoria nos préximos capitulos. Se assume que o leitor ja tem familiaridade com
conceitos basicos de Algebra linear e Analise. Nesse contexto sio citados [15, [14] como princi-
pais referéncias.

1.1 Matrizes com suporte e teorema de Frobenius-Konig

Nesse se¢ao seguiremos a nota¢ao do livro [15]. Denotamos o conjunto das matrizes com
m linhas e n colunas complexas e reais, respectivamente, por M,,«,(C) e M« (R). Seja

Definicao 1.1. Sejan € N, se 1 < k < n. Denotamos por Qin, o conjunto de todas as
sequéncias crescentes de k nimeros escolhidos em {1,2,...,n}.

Exemplo 1.2.

Qnn ={(1,2,...,n)}

Qn-1n={(1,2,...,0,i4+2,...,n) i€ {1l,...,n}}

Qo ={(i,j):i<j e i,je{l,....,n}}

Qrn={():ie{l,....,n}}
Definigao 1.3. Seja A € M,«n(C). Sejam k, r inteiros positivos tais que 1 < k < m e
1<r<n. Sejam a = (i1,...,ik) € Qrm € = (J1,---,Jr) € Qrn-

i. Definimos Ala, 5] como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por «, isto €,
as linhas i1, ..., € as colunas dadas por 3, isto €, as colunas jy, ..., Jr.

ii. Definimos Ala, ) como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por «a e as
colunas dadas por {1,....,n}\ {j1,-..,jr}-

iii. Definimos A(a, B] como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por {1,...,m}\
{i1,...,ix} e as colunas dadas por B.
w. Definimos A(«, 8) como sendo a submatriz de A que ocupa as linhas dadas por {1,...,m}\

{i1,...,ix} e as colunas dadas por {1,... . m}\{j1,...,jr}-

3



Quando « e 3 contém somente um elemento, i e j respectivamente, nds escrevemos simplesmente
Ali, 7] no lugar de Ala, 5]. Analogamente, substituimos «, § por 7, j nos outros itens da defini¢ao
anterior.

Exemplo 1.4. Sejam, a = (2), f = (2,4) e
11 a2 Q13 Aaiq
A= lan ax a3 axn

31 dgzz 33 34

Entao,

aszz  A3zq 31 Aass

Ale, 8] = (a2 a2a), Al 8) = (a1 as), Ala,f]= <a12 a14) . A, §) = (au a3

Definigao 1.5. Seja A € M,,. Uma diagonal de A é uma sequéncia de elementos

A15(1); A20(2)5 - - + s Ano(n);

onde o € Sy, isto é, o é uma permutagao de {1,2,...,n}.

Exemplo 1.6. Seja 0¢ a permutacao identidade. Entdo,

(@100(1)7 A260(2)5 - - - aanoo(n)) = (alla a2, - - aann)7

¢ a diagonal principal de A.

Definigao 1.7. Seja A € M, dizemos que A tem suporte se existir uma diagonal de A com
todos os elementos distintos de zero.

Definicao 1.8. Dizemos que uma matriz A € M, tem suporte total se para cada a;; # 0 existir
uma permutacao o € S, tal que,

(1) a10), 20(2)s - - - Ano(n) SG0 diferentes de zero,
(2) j=o0(i),

ou seja, existe uma diagonal com termos nao nulos contendo a;;.

E claro que toda matriz que tem suporte total tem suporte, mas o reciproco nao é verdade.
Consideremos a matriz

o = O
_ o O

1
(bij)axs = |1
0

a diagonal principal da matriz é nao nula, portanto a matriz tem suporte. Agora, para o
elemento by; = 1 nao existe diagonal com termos nao nulos contendo ele, logo, a matriz nao
tem suporte total.



Teorema 1.9 (Teorema de Frobenius - Konig [6 (11} [15]). Toda diagonal de A € M,, contém
um elemento nulo (i.e., A nao possui suporte) se, e somente se, existem o € Qsp € € Qin
tais que Alar, B] = Ogxy € s+ 1 > n.

Demonstracao. Suponha que existam a € Qs ¢ f € Q1 tais que Ala, 5] = 0sur €
s+t>n.

Se existir uma diagonal de A, ai4(1), @25(2): - - - » Gno(n), Sem termos nulos, entao os termos de
A16(1), A20(2), - - - > Gno(n) qUE OCupam as colunas (3 (que sao ¢ termos) nao podem ocupar as linhas
a pois Ala, B] = 0sx¢. Entao esses t termos estdo na submatriz A(«, 5] € M, _sx:(C), mas eles
ocupam linhas diferentes (pois estdo numa diagonal). Assim, n — s > ¢, ou seja, n > s+ t.
Absurdo. Portanto, toda diagonal de A contém um elemento nulo.

Reciprocamente, suponha que todas as diagonais de A tem termos nulos. Veremos que existem
a € Qsy e B € Quy tais que, Ao, f] = 05x¢ € s+t > n. Procedemos por indugao sobre n (a
ordem da matriz A).

Se A = 0,,xn, entao podemos escolher «, 5 = (1,2,...,n) e terminamos. Caso existam i,j €
{1,2,...,n} tais que a;; # 0, entdo todas as diagonais de submatriz A(i, j) € M,,_1xn—1(C) tem
termos nulos, pois as diagonais de A(7, j) junto com a;; formam diagonais de A. Como A(%, j)
tem ordem n — 1 e todas as suas diagonais tem termo nulo entao, por hipétese de inducao segue
que existe uma submatriz nula de A(i, j) de ordem r x s tal que r + s >n — 1.

Se r 4+ s > n, essa submatriz de A(4,7) nula é também submatriz de A de ordem r x s tal que
T+ s > n e terminamos.

Se r +s = n entdo s = n — r. Podemos entao permutar as linhas e colunas de A tal que a
matriz resultante B tenha o seguinte formato:

_ Xr><'r Orxn—r
b= (Yn—rxr Zn—rxn—r) 7

Uma diagonal de A consiste em uma sequéncia de n elementos de A onde cada elemento é
escolhido em linhas e colunas diferentes, e como B resulta de permutar linhas e colunas em A,
as diagonais de A também sao diagonais de B e vice-versa. Portanto, todas as diagonais de
B tém elementos nulos. Uma diagonal de X e uma de Z formam juntas uma diagonal de B,
entao temos dois casos.

CASO 1. Existe uma diagonal de Z sem zeros. Logo, todas as diagonais de X devem conter
zeros, como X tem ordem r X r e r < n, entao por hipdtese de inducao, existem o’ € Q,, e
B € Qg tais que, X[/, 8] =0pxgep+q>r.

Defina o =o' e "= (8,n—r+1,n—r+2,...,n), logo,
B[O/la ﬁ//] = (X[a/lv 6/] Opxn—r) .
Como X|[o/, B'] = Opyxq, entdo encontramos uma submatriz de B tal que B[, 8”] = Opx (g+n—r),

onde p+q+n—r>n, poisp+q>r.

CASO 2. Todas as diagonais de Z possuim elementos nulos. Como Z tem ordem n—rxn—r
e n —r < n, segue da hipotese de indugao que existem & € Qun-r ¢ 8 € Qppnr tais que,
Zla,B] =04xp e a+b>n—r. Sejam & = (iy,...,i,) € 8= (J1,...,7). Como



_ X Orxnfr
b= (Y Zn_m_r> ’
a k—ésima linha e a [—ésima coluna da matriz Z estdao dentro da linha » + k e a collma

r + [ da matriz B respectivamente, entao definimos @ = (1,2,...,r,7r +141,...,r +1i,) e [
(r+j1,...,r+ jp). Assim,

Ja que Z|a, B] = 04xp €ntdo encontramos uma submatriz de B tal que Bla, 8] = O(r4a)xp, onde
r+a-+b>r+(n—r)=mn, completando a demonstragao.
[ |

Seja a € Qs.p,, n6s vamos denotar por |«| o comprimento de o.

Corolario 1.10. A matriz A = (a;;) € M,, nao tem suporte total se, e somente se, existir uma
sub-matriz identicamente nula Alo, B] tal que |a| + |8] > n; ou |a| + |B] =n e A(a, B) ndo é
identicamente nula.

Demonstracao.  Suponha que A nao tem suporte total. Se A é identicamente nula
nao temos nada que provar. Suponhamos entao que A nao é identicamente nula, logo, existe
aijo 7 0 em A tal que A(i, jo) ndo possui suporte. Segue do Teorema de Frobenius - Konig
que existe uma matriz identicamente nula A(ig, jo)[/, 5] tal que |&/| + |B'| > n — 1. Isto é,
existe uma submatriz identicamente nula Afa, ] tal que a;,j, € A(a, B) e |a| + 5] > n — 1.

Reciprocamente, suponha que existe uma matriz identicamente nula Ala, §] tal que ja seja
la| + || > n ou |a| +|B] = n e A(a, B) nao é identicamente nula. Se |a| + |3| > n, segue do
Teorema de Frobenius - Konig que A nao tem suporte e, portanto, A nao tem suporte total.

Agora, se |a| + |B| = n e A(a, §) nao é identicamente nula, existe a;;, # 0 em A e uma
submatriz identicamente nula A(iy, j;)[a”, 8] tal que |&”| + |8"| = n. Assim, do Teorema de
Frobenius - Konig segue que A(iy, j;) ndo tem suporte. Dai, A ndo possui suporte total.

1.2 Matrizes Estocasticas e Teorema de Birkhoff

Defini¢ao 1.11. Seja A € M,(R) uma matriz com entradas nao negativas. Dizemos que A €
linha estocdstica se a soma dos elementos de cada linha € igual a 1. Dizemos que A € coluna
estocdstica se a soma dos elementos de cada coluna € iqual a 1. Dizemos que A € duplamente
estocastica se ela for linha e coluna estocdstica.

Definicao 1.12. Seja 0 € S,,. Definimos P, € M,(R) valendo (P, )izi) = 1 € (F,)i; = 0 se
j #o(i). Essa P, é chamada de matriz permutag¢ao.

Notemos que cada linha e cada coluna de uma matriz permutacao contém somente um elemento
igual a 1, portanto ela é duplamente estocéstica. Além disso, existem n! permutagoes em S,
portanto existem n! matrizes permutacao de ordem n.



Exemplo 1.13. As sequintes matrizes sao exemplos de matriz permuta¢ao:
010
((1) (1)> 1 oo
0 01

Teorema 1.14 (Teorema de Birkhoff [2, [15]). Seja A € M,,(R) uma matriz duplamente es-
tocastica. Ezistem oy,...,0r € Sy € ay,...,ar € R tais que,

(1) A= Z?:l aiPUw

(2) a; >0, para todo i € {1,...,k},

(3) Zf:l a; = 1.

Demonstragao. A demonstracao serd uma inducao sobre o numero de entradas de A
positivas, isto é, #{a;; € A : a;; > 0}.

Como A é duplamente estocastica, a soma dos elementos em cada linha e cada coluna é sempre
1, dai, existe pelo menos um elemento nao nulo em cada linha e cada coluna. Se #{a;; € A :
a;; > 0} = n, ent@o existe exatamente um elemento nao nulo em cada linha e cada coluna e
esse elemento deve ser 1. Nesse caso, A é uma matriz permutacao P, e A = 1.P,.

Suponhamos que A nao seja uma matriz permutacao e que o resultado vale para toda T
duplamente estocastica tal que #{t;; € T : t;; > 0} < #{a;; € A : a;; > 0}.

Seja Alay, 8] uma submatriz nula de A. Os elementos nao nulos das linhas o de A estdao em
Ala, B). Assim, a soma das linhas de Ala, §) valem todas 1 (A[a, B) é linha estocastica), pois
A é duplamente estocastica. Como Ala, §) tem |a] linhas, entdao a soma de todas as entradas

de Ala, ) vale |al; pelo mesmo argumento, A(cq, 5] é coluna estocéstica e a soma das entradas
vale |3].

Se a;; € Ala,B) entao ¢ € aw e j ¢ [, segue que a;; ¢ A(w,[]. Assim, a soma de todas
as entradas de Ala, 8) e de A(q, 5] é menor ou igual a soma das entradas de A, portanto,
la| + |8] < n (isto se Ala, 8] for nula). Pelo teorema de Frobenius - Konig (1.9), existe uma
permutagao o € S, tal que a diagonal ai,(1), @25(2); - - - s @no(n) DNa0 tem termos nulos.

Seja a = min{alg(l), A25(2); - - - ,am(n)} e P, a matriz permutacao associada a 0. Se a > 1, temos

n
1<a<aom <Y a;=1,
7j=1

entao ai,(1) = dae(2) = ... = Gpo(n) = 1 € as outras entradas de A devem ser zero, dai A = P,
que nao é mais o caso. Logo, a < 1.

Definimos B = (A — aP,)(7=). Notemos que b;; = (a;; — a(P,);;)(1=). Como a < 1 entao
fla > 0. Assim,

Portanto B tem entradas nao negativas. Além disso,



l1—a
mas A, P, sdo duplamente estocasticas. Assim (1 1 ... 1)A = (11 ... 1) pois a j—ésima
entrada da matriz resultante de (1 1 ... 1)A é a soma dos termos da j—ésima coluna de A.

Analogamente, (1 1 ... 1)P,=(1 1 ... 1). Dali,

Da mesma forma,

4@ 1)t__C;pg(1 1 ... 1)] (1ia>
=01 D a1 1y <1ia)
—(l-al-a ... 1—a)t<1ia)

=11 ... 1"

Entao B é duplamente estocastica. Notemos que se a;; = 0 entdo j # o(i). Nesse caso,
bij = (aij)(ﬁ) = 0, ou seja, na posicao ocupada por um zero em A agora ha também um zero
em B.

Como a = a;0(;y) Para algum iy € {1,2,...,n}, segue que
1 1
bioU(io) = (aioo(io) - aPioU(io))(l — a) = (a - a)<1 — a) =0,
isto é, na posigao ocupada por a em A agora ha um zero. Portanto,
#{bm € B: bz’j > 0} < #{aij cA: Qij > O}
Segue por hipétese de inducao que existem oy,...,0, € S, € ay,...,a; € R tais que

k
B=Y aP,,
=1
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a; > 0 para todo i € {1,...,k} e Zle a; = 1. Entao,

k
A=(1—-a)B+aP, = Z a;(1 —a)P,, + aP,.

i=1

Como 1 —a > 0, segue que a;(1 —a) > 0 para todo ¢ € {1,...,k} e pela escolha de a, temos
a > 0. Além disso,

k k

Zai(l—a)+a:(1—a)2ai+a:(1—a)(1)+a:1—a+a:1.

i=1 i=1

A importancia do Teorema de Birkhoff para nés reside no seguinte resultado.
Corolario 1.15. Toda matriz duplamente estocastica tem suporte total.

Demonstracao. Seja A € M, (R) duplamente estocdstica. Pelo teorema de Birkhoff
1) segue que existem o1,...,0, € S, e by,... by € R tais que, A = Zle b.P,._, b, > 0 para
todo r e {1,...,k} e 2% b =1.

Seja a;; € A tal que a;; # 0, como a;; = Zle b (P,
0, dai oy(i) =j e

)ij, existe [ € {1,...,k} tal que by(F,,)i; #

T

bl(Pol)lol(l)u cee 7bl(Pal)ial(i)7 cee 7bl(Pol)’rwl(n)7

¢ uma diagonal sem termos nulos de b, P,, contendo b;(F,,);;. Logo,

(@10,(1)s - - -+ Qi (i)s - - - 5 Onoy(n)) = (Qioy(1)s - - -5 Qi - - - 5 Aoy (n) )

¢ uma diagonal de A contendo a;; tal que
k
Aoy (t) = Zbr(Par)tal(t) > bl(Pol>tal(t) > 07
r=1

para todo t € {1,...,n}. Portanto, A tem suporte total.
[

E claro que a reciproca do corolario anterior nao é verdade, mas no seguinte capitulo observamos
que o fato de uma matriz A € M, (R) ter suporte total é necessario para garantir a existencia
de matrizes Dy, Dy € M,(R) diagonais positivas, tais que D1 AD;y é duplamente estocéstica.

Agora, vamos a introduzir as definicoes de matrizes decomponiveis e parcialmente decom-
poniveis. Elas sao importantes no desenvolvimento dos resultados mais relevantes do préximo
capitulo. Em especial na demonstragao do lema chave do teorema de Sinkhorn-Knopp ([2.2)).

Definicao 1.16. Sejam vy, vs,. .., v, vetores do R™. Definimos o subespaco gerado por vy, vo, ..., U
(que denotamos por (vi,vs, ..., vg)) como sendo todas as combinagdes lineares de vy, vy, . .., U,
1sto €,

(v1,V9, ..., 0) = {ayv1 + aguy + - -+ + apvg 2 a; € R para todo i € {1,2,...,k}}.

9



Daqui por diante {ey,...,e,} denotara a base canénica do R™, ou seja,
=00 ...010...0)

(onde o 1 estd na i—ésima posigao), para todo i € {1,...,n}.

Definigao 1.17. Seja A € M, (R) com entradas nao negativas. Dizemos que A é decomponivel
(ou redutivel) se existir um subconjunto propio {e;,...,e; } de{e1,... e,} tal que,

<Aei17 . ,Aeik> C <6117 .. .,eik>.

Se A nao é decomponivel entao chamamos A de indecomponivel (ou irredutivel).

Exemplo 1.18. Seja

S

I
=
oo
oo

Notemos que Aey = e3, Aex = ey e Aeg = eq. Assim, (Aer) € (e1), (Aea) € (e2), (Aes) € (es),
(Aey, Aeg) € (er,eq), (Aey, Aes) € (er,e3) e (Aeq, Aes) € (es,e3). Portanto, A é indecom-
ponivel.

Usualmente nao é um trabalho facil decidir se uma matriz é decomponivel ou indecomponivel,
mas nos temos interesse em propriedades importantes desse tipo de matriz, a seguinte é uma
delas.

Lema 1.19. Seja A € M,,(R) com entradas nao negativas. Se A é decomponivel entdo existe
uma matriz permutacao P tal que,

B Clrxn—
PAPt — kxk kxn—k :
<Onk><k Dk

Demonstracao. Como A é decomponivel, existem e;,,...,e;, € {e1,...,ex} tais que
(Aei, ..., Ae;) C (€, ..., €i,). Agora como Ae; é a coluna j de A entao

A(<i17 SR 7ik>7 (2.17 s 7Zk)] = On—kxk-

Seja P uma matriz permutacao que permuta as linhas 4y, ...,4; com as linhas 1,...,k ao ser
multiplicada & direita por A. Além disso, P! permuta as colunas ii,...,7, com as colunas
1,...,k ao ser multiplicada & esquerda por A. Segue que PAP'((1,...,k),(1,..., k)] = 0p_kx-
Portanto,

PAPt — ( Bka Ckxnfk )

On—txk Dn—kxn—k
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Definigao 1.20. Uma matriz A € M,(R) com entradas nao negativas € dita parcialmente
decomponivel se existir uma submatriz Ala, ] = 0 tal que |a| + || = n.

Se nao existir uma submatriz Ala, ] = 0 tal que |a|+|8] = n, entao A é chamada de totalmente
indecomponivel.

Exemplo 1.21. Consideremos as matrizes

100 110
A=|0 10|, B=|011
011 111

Notemos que A é parcialmente decomponivel pois A[(2,3),(1)] = 021 € [(2,3)] +[(1)| =3, ¢ B
¢ totalmente indecomponivel pois tem so duas entradas nulas em linhas e colunas distintas.

Lema 1.22. Se A € M, (R) € parcialmente decomponivel, entio existem matrizes permutacao
P e Q tais que

PAQ _ ( kak Ckxnfk ) ]

On—kxk  Dn—kxn—k

Demonstragao. Como A é parcialmente decomponivel, entao existe uma submatriz
Ala, 8] = 0 tal que |a| + |B] = n, logo B = (ji,...,jk) € &= (i1, in—t)-

Sejam P e (), respectivamente, matrizes permutagoes que permutam as linhas 41,49, ...,%,_x
com as linhas k 4+ 1,k 4+ 2,...,n ao ser multiplicada a direita por A e as colunas ji, J2, ..., Ji
com as colunas 1,2, ...,k ao ser multiplicada a esquerda por A.

Entao PAQ[(k+1,...,n),(1,...,k)] = Op—gxk, DOis
On—xk = Ao, ] = Al(41, - - - yin—k), (J1, - - -5 Jk)]-
Portanto,

PAQ = ( Bixk  Crkxn—k ) .

On—kxk Dn—kzxn—k

1.3 Matrizes retangulares com suporte e suporte total

Para apresentar o resultado que desejamos no terceiro capitulo, precisamos estender as de-
finigoes de suporte e suporte total para matrizes retangulares. Utilizaremos as definigoes do

caso quadrado (Defini¢oes (|1.7]) e ([1.8))) para definir o caso retangular. Denotamos por My o
conjunto das matrizes de ordem k com entradas complexas.

Definigao 1.23. Sejam A = (ai;) € Mixm(C) e B = (b;j) € M,«s(C).

(1) Sek =1 em=s entao definimos o produto de Hadamard de A e B como sendo a matriz
C = (¢ij) € Myxm(C) tal que ¢;; = a;jb;;. Denotamos essa matriz C' por A® B.

11



(2) Definimos o produto de Kronecker de A e B, que denotamos por A ® B, como:

(IHB cee almB
A ®X B = € Merms(C)'
ale tee akmB

Exemplo 1.24. Seja 1,,xx € My« (C) a matriz que com todas as entradas iguais a 1. Seja
A = (a;j) € Mixm(C). Portanto

alllmxk e almlmxk (all)mxk o (alm)mxk
a1 lyxk o Qrmlmxk (ak1)mxk = (Qkm)mxk
onde
CLU aij
(@ij)mxe = | © | € Mk (C),
Qg Qg5

para todos 1 <i<kel<j<m.

Observacao 1.25. O produto de Kronecker é a representacao em coordenadas do produto
tensorial de transformagoes lineares. Ele nos permite identificar o espago tensorial M; ® M,,
com o espaco de matrizes My,,. Além disso, ele possui diversas propriedades que nos serao
uteis a seguir. Entretanto nao as demonstraremos. Recomendamos a leitura de [9] para as suas
demonstragoes.

(1) O produto de Kronecker é bilinear, ou seja, (A1 +cAy) ® B = A1 ® B+ ¢(Ay ® B) e
A® (By+cBy) = A® By + c(A® By), onde A, Ay, Ay € My, B, By, By € M,,, e ¢ é um
escalar;

(2) Se A, B,C, D sao matrizes tais que os produtos AC' e BD esta bem definido, entao

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD);

(3) para matrizes A e B de qualquer tamanho, segue (A® B)! = A'® B, ou seja, (A® B)* =

(4) sejam A € My e B € M, e sejam {A1,..., \p} e {p1,..., b} 0s autovalores de A e B
respectivamente, entdao, {\jp; : 1 <i <k e 1 <i <k} éo conjunto dos autovalores de
A® B;

(5) sejam A € My, e B € M,,, entdo tr(A® B) = tr(A)tr(B) e det(A® B) = det(A)™ det(B)*.
Além disso, se A e B sao invertiveis, temos que (A ® B)™! = A~ @ B~

12



Exemplo 1.26. Sejam f* : M;, x M,, — M, e f~ : M}, x M,, — M,, as aplicacées dadas por
JT(A,B) = A(tr(B)) e f~(A, B) = (tr(A))B, respectivamente, para toda A € My e toda B €
M,,. E claro que f+ e f~ sdo bilineares pois o tragco é uma fungao linear. Entdo pela propriedade

universal do produto tensorial My @ M,y,, exvistem aplicacoes lineares L+ @ My & M, — M, e
Ly My, ® My, — My,, dadas por

Lf+ (Z A ® Bi> = Zer(Aia Bi) = ZAZ'(W(BZ'»

r

Ly- (Z A @ Bz‘) = Z F(A, By) =) (tr(A) B,

=1

respectivamente, para todo Y., A; ® B; € My ® M,,. Chamamos a aplicagio L+ de trago
parcial a direita e chamamos a aplicagao Ly de trago parcial a esquerda.

Definigao 1.27. Seja A € My (C). Dizemos que A tem suporte, se a matriz AQ Ly« € Mim
tem suporte de acordo com a Defini¢ao (1.7). Analogamente, dizemos que A tem suporte total,
se a matriz A @ 1, € My, tem suporte total de acordo com a Defini¢do .

Exemplo 1.28. Toda matriz A € Myxm(C) que ndo tem entradas nulas tem suporte total.

Observagao 1.29. Sejam A = (a;;) € Myxm(C) e C = A®1,,4k. Seja Clo/, '] uma submatriz
identicamente nula de C'. Notemos que se i € o’ e j € ' entdao C;; = 0 mas o elemento na
1-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz C' é exatamente o elemento da matriz A da linha
[i/m] e a coluna [j/k]. Logo, existe uma submatriz nula Ao, 3] de A tal que C[d/, ] é
submatriz de Ala, 8] ® 1,,xx. De fato, a = ([i/m])icar € B = ([7/k]);ep-

Além disso, para cada submatriz Alw, 5] de A temos que, Ala, ] ® 1,4 = Cld/, 5], onde
o = (1 —1)m~+t)i<t<m)ica € /' = (((i = 1)k +t)1<i<k) jep. Portanto, as submatrizes C/, ]
identicamente nulas de C' de dimensao méxima (|¢/| 4 |f’| maximo), sdo as matrizes identica-
mente nulas Ala, f] ® 1,,x de dimensdo maxima (|a|m + |5k maximo).

O Teorema de Frobenius-Kénig (1.9) e o seu Corolédrio (1.10) também podem ser adaptados

para o caso retangular da seguinte maneira.

Lema 1.30. Seja A = (a;j) € Myxm(C). Entdo

(1) A nao tem suporte se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula Alc, 5] tal
que |alm + |B|k > km;

(2) A nao tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula Ao, S
tal que |a|lm + |5k > km; ou |alm + ||k = km e A(«a, B) nao é identicamente nula;

(3) Se k =m entao A tem suporte (resp. suporte total) se, e somente se AR lyx tem suporte
(resp. suporte total);

(4) Se k e m sao coprimos entao A tem suporte se, e somente se A tem suporte total;
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(5)

(6)

(7)

Se k #m e o cardinal do conjunto I = {(4,j) : a;; = 0} € menor que min{k, m} entao A
tem suporte total;

Se k =m e o cardinal do conjunto I = {(i,7) : a;; = 0} € menor que k — 1 entdo A tem
suporte total;

Se A nao tem coluna nem linha identicamente nula e a cardinalidade do conjunto I =
{(,7) : a;; = 0} € menor que max{k, m}/min{k, m} entdo A tem suporte total;

Demonstracao. Seja C' = A® 1,,xx € Mp,.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Suponhamos que A nao tem suporte. Pela Definicao segue que C' nao tem su-
porte. Logo pelo Teorema de Frobenius - Konig , existe uma submatriz identica-
mente nula C[o/, '] tal que |o/| + 5’| > km, mas da Observagao temos que existe
uma submatriz identicamente nula Ala, 8] tal que Ala, 5] ® 1,,xx contem C[o/, f'], de
onde |a|m + |8k > |o/| + |B'| > km.

Reciprocamente, se existir uma submatriz identicamente nula Afa, 8] tal que |a|m+|5]k >
km. Consideremos a submatriz identicamente nula Clo/, 5] = Ao, B]®1,,xx de C. Entao
/| +|B'| > km, de onde, do Teorema de Frobenius - Konig segue que C' nao tem
suporte. Portanto A nao tem suporte.

Pelo Corolario (|1.10) temos que C' nao tem suporte total se, e somente se existe uma
submatriz identicamente nula C[o/, §'] tal que ja seja |o/| + |8'| > km ou || +|5'| = km
e C(/, ') nao é identicamente nula. Analogamente ao item anterior segue que C' nao
tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula Cla”, "] =
Ala, B]®@1,,xk tal que [ |+]5"| > kmou | |4|8"| = km e C(a”, ") nao é identicamente
nula, ou seja, existe uma submatriz identicamente nula = Ala, §] tal que |a|m+|5|k > km
ou |a|m + |5k = km e A(a, 8) ndo é identicamente nula.

Pelo item (1) temos que A ® 1;4, ndo tem suporte se, e somente se existe uma submatriz
identicamente nula Afa, 5] tal que |alk + |3k > k2, ou seja, |a| + |8] > k. Segue do
Teorema de Frobenius - Konig que A ® 1,4, nao tem suporte se, e somente se A
nao tem suporte.

Agora, pelo item (2) temos que A® 1., nao tem suporte total se, e somente se existe uma
submatriz identicamente nula Ala, (] tal que jé seja |a|k + |B|k > k? ou |alk + |3k = k?
e A(a, B) nao é identicamente nula. Isto é, A ® 1x. nao tem suporte total se, e somente
se existe uma submatriz identicamente nula Alwa, 5] tal que ja seja |a| + [3] > k ou
la|+ 18| = k e A(a, f) nado ¢é identicamente nula. Portanto, segue do Corolério ([1.10]) que
A ® 1,4, nao tem suporte total se, e somente se A nao tem suporte total.

Suponhamos que k e m sdo coprimos. Pelo item (2) temos que A nao tem suporte total se,
e somente se existe uma submatriz identicamente nula A, 5] tal que ja seja |ajm+|5|k >
km ou |alm + |Blk = km e A(«, 5) nao é identicamente nula, mas |a|m + |G|k = km nao
pode ser pois |a| e |3] sdo inteiros positivos e por hipétese k e m sao coprimos. Logo, A
nao tem suporte total se, e somente se existe uma submatriz identicamente nula Afa, /]
tal que |a|lm + |Blk > km. Assim, do item (1) segue que A nado tem suporte total se, e
somente se A nao tem suporte.

Se |I| = 0 entdo A nao tem elementos nulos, segue que A tem suporte total. Suponhamos
que |I| # 0; seja Ala, 5] uma submatriz identicamente nula com |a|m + |5k méximo.
Como, |af, |8] > 1 temos
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(6)

(7)

|afm + |Blk

ol + |3k = SR ol £,
além disso, |a| + |5] < |af|B] + 1. Dai,
alm + Bk
alm -+ 61k < P oo ), (1)

Ja que Ala, 8] é identicamente nula, segue da hipdtese que |a||3] < min{k, m}, ou seja,
la||B] + 1 < min{k, m}, de onde,

jalm + |81k jafm + 181k,
W(WW +1) < W(mln{k,m})
max{k,m} (|l +(8]) .

al + 3] (min{k,m})

= (max{k, m})(min{k, m}).

Portanto, |a|m + |B|k < km. Do item (2) concluimos que A tem suporte total.

Analogamente ao item (5) temos que se |I| = 0 entdo A tem suporte total. Suponhamos
que |I| # 0; seja Ala, 8] uma submatriz identicamente nula com || + |3 méximo. Por
hipétese temos |a||8| < k — 1, logo, |a| + |B] < |af|B] +1 < k — 1, pois |af, |B] > 1.
Portanto, do Corolario segue que A tem suporte total.

Se A nao tem entradas nulas entao A tem suporte total. Suponhamos que A tem entradas
nulas. Seja Ala, ] uma submatriz identicamente nula. Como A nao tem linhas ou
colunas identicamente nulas segue que || < k—1 e |f] < m — 1. Suponhamos que
lalm + |Blk > km, entdo |a|m + (m — 1)k > km e (k — 1)m + |5|k > km, de onde
ol > k/m e || > m/k. Dai

max{k, m} max{k, m}

ol > ——=——= ou [f| >

~ min{k,m} min{k,m}

Portanto, |a||8] > max{k,m}/min{k,m}, o que contradiz a hipétese de que |I| <
max{k, m}/min{k,m}. Assim, |ajm + |B|k < km e do item (2) segue que A tem su-
porte total.
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Capitulo 2

Teorema de Sinkhorn-Knopp para
matrizes

O teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes nos diz quando uma matriz quadrada com entra-
das nao negativas, A, pode ser modificada, multiplicando a esquerda e a direita por diagonais
positivas Dy, Dy, a fim de obtermos uma matriz D AD> duplamente estocastica.

Nesse capitulo apresentaremos todas as nocoes necessarias para a demonstracao do teorema
de Sinkhorn-Knopp. Essas nocgoes serao adaptadas no préximo capitulo para obtermos uma
extensao desse teorema para mapas positivos. Essa extensao serd utilizada no iltimo capitulo
no estudo do emaranhamento quantico.

Os resultados desse capitulo foram obtidos no artigo classico [17]. Antes de apresentar o teorema
de Sinkhorn-Knopp precisamos dos seguintes resultados preliminares.

2.1 Preliminares

Lema 2.1. Sejam A € M,(R) linha estocdstica e 1, ..., B, as somas de cada uma das colunas
de A, isto é, B; =1, a;j para cada j € {1,...,n}. Entao H;.lzl B; <1 e sé ocorre a igualdade
quando ; =1 para todo j € {1,...,n}.

Demonstragao. Como A é linha estocéstica, entao a soma dos termos de cada uma das
linhas é 1, portanto a soma dos termos da matriz A é n.1 = n, adicionalmente, A nao tem
termos negativos. Dai, ; > 0 para todo j € {1,...,n} e 2?11 Bj = n. A desigualdade entre a
média geométrica e a média aritmética da,

A ]

n

e a igualdade s6 ocorre quando 31 = By = --- = 3, de onde, By ...05, < 1 e a igualdade s6
ocorre quando ; = 1 para todo j € {1,...,n} pois 7, B; = n.
|

E claro que se A € M,(R) é coluna estocastica entfio temos um resultado analogo ao anterior
para o produto da soma das linhas em A, isto é, se a, ..., q, sdo as somas de cada uma das
linhas de A, entao []}, a; <1 e sé ocorre a igualdade quando «; = 1 para todo i € {1,...,n}.

O seguinte lema ¢ muito importante na demonstragao do Teorema de Sinkhorn-Knopp.

16



Lema 2.2 (Lema Chave do Teorema de Sinkhorn-Knopp). Seja A = (a;;) € M,(R) uma matriz
com entradas ndo negativas e com suporte total. Dadas sequéncias positivas (T;x)ken € (Yjk)ken
para 1 < 4,5 < n tais que (T;1Yjk)ken converge para wm limite positivo sempre que a;; > 0.
Entao, existem sequéncias positivas (x;k)keN e (y;,k)keN que convergem para limites positivos
para cada 1 < i,5 <n e além disso x;ky;k = T, xY;k para todo 1 <i,5 <n ek € N.

Demonstragao. Nos dividimos a prova em dois casos.

CASO 1. (A é totalmente indecomponivel) Seja E® = {1} e F = {j : a;; > 0}.
Suponhamos definidos E®, ..., B¢~ e FO_ F6=D Definimos

s—1
E®) — {Z ¢ U ET ¢ eziste j € F™Y tal que a;; > 0} 7

s—1
= {j ¢ UF(’”) . existe i € B tal que a;j > O}
r=1

Observemos que para s > n temos que E®) e F®) sio vazios. Com efeito, se E") = () para
algum 7 < n entdo F) = ), logo EC+Y = () e FU+t) = () isto é, E®) = () e F®) = () para
s >n.

Suponhamos que E) # () para todo r < n. Sejam s1,5, < n com s; # So. Assumimos sem
perda de generalidade que s; < 52, entao para cada i € E(2) segue pela deﬁm(;ao de EG2) que
i ¢ U B de onde i ¢ EGY, dai EGY N E(2) = (), Como EM C {1,2,...,n} para todo r,
seque que E(”“) =0De portanto, E®) = e F® = () sempre que s > n.

Definimos E = |JI_, E" e F = JI_, F"). Como A tem suporte total entao na primeira linha
de A existe um elemento nao nulo, portanto FO £, ou seja F # 0 pois FO C F. Além
disso, 1 € EM C E, segue E # (.

Suponhamos que E é um subconjunto préprio de {1,2,...,n}. Sejai ¢ E e j € F, entao
j € F© para algum s € {1,2,...,n}. Se a;; > 0 temos que i € ECt) mas FC+Y) C F
ou EGtY = (). Portanto, se i ¢ E e j € F temos a;; = 0, isso implica que A(E, F] = 0.
Analogamente, temos que se F' # {1,2,...,n} entdao A[E,F) = 0.

Seja 7 o numero de diagonais positivas de A. Como A tem suporte total, se a;; > 0 entao a;;
pertence a algum diagonal positiva. Definimos a matriz H = (h;;) da seguinte forma.

. — 0, se a;; =0
Y| t/7, se a;; pertence a t diagonais positivas de A

Dessa maneira temos que h;; # 0 se e s6 se a;; # 0, entao A e H tém as mesmas diagonais
positivas (definidas pelas mesmas permutagoes).

Agora consideremos a linha ¢ de H. Cada diagonal positiva de H contém um tnico elemento da
linha ¢. Podemos contar o niimero de diagonais positivas de H contando o nimero de diagonais
positivas que pertence cada elemento da linha ¢. Pela definigao de h;; temos que h;;7 ¢ o nimero
de diagonais positivas que contém h;;, logo, 7 = 2?21 hi;T. Entao,

u T
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para todo i € {1,2,...,n}. Isto é, H é linha estocéastica. Analogamente temos que H é coluna
estocéstica

Suponhamos que |E| = wu e |F| = v, onde |E| e |F| representam as cardinalidades do conjunto
E e do conjunto F' respectivamente. Vimos acima que se E é um subconjunto préprio de
{1,2,...,n} temos A(E,F] = 0. Isso implica que H(E,F] = 0. Se F = {1,...,n}, como
A(E, F] =0, entao A teria uma linha nula, contrariando o fato que A tem suporte total. Entao
F também é um subconjunto préprio se E for préprio. Mas vimos acima que isso também
implica que A[E, F') = 0. Portanto H[E, F') = 0. Como H ¢é coluna estocastica,

W= 1= Y h =Y 1=

i€E JEF i€E jEF

Portanto, se £ é um subconjunto préprio de {1,2,...,n} entdo H[E, F| seria uma matriz
quadrada de ordem u. Dail segue que H nao seria totalmente indecomponivel, isto é, A nao
seria totalmente indecomponivel. Logo E nao é préprio, ou seja, F = {1,2,...,n}. Repetindo
o argumento para F' obtemos F' = {1,2,...,n}.

Para todo i,7 € {1,2,...,n} e k € N, definimos

/

—1 /
Typ =Ty Tig > 0, Yik = T1kYjk > 0.

Notemos que x;ky;k = x;xYjr para todo i,j € {1,2,...,n} ek € N.

Agora para mostrar que (x;,k)keN e (Z/},k)keN convergem para limites positivos para cada 1 <
i, 5 < n procedemos por inducdo sobre os conjuntos E®) e F®). Como x’lk = xi,ﬁxlﬁk = 1 para
todo k € N, segue que a sequéncia (I/Lk)keN converge a 1. Para todo j € FY, ay; > 0, logo por
hipétese temos (y;k)keN = (21,Y;k)ken converge para um limite positivo.

Suponhamos que (x;k)keN e (y;,k,)keN convergem para limites positivos quando i € Uf;i E™ e
j e U] F®. Sejai € E®). Pela definicio de E®), existe j,_; € FGU tal que a;, , > 0.
Podemos escrever

’ /

v Tkl ok Tk k 21
Lig = = . (2.1)

/ /
yjsflakj yjsfl)k

Como a;;, , > 0, segue por hipétese que (2; Y , ,k)ken CONVerge para um numero positivo.
Além disso, j,_1 € FG~1 entdo por hipétese de inducao (y;-g_1 i )keN converge a um numero
positivo. Pela equacgao 1} para todo i € E®), temos que (x; wJken converge a um limite
positivo.

Seja j € F®) entdo pela definicdo de F'®) existe iy € E® tal que a;,; > 0. Podemos escrever

' LiokYik  TigkYjk
_ ) J» B 1s, .77
= eklie _ Tiaklih, (2.2)

Por hipétese (x;. xYix)ren converge a um numero positivo pois a;.; > 0. Como i, € E®) entéo
S Js S s]
’ oy ’
(2}, )ken converge a um nimero positivo, pelo que acabamos de provar. Portanto (y;,)ken
converge a um numero positivo se j € F®). Isso completa a inducao.

Provamos que para todo i € E = {1,2,...,n} etodo j € F = {1,2,...,n} temos, (x;k)keN e
(y;k) keN convergem para limites positivos quando A é totalmente indecomponivel.
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CASO 2. (A nao é totalmente indecomponivel (é parcialmente decomponivel))
Consideremos H como no primeiro caso. Como h;; # 0, se e s6 se, a;; # 0 entao H também
nao é totalmente indecomponivel, isto é, existem matrizes permutacoes P, Q1 € M, (R) tais
que

ESXS C

Como H é coluna estocastica e a operacao P H(Q), sé permuta as linhas e colunas em H entao
E é coluna estocastica e a somas de seus elementos da s. Também, P, H(); ¢ linha estocastica e
a soma dos elementos das s primeiras linhas dao s. Logo, C'= 0 e D é duplamente estocastica.
Se E ou D nao sao totalmente indecomponiveis repetimos o argumento para E e D até obter
matrizes permutacao P e () tais que

H 0 - 0
0 Hy, --- 0
PHQ=1| . . . ]
0 O H;
onde H; é totalmente indecomponivel para todo i € {1,2,...,j}. Entao,
AL 0 - 0
0 Ay -+ 0
o 0 - A
onde A; também é totalmente indecomponivel para todo i € {1,2,...,j}. Basta repetir o

argumento do primeiro caso para cada A; e temos o resultado para A.

A seguir provamos um lema que nao apenas mostra a unicidade da matriz duplamente es-
tocéstica obtida a partir de uma matriz nao negativa, mas que também sera ttil na demons-
tracao do teorema que garante a convergéncia do processo de normalizacdo (Teorema ((2.8)).

Lema 2.3. Seja A = (a;;) € M,(R) com entradas nio negativas. Suponhamos que eziste
uma matriz duplamente estocdstica B da forma D1 AD,y, onde Dy e Dy sao matrizes diagonais
positivas, entdo B € unica, e se A € totalmente indecomponivel entao Dy e Dy acima sdo unicas
a menos de multiplicacao por escalar.

Demonstragao. Suponhamos que B = D1ADy e B' = D] AD), sdo matrizes duplamente
estocasticas, onde Dy, Dy, D, D} matrizes diagonais positivas. Sejam

pi = @;/Ti e ¢; = y;/yi para todo 1 <4 < n.
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Como B = D1AD, é duplamente estocéastica entao,
Zﬂﬁiaijyj =1, (2-3)
i=1

paracadal <j<ne

inaz’jyj =1, (2-4)
j=1

para cada 1 < i <n. Como B’ = D] AD), também é duplamente estocéstica, entao,

/

> piwiagyig = (—) T
i=1 im1 \i Yi

n
’ !
=1

=1, (2.5)

paratodo 1 <j<ne

Zpixiaijyj%' = Zx;aijy; =1, (2.6)
j=1 j=1

para todo 1 < i <n.

Sejam E; = {i : a;; > 0} (o conjunto das linhas com termos positivos na coluna j) e F; = {j :
a;; > 0} (o conjunto das colunas com termos positivos na linha 7). Definimos p = MiNie(1,. n} Pi
q = manG{l,.‘.,n} qj,

m:{k:pkzg} eM={l:q=7}.

Fixemos ig € m e jo € M. Segue da equagao ([2.5) que

n
> pimiaieyindi, = 1.
=1

Portanto

n —1
qjo = (Z pi«riaijoyj()) .
=1

Por outro lado, da equacao (2.3) obtemos
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n n
E DiTidijl, > | min p; E i, Yo
. 1 /LG{]‘)"‘?n} . 1
1= 1=

n

= Dig § :xiaijoyjo
=1

= pio7

logo, ¢;, < pi_ol. De maneira analoga usando es equagoes 1} e 1 , obtemos p;, > qj_ol. Isso
implica que ¢, = p;,;' = p~*'. Mas a igualdade

n
_1 _ _
45, = Zpﬂiaijoyjo =D,
=1

86 ¢ possivel se todos os p; forem p quando a5, > 0, isto ¢, quando i € Ej, (ver equagao (2.3)).
Portanto p; = p quando i € Ej e j € M. Assim, UjGM E; € m. Isso implica que as linhas com
os termos positivos das colunas j de M estao dentro de m, ou seja, A(m, M| = On—jm| x| M-

—1 o = —1 . n ~
Como p; " =qj, =qep;, = ijl Ty Qi;Yjq; €ntao
n
q= E LioWigjY5d;-
Jj=1

Essa igualdade s6 é possivel se ¢; = g para todo j € Fj, (ver equagao (2.4)). Isso implica que
¢; =g quando j € Fj e i € m. Assim, |J,.,,, i € M. Isso implica que as colunas com os termos
positivos das linhas ¢ de m estao dentro de M, ou seja, Alm, M) = Opp|xn—|m|-

Acabamos de ver que se ig € m e jo € M entao g;, = pi’ol. Portanto, se (i,7) € m x M entao
pq = pig; = pip; ' = 1. Seja

by -+ b
B=|: i
bnl bnn
como B' = D\ D;'BD;' D}, temos
B = : : : : : : :
D1 0 b1 bin ¢ 0
O Pn bnl bnn O dn
pibiiqa P1b1nqn
nbn1q1 pnbann
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Dal, se (i,7) € m x M segue p;b;;q; = b;; pois p;g; = 1, isto é, os elementos nas linhas m e
colunas M da matriz B’ sdo os mesmos elementos das linhas m e as colunas M da matriz B,
ou seja,

B'[m, M| = B[m, M].

Como Alm, M) = Opnjsn—|n), A(m, M| = 0p_jmix | € B = D1AD, é duplamente estocéstica
entdo Bm, M) = Om|xn—|m|s B(m, M] = Op_jmixa © B[m, M] é duplamente estocdstica. Ja
que toda matriz duplamente estocastica é quadrada (pois a soma de todos seus elementos é
igual ao ntimero de filas e ao numero de colunas) temos |m| = |M].

Agora, a soma do niimero de linhas e do nimero do colunas das matrizes Alm, M) = 0| xn—|m]
e A(m, M] = 0p_jmixar) € M| + (n — |M]) =n e (n—|M]) + |M| = n, respectivamente. Logo,
se A é totalmente indecomponivel, A[m, M) e A(m, M| nao poderiam existir pela Defini¢ao
(1.20). Isso implica que |m| = |M| = n. Nesse caso B = B[m, M| = B'[m,M] = B’, isso
mostra a unicidade de B, se A é totalmente indecomponivel.

Além disso, se A ¢ totalmente indecomponivel temos m x M = {1,...n} x{1,...n} epig; =1
para todos 1 < 4,5 < n. Portanto

p1=p2=~-=Pn:>\e<Z1ZQQZ-..anzl/)\.

Assim, D\D;' = Md e DyD;* = (1/\)Id, entdao D} = AD; e D} = (1/A\)Ds.

Suponhamos que |m| # |[M| # n (as submatrizes nulas Ajm, M) e A(m, M| existem), isto é, A
é parcialmente decomponivel. Entao B(m, M) e B'(m, M) também existem e sao duplamente
estocésticas de ordem menor que n, pois B(m, M|, B'(m, M|, Blm, M), B'[m, M) existem e

B'(m, M] = B(m,M] = On—\m\x\M| e B[m, M) = B'[m, M) = O\m\xn—\M|-
Também, B(m, M) = DYA(m,M)D) e B'(m,M) = D{A(m,M)D} onde DY, Dj, Dy, DY
sao diagonais positivas. De fato, D! = Di(m, M), Dy = Ds(m, M), DY = Diy(m,M) e
DY = Dj(m, M), pois

B(m, M) = DyADy(m, M) = (2;a;;y; )nxn(m, M) e

Procedemos por inducao sobre a ordem de A. E claro que o lema ¢ valido para matrizes de ordem
1. Suponhamos que ¢é valido para matrizes de ordem menor que n. Portanto, por indugao na
ordem de A(m, M) (ordem menor que a ordem de A) temos que B(m, M) = B'(m, M). Como
B[m,M] = B'[m, M|, Blm,M) = B'[m,M) e B(m,M] = B'(m,M], entao B = B’. Isso
completa a prova da unicidade de B.

|

2.2 Processo de Normalizacao de Linhas e Colunas

Seja A uma matriz real quadrada com entradas nao negativas. A ideia inicial do teorema de
Sinkhorn-Knopp ¢ dividir as colunas de A pela suas somas respectivas para obter uma matriz
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coluna estocastica A;. Depois fazemos o mesmo com as linhas de A; para obter uma matriz
linha estocéstica Ay. Entretanto essa A; nao precisa ser coluna estocastica. Por isso precisamos
voltar a normalizar as colunas.

Esse processo constréi uma sequéncia de matrizes ora coluna estocastica, ora linha estocastica
a partir da A. Se essa sequéncia convergir entao obviamente convergira para uma duplamente
estocastica. Veremos que sob certas condigoes esse limite existe e tera o formato Dy AD,
explicado no inicio do capitulo.

Chamamos esse processo de processo de normalizacao de linhas e colunas. Nessa secao defi-
niremos o processo rigorosamente e daremos um exemplo. Na secao seguinte estudaremos as
condicoes corretas para a convergéncia desse processo.

Definigao 2.4 (Processo de normalizacao). Seja A = (a;;) € M,(R) com entradas ndo nega-
tiwas tal que A nao tém linhas ou colunas nulas. Para todos 1 <i,7 < n definimos x;p =1 e
yio= "0, aij)_l, suponhamos definidos x; , € Yjm, € definimos

_ -1 _ n—1
Timi1 = QpTim € Yim+1 = B mYjm:

n n -1 . N
onde Qi = Y 5 4 Tim@ijYjms € Bim = D iy O mTim0ijYjm- Logo, definimos a sequéncia

(Ar)ken C M, (R) dada por,
A2m+1 = (xi,maz’jyj,m) € Mn(R) € A2m+2 = (xz',m+1aijyj,m) € Mn(R);

para cada m € NU{0}. Chamamos o processo de construc¢ao da sequéncia (Ay)ren de processo
de normalizacao de linhas e colunas da matriz A.

Aparentemente, a sequéncia (Ag)reny do processo de normalizagao é complicada de construir,
mas nao é dificil perceber que é a mesma sequéncia descrita na introducao da secao. Com
efeito, para cada 1 < 4,7 < n sejam

S;(A) := soma dos ntimeros da linha i de A,

A;(A) := soma dos nimeros da coluna j de A,
ou seja, S;(A) = Y7 ai; e Aj(A) =371, a;;. Agora,
Al = (mi,Oaijyj,O) = (aijAj (A)il) = Adl&g(Al (A)il, . ,AH(A)il).

Dai, a; o = S;(A;). Portanto,

Ay = (w31055y50) = (0 9ai;A;(A) 1) = (Si(A1) ayA;(A) ™) = diag(S1(A) 7', ..., Su(A)H AL,

e Bio = Doy Mo TioaiYi0 = doiq Tindijyjo = Aj(Az). Em resumo, continuando por indugao,
podemos verificar que &, = Si(Aamt1) € Bjm = Aj(Agmie), para todo 1 < 4,5 < n. Além
disso,
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0 AQ(AQm)_l . 0
A2m+1 = A2m . . . . s
0 0 A, (Ag)™
SI<A2m+1)_1 0 s 0
0 Sa(Aap, 1)71
Az = | L | Asmr.
0 0 s Sn(A2m+1)71

Observagao 2.5. Para cada k € N denotamos por a;j() o elemento na linha i e a coluna j da
matriz A;. Entao, para todo m inteiro nao negativo,

&11(2m)A1(AQm)_1 s aln(Qm)An<A2m)_1
Agmy1 = : :
an1(2m)A1(A2m)_1 s ann(Qm)An(AQm)_l
e
S (A2m+1)71a11(2m+1) T Sl(A2m+1)7laln(2m+1)
Agppyo = : :
Sn(A2m+l)_1an1(2m+1) e Sn(A2m+1)_1an1(2m+1)
Assim,

paratodo 1 <j<mn, e

Si(Aomy2) = Z Si(AQm—l—l)_laij(Qm-‘rl)

j=1

A2m+1 E az] 2m+1)

= Si(Asmi1)” M&Mn
:1,

para todo 1 <1 < n. Isto é, As,,41 € coluna estocastica e Ay, 2 é linha estocdstica, para todo
inteiro positivo m.
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Exemplo 2.6. Consideremos a matriz

10
=(10);
entiao, A1(A) =2, Ay(A) =1 de onde,

(8620

Sl(A1> = 1/2, SQ(Al) = 3/2, lOgO

4= (0 9) (12 1) = (o).

Al(AQ) = 4/3, AQ(AQ) = 2/3, entao

1= (17a o) (0" a72) = (Ua 1)

S1(As) = 3/4, S2(As) = 5/4, seque

= (9 ) 0 D)= (s i)

Continuando do mesmo jeito obtemos que para cada m € {0} UN

2m—+1
2m—+2 0
A2m+1 -
1
2m+2
e
1 0
A2m+2 = s

1 2m+-2

2m+3 2m+43
onde,

2m+1 1 _2m—|—2_1

Ay (Agpit) = _ _
1(Aome1) om 2  Omt2  omio

Y

e Ao(Agpi1) =04+ 1=1. Também S1(Azpia) =1+0=1c¢

1 2m+2_2m+3_

So(Agio) = _ _
2(Aom2) om 13 2m+3 omi3

1.
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2.3 Quando converge o processo de normalizacao de li-
nhas e colunas?

Vamos agora estudar as condigoes para a convergéncia da sequéncia resultante do processo de
normalizagao de linhas e colunas de uma matriz real quadrada nao negativa.

Definicao 2.7. Sejao € S,, e A € M,(R). Definimos o(A) := [[\_; @ir(i), ou seja, € o produto
dos termos da diagonal ais(1y, . . ., Gno(n)-

Teorema 2.8. Seja A € M,(R) com entradas nao negativas. Uma condigdo necessdria e
suficiente para que a sequéncia (Ay)ren obtida no processo de normaliza¢do da matriz A convirja
¢ A ter suporte.

Demonstragao. Suponha que A tenha suporte. Para cada m € {0} UN sejam
A2m+1 = (ll?i,maz‘jyj,m)nm € A2m+2 = (xi,m+1aijyj,m)n><n

matrizes definidas no processo de normalizacao da matriz A.

Pela Observagao (2.5) nés garantimos que para cada m € {0} UN a matriz Ay, é coluna
estocastica e a matriz As,, o € linha estocastica. Logo, para cada 1 < j < n temos

n
Z LTimQijYjm = 1.
i=1
Portanto para cada 1 < j<mn

n -1

—1

Yjm = E TimQij S(xio,maioj) )
i=1

onde iy € {1,...,n} é tal que a;,; > 0 (4o existe pois A tem suporte). Seja
a:min{aij DA > Del<gy< n},

entdo, a < a;,;, de onde a; ; < a'. Daf

-1 —1 —1 —1 —1
Yjm < (mio,maioj) < LiomDigj < Ligm®

-1

para cada 1 < j < n. Logo, ; my;m < a” sempre que a;; > 0.

Como A tem suporte, existe uma diagonal positiva. Seja ela ai,(1), ..., anom) onde o € S,.
Defina para cada k € N

& = Hmi,kflya(i),k—l e &= Hxi,kya(i),k—r
i1 i=1

Notemos que &;,& > 0. Agora, do fato que (z;5-1a;;yj5—1)n € coluna estocastica para todo
k € N, segue,
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E Q-1 = E E Tik—1Ai5Y5 k—1

7,71] 1

- § E i k—1Q35Y5 k-1

]12—

221:71.
j=1

Entao,
n .
D i1 i1 __
n n ’
como
1/n
n n
i—1 Qi k-1
| < iz Oikt 1,
, n
=1
temos,

n

1>H042k 1—Hxik_1

-1 Lik

n
szk 1%1 k—1

i1 TikYo(i)k—1

_ &
&
Assim, &, > &,. Analogamente, do fato que (z; ,a;;Yjk—1)n ¢ linha estocdstica para todo k € N,
segue,

§ /Bjk 1= E g Oflk; 1Lik—1Ai5Yj k-1

]117

— E g T kQijYj k-1

]17,—

:E E Tk QijYj k-1

i=1 j=1
n

= E 1=n.
i=1

Portanto,

1/n

= >y Bk
' j=11jk=1
Hﬁj,k—l S n - 17
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ou seja,

1>Hﬁg,k 1_H%,k 1

]1y]k

Como o € S, para cada j € {1,...,n} existe um tnico 7 € {1,...,n} tal que j = (i), logo,

_ ﬁ TikYo(i),k—1

i1 TikYo(i)k

_ S

€k+1 .

Dal, &1 > €. Lembremos que x; 5 1yjk 1 < a”! sempre que a;; > 0. J4& que a;,; > 0 para

todo i € {1,...,n} segue, ; 1Yok < a ' para todo i € {1,...,n}, entdo
0<6 <& <Gns (@)

Portanto, (&)ken € (&, )ken Sa0 sequéncias positivas crescentes e limitadas, entao (&x)ken €
(&,.)ken sao convergentes. Além disso, como & < &, < &1 segue que (&x)ren € (&), )ken conver-
gem para o mesmo L tal que 0 < L < (a™!)".

Nos temos que

ﬁ@‘k 1:§—k
i 3
Segue

&k

lim ||O(zk 1= hm——l,
k—o0 Hoofk
=1

Além disso, para cada k € N, % = 1. Isso implica que limy_,o ;-1 = 1 para cada
i€ {l,...,n}. Analogamente,

=1

Y

n 5,
lim | | ﬁj,k:—l = lim —k
k—o0 ey k—o0 €k+1

j=1Bik—1

e para cada k € N, bB; =1, de onde limy_, B;x—1 = 1 para cada j € {1,...,n}.

Seja (Ag)ren a sequéncia obtida no processo de normalizagao da matriz A e seja (Ay, )reny uma
subsequéncia de (Ag)ren tal que (A, )ren converge para B € M, (R) (note que a subsequéncia
(Ay, )ren existe pois a sequencia (Ag)ren € limitada ja que Ay, é linha ou coluna estocdstica para
todo k € N). Da subsequéncia (A, )ren podemos extrair uma subsequéncia (Ay, )sen tal que

k., é impar para todo s € N ou k,, é par para todo s € N. E claro que (Ap,,)sen converge para
B.
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Se k,, ¢ impar para todo s € N, entao Ay, ¢é coluna estocastica para todo s € N, dai, B é
coluna estocastica; além disso, B ¢ linha estocastica, pois «; ;-1 — 1 quando k — oo, de onde
B é duplamente estocéstica.

Se k,, é par para todo s € N, entao A, ¢ linha estocdstica para todo s € N, dai, B ¢ linha
estocastica; além disso, B ¢ coluna estocastica, pois ;51 — 1 quando & — oo, entao B
é duplamente estocastica. Portanto, qualquer subsequéncia convergente de (Ag)ren tem que
convergir para uma matriz duplamente estocéstica.

Se conseguimos provar que as subsequéncias convergentes de (Ay)reny convergem todas para
o mesmo limite, entao a sequéncia inteira (Ag)reny converge para uma matriz duplamente es-
tocastica.

Suponhamos que (A, )ren € (Ai )ren sdo subsequéncias convergentes de (Ag)ren. Sejam

B = (bij>n><n = lim Akr e C= (Cij)nxn = lim Ak/r’

i
—00 — 00

portanto B e C sao duplamente estocdsticas. Lembremos que para todo r € N, A; e Ay sao
matrizes obtidas de A multiplicando a esquerda e a direita por matrizes diagonais. Vejamos
que b;; # 0 se, e s6 se ¢;; # 0 para todos 4,7 € {1,...,n}.

Seja o € S,, e consideremos a notagao da Definigao (2.7). Notemos que

o(A) =0se, es6se 0(Ag,) = 0(Ap ) =0 para cada r € N,

pois as diagonais positivas de Ay, e Ay sao as mesmas de A. Suponhamos que o(A4) # 0, entao,
se k, é impar temos, Ay, = (xi7kr27l iy, k,«;l). Portanto

O-(Akr) = H x@%aia(i)yg(i)’%
=1

Se k, é par temos

2

o(Ar) = [T 70 riovi 2
i=1

n
= H aio(i)wt%_‘_lyg(i),kr%

i=1

n n
= | | 10 H IEL%H?/U(Z-),%
=1 =1

= U(A).&TT_Q.
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Como &, —1)/2 — L € &, —2)/2 = L quando r — oo entdo, fazendo r — oo em o(Ay, ) obtemos
o(B) = 0(A)L. Analogamente, fazendo a mesmo andlise para (A )ren temos o(C) = o(A)L.

Ja que B é duplamente estocastica segue do Corolario (|1.15) que B tem suporte total; logo, se
biyj, 7 0 entao existe uma diagonal positiva de B contendo ele. Dai, existe uma permutacao

b € S, tal que $(B) # 0 e ¥(io) = jo.

Se ¥(A) = 0 entao (A, ) = 0 para todo r € N. Segue (B) = lim, o, ¥(Ag,) = 0, assim,
(A) # 0. Isso implica que ¢(B) = ¢(A)L = ¢(C), isto é, ¥(C) # 0, portanto ¢;,;, # 0 pois
ele faz parte do produto que forma ¥(C).

Da mesma forma provamos que se ¢;,j, 7 0 entao b;,;, # 0. Portanto, b;; # 0 se, e s6 se ¢;; # 0
para todos i,5 € {1,...,n}.

Agora, como para cada r € N, A; e Ay, sao matrizes obtidas no processo de normalizagao de
A, existem matrizes diagonais positivas

wi, oo 0 2, oo 0
Dl,r: € D2,r: )

0 - Wy, 0 - Zn,

tais que Ay = DLTA]QTDQ’T, isto para cada r € N. Como Ay — C, Ay, — B e (Ap)iy =
Wi (Ak, )ijZr = Qijk,) Wiy ), entdo para b; > 0,

lim w; ,.2;, = ¢;:b:.
=00 1,7 ~],T 1] 1]

J?T
vergindo para limites positivos tais que w;,z;, = w}, 2}, para todor € N e todos 1 <14, j <mn.

Z7T ]7T
Sejam

Pelo Lema (2.2), existem novas sequéncias (wj,)ren € (2}, )ren, para todos 1 <4, j < n, con-

wy, 0 2, 0
Dy = lim : : e Dy = lim Lo ,
r—00 ’ r—00 /
wn,r 0 ZTL,’I"
logo,
/
wlﬂ‘ 0 bn bln Zl,r 0
DyBD; = lim : : e lim ST )
r—00 ’ T—00 ’
wm bnl bnn O Zn,r

isto é, o termo na linha iy e a coluna jy da matriz Dy BD, é

lim w!, b

!/ : / /
L Wi 1 Oiggo o, lim w2

= binO 00 20,7 jo,T

= biojo lim Wig,rZjo,r
r—00

_ —1

- biojo (Ciojo bigjo)

= Ciojo>
se biyjo > 0. Se b;; = 0, entéo (D1BDs);; = 0 e ja mostramos que ¢;; = 0. Entao, C' = D;BD;.
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Pelo fato de C' e B serem duplamente estocasticas, segue da unicidade provada no Lema
que B = C. Entao qualquer subsequéncia da sequéncia (Ag)ren que converge, deve convergir
para o mesmo limite (uma matriz duplamente estocastica). Entao (Ag)ren converge para uma
matriz duplamente estocastica.

Reciprocamente, observe que o fato de A ter suporte é também condicao necessaria para que
o processo de normalizacao convirja. Suponha que limy_,. Ay = B, entao B é duplamente
estocastica pois para cada r € N, A,,._; é coluna estocastica e Ay, é linha estocastica, além
disso, A1 — B e Ay, — B. Portanto B tem suporte total, logo tem suporte, entao existe
uma permutagao ¢ € S, tal que ¢(B) # 0, como

lim 6(4y) = 6(B) > 0,

temos que ¢(A) > 0, pois se p(A) = 0, segue que ¢p(Ay) = 0 para todo k € N, consequentemente
¢(B) = 0, absurdo. Isto implica que A tem suporte.
|

Observagao 2.9. Vimos no teorema anterior que se A tem suporte entdao A,, — B, onde
(A;n)men € a sequéncia obtida do processo de normalizagdo da matriz A e B é duplamente
estocastica. Observe que se b;; > 0 entao a;; > 0, pois b;; = limy, 00 i m @i Yjm-

Agora se A tiver suporte total entao o contrario também vale. De fato, se a;; > 0 entao existe
Y € S, tal que j = ¥(i) ep(A) > 0. Vimos na demonstragao anterior que ¢ (A,,) — ¥ (A)L > 0.
Mas 9 (An,) — ¥(B). Assim ¢(B) > 0, isso implica que by = b;; > 0.

Conclusao: Se A tem suporte total entao a;; > 0 se e s6 se b;; > 0.

Notemos que isso nao precisa ocorrer se A sé tiver suporte. No exemplo (2.6, vimos que
as1 = 1, mas A, — B = Id. Portanto by; = 0.

2.4 Resultado Principal: Teorema de Sinkhorn-Knopp

Na sec@o anterior vimos que a condigao para que (Ag)ren, a sequéncia obtida no processo de
normalizagao de A € M, (R), convirja é A ter suporte. Mas nao temos informagao sobre o limite.
Nessa secao apresentaremos o teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes, onde obtemos uma
condigao para ter como limite da convergéncia de (Ay)reny uma matriz Dy ADs, com Dy, Dy €
M, (R) sao diagonais positivas.

Teorema 2.10 (Teorema de Sinkhorn-Knopp). Seja A como no Lema . Uma condicao
necessdaria e suficiente para existir uma matriz duplamente estocdstica B da forma Di1AD,,
onde Dy e Dy sao matrizes diagonais positivas ¢ A ter suporte total. Além disso, se A tem
suporte total entao o limite da sequéncia (Ag)ren obtida no processo de normaliza¢io da matriz
A € a matriz D1 ADs descrita acima.

Demonstracao. Suponhamos primeiro que A tem suporte total. Entao A tem suporte
e pelo Teorema , a sequéncia (Ay)ren obtida do processo de normalizagdo da matriz A
converge para uma matriz duplamente estocastica B = (b;;) € M,(R). Vamos mostrar que
existem matrizes diagonais positivas Dy, Dy € M, (R) tais que B = limy_,o, A = D1 ADs.
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Sabemos que Ay = Dy, ADs ), onde

My o0 Ag o0
Dyp=1|:+ . e Dyp=| : oo
0 o Dan 0 - Ang

)

Entdo B = limy_,oo D1 xADs k. Pela Observagao (2.9) temos que b;; # 0 se e s6 se a;; # 0, pois
A tem suporte total.

Portanto, se a;; > 0 entao n; xA;r — bijai_jl quando k — oo. Segue do Lema 1D que existem
sequéncias convergentes (1; , Jken € (N )ken, para todos 1 < i, j < n, tais que 9; pAjx = 7; A4
para todo k € N e todos 7,5 € {1,...,n}. Definimos

)

/ /

n. e 0 RREE 0
r . . . r . . .
1.k = : .. : € D2,k—

0 - 7, 0 - N,

Notemos que Dy yADqyy = Dy AD) . pois,

_ _ o I\ r / /
(D1xAD2k)ij = MigijAjk = QiNigAjk = Qi x N ) = M x@igNjp = (D) g ADS 1 )i

Seja Dy = limy o0 D}, € Do = limy 00 Dy, logo,

= lim D]_JCADQ,]C

k—o0

= B.

Reciprocamente, se existem diagonais positivas D; e Dy tais que D1 ADy é duplamente es-
tocastica, segue do Corolario ([1.15) que D;ADy tem suporte total o que implica que A tem
suporte total.

Corolario 2.11. Se A tiver suporte, mas nao tiver suporte total entdao o limite da sequéncia
(Ag)ren obtida no processo de normalizagdo da matriz A nao pode ser a matriz D1 ADs.

Demonstracao. Suponhamos que A tenha suporte mas nao tenha suporte total. Pelo
teorema ((2.8)) temos que a sequéncia (Ay)ren obtida do processo de normaliza¢ao da matriz A,
converge para uma matriz B duplamente estocastica. Suponhamos que

B = lim Ay = D1AD,,

ke—oo

pelo teorema ([2.10]) segue que A tem suporte total, absurdo. Portanto, B # DjAD;.
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Exemplo 2.12. Lembremos o Exemplo @) Para a matriz

()

obtemos do processo de normalizacdo a sequéncia (Ag)ren dada por

2k—1
SR L.
Aoy = e Ay =
1 1 2k
2k 1 2k+1  2k+1

Como A tem suporte pois a diagonal principal € positiva, seque do teorema (@ que a sequéncia
(Ag)ken converge para uma matriz duplamente estocdstica. De fato, fazendo k — oo observamos
que (Ag)ken converge para a matriz identidade.

Além disso, A nao possui suporte total, logo, pelo teorema nao existem matrizes diagonais
positivas Dy e Dy tais que D1ADy = Id.
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Capitulo 3

Teorema de Sinkhorn-Knopp para
Mapas positivos

No capitulo anterior desmonstramos o Teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes. Agora,
vamos generalizar esse teorema para mapas positivos (Teorema ([3.26])) como feito na referéncia

4.

Essa nao foi a primeira adaptacao do teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos, a
primeira foi obtida em [8]. Entretanto a abordagem feita em [4] tem a vantagem de utilizar as
ideias originais de Sinkhorn e Knopp discutidas no capitulo anterior.

Precisaremos dessa extensao no ultimo capitulo para aplica-la ao problema da separabilidade
dos estados quanticos.

3.1 Preliminares

Primeiro vamos relembrar alguns conceitos e introduzir alguns outros com relagao as matrizes
Hermitianas e os mapas positivos. Para essa parte recomendamos a referéncia [1].

Denotamos por Idj, a matriz identidade em M, (ou simplesmente Id no caso em que a ordem
da matriz é evidente). Além disso, para cada r € N a funcao (-,-) : M, x M, — C é o produto
interno do trago, ou seja, (X,Y) = tr(XY™) para todos X,Y € M,.

Definicao 3.1. Seja A € M,,, dizemos que A é Hermitiana se A = A= A,

Observacao 3.2. O Teorema Espectral diz que se A € M, é Hermitiana entao existe uma
matriz unitdria B € M, (isto é, R* = R™') e uma matriz diagonal D € M,(R) tal que
A = RDR*. De fato os elementos da diagonal da matriz D sao autovalores de A e os autovetores
associados sao as colunas de R. Note que estes formam uma base ortonormal de C". Além
disso, note que A = RDR* = 2?21 dyriry, onde r; é a coluna 7 de R e d;; é a i-ésima entrada
da diagonal de D.
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Definicao 3.3. Seja A € M,,. Dizemos que A ¢ uma matriz Hermitiana positiva definida
(positiva semi-definida) se as sequintes condi¢oes equivalentes sao satisfeitas:

(1) Para cada w € C"\ {0} temos que w*Aw > 0 (w*Aw > 0, respectivamente).

(2) A é Hermitiana e possui autovalores positivos (ndo negativos, respectivamente).

Denotamos por P, o conjunto das matrizes Hermitianas positivas semi-definidas em M,,.

Observacao 3.4. Pela Observacao n6s temos que as matrizes Hermitianas positivas
definidas sdo diagonalizaveis. Além disso para cada matriz A Hermitiana positiva definida
existem a raiz quadrada e a inversa de A, que denotamos por Az e A1 respectivamente.
Também, A2 é Hermitiana positiva definida, logo existe sua inversa e é denotada por A3

Exemplo 3.5. Dos itens (3) e (4) na Observagao , seque que o produto de Kronecker de
duas matrizes Hermitianas positivas definidas (resp. semi-definidas) dd wma matriz Hermitiana
positiva definida (resp. semi-definida).

Observacao 3.6. Nao ¢ dificil ver que
(1) A€ Py seesésetr(AB) > 0 para toda matriz B € F.

(2) Se Ay, Ay € Py, entao tr(A;Az) = 0 se, e somente se A; Ay = 0.

Essas informacoes serao muito 1teis adiante.

Definicao 3.7. Seja T : My — M,, uma transformagao linear. Dizemos que T é um mapa
positivo se T(A) € Py, para toda A € P.

Exemplo 3.8.

(1) Seja T : My — M, a transformacdo linear dada por T(B) = tr(B)Id,,. Seja A € P,
entdo todos os autovalores de A sao nao negativos, de onde tr(A) > 0. Dai, para toda
A € Py, temos que T(A) € Py, isto é, T é um mapa positivo.

(2) Sejam C € My e T : My, — My, a transformagao linear dada por T(B) = CBC*. Seja
A € P.. Note que

w*(T(A)w = w* (CAC")w = (w*C)A(C*w) = (C*w)"A(C*w) > 0,
para todo w € C*. Portanto T(A) € Py, ou seja, T é um mapa positivo.
Observacao 3.9. Uma propriedade importante dos mapas positivos que utilizamos neste
capitulo é a seguinte: Se T' : My — M,, é um mapa positivo tal que T'(Id;) é Hermitiana

positiva definida, entao T'(A) é Hermitiana positiva definida sempre que A € M}, seja Hermiti-
ana positiva definida. Veja sua demonstragao em [5, Proposition 3.2].
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Definicao 3.10. Seja T : M, — M,, uma transformacao linear, entao definimos a adjunta de
T como sendo a transformagao linear T* : M,, — My tal que (T*(B),A) = (B,T(A)), para
todos A € M, e B € M,,.

Observagao 3.11. Observemos que se T : My — M,, é um mapa positivo entao sua adjunta
T* : M,, — M) é também um mapa positivo. De fato, para cada A € Py temos que T'(A) € P,,.
Logo, para cada A € P e cada B € P,, segue da definicao do produto interno do trago e da

Observagao que,
tr(T*(B)A) = tr(T*(B)A*) = (T*(B),A) = (B, T(A)) = tr(BT(A)").

Portanto tr(T*(B)A) = tr(BT(A)) > 0. Pela Observagao (3.6), T*(B) € P,.

Exemplo 3.12.

(1) Seja T : My, — M,, como no item (1) Ezemplo (3.8). Entdo, T* : M,, — My, estd dada
por T*(B) = tr(B)Id,. Em efeito, para cada A € My, e B € M, temos

(B, T(A)) =tr(BT(A)") =tr(B(tr(A*)Id,,)) = tr(tr(B)1d,A*) = (tr(B)Idg, A).
Assim

(T*(B), A) = (tr(B)Idy, A), isto ¢, T*(B) = tr(B)Idy.

(2) Seja T : My — M, como no item (2) Ezemplo (3.8). Entdo, T* : My — My, estd dada
por T*(B) = C*BC'. Para cada A € My e B € M, temos

(B, T(A)) = (B,CAC*) = tr(BCA*C") = tr(C*BCA*) = (C*BC, A).
Assim
(T*(B),A) = (C*BC, A), isto é, T*(B)=C*"BC.

O Lema ([2.2)) foi o lema chave para provar o teorema de Sinkhorn-Knopp para matrizes quadra-
das, mas na generalizacao desse teorema para mapas positivos precisamos de uma adaptacao
desse lema para matrizes retangulares. Ela estd feita no seguinte lema.

Lema 3.13. Sejam (vy)nen € (Wn)nen Sequéncias de vetores positivos de R* e R™ respectiva-
mente. Seja A = (a;;) € Mixm(C) uma matriz com suporte total. Se para cada a;; # 0 as
correspondentes entradas de vywl, (i.e. (vawh)ij = Vi wj,) convergem a um limite positivo,
entdo existem duas sequéncias de vetores positivos (v))nen de RF e (W) pen de R™ convergindo
a vetores positivos v e w, respectivamente, tal que v,w!, = vl (w))" para cada n € N (i.e.
VinWjp = U, W para todos 1 <i <k, 1 <i<kenecN).

i,n - jmn
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Demonstracao. Se k = m o resultado segue do Lema . Suponhamos que k # m
entao pela Definicao temos que a matriz quadrada A ® 1,,.; tem suporte total. Agora,
por hipdtese segue que para cada entrada nao nula da matriz A®1,,,«x a correspondente entrada
na matriz v, w!: @ Lyxr = (U @ Lyx1)(Wh @ Lixk) = (Vp @ Lk ) (W, @ k1)t converge a um
nimero positivo.

Como A ® 1,,xx € My, tem suporte total e v, ® Liyxi, Wn @ lpx1 € RF™ sdao vetores posi-
tivos (pois v, e w, sdo vetores positivos), entao, segue da do Lema que existem duas
sequéncias (v/)nen € (W),)nen de vetores positivos de RF™ convergindo para vetores positivos v
e w respectivamente, tais que para todo n € N temos que

(Un @ Linscr) (wy, @ Lisk) = ), (wy)", (3.1)

Para cada n € N consideremos os vetores v/ € R¥ dado pelas primeiras k componentes do vetor
v), e w € R™ dado pelas primeiras m componentes do vetor w/,. Entao as sequéncias (v!),en

e (w!)en de vetores positivos convergem para os vetores positivos v” € R* e w” € R™, onde

v” esta dado pelas primeiras k entradas do vetor v e w” estd dado pelas primeiras m entradas
do vetor w. Além disso, da equacio (3.1)) segue que v,w! = v (w!)!, para cada n € N.
|

Precisamos ainda de um tultimo Lema antes de seguir para a generalizacao do teorema de
Sinkhorn-Knopp para mapas positivos.

Lema 3.14. Sejam A = (a;j), B = (bi;) € My; v = (V) w=(w),eCter=(r)n, e
C™. FEntao,

(1) 0c(A® B) =0(A)o(B), para todo o € Sk,

(2) para cada o € Sy seque

k
o(vw') = H VW
i=1

(3) para cada o € Sy, segue

Demonstragao.

1) Sejam o € Sy e C' = (¢;;) € My, tal que C' = A ® B, entao
J

k k k k
c(A®B)=0(C) = H Cio(i) = H aio(i)bia(i) = <H aia(i)) (H bia(i)) = o(A)o(B)
i=1 i=1 i=1 i=1
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(2) Observemos que (vw');; = v;w;, para todos 1 <, j < k. Assim, para cada o € Sy, temos

k k k k
o(vw') = H (vw)ioy = H'ino(z') = <H Ui) <H wa(i)) :
; i=1 i=1 i=1

=1

Como o € Sy, segue Hle Wo (i) = Hle w;. Portanto,

i=1 i=1 i=1

(3) Nos temos v1" @ Lur = (0 1yx1) (1" @ Lixk) = (0 @ Lyx1 ) (1 @ 1gs)'. Logo, pelo item
(2) temos que para cada o € Sy segue

o(vr' @ Lxk) = 0((V® L1 (r @ 1)) = (H (v® 1m><1)i> (H (r® 1k><1)i> ;

=1 =1

mas v ® Lk = (U1, oy Uk, U1y oovy Ugy oo, U1, -0, Uk )Y, onde cada v; aparece m vezes para cada
1 <1i<k. Assim,

i=1 =1

H (v ® Lix1)i = (H Ui) ;

analogamente,

Portanto,

o(vrt @ L) = (H vi> (H n-) .

3.2 Processo de Normalizacao para Mapas Positivos
Nesta secao introduzimos os conceitos de mapa positivo duplamente estocastico e mapa positivo

com suporte (suporte total). Além disso apresentamos o processo de normalizacao (3.20) para
mapas positivos que vai substituir o processo de normalizacao para matrizes.

Definicao 3.15. Seja T : My — M,, uwm mapa positivo. Dizemos que T € duplamente es-

tocdstica se T(Idy/Vk) = Idy/v/m e T*(Idy,//m) = Id,/Vk.
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Exemplo 3.16. Sejam R € M, uma matriz unitdria e T : My, — My, dado por T(A) = RAR*,
para toda A € My,. Pelo Exemplo (@ temos que T € um mapa positivo. Além disso,

T(Id) = R(Id)R* = RR* = Id.

T*(Id) = R*(Id)R = R*R = Id.
Portanto, T ¢ duplamente estocdstico.

Agora vamos para a definicao de mapa positivo com suporte e suporte total, com ela se torna
clara a necessidade de generalizar as definigoes de suporte e suporte total para matrizes retan-
gulares feitas no primeiro capitulo.

Definigao 3.17. Seja T : My, — M,, um mapa positivo. Dizemos que T' tem suporte (resp. su-
porte total) se para cada base ortonormal {v1, ...,vx} de C* e cada base ortonormal {wy, ..., w,, }
de C™, a matriz (tr(T(v;v] )w;w}))kxm € Myxm(C) tem suporte (resp. suporte total).

Exemplo 3.18. Seja T : My, — M, como no item (1) do Ezemplo (5.8) e sejam {v1, ..., v}
e {wy,...,wy,} bases ortonormais de CF e C™ respectivamente. Para cada 1 < i < k e cada
1 <35 <m temos

tr(T (v;v] )ijj) = tr(tr(v;v;) I dy,(w; J)) = tr(v;v] )tr(w]wj) (v;‘vi)(w;wj) =1,
ou seja, (tr(T(viv} )wjw;))kxm = Lkxm. Portanto, (tr(T(viv;)w;w;))kxm tem suporte total.
Exemplo 3.19. Seja T : My — M,, um mapa positivo duplamente estocdstico e sejam

{v1,..,vn} e {wy, ..., w,} bases ortonormais de C* e C™ respectivamente. Consideremos a
matriz (tr(T(v;v] )w;ws) ) kxm @ Linxk € My Entao, para cada 1 <i < k temos

Zm: k (tr (T (v;v)) =k Z tr ( wy)

j=1

=k Z tr (vo T (wjwy))
j=1

= k.tr (UﬂJ:T* (Z ugw}‘))
j=1

= k.tr (v T* (Id,,))

—tr (wet (V1))

_ (k%> tr (v?) = Vi,

Também, para cada 1 < 5 < m temos
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k

Zm v} Jwjw)) = mZtr (T (v} )wjw})

i=1 =1

- (T (Z ) ijj>

Portanto, a matriz

1
— | tr(T(v;v] )wjw; ® Lxk € Mim
((Vkm> ( ( ) ’ j))ka ¢ ’

¢ duplamente estocdstica. Seque do Coroldrio (1.15) que ela possui suporte total. Dai, a matriz
(tr (T (v;v} ) w;w ))ka ® Lysr € My, possui suporte total, ou seja, T : My — M, tem suporte
total.

Definigao 3.20 (Processo de normalizagao para mapas positivos). Seja T : My, — M,, um
mapa positivo tal que T(1dy) e T*(1d,,) sao matrizes Hermitianas positivas definidas. Definimos

() (e () )
XT*(YO*( ) )xo,
()

Id
-

Assim, definimos as sequéncias (Y )nen, (Bn)nen C My € (Ap)nen, (Xn)nen € My, como seque,
para cada n € N temos

N|=

_1
XO 2,
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Y, = (%) (Bu_1) 2Y,_1,

A, = x (v (L) y, X,
n n \/m

Xpg1 = (%) Xo(An) 72,

B, =Y,T (Xnﬂ (%) X;;H) Yr

Dai, obtemos a sequéncia de mapas positivos (T,)nen, com T, : My — M, para todo n € N,
onde:

T (X) = V,T(X,XX)Y, e Tor(X) =Y, T( X1 X X7,V

r

para todo r € NU {0}.

Observagao 3.21. A sequéncia de matrizes (A, )nen, (Bn)nen, (Xn)nen € (Ya)nen estao bem
definidas porque as matrizes A,,, B, sao Hermitianas positivas definidas e as matrizes X,,Y,,
sao invertiveis para todo n € N. Isso pode ser observado a partir da Observagao (3.9)).

Exemplo 3.22. Consideremos T : My — My como no Ezemplo (@, ou seja, T(A) =
tr(A)Id, para toda A € M. Além disso, pelo Exemplo temos T*(A) = T(A), para
toda A € My. Assim, T(Id) = tr(Id)Id = 2.1d é Hermitiana positiva definida. Agora,

X, = Id,

() () -

S EA R EAL(EA
O

Daz,
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~_
|
[ I
Il
~
&

e (v (5) ()1
(s ()= () () ()

Portanto, o processo de normalizag¢ao para o mapa positivo T' gera sequéncias constantes (Yy,)nen =

((1/\/§)Id)neN; (An)nEN - ((1/\/§)Id)neN; (Xn)neN - (]d)neN € (Bn)neN = ((1/\/§)Id)neN-

No processo de normalizacao de linhas e colunas para matrizes obtemos uma sequéncia de
matrizes ora coluna estocdastica ora linha estocastica. Portanto, se essa sequéncia de matrizes
converge, terd como limite uma matriz duplamente estocastica.

No teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos nao estaremos procurando por uma
condicao para que a sequéncia de mapas positivos (7},),ny do processo de normalizagdo de
T : My — M, convirja para um mapa positivo duplamente estocdstico, mas estaremos interes-
sados nas condicoes sobre T' para que os pontos limites da subsequéncia par da sequéncia de
mapas positivos do processo de normalizagao (i.e., (Y, T (X, (-) X}) Y./ )nen) sejam duplamente
estocasticos. No préoximo lema olhamos uma condigao para que esses pontos limites sejam
mapas positivos duplamente estocasticos.

Lema 3.23. Seja T : My, — M,, um mapa positivo tal que T(Idy) e T*(1d,,) sio matrizes
Hermitianas positivas definidas. Sejam (Yy)nen, (Bn)nen C My € (An)nen, (Xn)nen C M, as
sequéncias definidas no Processo de normalizagao para T (3.20). Entao,

(1) para cada n € N temos

Idk> *) . Id, R ( . <Idm) ) Idy,
vor(x, (") x vy =" o xr 7 (v )y ) X = 2
( (\/E vm i vm o Vi
(2) para cadan € N temos tr(A,) = VEk e tr(B,) = /m;

(3) para cada n € N temos

0 < det(Xn ® Yn) S det(Xn+1 ® Yn+1);

(4) se (det(X, ® Y,))nen € uma sequéncia limitada, entao cada ponto limite da sequéncia
(Y. T (X, () X2) Y. )nen € um mapa duplamente estocdstico.

Demonstragao.
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(1) Para todo n € N temos

onde C' =T <Xn <%> X;;). Logo,

Idp\ 2 <o
Y, 1 CY' | =Y, T (Xn (7;) Xn) Y’ =By 1.

Dali,

Analogamente, como X, ;1 = (L) Xn(4,) 2 e (An)_% é Hermitiana, temos

Kt (07 () 1) o =

(2) para todo n € N temos
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Da Definigao (3.10)) e do Exemplo (3.12)) segue

G (2 () ) ) = (02 () ) () %0
0x () (= () )

(s 1 () ))

Entao

b B () 5)15) -t B

Analogamente,

(3) Para cada n € N, segue da Observagao (|1.25))
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det(X, ®Y,)
det(X,—H_l & Yn+1)

= det ((Xn+1 X Yn—i—l)_l(Xn X Yn))
= det ((Xn_—i}l Y Yn+1)(Xn ® Yn))

= det (X}, X, @Y, 1V,).

n+1

Agora, da Definigao 1} temos X, 1 X, = VEAY? e VY, = {*/EB}L/Z. Logo,

T oy = e ((VEA & (V)2
= det ((\/EAn ® \/ﬁBn)%>
— det (\/EAn ® \/EBn)é . (3.2)

Como A, e B, sao matrizes Hermitianas positivas definidas segue que VEA, @ /mB, é
Hermitiana positiva definida. Assim,

det (\/EAn®\/EBn) < W_A ® VmE. )
(VR A )tr \/_B )
_ VEtr(A, \/_tr ) "

km

B ﬂﬁﬁﬁ) -

Portanto, det(X,, ® Y;,) < det(X,41 ® Y,,11). Além disso,

det(X; ® V) det(( ) P ({4/1%)301/2%)
() ”Q)mde%(y%) i)




(4)

pois Ay v 2, B, /2 o Y, sao matrizes Hermitianas positivas definidas. Dai
0< det(X1 X }/1) < det(Xn X Yn) < det(Xn+1 & Yn+1),

para todo n € N.

Pelo item (2) temos tr(vVkA, ® /mB,) = tr(VkA,)tr(v/mB,) = km, para todo n € N.
Além disso, VEkA, ® v/mB,, é uma matriz Hermitiana positiva definida para todo n € N.
Dai, existe uma matriz unitaria U € My, e uma matriz diagonal positiva D € My, tal
que VEkA,® vmB, = UDU*. Logo, considerando a norma induzida pelo produto interno
do traco temos,

| ViAy @ vimB, |* = (VEA, @ VinB,, (VEA, @ VinB, ) )
— tr (UDU*UDU")

— tr (D?)

<tr(D) = tr (Vid, @ \/ﬁBn>2 — (km)2.

Assim, a sequéncia (\/EAn ® /mBy,)nen € limitada, portanto (en virtude do teorema
de Bolzano - Weierstrass) possui pontos limites. Seja C' um ponto limite de (\/EAH ®
VmB, )nen, entao existe uma subsequéncia (\/EAnj ® vmB,,)jen tal que

C = lim VkA,, ® vVmB,,.

J—00

Agora, para cada E € Py, temos
r (CE) = tr ( lim VEA,, © B, E) — 1im tr (VEA,, @ VB, E) > 0,
Jj—oo Jj—oo

segue da Observagao que C' é uma matriz Hermitiana positiva semi-definida. Por
hipétese (det(X,, ® Y,))nen é uma sequéncia limitada e pelo item (3) ela é mondtona
crescente positiva. Logo, existe L > 0 tal que L = lim, ,, det(X,, ®Y,). Dai e da
equacgao (3.2)) temos

L . det(X,®Y,) , !
7 = Jim det( X1 @ Yorr) Jim det <\/E n ®~/m n>

Entao, lim,,_,. det (\/EAn ® \/ﬁBn> = 1. Logo,

det(C) = lim det (VA & VB, ) =1

J—00
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tr(C') = lim tr (\/EAnj ® \/EB,Z]) = lim km = km.

Jj—00 Jj—00

Do fato de C' ser Hermitiana positiva semi-definida segue C' = U; D1 U7, onde Uy € My,
¢ unitéria e Dy = diag(dy 1,dy 2, ..., d1 gm) onde dy; > 0, para todo 1 <i < km. Assim

km =tr(C) =tr(UyD1Uy) =tr(Dy) =dy1 + -+ + dygm

(S
1= det(C’) = det(UlDlUf) = det(Dl) = d171 ce dl,km-
Entao
11t 2 T ok =/di1- - digm.
m
ASSiIIl, dl,l = dLQ = . = dl,km; ou seja, d1’1 = dLQ = - = dl,km = 1. Portanto

D, = Idy,,, logo C = Idy,, = Id, ® Id,,. Isto é, Id, ® Id,, é o inico ponto limite da
sequéncia (vVkA, @ \/mBy)nen, entao

lim VkA, @ vmB, = Idy ® Id,,.

n—o0

Consideremos o trago parcial a direita L}F definido no Exemplo 1) Como L;{ é
continua e do item (2) tr(B,) = \/m para todo n € N, temos

(\/E lim An> m = lim VEkA,tr (\/EBH)

n—oo n—oo

lim L} (x/EAn ® \/EBn>

n—oo

Lt <lim VEA, ® \/%Bn)
n—oo

Idytr(1d,,) = mldy.

Assim, lim,,_,o A, = Idy/Vk.

Agora, consideremos a norma ||-||» dada por || Al|s = \/max{\, ..., \¢}, para toda A € Mj,
onde {1, ..., \x} é o conjunto de autovalores da matriz A*A. A norma || - || é chamada
de norma espectral. Por [I, Corollary 2.3.8] sabemos que o operador norma de um mapa
positivo induzido pela norma espectral ¢ atingido na identidade. Entao para cada n € N
temos
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YT (Xu (VX2 V|| = || VT (Xu(Td)X2) V|, = H\/_YT( ({;%) Xn) Y

2

e pelo item (1) obtemos

1Y.T (Xa(-) X))

Hf(” )H \/_HIdeQ i.

Assim, a sequéncia de mapas positivos (Y,7 (X, (1) X)) Y.5),en ¢ limitada, ou seja, tem
pontos limites. Seja S : My — M,, um ponto limite de (Y,7 (X, (-) X}}) V.5 )nen, entdo
existe uma subsequencia (Y, T'(Xn, () X5, )Y, )jen tal que

S=lim Y, T(X (.)X;;j) Yy

j*)OO

Portanto, seque do item (1)

S(%)—hmYnT(x (Id’“)x*)y,;‘ _ lim L _ 14
\/E J—00 J \/E J j—>oo\/_ \/m

e da Definicao (3.20))

S* (Id—m) = lim X* T* (Y* (]d ) Yn) Xn, = lim A, = I—dk
\/m Jj—r00 \/m J j—o0 J \/E

Além disso, notemos que pela Observacao (3.6)) temos que S(A) € P, para todo A € P,
pois para toda B € P,

tr (S(A)B) = (Jlggo Y, T <X (A) X;;j) y*'B)

= 1im tr (Y, T (X,, (4) X, ) Vi B) 20,

g
]*)OO

ou seja, S é um mapa positivo. Concluimos que S é duplamente estocastico.

3.3 Teorema de Sinkhorn-Knopp para Mapas Positivos

Nesta secao apresentamos o teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos. Como ja fala-
mos na secao anterior, estamos interessados nas condicoes que deve possuir T : My — M,, a
fim de que cada ponto limite da sequéncia (75, ),en do processo de normalizacao de T' seja um
mapa positivo duplamente estocastico. Para comegar precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.24. Seja T : My, — M, um mapa positivo tal que T(Idy) e T*(Id,,) sdo matrizes
Hermitianas positivas definidas. Seja Ty : My — M, um ponto limite da sequéncia de mapas
positivos (Y, T (X, (-) X)) Y, )nen, onde X,, € My e Y, € M,, sao as matrizes definidas no
Processo de Normalizacao . Entao,

(1) Se T tem suporte entdao Ty é duplamente estocdstico.
(2) Se T tem suporte total entdo evistem matrizes invertiveis X' € My e Y' € M,, tais que

(X)) =Y T(X'XX")Y" para todo X € M;.

Demonstragao. Para cada n € N consideremos as descomposigoes SVD de X, e Y,,, ou
seja, X,, = L, D, Q5 e Y, =S,D,R;, onde L,,Q, € My e S,, R, € M,, sao matrizes unitarias
e D, = diag(z1 1, ..., Tkpn), Dn = diag(yin, ..., Ymn) S80 matrizes diagonais positivas.

J& que o conjunto de matrizes unitarias é compacto, entao podemos encontrar subsequéncias
(Lnt)t€N7 (Qnt)tENa (Snt)tENa (Rnt)tEN de (Ln)nENa (Qn)nENa (Sn)nENa (Rn)nEN convergindo para ma-

trizes unitarias L, (), S, R respectivamente, tais que

lim Y, T (X, XX}, Yy =Ti(X).
t—o00

Sejam Ui 4, Git, Sits Tiits iy @, iy 7i s i-ésimas colunas de Ly, Qn,, Sn,, Rn,, L, @, S, R respectiva-
mente. Para cada ¢t € N consideremos as seguintes matrizes em My, com entradas nao negativas

At = (x?,nty]%nt)kxm ® Lmxk
Bt = (t?" (T (li,tth) Tj7t7ﬂ;,t))k><m ® 1m><k;

Ct = At @ Bt = (:Bimyinttr (T (lz tlz t) ’I"J trj t))k “m ® 1m><k

Entao, para cada 1 <7 < ke cada 1 < j < m temos

x?,nzyjz',nttr (T (lz il; t) "y, tr ) tr (; i,n¢ yj nt ( i tlz t) Tyl t)

tr

YinT

€5
(W5, T (@i lise) (@in, L)) 75,675 1)
(e T (X005 X0 ) 750750)
(
(
(

tr

tr

( n:4qs, tqzt ) (yj,ntrj,t>(yj,nt7ﬂj,t>*)
tr (

T
T ntqltqzt )Y S]ts Ynt)
Y, T

tr

ng ( ntqwatX )Y SJtS ) (33)

Assim

Cy, = (tr (YntT (Xntqi7tthX ) Y. 8565 )) R 1,xk (3.4)

kxm

Definimos agora C' € My,,, e B € My, como

49



C = tlggo C, = lim (tr (YmT (X’ntqi,tq;'k’tX ) Yy, 8585, ))kxm @ Lok

t—o00

= (tr (T (@1%)) 553) ) © L

B := lim B; = hm (tr (T (lltl”) T, trjt))k o @ 1,.x%

t—o00

:( (T(ll )T] J)>k @ Lk

Como L,, € M e R,, € M,, sao matrizes unitarias para todo ¢ € N temos que L € M
e R € M, sao matrizes unitarias. Logo {li,...,lx} C CF é uma base ortonormal de C* e
{r1,..,rm} C C™ é uma base ortonormal de C™. Portanto, se T' : My — M,, tem suporte

(resp. suporte total), segue da Defini¢ao (3.17) que B tem suporte (resp. suporte total).

Vamos provar agora cada item desse lema separadamente.

(1) Pelo item (1) do Lema (3.23) temos

I I
Y, T (X0, X2,) Y = VEY,, T (Xm ( d’“) X ) Vi = pldm _ ﬁ;dm
vk vm o /m

para cada t € N. Como @,, € My e S,, € M, sao matrizes unitarias para todo t € N
temos {q1 4, .., Gty C CF é uma base ortonormal de C* e {S1.4; -, Sm+} C C™ é uma base
ortonormal de C™, para cada t € N. Portanto, para cada 1 < 7 < m e cada t € N segue

VE (Vg ) s s
(o))

=tr (YntT (XntX;: ) Y, s;, ts )
=tr (YmT (XntldeT*L ) Y, s;, ts )

k
— tr (YmT (Xm (Z qi,tq;it> X ) Y855, )
=1

k
Z YntT nth tqz tX* ) Y* 8] tS )

Pela equagao ({3.4)), para todo t € N, temos que cada entrada de C; é menor ou igual que
Vk/y/m. Dai, pelo item (1) do Lema 1' para cada permutacdo o € Si,, segue

o(A)o(B;) = 0(A; © By) = 0(Cy) < <ﬂ> . (3.5)

Jm
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(2)

Por hipdtese T tem suporte, entao a matriz B tem suporte. Logo existe ¢ € Sk, tal que
(B) > 0. Como (By)ien converge para B, (¢(B;))wen converge para 1(B). Portanto
existe to € N tal que ¥(B;) > 1(B)/2, pata todo t > ty. Logo, de (3.5) temos

V(A < BB (ﬁ> < 2(B)" (ﬁ> |

para todo t > tg. Agora, pelo item (3) do Lema (3.14]) temos que para cada t € N

k m m k
P(A) = (H xft) (H 3/]2',75)

= det(X,, X )™ det(Y,, Y, )

ne = ng

= det(X,, X, @Y, Y"). (3.6)

ne = ng

Assim para cada t > ty segue que

20(B)" (7@) ~ (A

— det(X,,, X5, @ Yy, Y))

ne < ng

= det(X,, ®Y,,) det(X,,, ® Yy,).

Como det(X,, ® Y,,) > 0 para todo t € N, pelo item (3) do Lema (3.23)), entao

km
2¢)(B)~* (\%) > det(X,,, @ Yy, )%

para todo t > t.

Com isto provamos que a subsequéncia (det(X,,, ®Y;,))en de (det(X,,®Y;,))nen € limitada.
Pelo item (3) do Lema temos que a sequéncia (det(X, ®Y},))nen é crescente, entao
ela é limita pois contém uma subsequéncia limitada. Portanto do item (4) do Lema
concluimos que T} é duplamente estocastico.

Suponhamos que T tenha suporte total, entao em particular 7" tem suporte. Logo, do
item (1) que acabamos de provar, a sequéncia (det(X,, ®Y,,))nen é crescente e limita. Seja
L > 0 tal que

lim det(X, ®Y,) = L.

n—oo
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Segue de (3.6 que para cada o € Sy, temos
lim o(A;) = lim det(X,, ® Y,,)? = L%
t—o0 t—o0

Seja tr(T (I3}, )rj,r},) uma entrada nao nula da matriz B. Por hipétese desse item, T

tem suporte total, entdo B tem suporte total. Logo, existe ¢ € Sk, tal que ¢(B) > 0 e
d(io) = jo. Note que t7(11(gi,q;,)s5,55,) ¢ um fator do produto que forma ¢(C').

Como
0 # I26(B) = lim $(A)6(By) = lim 6(C,) = 6(C)

e tr(T(qi4;,)85055,) ¢ um fator de ¢(C), entao tr(T1(qiyq5;,)sj,55,) 7 0. Portanto, de (3.3)
segue

[N

Yo, T (X0, Qo4 1 X0, ) Y,
thm Lig,tYjo,t = thm [tr ( - ( ntqzmtqm’t ) SJO’;SJO t)}
o o [t (T (lioalio ) Tioa750.0)]
[tT (T1 (qioqjo) SjOS;O)}
(T

[t (T (1 15) 3075,)] 2

NI

£ 0.

Entao ((@;Yjt)kxm)ten € uma sequéncia de matrizes com entradas positivas tal que a
sequéncia (T;,+Yjo.t)teN converge para um limite positivo sempre que a correspondente

entrada da matriz (tr(T(L1})r77))kxm seja nao nula, ou seja, tr(T' (L1} )rj,rs, # 0.

Agora, (tr(T(L;l})r;r5))kxm tem suporte total pois B tem suporte total. Entdo segue do
Lema que para todos 1 < i < kel < j < m, existem sequéncias de nimeros
positivos (93;7,5)1561\17 (y;,t)teN convergindo a limites positivos z; e y;, respectivamente, tais
que 1:;7ty;7t = ;+Y;+, para cada t € N.

Para cada t € N definimos

/

X, = Lo, (diag(@, ;o 2, )@y © Y} = Suu(diag(y, s Yot oy

Logo

lim X, = hm Ly, (diag(x, o ,m;gt))Q:‘lt = L(diag(x), ..., z,,))Q"

t—o00

lim ¥, = lim Sy, (diag(yy s, -, Yon 1)) R, = S(diag(yy, ..., y)) R

t—o00

Sejam X' = L(dzag(xl, T ))QF e Y = S(diag(yy, ..., y.,,))R*. J& que L,Q* S, R* e
diag(x}, ..., x,.), diag(y,, ..., y,,) sio matrizes invertiveis entdo X e Y  sdo matrizes in-
vertiveis. Além disso, para todos i, € {1,...,k} e 5,8 € {1,..,m} temos
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tr (YntT (Xntqiiq;,tX;;t) YTZ Sjﬂgsg,t) =tr (YntT ((xi,tli,t)(xmtla,t)*) Y;t $j7t8>/§7t)
= a:i,txa,ttr (T (li,tl;t) Y;tsj,tSZ’,tYm)

= TiTaglr (T (li,tlz,t) (yj,trj,t)(yﬁ,trﬂyt)*)

= TitYjtTatyptr (T (li,tlz,t) Tj,tTE,t) .

! I ! ! ~
Como ;Y4 = Ti Yt € Tatlypt = Ty Yg, €NtAO

tr (YntT (Xntqi,tqz,tX;) Y;tsj,tsfa,t) = x;,ty;',tx,a,ty;a,ttr (T (li,tl:é,t) Tj,trz,t)
=t (T (@ li) @ )" ) Wrmi) Wi 50)")

— tr (T (X7 0s002 (X)) (V] 505,77 )

)*Sj,tSZ,t) )

—tr (Y;'T (Xt'qi,tq;t(Xt')*) (Y
Portanto para todos i, € {1,..,k} e 5,5 € {1,..,m} segue

’

<YntT (XntQi,tQZ,tX:t) Yr:s J Sﬁ,ts;,t> = <Y:T <Xz;qi7tq;,t(Xt)*<Y:)* ) Sﬁ,tsj,t> .

Dai, Y, T (X, XX;,) Yy =Y/ T (X, X(X,)*) (Y,)*, para todo X € Mj. Assim

T1(X)=1lmY,T (XntXX;t) YTZ
t—o0
= lim YT (X/X(X))") (v;)
—00
_ Y/T (X/XX/*> ij
para todo X € M.

Definicao 3.25. Sejam T : My — M,, e Ty : My — M,, mapas positivos. Dizemos que T
¢ equivalente a Ty se exwistirem matrizes invertiveis X € My eY' € M, tais que T1(X) =
Y'T(X'XX)Y", para toda X € M.

No item (2) do Lema (3.24) vimos que se T' : My — M, tiver suporte total, entao ele é
equivalente a um mapa positivo duplamente estocastico. A seguir apresentamos a generalizacao
desse resultado que é o teorema principal deste capitulo.
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Teorema 3.26 (Teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos). Seja T': My — M, um
mapa positivo. Entao T € equivalente a um mapa positivo duplamente estocdstico se, e somente
se existirem matrizes invertiveis X € My e Y' € M,, tais que Y T(X ()X )Y tem suporte
total e T(Idy,), T(Id,,) sao matrizes Hermitianas positivas definidas.

Demonstragao. Suponhamos que 7' é equivalente a um mapa duplamente estocastico
T, : My — M,,, entao existem matrizes invertiveis X' e M, eY € M, tais que Ty =
Y'T(X'()X")Y". Como T) é duplamente estocastico, segue do Exemplo que 77 tem
suporte total. Agora, notemos que

ro) = (7 ()) (07
(7 ()) ()

e pela Defini¢ao (3.10) e o Exemplo (3.12)) temos

Como X'’ <X ) e <Y/_1> Y™ sdao Hermitianas positivas definidas entdo da Observacio

(3.9) temos
T <X/71 (X/71>*) o Tl* <<Y/71>*Y/71>

sao Hermitianas positivas definidas. Portanto, T'(Idy) e T*(Id,,) sao Hermitianas positivas
definidas. Reciprocamente, suponhamos que existem X' € M, e Y’ € M,, invertiveis tais que

Ty =YT(X ()XY : M, = M,

tem suporte total e T(Idy), T*(Id,,) sdo matrizes Hermitianas positivas definidas. Entao,
Y'T(X'X)Y"™ e X"T(Y"Y") X' sdo matrizes Hermitianas positivas definidas. Logo, 7} é um
mapa positivo com suporte total tal que T3 (Idy) e T (1d,,) sdo Hermitianas positivas definidas.
Segue do item (2) do Lema que existem X' € My e Y" € M,, invertiveis tais que

1* " !/

YT (X”(~)X”*) Y =Y'Y'T (X’X”(-)X”*X’*) Yy

1%

11 i 1 *

=v'Y'T (X'X"() (x'x)) (Y”Y’)*

, .. , . ’ 7" "< o1 - .
¢ um mapa positivo duplamente estocastico. Como X X € M, e Y Y € M,, sao matrizes
invertiveis, entao 1" é equivalente a um mapa duplamente estocéstico.
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Capitulo 4

Problema da Separabilidade dos
Estados Quanticos

Como observamos em ([1.25]), podemos identificar o espaco My ® M, com o espago My, utili-
zando o produto de Kronecker. Essa identificacao nos permite chamar de estados quanticos (ou
simplesmente estado) os elementos Z?Zl A; ® Bj de M}, ® M, que sao matrizes Hermitianas
positivas semi-definidas em Mj,,.

Dizemos que um estado v € My ® M, é separavel se existirem matrizes A; € Py, B; € P,
j€{l,...,n}, tais que

Y= ZAJ ®B]
j=1

Os estados que nao sao separaveis estao emaranhados. O problema da separabilidade dos esta-
dos quanticos pede um critério deterministico para distinguir os estados quanticos emaranhados
daqueles que nao estao emaranhados (separdveis). Esse problema foi resolvido somente para
estados v € My ® M,, com km < 6. Para k,m arbitrarios sabe-se que esse problema ¢ NP-
dificil. Nesse capitulo focaremos no problema em My ® M, e apresentaremos sua soluc¢ao em
My @ M.

Na primeira secao falaremos sobre uma forma normal para estados em M, ® M,,, chamada
de forma normal de filtro, que sera utilizada posteriormente. Veremos que ela esta totalmente
conectada com a extensao do teorema de Sinkhorn-Knopp para mapas positivos obtida no
capitulo anterior. Depois mostraremos que o problema da separabilidade em M, ® M, pode
ser reduzido a estados que podem ser postos na forma normal de filtro e depois mostraremos
como resolver o problema em My ® Ms.

4.1 Forma Normal de Filtro

Nessa secao buscaremos condigoes para garantir que um estado possa ser posto na forma normal
de filtro, pois nem todo estado tem essa propriedade. Vejamos a seguir a definicao da forma
normal de filtro.

Definicao 4.1. Seja v um estado em My ® M,,. Dizemos que ~y pode ser posto na forma normal
de filtro, se existirem