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Resumo

Neste trabalho estudaremos polindmios de permutacdo sobre corpos finitos. Inicialmente introduzi-
remos alguns conceitos preliminares sobre corpos finitos para posteriormente apresentarmos alguns
critérios para determinar quando um polindmio sobre um certo corpo finito é de permutagao e, por fim,

exibiremos algumas classes especiais desses polindmios.

Palavras-chave: Corpos finitos; Polindmios de permutagao.
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Abstract

In this work, some results regarding permutation polynomials over finite fields will be explored.
Initially we will introduce some preliminary concepts about finite fields to later present some criteria
to determine when a polynomial over a certain finite field is a permutation one and, finally, we will

show some special classes of these polynomials.

Keywords: Finite fields; Permutation polynomials.
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Introducao

A nocio de corpos finitos que temos atualmente deve-se ao matemadtico francés do século XIX Evariste
Galois (1811 - 1832). Considerando um polindémio irredutivel f sobre Z[X|, Galois tomou r como uma

de suas raizes e comegou a analisar expressoes da forma
bo+bir+byr* 4+ by, (1)

comb; € Z,1 <i<n—1. Entdo, ele definiu o conjunto £ de todas as expressdes como em (1) tomando
os coeficientes b;’s como sendo inteiros médulo um primo p. Naturalmente, o conjunto E tem p”
elementos. Em seguida, Galois (com a linguagem usada na época) prova que [£ € um corpo. Assim, em
homenagem a Galois os corpos finitos também recebem o nome de corpos de Galois. Atualmente, a
nota¢do mais usual para denotar um corpo finito com g = p”" elementos € IF,, porém, tal corpo também
¢ denotado por GF(gq), que vem do inglés Galois field.

Polindmios sobre corpos finitos que induzem uma permutagdo sobre esses corpos s@o chamados
de polinémios de permutacdo. O contexto histérico do surgimento dos polindmios de permutacao
envolve trabalhos de dois grandes matemdticos do século XIX: Hermite e Dickson. O primeiro
investigou permutacdes sobre corpos primos. J4 o segundo explorou permutac¢des sobre corpos finitos
quaisquer. No ano de 1897, Dickson apresentou uma lista que dizia conter todos os polindmios de

permutacdo de grau no maximo 6.

Com o avanco da era digital o tema foi ganhando cada vez mais destaque, visto que ele possui
vdrias aplicacdes praticas, como em criptografia, codigos corretores de erros, desenhos combinatorios,
entre outras. Com isso, diversos trabalhos sobre os polindmios de permuta¢do vem sendo publicados

nos ultimos anos.

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre polindmios de permutacio. Além de resultados
mais gerais, apresentaremos dois estudos sobre tipos especificos de polindmios de permutagdo, o
primeiro é um estudo feito por Zheng, Yuan e Yu, em [18], sobre polindmios das cX — X* + X% e
(X ¢ _x +8)° +cX, e o segundo € estudo feito por Gupta e Sharma, em [4], de certas classes de
trindbmios de permutacdo da forma X"h(X %) sobre corpos de caracteristica par. Toda fundamentagao
tedrica para apresentar esses estudos foi feita principalmente usando o livro Finite Fields, de R. Lidl e
H. Niederreiter, [10].

Esta dissertacdo estd estruturada da seguinte forma. No Capitulo 1 caracterizamos os corpos
finitos, apresentando resultados preliminares que serdo muito uteis nos demais capitulos. No Capitulo
2 introduzimos o estudo de polindmios sobre corpos finitos, onde abordamos os principais assuntos



referentes a esse tema, como ordem de polindmios, polindmios primitivos e irredutiveis. Um estudo
sobre polindmios de permutagdo, que € nosso principal objeto de estudo, serd apresentado no Capitulo
3, onde exploramos alguns critérios para classifica-los bem como alguns tipos especiais. No Capitulo
4 exploramos os polindmios de permutagdo das formas cX —X* + X% e (X ¢ X+ 0)* 4 cX. Por fim,
no Capitulo 5 estudamos os trindmios de permutagdo sobre corpos de caracteristica par com a forma
XTh(X'T).

Gabriel de Freitas Pinheiro

Uberlandia-MG, 16 de fevereiro de 2022.



Capitulo 1

Caracterizacao de corpos finitos

A caracterizagdo dos corpos finitos mostra que a ordem de todo corpo finito € poténcia de um nimero
primo e que, reciprocamente, para toda poténcia de um primo existe um corpo finito tal que a quantidade
de elementos deste corpo € exatamente igual a essa poténcia. Além disso, temos que corpos finitos com
o mesmo ndmero de elementos sdo isomorfos. O resultado a seguir estabelece uma condi¢ao simples,
porém necessdria, sobre o nimero de elementos de um corpo finito. Observamos que os resultados

encontrados neste capitulo podem ser encontrados em [10, Capitulo 2].

Lema 1.0.1: Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com g elementos. Entdo, F' tem ¢™

elementos, em que m é o grau da extensdo F /K.

Demonstracdo. Olhando F como um espaco vetorial sobre K, como F ¢ finito, entdo a dimensdo de F
como espacgo vetorial sobre K é finita. Se [F : K| = m, entdo, F' tem uma base sobre K contendo m
elementos, digamos by,bs, ..., b,. Assim, todo elemento de F' pode ser unicamente representado como
aiby +axby + - - -+ ayby,, onde ay,as,...,a, € K. Como cada a; pode assumir g valores distintos,
paracadai=1,2,...,m, entdo F terd exatamente ¢"* elementos. [

Exemplo 1.0.2: Sejam F um corpo finito e K subcorpo de F com trés elementos. Suponha que

[F : K] = 2. Entdo, pelo Lema 1.0.1 segue que F tem exatamente 32 = 9 elementos.

Comecgando pelos corpos [, podemos construir outros corpos pelo processo de adjungdo de
razes. Se f € F,[X] ¢ um polinémio irredutivel sobre I, de grau n, entdo por adjungdo de raizes de f
sobre [F), geramos um corpo finito com p" elementos. A fim de estabelecer que para todo primo p e
todo n € N existe um corpo finito com p" elementos, usamos uma abordagem sugerida pelos seguintes

resultados.

Lema 1.0.3: Se F € um corpo com g elementos, entdo todo a € F satisfaz a? = a.

Demonstracdo. Para a = 0 o resultado € trivial. Assim, suponha a # 0. Os elementos 0 # a € F
formam um grupo com g — 1 elementos com a multiplicacio, entio a?~! = 1 e a multiplicagio por a

em ambos os lados da igualdade nos fornece o resultado desejado. 0



Exemplo 1.0.4: Seja F = F3. Entio, pelo Lema 1.0.3 temos que todo a € F5 satisfaz a® = a. De
fato,0° =0,1>=1e23 =8 =2.

Lema 1.0.5: Se F € um corpo finito com g elementos e K € um subcorpo de F, entdo o polindmio

X?—X € K[X] se fatora em F[X] como X9 —X = [ [ (X —a) e F ¢ o corpo de raizes de X4 — X sobre

acF
K

Demonstracdo. O polindmio X? — X de grau ¢ tem no maximo ¢ raizes em F. Pelo Lema 1.0.3, todos
os g elementos de F serdo raizes desse polindmio. Assim, X9 — X se fatora em F como o produto

H (X —a), e ndo pode se decompor em nenhum corpo menor. 0
ack

Com os resultados anteriores, provaremos o importante teorema a seguir, o qual € fundamental
para a caracterizagc@o dos corpos finitos.

Teorema 1.0.6 (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos): Para todo primo p e todo inteiro
positivo n existe um corpo finito com p” elementos. Qualquer corpo finito com g = p” elementos €

isomorfo ao corpo de raizes do polindmio X — X sobre [F),.

Demonstragdo. (Existéncia) Para ¢ = p" considere X? — X em IF,,[X] e seja F o corpo de raizes sobre
F,. Esse polindmio tem g rafzes distintas em F, pois sua derivada é gX97! — 1 = —1 em F,[X] € dessa
forma ndo ha raizes comuns em X9 —X. Seja S = {a € F : a? —a = 0}. Entdo, S é um subcorpo de
F pois: (i) S contém O e 1; (ii) a,b € S implica que (a—b)? =a?—b9=a—b e, entdo,a—b € S;
(iii) para a,b € S e b # 0 temos que (abfl)q —alb=9=ab ! e, entio, ab~! € S. Mas, por outro lado,
X9 —X deve se fatorar em S, pois S contém todas suas raizes. Consequentemente, F' = S e, como S tem
q elementos, F € um corpo finito com g elementos. (Unicidade) Seja F um corpo finito com g = p”
elementos. Entdo, F' tem caracteristica p e entdo contém [, como um subcorpo. Assim, o resultado

segue como consequéncia da unicidade dos corpos de raizes. 0

Pelo teorema anterior podemos concluir que o tnico (a menos de isomorfismo) corpo finito
com g = p" elementos € o corpo de raizes de X7 — X sobre IF,. A seguir, veremos quais sdo todos os
subcorpos [, de um dado corpo .

A parte da unicidade do Teorema 1.0.6 fornece a justificativa para falar em corpos finitos com
g elementos ou de ordem ¢, e denotd-los por Iy, em que g € uma poténcia de um primo p o qual € a

caracteristica do corpo [F,.

Teorema 1.0.7 (Critério para um subcorpo): Seja [F, um corpo finito com g = p" elementos. Entio,
todo subcorpo de [F, tem ordem p™, onde m € um inteiro positivo divisor de n. Reciprocamente, se m é

um divisor positivo de n, entdo, existe exatamente um subcorpo de F, com p™ elementos.

Demonstragdo. E claro que um subcorpo K de FF, tem ordem p™ para algum inteiro positivo m < n.
No Lema 1.0.1 mostramos que ¢ = p”* deve ser uma poténcia de p™ e, entdo, m € necessariamente um
divisor de n.

Suponha agora que m | n, entdo, m = kn com k € Z. Note que,

4



=1
pr-1=(p" —1=0p"-1) ) (»") (1.1)
i=0

ou seja, p™ — 1 divide p" — 1. Entdo, p" — 1 = r(p™ — 1), com r € Z. De modo andlogo ao que fizemos
em (1.1) temos que

r—1
X o= x 1= ) Y (x
Jj=0

Logo, X?"~1 — 1 divide X?"~' — 1 em [F,[X]. Consequentemente, XP" — X divide X' — X =
X1—Xeml), [X]. Assim, toda raiz de XP" — X éumaraizde X9 —X e, entdo, pertence a [F,. Segue
que IF, deve conter como subcorpo um corpo de raizes de X P" _ x sobre F), de ordem p™, como visto
no teorema 1.0.6. Se existissem dois subcorpos distintos de ordem p™ em [, eles deveriam conter
juntos mais do que p” raizes de X?" —X em 4, 0 que € uma contradigdo. [

Exemplo 1.0.8: Os subcorpos do corpo finito [F51s podem ser determinados por meio da listagem de

todos os divisores positivos de 15. Entdo, os subcorpos de F5is sdo: [F3,F33,Fss e Fais.

Pelo Teorema 1.0.7 as relagdes de contencao sdo equivalentes as relacdes de divisibilidade entre

os divisores positivos de 15.

Para um corpo finito F; vamos denotar por F; o grupo multiplicativo de elementos ndo-nulos de

[Fy. O resultado a seguir nos fornece uma propriedade muito ttil sobre esse grupo.

Teorema 1.0.9:  Para todo corpo finito F,; o grupo multiplicativo Fy € ciclico.

Demonstragcdo. Se g = 2 o resultado € 6bvio. Assim, vamos assumir ¢ > 3. Seja h = p? ...pra

h
decomposi¢do em primos da ordem i = g — 1 do grupo Fp. Para todo 1 <i <m, o polinbmio X 7 — 1

tem no maximo 1% raizes em IF,. Como h/p; < h, segue que existem elementos ndo-nulos em F, que
1

ndo sdo raizes desse polindmio. Seja a; um elemento ndo nulo de IF, que ndo € raiz do polindmio e

_h_
-

.
. pt . i L .. .
seja b; = a;' . Assim, temos que bf’ * =1, consequentemente, a ordem de b; € um divisor de p;’ e,

ri—l

~ i ; h/pi
entdo, é da forma pf’, com 0 <s; < ;. Por outro lado, bf’ =aq; /pi

# 1 e, entdo, a ordem de b; ¢ p'.

Afirmamos que o elemento b = by ...b,, tem ordem h. Suponha o contrario, que a ordem de b é um

divisor préprio de & e é, portanto, um divisor de pelo menos um dos m inteiros i/ p;, com 1 <i <m,

digamos h/p;. Dai temos que 1 = p/"/Pi = b?/pl bl Agora, se 2 < i < m, entdo p.’ divide h/p; e,

consequentemente, b?/ PI'— 1. Portanto, b}f/ Pl — 1. Isso implica que a ordem de b; deve dividir i/ p,
z Z. . z r1 z. * z .12

0 qual € impossivel pois a ordem de b; € p|'. Dessa forma, concluimos que F; € um grupo ciclico

gerado por b. [

Exemplo 1.0.10: O grupo multiplicativo F = {1,2,3,4} é ciclico. De fato, 2 é um gerador desse



grupo:
21=222=42=8=32"=16=1.

Ou seja, F5 =< 2 >.
Defini¢do 1.0.11:  Um gerador do grupo ciclico Fy € chamado elemento primitivo de [,

Exemplo 1.0.12: Segue do Exemplo 1.0.10 que 2 € um elemento primitivo de [Fs.

Segue por um resultado que [, contém ¢ (g — 1) elementos primitivos, onde ¢ é a fungdo de
Euler. A existéncia de elementos primitivos pode ser usada para mostrar um resultado que implica, em
particular, que todo corpo finito pode ser pensado como uma extensao algébrica simples de subcorpos

primos.

Exemplo 1.0.13:  Sabendo que F, tem ¢ (g — 1) elementos primitivos, temos:

(1) F5tem ¢(4) =2 elementos primitivos, os quais sdo 2 e 3.

(2) F4 tem ¢(3) = 2 elementos primitivos. Expressando F4 como Fy () = {0,1,a, ¢+ 1}, onde

a’+ o+ 1 =0, temos que ambos o e & + 1 sdo elementos primitivos.

Antes de enunciarmos o préximo resultado, recordemos que se L = K|a] é uma extensdo simples

de K, entdo, @ ¢ um elemento de definicao de L sobre K.

Teorema 1.0.14: Seja I, um corpo finito e [F, uma extensio finita de . Entdo, IF, € uma extensio
algébrica simples de I, e todo elemento primitivo de I, pode servir com um elemento de defini¢do de
I, sobre [,

Demonstragdo. Seja { um elemento primitivo de FF,. Note que, F,[{] C I, e, por outro lado, Fy[{]
contém o 0 e todas as poténcias de {, e consequentemente, todos os elementos de [F,. Portanto, temos
que F, =TF,({). O

Embora a prova do Teorema 1.0.14 use um elemento primitivo de F, ndo € de fato necessario

que B seja um gerador multiplicativo de F*, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.0.15: Considere o corpo finito Fg. Podemos expressar Fg na forma F3[f], onde f3 é raiz
do polindmio irredutivel X 2 4+ 1 sobre F5. Contudo, como B4 =1, B ndo gera todo o Fo, isto é, B ndo

¢ um elemento primitivo de Fy.

Corolario 1.0.16:  Para todo corpo finito IF, e todo inteiro positivo n existe um polindmio irredutivel

em F,[X] de grau n.

Demonstragdo. Seja F, uma extensio do corpo F, de ordem ¢", entdo, [F, : ;] = n. Pelo Teorema
1.0.14 temos que F, = IF,({) para algum { € F,. Entdo, o polindmio minimal de { sobre F, é um

polindémio irredutivel em F,[X] de grau n. O



Exemplo 1.0.17:  Seja f(X) = X>+X +1 € F5[X]. Note que f(0) =1, (1) =3,f(2) =1,f(3) =1
e f(4) =4. Ou seja, f ndo possui raizes em Fs. Logo, pelo Teorema 1.69 em [10] segue que f é

irredutivel sobre 5.

1.1 Raizes de polinomios irredutiveis

Nessa secao iremos coletar algumas informagdes sobre o conjunto de raizes de um polindmio irredutivel

sobre um corpo finito. Antes, enunciemos um teorema que nos sera muito util neste trabalho.

Teorema 1.1.1: Se « € F ¢ algébrico sobre K, entdo, seu polindbmio minimal g sobre K satisfaz as

seguintes propriedades:
(1) géirredutivel em K[X];
(2) Para f € K[X] temos que f(a) = 0 se, e somente se, g divide f;

(3) g é o polindmio monico de menor grau em K[X] que contém o como raiz;

Demonstragcdo. Ver [10] p. 31. [

Lema 1.1.2: Seja f € F,[X] um polinémio irredutivel sobre um corpo finito F, e seja & uma raiz de
f na extensdo do corpo [F,,. Entdo, para um polinémio & € F,[X] temos que i(ct) = O se, e somente se,
f divide h.

Demonstragdo. Seja a o coeficiente lider de f e ponha h(X) = a~! f(X). Entdo, h é um polindmio
monico irredutivel de o sobre [F,,. Como f ¢ irredutivel em F,[X] segue que i(ct) = 0 se, e somente
se, f divide h. O]

Exemplo 1.1.3: Sejam f(X) = X — 1 € F3[X] um polindmio irredutivel sobre F3 e h(X) = X? +
X + 1 € F3[X]. Seja o € F3» uma raiz de f em alguma extensdo de F3. Note que f(c) = 0, ou seja,
a—1=0,0quenos di o = 1. Isso implica que o> + ot + 1 = 0. Ou seja, h(a) = 0. Logo, pelo Lema
1.1.2 segue que f divide A.

Teorema 1.1.4: Sejam K,L e M corpos. Se L é uma extensdo finita de K e M € uma extensao finita

de L, entdo, M é uma entensdo finita de K com
[M:K|=[M:L|L:K].
Demonstragdo. Ver [10] p. 32. 0

Lema1.1.5:  Seja f € F,[X] um polinémio irredutivel sobre I, de grau m. Entdo f(X) divide X 7 X

se, e somente se, m divide 7.

Demonstrag¢do. Suponha que f(X) divide X 4" _X. Seja o uma raiz de f no corpo de raizes de f sobre

IF,. Entao, a? = o e daf temos que o € Fn. Assim, segue que I, (o) é um subcorpo de Fg». Mas,
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como [Fy(a) : Fy| =me [Fgpn : Fy| = n, segue pelo Teorema 1.1.4 que m divide n. Reciprocamente, se
m divide n, pelo Teorema 1.0.7 temos que Fy» contém F,» como um subcorpo. Se o € uma raiz de f
no corpo de rafzes de f sobre Iy, entdo [F,(c) : Fy] = m e, entdo, Fy(a) = Fyn. Consequentemente,
temos que o € [, e, entdo, al = o e, portanto, & é uma raiz de X7 -Xe F, [X]. Assim, do lema
1.1.2 temos que f(X) divide X¢' —X. O

Exemplo 1.1.6: Considere o polindmio f(X) = X% +X — 1 € F3[X] irredutivel sobre F3 de grau
m = 2. Entdo, pelo Lema 1.1.5 £ divide g(X) = X' — X se, e somente se, 2|n. Ou seja, f|g se, e

somente se, n € par.

Teorema 1.1.7: Seja R um anel comutativo de caracteristica prima p. Entao,
(a +b)pn _ apn +bpn

paraa,b € Renc N.

Demonstragdo. Ver [10] p. 16. 0

Teorema 1.1.8:  Se f é um polinoémio irredutivel em F,[X] de grau m, entdo, f tem uma raiz o em [F .
P . . ~ . ~ .. 2 m—1

Além disso, todas as raizes de f s@o simples e sdo dadas por m elementos distintos o, 9, &? ..., a4

de qu.

Demonstragdo. Seja o uma raiz de f no corpo de raizes de f sobre F,. Entdo, [F (o) : Fy] =m,
consequentemente, Fq(a) = qu €, em particular, o c qu. Agora, vamos mostrar que se [3 € qu é
uma raiz de f, entdo, B¢ também o é. Escrevendo f(X) = a,, X" +---+a1X 4+ ag com a; € F, para

0 <i < m. Entdo, pelo Lema 1.0.3 e pelo Teorema 1.1.7 temos que:

f(BY) = awpi+---+aipi+ap=dl, qm_|_...+a?ﬁq+ag
= (amB"+---+aiB+ap)l=f(B)!=0.

Portanto, os elementos o, a4, .. ., ad""" sdo raizes de f. Agora, resta provar que esses elementos sdo
distintos. Suponha o contrdrio, que a? = a4 para algum inteiro je kcom 0 < j < k <m— 1. Elevando
essa identidade a poténcia ¢ nés obtemos ad" = od" = a. Dai, segue pelo Lema 1.1.2 que
f(X) divide X " _ x. Dai, pelo Lema 1.1.5 a dnica possibilidade é se m divide m — k+ j. Mas

temos que 0 < m —k+ j < m e dai chegamos numa contradigao. 0

Corolario 1.1.9:  Seja f um polindmio irredutivel em F,[X| de grau m. Entio, o corpo de raizes de f

sobre [, € dado por Fm.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.1.8 temos que f se fatora em [F». Além disso, Fy (o, a9, ..., ad" ') =
F (o) = Fyn para alguma raiz o de f em Fyn, onde a segunda identidade segue da prova do Teorema
1.1.8. =

Exemplo 1.1.10:  Seja X2+ 1 um polindmio irredutivel sobre 3. Entio, pelo Corolério 1.1.9 temos
que o corpo de rafzes de X%+ 1 sobre I3 é Fo.



Corolario 1.1.11:  Quaisquer dois polindmios de mesmo grau e irredutiveis em [F,[X] possuem

corpos de raizes isomorficos.

Agora, vamos introduzir uma terminologia conveniente para os elementos que apareceram no
Teorema 1.1.8, independentemente de & € Fy» ser uma raiz de um polindmio irredutivel em F,[X]| de

grau m ou nao.

m—1

.~ . - . - 2
Defini¢do 1.1.12:  Seja F,» uma extensdo de I, e seja o € Fym. Entdo, os elementos o, o4, a9, ..., a4
sao chamados de conjugados de o com respeito a [F,.

Os conjugados de o € Fym com respeito a I, sdo distintos se, e somente se, 0 polindmio minimal
de o sobre [F, tem grau m. Por outro lado, o grau d desse polindmio minimal € um divisor préprio de
m e, entdo, os conjugados de & com respeito a I, sdo os elementos distintos o, a?, ..., ot , cada
qual repetido m/d vezes. A seguir, enunciaremos um resultado sobre grupos cuja demonstragdo pode
ser encontrada no Terema 2.8 em [10].

Teorema 1.1.13: Em um grupo ciclico finito < a > de ordem m, o elemento a* gera um subgrupo de

ordem m/mdc(k,m), onde mdc(k,m) denota o0 maximo divisor comum de k e m.

Teorema 1.1.14:  Os conjugados de a € Fy com respeito a qualquer subcorpo de F, tem a mesma

ordem no grupo .

7z

Demonstragdo. Como F7 € um grupo ciclico, o resultado segue pelo Teorema 1.1.13 e do fato de que

toda poténcia da caracteristica de IF, € igual a um nimero relativamente primo com a ordem g — 1 de
*

Fy. ]

Corolario 1.1.15:  Se o € um elemento primitivo de I, entdo, os seus conjugados também serdo

elementos primitivos com respeito a qualquer subcorpo de [F,.

Exemplo 1.1.16:  Seja « € Fy7 umaraiz de f(X) = X2+ 1 € F3[X]. Logo, &®> +1 = 0, o que implica
que > = —1 = 2. Entilo, os conjugados de o com respeito a F3 sio o = o’ e @ = oot = 2, cada

um deles sendo um elemento primitivo de 7.

Existe uma relacdo intima entre os elementos conjugados e os automorfismos de um corpo finito.
Seja [Fym uma extenséo de IFy. Por automorfismo ¢ de F n sobre [F, queremos dizer um automorfismo
de Fyn que fixa os elementos de [F,. Assim, em detalhes, exigimos que ¢ seja uma aplicag¢do injetiva
e sobrejetiva do corpo F,» nele mesmo, com o(a+f) = o(a) +0o(B) e o(af) =o(a)o(B) para
todos &, 3 € Fyn e 0(a) = a paratodo a € F,.

Teorema 1.1.17:  Os automorfismos distintos de F,n sobre IF, sdo as aplicagdes 0y, 01, ..., 0,1
definidas por oj(a) = a4’ parax € Fme 0 < j <m— .

Demonstragdo. Para cada o; e todo o, 8 € Fn temos que oj(af8) = o(ot)oj(B) e também o (a +
B)=o0oj(a)+0j(B) pelo Teorema 1.1.7, entdo, segue que o ¢ um endomorfismo de Fy». Além disso,



Gj(a) = 0 se, e somente se, & = 0 e, entdo, 0} € injetiva. Como F = € um conjunto finito, temos que o;
¢ um epimorfismo e, portanto, um automorfismo de Fy». E mais, temos que 0j(a) = a paratodo a € F,
pelo Lema 1.0.3 e, entdo, cada 6; € um automorfismo de F,» sobre IF,. As aplicag¢des 0y, O1,...,0p—1
sdo distintas pois assumem valores distintos para um elemento primitivo de F,». Agora, suponha
que o é um automorfismo arbitrario de F,» sobre F,. Seja B um elemento primitivo de F » e seja
fX)=X"+au 1 X" '+ +ap € Fy[X] o polinémio minimal sobre F,. Entdo,

0 = o(B"+an 1" '+-+ao)
= o(B)"+am_16(B)" " +---+ao,

daf temos que o(f3) é uma raiz de f em Fn. Segue do Teorema 1.1.8 que o(f3) = ,qu para algum j,
com 0 < j <m— 1. Como ¢ é um homomorfismo, temos que ¢ () = a?’ para todo o € Fgm. ]

Exemplo 1.1.18: Seja o € Fy;. Os automorfismos distintos de [, sobre [F, sdo definidos por
oj(a) = a* com 0 < j <2. Ou seja, os automorfismos distintos sio op(a) = &, 01(at) = a® e
o (a) = at.

Com base no Teorema 1.1.17 fica evidente que os conjugados de o € Fn com respeito a F; sdo
obtidos por aplicac@do de todos os automorfismos de [F,n sobre [F;, no elemento . Os automorfismos de
Fym sobre I, formam um grupo com a operag¢io usual de composi¢io de aplicacdes. As informacdes
fornecidas no Teorema 1.1.17 mostram que esse grupo de automorfismos de F = sobre [F, € um grupo
ciclico de ordem m gerado por oj.

1.2 Tracos e bases

Nesta se¢do, adotaremos novamente o ponto de vista de considerar uma extensio finita F' = Fym
do corpo finito K = F, como um espago vetorial sobre K. Entdo, F' tem dimensdo m sobre K e,
se {ay,...,0,} é uma base de F sobre K, cada elemento o € F pode ser unicamente representado
na forma & = ¢ 0 + -+ + 0y, com ¢; € K, para 1 < j < m. Vamos introduzir uma importante
aplicacdo de F para K que acabard sendo linear.

Defini¢dio 1.2.1: Paraa € F =Fym e K =F,, otraco T;, /K(Oc) de a sobre K é definido por

T (@) = ataf+tof"

Se K € o subcorpo primo de F, entdo, T, K (a) é chamado de trago absoluto de o e, denotamos

simplesmente por 7, ().

O teorema a seguir elenca as principais propriedades da funcao traco.

Teorema 1.2.2: Sejam K =, e F = [F;n. Entdo, a fungéo traco 7,

F K satisfaz as seguintes proprie-
dades:
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) Ty (04 P) = TrF/K(oc) —|—TrF/K([3) paratodo a,f € F;

ii) TrF/K(COC) = CTrF/K(O‘)’ paratodoc € K, € F;
i) T, K € uma transformacao linear sobrejetiva de F' sobre K, onde ambos F e K sdo vistos como

espagos vetoriais sobre K;

iv) T, (a) = ma para todo a € K
V) Ty (@) =T, (@) para todo o € F.

Demonstragdo. A seguir demonstraremos cada item do teorema.

i) Para o, B € F e usando o Teorema 1.1.7 temos

TFF/K(a+B) = OC—{—ﬁ—{-((X_Fﬁ)q_,r__.__}_(a_{_ﬁ)qm—l

m—1

= a+B+al+pi+ . +af +ﬁq’"‘

= TrF/K(Oc)+TrF/K(ﬁ).

1

i1) Para ¢ € K temos que @ =c para todo j > 0 pelo Lema 1.0.5. Entdo, obtemos para o € F,

1

T,

m—1 m—
rpx(c0t) = cotclad+-+c? ol

m—1
= co+cal+---+cal

= ¢ Ty ().

iii) As propriedades 1) e ii), juntas com o fato de que T, /K(Oc) € K para todo o € F mostram que

TrF/K
suficiente mostrar a existéncia de a € F' como T}, /K(Ot) # 0. Ou seja, queremos mostrar que
dado a € K existe € F tal que T, (B) = a. Se T, , (@) = x # 0, entdo, x*IT,F/K(Oc) =10

que implica que ax’lTrF/K(a) =a, ouseja, T (ax~'a) = a. Portanto, existe B = ax~ '« tal

€ uma transformacdo linear de F em K. Para provar que essa aplicacdo € sobrejetiva é

que f(B) = a. Logo, T;, /¢ € uma aplicagdo sobrejetiva.
iv) Esse item segue imediatamente da definicdo da funcdo traco e do Lema 1.0.5.

v) Para a € F temos que al" = o pelo Lema 1.0.5 e, entdo, 7,, . (a9) = o + ad +oqad 4

F/K
o’ =T ().

Definicio 1.2.3:  Para o € F =Fyn e K =Fy, anorma Np k() de & sobre K ¢ definida por
NF/K(a) =o-o4-.. aqmq — a(qul)/(qfl)‘

Teorema 1.2.4:  Sejam K =F, e F = F;n. Entéo a fungdo norma Ny /k satisfaz as seguintes proprie-
dades:
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i) Npjx(aB) = Np/x(®)Np/k(B) paratodo o, B € F;
i1) Np /g € uma aplicagdo sobrejetiva de F' sobre K e de F * sobre K*;
iii) Np/g(a)=a™ paratodo a € K;

iv) Np/g(a?) = Np/k(a) para todo o € F.

Demonstragdo. Ver [10] p. 57. [
Definicdo 1.2.5: Sejam K um corpo finito e F uma extensio finita de K de grau m. Seja {«y,..., 0}
uma base de F sobre K. Dizemos que {1, ..., B} é uma base dual (ou complementar) de {«y, ..., 0}

se, para 1 <1i,j < m temos:

Ty = 7

L i=j
Seja F uma extensao finita de K de grau m. O nimero de bases distintas de F' sobre K € bastante
grande, mas existem dois tipos especiais de bases de importancia particular. O primeiro € uma base
polinomial {1, 0, &?,..., "1}, composta das poténcias de um elemento gerador o de F sobre K.
O elemento «a € frequentemente considerado um elemento primitivo. Outro tipo de base € uma base

normal definida por um elemento adequado de F.

Defini¢iio 1.2.6: Sejam K =, e F = ». Entdo, uma base de F sobre K da forma {ct, a9, .. ., ad"! }
que consiste de um elemento adequado ¢ € F e seus conjugados com respeito a K, é chamada de uma

base normal de F sobre K.

Assumiremos a veracidade dos dois lemas a seguir sem demonstracdo, com a finalidade de

demonstrar o teorema que garante a existéncia de uma base normal de F sobre K.

Lema 1.2.7: (Lema de Artin) Sejam v/, ..., ¥, homomorfismos distintos de um grupo G no grupo
multiplicativo F* de um corpo arbitrdrio F e, sejam ay,...,a,, elementos de F' onde nem todos sio 0.

Entdo, para algum g € G temos que

aryi(g)+ -+ amym(g) =0.

Antes de enunciar o proximo lema, relembremos alguns conceitos importantes da dlgebra linear.
Se T é um operador linear do espaco de dimensao finita V sobre um corpo (arbitrario) K, entao, o
polindmio f(X) = a,X" +---+ap € K[X] é dito anulador de T se a,T" +---+apl =0, onde I é
o operador identidade e 0 € o operador zero em V. O polindmio monico unicamente determinado
pelo menor grau positivo com essa propriedade € chamado de polinémio minimal para T. Ele divide
qualquer outro polindmio de K[X] no anulador de 7. Em particular, o polindmio minimal de 7 divide o
polindmio caracteristico g(X) por T, o qual é dado por g(X) = det(XI —T') e é um polindmio monico

de grau igual a dimensdo de V. Um vetor v € V € chamado um vetor ciclico para T se os vetores
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T*(a), k=0,1,..., pertencem ao Span(V) (que é o conjunto das combinagdes lineares dos elementos
de V). O lema a seguir € um resultado da édlgebra linear.

Lema 1.2.8: Seja 7 um operador linear num espaco vetorial de dimensao finita V. Entao, 7 tem um

vetor ciclico se, e somente se, os polindbmios minimal e caracteristico de 7' s@o iguais.

Teorema 1.2.9: (Teorema da base normal) Para qualquer corpo finito K e qualquer extensao finita F

de K, existe uma base normal de F sobre K.

Demonstragdo. Sejam K =, e F =F m» com m > 2. Do teorema 1.1.17 sabemos que os distintos
automorfismos de F sobre K sio dados por ¢,0,67,...,6™~! onde e é a aplicagio identidade de
F, o(a) = af para todo & € F e, uma poténcia 6/ refere-se a j—ésima composi¢io de ¢ com ele
mesmo. Como 6(a+ ) =oc(a)+0(B) e o(ca) = co(a) para a,B € F e ¢ € K. A aplicagio
o pode ser considerada como um operador linear no espago vetorial F sobre K. Como ¢ =e, 0
polindmio X" — 1 € K[X] se anula em ©. O Lema de Artin aplicado a ¢,5,062,...,6™ ! visto como
endomorfismos de F* mostram que polindmios diferentes de zero em K|[X| de grau menor que m se
anulam em o. Consequentemente, X" — 1 € o polindmio minimal para o operador linear 6. Como
o polindmio caracteristico para ¢ € um polindmio monico de grau m que € divisivel pelo polindmio
minimal para ¢, segue que o polindmio caracteristico para ¢ € dado também por X" — 1. O Lema
1.2.8 implica a existéncia de um elemento « € F tal que o, o (a),c%(a),... peretencem ao Span(F).
Eliminando elementos repetidos, vemos que o, o (), 62(t),...,6™ () pertencem ao Span(F) e,
portanto, formam uma base de F' sobre K. Como essa base consiste de & e seus conjugados com

respeito a K, segue que essa é uma base normal de F sobre K. 0

A seguir introduzimos uma expressao que nos permite decidir se um dado conjunto de elementos

forma uma base para extensdao de um corpo finito dado.

Definicao 1.2.10: Seja K um corpo finito € F uma extensdo de K de grau m sobre K. Entdo, o

discriminante Ap /g (e, . . ., 04,) dos elementos 0, ..., &, € F € definido pelo determinante de ordem
m dado por
TrF/K(alal) TVF/K(OCIOCZ) Trp/[((alam)
Ty j(020n)  Trp (0200 T,., (0o,
AF/K(al,...,ocm) = rF/K(. ) rF/K< ) ”F/K( m)
TrF/K(amal) TrF/K(amOQ) TrF/K(OCmOCm)

Segue da defini¢do que o discriminante A/ € sempre um elemento de K. A seguir apresentare-
mos uma simples caracterizacao para bases por meio da defini¢do anterior.

Teorema 1.2.11: Sejam K um corpo finito, F uma extensdo de K de graum sobre K e oy,..., 0, € F.

Entdo, o conjunto {0, ..., &, } € uma base de F sobre K se, e somente se, Ap /g (0, ..., 0m) 7 0.

Demonstragdo. Seja {0, ...,0,} uma base de F sobre K. Provaremos que Ap k(01 ..., 0n) #

0 mostrando que os vetores linha do determinante que define Ag /K((xl,...,(xm) sdo linearmente
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independentes. Para isso, suponha que

cl TrF/K(al (Xj) +-- +CmTrF/K(OCmOC]') =0,

coml<j<mecy,...,cy € K. Entao, pondo B = cia; + -+ + ¢ Qy, temos que TrF/K(BOtj) =0
paral < j<me, como qy,...,0Q, € Span(F), segue que Ty (Bot) = 0 para todo & € F. Contudo,
isso é possivel somente se § =0 e, entdo, c; 0 + -+ + ¢y = 0 0 que implica ¢; = -+ = ¢, = 0.
Reciprocamente, suponha que AF/K(OQ,. oy Q) #F0ecroy + -+ ¢y, = 0 para algum ¢y, ..., €
K. Entao,

ClO1 0+ + Cp 04 0 = 0

para 1 < j <m, e, aplicando a funcdo trago nds obtemos

ClTrF/K(alaj) + - +CmTrF/K(amaj) =0

para 1 < j < m. Mas, como os vetores linhas do determinante definido por Ag /k(al y+ -y Opy) sd0 line-
armente independentes, segue que ¢; = --- = ¢, = 0. Entdo, ¢y, .., 0y, sdo linearmente independentes
sobre K. 0

Existe um outro determinante de ordem m que serve o mesmo propdsito do discriminante. As
entradas desse determinante sdo, contudo, elementos da extensdo do corpo F. Para ay,..., 0, € F,
seja A a matriz m X m cuja entrada i—ésima linha e j—ésima coluna é OC}’H onde g € o nimero de
elementos de K. Se AT denota a transposta de A, entio um simples célculo mostra que A”’A = B,
onde B € a matriz m x m cuja entrada na i—ésima linha e j—ésima coluna € 7, (@;c;). Tomando

determinantes, obtemos Ag /g (1. - . , On) = det(A)?.

O préximo resultado € consequéncia do teorema anterior.

Corolério 1.2.12:  Sejam ..., &, € Fyn. Entdo, {¢,...,0,} é uma base de F » sobre F, se, e
somente se,
o o O
q q q
. . #0
m—1 m—1 m—1
alf oA o

A partir do critério acima, somos levados a uma maneira relativamente simples de verificar se

um determinado elemento d4 origem a uma base normal.

) 2 15 ,

Teorema 1.2.13:  Para o € Fn, o conjunto {ot, 04, ", ..., a" } é uma base normal de F n sobre
e A e _ _ -2 -1 -

FF, se, e somente se, os polindmios X" — 1 e aX"™ !+ @iX" 2 4.+ af" "X+ a?  emFm[X] sdo

relativamente primos.
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~ m—1 . L. .
Demonstracdo. Quando o = ¢, 0p = o4,...,0,, = &? o determinante do coroldrio anterior se

torna

o o4 aqz e aqm_]
aqul o o ... aqm72
= . (1.2)
2 3
o od o - o

ap6s uma permutagdo adequada das linhas. Agora, considere o resultante R(f,g) dos polindmios
fX)=X"—leg(X)=aX" 1+ qiXx" 24 ...y od""
1, o qual é dado pelo determinante de ordem 2m — 1. Nesse determinante, adicione a (m + 1)—ésima

m—1 .
X+a?  de graus, respectivamente, m e m—

coluna a primeira coluna, a (m+ 2)—ésima coluna a segunda coluna e, ento, finalmente adicione a
(2m —1)—ésima a (m — 1)—ésima coluna. O determinante resultante é fatorado no determinante da
matriz diagonal de ordem m — 1 com entradas -1 ao longo do determinante da diagonal principal e o
determinante em (1.2). Entdo, R(f,g) é, a menos do sinal, igual ao determinante em (1.2). Assim, o
resultado segue do coroldrio 1.2.12 e do fato que R(f,g) # O se, e somente se, f e g sdo relativamente

primos. 0

Em conexdo com a discussdo anterior, mencionamos sem prova o seguinte refinamento do

teorema da base normal.

Teorema 1.2.14: Para qualquer corpo finito F' existe uma base normal de F' sobre um subcorpo
primo que consiste dos elementos primitivos de F'.

1.3 Raizes da unidade e polinomios ciclotomicos

Nessa secao investigaremos o corpo de separacao do polindmio X" — 1 sobre um corpo arbitrario K,
onde n € um inteiro positivo. Além disso, obteremos uma generalizagdo do conceito de raizes da

unidade, também conhecido por nimeros complexos.

Definicao 1.3.1:  Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposi¢do de X" — 1 sobre um corpo K é
chamado de n—é&simo corpo ciclotdmico de K e denotamos por K (7). As raizes de X" — 1 em K" sdo
chamadas de n—ésimas raizes da unidade sobre K e o conjunto de todas essas raizes € denotado por
EM.

Exemplo 1.3.2: O corpo Fy é o corpo de separagio do polindmio X® — 1 sobre 3. Entdo, Fg é o

8—ésimo corpo ciclotdmico de [F3 e o denotamos por Fgg).

Um caso especial dessa definicdo geral € obtido se K € o corpo dos nimero racionais. Entdo, K ()

€ um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e as n—ésimas rdizes da unidade assume interpretagdo
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geométrica como sendo os vértices de um poligono regular com n vértices inscrito no circulo unitério

no plano complexo.

Para nosso propdsito, o caso mais importante € para um corpo finito K. Mas, as propriedades
basicas das raizes da unidade podem, contudo, ser estabelecidas sem o uso dessa restri¢do. A estrutura
de E(™ ¢ determinada pela relacdo de n com a caracteristica de K, como o teorema a seguir mostrara.
Assim, quando nos referirmos a caracteristica p de K nessa discussdo, também permitiremos que p

assuma o valor 0.

Teorema 1.3.3: Seja n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p. Entdo:

(1) Se p nao divide n, entdo, E (n) & uma grupo ciclico de ordem n com respeito a multiplicacdo em
K™,

(i1) Se p divide n, escreva n = mp® onde m e e sdo inteiros positivos e m ndo € divisivel por p. Entao,
KW = gm — g — E(m) ¢ a5 raizes de X" — 1 em K™ s30 os m elementos de E™), cada um

com multiplicidade p°.

Demonstragdo. Segue a demonstracao de cada item:

(i) O caso n =1 é trivial. Para n > 2, o polinémio X" — 1 e sua derivada nX"~! ndo tém raizes em
comum, pois nX n=1 tem somente 0 como raiz em K. Entéo, X " — 1 nao tem raizes mdltiplas e,
consequentemente, £ tem n elementos. Agora, se {,n € E™ entdo, ({n~1)" = ¢ (n")~! =
1, portanto, {n~' € E (), Assim, segue que £\ () ¢ um grupo multiplicativo. Sejan = p{'...p;"
a decomposi¢do em fatores primos de n. Por um argumento semelhante a prova do teorema
1.0.9 temos que para cada i, com 1 < 5 4§ t, existe um elemento o; € E (n) que ndo é uma raiz
do polinémio X"/Pi — 1, que B = Ocl-n /P tem ordem piieE (n) & um grupo ciclico com gerador

Bzﬁln-ﬁz'

(ii) Segue imediatamente do fato que X — 1 = X" — 1 = (X" — 1)?* e do item (i).

]

Exemplo 1.3.4: Sejam n = 3, F4 o corpo de separacio de X> — 1 sobre F, e p = 2 a caracteristica de
4. Observe que 213 e X — 1= (X — 1)(X*>+X +1). Seja { € F4 uma raiz de X> +X + 1 € F»[X].
Entio, {2+ {+1=0edai {? =1+ . Note que 1 + ¢ também é raiz de X> + X + 1, pois

(140 +(1+0)+1=1420+82+1+1=343+(1+()=4+4 =0.

Logo, E®) ={1,£,>=1+¢}. Masnoteque {' =&, 8> =1+8e 3= =1+ =C+% =

C+(1+ é‘) =142¢ =1. Ou seja, EG) =< £ >. Portanto, E®) é um grupo ciclico de ordem 3 com
o o _03)

respeito a multiplicagdo de Fy = I,

Definicao 1.3.5: Sejam K um corpo de caracteristica p € n um inteiro positivo nao divisivel por p.

Entao, um gerador do grupo ciclico E (n) ¢ chamado de n—ésima raiz primitiva da unidade sobre K.
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Exemplo 1.3.6: Do Exemplo 1.3.4 temos que E®) =< ¢ >. Entdo, { é uma 3—ésima raiz primitiva
da unidade sobre 5.

Defini¢do 1.3.7: Sejam K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo néo divisivel por p e {

a n—ésima raiz primitiva da unidade sobre K. Entdo, o polindmio

n

On(X)=[]x -2,
s=1
com mdc(s,n) = 1, é chamado de n—ésimo polindmio ciclotdmico sobre K. O polindmio Q,(X)
independe da escolha de {. O grau de Q,(X) é ¢(n) e seus coeficientes pertencem ao n—ésimo corpo
ciclotdmico sobre K. Um simples argumento mostra que estes estao contidos no subcorpo primo de
K. Usamos os simbolo do produto [],, para denotar o produto extendido sobre todos os divisores

positivos d do inteiro positivo 7.

Teorema 1.3.8: Sejam K um corpo finito de caracteristica p e n um inteiro positivo ndo divisivel por
p. Entdo:

(i) X" —1=Tlajn Qa(X);

(ii) os coeficientes de Q,(X) pertencem ao subcorpo primo de K e a Z se o subcorpo primo de K é o

corpo dos nimeros racionais.
Demonstragcdo. Seguem as demonstragdes:

(1) Cada n—ésima raiz da unidade sobre K é uma d—ésima raiz primitiva da unidade sobre K para
exatamente um divisor positivo d de n. Em detalhes, se { é uma n—ésima raiz primitiva da
unidade sobre K e {* € uma n—ésima raiz arbitrdria da unidade sobre K, entdo, d = n/mdc(s,n),
além disso, d é a ordem de {* em E ("), Como

n
X" —1=[]x-¢"
s=1
a férmula é obtida em (i) por cole¢des dos fatores (X — £*) onde £* é uma d—ésima raiz primitiva

da unidade sobre K.

(ii) Faremos a demonstragdo deste item por inducé@o sobre n. Inicialmente note que Q,(X) é um
polindmio monico. Se n = 1 temos que Q(X) = X — 1 e a afirmagéo € vdlida. Agora, considere
n > 1 e suponha que a proposic¢do é verdadeira para todos os polindmios Q;(X) com 1 <d < n.
Entdo, segue do item (i) que 0, (X) = (X" — 1)/ f(X), onde f(X) = [1a}» Qa(X). A hipétese de
indugdo implica que f(X) é um polindmio com coeficientes no subcorpo primo de K ou em
Z no caso em que a caracteristica de K € 0. Usando divisdo longa com X" — 1 e o polindmio
monico f(X), vemos que os coeficientes de Q,(X) pertencem ao subcorpo primo de K ou de Z,

respectivamente.
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Exemplo 1.3.9: Sejam n = 3, K um corpo finito qualquer com caracteristica diferente de 3 e { uma

raiz cubica da unidade sobre K. Entao,
Q(X)=(X-OX =) =X~ ({+ T+ =X>+X+1.
Exemplo 1.3.10: Sejam r um primo e k € N. Entio,
0u(X)=1+x""+x¥ 4.y xt-D
mas, pelo Teorema 1.3.8 temos
X" -1 X" -1

Qrk(X) = QI(X)Qr(X) . --Qrk—l(X) = X1

Para k = 1 n6s simplesmente temos Q,(X) = 1+X + X2 +--. + X",
Teorema 1.3.11: O corpo ciclotdmico K" é uma extensdo algébrica simples de K. E mais,

(i) Se K = Q entdo o polindmio ciclotdmico Q, é irredutivel sobre K e [K (), K] = ¢(n).

(i) Se K =F,, com mdc(g,n) = 1, entdo Q, se fatora em ¢ (n)/d polindmios mdnicos irredutiveis
distintos em K[X] de mesmo grau d, K () & o corpo de separacao de qualquer fator irredutivel

sobre K e, [K OF K] = d, onde d é o menor inteiro positivo tal que ¢? = 1(mod n).

Demonstracdo. Se existe uma n—ésima raiz primitiva da unidade ¢ sobre K, é claro que K = K ().
Por outro lado, pela situacdo descrita no Teorema 1.3.3 item (ii), temos que K (n) = gOm) ¢ segue o
resultado. Provemos o item (ii). Seja 1) uma n—é€sima raiz primitiva da unidade sobre ;. Entdo,
n € Fu se, e somente se, nqk = 1 e a dltima identidade é equivalente a ¢g* = 1(mod n). O menor
inteiro para o qual ainda vale a congruéncia é k =d e, entdo, ) € qu, mas em nenhum subcorpo
adequado. Portanto, o polindmio minimal de 1) sobre F, tem grau d e, entdo, 1) € uma raiz arbitrdria
de Q,, dai segue o resultado desejado. [

Exemplo 1.3.12: Sejam K =F1e Q12(X) =X*—X>+1€Fy, [X]. Pela notagdo do teorema anterior
temos que d = 2. Em detalhes, Q1»(X) se fatora da forma Q12(X) = (X% +5X +1)(X? —5X + 1),

com ambos os fatores sendo irredutiveis em F;[X]. O corpo ciclotdmico K (12) ¢ igual a [Fyy;.

Outra conexao entre corpos ciclotdmicos e corpos finitos é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.3.13: O corpo finito F, é o (¢ — 1)—ésimo corpo ciclotdmico sobre qualquer um de seus

outros subcorpos.

Demonstracdo. O polindmio X9~! — 1 se separa em IF, pois suas raizes sdo exatamente os elementos
ndo nulos de [F;,. Obviamente, o polindmio ndo se separa em qualuger outro subcorpo préprio de I,

entdo, [F, € o corpo de separacdo de X4 —1 _ 1 sobre qualquer um de seus outros subcorpos. O
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Como Fy, € um grupo ciclico de ordem g — 1, existe, para qualquer divisor n de g — 1, um grupo
ciclico {1,a,...,a" '} de F o de ordem n. Todos os elementos desse subgrupo sao as n—ésimas raizes
da unidade sobre qualquer subcorpo de I, e o elemento gerador o € uma n—ésima raiz primitiva da

unidade sobre qualquer subcorpo de .

Concluimos esta se¢do com um lema que usaremos mais tarde.

Lema 1.3.14: Se d € um divisor do inteiro positivo n com 1 < d < n, entdo Q,(X) divide (X" —
1)/(X? —1) sempre que Q,(X) é definido.

Demonstracdo. Do teorema 1.3.8 item (i) sabemos que Q,(X) divide

X"—1
X'—1=Xx-1)=—.

Como d é um divisor préprio de n, os polindmios Q,,(X) e X¢ — 1 ndo tém raizes em comum,
consequentemente mdc(Q,(X),X¢ — 1) = 1 e segue o resultado desejado. O

1.4 Representacao de elementos em corpos finitos

Nessa secdo descreveremos trés maneiras diferentes de representar os elementos em um corpo finito
F, com g = p" elementos, onde p € a caracteristica de IF,. Notemos que I, € uma extensdo algébrica
simples de IF,,, como exposto no Teorema 1.0.14. De fato, se f é um polindmio irredutivel em F, [X]
de grau n, entdo, f tem uma raiz o € I, como mostra o Teorema 1.1.8 e, entdo, I, = Fp((x). Além
disso, todo elemento de F, pode ser unicamente expressado como um polindmio em « sobre I, de

grau menor que . Podemos também visualizar ', como a classe de residuos do anel F,[X]/ < f >.

Exemplo 1.4.1: Considere Fg como uma extensao algébrica simples de [, de grau 3, o qual é
obtido por adjung¢do de uma raiz a de um polindmio cubico irredutivel sobre 5, digamos f(X) =
X3+ X +1 € F,[X]. Consequentemente, (o) = &> + a4+ 1 =0 em Fg e, os oito elementos de Fg
sdo da forma ag + a; @ + ax 0%, com ag, a;,a» € Fo. Em detalhes, Fg = {0, 1, cx, o’ 1+a,1+a a+
o, 1+a+a?}.

Exemplo 1.4.2: Analogamente ao exemplo anterior, considere Fg como uma extensao algébrica
simples de [F3 de grau 2, o qual é obtido por adjunc¢do de uma raiz @ de um polindmio quadratico
irredutivel sobre 3, digamos f(X) = X% + 1 € F3[X]. Assim, f(a) = a* 4+ 1 =0 em Fy, além disso,
os nove elementos de Fg sdo da forma ag + a; o, com ag,a; € F3. Ou seja, Fg ={0,1,2, a, 1+ o¢,2 +
o,20,14+20,24+20}.

Se usarmos os Teoremas 1.3.11 e 1.3.13 podemos exibir outra possibilidade de expressar os
elementos de F,. Como [, é o (¢ — 1)—ésimo corpo ciclotdmico sobre I, podemos construi-lo encon-
trando a decomposicdo do (g — 1)—ésimo polindmio ciclotdmico Q1 € F,[X] em fatores irredutiveis

em I, [X], o qual sdo todos de mesmo grau. Uma raiz de um desses fatores ¢, entdo, uma (¢ — 1) —ésima
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raiz primitiva da unidade sobre [F;, e, entdo, um elemento primitivo de ;. Consequentemente, [

consiste do 0 e de poténcias apropriadas de um elemento primitivo.

(8)

Exemplo 1.4.3:  Para aplicar o que vimos anteriormente a construgdo de [Fg, notemos que [Fg = 5,
0 oitavo corpo ciclotdmico sobre F3. Agora, Qg(X) = X* + 1 € F3[X] pelo Exemplo 1.3.10, e mais

0s(X) = (X2 +X +2)(X>+2X +2)

é a decomposi¢io de Qg em fatores irredutiveis em F3[X]. Seja ¢ uma raiz de X> + X + 2, entdo, {
€ a oitava raiz primitiva da unidade sobre 3. Consequentemente, todos os elementos nio nulos de
Fo podem ser expressos como poténcias de ¢ e, entdo, Fg = {0,{,¢2,...,¢3}. Podemos organizar
os elementos diferentes de zero de [Fg em uma chamada tabela de indices, onde néds listamos os
elementos § i comi=1,2,...,8, de acordo com seus expoentes i. A fim de estabelecer a conexdo com
a representacdo no Exemplo 1.4.2, n6s observamos que X +X +2 € F3[X] tem { = 1 + o como uma
raiz, onde o> + 1 = 0, como no Exemplo 1.4.2. Entio, as tabelas de fndices para Fo podem ser escritas
como segue:

Tabela 1: indices de 1 a 4 Tabela 2: indices de 5 a 8

i g i g
1 1+ 5 242
2 200 6 o
3 1+2a 7 24+ o
4 2 8 1

Assim, por meio das tabelas vemos que obtemos, claramente, os mesmos elementos do Exemplo

1.4.2, apenas em ordem diferente.

Exemplo 1.4.4: Analogamente ao que vimos no exemplo anterior, facamos o mesmo procedimento
para o corpo [Fg. Para isso, note que Fg = Iﬁ‘g) € o sétimo corpo ciclotomico sobre F,. Assim
Q7(X) =X+ X+ X4+ X3+ X2+ X +1,1logo, 07(X) = (X>+X +1)(X3+ X2 +1) é a decomposigio
de Q7 em fatores irredutiveis em F,[X]. Seja n uma raiz de X> +X + 1, entdo, 1) é a sétima raiz
primitiva da unidade sobre ;. Logo, todos os elementos ndo nulos de g podem ser expressos como
poténcias de 1, ou seja, Fg = {0,1,12,...,n7}. Com isso, podemos organizar os elementos diferentes
de zero de g por meio da tabela de indices. A fim de estabelecer a conexido com a representacao
no Exemplo 1.4.1, nés observamos que X3+X+1¢€ F[X] temn = o+ a? como uma raiz, onde

a3+ o+ 1 = 0. Entio, as tabelas de indices para Fg podem ser escritas como segue:

Tabela 1: indices de 1 a 4

; i Tabela 2: indices de 5 a7
I - .
1 o+ o? ! n
5 5 1+ o2
a
6 1+«
3 1+ a+a? *
4 o? ! :
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Note que obtemos, a menos da ordem, os mesmos elementos do Exemplo 1.4.1.

Uma terceira possibilidade de representar os elementos de [F, € dada por meio de matrizes. Em
geral, a matriz companheira de um polindmio ménico f(X) =ag+a;X +---+a,_1 X"~ +X" de grau

positivo n sobre um corpo € definida pela matriz n X n

000 0 —ap

1 0 0 . 0 —da]
A=101 0 . 0 —a

000 ... 1 —a,

E bem conhecido na Algebra Linear que A satisfaz a equacido f(A) =0, que &, agl +ajA+--- +
ay_ 1AV + A" = 0, onde I é a matriz identidade n X n.

Consequentemente, se A € a matriz companheira de um polindmio ménico irredutivel f sobre [F),
de grau n, entdo, f(A) =0 e A pode desempenhar o papel de uma raiz de f. Os polindmios em A sobre

IF, de grau menor que n produz uma representacdo de elementos de IF,.

Exemplo 1.4.5: Considere o polindmio f(X) = X>+X 4 1 € F,[X] do Exemplo 1.4.1. A matriz

companheira de f é

oo}

Il
S = O
- O O
O = =

O corpo Fg pode ser representado na forma Fg = {O,I,B,BZJ+B,I+B2,B+BZ,I—|—B+B2}.
Onde,

000 1 00 010
o=(oo0oo0|,Jg=|010]|.,B2=]|0 11
000 00 1 1 01

Exemplo 1.4.6:  Como no Exemplo 1.4.2, seja f(X) = X? + 1 € F3[X]. A matriz companheira de f é
2

A= 0
10

O corpo Fg pode ser representado na forma Fg = {0,7,21,A, I+ A, 21 + A,2A, 1+ 2A,21 +2A}.

Explicitamente:
0= 00 . 1 0 20— 20 A 0 2 7
00 0 1 0 2 10
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I+A=

11
[+24 = 20 +2A =
12

21
2 2|

Com [Fg dado dessa forma, cdlculos neste corpo finito sdo entdo realizados pelas regras usuais da
algebra de matrizes. Por exemplo,

oo [33][11]-[ 14

Do mesmo modo, o método baseado na fatorizagdo do polindmio ciclotdmico Q,_1 em F, [X]

pode ser adaptado para produzir uma representacdo dos elementos de I, em termos de matrizes.

Exemplo 1.4.7: Como no Exemplo 1.4.3, seja h(X) = X2 4 X +2 € F3[X] um fator irredutivel do
polindmio ciclotdmico Qg € F3[X]. A matriz companheira de h é

01
C= .
1 2]
O corpo [y pode, entdo, ser representado na forma Fg = {0, C, c?,....C 8}. Explicitamente,
0 0] 0 1 12
0= ,C= ,C? =
00 I 2 2 2
c3:_2 2 | c4__2 0| Cs_'o 2 |
20|’ 02|’ 2 1
6 2 1 o o8 _ 10
11| 10|’ 0 1

Os célculos procedem das regras da dlgebra de matrizes. Por exemplo,

21 0 1 2 2
c*t+C= + = =C°.
11 12 20
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Capitulo 2

Polinomios sobre corpos finitos

Nessa secdo investigaremos as estruturas algébricas de corpos finitos bem como suas aplicagdes. Assim,
os polindmios irredutiveis, que sdo os elementos irredutiveis de um anel de polindmios sobre um corpo
finito, serdo indispensdveis para construirmos corpos finitos e computarmos com os elementos desses

COrpos.

Na primeira secdo vamos introduzir a no¢ao de ordem de um polindmio. Além disso, veremos
que existe uma relac@o entre o polindmio minimal de um elemento primitivo (também chamado de
polindmio primitivo) e polindmios de maior ordem possivel para um grau dado. Resultados sobre
polindmios irredutiveis além daqueles discutidos nos capitulos anteriores sao apresentados na segunda
secdo. A proxima secao € dedicada aos aspectos construtivos da irredutibilidade e trata também do
problema de calcular o polindmio minimal de um elemento em uma extensao de um corpo. Certos

tipos especiais de polindmios sao discutidos nas duas ultimas secoes.

2.1 Ordem de polinémios e polindOmios primitivos

Além do grau, ha outro nimero inteiro importante anexado a um polindmio diferente de zero sobre
um corpo finito, a saber, sua ordem. A defini¢do da ordem de um polindmio é baseada no seguinte

resultado.

Lema 2.1.1:  Seja f € F,[X] um polindmio de grau m > 1 com f(0) # 0. Entdo, existe um inteiro
positivo e < ¢ — 1 tal que f(X) divide X¢ — 1.

Demonstragdo. A classe residual do anel F,[X]/ < f > contém ¢" — 1 classes residuais ndo nulas.
As ¢™ classes residuais X/+ < f>,j=0,1,...,4™ — 1, sdo todas ndo-nulas e, entdo, existem inteiros
rescom0<r<s<gqg"—1tais que X* = X"(mod f(X)). Como X e f(X) sdo relativamente primos,
segue que X" = 1(mod f (X)), isto é, f(X) divide X* " —1eO0<s—r<qg"—1. O

Exemplo 2.1.2:  Seja f(X) =X?>+X +1 € F3[X]. Note que f{X —1,f{X?>—1mas f| X}~ 1=
(X —1)(X>+X +1). Logo, e = 3.
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Definicio 2.1.3:  Seja f € Fy[X]| um polindmio ndo nulo. Se f(0) # 0, entdo, o menor inteiro positivo
e para o qual f(X) divide X¢ — 1 é chamado de ordem de f e é denotado por ord(f) = ord(f(X)). Se
£(0) =0, entdlo, f(X) =X"g(X), onde h € Ne g € F,[X] com g(0) # 0 sdo unicamente determinados,

assim, ord(f) é entdo definida pela ord(g).
Exemplo 2.1.4: Segue do Exemplo 2.1.2 que e = 3 € a ordem de f.

Exemplo 2.1.5:  Considere agora o polinémio f(X) = X> — X € F,[X] com f(0) = 0. Mas observe
que f(X) =X(X>—1)comh=1e g(X):=X>—1. Além disso, g | g, logo, ord(g) = 2. Segue da
Defini¢go 2.1.3 que ord(f) = 2.

A ordem de um polindémio f €, as vezes, chamada de periodo de f ou expoente de f. A ordem

de um polindmio irredutivel f pode também ser caracterizada como no seguinte teorema.

Teorema 2.1.6:  Seja f € F,[X]| um polindmio irredutivel sobre F, de grau m e com f(0) # 0. Entdo,

ord(f) é igual a ordem de alguma raiz de f no grupo multiplicativo FZm

Demonstrag¢do. Sabemos que Fyn € o corpo de separagdo de f sobre IF,. Além disso, as raizes de
f tém a mesma ordem no grupo ... Seja o € F, uma raiz de f. Entdo, temos que a“ =1 se, e
somente se, f(X) divide X¢ — 1. O resultado segue das defini¢des de ord(f) e da ordem de o no grupo
multiplicativo Fp.. ]

Exemplo 2.1.7: Seja f(X) = X2+ X +2 € F3[X] um polinémio irredutivel sobre F3 de grau 2 e
com f(0) =2 # 0. Seja & uma raiz de f(X) em alguma extensio de F3, entdo, a> = —(2+a) =
224+ a) =1+4+2a. Dai, o =1 Logo, a ordem de o € 8. Entdo, pelo Teorema 2.1.6 segue que
ord(f) =S8.

Corolério 2.1.8: Se f € F,[X] é um polinémio irredutivel sobre [, de grau m, entdo, ord(f) divide
q"—1.

Demonstragdo. Se f(X) = cX com ¢ € Fy, entdo, ord(f) = 1 e o resultado € trivial. Caso contrdrio, o

resultado segue do Teorema 2.1.6 e do fato que ., € um grupo de ordem ¢™ — 1. 0

Exemplo 2.1.9:  Agora, tome f(X) = X2 + 1 irredutivel sobre F3 de grau 2. Entdo, ord(f) divide
32— 1=8. Assim, ord(f) € {1,2,4,8}. Como f nio divide X — 1 e X> — 1, temos que ord(f) € {4,8}.
Note que X*—1=(X>+1)(X>—1DeX,—1=X*+1)(X*-1) = (X*+1)(X>+1)(X>—1). Como

queremos 0 menor inteiro positivo e tal que f divide X¢ — 1 segue que ord(f) =4 .

Existe outra interpretacdo da ord(f) baseada em associar uma matriz quadrada a f e considerar

a ordem dessa matriz em um certo grupo de matrizes.

A terminologia seguinte nos serd muito conveniente: se n € um inteiro positivo e o inteiro positivo
b é relativamente primo a n, entdo, o menor inteiro positivo k para o qual b* = 1 (mod n) é chamado

de ordem multiplicativa de b médulo n.
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Teorema 2.1.10: O nimero de polindmios monicos irredutiveis em F,[X| de grau m e ordem e é
igual a ¢(e)/m se e > 2 e m é a ordem multiplicativa de ¢ médulo e, igual a2 se m = e = 1 e, igual a
0 em todos os outros casos. Em particular, o grau de um polindmio irredutivel em [F,[X] de ordem e

deve ser igual a ordem multiplicativa de ¢ médulo e.

Demonstragdo. Seja f um polindmio irredutivel em F,[X] com f(0) # 0. Entéo, pelo Teorema 2.1.6
temos que ord(f) = e se, e somente se, todas as raizes de f sdo as e—ésimas raizes primitivas da
unidade sobre [F,. Em outras palavras temos que ord(f) = e se, e somente se, f divide o polindmio
ciclotomico Q.. Como qualquer fator monico irredutivel de Q, tem 0 mesmo grau m, 0 menor inteiro
positivo tal que ¢ = 1( mod e) e o ndimero de tais fatores é dado por ¢ (e)/m. Param = ¢ = 1 também

temos que levar em considerac¢@o o polindmio ménico irredutivel f(X) = x. [

Exemplo 2.1.11:  Sejam m = 2,e = 3. Observe que 5> = 1 (mod 3), ou seja, 2 é a ordem multipli-
cativa de 5 médulo 3. Logo, pelo Teorema 2.1.10 segue que existe 1 = ¢(3)/2 polindmio mdnico

irredutivel em F5[X]| de grau 2 e ordem 3.

Como qualquer polindmio de grau positivo pode ser escrito como um produto de polindmios
irredutiveis, computar a ordem de polindmios pode ser alcangcado se souber como determinar a ordem
de uma poténcia de um polindmio irredutivel e a ordem do produto de polindmios relativamente primos

dois a dois. A discussdo subsequente € dedicada a essas questoes.

Lema 2.1.12:  Seja ¢ um inteiro positivo. Entdo, o polindmio f € F,[X] com f(0) # 0 divide X¢ — 1
se, e somente se, ord(f) divide c.

Demonstracdo. Se e = ord(f) divide c, entdo, f(X) divide X¢ — 1 e X¢ — 1 divide X° — 1, logo, f(X)
divide X¢ — 1. Reciprocamente, se f(X) divide X — 1 temos que ¢ > e, entdo, podemos escrever
c=me+rcomméeNe0<r<e ComoX‘—1=(X"—1)X"+(X"—1) segue que f(X) divide
X" —1, o qual s6 é possivel para r = 0. Entao, e divide c. [

Exemplo 2.1.13:  Vimos no Exemplo 2.1.9 que a ordem do polindmio f(X) = X? + 1 sobre 3 é 4.
Entdo, pelo Lema 2.1.12 segue que f(X) divide o polinomio X®* — 1, pois, 4 | 64.

Corolario 2.1.14: Se e; e e, sdo inteiros positivos, entdo, o maior divisor comum de X1 — 1 e

X — 1 em Fy[X] é X? — 1, onde d é 0 mdximo divisor comum de ¢ e e;.

Demonstragdo. Seja f(X) o maior divisor comum (mdnico) de X¢' —1 e X2 — 1. Como X9 — 1
é um divisor comum de X% — 1, i = 1,2, segue que X¢ — 1 divide f(X). Por outro lado, f(X) é
um divisor comum de X% — 1, i = 1,2 e, entdo, o Lema 2.1.12 implica que ord(f) divide e; ¢ e;.
Consequentemente, ord(f) divide d e, consequentemente, f(X) divide X — 1 pelo 2.1.12. Assim,
mostramos que f(X) =X — 1. O

Uma vez que as poténcias de X sdo fatoradas antecipadamente ao determinar a ordem de um
polindmio, ndo precisamos considerar as poténcias dos polindmios irredutiveis g(X) com g(0) = 0.
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Exemplo 2.1.15:  Sejam f(X) = X4 — 1 e g(X) = X?! — 1 polindmios em F,s[X]. Entdo, pelo
Coroldrio 2.1.14 temos que o maior divisor comum de f e g em Fys[X] é X’ — 1, onde 7 = mdc(14,21).

Teorema 2.1.16:  Seja g € F,[X] irredutivel sobre F, com g(0) # 0, ord(g) = e e seja f = g com

b um inteiro positivo. Seja ¢ o menor inteiro com p’ > b, onde p € a caracteristica de F,. Entéo,
ord(f) =ep'.

Demonstracdo. Pondo ¢ = ord(f) e notando que a divisibilidade de X¢ — 1 por f(X) implica a
divisibilidade de X — 1 por g(X), obtemos que e divide ¢ pelo Lema 2.1.12. Além disso, g(X) divide
X¢— 1, entdo, f(X) divide (X¢—1)? e, a priori, divide (X¢ —1)” = X' — 1. Assim, de acordo
com o Lema 2.1.12, ¢ divide ep’. Segue dai que temos que mostrar entéo que ¢ é da forma ¢ = ep"
com 0 < u <t. Notamos assim que X¢ — 1 tem somente raizes simples, como e nao é um multiplo
de p pelo Coroldrio 2.1.8. Entio, todas as raizes de X7 — 1 = (X°— I)Pu tem multiplicidade p“.
Mas, g(X )b divide X" — 1, daf p" > b por comparacao da multiplicidade das raizes e, entdo, u > t.

Consequentemente temos que u =t e ¢ = ep'. 0

Exemplo 2.1.17: Seja g(X) = X + 1 um polinémio irredutivel sobre F3 de grau 1. Note que
g(0) =1+#0. Como g é irredutivel segue que ord(g) |3 — 1 =2, ou seja, ord(f) € {1,2}. Claramente
X 411X — 1. Portanto, ord(g) = 2. Seja f(X) =g(X)?> = (X +1)> = X?>+2X + 1. Logo, pelo
Teorema 2.1.16 segue que ord(f) =2-3 =6.

Teorema 2.1.18: Sejam g1, ..., g, polindmios ndo nulos sobre I, relativamente primos dois a dois e,

seja f = g1 ...gk- Entdo, ord(f) é igual ao minimo mdltiplo comum de ord(g1),...,ord(g).

Demonstragdo. E ficil ver que é suficiente considerar o caso onde g;(0) # O parai=1,...,k. Seja
e=ord(f) e e;=ord(g) parai=1,...,k e, seja c = mmc(ey,...,e;). Entdo, cada g;(X) divide
X —1 eentdo g;(X) divide X¢ — 1. Como os polindmios g, ..., g sdo relativamente primos dois a
dois segue que f(X) divide X¢ — 1. Por uma aplica¢do do Lema 2.1.12 obtemos que e divide c. Por
outro lado, f(X) divide X¢ — 1 e, entdo, cada g;(X) divide X¢ — 1. Aplicando novamente o Lema

2.1.12 segue que cada e; divide e e, entdo, ¢ divide e. Consequentemente, concluimos que e =c. [

Definicdo 2.1.19: Seja f(X) = a, X"+ -+ a1X +ap € F4[X] com a, # 0. Entdo, o polindmio
reciproco de f* de f € definido por

FFX)=X"f(1/x) =apX"+ a1 X" '+ +a,_1X +a,.

Exemplo 2.1.20: Seja f(X) = X> + X + 1 € F5[X]. Entio, o polindmio reciproco de f é dado por
FIXI=X3f1/x) =X31/X3+1/X+ 1) =1+X%+X3.

Teorema 2.1.21: Seja f um polinémio ndo nulo em F,[X] e f* seu polindmio reciproco. Entio,

ord(f) = ord(f*).

Demonstragcdo. Primeiro, considere o caso f(0) # 0. Entdo, o resultado segue do fato que f(X) divide
X¢ — 1 se, e somente se, f*(X) também o divide. Se f(0) =0, ponha f(X) = X"g(X) com h € N
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e g € F,[X] satisfazendo g(0) # 0. Entdo, segue que ord(f) = ord(g) = ord(g*) = ord(f*) onde a
ultima identidade € valida desde que g* = f™. [

7

Existe também uma relacéo restrita entre as ordens de f(X) e f(—X). Se f(X) = f(—X) é

suficiente considerar corpos finitos de caracteristica impar.

Teorema 2.1.22: Para g impar, seja f € Fy[X] um polinémio de grau positivo com f(0) # 0. Seja e
e E as ordens de f(X) e f(—X), respectivamente. Entdo, E = e se, e somente se, ¢ ¢ um multiplo de
4 e E =2eeseeéimpar. Se e é duas vezes impar, entdo E = ¢/2 se todo fator irredutivel de f tem

ordem par e E = e caso constrario.

Demonstragdo. Ver [10] p. 88. [l

Definiciio 2.1.23: Um polindémio f € F,[X] de grau m > 1 é chamado polindmio primitivo sobre F,

se ele € o polindmio minimal sobre I, de um elemento primitivo de Fm

Consequentemente, um polindmio primitivo sobre [, de grau m pode ser descrito como um
polindmio monico que € irredutivel sobre I, e tem raiz o € Fym que gera o grupo multiplicativo de

[Fgm. Polindmios primtivos podem também ser caracterizados como segue.

Teorema 2.1.24: Um polinomio f € F,[X] de grau m é um polindmio primitivo sobre F, se, e
somente se, f é monico, f(0) #0e ord(f) =¢" — 1.

Demonstragdo. Se f é primitivo sobre F,, entdo f é monico e f(0) # 0. Como f ¢ irredutivel sobre
IF,, temos que ord(f) = ¢ — 1 pelo Teorema 2.1.6 e do fato que f tem um elemento primitivo de Fn

como uma raiz.

Reciprocamente, a propriedade ord(f) = ¢™ — 1 implica que m > 1. Agora, afirmamos que que
f € irredutivel sobre ;. Suponha que f € redutivel sobre IF,. Entdo, f € qualquer poténcia de um
polindmio irredutivel ou pode ser escrito como um produto de dois polindmios relativamente primos
de grau positivo. No primeiro caso temos que f = g com g € [F,[X] irredutivel sobre Fy, g(0) # 0
e b > 2. Entdo, de acordo com o Teorema 2.1.16 temos que ord(f) é divisivel pela caracteristica
de [, mas ¢" — 1 ndo, uma contradi¢do. No segundo caso, temos que f = g1g> com g1, g2 polind-
mios mdnicos relativamente primos em F,[X] e com graus m; e my, respectivamente. Se ¢; = ord(g;)

parai=1,2entdo ord(f) < ejey. Emais, ¢; < ¢ — 1 parai = 1,2 pelo Lema 2.1.1, consequentemente

ord(f) < (¢" —1)(g"™ —1) <g™™ —1=q" -1,

uma contradi¢do. Entdo, f € irredutivel sobre I, e, entdo, segue do Teorema 2.1.6 que f € um

polindmio primitivo sobre F,. ]

Exemplo 2.1.25: Seja f(X) = X2 42X +2 € F3[X] um polindmio irredutivel de grau 2. Vamos
verificar se f € um polindmio primitivo. Primeiramente vamos identificar a ordem de f. Como f é

primitivo, segue que ord(f) | 3% —1=8. Logo, ord(f) € {1,2,4,8}. Por uma simples verificagio
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concluimos que f ndo divide X — 1,X% — 1 nem X* — 1. Logo, f | X3 — 1 e, portanto, ord(f) = 8 =

32 —1. Ou seja, f é um polindmio primitivo.

Observemos que a condi¢do de f(0) # 0 do teorema acima é necessdria somente para descartar
o polindmio ndo-primitivo f(X) = X no caso ¢ =2 e m = 1. Outra caracteriza¢io de polindmios

primitivos € baseada no seguinte resultado.

Lema 2.1.26: Seja f € [F,[X] um polinémio de grau positivo com f(0) # 0. Seja r o menor inteiro
positivo tal para o qual X" é congruente médulo f(X) a algum elemento de F, e X" = a(mod f (X)) com
a unicamente determinado, a € F;. Entdo, ord (f) = hr, onde r é a ordem de a no grupo multiplicativo
.

q

Demonstracdo. Ponha e = ord(f). Como X¢ = 1(mod f(X)), temos que e > r. Consequentemente,

podemos escrever e = sr+t,com s € Ne 0 <t < r. Agora,

1=X=X"" =a’X" (mod f(X)), (2.1

entdo, X' = a*(mod f(X)) e, devido a defini¢do de r, isso s6 é possivel se t = 0. A congruéncia 2.1
produz entdo a* = 1(mod f(X)), consequentemente a* = 1 e, entdo, s > h e e > hr. Por outro lado,
X" = a" = 1(mod f(X)) e, assim, e = hr. ]

Teorema 2.1.27: O polindmio monico f € F,[X] de grau m > 1 é um polindmio primitivo sobre IF,,
se, e somente se, (—1)" f(0) é um elemento primitivo de F, e o menor inteiro positivo r para o qual
X" é congruente médulo f(X) a algum elemento de F, é r = (¢ — 1) /(¢ —1). No caso, f é primitivo
sobre F, e temos X" = (—1)" f(0)(mod f(X)).

Demonstragdo. Ver [10] p. 90. [

Exemplo 2.1.28: Considere o polindmio f(X) = X2 42X +2 € F3[X]. Note que f é irredutivel
sobre 3. Além disso, pelo Exemplo 2.1.25 vimos que ord(f) = 8 e que f é um polindmio primitivo.
E mais, temos que X* =2 (mod X2 42X +2) de acordo com o Teorema 2.1.27.

2.2 Polinomios irredutiveis

Relembremos que um polinémio f € F,[X] ¢ irredutivel sobre o corpo finito [F, se f tem grau positivo
e, além disso, toda fatoriza¢do de f em F,[X] deve envolver uma constante polinomial (Ver Defini¢do
1.57 em [10]).

Teorema 2.2.1:  Para todo corpo finito I, e todo n € N, o produto de todos os polindmios monicos

irredutiveis sobre IF, cujo grau divide n € igual a X ¢ _X.
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Demonstragdo. Pelo Lema 1.1.2 temos que os polindmios monicos irredutiveis sobre IF, da fatorizagao
candnica de g(X) = X4 — X em F,[X] sdo, precisamente, aqueles cujos grau divide n. Como g'(X) =
—1, o Teorema 1.68 (Ver [10]) implica que g ndo tem raizes multiplas em seu corpo de separagdo sobre
IF, e, entdo, cada polindmio mdnico irredutivel sobre I, cujo grau divide n ocorre exatamente uma vez

na fatoriza¢do canonica de g em F,[X]. O

Exemplo 2.2.2: Considere um polindmio mdnico qualquer sobre [, e n = 4. Primeiramente devemos
procurar quais sdo os polindmios monicos irredutiveis sobre o4+ de grau 1, 2 ou 4 (divisores de
n=4). Os polindmios irredutiveis nesse caso sdao: X,X + LX2+X+1L,X*+X+1,X*+X3+1e
X4+ X3+ X2+ X + 1. Partimos agora para o exemplo propriamente dito:

X X=X+ D HX+ DX+ X+ DX+ X+ DX+ X3+ X2+ X +1) = X6 —X.

Um consequéncia do Teorema 2.2.1 € o algoritmo de Rabin, o qual consiste em, basicamente, trés
passos: primeiramente deve-se gerar um polindmio g(X) qualquer de grau d sobre o corpo finito Fy;
posteriormente deve-se verificar se g(X) divide X¢ — X; por fim, deve ser testado se 0 minimo multiplo
comum entre g(X) e X" — X é igual a 1, para todo n; = n/k;, onde os k; sdo todos os divisores primos

de n. Se os trés passos forem satisfatdrios significa que encontramos um polindmio irredutivel.
Vamos denotar o niimero de polindmios mdnicos irredutiveis de grau d sobre IF, por N,(d). Pelo
resultado do teorema anterior tem-se o seguinte.

Corolério 2.2.3: Se N,(d) é o nimero de polindmios monicos irredutiveis em F,[X] de grau d, entdo

q" =Y dNy(d),Yn €N (2.2)
dn

onde a soma é extendida sobre todos os divisores positivos d de n.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2.1 sabemos que o produto de todos os polindmios mdnicos irreduti-
veis sobre [, cujo grau d divide n € igual a X 4" —X. Assim, o produto de todos os polinémios monicos

irredutiveis de grau d, com d | n, deve ter grau ¢". Logo,

Zqu(d) =q".
d|n

O

Exemplo 2.2.4: No exemplo anterior encontramos todos os polindmios irredutiveis de grau no
méximo 4 sobre [, assim, podemos contar quantos polindmios irredutiveis tem de grau 1,2 e 4 € Fy4

e, entdo, substituir na férmula do coroldrio anterior exemplificando-o. Assim,

24 — Y dN, ).
dj4
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Ou seja,
16 =1.N,(1) +2.Ny(2) +4.Ny(4) =1.24+2.1+43=24+2+12

Contudo, ainda ndo encontramos uma férmula explicita que determine o nimero de polindmios
irredutiveis sobre [F,. Para a obtermos precisamos definir, primeiramente, a fun¢do de Moebius e a

inversao de Moebius.

Definicao 2.2.5: A funcdo de Moebius u é a funcdo em N definida por:

1 n=1,
p(n) =140 se n € divisivel pelo quadrado de um primo,

(—=1)k  se n é o produto de k primos distintos.

A funcdo anterior foi introduzida por Moebius (1832), mas a notagio p(n) foi usada primeira-

mente por Mertens (1874).

Exemplo 2.2.6: Seja n = 64, entio, 1(64) = 0 pois 64 é divisivel por 2°. Agora, tome n = 21, ento,
H21) = p(3.7) = (~12 =1,

Lema 2.2.7: Paran € N a funcdo de Moebius u satisfaz:

Yu@={ """

dln 0 n>1.

Demonstragdo. O cason =1 é trivial. Assim, paran > 1 temos que levar em considereagdo somente

os divisores positivos d de n para o qual i(d) # 0 - ou seja, para d = 1 ou para d como produto de

primos distintos. Consequentemente, se py, p2, ..., pr Sa0 primos distintos divisores de n temos que:
k
Yud = p)+Y up)+ Y, wpips)+-+p(pip2---pi)
din i=1 1<iy<ip <k
k k ’ k X
=1 —1 -1 —1
()0 () et () en
= (1+(-1)=0
]

Exemplo 2.2.8: Sejan = 12. Entdo, os divisores de 12 sdo: D(12) = {1,2,3,4,6,12}. Assim,

Y w(d) =p() +p2)+pEB) +p@) +p6) +p(12) =1-1-1+0+1+0=0
d|12

Teorema 2.2.9: (Foérmula da inversdao de Moebius)

(1) (Caso aditivo): Sejam i e H duas fun¢gdes de N em um grupo aditivo abeliano G. Entdo,
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= Zh(d),para todon € N (2.3)
dn

se, € somente se,
:Zu(n/d) Zu H(n/d),paratodon € N. (2.4)
dn dn

(i1) (Caso multiplicativo) Sejam h e H duas fun¢des de N em um grupo multiplicativo abeliano G.
Entao,

= Hh(d),para todon € N (2.5)
din
se, e somente se,
HH Kn/d) — HH n/d)* % para todo n € N. (2.6)
din din

Demonstragcdo. Assumindo 2.3 e usando o Lema 2.2.7 temos que

Y u(/dHd) = Y pdHn/d) =Y pd) ¥ k)

din d|n d|n cln/d
= Y Y w@dh(e)=Y h(e) Y, ud) =
clndln/c cln dn/c

para todo n € N. A volta € derivada por um calculo andlogo. A prova da parte (ii) segue imediatamente
da prova da parte (i) se trocarmos os somatdrios por produtdrios e os multiplos convenientes por

poténcias. 0

Teorema 2.2.10: O niimero N, (n) de polindmios monicos irredutiveis em F,[X| de grau n é dado
por,

Zu n/d)q :—Z/.L Vg

d\n d|n

Demonstragcdo. Aplique o caso aditivo da férmula da inversdo de Moebius ao grupo G = Z, o grupo
aditivo dos inteiros. Sejam h(n) = nN,(n) e H(n) = ¢" para todo n € N. Entdo 2.3 ¢ satisfeito pela

identidade 2.2 e, entdo, a identidade 2.4 nos dé a férmula desejada. L]

Através da férmula anterior temos que para todo corpo finito F, e todo d € N, existe um

polindmio irredutivel em F,[X| de grau n. De fato, por meio de uma estimativa bruta e usando
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(1) =1eu(d) > —1 paratodo d € N temos que:

n n— 1 n qn_l
(¢ =g —q)==(q"—

Ny(n) =

S| =

n

Exemplo 2.2.11: O niimero de polindmios monicos irredutiveis em F,[X] de grau 20 ¢ dado por:

N(12) = (g2 + B+ H(3)g + )+ m(O) +1(12))
= %(q”—q6—q4+q2)-

Como outra aplicacdo da férmula da inversao de Moebius nés estabelecemos a seguir uma

férmula explicita para o n—ésimo polindémio ciclotomico Q,,.

Teorema 2.2.12: Para um corpo finito K de caracteristica p e n € N ndo divisivel por p, entdo, o

n—ésimo polindmio ciclotdmico Q, sobre K satisfaz

00) = T~ #0/4 = [ x4 11

din dn

Demonstragdo. Apliquemos o caso multiplicativo da férmula da inversdo de Moebius ao grupo
multiplicativo G de fungdes racionais diferentes de zero sobre K. Sejam h(n) = Q,(X) e H(n) =X"—1
para todo n € N. Entdo, o Teorema 1.3.8(i1) mostra que 2.5 € satisfeita e, entdo, 2.6 nos fornece o

resultado desejado. U

Exemplo 2.2.13: Para os corpos K sobre os quais Q1; € definido temos que:

0n(X) = Z(X12/d_1)ﬂ(d)
d|12
= (x"- 1)#(1)(;(6 _ 1)#(2)(;(4 _ 1)#(3) (X3 — 1)#(4) (X2 - 1)#(6)(;( _ 1)#(12)
x?-DHE2-1)

X —D)(x*—1) +

A férmula explicita do Teorema 2.2.12 pode ser usado para estabelecer as propriedades basicas
dos polindmios ciclotdmicos. No Teorema 2.2.10 determinamos o nimero de polindmios monicos
irredutiveis em I, [X] de grau fixo. Apresentamos agora uma férmula para o produto de todos os

polinémios monicos irredutiveis em F,[X] de grau fixado.

Teorema 2.2.14: O produto I(g,n;X) de todos os polindmios monicos irredutiveis em F,[X| de grau

n € dado por:

I(g,m;X) = H(qu —X)'u(n/d) _ H(an/d —X)“(d),
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Demonstragcdo. Segue do Teorema 2.2.1 que

x4 - X =[i(q.d;X).
d\n

Aplicando o caso multiplicativo da férmula da inversdo de Moebius ao grupo multiplicativo G das
fungdes racionais ndo nulas sobre I, e considerando h(n) = I(g,n;X) e H(n) = X¢ — X, obtemos a

férmula desejada. 0

Exemplo 2.2.15: Para ¢ =2 e n =2 nds temos:

12,2;X) = (X*—x)*(x2 — x)H2)
X-X X1
X2—x X-1

= X?4X+1.

Todos o polindmios monicos irredutiveis em F,[X] de grau n podem ser determinados fatorando-
se I(g,n;x). Para este propésito é vantajoso ter I(g,n;x) disponivel em uma forma parcialmente
fatorada. Isso é alcancado pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.16: Seja I(g,n;X) como no Teorema 2.2.14. Entdo, para n > 1 temos que

Ig.m:X) = T]@n(X) 2.7)

onde o produto é extendido sobre todos os divisores positivos m de ¢" — 1 para o qual n é a ordem

multiplicativa de ¢ médulo m e Q,,(X) é o m—ésimo polindmio ciclotomico sobre IF,.

Demonstragdo. Paran > 1 seja S o conjunto dos elementos de Fy» que sdo de grau n sobre . Entdo,
todo & € S tem um polindmio minimal sobre F, de grau n e ¢, consequentemente, uma raiz de I(g,n; X).
Por outro lado, se 8 é uma raiz de I(g,n;X) entdo B é raiz de algum polindmio mdnico irredutivel em

IF4[X] de grau n, o qual implica que 8 € S. Portanto,

I(g,n:X)=[][X—a).
acs
Se ot € Sentdo a € ]F;n e, entdo, a ordem de & no grupo multiplicativo é um divisor de ¢" — 1. Notemos
que y € IF;H ¢ um elemento de um subcorpo proprio de F 4 de Fy se, e somente se, yqd =7-se,e
somente se, a ordem de y divide qd — 1. Consequentemente, a ordem de m de um elemento o de S
deve ser tal que n € o menor inteiro positivo com ¢" = 1mod m - tal que n é a ordem multiplicativa
de ¢ médulo m. Para um divisor positivo m de ¢" — 1 com essa propriedade, seja S, o conjunto dos
elementos de S de ordem m. Entdo, S € a unido disjunta dos subconjuntos S,,, entdo podemos escrever

I(g,n;X) HHX o).

m oeS,y,
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Agora, S, contém exatamente todos os elementos de an de ordem m. Em outras palavras S,, é o
conjunto das m—ésimas raizes primitivas da unidade sobre FF,. Da defini¢do de polindmios ciclotdmicos
segue que

H (X—OC) = Qm(X)

aES,

]

Exemplo 2.2.17: J4 determinamos todos os polindmios mdnicos irredutiveis em [, [X] de grau 4.
A identidade 2.7 nos dé que 1(2,4;X) = Q5(X)Q15(X). Note que Q5(X) =X* + X3+ X?> + X +1¢é
irredutivel em F»[X]. Além disso, Q;5(X) se fatora em dois polindmios irredutiveis em F,[X| de grau
4. Como Qs5(X +1) = X*+ X3 +1 é irredutivel em IF,[X], esse polindmio deve dividir Q;5(X) e, entio

Ois(X) =X+ X"+ X+ X + X3 4 X +1=(X*+ X3+ (X +X +1).

Entdio, os polindmios irredutiveis em F,[X] de grau 4 sio X* +X> + X2+ X + 1, X*+ X3+ 1 e
X4+ X +1.

Teorema 2.2.18: Seja o um elemento da extensdo de um corpo F,» de ;. Suponha que o grau de o

sobre F, é d e que g € Fy[X] € o polindmio minimal de « sobre [F,,. Entdo:

(1) g é€irredutivel sobre IF, e seu grau d divide m;
(i) Um polindmio f € [F,[X] satisfaz f(ct) = O se, e somente se, g divide f;
(iii) Se f € um polindmio monico irredutivel em F,[X] com f(a) =0 entdo f = g;
(iv) g(X) divide X4' — X e X7" —X;
(v) Asraizes de gsdo a,af,..., ad e g € o polindmio minimal sobre [, de todos esses elementos;
(vi) Se o # 0 entdo ord(g) é igual a ordem de & no grupo multilicativo ]F:;m;

(vii) g € o polindmio primitivo sobre F, se, e somente se, & € de ordem g —1em ]F:;m.

Demonstragdo. Ver [10] p. 96. [l

2.3 Construcao de polinémios irredutiveis

Nessa secdo descreveremos, primeiramente, um método geral para obtermos novos polindmios a partir
de polindmios ja conhecidos. Para isso, utilizaremos um resultado da Teoria dos Numeros: se n é
um inteiro positivo e b é um inteiro relativamente primo a n, entdo, o menor inteiro positivo k para o
qual ¥ = 1(mod n) é chamado de ordem multiplicativa de » médulo n. Vale observar que essa ordem

divide qualquer outro inteiro positivo 4 para o qual " = 1(mod n).
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Lema 2.3.1: Sejas > 2 e e > 2 dois inteiros relativamente primos e, seja m a ordem multiplicativa
de s médulo e. Sejat > 2 um inteiro cujo fator primo divide e mas néo divide (s — 1)/e. Além disso,

assuma que s™ = 1(mod 4) se ¢t = 0(mod 4). Entao, a ordem multiplicativa de s médulo ef € igual a mt.

Demonstragdo. Ver [10] p. 97. U

Exemplo 2.3.2: Sejam s =3 e e =5, dois inteiros relativamente primos. Queremos achar m tal
que 3" = 1(mod 5). Assim, a ordem multiplcativa de 3 médulo 5 é m = 4. Sejat = 20 = 22.5. Note
que 5 é fator primo de 20, 5 divide 5 mas ndo divide 3* — 1/5 = 16. E mais, 20 = O(mod 4). Como
3% = 1(mod 4), temos que a ordem multiplicativa de 3 médulo 5-20 = 100 é igual a 4 -20 = 80. Ou

seja, 80 é o menor inteiro positivo para o qual 380 = 1(mod 100).

Teorema 2.3.3:  Sejam fi(X),..., fy(X) todos os polindmios monicos irredutiveis distintos em F,[X]
de grau m e ordem e. Seja t > 2 um inteiro cujo fator primo divide e mas ndo divide ¢ — 1/e. Além
disso, assuma que ¢ = 1(mod 4) se r = 0(mod 4). Entéo, f;(X"),..., fx(X") sdo todos os polindmios

monicos irredutiveis distintos em F,[X| de grau mt e ordem er.

Demonstragdo. A condigdo sobre e implica que e > 2. Pelo Teorema 2.1.10, polindmios monicos
irredutiveis em I, [X] de grau m e ordem e > 2 existem se, e somente se, m é a ordem multiplicativa
de ¢ médulo e e, entdo, N = ¢(e)/m. Do Lema 2.3.1 temos que a ordem multiplicativa de ¢ médulo
et é igual a mt e, como ¢ (et)/mt = ¢(e)/m segue que o nimero de polindmios monicos irredutiveis
em F,[X] de grau mr e ordem er é igual a N. Assim, resta mostrar que cada um dos polindmios
fi(X"),1 < j <N éirredutivel em F,[X] e de ordem er. Como as raizes de cada f;(X) sdo n—ésimas
raizes primitivas da unidade sobre F, segue que f;(X) divide o polindmio ciclotdmico Q.(X) sobre
[F,. Entdo, f;(X") divide Q.(X") e assim Q. (X") = Q. (X). Consequentemente, f;(X") divide Q. (X).
Dessa forma, o grau de cada fator irredutivel de Q.;(X) em F,[X] € igual a ordem multiplicativa de
g médulo et, o qual é mt. Como f;(X") tem grau mz, segue entdo que f;(X’) é irredutivel em F,[X].
Além disso, como f;(X") divide Q. (X), a ordem de f;(X*) é igual a et. O

Teorema 2.3.4: Sejam f)(X),..., fy(X) todos os polindmios monicos irredutiveis e distintos em
IFq[X] de grau impar m e de ordem e. Seja g =2%%u— 1,1t = 2by com a,b > 2, u,v impares e todo
fator primo de ¢ divide e mas ndo divide (¢™ — 1)/e. Seja k o menor entre a e b. Entdo, cada um dos
polindmios fj(X") se fatora como produto de 2¢~! polindmios mdnicos irredutiveis g;;(X) em F,[X]
de grau 2! mr. Os 2~ !N polindmios g; (X)) sdo todos os polindmios mdnicos irredutiveis distintos
em F,[X] de grau 2! "%mt e ordem et.

Demonstragdo. Ver [10] p. 98. [

A seguir, mostraremos que para um dado polindmio irredutivel de ordem e todos os polindmios
irredutiveis cuja ordem divide e podem ser obtidos. Uma vez que em todos os casos g(X) = X estard
entre os dltimos polindmios, vamos considerar somente polindmios g com g(0) # 0. Assim, seja f
um polindmio monico irredutivel sobre F,[X| de grau m, ordem e e f(0) # 0. Seja & € F» uma raiz
de f e, para todo ¢ € N seja g, € F,[X] o polindmio minimal de &’ sobre F,. Seja T = {r1,...,1,}

um conjunto de inteiros positivos tal que para cada ¢t € N existe um unico e determinado i, 1 <i <n,
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com t = t;g”(mod e) para algum inteiro b > 0. Tal conjunto T pode, por exemplo, ser construido da
seguinte forma: Ponha #; = 1 e, quando 1y,1,,...,t;_; tiver sido construido, seja 7; 0 menor inteiro
positivo tal que ¢; # t;g"(mod e) para 1 <i < j e todo inteiro b > 0. Este procedimento para apés um

numero finito de etapas.

Assim, com a nota¢do recém introduzida temos o seguinte resultado geral.

Teorema 2.3.5: Os polindmios g, .. .,&:, sdo todos os polindmios monicos irredutiveis e distintos

em F,[X] cujas ordens dividem e e cujos termos constantes sdo nao-nulos.

Demonstragdo. Cada g;; ¢ monico e irredutivel me F,[X], por defini¢do, e satisfaz g, (0) # 0. Além
disso, como cada g;, tem raizes ' cujas ordens no grupo IF;m divide a ordem de «, segue que ord(g;,)

divide e.

Seja g um polindmio ménico irredutivel arbitrario em [F,[X] de ordem d dividindo e e com
g(0) #0. Se B é uma raiz de g, entio, B¢ = 1 implica que B¢ = 1 e, entdo, B é uma n—ésima raiz da
unidade sobre F,. Como ¢ é uma n—ésima raiz primitiva da unidade de F,, segue que = o' para
algum r € N. Entdo, a definicdo de T implica que ¢ = t,¢”(mod e) para algum i, 1 <i < n, e algum
b > 0. Consequentemente, f = o = (a’i)qb e, entdo, f é uma raiz de g,. Segue entdo que g é o

polindmio minimal de 3 sobre F, e dai g = g;,.

Agora, nos resta mostrar que os polindmios g, 1 <i < n, s@o distintos. Suponha que g;, = g,
. ~ : S ~ , N\ gb .
para i # j. Entdo, ' e o sdo raizes de g, e, entdo, a’i = (a'i)? para algum b > 0. Isso implica que
1= tiqb (mod ¢), mas, como também temos que o’/ =t jqo(mod e), obtemos uma contradi¢do com a

defini¢do do conjunto 7. Portanto, os polindmios g;,, 1 <i < n sdo todos distintos. O]

Teorema 2.3.6: Seja f um polindmio mdnico irredutivel em I [X] de grau m. Seja o € Fyn uma

raiz de f e, para todo 7 € N, seja f; o polindmio caracteristico de &’ € Fyn sobre F,. Entio,
t
A = (=0T f(@X),
j=1

onde @y, ..., @ sdo as t—é€simas raizes da unidade sobre [, contadas de acordo com a multiplicidade.

Demonstragdo. Sejam o = Qi,..., 04y, todas as raizes de f. Entdo, af,...,a/, sdo as raizes de f;

contadas de acordo com a multiplicidade. Consequentemente,

) =TI —a)
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Uma comparagdo dos coeficientes na identidade

j=1
mostra que
1
ij — (_1)z+1’
j=1
e entao,
(X)) = ()" T(@;'X — )
j=li=1
t t
= (=" Ao ) = ()" f@)
j=1 j=1
uma vez que @, L .., ! percorre todas as r—ésimas raizes da unidade sobre Fyq, [

Exemplo 2.3.7: Considere o polindmio f(X) = X*4 X + 1 irredutivel sobre F,. Para calcularmos
fa, observemos que as quartas raizes da unidade sobre [F, sdo 1, -1, ® e —®, onde @ € raiz de X 241

em [F,. Entdo,

XY = (=1 f(X) f(—x) f(ox) f(—ox)
= X'+ X+ D)X X+ 1) (0X* +ox+1)(—oX' —oX +1)
= X4 x*y1.

Logo, fu(X) =X*+X +1

Vejamos agora outro método para calcular f;, que € baseado na Teoria de Matrizes. Assim, sejam

f(X)=X"—a, X" ! —...—a;X —ap e A a matriz companheira de f, a qual ¢ definida pela matriz
mxm
[0 0 0 0 ag |
1 00 0 o
A=10 1 0 0 a
(000 ... 1 ap, |

Entdo, f € o polindmio caracteristico de A na dlgebra linear, o qual é dado por f(X) = det(xI —A)
onde / € a matriz identidade m X m sobre I,. Para cadar € N, f; € o polinOmio caracteristico de Al (a
t—ésima poténcia de A). Ou seja, calculando as poténcias de A obtemos os polindmios f;.

Exemplo 2.3.8: Queremos determinar os polindmios f; que sdo irredutiveis em F,[X]. Da discussao
do Teorema 2.3.6 temos que f; ¢ irredutivel em [, [X] se, se somente se k = m o qual ocorre se,

e somente se m € a ordem multiplicativa de ¢ médulo d = e/mdc(t,e). Considere, por exemplo,
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g=2,m=28ee=45 Assim, queremos achar os valores de k para o qual ¢* = 1(mod d), onde
d é um divisor positivo de e, e k divide m. Assim, as Unicas possibilidades para a ordem multi-
plicativa além de m sio k = 1,2,4. Logo, 2¥ —1 =1,3,15 e 2 = I(mod d) s6 é possivel quando
d =1,3,5,15. Consequentemente, f; é irredutivel em F,[X] se mdc(t,45) = 3,9,15,45. Como é
suficiente considerar valores de r com 1 <7 < 45, segue que f; € irredutivel em [F;[X] exceto quando
t=3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,40,42,45.

Na prética, polindmios irredutiveis geralmente surgem como polindmios minimais de elementos
em uma extensdo de corpos. Se na discussdo acima considerarmos f como sendo um polindmio
primitivo sobre F,, de modo que e = g™ — 1, entdo, as poténcias o percorrem por todos os elementos
ndo nulos de [Fyn. Portanto, os métodos descritos acima podem ser usados para calcular os polinbmios

minimais sobre [F, de cada elemento de ]FZm.

Um método mais direto para determinar polindmios minimais € o seguinte: Seja 6 um elemento
de definigdo de Fn sobre F,, entdo, o conjunto {1,0,...,0™ !} é uma base de F n sobre F,. Assim,
com a finalidade de encontrar o polindmio minimal g de 8 € [ n sobre Fy, expressamos as poténcias

BY, B, ..., B em termos dos elementos da base. Com isso, seja
. 1 m . 1
Bt— — Z bij9]_
j=1

para 1 <i<m+ 1. Escreva g como g(X) = ¢, X" + -+ c1X + . Queremos que g seja o polindmio
minimal de menor grau positivo com g(f8) = 0. Assim, a condi¢do g(f8) = 0 nos leva ao sistema linear

homogéneo dado por
m+1
¢i-1bij=0,1<j<m (2.8)
=1

i=
onde cop,cy,...,c, sdo desconhecidos. Seja B a matriz dos coeficientes do sistema - isto é, B € a
(m+ 1) x m matriz cuja entrada (i, j) € b;;- e seja r o posto dessa matriz. Entdo, a dimensdo do
espaco solucdo dos sistemaé s =m-+1—re,como 1 <r <mtemos que 1 <s < m. Entao, podemos
assumir valores para s dos coeficientes desconhecidos cg, cy,...,c, €, entdo, os elementos restantes

serdo unicamente determinados. Agora, se s =1, ponhac,, =1,se s > 1,definac,, =cp—1 ==

Cm-st2=0€cp 51 =1

Exemplo 2.3.9: Seja 6 € Fj¢ uma raiz do polindmio irredutivel X* +X + 1 em F,[X]. Paraf = 1 +6

temos que

B’ =1

Bl = 1+6

B* = 1+00+6?
B> = 1+6+6%+6°
B* = 0+6
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Entdo, a matriz B € dada por

1000
1100
B=|1010
1111
(010 0]

eseuposto € r=4. Dai, s=m—+1—r=1 e, entdo, c4, = 1. Para encontrar os demais coeficientes,

usaremos a identidade 2.9. Dela obtemos o seguinte sistema:

(C()—l—Cl—l—Cz—l—Cg,:O
ci+ecz3+1=0
cr+c3=0

lc3=0

Assim, temos que cg = 1,c; = 1,5 = 0,c3 = 0,c4 = 1. Consequentemente, o polindmio minimal de
BeFX]ég(X)=1+X+X*

Além do exposto acima, outro método para determinar polindmios minimais é baseado no
Teorema 2.2.18(v). Ou seja, se quisermos encontrar o polindmio minimal g de 8 € Fyn sobre Fy,
devemos calcular as poténcias 8,34, 8 qz, ... até encontrarmos 0 menor inteiro positivo d para o qual
ﬁqd = B. Esse inteiro d € o grau de g e, esse é dado por

1

gX)= (X —B)(X —B7)...(x - ).

d—1 . .. . P AL
Os elementos f3,B9,...,87  sdo conjugados distintos de B com respeito a I, e, g € o polindmio

minimal sobre Fq de todos esses elementos.

Exemplo 2.3.10: Vamos computar os polindmios minimais sobre [F, de todos os elementos de [Fg.
Seja 6 € Fg uma raiz do polindmio primitivo X3 4 X + 1 sobre IF,, entio, todo elemento nio nulo de

[Fg pode ser escrito como poténcias de 0. Segue abaixo a tabela dos indices para Fg:

Tabela 3: indices de 0 a 6

I 0’

0 1

1 0

2 62

3 1+6
4 0+ 62
5 1+6+6?
6 1+6?

Assim, os polindmios minimais dos elementos 8 € Fg sobre [, sdo:
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— &1 (X) =X.
2X)=X+1.
—  Os conjugados distintos de 8 com respeito a F; sdo 6, 6%, 0% e o polindmio minimal é:

GX)=X—-0)(X—0)X -0 =X3+X+1

™ ™ ™
I

S = O
1

B= 6° — Os conjugados distintos de 8 com respeito a I, sdo 63, 6°,60° com polindmio minimal:

uX)=X-0HX-0)(X -0 =Xx3+X2+1.

Um problema também interessante é determinar os polindmios primitivos. Um dos métodos é
baseado no fato de que o produto de todos os polindmios primitivos sobre I, de grau m € igual ao
polindmio ciclotomico Q. com e = g™ — 1. Entéo, todos os polindmios primitivos sobre [, de grau m
pode ser determinado aplicando um dos algoritmos de fatorizacdo que veremos no préximo capitulo ao

polindmio ciclotdmico Q..

Outro método depende da constru¢do de um elemento primitivo de Fy» e, entdo, determinar o
polindmio minimal desse elemento sobre [F, usando um dos métodos vistos anteriormente. Assim,
para encontrar um elemento primitivo de Fg» primeiro partimos de um elemento de F;» de ordem
q" — 1 e fatoramos essa ordem da forma ¢" — 1 = h; ... h;, onde os inteiros positivos Ay, ..., h; sdo
relativamente primos dois a dois. Se para cada i, 1 <i < k, pode-se encontrar um elemento o; € ]F;;m de
ordem #;, entdo, o produto ¢ ... 0y tem ordem ¢ — 1 e, consequentemente, € um elemento primitivo
de qu .

Exemplo 2.3.11:  Vamos determinar um polindmio primitivo sobre F3 de grau 4. Como 3* —1=16-5,
primeiro construiremos dois elementos de IFg; de ordem 16 e 5, respectivamente. Note que, o elemento
de ordem 16 sio as raizes da unidade do polinémio ciclotomico Q16(X) = X8 + 1 € F3[X]. Como a
ordem multiplicativa de 3 médulo 16 € igual a 4, entéo, Q¢ fatora-se em dois polindmios em F3[X] de

grau 4. Assim,

X441 = (x*—-1)2-x*
= X*—1+XH(X*—1-Xx?),

e entdo, f(X) = X* — X* — 1 é irredutivel sobre 3 e, sendo 6 uma raiz de f temos que Fg; = F3(8).

Além disso, 6 é um elemento de g, de ordem 16. Encontremos agora um elemento ¢ de ordem 5.
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Assim, escreva & = a+ b0 +c6? +d6> com a,b,c,d € F5 e observe que a'® = 1, entiio

1 = a

= (a+b0°+c0" +d0%)(a+bO + 6% +d6>)
= (a—bO+c0>—d0*)(a+bO+c6?+d6>)

= (a+c0%)?%— (b0 +d6°>)?

= @+ (2ac —b*)0* + (* —2bd)6* — d*6°

= &+ —d*+bd+ (?+d*—b* —ac+bd)6>.

Comparando os coeficientes temos a? + ¢> —d*+bd = 1 e ¢* +d* — b*> —ac+ bd = 0. Fazendo
a=d =0 temos b*> = > =1. Tomando b = ¢ = 1, segue que o = 0 + 62 tem ordem 5. Entdo,
¢ = 0a = 6+ 63 tem ordem 80 e, consequentemente, é um elemento primitivo de Fg;. Assim, o
polindmio minimal g de § sobre 5 é

gX) = X-O(Xx-O)x-)x-¢¥)
= X—-02—0)(X-14+0+61)(X—-062+6°)(X—1—-60+6?)
= X*+X3+Xx2-x-1.

e temos, consequentemente, um polindmio primitivo sobre 3 de grau 4.

Exemplo 2.3.12: Determinemos agora um polindmio primitivo sobre F, de grau 4. Como 2> — | =
15 =15-3, vamos construir primeiramente dois elementos de F}, de ordem 5 e 3, respectivamente. O
elemento de ordem 5 sdo as raizes do polidmio ciclotdmico Q5(X) = 1+ X + X2 + X3 + X* irredutivel

sobre IF2[X]. Uma raiz 6 de Qs tem ordem 5 e Fig = F2(6). Um elemento « € Fj, de ordem 3 satisfaz
3
= o, pondo o = Zaie’ coma; € [, 0 <i <5 temos que
i=0

o?

3 3
Zaiei = (Zaiei)g
i=0 i=0

3
= Z a,-98i
i=0

= ao+a10*+a,6%+ 430"

= ap+a;+a 0+ (a1 +a3)92 + (a1 —|—a2)93.
Comparando os coeficiente temos que ag € [F, e ap = az. Escolhendo ag = 0 e a, = a3 = 1 temos que
o = 0 + 63 é um elemento de ordem 3. Consequentemente, { = 0 =146+ 62 é um elemento
primitivo de Fj6. Entdo, {? = 0+ 603, {3 = 63, {* = 6 + 6%. Aplicando o método do Exemplo
2.3.9 temos que g(X) = 14X +X* é o polindémio minimal de { sobre I, e, consequentemente, é o

polindmio primitivo sobre [F, de grau 4.

Observamos que, se um polindmio primitivo g sobre F, de grau m € conhecido, entdo, todos os

demais polindmios primitivos podem ser obtidos considerando uma raiz 6 de g em [Fy» e determinando
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os polindmios minimais sobre I, de todos os elementos 6, onde ¢ percorre todos os inteiros positivos
menores ou iguais a ¢"* — 1 que sdo relativamente primos a ¢ — 1. O calculo desses polindmios

minimais € realizado por meio dos métodos ja descritos anteriormente.

E 1til ser capaz de decidir se um polindmio irredutivel sobre um corpo finito permanece irredutivel

sobre uma certa extensao de um corpo finito. Os seguintes resultados abordam esta questdo.

Teorema 2.3.13:  Sejam f um polindmio irredutivel sobre IF, de grau n e k € N. Entao, f se fatora

em d polindmios irredutiveis em F « de mesmo grau n/d, onde d = mdc(k,n).

Demonstra¢do. Como o caso f(0) = 0 € trivial, vamos assumir que f(0) # 0. Seja g um fator
irredutivel de f em F . Se ord(g) = e, entdo, as raizes de g também sao as rafzes de f. Como a ordem
multiplicativa de ¢ médulo e é n e o grau de g é igual & ordem multiplicativa de ¢ médulo e, entdio, as
poténcias ¢/, j = 0,1,... consideradas médulo e formam um grupo de ordem n. Consequentemente, a

ordem multiplicativa de g* médulo e é n/d e, entdo, o grau de g é n/d. N

Exemplo 2.3.14: Consideremos o polindmio primitivo g(X) = 14X + X* sobre F, do Exemplo
2.3.12 como um polinémio sobre [F;¢. Entdo, na notacdo do Teorema 2.3.13 temos que n =4, k =4 e,

entdo, d = 4, entdo, g se fatora em 4 polindmios irredutiveis de grau 1.

Corolario 2.3.15:  Um polindmio irredutivel sobre F, de grau n permanece irredutivel sobre I« se,

e somente se, k e n sdo relativamente primos.

Demonstragcdo. Consequéncia imediata do teorema anterior. [

Exemplo 2.3.16:  Segue do Coroldrio 2.3.15 que o polindmio irredutivel X3 + X + 1 € F»[X] sobre
[F, permanece irredutivel sobre F,> pois mdc(2,3) = 1.

2.4 Polinomios linearizados

Tanto na teoria quanto nas aplicacdes, a classe especial de polindmios a ser introduzida abaixo €
importante. Uma caracteristica util desses polindmios € a estrutura do conjunto de raizes, que facilita a

determinagdo das raizes. Como anteriormente, seja g a poténcia de um primo.

Definicao 2.4.1: Um polindmio da forma
1 i
LX) =Y ox9
i=0

com coeficientes em uma extensdo [Fy» do corpo I, € chamado polindmio linearizado, ou g—polindmio,

sobre [Fym.

Exemplo 2.4.2: Seja a um elemento gerador de Fg. O polindmio L(X) = X +aX? 4+ a’X* é um

4 .
polindémio linearizado (ou 2—polindmio) e pode ser representado por L(X) = Z X, com o =d' €
i=0
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Fg.

Observamos que a terminologia polindmio linearizado segue da propriedade de linearizacdo dos
polindmios. Isto ¢, se F' é uma extensdo arbitraria do corpo Fy» e L(X) é um polindmio linearizado
(isto €, um g—polindbmio) sobre I, entdo,

L(B+y) = L(B)+L(y) paratodo B,y€ F, (2.9)
L(cB) = cL(B) paratodoc € F,etodof € F. (2.10)

Se F & considerado como um espago vetorial sobre [, entdo, o polindmio linearizado L(X)
induz um operador linear em F. Uma caracteristica especial do conjunto de raizes de um polind6mio

linearizado € mostrada no resultado abaixo.

Teorema 2.4.3: Seja L(X) um polindmio linearizado ndo-nulo sobre F = e seja Fys uma extensdo do
corpo F n contendo todas as raizes de L(X ). Entdo, cada raiz de L(X) tém a mesma multiplicidade, a
qual € 1 ou uma poténcia de ¢ e, as raizes formam um subespaco de F s, onde Fys € considerado como

um espaco vetorial sobre [F,.

Demonstragcdo. Segue das identidades 2.9 e 2.10 que qualquer combinacdo linear das raizes com
coeficientes em [, é também uma raiz e, entdo, as raizes de L(X) formam um subespaco linear de Fys.
Se

n .
L(X)=Y ox?,
i=0

entdo, L'(X) = ap, logo, L(X) tem somente raizes simples no caso ¢ # 0. Por outro lado, temos que

=0 =-=0g_1 =0, mas, a; # 0 para algum k > 1 e, entdo,

m—1)k i—k. k

n ; n ik ; n (
LX)=Y oX? =) ol X7 =() o X7 )1
i=0 i=k i=k

o qual é a g*—ésima poténcia de um polindmio linearizado tendo somente raizes simples. Nesse caso,
cada raiz de L(X) tem multiplicidade g*. O

Observemos que a reciproca do teorema anterior nao € verdadeira. Para isso, considere o
polindmio f(X) = X? — X sobre 3. Note que f s6 tem raizes simples, mas nio é um 3—polindmio.
Porém, podemos encontrar uma “reciproca parcial"para o teorema anteirior, que serd apresentada apds

o seguinte lema.

Lema 2.4.4: Sejam S, B, ..., B, elementos de F,». Entio,

B Bf BY ... BT

q q2 qnfl n—1 j
[3.2 B? ﬁ? o ﬁz. =BI1 II Bi+1- Y ab) 2.11)
: : : : : j=let,cicl, k=1
2 n—1

B Bi Bi ... Bi
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e, entdo, o determinante € diferente de O se, e somente se, By, 32, ..., B, sdo linearmente independentes
sobre [F,,.

Demonstragdo. Seja D, o determinante do lado esquerdo da identidade 2.11. Faremos a prova por
indugdo sobre n.

Note que, para n = 1 o resultado € trivial se o produto vazio do lado direito for considerado como
1. Agora, suponha que a identidade vale para n > 1. Assim, considere o polindmio

BBl - B B
B B ... BY B

DX)=|: : =+ i

n—1 n

B. Bl ... Bl B

x x4 ... x7' x4

Por expansao ao longo da ultima linha temos que
n nl i
DX)=DX7 +) oX? (2.12)
i=0

com o; € Fyn para 0 <i<n—1. Assuma primeiro que fBy,..., B, sdo linearmente independentes

sobre F,. Assim, temos que D(f}) =0 para 1 <k <n e, como D(X) é um g—polinémio sobre F»
todas as combinacdes lineares ¢ 3] + -+ + ¢, B, com ¢; € F, para 1 < k < n sdo raizes de D(X).
Consequentemente, D(X) tem ¢" raizes distintas, entdo, obtemos a seguinte fatorizagéo

n

DX)=D, [ &X-=Y cp)-

cl,.Cn€Ry k=1
n
Se Bi,..., B, sdo linearmente independentes sobre F,, entdo, D, =0 e Z byBr = 0 para algum
k=1
by,...,b, € F; ndo todos nulos. Segue dai que

n . n .
Zbkﬁqj = (Y biB)? =0 para j=0,1,....n,
k=1 k=1

e, entdo, os primeiros vetores de n linhas no determinante que define D(X) sdo linearmente depen-
dentes sobre IF,. Consequentemente, D(X) = 0 e, a identidade 2.12 ¢ satisfeita em todos os casos.

Consequentemente, temos que

D1 =D(Bus1)=Dn  [] (Bur1— Zn: cxPr)

ClyesCn€Fy k=1

e 2.11 esta estabelecido. L]

Teorema 2.4.5: Seja U um subespago linear de [F», considerado como um espaco vetorial sobre [F,,.
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Entdo, para cada inteiro ndo negativo k o polindmio

LX) =[x -B)"

BeU

€ um polindmio linearizado sobre [Fym.

Demonstracdo. Como a g*—ésima poténcia de um polinémio linearizado sobre F g € também um
polindmio, € suficiente considerar o caso k = 0. Assim, seja {Bq, ..., Bn} uma base de U sobre Fy,.

Entdo, o determinante D,, do lado esquerdo da identidade 2.11 € diferente de O e, entdo,

Lx) = [Ix-B)

BeU
= JI &-Y naB)=D,'DX)
cl,..n€Fy k=1
pela identidade 2.12, o que mostra que L(X) é um polinémio linearizado sobre Fn. [

As propriedades dos polindmios linearizados nos leva ao seguinte método de determinar as raizes

desses poliondmios. Seja
n .
LX) =Y ox?
i=0

um polindmio linearizado sobre F» e suponha que queremos encontrar todas as raizes de L(X) na
extensdo finita F' de F». Como observamos anteriormente, a aplicagdo L: f € F — L() € F é um
operador linear no espaco vetorial F' de IF,. Entdo, L pode ser representado na forma de uma matriz
sobre IF,. Ou seja, tome uma base {fi,..., s} de F sobre F,, entdo, todo B € F pode ser escrito como

N
B = chﬁj comc; € F,paral < j<s,
j=1

entao,

Mmziww»
2

Agora, seja

N
L(B))=Y buP paral < j<s,
k=1
onde bj; € F, para 1 < j k <se seja B amatriz s X s sobre I, cuja entrad (j,k) é b . Entdo, se

(C17"'aCS)B: (dh"'ads)v

temos que

LB) =Y dif.
k=1
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Assim, a equagdo L() = 0 equivale a dizer que

c1,---,¢5)B=1(0,...,0). (2.13)
Ou seja, obtemos um sistema linear homogéneo de s equagdes para cy,...,cs. Se r é o posto da matriz
B, entdo a identidade 2.13 nos da ¢"~* vetores-solugdo (cy,...,cs). Cada vetor solugdo produz uma

N
raiz f = Z cjBj de L(X) em F. Dessa forma, o problema de encontrar raizes de L(X) ¢ reduzido ao
j=1

simples problema de resolver sistemas de equacdes lineares homogéneas.
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Capitulo 3
Polinomios de permutacao

Um polinémio f € F,[X] é chamado polindmio de permutacio se a aplicagdo f : a — f(a) de F,
em [, induz uma permutag@o sobre [y, isto €, se a fun¢do polinomial associada ao polindbmio f for
uma bije¢do em I, Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre polindmios de permutagao.
Observemos que toda aplicagdo de F, em [, admite uma representa¢@o polinomial. Assim, estaremos

interessados nessas aplicacOes e na sua bijetividade.

Determinar polindmios de permutacao ndo € um problema trivial. Na Secao 3.1 apresentaremos
alguns critérios mais gerais que garantem que um polindmio € de permutacdo. Fornecer condi¢des
para que polindmios arbitrarios sejam de permutacdo € algo bem dificil, por isso estudos sdo feitos
para certos tipos ou familias de polindmios, sendo em muitos casos sobre corpos com caracteristica
fixada. Na Secdo 3.2 apresentaremos alguns exemplos mais simples desses estudos para certos tipos de

polindmios. Exemplos mais complexos serdo apresentados no Capitulo 4.

3.1 Ciritérios para polinomios de permutacao

Comegamos observando que, se f € um polindmio de permutacdo, entdo, para cada c¢ € [, a equagdo
f(X) = ¢ tem exatamente uma solucdo em IF,. Usando a finitude de I, obtemos algumas defini¢des

equivalentes para polindmios de permutacao.

Lema 3.1.1: O polinémio f € F,[X] ¢ de permutacdo se, e somente se, pelo menos uma das seguintes

condig¢des acontece:
(i) afuncdo f:a+—— f(a) é sobrejetiva;
(ii) afungdo f:ar— f(a) é injetiva;
(iii) f(X) = atem uma solugdo em I, para cada a € IF;
(iv) f(X) = atem uma tnica solu¢do em F, para cada a € IF,.

Note que as duas ultimas condicdes nos remete a determinar o nimero de raizes do polindmio
f(X)—aparacadaacF,.
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Exemplo 3.1.2: Seja f(X) = X+ 1 € F5[X]. Note que f(0) =1,f(1) =2,f(2) =4,f(3) =3¢
f(4) =0. Logo, f(X) é um polindmio injetivo. Como F5 é finito segue que f(X) € bijetivo, ou seja,
f(X) é uma permutacéo sobre 5 e podemos representa-lo pelo produto de ciclos (3)(0124).

Agora, observemos que se ¢ : [, — [, € uma fun¢@do arbitraria, entdo, existe um tunico
polindmio g € F,[X] de grau menor que g representando ¢, nesse caso, g(a) = ¢(a) para todo a € F,.

Assim, podemos encontrar g pela seguinte férmula

gX)=Y o(@)(1—-(X—a)"). 3.1)

a€lfy,

Veja que, se ¢ ¢ uma funcdo polinomial, digamos ¢ : a — f(a) com f € F,[X], entdo podemos
obter g por meio de uma redu¢do médulo X¢ — X, como nos mostra o seguinte resultado.

Lema 3.1.3: Para f,g € F,[X] temos que f(a) = g(a) para todo a € F, se, e somente se, f(X) =
g(X)mod(X? — X).

Demonstragdo. Segue do algoritmo da divisdo que f(X) —g(X) = h(X)(X?—X)+r(X) onde h,r €
F,[X] e deg(r) < q. Assim, f(a) = g(a) para todo a € F, se, e somente se, r(a) = 0 para todo a € F,
o que equivale a dizer que r = 0. Assim, f(X) —g(X) = h(X)(X?—X) como queriamos. O

Exemplo 3.1.4:  Sejam f(X) = X3 — 1 e g(X) = X* — 1 polindmios em FF5[X]. Note que

xX8-1

XX -X)+X*—1

ou seja, f(X) = g(X) (mod X> —X). Logo, pelo Lema 3.1.3 segue que f(x) = g(x) para todo
x €5 [X]

Observamos que o nimero de bijecdes em um conjunto com # elementos é n!. Assim, existem
q! polindmios de permutagio sobre I, de grau menor do que g e que podem ser construidos por meio

da equacdo (3.1).

A seguir, veremos um critério bastante util para polinomios de permutacao, o chamado Critério

de Hermite. Porém, antes apresentaremos um lema que nos serd bastante util.
Lema 3.1.5: Sejam ag,ay,...,a, 1 elementos de [F,. Entdo, sdo equivalentes:

() ag,ay,...,a,—1 sdo distintos;

(i) Além disso,

—1
anéz 0, parar=0,1,...,q—2
=0 ! —1, parat=qg—1
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Demonstragdo. Considere o polindmio

q—1 .
gi(X)=1-Y af"'7x/,
j=0

para i fixo com 0 <i < g— 1. Note que gi(a;) =1 e gi(b) =0 para b € F, com b # a;. Assim, o

polindmio
g—1 g—1 [q—1 - ,
gX)=Y &iX)=-) | La ' |X
i=1 j=0 \i=0
transforma cada elemento de F, em 1 se, e somente se, {ao,...,a,—1} = F,. Como deg(g) < g, segue

do Lema 3.1.3 que o polinémio g transforma cada elemento de F, em 1 se, e somente se, g(X) =1, 0
qual equivale a condigdo (ii). O

Teorema 3.1.6:  (Critério de Hermite) Seja IF, de caracteristica p. Entdo, f € F,[X] é um polinémio

de permutacdo de [, se, e somente se, sdo vilidas as seguintes condigoes:

(i) f tem exatamente uma raiz em [F;

(ii) para cadainteirotcom 1 <t <g—2et#0 (mod p), areducgdo de f(X)" (mod X7 —X) tem

grau menor ou igual a g — 2.

Demonstragdo. Seja f um polindmio de permutagio de F,, entdo o item (i) € trivial. Assim, a reducdo
de f(X)! (mod X9 —X) é algum polindmio da forma Z?;é by)Xj , onde bgzl = —Y.cr, f(c)' pela

identidade (3.1). Pelo Lema 3.1.5 temos que bgll =0parar=1,2,...,q—2, e segue (ii).

Reciprocamente, considere que (i) e (ii) sdo satisfeitos. Entdo, (i) implica que ¥ ccr, f (c)i! =
—1, enquanto (ii) implica que ¥ .cr, f(c)' =0 paral <7 <g—2,7#0 (mod p). Considerando o
fato que
pi
Zf@w=(2f@ﬁ,
celfy, celfy

temos que Zcqu f(c)) =0paral <t <gq—2 e essaidentidade é trivial parar = 0. Pelo Lema 3.1.5
temos que f € um polindmio de permutagédo de . [

Exemplo 3.1.7:  Seja f(X) = X> +1 € F5[X]. Vimos no Exemplo 3.1.2 que 4 ¢ a tinica raiz de f(X).
Agora, tome 1 <7r<3=5-2,coms#0 (mod 5). Assim,

s Parat = 1 temos que f(X) = f(X) (mod X°> —X) e deg(f(X))=3=5—2;

e Parat =2 temos que f(X)> =X%+2X> +1=2X>+X2+1 (mod X°> —X) com deg(2X> +
X2+1)=3=5-2;

e Parat = 3 temos que f(X)3 =X’ +3X0+3X3+1=3X>+3X>+X+1 (mod X° —X) e
deg(3X3 +3X>+X+1)=3=5-2.

Portanto, as duas condi¢des do Critério de Hermite sdo satisfeitas e, consequentemente, temos

que f é um polindmio de permutagdo sobre Fs.
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Corolario 3.1.8: Se d > 1 € um divisor de ¢ — 1, entdo, ndo existe um polindmio de permutagdo de
I, de grau d.

Demonstragdo. Se f € Fy[X| com deg(f) =d, entdo o grau de f4-1/4 ¢ jgual a ¢ — 1. Como [F, tem

caracteristica p, entdo, p divide ¢ mas nao divide g — 1, assim, q%l # 0(mod p). Assim, o item (i) do

Critério de Hermite nao € satisfeita para t = %. [

Teorema 3.1.9: Seja IF, de caracteristica p. Entdo, f € [F,[X| € um polindmio de permutagio de F,

se, € somente se, as seguintes condi¢des sdo validas:

(i) aredugdode f(X)?! (mod X7 —X) tem grau g — 1;

(ii) para cadainteirot com 1 <t <g—2et#0 (mod p), aredugdo de f(X)" (mod X7 —X) tem

grau menor ou igual a g — 2.

Demonstragdo. Note que o item (ii) segue do Teorema 3.1.6. Usando a notag@o desse teorema temos

que bc(lqjll) = —Zcqu f(c)?~1, consequentemente, f é um polindmio de permutacio de Fy, logo,
b;q:ll) =1 e segue (i).

Reciprocamente, considere que (i) e (ii) sdo satisfeitas. Entdo, como na prova do Teorema
3.1.6(ii) temos que ¥ .cF, f(c)) =0para0 <t <qg—2,enquanto (i) implica que Y. ccF, fle)= 1 £o0.

Consequentemente, o polindmio

-1
d)=-Y ( y f(d"”) X/

J=0 \c€F,

€ constante diferente de zero. Se f ndo € um polindmio de permutagio de Iy, entdo, o argumento
utilizado na prova do Lema 3.1.5 nos mostra que g(b) = 0 para algum b € F,, donde temos uma
contradicao. [

3.2 Certos tipos especiais de polinomios de permutaciao

Nesta subsec@o apresentaremos alguns resultados que nos permitirdo obter exemplos simples de

polindmios de permutacao.

Teorema 3.2.1: Temos que:

(i) Todo polindmio linear de F,[X] é um polindmio de permutagio sobre IF,.

(ii) O mondmio X" é um polindmio de permutacdo de [, se, e somente se, mdc(n,g—1) = 1.

Demonstragdo. Veja que:
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(i) Seja f(X) =aX + b € Fy4[X] com a # 0. Para todos x1, x> € F, temos que:
fx1) = flr) S axi+c=ax+c<alx; —x2) =0

como a # 0 temos que x| —x» = 0. Logo, f(X) = ¢ tem uma tnica solugdo para cada c € IF,.
Segue do Lema 3.1.1 que f é um polindmio de permutacao.

(i1) Note que, X" € um polindmio de permutagdo de I, se, e somente se, a fungdo x € [, — x" €
sobrejetiva em . Seja £ um elemento primitivo do grupo Fy, assim, a imagem de F; por f € o
subgrupo ciclico gerado por #". Veja que, esse subgrupo € o préprio IF;; se, e somente se, " € um
elemento primitivo de F}, mas isso equivale a dizer que mdc(q,n— 1) = 1, o que € claro, pois

em um grupo ciclico finito de ordem m temos que o elemento cf gera um subgrupo de ordem

m
mdc(k,m)*

Teorema 3.2.2: Seja F, de caractristica p. Entdo, o g—polindmio
i i
L(X)=Y aX? € Fy[X]
i=0

¢ um polindmio de permutacdo de I, se, e somente se, L(X) tem somente 0 como raiz em F,.

Demonstracdo. Claramente 0 é uma raiz de L(X). Assim, supondo que L(X) é um polindmio de
permutacdo ndo pode haver outra soluc@o para L(X) = 0 além do préprio 0.

Reciprocamente, se 0 € a tinica raiz de L(X) em [, entdo
L(a)=L(b) = L(a)—L(b)=0=L(a—b) =0=a—b=0.
Logo, a fun¢do X — L(X) é injetora e, assim, L(X) é um polindmio de permutagio. O

Exemplo 3.2.3: Considere o 2—polinémio f(X) = X + X2+ X* em F,[X]. Note que f(0) =0e
f(1) = 1. Como a tnica raiz de f(X) é 0, segue do Teorema 3.2.2 que f(X) é um polindmio de

permutagdo sobre [5.

Podemos obter outros exemplos a partir do exposto acima observando que o conjunto de
polindmios de permutacdo é fechado com relagdo a composi¢cdo, 0 que ocorre se, € somente se,
f(X) e g(X) sdo polindmios de permutacdo de [F,, assim, f(g(X)) também é um polindmio de

permutacdo de F,. O teorema a seguir nos fornecera outras classes de polindmios de permutagao.

Teorema 3.2.4: Seja r € N com mdc(r,q— 1) = 1 e seja s um divisor positivo de ¢ — 1. Seja
g € F,[X] tal que g(X*) ndo tem raiz ndo nula em F,. Entdo, f(X) = X"(g(X")) S éum polindmio de

permutacdo de .
Demonstracdo. Mostremos que f satisfaz as condig¢des (i) e (i) do Critério de Hermite. Assim, note
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que a dnica raiz possivel para f é 0, ja que g(X*) ndo possui raiz ndo nula.

Agora, tome t € Z com 1 <t < g— 2 e suponha que ¢ ndo seja divisivel por s. Dessa forma,
todos os expoentes de f(X)' sdo da forma rt + ks, onde k é um inteiro positivo. Considerando que
s € um divisor positivo de ¢ — 1 e mdc(r,q— 1) = 1, segue que mdc(r,s) = 1. Ou seja, nenhum dos
expoentes de f(X)" é divisivel por s e, consequentemente, nenhum desses expoentes € divisivel por
q— 1. Logo, ndo devem existir termos da forma X iq=1) pa expressdo de f(X)', na qual a redugdo de

f(X)" (mod X7 —X) tem grau menor ou igual a g — 2.
Para a segunda condi¢do, suponhamos quer ¢ = ks, onde k € um inteiro positivo. Assim,

1

FO0 = X7 (g(x%) (7 = X (g(x))

Considere 2(X) = X". Entdo, f(c)' = h(c) paratodo c € I desde que g(c*) = 1 se c #0e f(0) = h(0).
Entao,
fX)=Xx" (mod X?—X)

e, como rt ndo é divisivel por g — 1 temos que a redugdo f(X)" (mod X7 — X) tem grau menor ou
iguala g —2. L

Exemplo 3.2.5: Sejar=3, s=2e qg=3. Note que mdc(3,2) =1 e s|g—1 =2. Considere
g(X) =X + X3 € F3[X]. Note que g(X?) = h(X) = X2+ X® € F3[X] e h(0) = 0,h(1) =2 e h(2) =2,

ou seja, 4 ndo possui raiz nao nula em [3. Entdo, segue do Teorema 3.2.4 que o polindmio

3—-1

FX) =X3(g(X )2 = X3 (X +X0) =X° +X°
€ um polindmio de permutacao sobre [3.

Do Teorema 3.2.2 temos que se f € F,[X] € um polindmio de permutagio de IF, e b,c,d € F,
com ¢ # 0 entdo, fi(X) = c¢f(X 4+ b) +d é também um polindémio de permutagdo de F,. Escolhendo
b, c,d adequadamente podemos obter f] na forma normalizada, ou seja, f; monico, f1(0) =0 e, quando
o grau n de f ndo for divisivel pela caracteristica de IF, o coeficiente de X n=1 ¢ 0. E suficiente, entio,
estudar polindbmios de permutacao normalizados. Por meio do Critério de Hermite € possivel construir
uma tabela de todos os polindmio de permutacdo normalizados de grau menor ou igual a 5 (Ver [10]
Tabela 7.1).

Para g impar podemos caracterizar os polinomios de permuta¢ao de I, da forma X (@+D)/2 4 gX €

[F,[X]. Seja n o caracter quadratico de I, definido por:

1, sea¢um quadrado em I,
N(a) := ¢ —1, seanioéum quadrado em Fg
0, sea=0

Teorema 3.2.6: Para g impar, o polindmio X (a+D/2 4 X € [F,[X] é um polindmio de permutacdo de
[F, se, e somente se, n(a®—1)=1.
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Demonstragdo. Mostremos que a fungdo X — f(X) ndo & injetiva se, e somente se, N)(a? — 1) # 1.
Assim, se existir ¢ € [ tal que f(c) = f(0) = 0, entdo,

ﬂ -1
2 +ac—0<:>a——c 2.

Logo,

a2 _= (—Cq%l)z = qul g l

e, portanto, N (a® — 1) = 0. Agora, se existirem b, ¢ € I, distintos tais que f(b) = f(c) # 0 entdo,

g+l gq+1 q+1 +1

S

(b7 4ab)=(c? +ac)=1 = (c? +ac)(b? +ab) ' =
L= o™ +ap™' "7 +a)!
S bl = (T +a)b'T +a) L,
Se tivéssemos 1 (b) = 1n(c) entdo b = e, assim, 2 = { onde { é uma q21 raiz primitiva da

unidade, e isso implica que b = ¢, 0 que nos dd uma contradlgao. Logo, n(b ) # M(c). Sem perda de

generalidade, vamos supor que 1(b) = —1 e n1(c) = 1. Entdo, b = —l,cT 1 e, assim,

~1=n(c ) =n((a+)a-1)"") =n((a+1)(a-1))=n(a-1).

Por outro lado, suponhamos que 7 (a® — 1) # 1. Entdo, a> — 1 = 0 ou 1 (a®> — 1) = —1. Para o primeiro

caso temos que a = +1 e, daf, existe ¢ € F tal que ¢ Ep— Logo, f(c) = f(0). Sen(a>—1) = —1,
tome b = (a+1)(a—1)"!, entdo, n(b) = —1e b>' = —1. Dessa forma,

FB)=ab+bT =@+ b= (a—1)(a+)a—1)"=a+1=f(1),
com b # 1. Em ambos os casos temos que X — f(X) ndo € injetiva, como queriamos. [

Vale observar que 17(a”> — 1) = 1 se, e somente se a = (¢* 4 1)(c? —1)~! para algum ¢ € [y com
c? # 1. Agora, se 1(a®> — 1) = 1, entdo, a®> — 1 = b* para algum b € IF; e, entdo, para ¢ = (a+ b1
temos que c #0,c> % le

A+ =1 =[(a+1)2+6] [(a+ 1) =07 =1.

Reciprocamente, se a = (¢> 4+ 1)(c? — 1)1, com ¢ € F, c? # 1, entdo, a®> — 1 = 4c%(c? —1)72,
consequentemente, 1) (a®> —1) = 1.

. . - a1 - A ~
Teorema 3.2.7:  Sejam a € F}, e g impar, entdo, X T 44X ndo é um polindmio de permutacado de

qualquer F,r com r > 1.

Demonstragdo. Ver [10] p. 353. 0

Exemplo 3.2.8: Seja ¢ = 3. Entfo, pelo Teorema 3.2.7 temos que o polinémio X2 4 aX nio permuta
nenhuma extensio F,- de F, parar > 1. Sejaa = 1 e r = 2. Vejamos se f(X) = X* + X permuta F..
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Note que f(1) =2 = f(4), ou seja, f(X) ndo é injetor. Logo, f(X) ndo € um polindmio de permutagio
sobre .

O teorema anterior nos sugere que polindmios sobre F, que sdo polindmios de permutagdo de
todas as extensdes finitas de I, sdo, provavelmente, raros. Claramente, visto que os polindmios com
essa propriedade podem ser classificados completamente e tem, de fato, uma forma especial. A seguir,
enunciaremos um resultado que nos serd bastante util, sua demonstracio pode ser encontrada em [10]
no Lema 6.39.

Lema 3.2.9: Para quaisquer inteiro positivo m € p primo temos que

m
P
onde s é a soma dos digitos na representacdo de m para a base p.

Teorema 3.2.10: Um polindmio f € F,[X] é um polindmio de permutagio de todas as extensdes
finitas de ¥, se, e somente se € da forma f (X)=aX P’ +b, onde a # 0, p € a caracteristica de F, e h é

um inteiro nao negativo.

Demonstrag¢do. Notemos que se f € um polindmio de permutagio de [y, entdo, para todo ¢ € I,

temos que a equagdo f(X) = c tem uma tnica solugdo d € F,. Assim,

f(X) —c= (X —d)'g(X)

onde k € N,g € F/[X|n e deg g = 0 ou g € um produto de polinémios irredutiveis g; em F,[X] com
deg g; > 2. Dessa forma, supondo que g é um produto de polindmios irredutiveis g; em F,[X] com
grau de g maior ou igual a 2 temos que se r € um multiplo do grau de algum g;, entdo, g; tem uma
raiz em [Fyr e, portanto, f ndo € um polindmio de permuta¢do em F,. Assim, devemos ter que
deg g =0 e, portanto, f(X) —c = a(X —d)* com a # 0, isto &, para cada ¢ € F, existe d € F,, que
depende de c tal que torne a identidade vilida. Tomando ¢ = 0, temos que f(X) = a(X —dy)* e,
escolhendo ¢ = 1 segue que f(X) = a(X —d;)*+ 1. Assim, obtemos que a(X —do)* —a(X —d; )k =1;
Substituindo X por X +d; temos a(X +d; — do) +aXk=1. Expandmdo temos que ( ) = O(mod p)
para 0 < j < k Assim, p" < k < p"*! para algum h € Z,h > 0. Se k # p", entio, temos que j = p/ e

E, ((I;)> =1 (s j+sk—j—sk) =0, onde s, denota a soma dos digitos na representacdo de n na base

p. Como isso contradiz o fato que ( ) = O(mod p) devemos ter k = p’* e o restante segue do fato que
f(X)—c=a(X —d)k

Por outro lado, seja F;r uma extensdo finita de ;. Se ¢ = a~'b entdo temos que
fX)= aX?' +b= a(Xph +c)=a(X —|—c)ph
Entio, f(X) =hog(X), onde g(X) = X + ¢ é um polinémio de permutacdo de Fy e h(X) = ax?" &

um polindmio de permutagdo de F,-. Portanto, f(X) € um polindmio de permutagio de F. [
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Exemplo 3.2.11: Sejaa=1=>b,h=2, e p = 3. Entdo, pelo Teorema 3.2.10 temos que o polindmio
fX)=x ¥41=X+1€TF; [X] € um polindmio de permutacdo de todas as extensdes finitas de [F3.

Como consequéncia do teorema anterior enunciamos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.12: Se fcF, [X] ndo é da forma aX P’ + b, entdo, existem infinitas extensoes F - de
IF, de tal forma que f ndo € um polindmio de permutacdo de Fyr.
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Capitulo 4

Alguns tipos de polinomios de permutacao

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados preliminares e investigaremos as relacio entre os dois

tipos de polindmios de permutagdo apresentados abaixo:

X — X5+ X%, 4.1

(X7 —X +8)* +cX. (4.2)

O estudo desses tipos de polindmios de permutacio foi feito por Zheng, Yuan e Yu em [18].

Comecamos este capitulo apresentando um resultados muito importante para o estudo de po-

linbmios de permutacdo, o Critério AGW, apresentado por A. Akbary, D. Ghioca e Q. Wang em
[1].

Lema 4.0.1: (Critério AGW) Sejam A, S e S conjuntos finitos com #S = #S e, sejam f: A — A,
h:S—S,):A— S aplicacdes tais que Ao f = hoA. Se ambas A e A forem sobrejetivas, entdo as

seguintes condi¢des sdo equivalentes.

(1) f € uma bijecao; e

(2) h é uma bijecio de S em S e f é injetivaem A ! (¢) paracadat € S.
Demonstragdo. (1) = (2) : Suponhamos que f seja uma bije¢do. Assim, por defini¢do, f serd injetora
em A~ (¢) paracadar € S. Como f e A sdo sobrejetivas e A o f = ho A entdo & é uma sobrejecio de S

em S, consequentemente 4 € uma bijecdo de S em S, pois ambos os conjuntos tém o mesmo nimero de

elementos.

(2) = (1) : Considere agora que & seja uma bijecio em S e que f é injetiva em A ~!(¢) para cada

t € S. Assim, sejam x1,x; € A tais que f(x;) = f(xz). Dessa forma, temos que

h(A(x1)) = 2(f(x1)) = A(f(x2)) = h(A(x2))

Por hipétese & é bijetora, logo, A (x1) = A(xy), isto &, x1,x2 € A~!(¢) para algum ¢ € S. Assim, usando

o fato que f é injetora em cada A ~!(¢) temos que x; = x,. Logo, f é injetora e, portanto, é uma bijeco,
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visto que A é um conjunto finito. [

Este critério é muito util para explicar algumas constru¢des anteriores e para construir novas
classes de polindmios de permutacdo. A chave do Critério AGW estd em transformar o problema de
construir permutagdes f de um conjunto finito A em encontrar bijecdes g de S a S, cujas cardinalidades

sdo menores do que o tamanho de A.

Agora, seja uy = {X € F; X d — 1}, isto é, o conjunto das d—ésimas raizes da unidade, onde
d|(g—1). Tomando, por meio das notagdes do teorema anterior, A = F,, S = S =uy, f(X)=
X'g(X\a-/dy A =2 =x-1)/d e p(X)=X"g(X)4 1/ obtermos o resultado seguinte que nos serd
bastante util, visto que sob certas condicdes ele nos permite estudar a bijecdo de um polindmio apenas

em um subconjunto de [, ndo nele todo.

Lema 4.0.2: Sejam d, r inteiros positivos com d|(q — 1) e, seja, h(X) € F,[X]. Entdo, o polindmio
X"h(X (g=1)/ d) permuta [F;, se, e somente se, ambas afirmagdes abaixo sdo satisfeitas

(1) mde(r,(g—1)/d) =1;e

(2) X"h(X)4~1)/4 permuta pg.

Demonstragdo. Tome s := (¢ —1)/d. Assim, para ¢ € u,; temos que f(¢) = ¢"f(X). Logo, se f

permuta em [, entdo mdc(r,s) = 1.

Reciprocamente, se mdc(r,s) = 1 entdo os valores de f em F, consistem de todas as s—ésimas
raizes dos valores de f(X)* = X" h(X*)*. Mas, note que os valores de f(X)* em F, consistem de
f(0)* =0 e os valores de g(X) := X"h(X)* em (Fy)’. Consequentemente, f permuta em F, se, e

somente se, g € uma bijegdo em (IF)* = py. O
A proposicao a seguir nos fornecerd uma relagdo restrita entre dois polindmios de permutagao.

Proposicao 4.0.3: Sejam m,k inteiros com 0 < k < m e | = mdc(k,m). Seja c € IFZ, e gX) e
Fyn[X]. Entdo, f(X) = g(X9 — X + 8) + cX permuta [ para cada 6 € Fyn se, e somente se,
h(X) = g(X)qk — g(X) +cX permuta [Fyn.

Demonstracdo. Sejam @(X) = X “_X+5e Ss = {qu —x+0;x € Fyn}. Claramente temos que
Ss CFyn e User,nSs = Fgn (tomando X = 0 vemos que 8 € Sj5). Agora, considere h(X) = g(X)qk —
gX)+cX+(1—¢)8 =h(X)+ (1 —c)d. Observe que i : S5 — Sg. De fato, seja y =3 —x—8¢ Ss
para algum x € [F;n. Entao,

h(y) = 80" =) +c(y)+(1-c)d
() +e(X? —X+8)+8—cb

—8
k_g -
= (g(y)+cX)qk—(g(y)+cX)+c§+5—c3

I

o
—~
<
~— ~—
LS
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E mais,

(9o NO) = (g(e(x)+ex)” — (g(p(x)) +cx) +8
= (@) —g(@(x) +c(xT —x)+8

(hog)(y) = &(9(x)? — (@) +c(p(x)+(1-c)8
= g(p(x)7 —g(o(x) +c(x? —x+8)+8—c8
= (@) —g(@(x) +c(x? —x)+8.

concluimos assim que @ o f =ho ¢.

Note que, para B € S5 temos que f(X) = g(B) + cX, o que nos fornece que f € injetora em
@~ (B). Assim, pelo Lema 4.0.1 temos que f(X) permuta F,n se, e somente se, 2(X) permuta Ss
para cada 6 € Fyn. Mas, note que h=h+(1—c)d, entdo, h permuta Sg se, e somente se, 4 for uma
bijecdo entre S5 e S.5 para cada § € Fyn

Agora, observemos que UseF m Ss = UseF Scs = Fym. Logo, se h for uma bijecdo entre Ss e
S.s para cada 6 € F n entdo h serd uma sobrejegdo de F,» em si mesmo, e como Fy € finito entdo
serd uma bijecdo de Fym. Agora, se h for uma bijecio de Fyn entdo i serd uma bijecdo de Ss € S.5.

Portanto, 4 permuta Sg para cada § € Fym se, e somente se, h for uma bijegdo em [Fym. [

Vale observar que a Proposicao 4.0.3 nos fornece a relacdo entre dois tipos de polindmios de
permutacdo e ndo envolve subconjuntos e sua bije¢cdes, entdo, € um resultado mais forte para encontrar

encontrar polindmios de permutagio da forma generalizada ((X X+ )*+cX) sem restri¢do a d.

Se tomarmos, usando a notagio da proposi¢do anterior, m =2, k = 1 e g(X) = X* terfamos que
c € Fy. E daf ccXX® + X% permuta F > se, e somente se, (X?—X +6)° +cX permuta F . O coroldrio
a seguir € um exemplo derivado de que 4(X) é um polindmio de permutagdo do tipo quadritico.

Corolario 4.0. 4' Sejam k,m, [ inteiros positivos com impar. Sejam s1 = y{}ﬁ e sip1 = 2Ks;,

—__m
mdc(m,kl)

ou seja, §; = 2 He para 1 <i <. Entdo, o polindmio

pLENY 1

l
=Y (¥ X +8)+
i=1

~.

permuta Fom para & € Fom.

!
Demonstrag¢do. Considere g(X ZXS' Por hipétese —- ( 0 é impar, logo, mdc(2K +1,2" +1) =
i=1
1. Dessa forma,

1
h(X) = g(X)% —g(X) o= (XF 1) -
permuta Fon. Da Proposi¢do 4.0.3 segue que f(X) permuta Fym. O

2201 2(i-1)

Exemplo 4.0.5: Sejamm=2=k,l=3e6=3€cFy4. Sejas; = 3677 — 65 para 1 <i < 3. Entao,
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o polindmio

(O¥]

FOO) =Y (X +X43) 4= (XX +3)85 + (X} + X +3)05 + (X} + X +3)0 +3x

1

€ um polindmio de permutacao sobre Fy.

Vale observar que o caso [ = 1 e alguns casos especificos de / = 2 do coroldrio anterior foram
provados, respectivamente, por [15] e [17]. A prova do coroldrio a seguir pode ser encontrada em [9]
Proposic¢ao 4.

Corolario 4.0.6:  Sejam m um inteiro positivo e 6 € F,3, fixo. Entdo, o polindmio
fX)=X" +X+8)°+X
¢ de permutagdo em 3, se uma das seguintes condi¢des acontece:
(1) s=2%"41;
) s=2m=1 1 om=1 mdc((i—1)m—1,3m) =1,i € {2,3}.

Exemplo 4.0.7: Sejamm =2, s =65e § = 5 € F. Entio, o polindmio f(X) = (X8 +X +5)% +X

permuta [Fys.

Corolario 4.0.8: Sejam m e e inteiros positivos. Seja s = 2271 421 com mdc(e —1,3¢) = 1 ou
s =231 12"=1 com mdc(2e — 1,3¢) = 1. Entdo, o polindmio X>"$ 4+ X* + X permuta F,.

Demonstragdo. Seja g(X) := X® € Fyn. Pelo Coroldrio 4.0.6 sabemos que o polindmio f(X) =
gX*" +X +8)+X = (X*" +X +§)* + X permuta F, para cada § € F,3,. Assim, considerando
g = 2,k = m segue da Proposi¢do 4.0.3 que o polindmio A(X) = g(X)*" +g(X) +X = X>" +X* +X

permuta 53, como queriamos. [

Exemplo 4.0.9: Sejam m = 10,e = 6 e s = 544. Entio, o polindmio f(X) = X>>796 1 x>% 1 x
permuta [Fy3.

4.1 Polinomios de permutacao com a forma cX — X* + X%

A seguir, apresentaremos mais quatro tipos de polindmios de permutacdo que terdo a forma cX — X* +

X% para algum s indexado e parametro ¢ € F*,.
q

Teorema 4.1.1: Seja s = 3(12:& ece FZz- O polindmio f(X) = cX —X*+ X% permuta F » em

cada um dos seguintes casos:

gq+1

() g=1 (mod 8) e (=2) 2 =1;
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q+1

(i) =5 (mod 8) e (2) > =1.

Demonstragdo. Provaremos somente o item (i). A prova do caso (ii) segue de forma anédloga.

Como g =1 (mod 8) entdo 4 | (3¢ +5). Assim, podemos reescrever o polindmio f(X) como

F(X) :cX_Xﬁ(q—l)H+X<#q+l)(q—l)+1'

Sejau = 3’{T+5. Entdo, pelo Lema 4.0.2 temos que f(X) permuta [F,» se, e somente se,
g(X) =X (c+X'T"—x")o!

permuta g 1.
Seja pg+1 0 subgrupo ciclico de p,11 de ordem %1. Por uma simples verificacao temos que
Uy € formado pelos quadrados dos elementos de ti;41. Como g =1 (mod 8) temos que —1 é um
2
elemento ndo quadrado de {1, 1. Entdo, —4+1 € 0 conjunto de todos os elementos ndo-quadrados de

Hg+1- A seguir mostraremos que g(X ) permuta [,1 € —[Ugi1, FESpectivamente.
2 2

Como g =1 (mod 8) temos que o quadrado é uma bije¢do em fL4+1. Assim, parax € [441 existe
2 2
um tinico y € g1 tal que x = y>. Entio,
2

u 34+5 3945 1—u —u 2 . —1

x:(yz)”:sz:y2 =yx “=xx"=yy =y

Ou seja, g(X) = ¢~ !X e permuta g1 .
2
Agora, tome x € — 4.1 . Entdo, existe um tinico y € {41 tal que x = —y? pelo mesmo motivo
2 2

dado acima. Devido a (—2/0)%] =1,isto é,¢/2 € —lg1 €y € Ugi1, temos que ¢ — 2y # 0. Dat,
2 2

gx) = g(=y") = (c+(=D)"y— (=1
c—2y)? c?—2y~1

_yz( ) :_yz Y
2—2y c—2y

2

= -y
c

Como 5 € —lUg+1 €y € lgs1 temos que %y € —Ug11. Logo, g(X) permuta —ty41. Combinando os
2 2 2 2
dois casos acima temos que g(X) permuta i, 1. O

9+1

Exemplo 4.1.2: Sejag=9ec=—-2¢cFg. Noteque 9=1 (mod 8) e (:—%) 7 =1°=1. Além
disso, s = 39%@# = 65. Logo, pelo Teorema 4.1.1 temos que o polindmio f(X) = —2X — X + X8
permuta [Fg;.

De modo andlogo ao teorema anterior, pode-se obter outra familia de infinitas classes de polind-

mios de permutacdo sobre I >, como segue abaixo.

Teorema 4.1.3: Sejas = % ece ]F;z. O polindmio f(X) = cX —X*+ X% permuta IF » em cada
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um dos casos abaixo:

q+1

(i) ¢g=5 (mod 8) e (=2) > =1;

gq+1

) -

—_—

(i) g=1 (mod 8) e (

(N1 \S]

O teorema a seguir nos fornece outra familia de classes infinitas de polindmios de permutacao

sobre Iqu.

2
Teorema 4.1.4: Seja g uma poténcia de um primo comg =1 (mod 3) e s = %q“. Entdo, f(X) =
X —X*+ X% € um polindmio de permutagdo sobre I ».

Demonstra¢do. Como g =1 (mod 3) temos que 3 | (¢+2), Assim, o polindmio f(X) é reescrito

como

FX) = X — x$2a- 01 (H57) e

Sejau = qTJrz. Pelo Lema 4.0.2 temos que f(X) permuta F » se, e somente se,
gX)=X(1+x"""—xmat

permuta {1, 1. Mostremos primeiro que 1+ X =4 _ X* = 0 ndo tem raizes em Mg+ 1. Para isso, assuma
que existe x € Uy 1 tal que

T4xl74 -y =0,x9 = 1. (4.3)
Isso implica que x?“~! — x*~1 = x4*1 ou seja, x?~2 — x*~2 = x4. Isso implica que x>~ 24 — x> % = x,
entdo, x' 72 = x!7* =1, isto é, x*~! +x* = 1. Essa igualdade juntamente com (4.3) implica que
x“~! 4 x* = 0, ou seja, x = —1. Por outro lado, é ficil ver que x = —1 ndo satisfaz (4.3) pois 3 1 g.

Logo, temos uma contradi¢do.

Agora, observe que para algum x € [, temos que X = X desde que u = ng_z e
l_|_xu—1_x—u x+xu_xl—u xu+x3u_x2u }
g(_x) =X — = — = = .
Lpxlzu—xn T4xlzu—x 14 x2u—x#
Entdo, g(X) permuta pi, desde que mdc(u,q+1) = 1. O

Exemplo 4.1.5: Seja g =4 =22 e observe que 4 =1 (mod 3). Dado s = 42*’# =2 =7 temos,
pelo Teorema 4.1.4, que o polindmio f(X) = X — X’ 4 X3 permuta [Fys.

A principal técnica para provar o teorema acima vem do Lema 4.0.2. Este método ndo se aplica
ao proximo teorema. Usando os métodos fornecidos por [3], [5], foi proposto uma série de polindmios
de permutacdo de classes infinitas em F 4. Em [5], 0 autor eliminou algumas varidveis computando a
base de Grobner para alguns ideais, ja o processo em [18] baseou-se em eliminar algumas varidveis
através do processo de encontrar o resultado de dois polindmios. Mas, primeiro, vamos apresentar dois

lemas preliminares.
. 2 2 2
Lema 4.1.6: Existe x € Fq4 tal que X2 4 x4t 4 x2 = 0 se, e somente se, 3|gex? -1,
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Demonstragdo. Assuma que x € F 4 satisfaz
2 2
X 4 x0T 2 =0,

Assim, sejay — x7~ entio, YE Moy e y>+y+1=0. Segue dai que y*> = 1. Como mdc(3,¢4*>+1) =1,
devemos ter que y = 1 e 3|q.

Agora, suponha que 3| g e x7~1 = 1. Note que,
PR g i xz(xz(qz_l) Fx 1).

Comox? ! =1, segue quexz(xz(q2_1) Fxa 1)=x*>(1+1+1),ecomo3|gtemosque 1+1+1=

0, e segue o resultado. 0

Exemplo 4.1.7: Seja g = 3. Note que 80 = —1 (mod 81), entdio, 803 =1 (mod 81). Logo, consi-
derando x = 80 temos que 80% = 1. Segue do Lema 4.1.6 que x = 80 é rafz de X '8 + X' + X2 sobre
Fg;.

A demonstragdo do lema a segir € andloga a do lema que vimos anteriormente.
: 24% 241 4 2 21
Lema 4.1.8: Existe x € F 4 tal que x*7 —x7 ™" +x° =0 se, e somente se, 3lgext ' =—1.

Teorema 4.1.9: Seja ¢ uma poténcia de um primo fmpar e s = ¢°> + ¢> — ¢. Entdo, o polindmio
fX)=x — X*+ XS permuta F

Demonstragdo. Vamos provar que f(X) = a tem somente uma raiz em IF 4 para qualquer o € F 4.
Para isso, vamos separar a prova em casos.

Caso 1: o =0¢ f(X) = 0. Claramente a equagdo tem uma solugio x = 0. A seguir vamos mostrar

que ndo existe x € IFZ4 satisfazendo f(x) = 0. Sejax € F 4 tal que
| x4l Tt =,

2 .
Denote por y =x7 ~!, entdo, y € Mg 1- Da equagdo acima obtemos

it —y=a = (4.4)

Calculando (4.4)7 — (4.4)‘13 juntamente com ¥ =y~ obtemos
0 = y7Ha—y=@ =y
= Yy ity
= (7 =0T+,
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Segue daf que y?9~2 = 1 pois y # —1. Esse fato juntamente com yqurl = 1 implica que

ymdc(qu,qurl) ymdc(qu,S) —1.

Entio, temos que y° = 1. Por outro lado, substituindo y9~2 = 1 em (4.4) temos que y° = y* + 1. Isso,
junto com o fato que y°> = 1 implica que y = 0, uma contradi¢io. Entdo, f(X) = 0 tem somente uma

solugdo x =0 em F 4.

Para discutirmos o caso em que o # 0 vamos definir dois conjuntos, como segue,
2 2
Si={xe Fq4;x2‘1 + x4 4 x? =0},
2
Caso2: a €Sy e f(X)= a. Pelo Lema 4.1.6 temos que 3|g e a9 — o = 0. Nesse caso temos que

0 = af —a=fX)" —f(X)
= X7 _x Tratl L xOHCa _ (x x4 g x4 Tt
— X7 X _XTHCa 4 x—+at]
= X OUX - X)X L X1,
Se X — X7 =0 entdo f(X) =X = . Se X7 9" = —X "4 entdio X@TD@~D = 1. Como x € F
4

temos que X™d¢(2(a+1)(@*=1).¢*~1) — x2(¢+1) = [ Igso implica que X179’ ~1) = 1. O que nos leva a

uma contradi¢do. Consequentemente, f(X) = @ tem somente uma raiz x = .

Caso 3: @ € S_ e f(X) = a. Por uma prova andloga a do Caso 2 temos que f(X) = o tem somente

uma solucdo x = «.

Agora, denote por T =F 24 \ (S4+ US_). Das provas dos Casos 1 e 2 sabemos que f(X) é uma
permutacdo sobre S e S_ respectivamente. Além disso, f(7) C T. Isso nos leva a mostrar que f(X)

também € um polindmio de permutacao sobre o conjunto 7.

Caso 4: o € T. Vamos mostrar que f(X) = o tem somente um x € T satisfazendo a equagéo.
Assim, denote por
2 3 2 3
y=xlz=x1 w=x? B=aly=a?,0=a.

Com isso, a equagdo f(X) = a é reduzida a

+=——=a. 4.5)

Tomando g—ésima, g>—ésima e ¢°>—ésima poténcia em ambos os lados de (4.5) respectivamente,

obtemos:
Z wXx
y+E - =B, (4.6)
X Z
Iw X
R 4.7)
y w
wp s 4.8)
Z X
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respectivamente. Somando (4.5) e (4.7) obtemos z = o + Y — x. Analogamente, obtemos w = 3 +0 —y
de (4.6) e (4.8). Substituindo as duas igualdades em (4.5) e (4.6) respectivamente, obtemos

(=740 + (@ +2y=2)(B+8))y+ (- —y+x)(B+8)* =0 49)
(¥ = (o +7p)x+ (@ +7)2)y—8x> - B(a+7y)x=0. '

Como x € T, segue do Lema 4.1.6 que
= (a+y)x+(a+y)?=x*+xz+72#0.

Da segunda equacdo em (4.9) temos que

B x(Ba+ By+ ox) .
2207+ — () x a2

y H(x). (4.10)

Substituindo y na primeira equagdo de (4.9) obtemos uma igualdade A(X) = 0, onde A(X) €
]FZ4 [, B,7,0][X] e seu grauem X é 5.

Agora, suponha que f(X) = o tem outraraiz X € T diferente de x, entdo, A(X ) = 0. Substituindo
o,B,7,0 em coeficientes de A(X) pela esquerda de (4.5, (4.6), (4.7) e (4.8) respectivamente e,
multiplicando wx?yz> em ambos os lados de A(X) = 0 nds obtemos

(X —x)B(X)C(X) =0 4.11)
onde
B(X) = yw(X? +xz4+22)X% +wxz(z +x)2(w+y) — (24 x) (W?xz + wX 2y +wxyz +wyz? — xy?z)X

C(X) = (WHX? —wxyz+y*22)X? +yz(z+x)3 (W +y) + (z+x) Wiz + wX 2y +wxyz — xy°z — 2y*22)X.

Consequentemente, B(X) = 0 ou C(X) = 0. Isso pode ser verificado acima vendo que yw(X> 4+

xz+7%) # 0. Assuma que w?X? — wxyz +y*z> = 0. Entio,
0 =w?X? —wxyz+y*2> = (yz)zq2 - (yz)”’2+l + (yz)%. (4.12)

Pelo Lema 4.1.8 temos que (yz)7 ! = —1, isto é, y@ ~D@+) = _1 Como mdc(2(¢*> —1)(q+1),4* —
1) =2(¢> — 1), temos que y*(¢> — 1) = 1. Uma contradi¢iio com y@=D(+1) = _1_ Entdo, o grau de
B(X) e C(X) em X é 2, respectivamente.

(i) Quando B(X) =0em (4.11). Tomando a g—ésima poténcia em ambos os lados da igualdade
temos que B'(X4) = 0, onde os coeficientes de B'(X) sdo as g—ésimas poténcias dos coeficientes
correspondentes de B(X). Substituindo Y = X4 com H(X) em (4.10) nds obtemos

0=B'(H(X))=C(X)D(X), (4.13)
onde
D(X) = (W?X? +w?xz+ 20wy +xy°2+y?22)X> +wX? (2 +x)>(w+y) — (2 +x) 2w? X% + w?xz +

wX?%y 4+ zxwy — wyzzxyzz)X. Se C(X) =0 de (4.13) temos que X é uma raiz comum de B(X) e
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C(X). Entdo, o resultante desses dois polindmios poderia ser 0. Assim,

0 = Res(B(X),C(X),X) = zx(z+x)*(w+y)?x
x (W2X?% — 2xwy +y%2%) % (4.14)
x (Whxz + w222 + wiyz + X252 4 xy2) 7+
Foi verificado acima que w?X? — zxwy +y?z% # 0. Além disso, temos que (z+x)(w +y) # 0.
De fato, se X +z = 0 ou w +y = 0 podfamos dizer que B(X) = D(X) = X?y*X? = 0. De (4.14)
temos que
wrxz +w? + WXYZ +X2y2 +xy2z =0. (4.15)

combinando (4.15) e B(X) = 0 obtemos que
yw(X2 +xz+2%)(X —x)* =0,

Uma contradigio com o fato de que X2 +xz+z> # 0 e X # x. Entio, de (4.13) temos que D(X ) =
0. Se o coeficiente lider de D(X) é diferente de zero, isto &, w?X? +w?xz+zxwy +xy’z+y*z> #0
entao

0 = Res(B(X),D(X),X) = xwyz(z+x)°(w+y)*(w*X* — zowy +*2*) 7",

Isso é impossivel de acordo com as discussoes feitas nos pardgrafos anteriores. Consequente-

mente, o coeficiente lider de D(X) € zero, ou seja,
L(X) = w?X? +wxz + 2wy + xy*z +y*2> = 0.

O fato que wX?(z+x)?(w+y) # 0 implica que o grau de D(X) é 1. O resultante entre B(X) e
D(X) é zero. Entao,

0= Res(B(X),D(X),X) = (z+x)*xw(w+y)U (X), (4.16)

onde

(W — 22303 123w 194 23) X2 — (292w 9222 4 237 w)X 2w
De (4.16) temos que U (X) = 0. Calculando o resultante de L(X) e U(X) temos

0= Res(L(X),U(X),x) = (W +y%) (w+y)°w'z'%* 4.17)

2=—y2 ou seja,yz(qz_l) =

Nesse caso, fica verificado acima que y+w £ 0. De (4.17) temos que w
—1ey*@=1) = . Entdo, y"dc(#(¢>~1):a" 1) = y2(@*~1) = | O que nos d4 uma contradicio. En-

tdo, provamos que B(X) ndo pode ser zero.

(ii) Analogamente, podemos provar que C(X) em (4.11) ndo é zero. Consequentemente, f(X) = o

tem somente uma raiz em 7 e f(X) permuta 7.
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Exemplo 4.1.10:  Sejam g = 3% e s = (3%)3 4 (3%)? — 32 = 801. Entio, pelo teorema anterior, temos
que f(X) =X — X801 - X7209 ¢ um polindmio de permutagio sobre Fga.

4.2 Polindmios de permutaciio com a forma (X7 — X + 8)* + cX

Nessa se¢ao apresentaremos algumas classes de polindmios de permutagdo com a forma (4.2) sem
restrigdes a 0. Esses polindmios sdo derivados de trindmios de permutagdo conhecidos com a forma

(4.1) por meio da Proposi¢do 4.0.3.
Proposi¢do 4.2.1:  Sejam 6 € F > e ¢ € . O polindmio

3¢ 4291

FX)=(XI—X+8)"F +cX

¢ de permutagdo sobre I » em cada um dos seguintes casos:

(i) ¢g=1 (mod 8) e c=—2;

(ii)) ¢g=5 (mod 8) e c=2.

Demonstracdo. A demonstra¢do é andloga a do Teorema 4.1.1. No item (i) basta obsevar que como
2 q+1

c=—2temos que —2 =l edaf (—2) 2 = 1. Para o item (ii) segue-se 0 mesmo racioctnio. O
Exemplo 4.2.2: Sejam g = 13, c =2 e 6 = 11 € F};. Entio, pela Proposi¢io 4.2.1 segue que o
polindmio f(X) = (X3 — X +11)'33 4+ 2x permuta F, .

A demonstragdo da proposi¢ao abaixo € andloga a do Teorema 4.1.1, para isso basta perceber

2 2
que o polindmio f(X) = (X9—X +9) e (g+1)

1)
4 +cX permuta F > se, e somente se, gX)=X1"+ —
(g+1)?
X7 4cX permuta I ».

Proposi¢do 4.2.3:  Sejam 6 € F > e ¢ € . O polindmio

(g+1)?

FX)=(X9—X+8)"7 +cX

permuta F > em cada um dos seguintes casos:
(i) g=1 (mod 8) e c=2;
(i) g=5 (mod 8) e c = -2

Exemplo 4.2.4: Sejam g =9, c=2e 6 =7 € Fg. Entdo, pela Proposi¢do 4.2.3 segue que o polindmio
f(X) = (X? =X +7)% 4 2x permuta Fy,.
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Proposiciio 4.2.5:  Seja g uma poténcia de um primo fmpar com ¢ =1 (mod 3). Para 6 € F 2, o
polindmio

q2+q+l

FX) = (X=X +8)"F +x

permuta F .

Pgtl

Demonstracdo. Pela Proposicdo 4.0.3 temos que o polindémio f(X) = (X9—X+38) 3 +x permuta
2 2

F,» se, e somente se, g(X) = x4 . 'e S +x permuta [ ». O restante da demonstragdo ¢

andloga a do Teorema 4.1.4. 0

Exemplo 4.2.6: Sejam g = 25 =52 e § =79 € F,5. Entio, pela Proposigio 4.2.5 segue que o
polindmio f(X) = (X* — X +79)2!7 + x permuta Fys».

Proposiciao 4.2.7: Sejam ¢ uma poténcia de um primo impar e § € FF 4. O polinbmio
F(X) = (X7 X481 4 X
¢ de permutagdo sobre I 4.

Demonstracdo. Segue da Proposigdo 4.0.3 que o polindmio f(X) = (X C_X+§ )q3+q2_q + X permuta

2(,3 2 3 2 ~  z
F 4+ se, e somente se, g(X) = X4 (@'+4"~4) _ X +4° 4 4 X permuta [F 4. O restante da demonstragdo €

andloga a do Teorema 4.1.9. [

Exemplo 4.2.8: Sejam ¢ =9 e § = 11 € Fy4. Entdo, pela Proposigdo 4.2.7 segue que o polindmio
F(X) = (X8 =X +11)8! + X permuta Fys.

Observe que a condi¢@o k|n para polindmios com a forma (4.2) € satisfeita nos quatro casos
anteriores. A proposicdo a seguir nos fornece uma classe de polindmios com a forma (4.2) no qual essa
condi¢ao nao € satisfeita. Mas antes apresentaremos um trindmio com a forma (4.1). Vale observar

que a demonstracdo do resultado a seguir pode ser encontrado em [13].

Lema 4.2.9: Sejam m, k inteiros positivos com m =3k e k # 1 (mod 3). Ento,
£(X) — xRl 335 X
€ um polindmio de permutacao sobre [F3m.
Exemplo 4.2.10: Sejam k=2 # 1 (mod 3) e m = 3k = 6. Entdo, o polindmio
£(X) _ 3P 3y x93y

¢ de permutagdo sobre [Fzn.
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Proposiciao 4.2.11:  Sejam m, k inteiros positivos com m =3k e k % 1 (mod 3). Entdo,
f(X) — <X32k _X+5)32k—3k+1 +X

¢ um polindmio de permutacéo sobre F3n para qualquer 6 € Fam.

32k

Demonstragdo. Segue da Proposicdo 4.0.3 que o polinémio f(X) = (X3 — X +§)¥ ¥+ 1 x

permuta F3m se, e somente se,

g(X) _ X32k(32k_3k+1) _X32k_3k+1 _|_X _ X34k_33k+32k _X32k_3k+1 +X

permuta F3». Mas note que 4k = k (mod 3),3k =0 (mod 3), entéo,
g(X) = X331 3ty
Pelo Lema 4.2.9 temos que g(X) € um polindmio de permutacao sobre Fzn. E segue o resultado. [

A seguir, estudaremos polindmios de permutagdo com a forma (4.2) sobre corpos finitos de

caracteristica par. Comecamos com o seguinte lema.

Lema 4.2.12:  ([2], [7], [9]) Sejam k um inteiro positivo e g = 2X. Os trindmios f(X) = X% +X°+cX
sdo polindmios de permutacdo sobre F > em cada um dos seguintes casos.

(i) s =2g— 1. O inteiro positivo k e ¢ € IF » satisfaz uma das seguintes condigdes:

a) képarec=1;
b) k é impare 3 = 1.

2
(i) s = Mﬂ, k éparec el satisfaz AS=1.

(i) s = #, k é impare c € qu satizfaz ¢ = 1.

(iv) s = # e c € F» satisfaz que X3+ X 4 ¢ = 0 ndo tem solugio em Fy,.

(v) s:%ﬁec:l.

. 2 ., . . g+l
(vi) s = %, k é impar e c € Iqu satisfaz ¢’3 = 1.

¢*—2q+4
3

(vil) s = ,képarec=1.

g — @+0’-0+1
- 2

(viii) onde Q = 25 para algum k par e, ¢ € Fy,.

—1
2K 1

(ix) s = (2K —1)+1, onde ¥’ é um inteiro positivo com mdc(2¥ — 1,25+ 1)=1ece Fry NFy.

X) s= 2,(,1—_1(2" —1)+1, onde k' é um inteiro positivo com mdc(2K +1,2¥+1)=1lece Fow NFq.

O resultado a seguir € consequéncia imediata da Proposicdo 4.0.3 e do Lema 4.2.12.
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Proposicdo 4.2.13: Sejam k um inteiro positivo e g = 2. Sejam § € F 2 €5 =sou gs. Entdo,
f(X) = (X94+X +8)° +cX é um polindmio de permutagio em cada um dos seguintes casos:

(1) s=2g—1lec=1.

2
(i) s= (3‘172)(3&, k € par e ¢ € I satisfaz A=1.
(iii) s =21, c=1eké impar.
(iv) s = 3%1 e ¢ € IF, satisfaz que X3 4+ X 4 ¢ = 0 ndo tem solugio em Fy.

(v) s=%0ec=1.
. 2 7 7
(vi) s = % e k é impar.

.o 2_ ,
(vil) s = q%—qM,c= 1 e k é par.

(viii) s = w eQ= 25 para algum k pare, c € F’é
(ix) s= 21;11 (2¥—1)+1, onde k' & um inteiro positivo com mdc(2¥ —1,25+1)=1ece Fow NIFy.
X) s= 2,{,1—71(2" —1)+1, onde k' é um inteiro positivo com mdc(2F +1,2¥+1)=1lece Fow NIF,.

Na tabela a seguir apresentaremos os polindmios de permutagdo da forma (X X1X+6 ) +cX
sem restricdo a 6 sobre Fyx, em que @ = {c € IFq;X3 + X + ¢ = 0 ndo tem rafzes em I, }.

Ndmero k& s=i2k—1)+1 ¢ Referéncias

1 k é par i=2ou-1 c=1 [11][12]

2 todo k i=0oul c= [11][15]

3 todo k i=1/2 c= [11]

4 k é par i=1/30u2/3 «c¢= [14]

5 k é impar i=1/50u4/5 c=1 [4]

6 um inteiro positivo i = 1/4 ou 3/4 ceEw [16][12]

7 k é par i = 2,(1—_2 ou zk__fz 3= Proposicdo 4.2.13

8 um inteiro positivo i=1/7 ou 6/7 c= Proposicdo 4.2.13

9 k € impar = 2kT+4 ou 2%‘2]( c% =1 Proposi¢ao 4.2.13

10 k é par i= 2](3—’1 ou % c=1 Proposicao 4.2.13
11 képar i=2 ;H ou l_gk S ce Fi Proposi¢do 4.2.13
12 mde(2’ 1,26 41)=1 i= 7" ou 2"  ceF,NFu Proposigiod.2.13
13 mde(2¥ +1,2841)=1 i= S Ou 2,3’1 - c€FyuNFu Proposicio 4.2.13
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Capitulo 5

Trinomios de permutacao sobre corpos finitos
de caracteristica par

Os tipos mais simples de polindmios, como ja sabemos, sdo os mondomios. Vimos no Teorema 3.2.1 que
um monomio X" permuta [F, se, e somente se, mdc(n,q—1) = 1. Porém, para bindmios e trindmios
a situacdo € mais complicada. Somente algumas classes de bindmios e trindmios de permut¢ao
sdo conhecidas, no capitulo anterior apresentamos alguns exemplos. Nesse capitulo nosso interesse
serd nos trindmios de permutacao sobre corpos finitos com caracteristica par, onde apresentaremos
quatro classes de trindmios de permutag¢do com a forma X" h(X q%l), emqueg=2""ed=2"+1.

Observamos que este capitulo estd baseado nos resultados obtidos por Gupta e Sharma [4].

A seguir, apresentamos um resultado que serd importante no decorrer deste capitulo.

Lema 5.0.1: Param,n € N, cada um dos polinomios 1 + X X314+ X2 X3 14X+ X e 14X+

X* ndo possuem raizes em Lom 1.

Demonstragdo. Vamos supor inicialmente que existe o € pipm | tal que o seja uma raiz de 1 +X 4 X3,
ou seja,
1+a+a’=0. (5.1)

Elevando ambos os lados de (5.1) & poténcia 2 e multiplicando por &> temos que
1+a*+a*=0. (5.2)

Somando (5.1) a (5.2) obtemos o + a® =0, o que nos di que o = 1. Mas o = 1 ndo satisfaz (5.1),
uma contradi¢io. Logo, 1+ X + X3 ndo possui raizes em Lpm . |.

De modo andlogo se mostra que os outros trés polindmios também nao possuem raizes em

Mom 1. O

Teorema 5.0.2: O polindmio f;(X) := X* + X" 3 4 x32"+1 € 5, [X] é um polindmio de permu-

tacdo sobre F,2. se, e somente se, mdc(m,3) = 1.

Demonstracdo. Podemos reescrever o polindémio f;(X) como sendo f;(X) = X*h;(X?"~1), com
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h(X) :=14+X +X3 € Fyou[X]. Como mdc(4,2™ —1) = 1, pelo Lema 4.0.2 temos que f;(X) permuta
F2m se, € somente se, o polindmio g1 (X) = X*hy(X)?"~! permuta pom ;1.

Vamos assumir que mdc(m,3) = 1. Pelo Lema 5.0.1 temos que /;(X) ndo possui raizes em
o1, 0 que implica que /1 (Hom 1) C F7,, €, consequentemente, g1 (Uam1) C Hom 1. Como tom 4
¢ um conjunto finito, g;(X) permuta fm ;| se, e somente se, g;(X) € injetiva em Upm . Dai, para
o € Uymy g, temos

gi(a) = a*(l+a+a®)? !
at(14a+a®)?"
1+o+a3

ot (1+a* + ("))
1+o+ o

a*(l+a '+ (a™'))
1+a+o3

a+ao’+ot

l+a+o3

Consequentemente, g;(X) é injetivo em Lpm ] se, e somente se,
X +X3+x*
GX) =T xx3
I+X+X

¢ injetivo em ppm 1. Suponha agora que G| (X) = G|(y) para alguns X,y € tpm 1. Vamos considerar
dois casos.

Caso 1: X ou y éigual a 1. Vamos assumir que y = 1, entdo
X+X3+Xx4
1+X+X3
oquenos dique X*+1=0.Eentiox=y=1;

Caso 2: Nem X nem y é igual a 1. Entdo, G;(X) = G;(y) implica que

X+X3+Xx*  y+y +y!

1+X+X3  1+y+y3°

Somando 1 de ambos os lados temos

1+x* 14!
1+X+X3  1+y+)3
X+13+X2 (y+1)3+y?
xX+10)*  (y+14

:1+X212_1+y212
1+X 1+X 1+X 14y \d+y 1+y

71



Substituindo a = - e b = .

e 3+1 ha equagdo acima, obtemos

(a+b)*+(a+b)*+ (a+b) =0. (5.3)
Observe que a = b se, e somente se, x = y. Se considerarmos x 7 y entdo a equagao (5.3) implica que
(a+b)*+(a+b)+1=0,

ou seja, a+b € Fyu e é uma raiz de X 4+ X + 1 € Fpou[X]. O que ndo é possivel, pois, 1 +X + X3 é
irredutivel sobre Fy e mdc(3,2m) = 1 implica que 1+ X + X? & irredutivel sobre Fyu.

Suponha agora que f(X) é um polindmio de permutagio sobre F,.. Seja a € F,3 uma raiz
de 14+ X + X3 € F»[X] e seja B uma raiz de X>" + X 4 1 € F,2.[X] em alguma extensio desse corpo.
Note que Bzzm = (B*")*" = (B+1)*" =B>" +1 =P, ou seja, B € Fyou. Se mdc(m,3) = 3, entdo
ac F22m €

fila+B) = (a+B)* +(a+p)" (a+B) +((a+B)")(a+p)
= (a+B)*+(a+B+1)(a+B)>+(a+B+1)>(a+p)
= (B*+B*+B)+(a*+a*+a)
= fi(B)

o que contradiz nossa hipoétese. [

Exemplo 5.0.3: Seja m =5 e note que mdc(5,3) = 1. Entdo, pelo Teorema 5.0.2 temos que o
polindmio f(X) = X* F X2 X324 = x4 X35 4 X9 permuta Fri0 = Fi004.

O resultado a seguir é consequéncia imediata do Teorema 5.0.2 e foi obtido por K. Li et al em

[6].

Coroldrio 5.0.4: O polindmio f(X) = X + X" + X2 '=2""+1 ¢ F,,[X] é um polindmio de

permutacdo sobre 5. se, € somente se, mdc(m,3) = 1.

Demonstragdo. O polindmio f(X) pode ser reescrito como f(X) = Xh(X?"~1), onde h(X) := 14+ X +
X2"=1 € F2u[X]. Pelo Lema 4.0.2 temos que f(X) permuta F,.,, se, e somente se, g(X) := Xh(X)?"~!
permuta Uym .

Como mdc(2,2™+1) = 1, g(X) permuta o, | se, e somente se, g(X)? permuta tpm 1. Assim,
para X € Upmy| temos

gX)? = X*(1+x>4+x2")¥!

) ) 1 om_q
= X | 1+X"+-
X

= X*(1+Xx+x3)2"1
= g1(X).
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Da prova do Teorema 5.0.2 temos que g;(X) permuta ppm | se, e somente se, mdc(m,3) =1, o que
completa a demonstragao. ]

Exemplo 5.0.5: Sejam =7. Como mdc(7,3) = 1 temos, pelo Corolério 5.0.4, que o polindmio
£(X) =X xY xR 128 x8129
¢ um polindmio de permutacdo sobre [, 4.

Teorema 5.0.6: O polindmio f>(X) := X% +X>?" + X32"~1 € P, [X] é um polindmio de permuta-

¢do sobre Fyn se, e somente se, mdc(m,3) = 1.

Demonstragdo. Podemos reescrever o polindmio f>(X) como f>(X) = X2hy(X>"~1), onde hy(X) :=
1+X%+X3 € Fyou[X]. Como mdc(2,2™ 1) = 1, pelo Lema 4.0.2 temos que f>(X) permuta Fyu se,
e somente se, o polindmio g»(X) := X?h(X)*"~! permuta pipmn ;.

Vamos assumir inicialmente que mdc(m,3) = 1. Pelo Lema 5.0.1 segue que /4, (X) ndo possui
raizes em U1, 0 que implica que hy(tomyq) C 2. €, consequentemente, g2(Uomi1) C Upmyy.
Assim, g>(X) permuta Uym | se, e somente se, g>(X) € injetivo em Lpm 1. Seja o € tpm 1. Podemos

simplificar g (o) como sendo
(o) = l+o+ao?
= a3+ ot

e, entdo, g>(X) é injetivo em Upm | Se, e somente se,

1+X+X3 1
Gr(X) = =
2X) = XX G (X)

¢ injetivo em Upm 1. Como mdc(m,3) = 1, da prova do Teorema 5.0.2 segue que G (X) e, consequen-

temente, G»(X) sdo injetivos em fpm |.

Agora, se mdc(m,3) # 1, da prova do Teorema 5.0.2 segue que f1(X) ndo é um polindmio de
permutagio sobre F,2,. Como mdc(2,2™ —1) =1, a condigdo (i) do Lema 4.0.2 é vdlida e, entdo, g1 (X)

G1(X)

ndo permuta fyn 1. Consequentemente, G (X) e G2(X) = === ndo permutam L, 0 que implica
que f>(X) ndo é um polindmio de permutagdo sobre F,2., 0 que completa essa demonstragio. [

Teorema 5.0.7: O polindmio f3(X) := X +X>" T4 4 x*2"+1 € 5, [X] é um polindmio de permu-

tacdo sobre [F,on se, e somente se, m € impar.

Demonstragdo. O polindmio f3(X) pode ser reescrito como f3(X) = X h3(X)>"~!, com h3(X) :=
14X +X* € Fyu[X]. Pelo Lema 4.0.2 temos que f3(X) é um polindmio de permutagio sobre [, se,
e somente se, mdc(5,2™ — 1) = 1 e o polindmio g3(X) := X h3(X)?"~! permuta pm ;.

Vamos assumir inicialmente que m é impar. Entéo, mdc(5,2™ — 1) = 1. Pelo Lema 5.0.1 temos
que h3(a) # 0 para todo @ € Upmq, entdo, g3(Upmy1) C Uomiy. Agora, para o € Upmi) podemos

simplificar g3(¢) como sendo
(o) = oa+at+od
B T T a+at
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Segue dai que g»(X) € injetivo em Upm ] se, € somente se,

XXX

G3(X) := T XX (54)

¢ injetivo em Upm . Suponha que G3(X) = G3(y) para algum x,y € Upm; | com x # y. Da equag@o
(5.4) segue que

X+X X)) 1 +y+ )+ +y* +y) (1 +X +XY =
= (X7 +9) +ay(X* ) X X +y) + (XYY (X +y) = 0.

Usando o fato de que X° +y° = (X 4+y)° + X%y*(X +y) +xy(X +y)? e dividindo a equaciio acima por
(X +)°, obtemos

1 Xy 4 1 xy ( xy )2 Xy
+ + + + + +1=0.
(X +y)* (X+y> X+y X+y \(X+y)? (X +y)?

1

Substituindo a = g~ e b= " = Xx—iy na equagdo acima e simplificando, obtemos
(a+b)*+a+b+a*b*+ab+1=0. (5.5)

Note que a e b ndo podem pertencer a [Fy2., mas a+ b,ab € Fyn. Aplicando Tr}*(.) em ambos os

lados da equacdo (5.5) e usando a linearidade da fung¢do traco obtemos
Tr'((a+b)Y) + Tr(a+b) +Tr]'((ab)?) + T (ab) +1 = 0. (5.6)

Como T ((a+b)*) = Tr*(a+b) e Tr}'((ab)?) = Tr'*(ab), a equagio (5.6) implica que 1 = 0, 0 que
¢ uma contradic¢do.

Agora, se considerarmos m par, entdo 5|22 — 1, o que significa que 2 — 1 ou 2" + 1 é divisivel
por 5. Se 52" — 1, entdo, pelo Lema 4.0.2 temos que f3(X) ndo é um polindmio de permutagio.
Se 5|2" + 1, entdo, para uma raiz quinta primitiva da unidade § € ppm | temos que g3({) = (1 +
C+ 42" = g3(0%) e g3(82) = (14 L2+ 832"~ = g3(£%). Entdio, g3(X) nio permuta iz e,
consequentemente, f3(X) ndo permuta 5., 0 que completa nossa demonstragao. O

Exemplo 5.0.8: Seja f(X) = X5+ X2 T4 4 X421 = x5 4 121 X33 Pelo Teorema 5.0.7 temos
que f(X) é um polindmio de permutagio sobre F,s, pois m = 3 ¢ impar.

Teorema 5.0.9: O polindmio f£4(X) := X3 + X32" + X¥"~1 € F,,[X] é um polindmio de permuta-

c¢do sobre . se, € somente se, m € impar.

Demonstragdo. Vamos reescrever o polindmio f4(X) como sendo f4(X) = X3hs(2" —1), com hy(X ) :=
14+ X3 4+ X* € Fyou[X]. Pelo Lema 4.0.2 temos que f4(X) é um polindmio de permutagio sobre Foz
se, e somente se, mdc(3,2" — 1) = 1 e o polindmio g4(X) = X3h4(X)?>"~! permuta pom ;. Como
mdc(3,2™ — 1) = 1 se, e somente se, m é {mpar, precisamos somente mostrar que g4(X) permuta

Upm 1 se m € impar.
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Vamos assumir que m é impar. Pelo Lema 5.0.1 sabemos que /4(X ) ndo possui raizes em Lpm .
Para o € ppm | podemos simplificar g4(a) como

(o) = 1+o+al
R = et o

e, entdo, g4(X) é injetivo em Upm | se, e somente se,

1+X+Xx4 1
G X = —
WX) = XX G3(X)

¢ injetivo em Upm 1. Como m é impar, da prova do Teorema 5.0.7 segue que G3(X) e, consequente-

mente, G4(X) sdo injetivos em Uym 1, 0 que conclui nossa demonstragao. [l
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Apéndice A

Resultado

Polindmio de permutagdo

Condicdes necessdrias

Corolario 3.1.8

Teorema 3.2.1

Teorema 3.2.1

Teorema 3.2.2

Teorema 3.2.4

Teorema 3.2.6

Teorema 3.2.7

Teorema 3.2.10

Teorema ??
Lema 4.0.2

Proposicdo 4.0.3

Corolario 4.0.4

Nio existe p(X) com
deg(p(X)) = d que permuta
Fy

aX + b permuta I,

X" permuta I,
m .

LX) = Z a; X" permuta F,
i=0

q—1

FX) = X"(g(X%)
muta I,

per-

X +ax permuta [,

X & + ax nao permuta ne-
nhuma extensdo [Fyr de [y
f(X)=aX P4 b permuta to-
das as extensoes finitas de I,
gk(x,a) permuta F,

fX) = X”h(X%l) permuta
Iy

fX)=g(X? =X +8)+cX
permuta [ mn

!
FX) =Y (XF +X+8)+x
i=1
permuta [Fom

d>led|q—1

a#0

mdc(n,g—1) =1

char(F,) = p e L(X) = 0 so-
mente se x =0

rnseN, s|qg—1, mde(r,q—
1) =1¢e g e F,X] é tal
g(X*) = 0 somente se x =0
gimparen(a®>—1)=1
r>1l,a €F,eqimpar

a#0,char(Fy)=peheZ,

aGIF;emdc(k,qz—l) =1
dyr € Z, d| qg—1,hX) €
B [X), mde(r (g~ 1)/d) = 1
e X"h(X)"T permuta g

mk € 7, 0 < k <
m,mdc(k,m) l,ce €
FZI,S S qu, kg(X) S qu
eh(X)=g(X)? —g(X)+cX
permuta [Fm

m 7
k,m,l € N, mdcongl) mpar,
K(i—1) )
Si:ZZIdT71SZSZC6€]F2’"
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Corolario 4.0.6

Corolario 4.0.8

Teorema 4.1.1

Teorema 4.1.3

Teorema 4.1.4

Teorema 4.1.9

Proposicao 4.2.1

Proposicao 4.2.3

Proposicao 4.2.5

Proposicao 4.2.7

Lema4.2.9

Proposi¢ao 4.2.11

fX) = (X" +X +8) +x
permuta 53

f(X)=X?"$4+ X+ x permuta
Fsz

f(X) =X — X° + X per-

muta qu

f(X) =cX — XS+ X4

f(X) =X —X*+ X permuta

F

f(X) = X — X5 + X9 per-
muta F»

f(Xg = (X7 - X +
0 )Mﬁ + ¢X  permuta
F

FOX) = (XT—X +8)“4 4

cX permuta I »

Pt

fX)=(XT=X+4)
x permuta I

fX) = X7 - X +
§)7+¢ -4 4+ x  permuta
Fq4

f(X) X32k+3k—1
x¥¥H 4 X permuta
Fyn

fX) = (0T =X
83341 L X permuta
Fm

m inteiro positivo, 6 € Fysm,
§=2"41ous=2m14
21 com mdc((i — 1)m —
1,3m)=1,i=2,3

m,e € N, s = 22¢-1 4 pm-1
com mdc(e — 1,3¢) = 1
ou s = 231 4 2m1 com
mdc(2e —1,3e) = 1

_ 3qz+429—1

q poténcia de um primo, g = 1
_ gl

(mod 3) e s = L5

g poténcia de um primo impar,

s=q+q" —¢q

6 €Fp, ceFy, g=1

(mod8)ec=-20ug=>5

(mod 8)ec =2

6 €Fp, ceFy, g=1

(mod8) e c=2o0ug=>5

(mod 8) e c=—2

g poténcia de um primo impar,

q=1 (mod3)edeFp

q poténcia de primo impar,

o€ Fq4

mk € Z, m = 3k, k %1
(mod 3)

mk € Z., m =3k, k# 1
(mod 3), qualquer § € F3n

79



Teorema 5.0.2  fi(X) = X* + X¥ + mdc(m,3)=1
X32"+1 permuta o

Corolario 5.0.4 f(X) = X + X¥ + mdc(m3)=1
x2 =2 permuta
Fsom

Teorema 5.0.6  fo(X) =X>+X>2"+X32""1 mdc(m,3) =1
permuta 5o

Teorema 5.0.7 f3(X) = X + X¥"** 4+ mimpar
X42"+1 permuta F 2

Teorema 5.0.9 fi(X) = X3 + X32" 4 mimpar

m+2_
X" =1 permuta Fpu
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