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ROSA, U. L. Projeto Otimo-Robusto de Sistemas Dinamicos Estocasticos Baseado na
Analise de Fadiga. 2021. 113f. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlandia,

Uberlandia.

Resumo

Este trabalho é dedicado a elaboracdo de um método computacional capaz de realizar
analises de fadiga em estruturas dindmicas sujeitas a carregamentos aleatorios e incertezas
em seus parametros geométricos e fisicos. A modelagem é feita por meio do método dos
elementos finitos estocasticos, com incertezas sendo incluidas de forma paramétrica,
causando perturbagdes nas matrizes de massa e rigidez e propagando-as pelo modelo. A
discretizagdo dos campos aleatérios é feita pelo método de expansao de Karhunen-Loéve,
afetando diretamente a integracdo das matrizes elementares do sistema dinamico. Por meio
da aplicacao do critério de Sines aliado com técnicas de analise de sinais e histéricos de
tensdes no dominio da frequéncia, é possivel estimar um indice indicativo de falha de cada
um dos elementos da estrutura. Para que os resultados possam ser obtidos em tempo nao
proibitivo é indispensavel a aplicacdo de técnicas de reducdo de modelo, visando ganho em
tempo computacional. As técnicas classicas tal como a base de Ritz ndo atendem
completamente as necessidades referentes a execugao do programa em tempo habil. Dessa
maneira, propde-se aqui uma alternativa a essa base, onde o problema de autovetores é
calculado somente uma vez para o sistema nominal e a base se atualiza a cada iteragédo por
meio de residuos estaticos gerados por forcas nao-exatas, que surgem devido a flutuagao
dos parametros aleatérios. Com o uso dessa base é possivel realizar um procedimento de
otimizagdo robusta com o intuito de se obter um ponto 6timo que reduza a massa da
estrutura e aumente sua vida em fadiga, objetivos diretamente conflitantes. Esse método
possibilita a obtencdo de um conjunto de solu¢gdes de Pareto com pontos menos
susceptiveis a variagdo das propriedades do sistema. Dessa maneira, o projetista pode
escolher dentre aqueles pontos o que melhor se adapta a seus anseios e aumentar a vida

em fadiga dos elementos mais criticos.

Palavras-chave: modelagem estocastica, propagag¢do de incertezas, critério de fadiga,

otimizag&o robusta, redugéo de modelos
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ROSA, U. L. Robust Optimal Project of Dynamic Stochastic Systems Based on Fatigue
Analysis. 2021. 113p. Ph. D. Dissertation, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Abstract

This work is devoted to the proposition of a computational method capable of performing
fatigue analysis on dynamic structures subject to random loads and uncertainties in their
geometric and physical parameters. The modeling is based on the stochastic finite element
method, with uncertainties being included in a parametric way, causing disturbances in mass
and stiffness matrices, and propagating them through the model. The discretization of
random fields is done by the Karhunen-Loéve expansion method, directly affecting the
integration of the elementary matrices of the dynamic system. Through the application of the
Sines criterion combined with signal analysis techniques and stress history in the frequency
domain, it is possible to estimate an indicative failure index for each of the elements of the
structure. For the results to be obtained in a non-prohibitive time, it is essential to apply
model reduction techniques, aiming at gaining computational time. Classical techniques such
as the Ritz base do not fully meet the needs regarding the execution of the program in a
timely manner. Thus, an alternative to this base is proposed here, where the eigensolutions
are calculated only once for the nominal system and the base is updated at each iteration by
means of static residues generated by non-exact forces, which arise due to fluctuation of
random parameters. With the use of this base, it is possible to carry out a robust optimization
procedure to obtain an optimum point capable of reducing structural mass and increases its
fatigue life, which are directly conflicting objectives. This method aims to obtain a set of
Pareto solutions with points less susceptible to variations in the system’s properties. In this
way, the designer can choose from those points the one that best suits his desires and

increase the fatigue life of the most critical elements.

Keywords: stochastic modeling, uncertainties propagation, fatigue criterion, robust

optimization, model condensation
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CAPITULO |

INTRODUGAO

1.1 Contexto do estudo

Este trabalho de tese esta inserido nas tematicas de pesquisa que vem sendo
desenvolvidas no Laboratério de Mecéanica de Estruturas (LMEst), da Faculdade de
Engenharia Mecanica (FEMEC), da Universidade Federal de Uberlandia (UFU). Em sintese,
€ apresentada uma metodologia de otimizac&o robusta baseada em técnicas de analise de
fadiga no dominio da frequéncia para sistemas estocasticos submetidos a carregamentos

dindmicos aleatérios combinada com um método eficiente de reducdo de modelos.

O desenvolvimento de projetos de engenharia passa por algumas etapas onde o
objeto em concepgao é analisado, classicamente, quanto a sua falha em condigbes
diversas, sejam elas estaticas (baseadas nos conceitos de resisténcia dos materiais) ou
dindmicas (baseadas nos conceitos da mecanica classica). Ambas essas abordagens visam
caracterizar e quantificar a falha da estrutura quando seus limites de resisténcia sao

ultrapassados sob diferentes modos de carregamento.

A busca por eficiéncia, conforto, segurangca e confiabilidade para operadores e
usuarios de maquinas sao fatores chaves na concepgdo de um projeto estrutural em
engenharia. As analises classicas de resisténcia dos materiais nem sempre englobam todas
as possibilidades de falha da estrutura. Efeitos dindmicos gerados por carregamentos que

variam no tempo sao, por vezes, muito mais criticos do que os proéprios limites de resisténcia



do material, por exemplo, limite de escoamento e limite de ruptura. O fendbmeno da fadiga

em metais esta inserido neste contexto.

Segundo Callister (2000), estima-se que 90% de todas as falhas em metais séo
causadas pela fadiga. Sua caracteristica principal engloba a nucleagdo e propagacéo de
trincas sob carregamentos que geram tensdes significativamente inferiores aos limites de
resisténcia do material. Além disso, essa propagacdo se da, na maioria das vezes, de
maneira bem lenta, o que acarreta quebras repentinas sem aviso prévio notavel a olho nu

(DOWLING, 2007). Dai o potencial perigosamente destrutivo das falhas por fadiga.

O fendmeno de fadiga em si ainda ndo € completamente compreendido (TAKAHASHI,
2014). No entanto, existem diversos métodos de predi¢cdo e estimativa da vida em fadiga,
baseados nas tensbes e deformagdes que a estrutura sofre (BUDYNAS e NISBETT, 2011).
Esses métodos envolvem em sua formulagéo, varias parcelas empiricas, onde os valores
dos coeficientes da vida em fadiga sao obtidos quase que de maneira puramente
experimental. E evidente que essas andlises carreguem um nivel consideravel de erros e
incertezas de medigédo e aquisicdo de dados, o que requer atencao dos projetistas quando

aplicados ao projeto de estruturas reais.

Os primeiros estudos na area de fadiga de metais se iniciaram em meados do século
XIX pelo engenheiro ferroviario alemao August Wohler, que estava intrigado com as quebras
repentinas de trilhos de ferrovias e elementos mecénicos de trens. Seu estudo gerou os
diagramas tensao-numero de ciclos, ou curvas de Wohler (SCHUTZ, 1996; WEBER, 1999;
KOCER, 2010). Essas curvas contém as informagdes dos limites de vida em fadiga de
varios tipos de metais e sdo geralmente usadas em projetos onde o carregamento aplicado

na estrutura é bem conhecido no dominio do tempo.

Com os limites de vida em fadiga em maos, primeiro deve-se adequa-los a aplicagao
pratica requerida por meio de corregdes por fatores modificadores (MARIN, 1962) e depois
adotar um método de predigao de vida em fadiga, onde estdo, como os mais amplamente
usados: os critérios de Gerber (1874), Goodman (1890) e Sodeberg (1930). Dependendo do
tipo e configuracao do carregamento, uma lei de acimulo de dano aliada com um método de
contagem de ciclos devem ser aplicados (PALMGREN, 1924; MINER, 1945; MATSUISHI E
ENDO 1968).

Para o caso especifico de interesse deste trabalho, a analise no dominio do tempo se
faz proibitiva devido a natureza aleatéria do carregamento adotado. Sendo assim, é
preferivel que se trabalhe no dominio da frequéncia (LAMBERT, 2007). Além disso, as

tensdes presentes na estrutura s&o de natureza multiaxial, o que aumenta a complexidade



dos métodos existentes na literatura, saindo do escopo das curvas de Wohler e entrando em
métodos baseados em tensdes equivalentes, tais como tensbes de Tresca, Von Mises,

tensao principal maxima e invariantes de tensao.

Dentre os critérios de fadiga multiaxial estudados por Weber (1999), destacou-se o
critério de Sines (1959), que foi adotado como método de estimativa de vida em fadiga neste
trabalho. Os estudos de Weber envolveram outros critérios, que foram classificados quanto
a intervalos de precisdo. Os resultados do critério de Sines nao foram os melhores dentre
todos, mas foram satisfatérios. Sua escolha foi motivada por esse fator, aliado com sua
formulagdo mais simples e que envolve menos propriedades empiricas relacionadas a
fadiga (LAMBERT, 2007).

Além do carater aleatério do carregamento e das incertezas presentes na aquisi¢ao
dos limites de resisténcia a fadiga, visando uma simulagdo estrutural da maneira mais
fidedigna possivel, é altamente desejavel que o modelo leve em conta incertezas inerentes
as dimensoes fisicas e propriedades dos materiais. Nesse ambito, optou-se pela utilizacao
do método dos elementos finitos estocasticos (GHANEM e SPANOS, 1991; STEFANOU,
2009), permitindo a inclusdo de variaveis aleatorias no modelo. Para a discretizacdo dos
campos aleatérios, foi aplicada a técnica de expansdo de Karhunen-Loéve, cujo método
insere as incertezas nao s6 por meio da flutuagao dos parametros, mas também afetando o
processo de integracdo das matrizes de massa e rigidez elementares, o que possibilita sua

propagacgao ao longo de todo o dominio fisico do problema.

As técnicas de solugcdo para problemas estocasticos, tais como o método de
simulagdo de Monte Carlo, envolvem muitos individuos como parametros de entrada e
necessitam de varias iteragcdes para que sua convergéncia seja garantida (SCHUELLER,
2001; STEFANOU, 2009). Entao, é de se imaginar que o processo de analise estocastica de
sistemas em fadiga envolva um custo computacional elevado. Cada conjunto de variaveis
aleatdrias consideradas nesse processo requer uma execucado completa da rotina de calculo
para obtencdo dos valores dos indices de Sines. Se esse calculo evolver um tempo muito
grande, a execucgdo da analise completa em fadiga fica praticamente impossivel de ser

realizada.

Visando evitar o uso de supercomputadores ou clusters, o custo computacional pode
ser diminuido de maneira drastica usando-se métodos de reducéo de modelos (GERGES,
2013). Essas técnicas permitem reduzir o numero de graus de liberdade efetivos da
estrutura discreta, mantendo o comportamento dindmico numa dada faixa de interesse

(CRAIG e KURDILA, 2006). A aplicacdo desses métodos torna o sistema mais simples



numericamente, com matrizes de dimensées menores, 0 que torna mais eficaz a obtengao

das respostas.

Para uma estrutura linear cujas caracteristicas do sistema sao conhecidas é
apropriado utilizar a base de Ritz (GERGES, 2013). Essa base, aplicada as matrizes globais
do sistema, reduz suas dimensdes sem perder as informagdes dindmicas. Sua composicio
é feita pelos primeiros modos de vibrar normais a interface fixa (autovetores) e enriquecida

com a inclusao de vetores de modos restritos do tipo residuo estatico.

Apesar da base de Ritz ter sido aplicada de maneira satisfatéria em outros trabalhos
(ROSA e DE LIMA, 2015; ROSA e DE LIMA, 2016a), notou-se que o tempo envolvido nos
célculos do problema de autovalores é bastante significativo. Dessa forma, propde-se aqui,
uma base de reducao robusta adaptada ao processo estocastico, onde ao invés do recalculo
oneroso dos autovalores a cada iteragao, as alteragbes causadas nas matrizes globais sao
consideradas como parcelas de forgas ndo-exatas. Essas forgas geradas pela flutuagao de
parametros aleatdrios, quando isoladas, geram residuos estaticos que entram na
composi¢ao da base, juntamente com os modos de vibrar do sistema nominal, gerando um
método de redugédo de modelos robusto (ROSA e DE LIMA, 2016b). Dessa maneira espera-
se ganhar mais tempo computacional de modo a acelerar a ultima etapa, que € a otimizagao

robusta da estrutura tendo em vista a vida em fadiga.

Apods a concepgao inicial de um projeto baseado na vida em fadiga é interessante que
se realize um processo de otimizagao para que os melhores valores sejam adotados para as
propriedades geométricas da estrutura. Nesse ambito, a aplicagdo desejada neste trabalho
€ obter a estrutura com maior vida em fadiga possivel e com menor massa, 0 que sao

objetivos conflitantes. Portanto, devem ser aplicados métodos de otimizagdo multiobjetivo.

Esses métodos geram n&o apenas um ponto 6timo, e sim um conjunto de pontos
6timos conflitantes entre si que otimizam varias componentes de um vetor custo (VICENTE,
2014; ESCHENAUER et al., 2012). O conjunto de solugdes 6timas que ndo sido dominadas
por nenhuma outra recebe o nome de solugcbes de Pareto (PARETO, 1896). Em outras
palavras, existe um equilibrio entre esses pontos, tal que ndo se pode melhorar um critério
sem deteriorar pelo menos algum dos outros e todas as solugdes sdo consideradas
igualmente satisfatorias (HAUPT e HAUPT, 2004).

As técnicas de otimizacdo multiobjetivo deterministicas permitem a busca das
solucdes de Pareto de maneira eficiente. No entanto, se a curva da fungao objetivo possui
descontinuidades ou ndo é bem conhecida (caso da andlise de vida em fadiga), pode-se

obter respostas que nao sdo as melhores para aquele dado sistema. Além disso, segundo



Vanderplaats (1984), a aplicagao de um método de otimizagdo pode sofrer efeito direto das
sensibilidades de cada uma das variaveis de projeto, além da propagacdo de incertezas
inerentes ao modelo do método dos elementos finitos estocasticos e da existéncia de ruidos

em suas respostas finais.

Dessa maneira, no caso de uma aplicacdo que pode envolver falhas catastréficas
como as geradas pelo processo de fadiga, o melhor ponto pode ndo ser o que gere um
indice de fadiga menor e sim aquele que nao seja tao afetado pela flutuagao dos parametros
causada pela estocasticidade do modelo. A aplicagao de uma técnica de otimizagao robusta
considera em sua formulagao perturbagdes no projeto, fungdes de custo e nas restricbes de
modo a obter uma solugdo que, mesmo ndo sendo a melhor de todas (solugdo sub-6tima)
apresenta maior estabilidade, garantindo que as incertezas presentes no modelo ndo afetem
sobremaneira suas respostas finais (LEE e PARK, 2001). Sua formulagéo se da pela adigao
de uma fungdo que representa a vulnerabilidade (inverso de robustez) do sistema junto as

fungdes objetivos do problema fisico.

Os métodos de otimizacdo sido anteriores ao advento de computadores e
calculadoras. Porém foi apds a popularizagédo destes que eles ganharam forga. O método de
solucédo adotado para o problema multiobjetivo robusto foi por meio do algoritmo NSGA-II
(Non dominated Sorting Genetic Algorithm) (SRINIVAS e DEB, 1993). Segundo Vargas
(2018), esse método € o mais amplamente encontrado na literatura para solugao de

problemas multiobjetivo.

O NSGA-Il se baseia em conceitos de cruzamento tais quais os mecanismos de
selecdo natural e genética, compreendendo parcelas randémicas, onde uma populagéo
inicial que atenda aos requisitos do problema evolui a cada iteragcdo por meio de operadores
genéticos (VICENTE, 2014). Esses mecanismos se aliam ao conceito da dominancia de
Pareto, compondo um conjunto de pontos que servira como ferramenta de tomada de
decisdo pelo projetista tendo em vista suas preferéncias e/ou limitagées de projeto para a

implementacéao pratica do mesmo.

1.2 Objetivos

O carater original desta tese se inicia com a geragdo de uma metodologia numérico-
computacional para a predicdo de vida em fadiga de sistemas dindmicos na presenga de

incertezas incluidas por meio do método dos elementos finitos estocasticos. Compondo



esse modelo esta a parte da concepcdo de um método de redugdo de modelos que
possibilite a execucdo dos processos iterativos requerido pela metodologia de maneira
eficiente em computadores pessoais, carregando as informagdes dinamicas da estrutura
nominal, com suas caracteristicas médias aliadas com a atualizagdo da base de reducao a

cada passo, evitando o recalculo do problema de autovalores.

Por fim, aplica-se uma técnica de otimizagao multiobjetivo robusta para obtengao de
um conjunto de solugbes de Pareto baseado na vida em fadiga de uma estrutura do tipo
placa sujeita a carregamentos aleatérios e incertezas em suas propriedades fisicas. Dessa
maneira espera-se gerar uma ferramenta Util para que esses testes possam ser feitos

previamente, durante as fases iniciais de um projeto estrutural. Os objetivos especificos sao:

a) Implementar um modelo de elementos finitos estocasticos baseado na técnica de
expansao de Karhunen-Loéve capaz de gerar as respostas em tensao da estrutura
no dominimo da frequéncia, na forma de densidades espectrais de tenséo (PSD);

b) Utilizar técnicas de andlise de sinais para extracao dos momentos estatisticos das
PSDs para compor o calculo que estima os indices de fadiga de cada um dos
elementos da placa, possibilitando encontrar a posicdo dos mais criticos e,
consequentemente, os mais propensos a falhar;

c) Concomitantemente com os dois passos acima, implementar uma técnica de
reducdo de modelos adaptada ao sistema estocastico, onde as caracteristicas do
sistema nominal sdo mantidas e a base é enriquecida pelas alteracbes causadas
pela flutuacdo dos parametros em cada amostra do processo iterativo;

d) Aplicar uma técnica de otimizagdo multiobjetivo robusta, gerando um conjunto de
pontos étimos onde sua sensibilidade também é otimizada. Em outras palavras, os
pontos obtidos devem ser menos suscetiveis a variabilidade gerada pelo processo
estocastico;

e) Realizar simulagbes numéricas para comprovar a eficacia da base de redugéo

proposta e obter as solugcdes de Pareto para uma estrutura do tipo placa fina;

1.3 Organizagao da tese

Apos este capitulo introdutdério, no Capitulo 1l é realizada uma revisédo sobre fadiga em
metais, comentarios sobre a origem das pesquisas relacionadas a esse fenbmeno e as
metodologias classicas de analise de fadiga uniaxial e multiaxial, aliadas com conceitos de

contagem de ciclos e acumulo de dano. Apds essas definicbes, a escolha do critério



multiaxial de Sines é justificada. Por fim, sua formulagédo para o caso de carregamentos

aleatdrios e fora de fase é apresentada.

O Capitulo Il é dedicado a modelagem estocastica para analise em fadiga, com base
no método dos elementos finitos estocasticos. Inicia-se pela revisdo das definicdes dos
campos de deslocamentos, deformacdes e tensdes, conceitos fundamentais para o calculo
das funcgdes de resposta em frequéncia e das respostas em tensdao no dominio da
frequéncia via densidade espectral de poténcia. Esses conceitos sdo todos baseados em
técnicas de analise de sinais, que também permitem a extracdo de dados estatisticos das
PSDs. Na parte final, a formulacido do método de expansao de Karhunen-Loéve e o método

de solugdo sao apresentados, gerando as respostas estocasticas do sistema.

No Capitulo IV inicia-se pela introducao das técnicas de sintese modal de
componentes. Sua aplicagao visa diminuir as dimensbes das matrizes globais do método
dos elementos finitos, carregando somente a parcela referente a uma banda de interesse. A
base de Ritz, propria para sistemas lineares com caracteristicas conhecidas, é apresentada.
Ressalta-se que sua aplicagdo requer o recalculo do problema de autovetores a cada
amostra do processo estocastico. Sendo assim, é altamente desejavel que isso seja evitado
para que se ganhe mais tempo computacional. Na parte final mais uma contribuicdo desta
tese é apresentada, que é a concepgao de uma base adaptavel as flutuagdes de parametros

e que carrega as informacdes do sistema nominal.

No Capitulo V é apresentado o método de otimizagdo multiobjetivo utilizado para a
obtencdo do projeto 6timo-robusto de uma placa fina de aluminio com base no indice de
fadiga de Sines. Uma breve introducdo aos tipos de métodos classicos e suas
particularidades é feita e o conceito de otimizacdo multiobjetivo é posteriormente definido,
seguido da metodologia de solugao adotada que, neste caso, trata-se do método Non

dominated Sorting Genetic Algorithm ou NSGA-II.

Os resultados obtidos nas simulagdes numéricas sao apresentados no Capitulo VI,
evidenciando o ganho computacional obtido pela aplicacdo das bases de redugado, os
graficos contendo os envelopes das FRFs e respostas em tensao (PSD), os valores
minimos, médios e maximos do indice de Sines para cada um dos elementos da placa e por
fim o conjunto de pontos 6timos de Pareto, possibilitando ao projetista a escolha do que

melhor se adapta as suas preferéncias e/ou necessidades.

Por fim, no Capitulo VIl as conclusbes gerais e perspectivas de trabalhos futuros

relacionados a este trabalho sdo apresentadas.



CAPITULO 11

CRITERIO MULTIAXIAL DE SINES PARA ANALISE DE FADIGA EM METAIS

Este capitulo é dedicado a revisao sobre o fendbmeno de fadiga em metais. Apés um
breve estudo sobre os processos classicos e metodologias para analise de falha e ruptura
por fadiga, o foco principal é dado aos métodos que englobam a fadiga mutiaxial. Dentre
estes métodos, que envolvem conceitos de analise de sinais e tratamentos estatisticos,
destaca-se o chamado critério de fadiga multiaxial de Sines, que leva como base amplitudes
de tensdo para estimativa de um coeficiente que indica os provaveis pontos de falha do

sistema.

2.1 Revisao sobre o fendmeno de fadiga em metais

Componentes mecanicos sujeitos a carregamentos variaveis ou flutuantes apresentam
tensdes variaveis com o tempo, podendo oscilar entre diferentes niveis. Como exemplos de
aplicagdes que envolvem esse tipo de carregamento, pode-se citar pontes, componentes
estruturais de aeronaves e eixos de automéveis. Essas e outras estruturas, quando sujeitas
a esse tipo de esforco, podem sofrer falhas sob niveis significativamente inferiores aos
limites estaticos, tais como limite de escoamento e limite de ruptura. Esse fenédmeno
recebeu o nome de fadiga, que em sua traducao original faz referéncia a sensacao de
enfraquecimento e cansag¢o do corpo humano, resultante de esforgos fisicos. Ressalta-se
aqui a importancia de se realizar calculos considerando a analise de fadiga em um projeto
de engenharia, dada a estimativa de que 90% de todas as falhas em metais sdo causadas
por esse fenébmeno (CALLISTER, 2000).



Antes de prosseguir com a teoria de fadiga em metais, € importante definir o
significado dado ao termo “falha” no presente trabalho. Segundo a definigéo classica, uma
falha ocorre quando um material ou estrutura sofre mudangas nas duas dimensdes fisicas
ou propriedades de material de modo a deixar de desempenhar a funcédo para a qual foi
originalmente projetada (DOWLING, 2007). Definido o conceito classico de falha, nota-se
sua clara e direta dependéncia de fatores diversos, como o ambiente onde o sistema opera,
do nivel de responsabilidade de sua aplicagdo, do desempenho esperado, dentre outros.
Neste trabalho sera considerado como “falha por fadiga” o momento em que uma trinca
superficial surge na estrutura, e ndo em sua ruptura, que ocorre quando o corpo sofre uma

trinca de uma extremidade a outra.

O processo de ruptura por fadiga de uma peca sujeita a carregamentos dindmicos
ciclicos passa por trés fases bem definidas: nucleagao da trinca, propagacgao lenta e fratura
subita. A estrutura fraturada apresenta uma forma bastante caracteristica, sendo facil
identificar cada uma das trés fases. A aparéncia € de uma fratura fragil, mesmo em
materiais que apresentam comportamento ductil. Isso ocorre devido a presenca de pouca ou
nenhuma deformacao plastica associada ao processo (CALLISTER, 2000). A Fig. 2.1
mostra um esquema simplificado de como € a aparéncia de uma fratura por fadiga. A Fig.
2.2 apresenta uma imagem real de uma barra de aco fraturada, onde nota-se que o inicio da

propagacao da trinca se deu na borda esquerda.

Nucleacao

<= .~ Propagacdo da Trinca
%:w; _g,.ru Ruptura Subita

3 ',... ‘ﬂ
e 1'4 3 -
" '2 5 5

Figura 2.1 — Esquema simplificado e regides de um eixo que sofreu fratura por fadiga
(adaptado de Askeland e Wright (2014))
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Figura 2.2 — Imagem real de uma barra de aco fraturada por fadiga (extraido de Budynas e
Nisbett, 2011).

A abordagem tratada neste trabalho leva em consideracdo o fendmeno de fadiga
policiclico, também chamado de fadiga de alto ciclo. Nesse tipo de processo, a falha
geralmente ocorre entre 10° e 107 ciclos. E interessante definir aqui também o conceito de
vida infinita sob fadiga, onde teoricamente a estrutura ndo sofre falha se sujeita a um nivel
baixo de tensdes. No entanto, na pratica, vida infinita implica na falha apés um elevadissimo

numero de ciclos, geralmente superiores a 10" ou 10® (LAMBERT, 2007).

Diversos métodos de analise de fadiga foram propostos ao longo dos anos, sendo
classificados em trés grandes grupos (BUDYNAS e NISBETT, 2011): os métodos de vida
sob deformacdo, que baseiam-se em curvas que relacionam a deformagéo sofrida pelo
material e 0 numero de ciclos até a falha, os métodos baseados na energia de deformacao,
que sdo bem adaptados para avaliagdo de fadiga em estruturas sujeitas a combinagdes de
carregamento de diferentes naturezas e os métodos de vida sob tensdo, que relacionam
tensdo e numero de ciclos, considerando que o surgimento da trinca ocorre em pontos
estruturais sujeitos aos maiores niveis de tensdo, sejam eles oriundos de concentracdo de

tensbes causadas por fatores geométricos ou em pontos de aplicagdo de carregamento.

Os métodos do ultimo grupo (vida sob tensio) sdo os mais apropriados para aplicagao
no presente estudo, visto que os métodos de energia sdo descartados devido ao
carregamento aplicado ser oriundo somente de uma natureza e os métodos de vida sob
deformacao carregam incertezas provenientes da necessidade de se compor varias
idealizacdes em seus calculos (BUDYNAS e NISBETT, 2011).
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2.2 Vida em fadiga uniaxial

Historicamente, os métodos de analise de fadiga estdo fortemente ligados a
experimentos repetidos e tratamentos estatisticos para estimativa de quantos ciclos um
material suporta antes de falhar ou se romper. Os primeiros estudos considerando o
conceito de limite de resisténcia a fadiga foram realizados entre os anos de 1860 e 1870 por
August Wohler, um engenheiro ferroviario alemao intrigado com fraturas repentinas e

catastréficas em eixos de locomotivas e vagodes.

Em seus estudos, Wohler desenvolveu um equipamento que realizava ensaios de
fadiga rotativa em corpos de prova com formato de viga em balango, solicitada em sua
extremidade livre de maneira a gerar um esforgo flutuante do tipo tracdo-compressao nas
fibras superficiais. Por meio de seus resultados, ele concluiu que a amplitude das tensdes
ciclicas € muito mais importante do que o valor maximo da tensao, introduzindo assim o
conceito de limite de resisténcia a fadiga e gerando os graficos tensdo-numero de ciclos
(diagramas S-N), também chamados de curvas de Woéhler (SCHUTZ, 1996; WEBER, 1999;
KOCER, 2010). Esses diagramas sdo geralmente tragados em escala semilog para que o
comportamento da curva seja mais bem visualizado, conforme pode ser visto na Fig. 2.3,
que representa o diagrama S-N obtido para um ago UNS G41300, evidenciando suas
regibes de fadiga de baixo ciclo (oligociclica), de alto ciclico (policiclica) e também as

regides de vida finita e infinita.

l«— Baixo Ciclo i Alto Ciclp ——————————»»

Vida Finita |

Vida

‘ ‘ | Infinita

Resisténcia a fadiga, S, kpsi

10" 10! 10° 10° 10* 10° 10° 107 10°
Numero de ciclos de tensdo, N

Figura 2.3 — Diagrama S-N de um ago UNS G41300 (adaptado de Budynas e Nisbett, 2011))
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Esses graficos S-N obtidos experimentalmente estdo disponiveis na literatura para

consulta, compreendendo diversos tipos de metais. No entanto, esses ensaios sao

realizados em laboratério em condigdes controladas de carregamento, umidade, presséo,

temperatura e com corpos de prova padronizados, fazendo-se necessario a aplicagdo de

fatores de corregdo para aplicagdes reais distintas. A obtencédo do limite de resisténcia a

fadiga S, para uma dada condigéo é feita por meio da multiplicacdo direta dos fatores

modificadores k pelos valores S, extraidos da curva S-N (MARIN, 1962):

S, =k k.k Kk k kS, (2.1)

Os fatores modificadores sdo (BUDYNAS e NISBETT, 2011):

a)

f)

Fator de superficie k,, depende do tipo de acabamento superficial a qual a pega foi

submetida em seu processo de fabricagdo. Os valores desse parametro sao
disponibilizados em tabelas na literatura;

Fator de tamanho k,, atua na corre¢do das dimensdes da estrutura, como por

exemplo, eixos com didmetro ou sec¢ao transversal diferentes do corpo de prova.
Seus valores sao tabelados em fungao de um diametro equivalente;

Fator de carregamento k,, corrige a aplicacdo quando o tipo de solicitagdo €&

diferente da utilizada no ensaio. Seus valores tipicos sdo 1 para flexdo (ensaio
padréo), 0,85 para esfor¢o axial e 0,59 para torgéo;

Fator de temperatura k,, corrige o efeito acarretado pela diferenga de temperatura

entre 0 ensaio e a aplicacdo real da peca. Seus valores sado calculados por
equacgdes presentes na literatura;

Fator de confiabilidade k., leva em conta fatores estatisticos, necessarios devido ao

espalhamento de dados dos ensaios. Conforme a responsabilidade da aplicacéo e o
consequente aumento da confianga, os valores tabelados desse coeficiente
decrescem. Por exemplo, para 50% de confianga seu valor é 1 e para 99% passa a
ser 0,814.

Fator de efeitos diversos k,, inserido quando ocorre redugdo do limite de resisténcia

devido a fatores tais como corrosdo, chapeamento eletrolitico, pulverizacdo de

metal, frequéncia ciclica, microabrasao, interacao estrutural, dentre outros.
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Ap6s a corregao do limite de resisténcia a fadiga, ja se torna possivel a aplicagao de
um critério de fadiga. Em um primeiro momento, serdo apresentados os métodos uniaxiais
mais aplicados e aceitos na literatura, para que depois seja feita a extensdo para os

métodos multiaxiais de interesse deste trabalho.

Se a tensdo gerada for de média nula, a aplicacdo de um critério de fadiga se da
diretamente pela comparagéo desta com o valor obtido na Eq. (2.1). No entanto, na grande
parte dos casos, a tensdo atuante nao é de média nula, definindo o que se chama de
tensdes flutuantes. Os métodos uniaxiais tradicionais para esses casos apresentam
equagdes que geram superficies e linhas delimitando uma zona ou banda na qual é possivel
afirmar que a estrutura resiste a fadiga. Os trés métodos classicos mais apresentados na
literatura sédo os critérios de falha de Gerber (1874), Goodman (1890) e Sodeberg (1930).

Suas expressoes analiticas sdo apresentadas nas Egs. (2.2) a (2.4), respectivamente:

2

no no

4| = =1 2.2
Se [ Sut j ( )
o, O 1
—a 4 __m_ __ 2.3
Se Sut n ( )
o, o 1
%a  Im _ 1 (2.4)
S, S, n

onde o, € o valor da tensdo alternada, o, € o valor medio de tensdo, S,€é o limite de
resisténcia mecénica,Syé o limite de escoamento do material e n é o coeficiente de

seguranga.

A Fig. 2.4 representa graficamente as trés regides delimitantes das bandas geradas
por cada critério. Nota-se que o critério que leva em consideragao o limite de escoamento
(Sodeberg) é, entre os trés, o mais conservador, enquanto que o de Gerber apresenta um

formato semieliptico e € o menos conservador entre eles.
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Ainda sobre os critérios uniaxiais € importante citar a lei de Palmgren-Miner, também
conhecida como lei de dano cumulativo de fadiga. Sua aplicagédo é necessaria quando o
carregamento a qual uma estrutura esta sujeita ndo é uniformemente distribuido ao longo do

tempo, ou seja, apresenta diferentes niveis (KOCER, 2010).

S ====(Garber
~ee = = Goodman
e ——Sodeberg

Tensdo altemante o

Tensdo media o

Figura 2.4 — Regides delimitadas pelas expressdes dos trés critérios de fadiga uniaxial

A lei de Palmgren-Miner surgiu da combinagdo das teorias propostas por Palmgren
(1924) e Miner (1945). O dano total D sofrido por uma dada estrutura é calculado pelo

seguinte somatoério:

D:iazin/ (2.5)

i i=1 i

Z

onde D, s&o os danos causados por n, ciclos de tensdo de amplitude o, € N, é o nimero

de ciclos onde a ruptura ocorreria sob uma tenséo o, .

A aplicagao da Eq. (2.5) é trivial quando se conhece o histérico de tensdes no dominio
do tempo. Apesar disso, existe o fato inconveniente de nao se levar em conta a ordem de
aplicagdo dos carregamentos. Existem alguns outros métodos que consideram essa ordem,

mas para estudos considerando carregamentos aleatérios, eles perdem eficacia. Nestes
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casos, podem ser aplicados métodos de contagem de ciclos, conforme apresentados e
descritos pela ASTM (1985). O método de contagem mais utilizado € o método Rainflow
(MATSUISHI eDie ENDO, 1968), que consiste na transformacdo de um conjunto de tenstes
flutuantes em um conjunto simplificado de dados de inversdo de tensbes. Esse método
possui facil implementagdo computacional e gera valores de tensdes que podem ser

somados de maneira direta por algum método de acumulo.

Ap6s introduzir de maneira resumida os principais métodos de andlise de fadiga
uniaxial, pode-se agora apresentar o quesito maior de interesse desse capitulo: os métodos

de analise de vida em fadiga multiaxial.

2.3 Vida em fadiga multiaxial

Em situacbes reais ou simulagdes mais fidedignas, o estado de tensbes gerado por
carregamentos ciclicos aleatorios possui dire¢gdes de tensdes principais que variam com o
tempo, dependendo do ciclo de carregamento e as préprias tensdes principais podem nao
ser proporcionais as outras tensdes (RAMOS, 2014). Tensdes binarias causadas por um
fluido num tubo, tensbes combinadas de flexdo e torcdo em eixos e flexdo de placas em
mais de um eixo sdo exemplos de aplicagbes que apresentam carater multiaxial de tensées
(DOWLING, 2007).

A importancia do tépico introdutério sobre fadiga uniaxial € que, a diferenca entre as
abordagens uni e multiaxial esta na tensao utilizada na comparagdo com as propriedades de
resisténcia do material. No estado uniaxial de tensdes utiliza-se diretamente a tensado
alternante para verificagdo da vida em fadiga. Ja para o estado multiaxial, sdo usadas
tensdes equivalentes para comparagdo com os limites de resisténcia. Os métodos mais
conhecidos usam as tensdes de Tresca e Von Mises, tensdo principal maxima, invariantes
de tensédo e planos criticos para essa analise. Quando aplicado o método, essas tensées
sao chamadas de variaveis de contagem, permitindo o uso de alguma técnica de contagem

e depois a aplicagcdo de uma lei de acumulo de dano.

Dado o carater experimental da obtengéo das propriedades de resisténcia a fadiga de
metais, salienta-se que os dados obtidos por experimentos similares aos de Woéhler ndo séo
aplicaveis a analise de fadiga multiaxial ndo-proporcional. Para este caso estdo disponiveis
outros limites de resisténcia, obtidos por outros tipos de ensaio. Dentre estes, os principais

limites sdo:
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a) Limite de fadiga em tor¢ao alternada simétrica ¢ ,;
b) Limite de fadiga em trag@o alternada simétrica f ;
c) Limite de fadiga em torgéo repetida ¢, .

d) Limite de fadiga em tragéo repetida f.

A execugdo de experimentos sempre carrega erros e incertezas que se propagam ao
longo dos testes e processamento de dados. Lambert (2007) reforca que esses valores
podem carregar até 10% de variagdo em torno das médias disponiveis na literatura. Sendo
assim, deve-se tomar cuidado em sua aplicagdo em situagbes que envolvem alta

responsabilidade.

Com o valor da tens&o equivalente e dos limites de resisténcia em maos, a aplicacéo
dos métodos multiaxiais, em sua maioria, se resume a estimativa de um coeficiente D a ser

comparado com um valor critico De, que por vezes é apresentado como um valor unitario. A
condigéo D:q(a, f_1,f';,,t_1,...)2 D, indica falha da peg¢a enquanto que uma condi¢éo
D= q(a, f_1,f0,t_1,...) <D, indica a ndo falha. Um histograma de comparagdo entre os

meétodos uniaxiais € multiaxiais € apresentado na Fig. 2.5.

s ‘\ -
Historico de Carregamento Histarico de Tensdes
/() , o(1)

Estado Uniaxial Estado Multiaxial
b "
-
[ Contagem de Ciclos } Determinacao de
Tensao Equivalente J
k. L

Limites de Resisténcia
L dyet e

L 1

‘ Lei de Actmulo de Dano ]

Critério de Fadiga
Uniaxial Critério de Fadiga
/ J Multiaxial
L Falha ] [Néo Falha ] l D=glo.f \ fyt o) 2 D2
Sim Nao
[ Falha Nao Falna |
. kS

Figura 2.5 — Comparagao entre métodos uniaxiais e multiaxiais (adaptado de Lambert
(2007))
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Lambert (2007) resumiu em seu trabalho os quatro tipos principais de abordagem dos

critérios de fadiga multiaxiais. Sao eles:

a)

Critérios empiricos: as tensdes equivalentes aplicadas sdo as de Von Mises ou
Tresca, obtidas através de um numero elevado de ensaios de fadiga. Esses
critérios usualmente geram predi¢cdes de vida em fadiga excelentes, porém,
somente para as condigbes de carregamento para os quais foram elaborados.
Considerando a complexidade dos carregamentos aleatdrios que serdo
utilizados neste trabalho, os critérios empiricos se tornam inviaveis.

Critérios de energia: baseiam-se na energia transmitida durante a excitacao do
sistema, sendo elas deformacgdes elasticas e plasticas e dissipagdes em forma
de calor. Esses critérios sdo mais bem adaptados a fadiga de baixo ciclo e a
aplicagdes termomecanicas, devido ao nivel de deformagao plastica envolvido
(CHARKALUK et al., 2002). Como dito anteriormente, nesse estudo somente o
dominio de alto ciclo é de interesse. Dessa maneira esses critérios ndo sao
aplicaveis.

Critérios do tipo plano critico: sdo os mais utilizados na atualidade. Adotam
como planos criticos os pontos onde a ocorréncia de fadiga € mais provavel,
decompondo o tensor tensdo em sua diregdo e gerando um trajeto de
carregamento que deve ser analisado para determinagdo do coeficiente de
comparacao. Esse tipo de critério € bem adaptado quando o carregamento é
proporcional como, por exemplo, quando ocorre flexao e tor¢ao em fase.
Critérios de abordagem global: utilizam invariantes de tensdao como variaveis
de comparacao. Esses critérios se mostraram como os mais adaptados para o

caso de carregamentos nao-proporcionais ou fora de fase.

2.4 Escolha do critério de fadiga multiaxial

A escolha do critério de Sines (1959) para aplicacdo neste trabalho se deu

primeiramente devido a necessidade da inclusdo da nao-proporcionalidade passivel de ser

gerada na presenga de carregamentos aleatorios. Ressalta-se que o critério de Sines é

notavelmente um critério de abordagem global, mesmo assim apresenta algumas

caracteristicas semelhantes aos critérios de planos criticos, adotando o plano octaédrico

como plano de cisalhamento maximo e considerando a pressao hidrostatica em seus
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calculos. A variavel de comparagao do critério de Sines € o segundo invariante do tensor

desviatério de tensdes (J,).

Apesar disso, a escolha do critério de Sines ndo se deu somente por se encaixar bem
nas caracteristicas da estrutura em analise. Os estudos de Weber (1999) compararam
diversos métodos multiaxiais do tipo plano critico e de abordagem global, visando mostrar
quais sdao melhores em termos de resultados em diferentes intervalos de precisdo: entre -
40% e +40% de variacao, entre -2% e +2%, -40% e +2%, -2% e +40%, nomeando cada um
de acordo com seu tamanho. A tabela 2.1 sumariza os resultados desse experimento,

classificando os métodos de maneira decrescente em fungcdo dos valores da categoria

“justo”.
Tabela 2.1 — Resultados dos ensaios de validagéo dos critérios de fadiga multiaxiais
obtidos por Weber (1999)
Numero de ensaios no intervalo referido
criterio ¢ [2%.+2%]  [40%+2%]  [-2%.+40%]
ensaios [-40%,+40%)]
“justo” “nao-conservativo” “conservativo”
Fogue 233 232 52 (22,3%) 90 (38,9%) 81 (34,8%)
Sines 233 231 47 (20,2%) 99 (42,5%) 85 (36,5%)
Froustey 233 224 46 (19,7%) 73 (31,3%) 105 (45,1%)
Dang Van 233 232 45 (19,3%) 115 (49,4%) 72 (30,9%)
Papadopoulos 233 232 45 (19,3%) 130 (55,8%) 57 (24,5%)
Deperrois 233 232 44 (18,9%) 100 (42,9%) 88 (37,8%)
Robert 233 232 44 (18,9%) 92 (39,5%) 96 (41,2%)
Matake 233 227 40 (17,2%) 96 (41,2%) 91 (39,1%)
Crossland 233 230 28 (12,0%) 180 (77,3%) 22 (9,4%)

Os trés primeiros critérios melhor classificados nos ensaios de Weber (1999) sao de

abordagem global. O critério de Fogue apresentou resultados melhores que o de Sines, mas
requer trés limites de resisténcia a fadiga em sua formulagdo, resultando em mais erros e
incertezas para o modelo computacional. Nesse caso, a formulagao proposta por Sines
(1959) é mais desejada, visto que necessita de apenas dois limites de resisténcia e, com
algumas simplificagdes, pode depender de apenas um. Além disso, sua formulagao é mais

simples, proporcionando calculos mais rapidos, o que é de extrema importancia na
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execugao de modelos de predigdo de vida em fadiga de sistemas estocasticos de interesse

deste trabalho.

2.5 Formulagao do critério de Sines para carregamentos aleatérios nao-proporcionais

Sines (1959) propds um critério de fadiga baseado no segundo invariante do tensor

desvio de tenséao (JZ), adotando o plano octaédrico como plano de tensbes maximas. Sua

formulacao visa calcular o coeficiente Dg,.. que, sendo inferior a unidade, indica nao-falha

Sine:
do sistema. Além do J,, em casos onde a tensdo é repetida (tensdo média diferente de
zero), a média da pressao hidrostatica p,, (t) também é levada em consideragdo. O critério

em sua formulagcdo completa utiliza somente duas propriedades de resisténcia a fadiga

multiaxial: t ;e f,:

J,. +ap,,(t
DSines = 22 taph,d( ) (26)
1

onde «/Jz,a € uma estimativa da raiz quadrada do segundo invariante do tensor desviatorio

3t (S, +f,)
fjsut

_o,+0,+0,

-6 e Phig (t)_ 3

de tensao, o =

O carregamento aleatério que sera utilizado para andlise de fadiga neste trabalho é do
tipo ruido com média zero. Nesse caso, sua densidade espectral de poténcia é igual a um

valor constante correspondente ao seu nivel de energia (BENDAT e PIERSOL, 2010).

Dessa maneira, pode-se considerar p,, (t):O e o problema recai na estimativa de ,/Jzya
que passa a depender apenas da propriedade t ,. A Eq. (2.6) apresentada anteriormente

pode ser reescrita da seguinte forma:

D. =XN"2a (2.7)
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Segundo Boresi et al. (2011), o segundo invariante do tensor desviatério pode ser

calculado por meio da seguinte expressao analitica:

NAGE ,/%d(t).d(t) (2.8)

onde d(t) € o tensor desvio de tenséao.

Se o carregamento for bem conhecido, apresentar proporcionalidade e estiver em

fase, a estimativa de /J,, se d& de maneira direta:

\/E = \/% |:(O-x,a ~Oya )2 + (O-y,a ~O0za )2 + (Uz,a ~Oxa )2 +6 (Txy,a + Tyza +7yza )2:| (29)

onde o;, e 7;, sdo os valores estimados para as tensdes normais e cisalhantes.

Segundo Lambert et. al (2010), o equacionamento apresentado na Eq. (2.9) pode ser

simplificado de modo que os termos presentes na raiz quadrada sejam decompostos num

espago euclidiano reduzido de cinco dimensées D(t)=[D;(t),D,(t),D,(t),D,(t), Dy (t)].

onde:
D (t):?[ax ()-10, (t)—%az(t)j (2.10.2)
D,(t)= 50, ()~ 50 (1 (2.10.b)
D, (t)=1, () (2.10.0)
D, (t)=1,,(t) (2.10.d)

D, (t)=1,(t) (2.10.e)
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Introduzindo as Egs. (2.10) na Eq. (2.8) tem-se:

Ja (8) = D7 (6)+ D2 (1) + DZ (1) + D7 (1) + D (1) (2.11)

Da mesma maneira, para um carregamento proporcional e em fase, chega-se a

seguinte relagao:

JJoa =D, + D3, + D2, + D2, + D2, (2.12)

A aplicagdo da Eq. (2.12) ndo vale para o caso de um carregamento ndo proporcional

ou fora de fase (BERNASCONI, 2002). Sendo assim, € necessario utilizar outros métodos
para a estimacéo de \/E como por exemplo o método de Bin Li e Freitas (2002). Esse
método assume que o trajeto de carregamentos periodicos € descrito por uma curva
fechada e esta circunscrito em uma elipse de semi-eixos R, e R,. Segundo essa
abordagem, o valor de\fg € dado pela Eqg. (2.13). Os caminhos de um carregamento

proporcional e outro nao proporcional e a elipse minima que circunscreve esses

carregamentos sao apresentados na Fig. 2.6.

\/E;/RﬂRg (2.13)

Ainda assim, o método de Bin Li e Freitas (2002) nao é aplicavel a Eq. (2.11) da

maneira como foi formulado e apresentado, pois engloba apenas um espago bidimensional.
O espago em cinco dimensdes introduzido para a estimativa de ,/J,, necessita de outro
tipo de trajeto de carregamento. Neste contexto, Khalij et al. (2010) propuseram um método
que assume que o trajeto do carregamento € descrito pelos semi-eixos de uma casca

prismatica de tamanho maximo, em que os caminhos das tensdes geradas por

carregamentos ndo proporcionais podem ser melhor representados e levados em conta na

estimativa de «/Jz,a (RAMOS, 2014).
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Circulo minimo Trajeto de carragamento
R _— ~— ndo proporcional

Elipse circunscrita minima

~_ -
Trajeto de carregamento
proporcional em fase

Figura 2.6 — Elipse minima cujo carregamento esta circunscrito, segundo a teoria de Bin Li e
Freitas (2002) (adaptado de Lambert (2007))

O método da casca prismatica (KHALIJ et al., 2010) permite a aplicagao da Eq. (2.11)
para uma estrutura sujeita a carregamentos nao proporcionais e fora de fase, podendo ser
reescrita em termos das dimensdes da casca prismatica que contém o ftrajeto do

carregamento, o que faz com que o problema recaia no calculo dos semi-eixos

R (i=1,..5):

1

Moo =RZ+RE+ R+ R? + R? (2.14)

A presenca de carregamentos aleatérios na estrutura faz com que a estimativa direta
do coeficiente de Sines nao seja mais coerente, sendo necessario o calculo de sua

esperanca matematica E[D

Sines

]. Neste caso, a esperanga matematica do indice de fadiga

de Sines de uma estrutura sob carregamento aleatério com média nula pode ser estimado

pela seguinte relagao:

:M (2.15)

E [DSines ] t
1
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onde: E[\[J,, |~ |[E[R? |+E[R:|+E[R: |+E[R?|+E[R?] (2.16)

Sob as condi¢des descritas anteriormente, os eixos R, do prisma no espago de cinco

dimensdes podem ser determinados estatisticamente conforme as etapas apresentadas a

seguir, propostas por Lambert et al. (2010).

Sejam D (t) as componentes do vetor D'(t), linearmente associado a D(t) através
da relagdo de transformagéo ortonormal D'(t)=P,D(t), onde P, € R> pode ser obtida
através dos autovetores da matriz de covariancia V[D(t)]. Dessa maneira cada um dos
cinco processos D;(t) pode ser interpretado como uma projegdo nos eixos principais de

carregamento de D(t).

Um processo estacionario e Gaussiano é caracterizado por um conjunto de valores

estatisticos chamados momentos espectrais (BENDAT e PIERSOL, 2010). Um momento

espectral de ordem m, de um processo geneérico ¢, (a)) € denominado 4,,:

b= [ o (@) deo (2.17)

Seja entdo, X, (t)=D;(t)-E[D]] um processo aleatério Gaussiano de média zero e
momentos espectrais 4, (D,) Dentre as caracteristicas do processo, define-se também
N(aO,O,T) como sendo o numero de passagens pelo nivel «, no intervalo [O,T] com

calculo mostrado na Eq. (2.18), T,(«,) é o tempo do primeiro cruzamento no nivel «, e

R, =max X, (t) o valor maximo alcangado por X; no intervalo [0, T].

N(QO’O’T)Z%\/%eXp[_Z_;:J (2.18)
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A probabilidade de que o valor maximo atingido no intervalo [0,7] nao exceda o dado
nivel «, pode ser calculado pela seguinte expresséo:

PR, <a,]=P|T,()>T |=P[N(a,0,T)=0] (2.19)

Utilizando as definigbes acima e a Eq. (2.18) formula-se a Eq. (2.20):

T [ | %
E[N(aO,O,T)]_Zﬁ\/ZJeXp( 2)LOJ']_NOJeXp[ 2101,] (2.20)

onde N,, € o numero de cruzamento por zero com inclinagéo positiva:

N, = I | (2.21)

2r Ao,

Preumont (1985) prop6s que a distribuicédo de probabilidade A, (ep) Que melhor se

adapta a forma apresentada na Eq. (2.20), € uma distribuicdo de Gumbel:

Py (a,)=exp [— exp [%D (2.22)

A adocgao da distribuicido de Gumbel para esse tipo de analise assume que o
cruzamento por um dado nivel ocorre segundo um processo Markoviano, ou seja, os
estados anteriores sédo irrelevantes para a predicdo dos estados seguintes, desde que o

estado atual seja conhecido. Os valores que caracterizam a distribuicdo de Gumbel sédo seu
modo 4, e sua dispersdo pf;, calculados pelas relagbes (2.23), onde «,e «k, S&o
parametros de largura de banda obtidos pelas Egs. (2.24), fungéo do fator irregularidade ¢,

proveniente da Eq. (2.25):
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2In (N, ) (2.23.a)
1
R — (2.23.b)
2In(x,N,,)
1 185
5(1 10, <0.5 (2.24.3)
0 94 5,- 20,5
76,6, <0,5 (2.24.b)
4,05,5, >0,5
2
8 = (1 ar J (2.25)
Aoitai

As propriedades da distribuicdo de Gumbel permitem a formulagcdo das seguintes

expressées para a média e variancia de R;, conforme as expressdes seguintes, sendo

i

y = 0,57721 a constante de Euler-Mascheroni:

E[R, 1=\, (4 +18) (2.26)
VIR ]= 2, (ﬁ’g ) (2.27)

A caracterizagéo estatistica de [J,, = Jmf +R2 + N2 + R, +RE pode ser feita por

meio das propriedades estatisticas dos semi-eixos R;, ao se considerar que cada uma

delas nao é correlacionada. Primeiramente, estimam-se os dois primeiros momentos

estatisticos (média e variancia) de (,/3,, )2:

E[3,,|=E| R} |+E[R] |+ E[ R |+ E[ R} |+ E[ %] (2.28)

V[3,. |=V[ R} |+ V[ RS |+ V[ R: |+ V[ R ]+ V[9: ] (2.29)
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Por meio das definicbes de variancia e da nao correlagcéo entre as variaveis aleatorias

€ possivel escrever as seguintes relagdes:

E[®?]=E[R] +V[R] (2.30)

v[m,?}zs[(m,?—E[mf})z}lz‘[m;‘]—lz‘[mf} (2.31)

4
i

Das equagdes acima, somente E[‘ﬁ } € uma incégnita. Pode-se formular a Eq.

(2.32) aplicando-se a definigdo das propriedades estatisticas de varidveis aleatorias
(BENDAT e PIERSOL, 2010):

E[®!]= Tm;‘dei
= (2.32)
&

=4E[R,| xv[m,]+%v[m,]2 +482, YO E[r ]xV[,]
T

3/2

onde ¢, =1,20206 € a constante de Apery.

De maneira similar a Eq. (2.32) acima e assumindo que a variavel aleatdria 4/32@

também apresenta uma distribuicdo de probabilidades seguindo a lei de Gumbel por ser

uma combinacao dos ‘R, , pode-se escrever a seguinte expressao:

E[ 33,

|
I
I
m
1
ﬁ
N
Q
1
N
<<
1
()
N
Q
1
N
c"'||\>
<
1
'
N
Q
1
N

(2.33)
e, el i v 5"

Seguindo as definicdes das expressdes de média e varidncia, pode-se escrever:
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E[%.]=E[32.] -V[32.] (2.34)

V[ {320 |=E[3,0]-E[ (3.0 | (2.35)

Substituindo as Egs. (2.34) e (2.35) na Eq. (2.33) formula-se a Eq. (2.36), que possui

como unica incégnita o valor EH‘?“ } .

E[30 ] +V[3,0)-4E[ 320 ] (E[sza] -E[ 7., ]Zj
—2—52(E (320 ]-E|[ 30 sz (2.36)
48z, Y8 E[ 7. ](E[:;Za]— E[ 3., T)w -0

72.3

A solugéo da Eq. (2.36) pode ser obtida por meio de um método numérico, permitindo

a estimativa do valor de E[«/Jza] Junto com a variancia calculada pela Eq. (2.35), &

possivel caracterizar o processo aleatério do segundo invariante do tensor desviatério. Com
esse valor calculado, pode-se aplica-lo a Eq. (3.20), completando a estimativa da esperanca

matematica do coeficiente de Sines.

No capitulo seguinte, € mostrada a formulagado do método de elementos finitos que
visa a obtencdo de respostas em tensdo no dominio da frequéncia via densidades
espectrais de poténcia (PSD). Por meio da aplicacao dos conceitos da teoria de analise de
sinais, € possivel extrair os valores dos momentos espectrais necessarios para os calculos

apresentados anteriormente.



CAPITULO 11l

MODELAGEM ESTOCASTICA DE PLACAS FINAS PARA ANALISE DE FADIGA
NO DOMINIO DA FREQUENCIA

O equacionamento para modelagem estocastica de placas finas por meio do método
dos elementos finitos é apresentado neste capitulo. Primeiramente é feita uma breve revisao
sobre a formulagdo das matrizes deterministicas empregadas nos calculos dos campos de
deslocamento, deformacéo e tensdo da placa. Posteriormente é apresentado o método para
se obter as respostas dinamicas em tensado do sistema no dominio da frequéncia, em
termos de densidades espectrais de poténcia (PSD). Como citado no capitulo anterior, as
PSDs sao utilizadas na estimativa dos momentos espectrais envolvidos no calculo da
esperanca matematica da raiz quadrada do segundo invariante do tensor desviatorio de
tensdo. Apds o desenvolvimento do método deterministico, a teoria é expandida para o
dominio estocastico, onde a espessura e outras propriedades da placa podem ser
consideradas variaveis aleatérias. Para isso, as incertezas sdo incluidas de forma
paramétrica no modelo através dos elementos finitos estocasticos, afetando diretamente a
integracdo das matrizes de massa e rigidez do sistema, onde os campos aleatoérios séo

discretizados via expansao de Karhunen-Loéve.

3.1 Modelagem deterministica de placas finas para analise de tensdo no dominio da

frequéncia

O elemento de placa fina adotado neste trabalho para composi¢cdao do método dos
elementos finitos é retangular e composto por quatro nés, sendo um em cada extremidade.

Cada no possui cinco graus de liberdade, sendo dois deslocamentos no plano da placa
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(Up.¥,), um deslocamento transversal (w,

0) e duas rotacées das se¢des transversais

(QX,Qy). A Fig. 3.1 mostra um esquema simplificado desse elemento de dimensdes a e b,

bem como os eixos XYZ adotados, os nés e os graus de liberdade.

Figura 3.1 — Representacao simplificada de um elemento finito de placa fina retangular

A formulagédo proposta por Kirchhoff para modelagem de placas finas deve seguir
quatro hipdteses cinematicas primordiais para simplificar o problema (REDDY, 1997). A
primeira hipétese assumida € que as linhas retas perpendiculares a superficie média
indeformada (linha neutra) permanecem retas e perpendiculares apés a estrutura sofrer
deformagdo. A segunda diz que as normais transversais ndo sofrem alongamento, ou seja,
s&o inextensiveis. Apesar disso, elas podem sofrer rotagdo de maneira que ndo quebrem a
primeira hipotese. As duas Ultimas hipdteses sdo que a espessura da placa deve
permanecer constante durante o processo de deformacgéo e que os deslocamentos atingidos

s&o muito pequenos em relagéo as dimensdes da placa.

A interpretagdo das duas primeiras condi¢bes leva a conclusédo de que o
deslocamento transversal € independente da coordenada ftransversal (ao longo da

espessura) e, portanto, a deformagdo normal nessa direcdo é zero (gZ:O)e as

deformacgdes cisalhantes s&o nulas (7/xz =07, =0). Por meio dessas implicagbes aliadas

com as outras duas condi¢ées e com o fato da placa ser assumidamente fina, pode-se

concluir que o sistema se encontra em um estado plano de tensées.
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Apos a deformagéao, segundo as hipoteses de Kirchhoff, a placa deve se apresentar de
maneira semelhante ao corte apresentado na Fig. 3.2, que representa o comportamento de

uma linha paralela a superficie da placa.

Figura 3.2 — Comportamento dos campos de deslocamento da placa fina segundo hipoteses
de Kirchhoff (adaptado de Faria (2006))

Segundo Reddy (1997), os campos de deslocamento nas trés dire¢des principais XYZ,

seguindo as hipoteses apresentadas anteriormente, sao:

u(x.y,zt)=uy(xy,t)+z6, (3.1.a)
v(xy,zt)=v,(x,y.t)+ 20, (3.1.b)
w(x.y,zt)=w, (x,y.t) (3.1.¢)
0 Y.t ow, (x,y,t) . - .
onde 6, :% e o, :% sdo as rotacdes em relagdo aos eixos x e vy,
X y
respectivamente.

Nesse caso a adocdo de uma notacao vetorial torna mais facil o equacionamento do

problema. Sendo assim, € desejavel agrupar as Eqgs. (3.1) em um vetor de campos de

deslocamento U(x,y, z,t) , funcao das trés dimensdes x,y,z da placa e do tempo t:

u(x,y,zt)
U(x,y.zt)=1v(xy,zt) (3.2)
w(x,y,zt)
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Considerando-se as hipdteses que implicam em um estado plano de tensdes e
negligenciando-se as deformagbes na diregdo transversal, os campos de deformacgéo
podem ser calculados por meio das seguintes relagées (TIMOSHENKO e GOODIER, 1951):

v 3.3.a
&= (332)
ov
v 3.3.b
g,V ay ( )
ou ov
= 2 3.3.
Vxy oy ox (3.3.c)

Novamente para facilitar o equacionamento, é conveniente agrupar esses campos em

forma vetorial. Introduz-se aqui a matriz D de diferenciais do sistema:

£ o/ ox 0 Ofllu

X

gx,y,z,t)=1¢, r=| 0 d/oy 0|Jv =DU(x,y,zt) (3.4)

y

Yy oloy odlox 0Of|lw

u
onde nota-se que os termos {v; estdo sem a indicacdo explicita da dependéncia
w

geomeétrica e temporal (x, y,z,t) para simplificagdo das notagdes. Ressalta-se que, na
sequéncia, por vezes o vetor U(x,y,zt) também podera ser notado U assim como as
componentes do deslocamento (u0 CAZINACSAINA (X,y,t)) podem aparecer

simplesmente como (u,,V,,w, ).

Na sequéncia, a adogao de fungdes de forma para aproximar os campos U(x,y,zt)

se faz necessaria. Essas fungdes representam o comportamento das variaveis de campo
em cada elemento finito. Segundo Faria (2006), os campos de deslocamentos devem
apresentar continuidade nos nés e nas fronteiras dos elementos para que esse modelo

baseado na teoria de Kirchhoff seja aplicavel no método dos elementos finitos. Para garantir
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esse aspecto, as fungcbes de forma escolhidas devem apresentar as primeiras derivadas

continuas.

Devido aos fatos citados no paragrafo anterior, a adog¢ao de fungdes polinomiais é a
melhor escolha para esse caso, pois possuem a garantia de continuidade e a facilidade de
diferenciacéo e integracdo. Devido as incdgnitas nodais, serdo adotados polinbmios de grau

dois para os deslocamentos (u,v) no plano da placa e de grau quatro para o deslocamento
transversal (w) sendo que as rotagcdes sado obtidas por meio de diferenciacdo. As

equagbes a seguir mostram as fungdes de interpolagdo escolhidas para o processo de
integracado das matrizes elementares:

N,(x.y)=[1 x y xv] (3.5.a)
N, (xy)=[1 x y xy] (3.5.b)
N,(xy)=[1 x ¥y x> xy y> x> x2y xy? y* x3% xy?| (3.5.c)
N, (x,y)=[0 1 0 2x y 0 3x* 2xy y*> 0 3x% y?] (3.5.d)
N, (xy)=[0 010 x 2y 0 x* 2xy 3y* x* 3xy?| (3.5.e)

De maneira conveniente, é possivel escrever as fungdes de forma N(x,y) na seguinte

forma matricial de dimensodes elementares 5 x 20:

N, (X’Y) 0., 12
0,, N, (X’Y) 0,
N(X’Y)Z 0., 0., N, (X’y) (3.6)
0., 0., Nex (X,Y)
i 0,, 0, Ney (X1Y)_

O vetor de deslocamentos nodais U(x,y,z,t) apresentado na Eq. (3.2) pode ser

aproximado por ﬂ(x, Y, z,t) por meio das funcdes de forma:
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U(x,y,z,l‘)zLAl(x,y,z,t)=A(Z)N(x,y)ue (1) (3.7)

10
onde A(z) =0 1 e o vetor dos deslocamentos mecanicos nodais contendo os
00

-~ O O
O O N
O N O

dados de deslocamentos elementares de cada grau de liberdade em cada né € dado por:

GO=[(), o), W), @), (6), ~ W), W), W), @), ()] @8

O vetor de campos de deformagcao apresentado na Eq. (3.4) pode ser

convenientemente reescrito da seguinte maneira:
&(xy,zt)=B(x,y,z)u,(t) (3.9)
onde B(x,y,z)=DA(z)N(x,y).

A aplicagao da lei de Hooke generalizada (BORESI et al., 2011), estabelece que a
relacdo entre deformacdo e tensdo se da por meio da multiplicacdo pela matriz dos
coeficientes elasticos, dependentes do material e de sua orientacao cristalina. Para o caso
de materiais isotrépicos, a matriz de coeficientes elasticos é funcdo do moddulo de

elasticidade E e do coeficiente de Poisson v :

£ 1 v 0
H=r—|v 1 0 (3.10)
00 (1-v)/2
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A aplicacéo da lei de Hooke resulta no vetor de tensdes:
GX

a(x.y,zt)=40,  =He(x,y,z,t) =HB(x,y,z)u, (t) (3.11)
Txy

O equacionamento que representa o movimento do elemento de placa retangular pode
ser obtido por meio da aplicacdo das equagbes de Lagrange (RAO, 2010). Para isto, as
expressoes das energias de deformagao e cinética do elemento sdo formuladas com base
nas deformagdes e tensdes, expressas pelas Eqgs. (3.9) e (3.11). As matrizes de massa e

rigidez sdo calculadas por meio das seguintes integrais:
T
M = [ oN(xy) N(x,y)dV, (3.12)
K = [By(x.y) HBy (x.y)dV, (3.13)

onde o superindice (e) indica que as matrizes sdo elementares, V, € o dominio volumétrico

de integragdo do elemento finito e By(x,y) € uma matriz que engloba o processo derivativo

das fungdes de forma em relagéo as coordenadas (x,y). Essa matriz é escrita da seguinte

forma:
MNg o0 0 0 0
0 0“%, 0 0 0
By (x,y)= Ty e O 0 0 (3.14)
NX V)= 0 o oM N, N, )
ox? Ayz (6%
02N, 02N, 02N,
0 0 Mg T TN
0 0 M y/x 0N, % N, /My_
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As matrizes globais de massa e rigidez sdo obtidas pela concatenagdo das matrizes
elementares, observando as regras de conectividade dos nés e dos graus de liberdade
(MOAVENI, 1999). A Eq. (3.15) descreve o movimento do sistema ndo-amortecido no

dominio do tempo:

Mui(£) + Ku(t) = (¢) (3.15)

onde M= (| M K= U K® f(t) € o vetor dos carregamentos externos e u(t)é o

n°elem. n°elem.
vetor dos deslocamentos do sistema global, ou seja, contéem os valores dos u, (t) de cada

elemento.

Uma vez obtidos os deslocamentos u(t) do sistema por meio da Eq. (3.15), é

possivel determinar a resposta em tensdo no dominio do tempo fazendo uso da Eq. (3.11).
Neste caso, se a estrutura for carregada por uma excitacéo harmoénica da forma f (t) =Fe'",

a resposta gerada também sera harménica na forma u(t):Ue"”t. Para uma representagéo

mais fiel a realidade, adiciona-se um amortecimento estrutural C & equag¢do do movimento.
Originalmente apresentada no dominio do tempo, a Eq. (3.15) é transformada em uma
equacao algébrica no dominio da frequéncia da seguinte forma (RAQO, 2011):

[K+ joC — »*M]Ue’* =Fe’™* (3.16)

Isolando o médulo da relagdo entre deslocamento e for¢a externa obtém-se a

expressao da fungéo de resposta em frequéncia (FRF) G(a)):

(3.17)

6(0)

Y
F|  [K+ joC—w?M]

A andlise de tensdes no dominio do tempo para caracterizagéo do processo de fadiga
€ um método bastante oneroso computacionalmente pois, primeiramente, faz-se necessario

0 armazenamento de uma grande quantidade de dados e histéricos de tensdes. Além disso,



36

0 pos-tratamento desses dados para analise numérica requer a avaliacdo de algumas
integrais de convolugao (LAMBERT, 2007). Esses fatores aliados com a aleatoriedade do
carregamento tornam o tempo computacional envolvido proibitivo em analises feitas em

computadores pessoais, mesmo para casos mais simples como uma placa fina.

Como alternativa, é desejavel que a analise de tensdo seja feita no dominio da
frequéncia (ou dominio de Fourier). Com o uso dessa técnica é possivel obter as
densidades espectrais de poténcia (PSD) da resposta em tensao, geradas pela aplicagao de

esforgos externos.

Segundo Bendat e Piersol (2010), sendo X um processo aleatorio Gaussiano, existem

quatro importantes propriedades estatisticas utilizadas para descrevé-lo:

a) Média e média quadratica;
b) Funcao densidade de probabilidade;
¢) Fungéao de autocorrelagao;

d) Densidade espectral de poténcia (ou fungédo densidade autoespectral).

A média u, e a variancia s* de um processo representam a tendéncia central e

dispersdo em torno dela, enquanto que a média quadratica w? constitui uma combinag&o
dessas duas, ou seja, carrega uma estimativa da variancia em seu calculo. Ja a fungéo
densidade de probabilidade p(x), por sua vez, representa a distribuicado da probabilidade de
uma variavel aleatéria continua em assumir um dado valor. A area total embaixo de sua
curva sera sempre unitaria, representado a certeza da ocorréncia do processo num intervalo

Jo0,+oc[ - Por fim, a fungéo de autocorrelagédo R, (r) é definida como sendo uma medida de

propriedades do sinal em diferentes tempos, ou seja, como o valor dessa variavel variando
no tempo afeta o processo. Seu calculo € dado em fungao de um atraso ou disténcia . Por
exemplo, se essa distancia é zero, o valor da funcdo de autocorrelagdo sera unitario,

indicando total correlagao da variavel com ela mesma.

Neste trabalho, a propriedade de maior interesse na obtencdo das respostas em

tensdo de sistemas dindmicos € a densidade espectral de poténcia ¢, (a)) Ela representa a

taxa de variagdo do valor da média quadratica com a frequéncia. Sua estimativa pode ser
obtida de trés maneiras, sendo que a que melhor se aplica @ metodologia empregada neste
trabalho é a transformada de Fourier das fungdes de autocorrelagdo (BENDAT e PIERSOL,
2010).
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Seja ¢,(w) a matriz de densidade espectral de poténcia e R,(r) a fungéo de
autocorrelagdo do deslocamento u(t) proveniente da aplicagdo de um carregamento

externo f(t) com propriedades ¢, (a)) e R (z‘) Seus valores podem ser calculados por:

¢, (@)= jR (r)e ™ dr (3.18)

4(0)= [ R (r)e ™ de (3.19)

E importante observar que a aplicacdo da transformada inversa de Fourier nas

equacgoes anteriores resulta em:

R, (1)= | 4, (0)e™ do (3.20)

R (r)= | 4 (w)e" do (321)

A funcao autocorrelagado para um processo estacionario aleatorio € dada como segue:
R,(7) =E[u(t)uT (t+r)} =E[u(t—r)uT (t)} (3.22)

onde E[e] € 0 operador esperanga matematica.

Seguindo os desenvolvimentos originais propostos por Lambert (2007), a Eq. (3.22)

pode ser reescrita como segue:
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+00 +00

=E| [ [g(W)f(t-A)f (t+7-¢)g (g)didg}

- (3.23)

+00 +00 400

= [ [ [g(R)f(t=2)f (t+7-¢)g" (¢)ddgdt

—00 —00 —00

onde g(t)= _[G(a))e/“"da) ¢é a resposta do sistema a um impulso unitario.

Um processo € dito ergddico quando suas propriedades estatisticas podem ser obtidas
de uma amostra com tamanho suficientemente grande. Em outras palavras, por exemplo, a
média de uma amostra de um processo ergédico converge para a média do sinal caso o
periodo de anadlise seja suficientemente longo. Matematicamente, em termos da

autocorrelagéo pode-se escrever, para um processo ergédico:

lim R, (n.T)=R,(7) (3.24)
;iirl var[Ru (r,T)} =0 (3.25)

Considerando que a funcao de carregamento f(t) € um processo estacionario e

ergodico, pode-se dizer que:

Tf(t A (t+7-¢)dt= j OF (t+7+A-¢)dt 5.26)

:Rf(z'+/1—§)

Substituindo a Eq. (3.26) na Eq. (2.23), obtém-se a fungéo autocorrelacdo para o

deslocamento do sistema na seguinte forma:

+00 +00

R, (2)=[ [9(AR (r+1-¢)g" (¢)dAd¢ (3.27)

—00 —00
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Essa equacdo define a resposta do deslocamento da estrutura sujeita a um
carregamento aleatério no dominio do tempo. Por definicdo, o valor dessa funcdo de
correlacdo nao depende do tempo t e, portanto, sendo este um sistema linear, se a
excitagao de entrada é um processo aleatorio estacionario e ergodico, sua resposta também
sera. Portanto, introduzindo a Eq. (3.27) na (3.18) obtém-se uma nova expressao para a

densidade espectral de poténcia do deslocamento u(t):

+00 | +00 +00

4 @)=1| ] [e(R (c+2-0) (g)dw;}ef'wdr 5.2

—00 |_—00 —00

Observando a Eq. (3.26) e a relagdo apresentada na Eq. (3.21), pode-se estabelecer a

seguinte relagao:

R (c+2-C)= | (@)™ do (3.29)

—00

Introduzindo a Eq. (3.29) em (2.28), utilizando-se da defini¢gdo de g(t) e por meio de

algumas manipulagdes matematicas, chega-se a seguinte expressao para densidade

espectral de poténcia do deslocamento:

+00 | 400 400

[ [a(2) [ 4 (0)e" " dog™ (¢)drde }e"“’dr

—o0 [ —o0 —0

J-g(ﬂ)e*/wldﬂx J‘¢f (a))e/a}(rﬁ-ﬂ—() dw x J‘ gT ({)engdé'}e"“’tdr

Il
—

¢, ()

(3.30)

G(w)x I ¢ (o) ) dpx G (a))} e/“'dr

_ G(Q)E R (r)e™ dr}G” (o)
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ou ainda, sob a forma:

¢,(@)=G(w)¢ ()G (») (3.31)

A matriz de densidade espectral de poténcia em tenséo € obtida por meio da pré e pés

multiplicacdo pelas matrizes HB, de maneira similar a apresentada anteriormente para

analise de tensdo no dominio do tempo:

#,(0) =HBG(0)4 ()G" (0)B'H’ (3.32)

A Eq. (3.32) permite a obtencio da resposta em tensdo no dominio da frequéncia de
um sistema dindmico quando conhecidos a FRF do deslocamento pela forga aplicada, a
matriz dos operadores diferenciais aplicados as fungcdes de forma do método dos elementos
finitos, a matriz de propriedades elasticas do material e o carregamento aplicado.
Considerando o estado plano de tensdes, a matriz da resposta em tensdo do sistema

assume a forma apresentada na Eq. (3.33), em unidades de Pa?/ Hz.

b (©) By (0) By ()
b (0)=| ¢u(0) ¢, (0) 4, (») (3.33)
by (@) 84y (@) B, (@)

onde os elementos da diagonal principal dessa matriz simétrica representam as

componentes das PSD das duas tensdes normais [¢Xx (0).9, (a))] e da tensdo cisalhante

[¢nyy (a))] para cada elemento finito em cada frequéncia da banda de analise.

A figura 3.3 mostra um pequeno fluxograma que resume o processo de obtengao da

resposta em tensdo no dominio da frequéncia via PSD.
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FRF do deslocamento
Equacao do Movimento

G( !

Mu(t)+ Cu(t)+ Ku(t) =f(t) -“’):[mjmc_mzm]

Y
PSD do Carregamento Matriz PSD em Tens3o

. (0)=HBG ()4 (»)G" (0)B'H"

Figura 3.3 — Fluxograma resumo do processo de calculo da resposta em tensdo no dominio

da frequéncia via PSD

3.2 Modelo de elementos finitos estocasticos para anadlise de fadiga

A inclusdo de incertezas em um modelo computacional é usualmente feita de duas
maneiras. A aproximagdo ndo paramétrica consiste na introducdo de incertezas nas
matrizes globais do modelo por meio de alteragdes diretas nas propriedades incertas de
interesse (SOIZE, 2000; RITTO et al, 2008). Em outras palavras, na abordagem n&o
paramétrica, as matrizes de massa e rigidez do sistema sio perturbadas pela flutuagao
direta de seus pardmetros incertos. A aproximagdao paramétrica, representada
principalmente pelo método dos elementos finitos estocasticos (Stochastic Finit Element
Method - SFEM), permite uma combinagéo da analise classica por elementos finitos e a
analise estatistica (GHANEM e SPANOS, 1991; SCHUELLER, 2001). Neste caso, o
processo de integracéo das Egs. (3.12) e (3.13) para obtengao das matrizes elementares do
sistema ¢ alterado. A adicao de alguns termos neste processo faz com que haja perturbacgao
dentro das matrizes estocasticas de massa e rigidez do sistema dindamico e ndo somente

nas variaveis aleatorias.

3.2.1 Parametrizagcéo das variaveis incertas

O primeiro passo visando preparar o sistema para a inclusdo dos efeitos estocasticos

€ isolar as variaveis de interesse, parametrizando e fatorando-as para fora das matrizes de
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massa e rigidez. Para isso, separam-se as matrizes em efeitos de membrana e flexdo. Essa
separagao torna possivel definir um grupo de parametros passivel de serem considerados
como variaveis aleatdrias, sujeitas a flutuagcdes em torno de seus valores médios. Além
disso, esse processo possibilita ganho em custo computacional durante as iteragdes do

processo numérico (DE LIMA et al., 2010).

Para a analise de uma placa fina de material isotrépico, foram selecionados a

espessura h, o modulo de elasticidade E e a densidade de massa o . Nas analises
posteriores, o limite de fadiga em torgédo alternada simétrica t, também sera considerado

como variavel aleatéria. Como mostrado no Capitulo Il, essa propriedade sé aparece no
equacionamento do coeficiente de Sines, entdo seus efeitos sé aparecerdo quando o indice
de fadiga for estimado. As matrizes de massa e rigidez parametrizadas séo definidas da

seguinte maneira:

K=EhK_+EhK, (3.34)

M=EoM_+Ep°M, (3.35)

os subindices m e b representam os efeitos de membrana (membrane) e flexdo (bending),

respectivamente.

3.2.2 Discretizagcdo dos campos aleatorios pelo método de Karhunen-Loeve

Seja (x,y) o vetor que representa o campo fisico bidimensional da placa fina e 6 as

variaveis pertencentes ao espago dos eventos aleatérios. Nesse ambito, um campo aleatdrio

bidimensional H(x, Y, 6?) é definido como uma colec¢ao de variaveis aleatérias indexadas por
um conjunto de parédmetros continuos (x,y) €Q, onde Qe R’ representa o conjunto aberto
que descreve a geometria do sistema fisico. Em outras palavras, o campo H(x,y,@)
corresponde a uma representacao espacial em (x,y) e Q) de um parametro aleatério 6.
Para a aplicagdo no método dos elementos finitos estocasticos, dentre as familias de

métodos utilizados para discretizar espacialmente um campo estocastico, estdo os métodos
chamados Series Expansion Methods (GHANEM e SPANOS, 1991). Estes métodos séo
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baseados no desenvolvimento em séries do campo aleatério e em uma analise espectral
para selecdo dos termos mais importantes. Dentre os trés métodos que fazem parte desta
categoria, destaca-se o método de expansao proposto por Karhunen-Loéve (KL) como
detalhado no livro de Ghanem e Spanos (1991). A discretizagdo por KL de um campo

aleatério bidimensional, gaussiano e homogéneo é dada sob a seguinte forma:

n

H(xy,0)=H(xy)+Y H, (xy)& (6) (3.36)

r=1

onde I:I(x,y):E[H(x,y,H)] é o valor esperado (média), {£,i=1...,n} sdo as varidveis
aleatérias gaussianas e independentes (média zero e varidncia unitaria) e

{H, (x,y), r=1..., n} representa as fungdes deterministicas.

Seja C((X,.1).(X,:¥,)) a fungao de covariancia conhecida associada a H(x,y,6).
restrita, simétrica e definida-positiva. Seu resultado indica o grau de interdependéncia dos

valores de H nas posigdes fisicas (x,,y,) e (x,,y,). Neste caso, a decomposig&o espectral

de C((x1,y1),(x2,y2 )) é realizada como segue (GHANEM e SPANOS, 1991):

C((xny1),(Xay,)) = AL (%) (%0 72) (3.37)

r=1

onde (A,,f,) representa, respectivamente, os autovalores e as autofungdes de

C((x1,y1),(x2,y2)). A decomposicao por KL de H(x,y,0) sobre a base das autofungdes

f. (x) é dada pela seguinte expressao:

H(xy,0)=F(xy)+ S A (x)E (0) (3.38)

r=1

A forma truncada dos r primeiros termos da série pode ser escrita como segue:
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n

H(xy,0)=H(xy)+ Y. J4f (xy)E (0) (3.39)

r=1

3.2.3 Calculo das matrizes elementares estocasticas de massa e rigidez

A formulagédo das matrizes elementares de massa e rigidez do elemento finito

estocastico de placa se da por meio da aplicacdo da técnica de expansdo de KL de um

campo aleatério H(x,y,@) sobre a base das autofungdes do modelo que, aplicados

juntamente a formulagdo deterministica apresentada anteriormente neste mesmo capitulo,
introduzem o efeito da estocasticidade no modelo. Como citado anteriormente, os
parametros incertos escolhidos sdo a espessura e as propriedades mecanicas da placa.
Portanto, fazendo uso das Egs. (3.12) e (3.13), as matrizes de massa e rigidez estocasticas
do elemento de placa fina podem ser obtidas pelas seguintes relagdes, ja com as variaveis

aleatorias fatoradas:

M® = [H, (xy)N(xy) N(xy)dV, (3.40)
K = [H, (xy)By(xy) By(xy)dV, (3.41)

A obtengéo de Af (x,y) para um problema bidimensional se da por meio da

resolucao do problema de autovalores definido pela seguinte equacao integral de Fredholm
(GHANEM e SPANOS, 1991):

Af(xy)= '[C(x,y)fr (x,y)dxdy (3.42)

Q

A expansao de Karhunen-Loéve é definida em um dominio geométrico Q, que nao
necessariamente equivale ao dominio aplicado no método dos elementos finitos classico
(DE LIMA, RADE e BOUHADDI, 2010). Para o modelo bidimensional serdo definidos dois
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dominios ©,,Q2, e adotada uma fungdo de covariancia C[(x,.¥,).(X,.Y,)] que facilite o

calculo dos /. e f (x,y) . Ghanem e Spanos (1991) propéem diversos tipos de fun¢des de

covariancia e, dentre elas, existe a funcéo de covariancia exponencial cuja propriedade de
separabilidade permite o desacoplamento do espaco dimensional, gerando dois problemas

1D independentes:

Cl(xwy )i (xe2) ]=C (= %oy, —y2)=exp[—|X1L_X2| - |y1L_y2|j (3.49

X 14

onde (x1,x2)eQX e (y1,y2)er. L, e L, representam, respectivamente, os comprimentos

de correlagéo para os dominios O, =[0,a] € O, =[0,b], ilustrados na Fig. 3.4.

A escolha da fungdo de covariancia exponencial mostrada na Eq. (3.43) permite que
o problema bidimensional de placa possa ser desacoplado em dois problemas de valores

préprios independentes unidimensionais:

T =TT 0) e 4=44 (3.4

N
sy

I LLLHEATO 7778 7
z %

,\)'\'
LA

ALZGVGLL A

Figura 3.4 — Dominio de correlagéo adotado para o elemento finito de placa retangular

Como consequéncia, os termos (ﬂﬁ,ﬁ(x)), solugdes da expressdo da equagao

integral de Fredholm apresentada na Eq. (3.42) sdo obtidas por meio da decomposi¢éo de
KL em um comprimento de correlagdo L, € Q, . Em contrapartida, os termos (ﬂjfj (y)) séo

obtidos pela solugdo do mesmo problema, mas para um comprimento de correlagdo na
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outra dimensdo L, Q) . Esses termos sdo calculados pela seguinte rotina (GHANEM E
SPANOS, 1991):

o Se j e j sdaoimpares [ >1e j>1:

2c
A= a)f—;cf ;£ (X)=a,cos(wx) (3.45.a)
1= f(y)= 3.45.b
e - (v)=a; cos(my) (3.45.b)
1 1

onde ¢; = - e a; = . Os termos o, e o, representam as

\/ sin(2m,a) sin(2a,b)

at+————7 by N I7)

20, 20,

J

solugdes das seguintes equacgdes:

¢c,—@tan(wa)=0; c,-a;tan(wb)=0 (3.46)

nos dominios [(i—1)z,(i—%jz} ee [(/—0%[/—%)%} c,=1L, e c,=1Ly.
a a

o Sejejsaopares i >2e j>2:

2c

y) =a),.2—+1012 ;£ (x)=q cos(@x) (3.47.a)
2

4= = f;(y)=a, cos(ayy) (3.47.5)

-2 27
w; +C,
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1
e a;= . Os termos o, e w, representam,
sin(2m,b)
p——\ 17
20,
respectivamente, as solugbes das seguintes equagdes:
@, +¢ tan(wa)=0; o, +c,tan(a;b)=0 (3.48)

7 jZ |, respectivamente.
b b

nos dominios (i-ljf,if e (j_l)
2)a a 2

A titulo ilustrativo foi elaborada uma rotina em ambiente MATLAB® para calculo dos

autovalores e autofungdes de um problema unidimensional através do método de Karhunen-

Loéve, tendo como parametro de entrada os dominios, comprimentos de correlagdo e

numero de pontos desejado.

Para mostrar a diferenga gerada pelas escolhas de comprimento de correlagao,

foram considerados dois cenarios hipotéticos unidimensionais para teste: no primeiro, foi

adotado um comprimento de correlagéo L, =0,1m e dominio O, =[0;0,1]; no segundo, foi
assumido L, =0,05m e Q, =[0;0,05]. A Fig. 3.5 mostra as curvas das quatro primeiras

autofuncgdes definidos em cada dominio. Os autovalores estao na Tab. 3.1.

= 1*autofungdo = 1% autofungdo

6 = = =2%autofungdo | 4 6", L= = = = 2% autofungao [+«
----- 3% autofunpdo A - i == 30 gutofungdo
--‘ N 4?Eutnfunpén lead e S B TTY YT 4aau[Dfunp§D

4

z Z2
o o
o o H LY ,; .
8 FCR 5, / N
:é :§ \‘\ 5 ;’ * ~
3 3 L K s LY i
< T 2 ‘\‘ H F; ‘;' .
Nk i r N
N G id
4r \ G is
N i
\, s
s - Eilly “-ﬁ-m"f
8 1 1 1 1 1 L 1 1 1 -8 1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01 ] 0005 0.01 0015 0.02 0025 003 0035 0.04 0045 0.05
Comprimento do dominio (x) Comprimento do dominio (x)
(a) (b)

Figura 3.5 — Representacao das autofungdes para os cenarios analisados
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(a) Caso L, =0,1m e dominio ©, =[0;0,1]; (b) L, =0,05m e O =[0;0,05]

Tabela 3.1 — Valores dos autovalores calculados para cada cenario

Cenario 12)( zlx 3ﬂ“x 4ﬂ’x
1 0,0739 0,0138 0,0045 0,0021
2 0,0369 0,0069 0,0023 0,0011

ApoOs a obtencdo de todos os parametros [a,.,aj,/l,.,;tj,ﬁ(x),fj(y)] as matrizes de

massa e rigidez elementares e agora estocasticas sdo calculadas em fungéo de 64:

M (6) =M + 3 M©¢ (9) (3.49)

K (9)=K" +> K& (9) (3.50)

onde M® e K'®sdo as matrizes elementares deterministicas calculadas de acordo com as

Egs. (3.11) e (3.12). M e K! compreendem a parcela aleatéria das matrizes

elementares, computadas segundo a formulac&o apresentada nas Egs. (3.51) e (3.52).

M, =2 (0)aa; A& [ £(y) [ £(X)N(xy) N(xy)d0,dQ, (3.51)
K\ =& (0)aa; A 2 [ £,(y) [ £(x)By (xy) By (xy)dQ,dQ, (3.52)

X Y

As matrizes globais sdo entdo concatenadas seguindo o procedimento padréo de
montagem de matrizes elementares, levando em conta a conectividade dos nés. Dessa
maneira as equacgdes do movimento do sistema estocastico podem ser formuladas. Neste
contexto, as matrizes das FRFs da Eq. (3.17) e da resposta em tensédo da Eq. (3.32) do

sistema deterministico assumem as seguintes formas para o sistema dindmico estocastico:
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1
C(@0) = Ko7+ joc(0) - M() (3:59)

@, (0,0)=HBG(w,0) ¢, (0)G" (w,6)B'H (3.54)

3.3 Solugéao do Problema Estocastico

Os métodos de solucdo de problemas estocasticos se dividem nos seguintes grupos
(SCHUELLER, 2001; STEFANOU, 2009):

a) Meétodo de simulagdo de Monte Carlo: € o mais simples método para tratar o
problema de variabilidade de respostas aleatdrias. Sua metodologia é baseada
no fato de que a melhor maneira de se obter uma distribuicdo de probabilidade
adequada é tendo uma grande populagdo como base dos calculos;

b) Meétodos de perturbagdo: se baseiam em expansdes das fun¢des e operadores
envolvidos em séries de Taylor ou séries de Neumann, fundamentando suas
respostas em torno das médias das variaveis aleatorias;

c) Meétodos espectrais: baseados numa extensao do método dos elementos finitos
para a solugdo de problemas de valor de contorno sujeitos a propriedades
aleatdrias descritas por campos Gaussianos. Eles utilizam funcdes de base no

espaco de Hilbert, podendo ser polinbmios ortogonais ou um caos polinomial.

Neste trabalho, sera adotado o Método de Monte Carlo para a solugdo do problema
estocastico. Para a aplicagdo do método € necessario gerar uma populagdo com uma
funcédo de distribuicdo de probabilidade conhecida a priori. Neste caso, com o intuito de
obter uma convergéncia mais rapida, foi adotado o Hipercubo-Latino (HCL) como gerador de
amostras (FLORIAN, 1992; MANTEUFEL, 2000).

E importante salientar que uma analise de convergéncia das respostas do sistema
estocastico sera feita por meio do calculo da raiz quadrada do desvio médio quadratico em

funcdo do numero de amostras n, segundo a seguinte expressao:

RMSD(n, ) = Jni >
i=1

S

‘2

(3.55)

G.(a),H)—é(w,G)

I



CAPITULO IV

BASE DE REDUGAO ROBUSTA PARA SISTEMAS ESTOCASTICOS

Uma base de reducao adaptada a modelos estocasticos € proposta nesse capitulo. A
composigcao desta base consiste na alteracdo da base de Ritz classica por meio da inclusao
de residuos de deslocamentos provenientes das chamadas forgas nao-exatas, geradas
pelas perturbagcbes causadas pelas aleatoriedades provenientes do modelo de elementos
finitos estocastico. A intengdo desta aplicagdo, também chamada de condensacdo de
modelos, é diminuir satisfatoriamente o tempo de avaliagdo da rotina de célculo para a
analise de fadiga no dominio da frequéncia pelo método de Sines. A realizagdo desse tipo
de analise sem qualquer tipo de reducgao seria inviavel, mesmo para aplicacbes académicas,
devido as inumeras iteragdes envolvendo operagdes com matrizes estocasticas. Além disso,
a necessidade de se repetir o calculo do problema de autovalores a cada iteragdo do
método faz com que o problema fique bastante oneroso computacionalmente. A técnica
proposta neste trabalho propde o adequado enriquecimento da base e alterando-a a cada

iteragcdo sem a necessidade de recalcular as autosolugdes do sistema estocastico oneroso.

4.1 Revisao sobre sintese modal de componentes

Algumas aplicagbes de engenharia requerem o desenvolvimento de modelos
computacionais visando representar virtualmente o comportamento mais realistico possivel
de uma estrutura sob diferentes condi¢des de uso. Por exemplo, o método dos elementos
finitos € uma ferramenta bastante util e poderosa de discretizagcdo de sistemas continuos
formados por infinitos graus de liberdade (GDLs) em elementos e n6s com um numero finito

de GDL, permitindo obter respostas dindmicas de sistemas mais complexos de engenharia.



51

Em sistemas pequenos é possivel obter bons resultados e 6timas aproximacdes de maneira
bastante eficaz em computadores pessoais. No entanto, dependendo da dimensdo do
problema (sistemas de interesse industrial, por exemplo) e do tipo de analise pode ser
necessaria a utilizagao de um elevado nimero de elementos e refinamento da malha para
que sejam gerados valores adequados, refletindo diretamente em acréscimo de esfor¢o

computacional.

Devido a necessidade de resolucédo de problemas em um tempo mais curto e com boa
precisdo, é necessaria a utilizacao de técnicas de reducao de modelos, conhecidas também
como sintese modal de componentes, traducao do inglés component-mode synthesis (CMS)
(DE LIMA et al., 2015). Essa técnica permite diminuir o numero de modos considerados no
sistema, tornando-o mais simples, com matrizes de dimensdes menores e possibilitando a

obtencao de respostas mais rapidas.

O termo “modos componentes” (component-modes ou ainda vetores de Ritz) é utilizado
para representar modos tais como modos de vibrar, modos de corpo rigido, modos de
restricdo e aftachment modes. Esses modos sao utilizados na composicdo de uma base de
reducdo que, ao ser aplicada as matrizes representativas de uma estrutura conseguem
representar, com certa precisao (adotada pelo usuario), seu comportamento dinamico em
uma faixa desejada (CRAIG e KURDILA, 2006). Os métodos CMS em geral consistem em

trés passos basicos:

a) Divisao da estrutura completa em varias subestruturas (componentes);

b) Definicdo do conjunto de modos (component-modes) que representardo o
comportamento dindmico das subestruturas;

c) Acoplamento das subestruturas para compor o sistema reduzido e a equacgao do

movimento reduzida.

A titulo de exemplo ilustrativo deste processo, seja uma viga engastada, como mostrada
na Fig. 4.1. Esse exemplo representa o tipo de subestruturagdo mais comum, que é a
conexao de dois ou mais componentes adjacentes por meio de interfaces redundantes. Na
Fig. 4.1(a) tem-se a estrutura subdividida em trés componentes cujo elemento central
apresenta essa condicdo. Na Fig. 4.1(b) nota-se a divisao entre os tipos de coordenadas. As
coordenadas de interface redundante (ou de contorno) sdo conhecidas como boundary e
notadas por um B, enquanto /, R, E representam as coordenadas interiores, de corpo rigido
e exteriores, respectivamente. As coordenadas de contorno sdo obtidas pela soma das
coordenadas de corpo rigido mais as externas. Ao se aplicar uma carga externa em um

elemento interno, este passa a ser um grau de liberdade de contorno. Para um sistema nao
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amortecido subestruturado, a equagdo do movimento € dada na forma apresentada na Eq.
(4.1).

R z E
~ 4 -~ Br/
L
K»-‘ 1 \»T 2 \*? 5

Typical component (s) 8 ( 3
a-? 7
I [« |
! | | B-res

(a) (b)

Figura 4.1 — Viga engastada e suas divisées. (a) Componentes tipicos. (b) Coordenadas
tipicas (extraido de Craig e Kurdila (2006))

MU + KOY® = §O L p® (4.1)

onde o superindice (s) indica que essa equacgéo foi dada para uma subestrutura. Do lado
esquerdo da equacéo tem-se a matriz de massa M, a matriz de rigidez K e o vetor de
deslocamentos U, Do lado direito da equacdo estdo o vetor de esforcos externos
aplicados f e as forcas de reacdo dos componentes r'® . Essa Ultima aparece devido a

conectividade dos componentes adjacentes nos graus de liberdade de contorno.

O método de sintese modal de componentes consiste na representacdo das

coordenadas de deslocamento fisicas U em termos de coordenadas generalizadas u,, por

uma transformagédo de Ritz da seguinte forma:

u® =Ty © (4.2)

onde a matriz T é a matriz de modos componentes que, aplicada aos elementos da Eq.
(4.1) geram as seguintes matrizes e vetores. A inclusdo do subindice rindica que elas foram

reduzidas.
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M,© = TOTMOT® (4.3)
K© = TOTKOTES (4.4)
£ = TOTFO (4.5)
P© = TOTp® (4.6)

As matrizes reduzidas geram a equagado do sistema reduzido para cada componente

de subestrutura:;

Mr(S)ur(S) + Kr(S)ur(S) - fr(S) + rr(S) (47)

A proxima etapa do método CMS € a escolha dos modos de composi¢do da base de
reducéo. Busca-se aqui a melhor representagcéo possivel para o comportamento dindmico
do sistema. Segundo Craig e Kurdila (2006), os modos componentes se dividem em modos
normais, modos de restricdo, modos de corpo rigido e attachment modes, e sdo incluidos na
matriz da base de redu¢do dependendo da técnica CMS adotada. Apds a redugéo, se o

sistema tiver sofrido subestruturacdo, uma técnica de acoplamento deve ser aplicada.

4.2 Base modal de Ritz

Para um modelo de placa fina linear e sem a presenca de amortecimento externo é
recomendada a utilizagdo da chamada base modal de Ritz, por vezes chamada
simplesmente de base de Ritz. Ela € composta por modos normais e modos de restricdo. A
aplicacdo da reducdo de modelos via base modal de Ritz e sua extenséo e adaptacéo para
0 caso estocastico ndo envolvera subestruturacdo do sistema devido a sua simplicidade e
simetria. Em aplicacdes reais, no entanto, pode ser necessario a utilizagdo do conjunto
completo de técnicas de subestruturagcdo e composigdo das bases de reducéo por outros
tipos de modos componentes (CRAIG e KURDILA, 2006).

Os dois tipos de modos componentes presentes e a composigcdo da base modal de

Ritz sdo abordados nos subtopicos a seguir.
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4.2.1. Modos normais

O grupo de modos componentes mais utilizado na composi¢cao de bases de redugéo
s&o os modos normais. Eles podem ser divididos em duas categorias mais amplamente
aplicadas, dependendo das condi¢des de contorno das interfaces: os modos a interface fixa

e os modos a interface livre.

Os modos normais a interface fixa sao obtidos aplicando-se as restricdbes de
movimento (condigdes de contorno) e resolvendo o seguinte problema de autovalores e

autovetores associado ao sistema:

[K-w2M]{g}=0 (4.8)

onde o autovalor @, representa a i-ésima frequéncia natural do sistema com modo de vibrar

dado pelo autovetor ¢

i

O segundo tipo de modos normais sao os modos a interface livre. A obtengéo destes
modos se da de maneira similar aos modos a interface fixa, com a diferenga que a solugao
do problema de autovalores e autovetores é realizada sem a imposicao das condi¢cdes de

contorno.

4.2.2. Modos restritos

O segundo tipo de modo componente que entra na composi¢cao da base de Ritz sdo
os modos restritos. Eles sao definidos como a resposta estatica da estrutura quando
submetida a aplicagdo de um carregamento unitario e imposi¢cado dos bloqueios dos graus de
liberdade sujeitos a condicdes de contorno. Matematicamente os modos restritos U s&o
obtidos pela resolugdo da Eq. (4.9) para F =1, ou seja, consiste na inversdo da matriz de

rigidez.

U=K'F (4.9)
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4.2.3. Composi¢do da base modal de Ritz

Busca-se primeiramente, no ambito das técnicas de condensagcdo de modelos, a
obtencdo de uma base de reducao que represente de maneira eficaz as mesmas respostas
dindmicas obtidas pelo uso dos modelos nominais. Neste aspecto, dispor de uma base de
reducao capaz de representar fidedignamente o movimento de um modelo de dimensobes
maiores € primordial nos processos iterativos presentes na modelagem estocastica e na
otimizacdo, uma vez que a aplicacao desta base permite reanalises aproximadas rapidas e

econdmicas em termo do custo de calculo.

A aplicacido das bases de redugao, em especial aqui a referida base modal de Ritz,
utiliza-se da aproximacao das respostas, buscando a solugdo num subespaco, ou seja, a
aproximacao modal consiste na proje¢cdo das matrizes componentes das equagbes do
movimento do sistema numa base de redugdo com o objetivo de diminuir o numero de graus
de liberdade efetivos do sistema e, portanto, acelerar a resolugdo numérica do problema,
através da hipétese de que as respostas exatas podem ser aproximadas por solugcdes

dentro de um subespaco reduzido da forma apresentada anteriormente na Eq. (4.2).

Em seu trabalho, Lima et al. (2010), Gérges (2013), e Cunha-Filho et al (2018)
apontaram algumas técnicas para a obtengcdo de bases de redugdo. Conforme citado
anteriormente, para o caso de uma estrutura linear cujas caracteristicas fisicas do sistema
sdo bem conhecidas, é apropriado utilizar-se da base modal de Ritz, formada pelos
primeiros modos normais a interface fixa (autovetores obtidos pela solucao do problema de
autovetores da Eq. (4.8)) e enriquecida com a inclusao de vetores de modos restritos

(residuo estatico, Eq. (4.9)).

A definicdo da quantidade de modos normais a ser utilizada na composicdo da base
de Ritz depende de alguns critérios de escolha. Recomenda-se primeiramente expandir a
faixa de analise, utilizando 1,5 a 2,5 vezes a frequéncia maxima desejada na banda de
interesse (MACIEL e BARBOSA, 2015). Por exemplo, para uma analise na faixa [0-100] Hz,
a banda de interesse se torna no minimo [0-150 Hz] e a parte referente aos modos normais
a interface fixa sera composta de todos os modos de vibrar com frequéncia natural até 150

Hz. A Eq. (4.10) mostra a composicéo final da base modal de Ritz T, 6 obtida pela

concatenagio dos modos componentes:



56

To=[ ¢ U] (4.10)

Como nao serao utilizadas técnicas de subestruturacdo, o calculo das matrizes de

massa e rigidez globais reduzidas (M e K, respectivamente) se da diretamente por meio

da pré e pés multiplicacdo das matrizes do sistema nominal pela base de redugao, da

seguinte forma:

M,=T'MT (4.11)

K.=T KT (4.12)

As expressdes para calculo da FRF e resposta em tensao apresentadas nas Egs.

(3.53) e (3.54) do Capitulo lll podem ser reescritas da seguinte maneira para o sistema

reduzido:
1
G (@0)= Kx (0) + joCr (0) — @*M, (6) (#13)
O, (,0) = VG (0,0) D, (0)Gg" (,6) ¥ (4.14)

onde W =HBTe O (0)=T ¢, (»)T.

A Fig. 4.2 mostra um fluxograma representativo das etapas aplicadas para a obtengao

da resposta em tensao no dominio da frequéncia para um sistema dindmico condensado.

E notavel que a obtengdo da matriz T dada pela Eq. (4.10) envolve a solugdo do
problema de autovalores e autovetores para o calculo dos modos componentes normais a
interface fixa, conforme apresentado na Eq. (4.8). Ha ainda a necessidade da inversédo da
matriz de rigidez para obter os modos componentes restritos, Eq. (4.9). O tempo total
envolvido nessas operacdes pode se tornar bastante elevado, visto que elas devem ser
realizadas a cada amostra componente do processo iterativo envolvido na solugéo

estocastica do problema. Pode-se imaginar ainda que se o modelo for referente a uma



57

estrutural industrial real o tempo de calculo pode se tornar realmente proibitivo em virtude
das dimensdes matriciais. Sendo assim, € altamente desejavel evitar o recalculo do
problema de autosolugdes e a inversdo matricial para que o processo de condensacao atinja

maxima eficacia.

Formas Modais

—
U (N modos
Equagdo do Movimento \ oo (N ) y, Base Modal

Mii(t)+ Ku(1)= £ (1) ‘ T=[U U]

"y

Residuo Estatico

| T=x'F ‘
PSD do Carregamento PSD de f reduzida FRF Reduzida
6 ()= [ R (z)e ™ dr O, (0)=T"¢, ()T G, (0)=[K, + joC, -o*M,]"
| |
h 4
Propriedades Reduzidas Matriz PSD em Tens&o Reduzida
¥ =HBT O, (0)=¥G,(0)D, (0)G) (0)¥’

Figura 4.2 — Fluxograma da rotina de célculo para obtengdo da resposta em tenséo no

dominio da frequéncia de um sistema dinamico condensado

4.3 Base de redugido adaptada a sistemas estocasticos

A base de redugéo proposta neste trabalho foi baseada no desenvolvimento de uma
base adaptada para alteragdes em sistemas viscoelasticos por de Lima et al. (2010). A ideia
principal para compor a base adaptada para sistemas estocasticos € considerar as
flutuacées dos parametros incertos como “alteracées estruturais”. Dessa forma, a base deve
ser atualizada e enriquecida por meio da inclusdo de mais modos restritos a cada iteracéo,
tomando como ponto de partida a base de Ritz do sistema nominal, ou seja, o sistema com

os valores médios para os parametros incertos.
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Seguindo a formulagdo proposta no Capitulo Ill, especificamente nas equagdes (3.49)
e (3.50), nota-se que as matrizes globais estocasticas podem ser reescritas da seguinte

forma:;

M(0) =M+ AM (4.15)

K(0)=K+AK (4.16)

onde M, K sao referentes & parcela do sistema nominal (propriedades médias) e AM, AK
podem ser entendidos como a flutuacdo em torno da média, ou em outras palavras, a

parcela de alteragdo estrutural presente na estrutura sujeita a efeitos estocasticos.

Introduzindo as Egs. (4.15) e (4.16) na equagcédo de movimento do sistema nao

amortecido tem-se;

(M+aM)0 + (K + AK)U=F (4.17)

De forma a deixar o lado esquerdo da equacdo apenas com termos referentes ao

sistema nominal, pode-se realizar a seguinte manipulagdo matematica:

MU+KU=F-F, —F, (4.18)

onde F,, =AMU, F,, = AKU sao vetores de forgas ndo-exatas associados &s modificagées

introduzidas no sistema pela flutuagdo das variaveis aleatérias.

Considerando que as respostas dindmicas do sistema n&o sdo conhecidas, esses
vetores ndo podem ser computados de maneira exata. Segundo Masson et al. (2006), um
método de redugdo de modelos robusto consiste em, primeiramente, gerar uma pré-
avaliagcdo dessas for¢as ndo-exatas para representar o subespago que as contém. Esses

vetores contendo modos restritos s&o entéo incluidos na base de Ritz do sistema nominal,
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representando o comportamento dindmico do sistema modificado. Esse processo é entado

repetido a cada iteragéo.
Seja um sistema sujeito a modificagbes estruturais causadas por estocasticidade em
um parametro p, qualquer. A formulagdo da pré-avaliagdo das forgas n&o-exatas € dada

por:

F,, =[F% F | (4.19)

Ap; Ap;

onde Fy =AM¢A,, Fi, = AK¢g, séo relacionadas as modificagbes nas matrizes de massa e
rigidez, ¢ s&o os modos normais da base de Ritz do sistema original e
Ay = diag(¢1,...,¢NR) € o vetor de autovalores. Esses dois vetores sdo obtidos pela solugéo
do problema apresentado na Eq. (4.8).

De maneira similar a apresentada na Eq. (4.9), o residuo associado as for¢cas ndo-

exatas adicionadas ao sistema modificado por cada pardmetro p; é calculado pela Eq.

(4.20).
R, =K''F_ (4.20)

O passo final é introduzir esse residuo de modos restritos na base de Ritz calculada
para o sistema nominal por meio da Eq. (4.10), enriquecendo-a e possibilitando a
representacao das respostas dindmicas do sistema sob flutuacbes de parametros sem a
necessidade de recalculo do problema de autosolugdes a cada iteragao. A base de reducao

adaptada para modelos estocasticos T(S) € montada da seguinte forma:

T = [Tm) RA} (4.21)

onde R, = [RA‘,1 Ry, - RApnp] e np é o numero de variaveis aleatorias.
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A diferenca de procedimentos entre o método classico de redugao utilizando a base
nominal de Ritz e o método robusto, por meio da base estocastica pode ser observada no

fluxograma da Fig. 4.3.

‘ Modelo Nominal |

l Y
——»| BasedeRitz [m Base de Ritz |:T;o;j|
y I
f_ Base Estocastica [Tm: RJ - y
; i f’
o Redug&o ‘ | Reducao | T
[0}
c D
L o}
? 4| Solucéo li g
S
. | ;
< | Modificacéo Estrutural | s
T
o

’—’| Otimizacao e/ou atualizacao do modelo I

Figura 4.3 — Fluxograma comparativo entre as metodologias cléssica e robusta de reducéo

de modelos

Neste capitulo foi proposta uma base de reducdo de modelos bem adaptada para
sistemas estocasticos com propagacéo de incertezas por meio da expansao de Karhunen-
Loeve (GHANEM e SPANOS, 1991). O objetivo principal da aplicagdo da metodologia
proposta € evitar a necessidade de se resolver o problema de autovalores e autovetores a
cada iteragdo da rotina estocastica. Com sua aplicagdo, espera-se obter resultados de

maneira mais eficaz do que com a base de Ritz classica.



CAPITULO V

OTIMIZAGAO MULTIOBJETIVO ROBUSTA

Este capitulo é dedicado a apresentacdo do método de otimizagdo utilizado na
aplicagdo de concepgao do projeto étimo-robusto de uma placa fina de aluminio com base
no indice de fadiga de Sines. Os métodos de otimizagcido tiveram sua origem antes dos
primeiros computadores, mas foi apds a popularizacdo de computadores pessoais com
maior capacidade de processamento de dados que esses métodos ganharam forca. Como
os métodos sdo iterativos, o processo de otimizagdo usualmente requer bastante tempo
computacional para que tenha sua convergéncia assegurada. Esse € mais um fator que
mostra a importancia da aplicacdo dos métodos de redugdao de modelo apresentados no
Capitulo 1V. Primeiro, uma breve introducdo aos tipos de métodos classicos e suas
particularidades é apresentada. O conceito de otimizacdo multiobjetivo € definido, seguido
da metodologia de solugdo adotada, neste caso, o método Non dominated Sorting Genetic

Algorithm, também conhecido como NSGA-II.

5.1 Introdugdo aos métodos de otimizagcao

O conceito de otimizar €, de maneira simplificada, tornar melhor o que ja existe, como
por exemplo obter uma configuragdo estrutural que atue bem na fungdo para a qual foi
projetada com mais eficiéncia e menores custos financeiros. Os processos de otimizagao
visam a busca da melhor solugcédo para um problema sem ter que testar na pratica todas as

possibilidades envolvidas, o que seria impossivel.
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Um problema de otimizagdo, matematicamente, consiste em minimizar ou maximizar
uma dada fungdo, chamada de fungao objetivo, que pode estar sujeita ou ndo a restricdes
de igualdade, desigualdade e restricdes laterais. Essas restricbes podem estar explicitas ou
implicitas em relagdo as variaveis de projeto e podem ser lineares ou nao-lineares
(VANDERPLAATS, 1999).

A solugdo de um problema de otimizag&o requer a aplicagdo de alguns métodos, que
em sua maior parte, sdo divididos em dois grandes grupos. O primeiro engloba os métodos
baseados no calculo de derivadas ou que envolvem informagdes extraidas dos gradientes
(algoritmos deterministicos). Nesses métodos nao ha a presenca de decisdes de carater
aleatério. Para otimizar projetos por meio de técnicas deterministicas, deve-se determinar
um vetor direcdo que reduza o valor da funcdo objetivo e, se esse projeto apresenta

restricdes, a diregdo adotada ndo deve violar nenhuma delas.

Ja os métodos estocasticos (randdmicos ou aleatdrios), utilizam conceitos da teoria de
probabilidades, inserindo caracteristicas aleatérias no processo de otimizac&o. Isso diminui
a probabilidade de o valor 6timo se situar numa regido local da curva da fungao objetivo e
consequentemente aumenta a chance de este valor 6timo convergir para um o6timo global
que atenda melhor as expectativas geradas durante a formulagao do problema (SUDRET e
DER KIUREGHIAN, 2000; SUDRET, 2007).

O problema pode ter ou nao limitantes. Quando existem restricdes, ha dois tipos de
métodos para resolucdo: os métodos indiretos, onde como maior exemplo, tem-se os
métodos sequenciais e métodos diretos, que trabalham diretamente sobre as restrigdes,
podendo-se citar como exemplo classico a programacgao linear (PRADO, 2003;
GOLDBARG, 2000).

Os métodos de otimizagdo também sao classificados quanto ao numero de variaveis
envolvidas. Para fungdes de uma variavel utilizam-se os métodos de busca unidimensional
(busca de Fibonacci, método da Secdo Aurea, Aproximacdo Polinomial e outros). Ja para
funcgdes de varias variaveis existem muitos métodos disponiveis, sendo alguns deles mais
aplicados como por exemplo: métodos de primeira ordem baseados no calculo do gradiente,
de segunda ordem baseados no calculo da matriz Hessiana e métodos Quasi-Newton, que

utilizam uma matriz pseudo-Hessiana.

Por fim, ha ainda mais uma classificagdo dos métodos quanto ao niumero de objetivos
do processo de otimizagdo: problemas mono-objetivo e problemas multiobjetivo. Neste
trabalho deseja-se realizar um processo de otimizacdo de mais de um objetivo. Sendo

assim, o texto a seguir tratara de problemas multiobjetivos deterministicos (PMOD) e de
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problemas multiobjetivos robustos (PMOR), ou estocasticos. Em ambos os casos nao ha a
obtencdo de uma resposta 6tima definitiva, e sim um conjunto de pontos 6timos conflitantes
entre si que otimizam varias componentes de um vetor custo (solugcdes de Pareto)
(VICENTE, 2014; ESCHENAUER et al., 2012).

5.2 Otimizagao multiobjetivo
5.2.1 Problema de otimizagdo multiobjetivo deterministico (PMOD)

Um problema de otimizagdo multiobjetivo pode ser definido em sua forma matematica

da seguinte maneira:

(
=1,.. (5.1)
X e

onde F(x) é o vetor de fungdes objetivo a serem otimizadas, n>2 designa o nimero de
fungdes objetivo, x =(x,,x,,...,X,) € 0 vetor contendo as variaveis de projeto, CcR" é o

conjunto realizavel, também chamado de espaco de projeto, delimitado pelas restrigbes de

igualdade ou desigualdade g, (x) e seus limites laterais inferior x, e superior x, .

Como mencionado anteriormente, uma fungdo multiobjetivo ndo apresenta apenas
uma solugdo 6tima e sim um conjunto de pontos 6timos conflitantes, onde por definicao,
existe um equilibrio tal que ndo se pode melhorar um critério sem deteriorar pelo menos

algum dos outros. Esse principio, postulado por Vilfredo Pareto (PARETO, 1896) recebeu o

nome de 6timo de Pareto: uma solugdo x C é uma solugéo de Pareto se, e somente se,
ndo existir uma solugdo x eC tal que F(x*) seja dominada por F(x). Além disso, sem
nenhuma outra informagdo sobre o problema além das definidas pelo equacionamento

similar ao da Eq. (5.1), todas as solugdes de Pareto sido consideradas igualmente
satisfatérias (HAUPT e HAUPT, 2004).
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Por fim todos os fatores apresentados acima implicam que € impossivel encontrar uma
solugdo que melhore os desempenhos sobre um critério sem que isso provoque uma
degradacéo dos desempenhos sobre pelo menos um outro critério qualquer. Sendo assim
as solugdes de Pareto recebem, por vezes, os nomes de solugdes vidveis, ndo dominadas e
inferiores (ZITZLER e THIELE, 1998).

Uma maneira mais simples para compreender e exemplificar o conceito de
dominancia, é analisar a Fig. 5.1. Nela & possivel afirmar que os pontos 1, 3 € 5 ndo sdo
dominados pelos outros dois pontos, enquanto o ponto 2 € dominado pelo ponto 3 e o ponto

4 é dominado pelos pontos 3 e 5.

Figura 5.1 — Exemplificacdo do conceito de dominancia de Pareto (adaptada de Ait Brik
(2005))

5.2.2 Problema de otimizagdo multiobjetivo robusto (PMOR)

Quando um processo de otimizagdo é realizado em uma fungéo cuja curva € bem
conhecida, na maioria das vezes ndo ha maiores problemas quanto a busca em torno de
descontinuidades e pontos de minimo local. No entanto, para o caso de aplicacbées mais
préximas a realidade, como o método de analise de fadiga desenvolvido neste trabalho,

geralmente ndo se conhece ou ndo é possivel representar a curva da fun¢ao objetivo.

Segundo Vanderplaats (1984), além dos dois fatores citados anteriormente, a
aplicacdo de um método de otimizagdo pode sofrer efeito direto das sensibilidades de cada
uma das variaveis de projeto, além da propagacéo de incertezas inerentes ao modelo do
meétodo dos elementos finitos estocasticos e da existéncia de ruidos em suas respostas

finais.



65

Sabe-se que os resultados obtidos pelo método de Sines variam bastante com uma
pequena flutuagdo do valor das variaveis de projeto, como por exemplo a espessura da
placa (ROSA, 2016). Em outras palavras, a sensibilidade do processo de obtencdo dos
indices de fadiga de uma placa fina € alta e implica em grandes variagdes nos resultados
(LEIDEMER, 2009). Sendo assim, por vezes € melhor adotar como solugdo 6tima um ponto
de minimo local em vez do minimo global, caso a fungdo apresente menor flutuagcdo em

torno desse ponto.

Garantir um valor que, mesmo ndo sendo o minimo global, apresente uma
sensibilidade menor da fungdo em sua redondeza € altamente desejavel no caso de uma
estrutura sujeita a efeitos aleatérios, modelada pelo método dos elementos finitos
estocasticos. Essa busca por solugdes robustas evita que os valores 6timos se desviem
demasiadamente de um étimo teérico real e resulte em comportamentos ndo esperados,

distintos dos fornecidos inicialmente na formulag&o do problema de otimizagédo numérica.

Observando a Fig. 5.2 apresentada por Lee e Park (2001), nota-se a presenc¢a de dois
pontos: A e B. O ponto A é um ponto de 6timo global, como os obtidos num processo de
otimizagdo deterministica e o ponto B € um ponto de minimo local, obtido por um processo

robusto. Empiricamente, observando apenas esta curva didatico fica evidente que, ao sofrer

uma variagdo Ax,, os valores de f(x1) em torno do ponto A variam mais que o valor desta

funcdo em torno do ponto B. Dessa forma diz-se que a robustez gerada pela adog¢do do

ponto B como étimo é maior que a do ponto A.

Fxpg
B
Ax,
A
AX,
>
X

Figura 5.2 — Representagéo grafica de duas solugdes 6timas com robustezes diferentes
(adaptado de LEE e PARK, 2001)

A aplicacdo de uma técnica de otimizagdo robusta considera em sua formulagéo,

perturbagdes no projeto, fungdes de custo e nas restricdes de modo a obter uma solugcéo



66

que, mesmo nao sendo a melhor de todas (solugéo sub-6tima) apresenta maior estabilidade,
garantindo que as incertezas presentes no modelo ndo afetem sobremaneira suas respostas

finais.

A definicdo matematica de um problema de otimizagdo multiobjetivo robusto é feita de
maneira similar ao deterministico apresentado na Eq. (5.1). A diferenga primordial € que,
além de minimizar as fungdes objetivo originais, o método deve ser capaz de maximizar
simultaneamente sua robustez ou minimizar sua vulnerabilidade. De maneira similar a

apresentada por Deb e Gupta (2006), o problema pode ser formulado da seguinte forma:

mXin F(x):(f1(x),f((x),fz(x),fzv(x),...,fn(x),fnv(x))
g,(x)<0 j=1..m (5.2)
X, <x<x, xeC

onde f’ (x) , 1=1...,n é a funcdo vulnerabilidade do objetivo, calculada pelo inverso da

dispersao (DE LIMA, 2007):

£ (x)= (% ,-)1 (5.3)

A aplicagao dessa técnica visa garantir que o problema encontre 6timos estaveis
mesmo quando os parametros e variaveis de projeto estdo sujeitos a estocasticidade do
modelo. O fluxograma apresentado na Fig. 5.3 mostra a comparagdo entre as duas

metodologias de otimizagdo multiobjetivo apresentadas anteriormente.
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Inicializacdo
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Solugdes Deterministicas Solugdes Robustas

Figura 5.3 — Comparacao entre os processos dos dois métodos de otimizagao

5.3 Método de solugao do problema de otimizagao — NSGA-II

A formulacdo dos problemas multiobjetivos deterministico e robusto foram
apresentadas nos topicos anteriores. Apos essas definicdes, busca-se agora um método de
solucdo para que os pontos 6timos da solugdo de Pareto sejam obtidos. Em um problema
multiobjetivo como o deste presente trabalho, a fungdo do método de solugdo nao é
encontrar um ponto 6timo e sim todo o conjunto de solugbes que atendam de maneira

satisfatdria os requisitos e restricdes da fungéo objetivo.

Com esse conjunto em maos, cabe ao projetista escolher o que apresente melhor
compromisso com a fungéo a ser desempenhada pela estrutura, como por exemplo analise
de fatores de custo e efeitos ambientais diversos. Em outras palavras, os algoritmos que
resolvem um problema multiobjetivo nada mais sdo que uma ferramenta auxiliadora,

deixando a responsabilidade da escolha para o projetista.

Segundo Ait Brik (2005), existem duas abordagens possiveis para a solugcdo de
problemas de otimizagao multiobjetivo. A primeira consiste em transformar o problema em
outro similar mono-objetivo, com ponderacao das fungdes objetivo: o chamado Método da
Soma Ponderada. Seu principio é bastante simples, se resumindo basicamente em somar

as fungdes objetivos ponderadas por pesos w,, i =1,...,n. Esses pesos sdo numeros reais

positivos e devem satisfazer a condicado de somatério tal que Z; w; =1 (MOREIRA, 2015).

Nesse caso a solugao do problema se torna classica (VANDERPLAATS, 1999). Ha de

se imaginar que essa abordagem, envolvendo uma simplificagdo, possa influenciar o
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problema no sentido da perca de seu significado fisico original. Ressalta-se ainda o fato de
que a obtengao dessa solugdo nao satisfaz, necessariamente, todos os critérios originais do
problema multiobjetivo, sendo 6tima para a fungdo mono-objetivo simplificada. Dessa forma,
a adocao dos pesos que ponderam a soma das fungdes objetivo levam a diferentes

resultados.

O projetista deve ainda realizar diversas simulagdes com diferentes configuragbes de
ponderacado, sem garantia que as solu¢des sejam bem distribuidas em uma curva de Pareto
(MESSAC, 1996; DAS e DENNIS, 1997). Além desses fatores, Das e Dennis (1997)
evidenciam em seu trabalho, que essa abordagem nao cobre todo o conjunto de solugdes

para um problema n&o-convexo.

A outra alternativa é utilizar-se de algoritmos que respondem diretamente ao problema
multiobjetivo. A diferenca é que, nesta abordagem, o conjunto dos pontos 6timos que
compdem as solu¢des de Pareto é calculado e disponibilizado pelo proprio algoritmo (AIT
BRIK, 2005). A vantagem € que o processo de otimizagao € realizado apenas uma Unica vez
e, tendo os pontos disponiveis, o projetista pode realizar uma analise e concluir qual deles
melhor se adapta com as necessidades do projeto, apesar de que essa escolha pode se
tornar mais complicada, devido ao grande numero de pontos 6timos gerados. Apesar disso,

essa abordagem se adapta melhor nos anseios da presente pesquisa.

Tendo exposto as vantagens e desvantagens das duas abordagens e a preferéncia
pelo segundo grupo, parte-se para a escolha final do método. De modo a aumentar a
variabilidade da busca, utilizar-se de algoritmos evolutivos € uma boa alternativa. Dentre as
variantes mais comuns desse método destacou-se o algoritmo chamado NSGA-II (Non
dominated Sorting Genetic Algorithm), proposto por Srinivas e Deb (1993) e que hoje é o
algoritmo mais amplamente encontrado na literatura para solucdo de problemas
multiobjetivo (VARGAS, 2018).

O algoritmo evolutivo NSGA-II se baseia no conceito da dominancia de Pareto aliadas
com mecanismos de selecdo natural e genética. Concomitantemente sado aplicados
principios de sobrevivéncia dos melhores individuos e cruzamentos de informacgdes pseudo-
aleatdrias (VICENTE, 2014). Uma populacao inicial que atenda aos requisitos iniciais da
funcao objetivo é gerada de maneira aleatéria e evolui através da aplicacdo de operadores

genéticos.

As solugbdes obtidas em sua rotina recebem um ranking de classificagdo, onde os
individuos ndo-dominados sao posicionados no primeiro fronte e por consequéncia sao

eliminados da populagdo original. Na sequéncia, dentre os individuos restantes na
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populagdo, os ndo-dominados sao posicionados no segundo fronte e eliminados. O
processo segue separando os pontos até que todos os individuos da populagdo original

tenham sido classificados em um fronte, da maneira ilustrada na Fig. 5.4.

Esse procedimento de classificagdo recebe o nome de ranking e as solu¢des sao
classificadas em rang, denominado r . Matematicamente, apds essa classificacdo em rang,

cada individuo x; recebe um valor f. , conhecido como fitness e definido como o inverso do
rang, ou seja f. = % . Essa fungao é capaz de avaliar o quéo proximo essa dada solucéo se

encontra da solugdo 6tima. Por fim, o valor do fitness de cada individuo & dividido pela
funcdo de niche, processo denominado sharing. Os valores da fungdo de niche séao

calculados conforme a Eq. (5.4).
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Figura 5.4 — Representacao grafica do método de ordenamento em frontes pelo algoritmo
evolutivo NSGA-II (adaptado de Deb (2001))

sh(d(x.x,)) 1-d(x.x;) se d(x,x)<o (5.4)
( %% )_ 0 se d(x,,xj)ZG '

onde (x,.,xj)séo os individuos comparados, sh é a fungéo sharing (niche), o é a constante
definida a priori que define o intervalo de niche, e d(x,,xj) € a distancia euclidiana entre os

individuos.
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Ap6s a definigdo desses parametros de classificagéo, o processo segue as operagdes
comuns de evolugdo de outros algoritmos genéticos classicos. O processo completo de

funcionamento do NSGA-II pode ser visto no fluxograma da Fig. 5.5.

A aplicacéo do algoritmo NSGA-II sera feita por uma toolbox em ambiente MatLab®,
funcionando concomitantemente com o codigo para a estimativa do indice de fadiga de
Sines de uma placa fina sob esforgos aleatérios e na presenga de incertezas paramétricas
em suas propriedades fisicas e geométricas. O objetivo é obter solugbes de Pareto que
possam atender os requisitos do sistema, minimizando a massa da placa e aumentando sua
resisténcia a fadiga. Nota-se o conflito de interesses, visto que se espera uma menor rigidez

e consequente menor vida em fadiga quando ocorre a diminuicdo da massa estrutural.
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Figura 5.5 — Fluxograma representativo do funcionamento do algoritmo NSGA-II (adaptado
de Ait Brik, 2005)

5.4 Método de solugao do problema completo

Nos topicos e nos capitulos anteriores foi apresentada a metodologia de otimizagao
robusta baseada em técnicas de andlise de fadiga no dominio da frequéncia para sistemas
estocasticos submetidos a carregamentos aleatérios, combinada com um método eficiente
de redugdo de modelos visando a geracdo das respostas em computadores pessoais e

envolvendo um tempo habil de execucgao.
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A execucgao completa do método segue o0 seguinte passo a passo:

10.

11.

12.
13.

Geragao das amostras pelo método do Hipercubo Latino (HCL), tendo como
parametros de entrada os valores médios das variaveis aleatérias e a taxa de
variacao de cada uma delas;

Montagem das matrizes de massa e rigidez globais por meio do método dos
elementos finitos estocasticos. A expansdao de Karhunen-Loéve afeta o
processo de integracdo das matrizes elementares, alterando o sistema
internamente e propagando incertezas pelo modelo;

Formulacéo da equacao do movimento do sistema;

Extragdo das formas modais do sistema nominal (valores médios das variaveis
aleatérias) e do residuo estatico proveniente da aplicagdo de uma forca
unitaria;

Identificacdo da parcela das matrizes de massa e rigidez causadas pela
flutuacdo dos parametros aleatérios. Ao isolar essas parcelas na equacao do
movimento e realizar algumas manipulagcdes matematicas, obtém-se um vetor
de forcas nao-exatas proveniente da perturbagdo causada no sistema pelas
estocasticidades do modelo;

Obtenc¢ao dos residuos (modos restritos) advindos das forgas nao-exatas;
Composi¢cao da base estocastica utilizando as formas modais e residuos
calculados nos passos 4 e 6;

Aplicacdo da base robusta nas matrizes de massa e rigidez, reduzindo suas
dimensdes sem perder as informacgdes dindmicas do sistema;

Calculo das fungdes resposta em frequéncia de todos os nés da placa. Obtém-
se aqui uma matriz de trés dimensdes, utilizada no calculo das respostas em
tensao;

Obtengao das matrizes de densidade espectral de poténcia (PSD) em tensao
para cada um dos elementos da estrutura;

Extracdo dos momentos espectrais das matrizes de PSD e calculo da
esperanga matematica da raiz quadrada do segundo invariante do tensor
desviatorio de tensio;

Estimativa do coeficiente de Sines para cada elemento;

Os passos de 2 a 12 sdo executados para cada uma das amostras geradas no
passo 1. Uma excecdo € o passo 4, que so precisa ser calculado uma vez. A
nao resolucao do problema de autovetores para composi¢cao da base em cada

passo providencia ganho computacional,
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14. Aplicagdo do método de otimizagao robusta NSGA-Il. O algoritmo executa
diversas vezes os passos 1 a 12 para obtengdo do conjunto de solugbes
6timas de Pareto. Nesse caso a otimizagdo consiste em maximizar a vida em
fadiga da estrutura e minimizar sua massa fungao vulnerabilidade;

15. Escolha do ponto de 6timo menos vulneravel ou que melhor se adeque aos
anseios do projetista;

16. Execucao de outra rotina de calculo completo para verificacdo da robustez do

ponto escolhido.

As etapas descritas acima estdo sumarizadas no fluxograma apresentado a seguir na
Fig 5.6.
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CAPITULO VI

SIMULAGOES NUMERICAS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos com a realizagdo de
simulagbes numéricas, empregando as rotinas de calculo desenvolvidas em ambiente
MATLAB®. Partindo da modelagem pelo método dos elementos finitos estocasticos com
discretizacdo dos campos aleatérios pelo método de Karhunen-Loéve, extrai-se as
respostas com base nas FRFs e respostas em tensdo no dominio da frequéncia via PSD.
Comparando o tempo de calculo envolvido na solugdo do sistema completo, reduzido pela
base de Ritz e pela base estocastica proposta neste trabalho é possivel evidenciar o ganho
computacional obtido por essa abordagem. Na sequéncia é possivel estimar os valores
minimos, médios e maximos do indice de Sines para cada um dos elementos da malha. Por
fim o conjunto de pontos 6timos de Pareto € obtido, possibilitando ao projetista a escolha do

que melhor se adapta ao seu projeto e as restricoes referentes a ele.

6.1 Apresentacao da estrutura nominal em analise

A estrutura base considerada para realizagdo dos estudos aqui apresentados € uma
placa fina de aluminio, com dimensdes 654 mm x 527 mm. Suas extremidades ao longo do
eixo y estdo engastadas. A placa foi discretizada em uma malha de 8 x 8 EFs, totalizando
89 nds, 64 elementos e 405 GDLs. A forga é aplicada no né central da placa. Para as
medidas das FRFs, por definigdo esse esforgo é unitario e a medicdo dos deslocamento é
feita no mesmo ponto. Ja para o calculo das PSDs, o carregamento inserido € do tipo ruido

branco com média zero e varidncia 85x10°N%Hz. As outras propriedades fisicas e
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geométricas da placa podem ser vistas na Tab. 6.1 e uma representagdo simplificada da

mesma € apresenta na Fig. 6.1.

Y
7 N
N

7 N

7

7 N
E / R
| 7 o N
oA N

7 R

7 N

7 N
il \X

654 mm

v

Figura 6.1 — Representagéo da placa fina em analise: fixagcao dos eixos definindo as

dire¢cdes X e Y, dimensdes e ponto de aplicacédo da forca e medi¢céo da FRF

Tabela 6.1 — Propriedades fisicas e geométricas da placa de aluminio

] Limite Limite de Limite de
Médulo de  coeficiente . MasSa de Torgéo Tragao
Espessura Elasticidade gg poisson ESPeCifica Ruptura Alternada® Alternada®
N A ) R () R ()
g (MPa) (MPa) (MPa)
1.8 70 0,33 2700 343 92 132

(Mobtidos para 2.0x108 ciclos

Para garantir que os resultados partam de um modelo coerente, primeiramente foi feita
uma andlise de convergéncia da malha levando em consideragédo as trés primeiras
frequéncias naturais. A malha de 8x 8 adotada apresentou resultados satisfatérios, com
variagbes maximas da ordem de apenas 0,5% para a terceira frequéncia natural, se

comparada com malhas mais finas, como notado na Fig. 6.2.

E evidente também ao se observar a Fig. 6.3 que o tempo computacional envolvido
nos calculos € exponencialmente proporcional ao tamanho da malha. Como os testes
realizados posteriormente envolvem diversas avaliagdes dessa fungdo principal, optar por
uma malha de menor dimenséo é desejavel para este caso. Por fim, conclui-se que a malha

adotada esta de acordo com os resultados esperados.
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Figura 6.3 — Analise de tempo computacional em uma avaliagdo da fungao principal
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6.2 Comparacgao entre as bases de redugao

Em um primeiro momento, uma comparacao entre os resultados obtidos pelas bases
de reducao utilizando o método de Ritz e a base estocastica e o sistema nominal foi
realizada. O principal foco dessa comparagdo é avaliar a capacidade dessas bases em
reduzir as dimensbes e o0 tempo computacional envolvidos na avaliacdo do modelo
mantendo o comportamento e as caracteristicas dindmicas do sistema completo na banda

de interesse.

A primeira comparacao foi feita entre a estrutura nominal e a estrutura reduzida pela
base de Ritz. Nesse primeiro caso a analise estocastica completa nao foi realizada, e sim
apenas o calculo da FRF do sistema deterministico com as propriedades médias mostradas
na Tab. 6.1, evidenciando também a forma e os picos da FRF do sistema nominal. Na Fig.
6.4(a) nota-se que as duas curvas se sobrepdem, nado sendo possivel distinguir alguma
diferenca entre seus resultados. Devido a isso, calculou-se o erro relativo entre as duas,
mostrado na Fig. 6.4(b). Nota-se que o maior valor do erro relativo ndo ultrapassou 0,14%, o
que € uma diferenca desprezivel. Apesar disso, notou-se um ganho computacional da

ordem de 90% entre os dois métodos de analise.

80 0.14

Sem Redugao
70 = = Reduzido Ritz

012 b

0.06 b

Amplitude [dB] ref 1e-6
Ero Relativo [%]

0.04 b

0.02 b

o~ AN

] 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 1] 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200
Freq. [Hz] Freq. [Hz]

(a) (b)

Figura 6.4 — Comparagéao entre o sistema sem reducgéo e reduzido pela base de Ritz

Na sequéncia, foi realizada a primeira simulacdo estocastica, permitindo comparar a

performance da base de Ritz, ja comprovada pelo teste acima, com a performance da base
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estocastica proposta. Para essa analise foram utilizadas 500 amostras com distribuicao
normal Gaussiana, geradas pelo método do Hipercubo Latino (HCL) com uma variagdo na

espessura da ordem de 5% aplicada e um desvio padrao de 3o (99,73% de confiabilidade).

Para a expansdo de Karhunen-Loéve foram adotados dez termos na série. Esse
numero, apesar de gerar resultados similares com outros truncamentos de ordem inferior, ja
foi utilizado diversas vezes em trabalhos anteriores e apresentou resultados satisfatérios em
outras aplicagbes similares (DE LIMA, 2017; DE LIMA et al., 2010; KOROISHI et al. 2012).
Esse numero sera mantido em todas as simulagdes estocasticas na sequéncia deste

trabalho.

Em um primeiro momento realiza-se a analise de convergéncia via RMSD
normalizado, calculada pela Eq. (3.55) apresentada no Capitulo lll. Os resultados esperados
sdo respostas idénticas nos graficos de convergéncia, o que é evidenciado na Fig. 6.5.

Analisando os graficos nota-se uma convergéncia satisfatéria a partir de 300 individuos.

Sem Reducao Base Ritz Base Estocastica

] | —

o
o

0.8

o
=)

o
(=]
RMSD Nermalizado

RMSD Nermalizado
o
[s=]

{06

04 0.4 04
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 50

Amostras Amostras Amostras

Figura 6.5 — Analise de convergéncia: comparagao entre os trés casos

Nota-se na Fig. 6.6 que as bordas dos envelopes obtidos pelos trés métodos se
sobrepdem perfeitamente, assim como a primeira comparacao feita e mostrada na Fig.
6.4(a). Dessa maneira optou-se novamente por plotar graficos comparativos dos erros, que

estdo representados nas Fig. 6.7.

O erro maximo relativo envolvido nos calculos da FRF utilizando a base de Ritz n&do
superou 0,03% enquanto o referente a base estocastica ficou abaixo de 0,13%. Novamente
0s erros sao de magnitude desprezivel nesse tipo de analise, evidenciando a excelente

capacidade de ambas em preservar o comportamento dindmico original da estrutura.

Quanto ao tempo computacional gasto, comparadas com o sistema nominal, nesse

teste estocastico a base de Ritz apresentou ganho em tempo de calculo de 70,4% enquanto
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a base estocastica apresentou 96,4% de ganho. Quando comparados entre si, os resultados
da base estocastica tiveram ganho computacional de 87,8% em comparagéo aos obtidos

pela base de Ritz.

90 T T T T T T
! [ lEnvelope
80 f —Media -
1Y — Sem Reducao
====Base de Ritz

701

= = Base Estocaslica

|X/F| [dB]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Freq. [Hz]

Figura 6.6 — Envelope de FRFs comparativo entre as bases de reducao e o sistema nominal:

placa sujeita a incerteza de 10% na espessura

Comparagao dos Erros

0.14 T T T

Base Ritz
0.12 + Base Estocastica

01

Dif. [%)

0.04

0 ! - .
0 20 40 60 80 100 1200 140 1600 180 200

Freq. [Hz]

Figura 6.7 — Comparacao entre os erros relativos gerados pelas duas bases de redugao e o

sistema nominal
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Apods comprovada a eficacia da base proposta, ela sera adotada em todos os testes
estocasticos realizados na sequéncia deste trabalho. Assim espera-se obter os resultados
em um tempo n&o-proibitivo, se tratando das muitas iteragcdes e amostras envolvidas nos

ensaios estocasticos e no método de otimizagao robusta.

6.3 Geragao das respostas do sistema estocastico

6.3.1 Respostas referentes ao sistema deterministico

Antes de realizar a analise de fadiga com a placa sujeita a flutuagbes em seus
parametros geometricos e propriedades de material, é importante apresentar os resultados
referentes ao sistema deterministico. Em outras palavras, os resultados apresentados nessa
subsecao foram obtidos utilizando-se como parametros de entrada os valores médios das
propriedades e o sistema n&o conta com a influéncia da expansdo de Karhunen-Loéve na

integracéo de suas matrizes elementares.

O primeiro resultado € mostrado na Fig. 6.8 e representa as amplitudes da FRF do
sistema deterministico para a forgca aplicada no ponto central da placa e o deslocamento
medido no mesmo ponto. Vale ressaltar que, para efeito de calculo das respostas em tensao
da placa para a estimacao do indice de fadiga mostrado na Fig. 6.9, o conjunto de todas as

FRFs de todos os pontos da malha deve ser utilizado.

Amplitude [dB] ref 1e-6

0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200
Freq. [Hz]

Figura 6.8 — FRF do sistema deterministico



81

10%° 10%° 10
— —_— w
o oy 4]
o 10" o 10" o 10’

=
10" 1010 10°
0 100 200 0 100 200 0 100 200
Freq. [Hz] Freq. [Hz] Freq. [Hz]

Figura 6.9 — Graficos das respostas em tensdo no dominio da frequéncia via PSD

A partir das respostas em tensao da Fig. 6.9 sdo extraidos os momentos espectrais
envolvidos na estimativa do indice de fadiga de Sines. Para a estrutura deterministica em
questdo o valor maximo encontrado foi de 0,7276 nas bordas da placa, conforme a

distribuicdo completa dos valores para todos os elementos da mesma mostrado na Fig.

6.10.
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Figura 6.10 — Distribuicao dos indices de Sines para a placa deterministica

Nota-se que o valor 0,7276 ¢é inferior a unidade. Sendo assim, numa primeira analise,
pode-se concluir que para condi¢des do problema consideradas nesta aplicacdo, a placa

nao falhara antes de 2 milhdes de ciclos de carregamento.
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6.3.2 Respostas referentes ao sistema estocastico

Na sequéncia serdo apresentados os resultados referentes a um teste estocastico
similar ao realizado para comprovar a eficacia das bases de reducdo apresentadas na
Secgao 6.2. Novamente foram utilizadas 500 amostras com distribuicdo normal Gaussiana,
geradas pelo método Hipercubo Latino (HCL) com uma variagéo na espessura da ordem de

5% aplicados com um desvio padrao de 3o (99,73% de confiabilidade).

Novamente, o primeiro passo é a analise de convergéncia. O resultado para esse caso
esta mostrado na Fig. 6.11, notando-se uma convergéncia satisfatéria apés 350 individuos.
O envelope das FRFs é apresentado na Fig. 6.12 e as respostas em tensdo no dominio da
frequéncia via PSD sao mostradas na Fig. 6.13. Ja os valores maximos, médios e minimos

dos indices de fadiga de Sines para cada elemento finito da placa s&o vistos na Fig. 6.14.

1.15 T T T :
1.1
1.05
R SRR

0.95

-

RMSD Normalizado
o
w

=
to
3]

0.8

0 100 200 300 400 500
Amostras

Figura 6.11 — Analise de convergéncia via RMSD: placa sujeita a incerteza de 5% na

espessura

O valor maximo obtido para os coeficientes de Sines da regido mais critica da placa
para este caso foi de 0,9834. Como esse valor, mesmo sendo bem préximo, ainda é inferior
a unidade, pode-se afirmar que com a presenca de incertezas da ordem de 5% na

espessura da placa, néo se espera falha por fadiga antes de 2 milhées de ciclos.
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Figura 6.12 — Envelopes de FRFs: placa sujeita a incerteza de 5% na espessura
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Figura 6.13 — Envelopes das respostas em tensdo no dominio da frequéncia: placa sujeita a

incerteza de 5% na espessura
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Figura 6.14 — Valores maximos, médios € minimos dos indices de Sines: placa sujeita a

incerteza de 5% na espessura
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Um segundo teste foi realizado para verificar a influéncia da inclusédo de incertezas no

limite de fadiga de torg&o, ¢ , . Segundo Lambert (2007), devido a seu carater de aquisicao

puramente experimental, esse parametro esta usualmente sujeito a variagdes de até 10%.
Para essa andlise foram considerados niveis de incerteza de 5% sobre a espessura e de
10% sobre o limite de fadiga em tor¢gdo, ambos aplicados sobre um desvio padrdo de 3o.

Assim como os testes anteriores, foram usadas 500 amostras geradas pelo método do HCL.

A anadlise de convergéncia foi realizada e apresentou resultado satisfatério apos 250

amostras. Sua representacgao grafica é vista na Fig. 6.15.

Yo

0.7

RMSD Normalizado
o
w

0.6 . . . .
0 100 200 300 400 500

Amostras

Figura 6.15 — Analise de convergéncia via RMSD: placa sujeita a incertezas de 5% na

espessura e 10% no limite de fadiga em torgéo.

Como o limite t, ndo esta envolvido diretamente no calculo da FRF e nem na

estimativa da resposta em tenséo via PSD, o que se espera é que a manutencao no nivel de
incertezas da espessura gere envelopes de respostas similares, dada a convergéncia
garantida. Esse fato pode ser confirmado pela andlise das Figs. 6.16 e 6.17 em comparacgao

com as Figs. 6.12 e 6.13.
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Figura 6.16 — Envelope de FRFs do deslocamento pela forga aplicada: placa sujeita a

incertezas de 5% na espessura e 10% no limite de fadiga em torgéao alternada simétrica
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Entretanto, pode-se notar neste caso que o valor maximo do coeficiente de Sines foi
da ordem de 1,2814 para as bordas. E evidente que a andlise subjetiva de falha ou nZo-
falha foi alterada, visto que neste caso o valor superou a unidade. Esse tipo de
comportamento evidencia o quao importante é realizar a inclusdo de incertezas em um
modelo preditivo de fadiga, dadas as usuais grandes responsabilidades envolvidas em
processos cujas aplicagdes estdo frequentemente sujeitas a carregamentos dindmicos com
flutuagéo no tempo. Isso se torna ainda mais significativo visto que as falhas por fadiga sao
aproximadamente 90% de todas as falhas que ocorrem em componentes mecanicos
(CALLISTER, 2000).

6.4 Procedimento de otimizagao robusta

Nesta secado, € aplicada a metodologia de otimizagdo robusta tendo como base o
indice de fadiga. Esse método visa obter um conjunto de solugdes de Pareto cujos pontos
6timos apresentam menor sensibilidade a flutuagbes causadas pelas variaveis aleatérias do
modelo de elementos finitos estocasticos. Neste caso, as fungdes objetivo sdo o indice de
fadiga (f1) e a massa total da placa (f2) e suas correspondentes fung¢des vulnerabilidades f; e

f4, conforme a Eq. (6.1).

f1 = maX(E[DSines ])

f, = pABh

Minimizar | ¢ _ % vulnerabilidade de f, (6.1)
1

f, = ‘f/ vulnerabilidade de f,
Ho

onde A e B sdo as dimensbes da placa.

Como mencionado no Capitulo V, o algoritmo utilizado para a solugédo do problema de
otimizag&o robusto € o NSGA-Il por meio de uma toolbox disponivel no MATLAB®. O valor
nominal da espessura foi 1,8 mm com taxa de variagao admissivel de 20%, determinando
assim os limites superior e inferior do intervalo de busca da fungao objetivo. Os niveis de

incerteza foram 5% sobre a espessura, 10% sobre o limite de fadiga em tor¢ao alternada



simétrica e 5% sobre a densidade de massa da placa, todos aplicados sobre um desvio

padrdo de 3o.

Os parametros de entrada utilizados na execugao do NSGA-Il sdo apresentados na

Tab. 6.2.

Tabela 6.2 — Valores dos parametros de entrada do algoritmo NSGA-II

Probabilidade de selegao

0,25

Probabilidade de reprodugao

0,25

Probabilidade de mutagao

0,25

Numero de geragdes

100

Numero de individuos

20

Coeficiente de Niche

0,20

Apods a execugao do problema de otimizagado multiobjetivo robusto, a Fig. 6.19 mostra
o conjunto de solugdes de Pareto que foi obtido. Nese caso, optou-se pela ndo insergao
direta de uma restricdo visando penalizar valores de Sines superiores a unidade. Dessa
forma, a linha azul tragada no grafico representa o limite maximo do indice admissivel para o

elemento mais critico da placa.
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Figura 6.19 — Solugbes de Pareto para o problema multiobjetivo robusto

Todas as solugdes ndo-dominadas do conjunto de Pareto apresentadas na Fig. 6.19

sdo consideradas igualmente otimas, ndo se levando em consideragdo a restricdo
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relacionada ao indice de Sines. A escolha agora passa a ser do projetista, levando em conta
outros fatores envolvidos no projeto. Para essa aplicagdo, como ndo se tem restricbes
diretas ligadas a um projeto especifico, uma estratégia é a adogao de um ponto com menor

vulnerabilidade.

Neste caso, o ponto étimo escolhido foi o ponto com massa de 1,863 kg. Essa massa
corresponde a uma espessura da placa de aproximadamente 2,0 mm, e sera tomada como
base no procedimento de verificacdo da robustez da resposta. As vulnerabilidades das

fungbes objetivos nesse ponto foram de 0,016 para f, e 0,090 para f,.

6.5 Avaliagao da robustez do ponto 6timo escolhido

Para a verificagdo da robustez do ponto escolhido no espago de solugdes, faz-se a
mesma analise apresentada na Subsecdo 6.3.2 deste capitulo. De maneira similar aos
resultados mais criticos apresentados anteriormente, foram considerados niveis de incerteza
de 5% sobre a espessura e de 10% sobre o limite de fadiga em tor¢do, ambos aplicados
com um desvio padrdao de 30 . Novamente, a geragéo de individuos pelo método HCL foi de

500 amostras.
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Figura 6.20 — Analise de convergéncia via RMSD: placa otimizada e sujeita a incertezas de

5% na espessura e 10% no limite de fadiga em torgéo alternada simétrica
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Pela analise da Fig. 6.20, nota-se que uma convergéncia satisfatoria foi atingida em
torno de 300 amostras. Sendo assim, esse ensaio possui validade para as analises feitas na
sequéncia. A Fig. 6.21 representa o envelope das FRFs obtido para o caso otimizado. O que
se nota nesse caso € um leve deslocamento da curva para a esquerda e a diminuicao dos
niveis maximos de amplitude das FRFs. Esse comportamento corresponde ao esperado
empiricamente, pois espera-se que a elevacdo da massa estrutural diminua o valor das suas

frequéncias naturais.
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Figura 6.21 — Envelope de FRFs: placa otimizada e sujeita a incertezas de 5% na espessura

e 10% no limite de fadiga em torcao.

Na Fig. 6.22 tem-se os envelopes das respostas em tensdo no dominio da frequéncia
via PSD para as trés componentes de tensdo atuantes na placa. Como estes graficos
derivam diretamente das FRFs, um comportamento similar ao descrito anteriormente é
esperado, o que de fato ocorre. O aumento da massa estrutural causa uma diminuicio dos

niveis de tensdo nos elementos criticos da estrutura.

Da mesma forma, com os niveis de tensdo menores espera-se uma direta redugdo no
indice de Sines. Para essa analise, o valor maximo de Sines para o elemento mais critico foi
de 0,9059. Esse valor, mesmo préximo, € inferior a 1, indicando uma condi¢cdo de nao falha
dentro de 2 milhées de ciclos. Nota-se entédo, no caso do estudo da vida em fadiga da placa

otimizada, uma mudanga na analise subjetiva de falha com as alteragdes no parametro
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massa estrutural por meio do aumento da espessura da placa. A distribuicdo do coeficiente

de Sines para todos os elementos da placa pode ser vista na Fig. 6.23.
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Figura 6.22 — Envelopes das respostas em tensdo no dominio da frequéncia: placa
otimizada e sujeita a incertezas de 5% na espessura e 10% no limite de fadiga em tor¢cao

alternada simétrica
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Figura 6.23 — Distribuicbes maxima, média e minima dos indices de Sines: placa otimizada e
sujeita a incertezas de 5% na espessura e 10% no limite de fadiga em torcao alternada

simétrica

A partir dos resultados obtidos em termos dos envelopes das FRFs, das respostas em
tensdo via PSD e das distribuicdbes dos indices de fadiga de Sines, fica evidente a
importancia da escolha do melhor ponto 6timo no espaco de solugdes de Pareto em termos
de sua menor vulnerabilidade. Como esse ponto apresentou valores de vulnerabilidades
menores que 0s outros, espera-se que as flutuagbes nas variaveis aleatérias do método
estocastico afetem a estimativa do coeficiente de Sines de maneira menos significativa. Por
fim este ultimo ensaio garantiu a ndo falha da estrutura por meio de um acréscimo de massa

de aproximadamente 11,1%.



CAPITULO VII

CONCLUSOES GERAIS E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

7.1 Resumo e contribui¢oes

No contexto das linhas de pesquisa que vem sendo desenvolvidas pelo LMEst/UFU,
esta Tese contribui com a proposicdo de uma metodologia de projeto robusto de sistemas
dindmicos sujeitos a incertezas paramétricas baseado na analise de fadiga no dominio da
frequéncia. A intengcdo do desenvolvimento desta metodologia € disponibilizar uma
ferramenta para a identificacdo de falha ou nao-falha de sistemas utilizando técnicas de
otimizacdo combinadas com incertezas visando aplicacbes mais realisticas de interesse
pratico. O modelo de fadiga estocastico proposto neste trabalho fornece ao projetista ndo
somente a distribuicdo dos indices de fadiga de Sines para os elementos da malha de
discretizagao do sistema fisico de interesse, mas também o uso destes valores como
objetivos a serem otimizados no contexto da técnica de otimizagdo multiobjetivo robusta.
Isto permite ao projetista avaliar o grau de influéncia das incertezas consideradas na analise

de fadiga e a busca pelo espaco de projeto que leve a uma estrutura sem falha.

Salienta-se que dado o carater fortemente experimental associado as propriedades
dos ensaios de fadiga, essa ferramenta pode ser aplicada durante as fases preliminares
e/ou concepgéo inicial de um projeto estrutural. Com a posi¢cao e os valores referentes ao
elemento mais critico da estrutura, o engenheiro pode tomar decisdes prévias durante a fase
de projeto sem a necessidade de realizar inumeros ensaios de fadiga em um protétipo que,

em muitas situagdes, pode envolver um elevado custo e tempo de realizacao.

O desenvolvimento deste modelo passou por diversas etapas. Uma delas, primordial

ao processo, foi a proposicdo de uma técnica de reducdo de modelos, visando obtencdo de
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resultados em tempo habil para futuras aplicagdes em otimizagao robusta. Ha de se esperar
que um processo de otimizagdo como este que envolve o uso de um modelo estocastico
leve a um custo computacional proibitivo, mesmo para problemas académicos como o
abordado nesta Tese. Isto é devido, principalmente, as inimeras avaliagdes do problema
fisico original para avaliar as fungdes objetivo e suas correspondentes vulnerabilidades.
Devido a esse fator, em um primeiro momento foram utilizadas técnicas de sintese modal de
componentes, por meio da aplicagao da base de Ritz (modos de vibragédo) enriquecida com
residuos estaticos. Essa abordagem possibilitou um ganho computacional da ordem de
70,4% na avaliagdo da fungao principal do programa, com erro relativo maximo de 0,14%.
Entretanto, vale ressaltar que tal base n&o é aplicavel para sistemas amortecidos e nao
lineares, como por exemplo, sistemas com amortecimento viscoelastico ou na presencga de

nao linearidades geométricas.

Apesar da eficacia da base de Ritz para a estrutura-tese abordada neste trabalho, o
tempo computacional ainda se mostrou elevado para o problema da otimizagdo robusta com
fadiga do sistema estocastico. Analisando os tempos computacionais de cada etapa do
processo de otimizagdo robusta, pdde-se concluir que o recalculo do problema de
autovalores a cada iteracdo para computar as amostras é um dos principais responsaveis
pelo elevado custo computacional de calculo. Neste caso, uma nova base de reducgao de
modelos dita robusta foi sugerida. Ela € composta pelos modos de vibragdo do sistema
nominal e de residuos estaticos provenientes das forcas de modificacido associadas as
alteracbes causadas pelas variaveis aleatérias. A aplicagdo dessa técnica possibilitou um
ganho computacional de 87,8% em comparagdo com a base de Ritz. Comparado com o
modelo nominal sem reducdo, o ganho computacional foi de 96,4%, com erro relativo
maximo menor que 0,13%. Essa reducdo de custo computacional tornou possivel a
execugdo da técnica de otimizacdo multiobjetivo robusta em termos da fadiga que foi
proposta. Por fim, salienta-se que esta base pode ser aplicada a sistemas dindmicos com e
sem amortecimento, além de poder ser aplicada a sistemas ndo lineares onde, neste caso,
as forgas de modificagao devem levar em conta as perturbagdes causadas no sistema pelas

forgas ndo lineares.

A anadlise deterministica que envolve a estrutura com suas propriedades nominais,
apresentou um indice de Sines de 0,7276, o que néo indica falha antes de 2 milhdes de
ciclos. Quando um nivel de incerteza de 5% foi aplicado na espessura da placa em estudo,
o valor maximo do coeficiente de Sines para o elemento mais critico foi de 0,9834, ainda
inferior a unidade, porém bem proximo, ou seja, nesses dois casos a estrutura nao

apresenta falha.
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Na sequéncia, seguindo recomendagbes da literatura (LAMBERT, 2007), um nivel de
incerteza da ordem de 10% foi aplicado no limite de fadiga utilizado na estimativa do indice
de Sines. Para este caso, o valor maximo do indice para o elemento mais critico foi de
1,2814, indicando ja uma falha apds 2 milhdes de ciclos. Desse aspecto de alteragdo na
analise de falha, reitera-se novamente a importancia da analise estocastica em aplicacbes
desse tipo, visto que a inclusdo de incertezas no modelo preditivo da fadiga se mostrou

mandatoria para a obtengao de resultados mais préximos aos reais esperados.

Apos a verificagdo da falha, o processo de otimizagdo robusta multiobjetivo foi
realizado por meio do algoritmo NSGA-Il. Esse método possibilitou a obtengcdo de um
conjunto de solugdes 6timas de Pareto. Dentre esses pontos, limitou-se a escolha somente
para valores com indice de fadiga menor que 1, ja que se optou pela ndo inclusao direta de
restricbes a fungdo objetivo original. O ponto escolhido foi que apresentou menor
vulnerabilidade e consequentemente maior robustez. Esse ponto de massa 1,863 kg

equivale a uma espessura da placa de aproximadamente 2,0 mm.

Para comprovar a robustez do ponto étimo-robusto, foi realizada uma analise similar a
anterior, com a inclusdo de incertezas de 5% na espessura e 10% no limite de fadiga da
placa. O elemento mais critico da estrutura apresentou um indice de Sines de 0,9059. Esse
valor, inferior a unidade, indica a nao falha do sistema apds 2 milhées de ciclos. Nesse caso,
mesmo com a presenga de incertezas em niveis elevados, a analise de fadiga foi de néo

falha, o que indica a robustez do ponto 6timo escolhido.

Para o caso de uma aplicacdo mais realistica de interesse pratico, o aumento de
11,1% na massa do sistema deve ser reavaliado pelo projetista afim de concluir se esse
acréscimo se encaixa nas limitagées e/ou restricbes do projeto. Como todos os pontos do
conjunto de solugdes de Pareto sdo igualmente 6timos, deve-se atentar a outras possiveis
restricbes de aplicagdo no momento da concepg¢ao do projeto, além da robustez que se

deseja atingir.

7.2 Producao cientifica

Durante o periodo de desenvolvimento desta Tese, alguns artigos foram publicados e

divulgados em congressos nacionais e internacionais da area. Séo eles:

e Rosa, U.L.; Gongalves, L.K.S.; de Lima, A.M.G. A robust condensation strategy

for stochastic systems, XXVII Iberian Latin American Congress on Computational Methods
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in Engineering, 2016, Brasilia. XXXVII Iberian Latin American Congress on Computational
Methods in Engineering, 2016. p. 1-11.

e Rosa, U.L.; Gongalves, L.K.S.; de Lima, A.M.G. Fatigue analysis of viscoelastically
damped structures subjected to uncertainties, XXXVIII Ibero-Latin American Congress
on Computational Methods in Engineering, 2017, Florianopolis. XXXVIII Ibero-Latin
American Congress on Computational Methods in Engineering, 2017.

eGongalves, L.K.S.; Rosa, U.L.; de Lima, A.M.G. Multiobjective Optimization
Techniques applied to Fatigue Analysis of Viscoelastically Damped Systems, Xl|
Brazilian Workshop on Continuous Optimization, Foz do Iguagu, 2018.

eRosa, U.L.; Gongalves, LK.S.; de Lima, A.M.G. Design optimization of a
stochastic dynamic plate based on fatigue life, 25" International Congress of Mechanical
Engineering (COBEM), Uberlandia, 2019.

e Gongalves, L.K.S.; Rosa, U.L.; de Lima, A.M.G. lterative condensation strategy to
fatigue analysis of viscoelastically damped structures, 25" International Congress of
Mechanical Engineering (COBEM), Uberlandia, 2019.

eRosa, U.L.; Gongalves, L.K.S.; de Lima, A.M.G. Robust design of stochastic
dynamic systems based on fatigue damage, Uncertainties 2020: 5" International
Symposium on Uncertainty Quantification and Stochastic Modelling, St-Etienne Rouvray,
France, 2020, p. 1-20.

Além dos artigos publicados em congresso mencionados acima, este trabalho gerou

ainda duas publicagcbes em periddicos e outra em processo de submisséao:

eRosa, U.L.; Gongalves, L.K.S.; de Lima, AM.G. A robust condensation strategy
for stochastic systems, Revista Interdisciplinar de Pesquisa em Engenharia, v. 2, p. 90-
100, 2016.

e Goncgalves, L.K.S.; Rosa, U.L.; de Lima, A.M.G. Fatigue damage investigation and
optimization of a viscoelastically damped system with uncertainties, Journal of

Brazilian Society of Mechanical Engineering, v. 41, p. 1-15, 2019.

7.3 Perspectivas de trabalhos futuros

Dentre as perspectivas que surgem com a publicacédo deste trabalho pode-se citar:

¢ Aplicagdo desta metodologia visando a analise de fadiga de sistemas industriais de

maior nivel de complexidade;
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e Avaliagdo da influéncia de tratamentos da placa com materiais inteligentes e
amortecimento, visando a diminuicdo dos niveis de vibracdo, atenuagdo dos niveis de
tensdo e menores valores do indice de fadiga;

o Realizacdo de experimentos que possam comprovar a modelagem de um sistema
real, aliado com os tratamentos dos topicos acima;

¢ Extensao de metodologia desenvolvida para sistemas nao lineares.
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