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SANTANA, P. V. Abordagens de Sistemas Neuro-Fuzzy em Modelos Econômicos. 2021. (76 pág)
p., Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

A ciência econômica ainda enfrenta obstáculos para a modelagem matemática de problemas,
devido a grande incerteza existente em torno das variáveis estudadas nesta área. O objetivo
deste trabalho é utilizar a teoria dos conjuntos fuzzy para estimar dois indicadores econômicos,
a taxa de crescimento do produto interno bruto a preço de mercado (PIBpm) e a taxa de
poupança, que é um parâmetro do modelo de crescimento econômico de Solow. Para isso, são
constrúıdos sistemas baseados em regras fuzzy (SBRFs), que por sua vez são gerados através
de dois sistemas neuro-fuzzy. Neste trabalho utiliza-se dois sistemas neuro-fuzzy distintos, o
Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) e o Hybrid Neural Fuzzy Inference System
(HyFIS), que têm como método de inferência Takagi-Sugeno e Mamdani, respectivamente. O
estudo referente à taxa de poupança é realizado em dois contextos, o primeiro com dados globais
de 74 páıses, de 2016 a 2018, para o treinamento dos sistemas neuro-fuzzy, e o segundo apenas
com dados nacionais, de 2000 a 2018. Na validação do primeiro caso obteve-se um coeficiente de
correlação de 0,87330 entre os valores reais e os estimados pelo SBRF, gerado pelo HyFIS. Para
o caso, com os dados nacionais, os resultados são satisfatórios, mas a etapa de validação é rea-
lizada apenas com valores de dois anos, devido a baixa quantidade de informações dispońıveis.
Na abordagem envolvendo a taxa de crescimento do PIBpm são utilizados dados brasileiros
para o treinamento das redes neuro-fuzzy, referentes aos anos de 2000 a 2018 selecionados de
forma trimestral. Além disso, essa abordagem é realizada com uma defasagem entre os valores
de entrada e sáıda, permitindo assim que o modelo possa realizar previsões. Nesta modela-
gem, a correlação obtida na etapa de validação do SBRF constrúıdo pelo HyFSIS é 0,90540,
mostrando resultados promissores. Os valores obtidos nas previsões, quando comparados com
os dados reais não são satisfatórios, acredita-se que a pandemia do coronav́ırus tenha afetado
de maneira negativa as projeções realizadas. É importante mencionar que nestas abordagens
são empregados o HyFIS e o ANFIS, mas em ambas o HyFIS demonstrou superioridade para
modelar os problemas econômicos.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; ANFIS; HyFIS; Modelo de Solow; PIBpm; Taxa de Pou-
pança.
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p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

Economic science still faces obstacles for the mathematical modeling of problems, due to the
great uncertainty surrounding the variables studied in this area. The aim of this work is
to use fuzzy set theory to estimate two economic indicators, the growth rate of the gross
domestic product at market price (GDPmp) and the savings rate, which is a parameter of
the Solow economic growth model. For this, Fuzzy Rule-Based Systems (FRBS) are built,
which in turn are generated through two neuro-fuzzy systems. In this work, two distinct
neuro-fuzzy systems are used, the Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) and the
Hybrid Neural Fuzzy Inference System (HyFIS), which use the Takagi-Sugeno and Mamdani
inference method, respectively. The study on the savings rate is carried out in two contexts,
the first with global data from 74 countries, from 2016 to 2018, for the training of neuro-fuzzy
systems, and the second with only national data, from 2000 to 2018. In the validation of the
first case, a correlation coefficient of 0.87330 was obtained between the real values and those
estimated by the FRBS, generated by HyFIS. In this case, with national data, the results are
satisfactory, but the validation step is carried out only with values of two years, due to the low
amount of available information. In the approach involving the GDPmp growth rate, Brazilian
data are used for the training of neuro-fuzzy networks, referring to the years 2000 to 2018,
selected on a quarterly basis. Furthermore, this approach is performed with a lag between the
input and output values, thus allowing the model to make predictions. In this modeling, the
correlation obtained in the validation step of the FRBS built by HyFSIS is 0.90540, showing
promising results. The values obtained in the forecasts, when compared with the real data,
are not satisfactory, it is believed that the coronavirus pandemic has negatively affected the
projections made. It is important to mention that in these approaches HyFIS and ANFIS are
used, but in both, HyFIS demonstrated superiority to model economic problems.

Keywords : Fuzzy Sets; ANFIS; HyFIS; Solow Model; PIBmp; Saving Rate.
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Introdução

“Se quisermos que a economia continue crescendo,
o único modo é com a tecnologia”(Roland Busch).

Este trabalho apresenta um estudo que tem como base a teoria dos conjuntos fuzzy que foi
proposta em 1965 por Lotfi Askar-Zadeh, professor no departamento de Engenharia Elétrica e
Ciências da Computação da Universidade da Califórnia (ZADEH, 1965). Essa teoria consegue
quantificar e caracterizar incertezas em inúmeros contextos, isso ocorre através de uma definição
de conjuntos mais flex́ıvel que admite a noção de graus de pertinência de um elemento a um
conjunto. Essa metodologia juntamente com ferramentas da inteligência artificial (IA) tem
trazido grandes avanços para diversas áreas do conhecimento.

É inegável que as máquinas através da IA, em especial as redes neurais artificiais (RNAs),
nunca estiveram tão próximas do racioćınio humano. Com isso, essas tecnologias vem nos aju-
dando a solucionar diversos problemas e estão cada vez mais presentes no cotidiano. As RNAs
quando aplicadas em conjunto com a teoria dos conjuntos fuzzy resulta em uma ferramenta de
modelagem matemática de alto ńıvel, os sistemas neuro-fuzzy.

Apesar da forte resistência à teoria fuzzy em seu ińıcio, muitos pesquisadores vislumbra-
ram as possibilidades que essa teoria fornecia e Zadeh encontrou seguidores no mundo todo,
principalmente no Japão. Nos anos subsequentes a 1965 a teoria fuzzy avançou consideravel-
mente, em 1974 Ebrahim Mamdani apresentou o primeiro controlador fuzzy. A partir dáı,
vários pesquisadores buscaram utilizar essa teoria para controlar sistemas de engenharia. Em
1976 tivemos a primeira aplicação industrial desta teoria, desenvolvida pelo Circle Cement e
SIRA, na Dinamarca, que construiu um controlador fuzzy capaz de incorporar a experiência
dos operários e controlar os fornos das fábricas. Em 1987 no Japão foi inaugurado o primeiro
trem controlado pela lógica fuzzy, neste mesmo ano a Yamaha desenvolveu um helicóptero não
tripulado totalmente controlado por um controlador fuzzy e em 1988 o primeiro sistema de
comércio financeiro fuzzy começou a operar. Porém, foi em 1990 que esta teoria ganhou popu-
laridade, nessa década vários eletrodomésticos japoneses contavam com sistemas baseados em
controladores fuzzy (MASSAD; ORTEGA; SILVEIRA, 2004).

Tendo em vista todo esse leque de aplicações da teoria dos conjuntos fuzzy, podemos indagar
se essa teoria pode ser aplicada de modo eficiente nas ciências econômicas. Com o intuito de
expor as contribuições vindas destas abordagens, em 2006, foi criada uma associação internacio-
nal intitulada SIGEF (The International Association for Management and Economy Fuzzy-set)
que organiza palestras, congressos e publica semestralmente a revista internacional, Fuzzy Eco-
nomic Review. Para exemplificar como a teoria fuzzy vem sendo utilizada na área econômica
alguns artigos cient́ıficos publicados entre 1987 e 2007 são mencionados, tais trabalhos estão
citados na referência (SURIPAH, 2020).

Em 1998, Flod e Marion publicaram um trabalho denominado “Output convergence and
International Trade: Time Series and Fuzzy Clustering Evidence for New Zealand and Her
Trading Partners” que apresenta uma nova forma de medir a convergência de séries temporais
utilizando uma aplicação fuzzy. No mesmo ano, Gilaes publicou o artigo “Econometric Modeling
based on Pattern Recognition via the Fuzzy C-Means Clustering Encryption”que modelou a
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Com essa informação, conclui-se que não devemos direcionar o foco de nossos estudos para
encontrar os motivos que fazem alguns páıses serem pobres. Essa pergunta deve ser reformulada
para: como alguns páıses sáıram dessa condição natural e atingiram patamares tão altos no que
se diz respeito a produção de riqueza? Assim, surgem os modelos que tentam explicar como
o crescimento econômico ocorre. Dentro das ciências econômicas existem várias vertentes que
estudam este fenômeno, como por exemplo: a corrente clássica (Adam Smith, David Ricardo,
Thomas Malthus), a corrente Keynesiana (Damodar-Harrod, Kaldor), a corrente neo-clássica
(Solow), a corrente do crescimento endógeno (Lucas, Romer) e outras. Cada uma delas tenta
explicar esse fenômeno de uma maneira diferente.

O modelo de Solow é o ponto de partida para quase todas análises de crescimento econômico.
Mesmo modelos que se baseiam fundamentalmente nele, são melhores compreendidos quando
comparados ao próprio modelo de Solow. Assim, compreender este modelo é essencial para
compreender teorias de crescimento econômicos (ROMER, 2012). Com base nisso, o modelo
de crescimento econômico utilizado neste trabalho é o modelo de Solow como descrito no livro
do Romer, considerando o capital humano como uma de suas variáveis. Além do estudo do
modelo de Solow, é apresentado dois SBRFs, um constrúıdo com dados de 74 páıses e o outro
com dados brasileiros, ambos possuem como variável de sáıda um parâmetro do modelo, a taxa
de poupança. Dessa forma, os modelos de crescimento econômico nos ajudam a entender por
que alguns páıses prosperam.

Além disso, existe um indicador muito utilizado para mensurar o ńıvel de atividade econômica
de uma determinada região, o PIB. Assim, a previsão de sua trajetória fornece informações úteis
sobre o comportamento futuro da economia de determinada região no curto prazo, desse modo,
esse indicador atua como objeto para a formação de expectativas sobre o comportamento de
uma economia. A partir da performance do PIB, é posśıvel traçar a evolução da economia e
compará-la a outras economias (COSTA; SILVA, 2020).

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica (IBGE), o PIB é, contudo, apenas
um indicador śıntese de uma economia. Este indicador ajuda a compreender a economia de
um páıs, mas não expressa importantes fatores como distribuição de renda, qualidade de vida,
educação e saúde. Um páıs pode ter um PIB baixo, como a Islândia, e ter um alt́ıssimo padrão
de vida. Ou, como no caso da Índia, um PIB alto e um padrão de vida relativamente baixo
(IBGE, 2017).

Por esses motivos, existe um grande interesse em estimar o PIB futuro de determinado páıs
e, consequentemente, diversos modelos de previsão com esse propósito são criados todos os
anos. Neste trabalho é proposto um modelo de previsão para a taxa de crescimento do PIB a
preço de mercado (PIBpm) brasileiro trimestral anualizada, que leva em consideração alguns
fatores que não são contabilizados no PIB. Tal modelo é constrúıdo através de dois sistemas
neuro-fuzzy distintos, o Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) (JANG, 1993) e o
Hybrid Neural Fuzzy Inference System (HyFIS) (KIM; KASABOV, 1999), em que o primeiro
utiliza o método de inferência de Takagi-Sugeno (TAKAGI; SUGENO, 1985) e o segundo o
método de inferência de Mamdani (MAMDANI; ASSILIAN, 1975). Para mensurar a acurácia
dos modelos estudados utiliza-se as seguintes métricas: o erro absoluto máximo (EAM) e o erro
absoluto médio (MAE), os quais são explicitados a seguir:

• EAM = max
i=1,...,n

|y(i)− ye(i)|;

• MAE =
1

n

n∑

i=1

|y(i)− ye(i)|;

em que ye é o valor estimado da variável de sáıda, y é o valor real e n é o número de dados
presente na etapa de validação do modelo. Além disso, o coeficiente de correlação entre y e ye é
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utilizado para definir a quantidade ótima de funções de pertinência para o HyFIS. O coeficiente
de correlação é dado por

r =

n∑

i=1

(ye(i)− ye)(y(i)− y)

(n− 1)SyeSy

em que ye é a média dos valores de ye, Sye é o desvio padrão de ye, y é a média dos valores de
y, Sy é o desvio padrão de y e n a quantidade de dados.

Portanto, os principais objetivos deste trabalho são determinar SBRFs por meio de duas
redes neuro-fuzzy, o HyFIS e o ANFIS, que modelem problemas econômicos. Dessa forma, duas
abordagens são estudadas:

• A primeira determina a taxa de poupança, parâmetro do modelo de Solow, como sáıda de
um SBRF tendo como variáveis de entrada: o consumo das famı́lias, o saldo em transações
correntes e a taxa de juros. Este enfoque é realizado para o treinamento de dois bancos
de dados distintos: um global e um nacional.

• A segunda estabelece um SBRF que possui como variável de sáıda a taxa de crescimento
trimestral anualizada do PIBpm brasileiro, tendo dez variáveis de entrada selecionadas
pelo especialista da área econômica. Neste estudo é posśıvel realizar previsões referentes
a trimestres futuros.

Além disso, há um objetivo secundário que é selecionar a quantidade ótima de funções
de pertinência para o HyFIS em cada uma das abordagens citadas anteriormente. Nos dois
contextos os resultados de validação são satisfatórios e o HyFIS correspondeu às expectativas.
A estrutura desta dissertação é dada da seguinte forma.

No Caṕıtulo 1 são apresentados os principais conceitos básicos da teoria dos conjuntos fuzzy,
inclusive a definição de sistemas baseados em regras fuzzy. No fim deste caṕıtulo é apresentado
um exemplo ilustrativo de um SBRF no contexto de análise de fundos imobiliários.

No Caṕıtulo 2 é abordado o conceito de redes neurais artificiais e a teoria básica necessária
para entender o funcionamento das duas redes neuro-fuzzy que são empregadas neste trabalho,
o ANFIS e o HyFIS. Posteriormente, a arquitetura e funcionamento destas redes são detalhadas.

No Caṕıtulo 3 é exibido o modelo de crescimento econômico de Solow, bem como os SBRFs
que possuem a taxa de poupança como variável de sáıda.

No Caṕıtulo 4 é exposto o processo de construção de um SBRF, que tem como variável
de sáıda a taxa de crescimento do PIBpm do Brasil. Finalmente, no Caṕıtulo 5 tem-se as
conclusões, os resultados obtidos e as sugestões para trabalhos futuros.

Paulo Victor Santana
Uberlândia-MG, 15 de Dezembro de 2021.
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Caṕıtulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

“Uma semente não constitui uma pilha nem duas nem três ... mas por outro lado todo mundo
irá concordar que 100 milhões de sementes constitui uma pilha. Afinal, qual é o limite

apropriado? Nós podemos dizer que 325647 sementes não constitui uma pilha mas
325648 constitui?”(Borel 1950).

1.1 Introdução

Na teoria clássica de conjuntos, dado um conjunto universo U e um subconjunto A ⊆ U
podemos separar os elementos de U em duas classes, os elementos que pertencem a A e os que
não pertencem. Dessa forma, o conjunto dos números inteiros pode ser separado como sendo
os números pares e os números que não são pares. Porém, em com conjuntos com fronteiras
menos precisas essa abordagem pode perder um pouco o sentido, como descrito a seguir.

Pense no conjunto das pessoas altas, uma abordagem clássica para formalizar esse conjunto
seria determinar um valor de altura a partir do qual as pessoas seriam consideradas altas, por
exemplo, 1,8 metros e assim o conjunto das pessoas altas seria o conjunto das pessoas com altura
igual ou superior a 1,8m. Porém, nesse caso, uma pessoa que possui 1,79m e outra com 1,5m
estariam no mesmo conjunto, das pessoas que não são altas. Se pararmos para pensar, essa
abordagem não é tão usual nesse caso, já que uma pessoa com 1,79m está apenas 1 cent́ımetro
de pertencer ao conjunto das pessoas altas, e a de 1,5m está a 30 cent́ımetros.

Segundo Barros e Bassanezi (2015), uma outra abordagem para definir o conjunto das
pessoas altas é considerar que todos os indiv́ıduos são altos, porém com maior ou menor inten-
sidade. Assim, têm-se pessoas que pertencem mais ao conjunto das pessoas altas do que outras.
Portanto, uma pessoa com 1,79m de altura, pode ter um grau de pertinência ao conjunto das
pessoas altas maior do que uma pessoa com 1,5m.

É nessa segunda abordagem que consiste a teoria dos conjuntos fuzzy. Desenvolvida por
Zadeh com a intenção de dar um tratamento matemático a certos termos subjetivos, como
“aproximadamente”ou “cerca de”. Em suma, os conjuntos fuzzy são ferramentas que nos
permitem representar matematicamente a imprecisão, ou a incerteza.

1.2 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalização de um conjunto fuzzy, Zadeh utilizou como base o fato de que
um conjunto clássico pode ser definido através de sua função caracteŕıstica. Desta forma, neste
caṕıtulo tem-se um estudo sobre a teoria dos conjuntos fuzzy de acordo com as referências
(JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012) e (BARROS; BASSANEZI, 2015).
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Definição 1.1 Um conjunto clássico A de um conjunto universo U é caracterizado por sua
função caracteŕıstica:

χA : U −→ {0, 1},
em que se um elemento x de U tem imagem 1 por χA dizemos que x pertence a A, caso
contrário, dizemos que x não pertence a A.

Definição 1.2 Um conjunto fuzzy A de um conjunto universo U é caracterizado por uma
função:

µA : U −→ [0, 1].

Esta função é chamada de função de pertinência do conjunto fuzzy A. A imagem de um
elemento de U por µA é interpretado como o grau com que o elemento x pertence ao conjunto
fuzzy A, ou seja, µA(x) = 0 indica a não pertinência de x à A, e µA(x) = 1 indica a plena
pertinência do elemento x ao conjunto fuzzy A.

Um conjunto fuzzy A pode ser representado pelo gráfico da função de pertinência:

A = {(x, µA(x))| x ∈ U, µA(x) ∈ [0, 1]}.

Observação 1.1 A definição de conjuntos fuzzy nos permite ver os conjuntos clássicos como
casos particulares de conjuntos fuzzy. Para ilustrar esta observação, veja o seguinte exemplo,
(BARROS; BASSANEZI, 2015).

Exemplo 1.1 Considere o conjunto dos números naturais pares, isto é, P = {x ∈ N|x é par}.
A função caracteŕıstica de P é dada por:

χP (x) =

{
1, se x é par

0, caso o contrário.

Como o contra domı́nio de χP está contido em [0, 1] pode-se ver P como um conjunto fuzzy
em que a função de pertinência é sua própria função caracteŕıstica. Isso é posśıvel pois todo
número natural ou é par, ou é ı́mpar.

Outros exemplos de conjuntos fuzzy.

Exemplo 1.2 Segundo o canal de televisão (CNN, 2020), os dez páıses com os maiores ı́ndices
de desenvolvimento humano (IDH) em 2019 foram Noruega, Súıça, Irlanda, Hong Kong, Islândia,
Alemanha, Suécia, Austrália, Holanda e Dinamarca. O IDH é um ı́ndice que varia entre 0 e
1, os IDH dos páıses citados constam na Tabela 1.1.

Páıses IDH
Noruega 0,957
Súıça 0,955
Irlanda 0,955

Hong Kong 0,949
Islândia 0,949
Alemanha 0,947
Suécia 0,945

Austrália 0,944
Holanda 0,944

Dinamarca 0,940

Tabela 1.1: Páıses e seus respectivos IDH.
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1.4 Normas triangulares

A seguir, os conceitos de normas triangulares são definidos, conforme a referência (KLIR;
YUAN, 1995).

Definição 1.4 Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operação binária s : [0, 1]× [0, 1] →
[0, 1], denotada por s(x, y) = xsy, com as seguintes propriedades:

(a) Comutativa: xsy = ysx;

(b) Associativa: xs(ysz) = (xsy)sz;

(c) Monótona: Se x ≤ y e w ≤ z então xsw ≤ ysz;

(d) Condições de Fronteira: xs0 = x e xs1 = 1.

A seguir alguns exemplos de s-normas que são frequentemente usadas.

Exemplo 1.4 .

1. União Padrão: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xsy = max(x, y), Figura 1.8;

2. Soma Algébrica: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xsy = x+ y − xy, Figura 1.9;

3. Soma Limitada: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xsy = min(1, x+ y), Figura 1.10;

4. União Drástica: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xsy =





x, se y = 0

y, se x = 0

1, caso contrário,

Figura 1.11.

Figura 1.8: União padrão. Figura 1.9: Soma algébrica.

Definição 1.5 Uma norma triangular (t-norma) é uma operação binária t : [0, 1] × [0, 1] →
[0, 1], denotada por t(x, y) = xty, com as seguintes propriedades:

(a) Comutativa: xty = ytx;

(b) Associativa: xt(ytz) = (xty)tz;

(c) Monótona: Se x ≤ y e w ≤ z então xtw ≤ ytz;
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Figura 1.10: Soma limitada. Figura 1.11: União drástica.

(d) Condições de Fronteira: xt0 = 0 e xt1 = x.

Alguns exemplos de t-normas clássicas são exibidos.

Exemplo 1.5 .

1. Intersecção Padrão: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xty = min(x, y), Figura 1.12;

2. Produto Algébrico: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xty = xy, Figura 1.13;

3. Diferença Limitada: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xty = max(0, x+ y − 1), Figura 1.14;

4. Intersecção Drástica: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], onde xty =





x, se y = 1

y, se x = 1

0, caso contrário,
Figura 1.15.

Figura 1.12: Intersecção padrão. Figura 1.13: Produto algébrico.
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Figura 1.14: Diferença limitada. Figura 1.15: Intersecção drástica.

1.5 α-Nı́veis de um Conjunto Fuzzy

Nessa seção é apresentado o conceito de α-ńıvel, importante na teoria em estudo.

Definição 1.6 Sejam U um conjunto universo, A ⊂ U um conjunto Fuzzy e α ∈ [0, 1]. O
α-ńıvel de A em U é definido por:

[A]α = {x ∈ U ;µA(x) ≥ α}.

Definição 1.7 Sejam U um conjunto universo e A ⊂ U um conjunto Fuzzy. O suporte de A
é o seguinte conjunto:

supp(A) = {x ∈ U ;µA(x) > 0}.

As definições anteriores nos permitem definir o ńıvel zero de um conjunto fuzzy da seguinte
forma.

Definição 1.8 Sejam U um espaço topológico e A ⊂ U um conjunto fuzzy. O ńıvel zero de A
é o fecho topológico do suporte de A, ou seja,

[A]0 = supp(A).

1.6 Números Fuzzy

Os números fuzzy são uma subclasse dos conjuntos fuzzy que é utilizada em muitas aplicações.
Posteriormente, esses conjuntos nos permitirão definir algumas operações.

Definição 1.9 Um conjunto fuzzy A é chamado de número fuzzy se seu conjunto universo for
o conjunto os números reais e satisfaz as seguintes condições:

(a) A é normal, isto é, existe x0 ∈ U tal que µA(x0) = 1;

(b) [A]α é um intervalo fechado para todo α ∈ (0, 1];

(c) O suporte de A é limitado.
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Definição 1.10 Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência é da forma:

µA(x) =





x− a

b− a
, se a ≤ x < b

c− x

c− b
, se b ≤ x ≤ c

0, caso contrário,

em que a, b, c ∈ R. O gráfico da função de pertinência de um número fuzzy triangular forma
um triangulo com o eixo x, tendo como base o intervalo [a, c] e, como único vértice fora do eixo
x, o ponto (b, 1). Um conjunto fuzzy triangular pode ser denotador pela terna ordenada (a, b, c).

Definição 1.11 Um número fuzzy A é dito trapezoidal se sua função de pertinência é da forma:

µA(x) =





x− a

b− a
, se a ≤ x < b

1, se b ≤ x ≤ c
d− x

d− c
, se c < x ≤ d

0, caso contrário,

em que a, b, c, d ∈ R. O gráfico da função de pertinência de um número fuzzy trapezoidal forma
um trapézio com o eixo x, tendo como base maior o intervalo [a, d] e, com dois vértices fora
do eixo x, o ponto (b, 1) e o ponto (c, 1). Um conjunto fuzzy trapezoidal pode ser denotado por
(a, b, c, d).

Definição 1.12 Um número fuzzy A é dito gaussiano se sua função de pertinência é da forma:

µA(x) =

{
e−

(x−c)2

δ2 , se c− δ ≤ x ≤ c+ δ

0, caso contrário,

em que c, δ ∈ R são o centro e a largura da função, respectivamente.

Exemplo 1.6 Os conjuntos fuzzy apresentados no Exemplo 1.3 pelas funções µ1A, µ2A e µ3A

são números fuzzy triangular, trapezoidal e gaussiano, respectivamente.

1.7 O Prinćıpio de Extensão de Zadeh

O prinćıpio de extensão de Zadeh é uma ferramenta de extrema importância dentro da
teoria dos conjuntos fuzzy. Através deste prinćıpio é posśıvel obter um conjunto fuzzy a partir
de um conjunto fuzzy previamente dado e uma função entre seus universos de definição.

Definição 1.13 Sejam f : X −→ Z uma função e A um subconjunto fuzzy de X. A extensão
de Zadeh de f é a função f̂ que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f̂(A) de Z, cuja
função de pertinência é dada por:

µ
f̂(A)(x) =





sup
f−1(z)

µA(x), se f−1(z) ̸= ∅

0, se f−1(z) = ∅

em que f−1(z) = {x ∈ X | f(x) = z}. Conforme ilustrado na Figura 1.16.
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em que χ{0} é a função caracteŕıstica de {0} e ϕ(z) = λ−1z.

Através dos α-ńıveis é posśıvel realizar estas operações de modo mais prático, exibidas a
seguir.

Proposição 1.1 Sejam A e B números fuzzy com α-ńıveis dados, respectivamente, por [A]α =
[aα1 , a

α
2 ] e [B]α = [bα1 , b

α
2 ]. Então valem as seguintes propriedades:

1. A soma entre os números fuzzy A e B é o número fuzzy A+B, cujo o α-ńıvel é:

[A+B]α = [A]α + [B]α = [aα1 + bα1 , a
α
2 + bα2 ].

2. A diferença entre os números fuzzy A e B é o número fuzzy A− B, cujo o α-ńıvel é:

[A− B]α = [A]α − [B]α = [aα1 − bα2 , a
α
2 − bα1 ].

3. A multiplicação entre os números fuzzy A e B é o número fuzzy A · B, cujo o α-ńıvel é:

[A · B]α = [A]α · [B]α = [minP,maxP ],

em que P = {aα1 bα1 , aα1 bα2 , aα2 bα1 , aα2 bα2}.

4. A divisão do número fuzzy A pelo número fuzzy B, se 0 /∈ supp(B) é o número fuzzy
A/B, cujo o α-ńıvel é:

[
A

B

]α
=

[A]α

[B]α
= [aα1 , a

α
2 ]

[
1

bα2
,
1

bα1

]
.

5. A multiplicação de λ pelo números fuzzy A é o número fuzzy λA, cujo o α-ńıvel é:

[λA]α = λ[A]α

{
[λaα1 , λa

α
2 ] se λ ≥ 0

λaα2 , λa
α
1 ] se λ < 0.]

1.9 Variáveis Lingúısticas

Através das variáveis lingúısticas é posśıvel traduzir dados e informações matemáticas para
expressões da linguagem humana. As variáveis lingúısticas são substantivos, enquanto seus
valores podem ser considerados adjetivos.

Definição 1.15 Uma variável lingúıstica é uma variável cujo valor é expresso qualitativamente
por um termo lingúıstico e quantitativamente por sua função de pertinência. Desta forma, a
variável lingúıstica é composta por uma variável simbólica e por um valor numérico.

Exemplo 1.7 Considere a variável lingúıstica IDH, que assume valores no intervalo [0, 1], e
os termos lingúısticos: Baixo, Médio e Alto. Estes valores são descritos através de conjuntos
fuzzy, conforme a Figura 1.17.
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Alguns dos indicadores mais conhecidos para analisar um fundo imobiliário são o dividend yield
(DY) e o preço sobre valor patrimonial (P/VP). O objetivo é construir um SBRF utilizando
o método de inferência de Mamdani que tem como variáveis de entrada DY e P/VP e como
variável de sáıda a recomendação de compra de um Fundo Imobiliário, baseado exclusivamente
nesses dois indicadores.

Observação 1.2 Existem outros indicadores que um investidor deve levar em conta antes de
tomar a decisão de realizar um investimento em FII, sendo assim, este é um exemplo ilustrativo
de um SBRF.

Segundo o site fiis.com.br:

1. DY é um indicador que mede a performance de um investimento de acordo com os
proventos pagos aos investidores. No caso dos fundos imobiliários, este mostra a relação
entre os dividendos distribúıdos e o preço atual da cota de um FII (FII.COM.BR, 2021a).

2. P/VP é o preço da cota de um FII dividido pelo seu valor patrimonial. Sendo o valor
patrimonial de um FII o seu patrimônio ĺıquido dividido pela quantidade de cotas que o
mesmo possui no mercado (FII.COM.BR, 2021b).

Para estimar o intervalo de variação desses dois indicadores é utilizado o ranking de FII
do site Funds Explorer (FUNDS.EXPLORER, 2021). Removendo alguns outliers é posśıvel
determinar os intervalos de variação tanto do DY quanto do P/VP, ambos geralmente variam
entre zero e dois.

Os termos lingúısticos e as funções de pertinência das entradas e da sáıda são exibidos a
seguir:

1. DY - A maior parte dos FII tem um DY entre 0,6% e 0,9%. Assim, os termos lingúısticos
desta variável são definidos da forma: Baixo entre 0 e 0,6; Médio entre 0,45 e 1; Alto
entre 0,75 e 2, Figura 1.21.

Figura 1.21: Funções de pertinência do Dividend Yield(DY).

2. P/VP - Um P/VP igual a 1 significa que o FII esta sendo negociado pelo seu valor
patrimonial. Portanto, se um FII tem um P/VP maior que 1, afirma-se que o fundo
está sobrevalorizado, já quando seu P/VP está abaixo de 1 dizemos que o fundo está
subvalorizado. Assim, os termos lingúısticos desta variável são apresentados do seguinte
modo: Muito Baixo entre 0 e 0,8; Baixo entre 0,7 e 0,95; Médio entre 0,9 e 1,1; Alto
entre 1 e 2, Figura 1.22.
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Figura 1.22: Funções de pertinência do Preço sobre o Valor Patrimonial.

3. Recomendação de Compra - A sáıda é definida no intervalo [0,1] com os termos lingúısticos:
Muito Baixa entre 0 e 0,5; Baixa Recomendação entre 0,4 e 0,6; Média Reco-
mendação entre 0,55 e 0,75; Alta Recomendação entre 0,7 e 1, Figura 1.23.

Figura 1.23: Funções de pertinência da Recomendação de Compra.

A partir dáı, estabeleceu-se as regras fuzzy dadas na Tabela 1.2.
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Regras Dividend Yield P/VP Recomendação de compra
1 Baixo Muito Baixo Baixa
2 Baixo Baixo Baixa
3 Baixo Médio Muito Baixa
4 Baixo Alto Muito Baixa
5 Médio Muito Baixo Baixa
6 Médio Baixo Média
7 Médio Médio Alta
8 Médio Alto Muito Baixa
9 Alto Muito Baixo Baixa
10 Alto Baixo Média
11 Alto Médio Alta
12 Alto Alto Muito Baixa

Tabela 1.2: Regras fuzzy do SBRF.

Este SBRF gera a superf́ıcie apresentada na Figura 1.24.

Figura 1.24: Superf́ıcie definida pelo SBRF.

Para ilustrar uma análise feita por esse SBRF, considera-se o fundo imobiliário BARI11.
O BARI11 é considerado um fundo de papel, isto é, um fundo que investe no mercado imo-
biliário através de t́ıtulos e papéis deste mercado. Em 04/10/2020, este fundo possúıa um
DY de 1,09% e um P/VP de 1,03, valores retirados do ranking de FII do site Funds Explo-
rer, FUNDS.EXPLORER. Assim, introduzindo esses valores de entrada no SBRF constrúıdo,
obtém-se uma recomendação de compra de 0,833, ou seja, uma alta recomendação, veja a
Figura 1.25.
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Figura 1.25: Avaliação do BARI11 pelo SBRF.

É importante lembrar que existem inúmeros fatores que devem ser considerados em uma
análise profunda sobre qualquer tipo de aplicação financeira, inclusive em fundos imobiliários.
No caso dos FII há a vacância, a localização dos imóveis, o número de inquilinos, dentre outros.
Inclusive, alguns acontecimentos podem afetar diretamente as duas variáveis utilizadas nesse
exemplo de SBRF. Por exemplo, se um bom FII perde um dos seus principais inquilinos, nos
meses subsequentes, o fundo provavelmente pagará menos dividendos, até que outro inquilino
seja encontrado. O que fará que o DY do fundo diminua, mas não significa que o fundo tenha se
tornado menos atrativo. Sendo assim, o SBRF constrúıdo se limita a ser somente um exemplo
ilustrativo.

No segundo caṕıtulo é abordado o conceito de redes neurais, bem como a fundamentação
teórica das duas redes neuro-fuzzy empregadas na construção deste trabalho.

21



Caṕıtulo 2

Sistemas de Inferência Fuzzy
Determinados pelas Redes Neurais
Artificiais

”Quando a complexidade do problema cresce, nossa habilidade para tornar as proposições
precisas diminui até um limiar que está fora do nosso alcance. Isto torna a precisão

e a relevância duas caracteŕısticas excelentes”(Prinćıpio de Zadeh).

A inteligência artificial é a ciência que permite a sistemas/máquinas a capacidade de apren-
der, perceber, tomar decisões e resolver problemas através da construção de instrumentos e
mecanismos que apoiam a inteligência humana.

O surgimento das RNAs e da teoria dos conjuntos fuzzy marcaram o fim do século XX, o
sinergismo destes mecanismos produzem sistemas impressionantes. Tais sistemas são caracteri-
zados por uma capacidade de aprendizagem de alto ńıvel proporcionada pelas redes neurais, que
se traduz em uma alta precisão. O propósito de um sistema neuro-fuzzy é aplicar as técnicas
de aprendizagem das redes neurais para identificar e ajustar os parâmetros de sistemas fuzzy.

Neste caṕıtulo é apresentado o conceito de redes neurais artificiais e dois sistemas neuro-
fuzzy, os quais são utilizados para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Redes Neurais Artificiais

Segundo Carvalho (2021), as RNAs são técnicas computacionais que apresentam um mo-
delo matemático inspirado na estrutura neural de organismos inteligentes e que adquirem co-
nhecimento através da experiência. Uma grande rede neural artificial pode ter centenas ou
milhares de unidades de processamento; já o cérebro de um mamı́fero pode ter muitos bilhões
de neurônios.

A Figura 2.1 representa o modelo simplificado de um único neurônio biológico. O neurônio é
uma célula com núcleo e corpo, também conhecido como soma, onde reações qúımicas e elétricas
representam o processamento de informação. A sáıda da informação do soma é realizada por
impulsos elétricos que se propagam através do axônio. No final do axônio existem inúmeras
ramificações que distribuem a informação para outros neurônios vizinhos. A ligação com outros
neurônios é realizada através de sinapses que estão conectadas a um dendrite do neurônio
receptor. A sinapse dispara uma substância qúımica quando for excitada pelo impulso do
axônio. A substância se transmite entre sinapse e dendrite realizando a conexão entre dois
neurônios vizinhos. Conforme as excitações (ou inibições) que células vizinhas transmitem para
a célula em consideração esta processa a informação novamente e a transmite via seu axônio
(RAUBER, 2021).
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Figura 2.1: Representação de um neurônio biológico. Fonte: (RAUBER, 2021).

Rauber (2021) diz que uma RNA tem duas facetas elementares: a arquitetura e o algoritmo
de aprendizagem. Essa divisão surge naturalmente pelo paradigma de como a rede é treinada.
Ao contrário de um computador com arquitetura de von Neumann que é programado, a rede
é treinada por exemplos de treinos. O conhecimento sobre o problema em consideração está
guardado dentro dos exemplos que têm que estar obrigatoriamente dispońıveis. O algoritmo
de aprendizagem generaliza esses dados e memoriza o conhecimento dentro dos parâmetros
adaptáveis da rede, os pesos. Assim, o construtor de um sistema baseado em RNA tem dois
graus de liberdade, a definição sobre o tipo de rede para resolver o problema em consideração
e o algoritmo para treinar a rede, isto é, para adaptar os pesos da rede.

Dentro da teoria dos conjuntos fuzzy, as RNAs podem fazer o trabalho de otimizar os
parâmetros das funções de pertinência de um SBRF através de uma rotina de treinamento,
além de construir uma base de regras consistentes para o sistema. Dessa forma, é natural
pensar que a combinação entre as RNAs e a teoria dos conjuntos fuzzy é uma ferramenta de
modelagem poderosa. Neste caṕıtulo são apresentadas duas redes neuro-fuzzy artificiais que
terão um papel de destaque neste trabalho, bem como a teoria necessária para entender o
funcionamento destas.

2.1.1 Método dos Mı́nimos Quadrados

Dado um sistema linear da forma Ax = b, em que A é uma matriz m × n, com m ≤ n
e b ∈ R

m, o método dos mı́nimos quadrados busca encontrar um x ∈ R
n que minimize a

expressão:

||r(x)|| = ||Ax− b||.

em que || · || é a norma euclidiana. Em suma, o método dos mı́nimos quadrados resolve sistemas
lineares minimizando a norma euclidiana do vetor residual (BURDEN; FAIRES, 2011).

Considerando um sistema linear Ax = b nas hipóteses anteriores, a matriz A pode ser vista
como uma função linear de R

n → R
m. Assim, todo vetor v contido na imagem de A pode ser

escrito como combinação linear de A e um vetor x ∈ R
n, isto é, v = Ax. Além disso, como

b ∈ R
m a norma euclidiana ||Ax− b|| é a distância entre os pontos b e Ax, conforme ilustrado

na Figura 2.2. Dáı, pode-se projetar o vetor b na imagem de A obtendo um vetor u ∈ Im(A),
e portanto, existe um vetor x ∈ R

n tal que u = Ax. Esse vetor x é a solução do sistema pelo
método dos mı́nimos quadrados.
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em que α > 0 é a taxa de aprendizagem do algoritmo, j é o número de iterações do método e:

∂E

∂a
=

∂E

∂ye
· ∂ye
∂a

, (2.2)

∂E

∂b
=

∂E

∂ye
· ∂ye
∂b

. (2.3)

A seguir é apresentado um exemplo onde este método é aplicado.

2.1.3 Exemplo do Método Gradiente Descendente

Para ilustrar o funcionamento do método do gradiente descendente, é utilizado o software (R
Core Team, 2020) para gerar 200 dados com valores de xg e yg satisfazendo yg = axg+ b+ ϵ, em
que ϵ é um valor tomado aleatoriamente no intervalo [−1, 1]. Esses dados estão representados
na Figura 2.4. O objetivo deste exemplo é encontrar parâmetros a e b através do método do
gradiente descendente, de modo que à reta y = ax+ b se encaixe de maneira ótima nos dados.
Para isso, considere a função y = g(a, b) = ax + b, o erro para os valores de yg em relação a
reta y é dado por:

E =
1

2

200∑

i=1

(y − ygi)
2

200
=

1

2

200∑

i=1

(axgi + b− ygi)
2

200
.
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Figura 2.4: Valores de xg e yg gerados pelo software (R Core Team, 2020).

Para realizar as correções dos parâmetros a e b, o método utiliza as derivadas parciais de E
com relação a a e b.

∂E

∂a
=

∂E

∂y
· ∂y
∂a

, (2.4)

∂E

∂b
=

∂E

∂y
· ∂y
∂b

. (2.5)
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Substituindo os valores do exemplo nas equações (2.4) e (2.5), temos que:

∂E

∂a
=

200∑

i=1

(y − ygi)xgi

200
, (2.6)

∂E

∂b
=

200∑

i=1

(y − ygi)

200
. (2.7)

Além das derivadas parciais, o método também necessita de um valor para a taxa de aprendi-
zagem do modelo, α, para realizar as correções nos parâmetros. Neste caso é utilizado α = 0, 1.
Assim, as correções nos parâmetros são realizadas por meio das equações (2.8) e (2.9) em que o
valor de α determina o tamanho do passo em direção ao mı́nimo da função E e N é o número
de iterações do método.

aj = aj−1 − α
∂E(aj−1)

∂a
, (2.8)

bj = bj−1 − α
∂E(bj−1)

∂b
, (2.9)

com j = 1, . . . , N . Para a inicialização do método também é necessário um chute inicial, neste
caso os valores inicias são a0 = 1 e b0 = 5. Gerando assim a reta y0 = a0x + b0 que está
representada em azul na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Configuração da reta gerada pelo chute inicial em comparação com os dados.

Por meio das equações (2.8) e (2.9) e dos valores inicias de a e b, construiu-se uma rotina no
software (R Core Team, 2020), que ao final de 1000 iterações gerou a Figura 2.6. Nessa figura,
a reta azul corresponde ao chute inicial, em verde as retas geradas pelas iterações do método e
em vermelho a reta final, gerada após 1000 iterações.
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Figura 2.6: Retas geradas pelos parâmetros obtidos pelo método após cada iteração.

Na última iteração o software encontrou os valores de a1000 = 4, 982793 e b1000 = 2, 024088
gerando um erro de aproximadamente E = 1, 05× 10−2.

Nas próximas seções são apresentadas as duas redes neuro-fuzzy utilizadas no desenvolvi-
mento deste trabalho, o ANFIS e o HyFIS. Para as explicações referentes ao HyFIS utilizou-se
como base a referência (KIM; KASABOV, 1999).

2.2 HYFIS

O Hybrid Neural Fuzzy Inference System (HyFIS) é um sistema de inferência neuro-fuzzy
que conta com uma rede neural de cinco camadas, onde cada uma destas camadas realiza
uma etapa do processo que resulta na construção de um SBRF com o método de inferência de
Mamdani. A arquitetura do HyFIS está representada na Figura 2.7, em que P e G representam
os termos lingúısticos das duas entradas e da sáıda, respectivamente, e R1, . . . R4 as regras
fuzzy.

27







Camada 4

Os nós da camada 4 representam a parte “ENTÃO”(ação) de uma regra fuzzy, e cada nó
desta camada realiza a operação fuzzy “OU”para integrar os componentes consequentes da base
de regras que conduzem aos mesmos termos lingúısticos de sáıda.

Dessa forma, os nós das camadas 3 e 4 são totalmente conectados. Nesta camada, as
conexões definem as consequências de cada regras fuzzy, logo, cada nó representa um termo
lingúıstico da variável de sáıda.

Os pesos de conexão wkj que conectam os nós k na camada 4 aos nós j na camada 3
representam conceitualmente os fatores de certeza (CF) das regras fuzzy correspondentes ao
inferir valores de sáıda fuzzy. Esses pesos que conectam as camadas 3 e 4 são inicialmente
tomados aleatoriamente no intervalo [−1, 1]. As funções desta camada são expressas como:

y
(4)
j = max

j∈Ik
(y

(3)
j w

(2)
kj )

em que Ik é o conjunto de ı́ndices dos nós da camada 3 que são conectados ao nó k na camada
4.

Camada 5

Essa camada representa as variáveis de sáıda do sistema. Esses nós e as conexões anexadas
a eles atuam como um defuzzificador. Logo, um nó nesta camada calcula um valor de sáıda
real, nesta camada utiliza-se o método do Centro de Gravidade (COG). Assim, as funções dos
nós desta camada são:

y
(5)
l =

∑

k∈Il

y
(4)
k σlkclk

∑

k∈Ik

y
(4)
k σk

(2.11)

em que Il é o conjunto de ı́ndices dos nós na camada 4 que são conectados ao nó l na camada
5 e σlk e clk são os parâmetros da função de pertinência do termo lingúıstico representado por
k na camada 4. Os pesos das conexões entre as camadas 5 e 4 são unitários, assim, os únicos
pesos ajustáveis na rede são os wkj entre as camadas 3 e 4.

2.2.2 O Algoritmo de Aprendizagem Hı́brido

Nessa subseção, é apresentado o sistema de aprendizagem h́ıbrido de duas fases do HyFIS. Na
fase 1, tem-se a fase de obtenção de regras, onde técnicas fuzzy são utilizadas para a construção
destas regras. Na fase 2 é realizado um aprendizado supervisionado baseado no método do
gradiente descendente, que é usado para ajustar os parâmetros as funções de pertinência de
forma otimizada. Para iniciar o sistema de aprendizagem, o domı́nio de variação de cada
variável de entrada e sáıda deve ser fornecido.

Fase 1: Aprendizagem Estrutural

Nessa etapa do processo é utilizado um método simples, proposto por Wang e Mendel
(1992) para obter regras fuzzy a partir de dados de entrada e sáıda numéricos. O objetivo é
gerar um conjunto de regras fuzzy a partir de um conjunto de dados, e em seguida utilizar essas
regras para estruturar o sistema neuro-fuzzy do HyFIS. Para ilustrar esse processo, considere
o seguinte conjunto de dados:

(x1
1, x

1
2, y

1), (x2
1, x

2
2, y

2), ..., (xn
1 , x

n
2 , y

n)
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região de grau máximo é definida de forma similar. Desse modo, é posśıvel extrair uma
regra fuzzy de cada par de dados fornecido,

(x1
1, x

1
2; y

1) =⇒ [x1
1(0, 8 em G), x1

2(0, 8 em PP ), y1(1 em M)]

gera a seguinte regra: Se x1 é G e x2 é PP então y é M

e

(x2
1, x

2
2; y

2) =⇒ [x2
1(0, 8 em P ), x2

2(1 em M), y2(0, 8 em P )]

gera a seguinte regra: Se x1 é P e x2 é M então y é P.

• Etapa 3:

Nessa etapa é atribúıdo um grau para cada regra fuzzy gerada na etapa anterior. Isso
é feito para resolver os posśıveis problemas de conflito de regras, isto é, regras com os
mesmos antecedentes mas com uma parte consequente diferente. Assim, atribúımos um
grau para cada regra gerada na Etapa 2, de modo que quando houver um conflito de
regras, mantém-se apenas a regra com o maior grau. Em outras palavras, esta etapa é
realizada para excluir regras redundantes e, portanto, obter uma base de regras fuzzy. O
grau de cada regra é definido como sendo o produto dos graus de pertinência máximos
de cada variável. Logo, dado uma regra R1: Se x1 é G e x2 é PP, então y é M, seu grau
é definido por:

w1 = µG(x1)µPP (x2)µM(y) = 0, 8× 0, 8× 1 = 0, 64.

Fase 2: Aprendizagem de Parâmetros

Depois que as regras fuzzy são encontradas toda a rede da estrutura é estabelecida, e a rede
entra na segunda fase de aprendizagem para ajustar os parâmetros das funções de pertinência.

Seja y
(5)
l a sáıda estimada pelo nó l da camada 5 para um vetor de entradaX = (x1, x2, ..., xp).

É aplicado o método do gradiente descendente para minimizar o erro quadrático médio, definido
por:

E =
1

2
(y − y

(5)
l )2, (2.12)

em que y é o valor real da variável de sáıda.
Assumindo que o peso wkj é um parâmetro ajustável correspondendo ao nó k na camada 4 e

ao nó j na camada 3, a regra de aprendizagem utilizada pelo método do gradiente descendente
é:

wkj(t) = wkj(t− 1)− α

(
∂E

∂wkj

)

em que α > 0 é a taxa de aprendizagem do método, t é o número de iterações e:

∂E

∂wkj

=
∂E

∂y
(4)
k

∂y
(4)
k

∂wkj

=
∂E

∂y
(5)
l

∂y
(5)
l

∂y
(4)
k

∂y
(4)
k

∂wkj

. (2.13)

Para ilustrar a regra de aprendizagem para cada parâmetro, realiza-se os cálculos de ∂E
∂wkj

,

camada por camada, a partir dos nós de sáıda das respectivas camadas. A seguir, as correções
dos parâmetros das funções de pertinência referentes a sáıda são deduzidas. Da equação (2.12)
segue que:

∂E

∂y
(5)
l

= −(y − y
(5)
l ). (2.14)
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Logo, o erro nesta camada é dado por:

δ
(5)
l = − ∂E

∂y
(5)
l

= (y − y
(5)
l ).

Utilizando a equação (2.13), obtém-se:

∂E

∂σlk

=
∂E

∂y
(5)
l

· ∂y
(5)
l

∂σlk

. (2.15)

A partir da equação (2.11)

y
(5)
l =

∑
(y

(4)
k σlkclk)∑
(y

(4)
k σlk)

.

Assim,

∂y
(5)
l

∂σlk

=

ylk

(
clk

(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk′

)
−
(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk′clk′

))

(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk

)2 (2.16)

em que k′ é o conjunto de nós da camada 4 que estão conectados ao nó l da camada 5. Das
equações anteriores, conclui-se:

∂E

∂σlk

=
∂E

∂y
(5)
l

· ∂y
(5)
l

∂σlk

(2.17)

= −(y − y
(5)
l )

ylk(clk(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk′)− (

∑

k′

y
(4)
k′ σlk′clk′))

(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk)

2
. (2.18)

Portanto, a correção do parâmetro σ é dada por:

σ
(4)
lk (t+ 1) = σlk(t)

(4) + αδ
(5)
l

ylk(clk(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk′)− (

∑

k′

y
(4)
k′ σlk′clk′))

(
∑

k′

y
(4)
k′ σlk)

2
.

Analogamente,

∂E

∂clk
=

∂E

∂y
(5)
l

· ∂y
(5)
l

∂clk
= (y − y

(5)
l )

σlky
(4)
k∑

k

σlky
(4)
l

.

Portanto, a correção do parâmetro c é dada por:

clk(t+ 1) = clk(t) + αδ
(5)
l

σlky
(4)
k∑

k

σlky
(4)
l

.

Para calcular as correções dos parâmetros das funções de pertinência das entradas, primeiro
calcula-se os erros das camadas 3 e 4. O erro para os nós da camada 4 são calculados com base
na fuzzificação das sáıdas. Assim,
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δ
(4)
k =

∂E

∂y
(4)
k

=
∂E

∂y
(5)
l

· ∂y
(5)
l

∂y
(4)
k

.

Além disso,
∂E

∂y
(5)
l

= −(y − y
(5)
l ).

Da equação (2.11),

∂y
(5)
l

∂y
(4)
k

=
(σlk(clk

∑
k′ y

(4)
k′ σlk′)−

∑
k′ y

(4)
k′ σlk′clk′

(
∑

k′ y
(4)
k′ σlk)2

.

Por fim, obtém-se:

δ
(4)
k = (y − y

(5)
l )

(σlk(clk
∑

k′ y
(4)
k′ σlk′)−

∑
k′ y

(4)
k′ σlk′clk′)

(
∑

k′ y
(4)
k′ σlk)2

.

Assim como na camada 4, na camada 3 nenhum parâmetro precisa ser ajustado, logo, basta
calcularmos o erro, δ

(3)
j :

δ
(3)
j =

∂E

∂y
(3)
j

=
∂E

∂y
(4)
k

· ∂y
(4)
k

∂y
(3)
j

=
∂E

y
(4)
k

= δ
(4)
k .

A partir dáı obtém-se a formula de correção dos parâmetros das funções de pertinência das
entradas da seguinte forma:

∂E

∂ci
=

∂E

∂y
(2)
i

· ∂y
(2)
i

∂ci
=

∂E

∂y
(2)
i

y
(2)
i

2(x− ci)

σ2
i

.

Também,

∂E

∂y
(2)
i

=
∂E

∂y
(3)
i

·
∂y

(3)
j

∂y
(2)
i

e
∂E

∂y
(3)
j

= δ
(3)
j .

Definindo por:
r = Argmin

i∈Ij
(y

(2)
i )

em que r representa o argumento do ı́ndice j ∈ Ij que minimiza y
(2)
2 . Obtém-se:

∂E

∂y
(2)
i

=





∑

j

δ
(3)
j se i = r

0 caso contrário.

Portanto, a correção do parâmetro ci é dada por:

ci(t+ 1) = ci(t) + α
∂E

∂y
(2)
i

y
(2)
i

2(x− ci)

σ2
i

.

Analogamente,

∂E

∂σi

=
∂E

∂y
(2)
i

· ∂y
(2)
i

∂σi

=
∂E

∂y
(2)
i

y
(2)
i

2(x− ci)
2

σ3
i

.

Portanto, a correção do parâmetro σi é dada por:
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σi(t+ 1) = σi(t) + α
∂E

∂y
(2)
i

y
(2)
i

2(x− ci)
2

σ3
i

.

Na próxima seção é apresentada a segunda rede neuro-fuzzy utilizada para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Para isso, utiliza-se as referências (JANG, 1993), (NEGNEVITSKY,
2005) e (FREITAS, 2021).

2.3 ANFIS

O Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) também é uma rede neuro-fuzzy com
cinco camadas, porém suas camadas são interligadas através de pesos unitários. Assim, como
no HyFIS, cada camada é responsável por uma etapa do processo, que neste caso resulta na
construção de um SBRF com o método de inferência do tipo Takagi-Sugeno. A arquitetura do
ANFIS é representada na Figura 2.10.

Figura 2.10: Arquitetura do ANFIS. Fonte:(FREITAS, 2021).

Para facilitar o entendimento do modelo neuro-fuzzy do ANFIS, considera-se um exemplo
apenas com duas entradas e uma sáıda. Além disso, considera-se as funções de pertinência
como sendo gaussianas, conforme descrito na equação (2.10), denota-se c por a e σ2 por b com
intuito de facilitar a notação.

A seguir cada camada do ANFIS é abordada de maneira detalhada, de acordo com JANG
(1993).

Camada 1

Os nós desta camada funcionam essencialmente como os nós da camada 2 do HyFIS. Isto
é, após os valores de entrada serem computados, os nós desta camada calculam seus graus
pertinência aos respectivos termos lingúısticos de cada variável de entrada. Assim, as funções
dos nós desta camada são dadas por:

y
(1)
i = µAi

(x1) para i = 1, 2 (2.19)

y
(1)
i = µBi−2

(x1) para i = 3, 4 (2.20)

em que Ai e B2−i são os termos lingúısticos relacionados as entradas x1 e x2, respectivamente.
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Camada 2

Os nós desta camada funcionam essencialmente como os nós da camada 3 do HyFIS. Isto
é, aqui a parte “SE”das regras fuzzy são criadas com base no operador “E”definido por uma
t-norma. Assim, as funções dos nós desta camada são dadas por:

y
(2)
1 = w1 = µA1(x1) · µB1(x2),

y
(2)
2 = w2 = µA1(x1) · µB2(x2),

y
(2)
3 = w3 = µA2(x1) · µB1(x2),

y
(2)
4 = w4 = µA2(x1) · µB2(x2),

em que y
(2)
i é a sáıda do nó i obtida pela t-norma do produto algébrico.

Camada 3

A terceira camada é composta por nós fixos, denotados por N. Tais nós realizam um processo
de normalização dos antecedentes das regras criados na camada 2. Assim, as funções dos nós
desta camada são dadas por:

y
(3)
i = wi =

wi

w1 + w2 + w3 + w4

.

Camada 4

Os nós desta camada funcionam essencialmente como os nós da camada 4 do HyFIS. Isto
é, aqui a parte “ENTÃO”das regras são criadas, porém no ANFIS essa criação ocorre através
de um conjunto de parâmetros {ki0, ki1, ki2}, denominados parâmetros consequentes. Assim, as
funções dos nós desta camada são dadas por:

y
(4)
i = wifi = wi(ki0x1 + ki1x2 + ki2).

Camada 5

Esta é uma camada de nó único que tem como objetivo calcular a sáıda do sistema neuro-
fuzzy através da média ponderada das sáıdas de cada regra. Assim, a função de sáıda deste nó
é dada por:

y
(5)
i =

4∑

i=1

wifi. (2.21)

2.3.1 O Algoritmo de Aprendizagem Hı́brido

O ANFIS também utiliza um algoritmo de aprendizagem h́ıbrido de duas fases. Porém, no
caso do ANFIS é utilizado o método dos mı́nimos quadrados para aperfeiçoar os parâmetros
ki0, ki1 e ki2, e o método do gradiente descendente para otimizar os parâmetros das funções
de pertinência, assim como no HyFIS. Inicialmente as funções de pertinência são definidas
igualmente espaçadas no domı́nio de cada variável entrada de modo a cobri-lo por completo.
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O Treinamento do ANFIS

A partir dos valores iniciais dos parâmetros e de um conjunto de dados com P combinações
de entrada-sáıda, temos de (2.21) as seguintes P equações:





Y (1) = w1(1)f1(1) + w2(1)f2(1) + . . . + wn(1)fn(1)

Y (2) = w1(2)f1(2) + w2(2)f2(2) + . . . + wn(2)fn(2)
...

Y (p) = w1(p)f1(p) + w2(p)f2(p) + . . . + wn(p)fn(p)
...

Y (P ) = w1(P )f1(P ) + w2(P )f2(P ) + · · ·+ wn(P )fn(P )

(2.22)

em que fi = ki0+ki1x1+ · · ·+kimxm para i = 1, . . . n, m é o número de variáveis de entrada, n o
número de nós da terceira camada e Y (p) a sáıda do ANFIS para as entradas x1(p), . . . , xn(p).
Dessa forma, a equação (2.22) pode ser escrita da forma:

y = Ak,

em que,

y =




Y (1)
Y (2)
...

Y (p)
...

Y (P )




P×1,

A =




w1(1) w1(1)x1(1) . . . w1(1)xm(1) . . . wn(1)x1(1) . . . wn(1)xm(1)
...

...
...

...
...

...
...

...
w1(2) w1(2)x1(2) . . . w1(2)xm(2) . . . wn(2)x1(2) . . . wn(2)xm(2)

...
...

...
...

...
...

...
...

w1(p) w1(p)x1(p) . . . w1(p)xm(p) . . . wn(p)x1(p) . . . wn(p)xm(p)
...

...
...

...
...

...
...

...
w1(P ) w1(P )x1(P ) . . . w1(P )xm(P ) . . . wn(P )x1(P ) . . . wn(P )xm(P )



P×n(1+m)

e

k =
[
k10 k11 k12 · · · k1m k20 k21 k22 · · · k2m · · · kn0 kn1 kn2 · · · knm

]T
n(1+m)×1

.

A solução do sistema é encontrada através do método dos mı́nimos quadrados fazendo com que
||Ak − y|| seja minimizado. Geralmente, o número de dados de entrada-sáıda é maior do que
n(1 +m), então o sistema y = Ak pode não ter solução.

Posteriormente, são calculados os valores de sáıda estimados pela rede para os dados, ye, e
o vetor de erro e é determinado:

e = y − ye.

Por fim, o método do gradiente é aplicado, fazendo com que os parâmetros ajustáveis da rede
se alterem de modo que e seja minimizado. O erro quadrático médio, E, é dado por:

E =
1

2
e2 =

1

2
(y − ye)

2.
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De acordo com Sandmann (2006), as derivadas parciais de E são dadas por:

∂E

∂a
=

∂E

∂e
· ∂e
∂y

· ∂y

∂(wifi)
· ∂(wifi)

∂wi

· ∂wi

∂wi

· ∂wi

∂µAi

· ∂µAi

∂a
; (2.23)

∂E

∂b
=

∂E

∂e
· ∂e
∂y

· ∂y

∂(wifi)
· ∂(wifi)

∂wi

· ∂wi

∂wi

· ∂wi

∂µAi

· ∂µAi

∂b
. (2.24)

Dáı, tem-se:

∂E

∂e
=

∂

(
1

2
e2
)

∂e
= e; (2.25)

∂e

∂y
=

∂(yd − y)

∂y
= −1; (2.26)

∂y

∂(wifi)
=

∂

(
n∑

i=1

wifi

)

∂wifi
= 1; (2.27)

∂(wifi)

∂wi

= fi; (2.28)

∂wi

∂wi

=

(
∂

wi∑n

i=1 wi

)

∂wi

=

(
n∑

j=1

wj

)
− wi

(
n∑

j=1

wj

)2 =
wi(1− wi)

wi

; (2.29)

∂wi

∂µAi

=
wi

µAi

; (2.30)

∂µAi

∂a
=

∂
(
e−

1
2(

x−a
b )

2)

∂a
= e−

1
2(

x−a
b )

2
(
(x− a)

b2

)
; (2.31)

∂µAi

∂b
=

∂
(
e−

1
2(

x−a
b )

2)

∂b
= e−

1
2(

x−a
b )

2
(
(x− a)2

b3

)
; (2.32)

As expressões de a e b serão corrigidas utilizando as equações (2.33) e (2.34), onde α é a taxa
de aprendizagem do método.

a = a+ α(yd − y)fiwi(1− wi) ·
1

µAi

· e− 1
2(

x−a
b )

2
(
(x− a)

b2

)
(2.33)

b = b+ α(yd − y)fiwi(1− wi) ·
1

µAi

· e− 1
2(

x−a
b )

2
(
(x− a)2

b3

)
(2.34)

Desse modo o ANFIS otimiza os parâmetros dos antecedentes através do método do gradiente
descendente e os parâmetros dos consequentes pelo método dos mı́nimos quadrados.

No próximo caṕıtulo é apresentado o modelo de crescimento econômico Solow em dois con-
textos, que consistem em obter um dos parâmetros deste modelo, através de SBRFs constrúıdos
por meio das redes neuro-fuzzy.
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Caṕıtulo 3

O Modelo de Crescimento Econômico
de Solow

“Toda teoria depende de hipóteses que não são totalmente verdadeiras. É isso que a faz teoria.
A arte de bem teorizar é fazer as inevitáveis hipóteses simplificadoras de tal maneira

que os resultados finais não sejam muito senśıveis” (Solow, 1956).

3.1 Introdução

Há páıses no mundo que possuem padrões de vida que eram inimagináveis há décadas atrás.
Isso está diretamente ligado ao crescimento econômico que vivenciamos nos últimos tempos,
em especial após a primeira revolução industrial. Assim, surge a importância de estudos sobre
modelos de crescimento econômico. Tais modelos podem nos fornecer uma estimativa de como
a economia de um páıs estará em certo peŕıodo de tempo, e com isso podemos ter uma noção
do padrão de vida da população de determinado páıs, em um momento futuro.

Neste caṕıtulo é apresentado o modelo de Solow, este é um modelo de crescimento neoclássico
proposto por Robert Solow com o intuito de responder uma simples pergunta:“por que uns
páıses são mais ricos que outros”(SOLOW, 1979). Tendo em vista a dificuldade em estimar o
parâmetro, taxa de poupança, do modelo crescimento de Solow pelos métodos econométricos
tradicionais, o HyFIS é utilizado para determinar a taxa de poupança como uma variável de
sáıda de um SBRF. As variáveis de entrada são: consumo das famı́lias em relação ao PIB, o
saldo em transações correntes, também empregado na obtenção do PIB e a taxa de juros real.
O estudo é realizado com dois enfoques diferentes, um utilizando dados globais e outro apenas
dados nacionais.

3.2 O Modelo Clássico de Solow

O conteúdo desta seção é baseado no livro de Romer (2012). O modelo de Solow é um mo-
delo de crescimento econômico que relaciona as variáveis Trabalho (L), Capital (K) e Conheci-
mento, também conhecido como Eficiência do Trabalho (A), através de uma função produção
da seguinte forma:

Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)),

onde t é o tempo, e AL é o que chamamos de trabalho efetivo.
Note que o tempo não influencia a função produção diretamente, sua influência ocorre

através das variáveis L,A e K. Além disso, a variável A entra na função de forma conveniente,
de modo que isso junto a outras premissas do modelo implicará que a razão K/Y eventualmente
se estabilizará. O que simplifica a análise do modelo.
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As suposições centrais do modelo de Solow dizem respeito às propriedades tanto da função
produção quanto da evolução dos três insumos (capital, trabalho e conhecimento) ao longo do
tempo.

3.2.1 Propriedades da Função Produção

Uma das condições mais importantes para o modelo de Solow é que a função produção deve
possuir retornos constantes de escala em seus dois argumentos, K e AL, isto é,

F (cK, cAL) = cY, ∀c ≥ 0. (3.1)

Essa suposição de retornos constantes pode ser vista como uma combinação de duas premissas
distintas. A primeira é que a economia a ser analisada pelo modelo deve ser grande o suficiente
para que os ganhos da especialização serem exauridos. Dado que em uma economia muito
pequena, uma maior especialização pode aumentar as quantidades de capital e trabalho mais
do que aumenta a produção. Logo, o modelo de Solow assume que a economia é suficiente-
mente grande para que se o capital e o trabalho aumentarem esses novos insumos serão usados
essencialmente na mesma forma, e assim a sáıda aumentará na mesma proporção.

A segunda suposição é que outros insumos além de capital, trabalho e conhecimento devem

ser desprezados. Assim, se c for substitúıdo por
1

AL
em (3.1) tem-se:

F

(
K

AL
, 1

)
=

1

AL
F (K,AL), (3.2)

em que
K

AL
é o capital por unidade de trabalho efetivo e

1

AL
F (K,AL) =

Y

AL
é a produção por

unidade de trabalho efetivo. Definindo k =
K

AL
, y =

Y

AL
e f(k) = F (k, 1), tem-se y = f(k).

As variáveis k e y definidas anteriormente são de extrema importância na interpretação do
modelo de Solow, dado que pode-se analisá-las ao invés de estudar o comportamento de K e AL
diretamente. Por exemplo, para determinar o comportamento da produção por trabalhador,
Y/L, pode-se reescrever essa expressão como A(Y/AL), ou Af(k), e então analisar A e k.

A função f(k), é chamada de forma intensiva da função produção e deve satisfazer algumas
condições:

1. f(0) = 0;

2. f ′(k) > 0;

3. f ′′(k) < 0.

Como F (K,AL) = AL·f
(

K

AL

)
, segue que o produto marginal do capital, isto é,

∂F (K,AL)

∂K
,

é igual a ALf ′

(
K

AL

)(
1

AL

)
= f ′(k) > 0, que diminui a medida em que k aumenta. Além

disso, assumi-se as condições de Inada (INADA, 1964):

lim
k→0

f ′(k) = +∞ e lim
k→+∞

f ′(k) = 0. (3.3)

Assim, garante-se que a trajetória da economia não divirja. Na Figura 3.1 é apresentado um
gráfico com uma função de produção nas hipóteses anteriores.
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isto é,

d lnX

dt
=

d lnX

dX

dX

dt

=
1

X

dX

dt
.

Então,

lnL(t) = [lnL(0)] + nt

lnA(t) = [lnA(0)] + gt

em que L(0) e A(0) são os valores de L e A no instante 0, logo,

L(t) = L(0)ent

A(t) = A(0)egt.

Portanto, L e A possuem um crescimento exponencial. Uma outra relação importante no
modelo é que:

dK(t)

dt
= sY (t)− δK(t), (3.4)

em que s é a fração da produção destinada a investimentos, também conhecida como taxa de
poupança e δ é a depreciação do capital em relação ao tempo, sendo s ∈ [0, 1] e n+ g + δ > 0.

3.2.3 Dinâmicas do Modelo

Como vimos anteriormente, a taxa de crescimento do trabalho e do conhecimento são
exógenos. Portanto, para analisar o comportamento de uma economia deve-se analisar o com-
portamento do terceiro insumo, o capital.

• A Dinâmica de k

Como uma economia tende a crescer ao longo do tempo, é prefeŕıvel focar na análise do estoque
de capital por unidade de trabalho efetivo, k, ao invés do estoque de capital, K. Assim, como
k = K

AL
, pela regra da cadeia:

k̇(t) =
K̇(t)

A(t)L(t)
− K(t)

[A(t)L(t)]2
[A(t)L̇(t) + L(t)Ȧ(t)]

=
K̇(t)

A(t)L(t)
− K(t)

A(t)L(t)

L̇(t)

L(t)
− K(t)

A(t)L(t)

Ȧ(t)

A(t)
,

em que K/AL = k, L̇/L = n, Ȧ/A = g e K̇ é dado em (3.4). Portanto,

k̇(t) =
sY (t)− δK(t)

A(t)L(t)
− k(t)n− k(t)g (3.5)

= s
Y (t)

A(t)L(t)
− δk(t)− nk(t)− gk(t). (3.6)

Além disso, como Y/AL é dado por f(k),

k̇(t) = sf(k(t))− (n+ g + δ)k(t). (3.7)

Essa última equação é fundamental para o modelo de Solow. A partir de (3.7) afirma-se
que a taxa de variação do estoque de capital por unidade de trabalho efetivo é a diferença entre
dois termos:
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Figura 3.3: Diagrama de fase de k no modelo de Solow. Fonte: (ROMER, 2012).

Na Figura 3.3 essas informações são apresentadas na forma de um diagrama de fase, que
mostra k̇ em função de k. Se k é inicialmente menor que k∗, o investimento real excede o
investimento de equiĺıbrio, e assim k̇ é positivo, isto é, k é crescente. Se k for maior que k∗, k̇
é negativo. Finalmente, se k é igual a k∗, então k̇ = 0. Independente da condição inicial para
k, este sempre converge para k∗.

3.2.4 A Trajetória para o Equiĺıbrio

Nesta subseção, as outras variáveis do modelo são analisadas quando k = k∗. Como k é

constante e k =
K

AL
, K cresce a uma taxa n + g. Logo, Y cresce a uma taxa n + g, K/L e

Y/L crescem a uma taxa g. Assim, independentemente do seu ponto de partida, o modelo de
Solow afirma que a economia converge para uma trajetória de crescimento equilibrado.

3.2.5 A Taxa de Poupança

A taxa de poupança é o parâmetro do modelo de Solow mais suscet́ıvel à influência poĺıtica.
Nesta seção considera-se um modelo de Solow em equiĺıbrio de estado estacionário e um choque
de variação permanente em “s”. Desse modo, estuda-se a influencia deste parâmetro no modelo.

• O Impacto da Taxa de Poupança na Produção

Um aumento de s desloca a curva de investimento real para cima e, portanto, k∗ aumenta.
Note que k permanece igual ao k∗ velho. O investimento agora excede o investimento de
equiĺıbrio, logo, mais recursos estão sendo destinados ao investimento do que o necessário para
manter k constante e assim k̇ é positivo. Desse modo, k cresce até atingir o valor de k∗ novo,
onde este permanece constante. Esse comportamento está representado na Figura 3.4.
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Logo, substituindo Y (t) por Y0,5(t) na equação (3.6), obtém-se:

k̇(t) = s
K0,5(A(t)L(t))0,5

A(t)L(t)
− δ

K(t)

A(t)L(t)
− nk(t)− gk(t)

= s
K0,5

(A(t)L(t))0,5
− δ

K(t)

A(t)L(t)
− nk(t)− gk(t).

Como k = K
A(t)L(t)

, tem-se:

k̇(t) = s
K0,5

(A(t)L(t))0,5
− δk(t)− nk(t)− gk(t) (3.8)

= sk(t)0,5 − δk(t)− nk(t)− gk(t) (3.9)

= sk(t)0,5 − (δ + n+ g)k(t). (3.10)

A equação diferencial ordinária não linear (3.10) é a famosa equação de Bernoulli (BASSA-
NEZI; FERREIRA, 1988). Assim, realiza-se a seguinte mudança de variável:

z = k1−0,5 = k0,5 ⇒ z2 = k.

De (3.10), tem-se:

2zż = sz − (δ + n+ g)z2 ⇒ ż +
(δ + n+ g)

2
z =

s

2
. (3.11)

Para determinar a solução anaĺıtica da equação (3.11), utiliza-se o fator integrante:

µ(t) = e
∫
( δ+n+g

2 )dt = e(
δ+n+g

2 )t.

Portanto, a solução geral da equação (3.11) de primeira ordem não homogênea é dada por:

z(t) = e−(
δ+n+g

2 )t
[∫

s

2
e(

δ+n+g
2 )tdt+ c

]

= e−(
δ+n+g

2 )t
[
s

2

∫
e(

δ+n+g
2 )tdt+ c

]

= e−(
δ+n+g

2 )t
[

s

δ + n+ g
e(

δ+n+g
2 )t + c

]
.

Considerando a condição inicial z(0) = z0,

z(0) = z0 ⇒ z0 =
s

δ + n+ g
+ c ⇒ c = z0 −

s

δ + n+ g
.

Substituindo na equação anterior, obtém-se:

z(t) =
s

δ + n+ g
+

[
z0 −

s

δ + n+ g

]
e−(

δ+n+g
2 )t.

Então,

k(t)0,5 =
s

δ + n+ g
+

(
k0.5
0 − s

δ + n+ g

)
e−(

δ+n+g
2 )t,

disso, tem-se:

k(t) =

[
s

δ + n+ g
+

(
k0.5
0 − s

δ + n+ g

)
e−(

δ+n+g
2 )t

]2
.

47



Quando k̇(t) = 0 da equação (3.10) tem-se:

(δ + n+ g)k = sk0,5 ⇒ k0,5 = − s

δ + n+ g
⇒ k∗ =

(
s

δ + n+ g

)2

. (3.12)

Assim,

lim
t→∞

k(t) =

(
s

δ + n+ g

)2

= k∗. (3.13)

Tomando s = 0, 2 e (δ + n+ g) = 0, 05 de (3.12) tem-se k∗ = 16.

O gráfico da solução da equação (3.10) com a condição inicial k(0) = 1 está represento na
Figura 3.6.

Figura 3.6: Solução da equação (3.10).

Além disso, variando a condição inicial é posśıvel ver que o sistema sempre converge para
o mesmo ponto, independentemente do ponto de partida, conforme a equação (3.13). Veja a
Figura 3.7 a qual temos as soluções numéricas da equação (3.10) variando a condição inicial,
através do método de Runge-Kutta de 4ª ordem (BURDEN; FAIRES, 2011).
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Figura 3.7: Soluções númericas da equação (3.10) variando a condição inicial.

Na Figura 3.8 é exibido o crescimento do capital per capita (k) em função do tempo com o
campo de direções das retas tangentes.

Figura 3.8: Solução numérica da equação (3.10) com o campo de direções das retas tangentes.

Na próxima seção é introduzido o modelo fuzzy de Solow, com o parâmetro s sendo a variável
de sáıda de um SBRF.

3.4 O Modelo Fuzzy de Solow Global

O objetivo deste estudo é utilizar a teoria dos conjuntos fuzzy para determinar o parâmetro
“s”da equação (3.7) como sendo a variável de sáıda de um SBRF. A ideia de realizar este pro-
cesso surge tendo em vista a dificuldade para obter este parâmetro pelos métodos econométricos
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tinham todos os dados dispońıveis em alguns dos anos selecionados, sendo assim foi necessário
fazer um cruzamento de dados para determinar os páıses que possúıam todos os dados ne-
cessários. No final do processo determinou-se os anos de treinamento da rede neural e os de
validação, conforme a Tabela 3.1.

Número de Páıses Peŕıodo selecionado Qtd. de dados
Treinamento 73 2016-2018 188
Validação 54 2019 54

Tabela 3.1: Informações sobre os dados utilizados.

Além disso, o domı́nio de cada variável de entrada e da sáıda são apresentados na Tabela 3.2.

Taxa de Juros C. das Famı́lias Saldo em Trans. C. Taxa de Poupança
Mı́nimo -30,41239 0,14515 0,12500 0,02992
Máximo 15,95218 0,96461 2,40422 0,58459

Tabela 3.2: Domı́nio das variáveis utilizadas para criação do SBRF.

3.4.2 Metodologia Utilizada na Construção e Validação do SBRF

A construção do SBRF ocorreu no âmbito do software (R Core Team, 2020) com o pacote
FRBS (RIZA et al., 2015) que possui as duas redes neuro-fuzzy utilizadas neste trabalho.
O pacote FRBS permite a escolha da quantidade de funções de pertinência das variáveis de
entrada e de sáıda para o treinamento. Assim, para selecionar a quantidade ótima de funções de
pertinência foram realizados testes emṕıricos variando essa quantidade de 2 até 20 e avaliando
os erros na validação do sistema após cada teste. Os dados de treinamento foram empregados
no treinamento da rede neural, que por sua vez gerou um SBRF, posteriormente estimou-se a
sáıda referente aos dados de validação através do SBRF e comparou-se os resultados com os
dados reais. Essa metodologia está representada na Figura 3.11.
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Páıs n g delta s real s estimado
Nova Zelândia 0,0084 0,006 0,037 0,2173 0,2226

Brasil 0,0075 0,0238 0,0478 0,1714 0,1830
Gâmbia 0,0296 0,0179 0,0528 0,1194 0,1259

Tabela 3.5: Dados dos páıses selecionados, sendo os valores de s estimados obtidos por meio do
SBRF e os valores s reais são referentes ao ano de 2019 (FEENSTRA; INKLAAR; TIMMER,
2015).

Supondo que estes três páıses mantenham estes parâmetros constantes no tempo e que suas
economias estabilizem, pode-se substitúı-los na equação (3.10). Assim, as equações do modelo
de Solow para cada páıs selecionado são dadas por:

1 Nova Zelândia

k̇(t) = sk0,5 − δk(t)− nk(t)− gk(t) (3.14)

⇒ k̇(t) = 0, 2173k0,5 − 0, 0514k(t) : com s real (3.15)

⇒ k̇(t) = 0, 2226k0,5 − 0, 0514k(t) : com s estimado pelo SBRF. (3.16)

2 Brasil

k̇(t) = sk0,5 − δk(t)− nk(t)− gk(t) (3.17)

⇒ k̇(t) = 0, 1714k0,5 − 0, 0791k(t) : com s real (3.18)

⇒ k̇(t) = 0, 1830k0,5 − 0, 0791k(t) : com s estimado pelo SBRF. (3.19)

3 Gâmbia

k̇(t) = sk0.5 − δk(t)− nk(t)− gk(t) (3.20)

⇒ k̇(t) = 0, 1194k0,5 − 0, 1003k(t) : com s real (3.21)

⇒ k̇(t) = 0, 1259k0,5 − 0, 1003k(t) : com s estimado pelo SBRF. (3.22)

Os valores de k∗ calculados com os “s”reais e os estimados através da equação (3.12) estão
representados na Tabela 3.6. Além disso, é posśıvel observar o impacto da taxa de poupança
no investimento de equiĺıbrio (k∗), essa comparação é realizada para os três páıses estudados e
estão representadas nas Figuras 3.13, 3.14 e 3.15.

Páıs k∗ com os dados reais k∗ com o s estimado pelo SBRF
Nova Zelândia 17,87 18,76

Brasil 4,7 5,35
Gâmbia 1,42 1,58

Tabela 3.6: Valores do investimento de equiĺıbrio (k∗) real e estimado.
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Figura 3.13: k∗ real x k∗ estimado pelo SBRF referente a Nova Zelândia, em que f(k) = k0,5.

Figura 3.14: k∗ real x k∗ estimado pelo SBRF referente ao Brasil, em que f(k) = k0,5.

Figura 3.15: k∗ real x k∗ estimado pelo SBRF referente a Gâmbia,em que f(k) = k0,5.

Nota-se que os valores de k∗ calculados utilizando a taxa de poupança estimada pelo SBRF
possuem valores sobrevalorizados em comparação com os valores de k∗ reais.
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Figura 3.16: Soluções numéricas das equações (3.15) e (3.16), e as asśıntotas horizontais y = k∗

com valores de s obtidos pelo SBRF e com valores reais referentes a Nova Zelândia.

Figura 3.17: Soluções numéricas das equações (3.18) e (3.19), e as asśıntotas horizontais y = k∗

com valores de s obtidos pelo SBRF e com valores reais referentes ao Brasil.

Figura 3.18: Soluções numéricas das equações (3.21) e (3.22), e as asśıntotas horizontais y = k∗

com valores de s obtidos pelo SBRF e com valores reais referentes a Gâmbia.
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Com as informações apresentadas nesta seção pode-se observar que o investimento de
equiĺıbrio de uma economia está relacionado ao ńıvel de desenvolvimento do páıs em questão.
Os gráficos das Figuras 3.16, 3.17 e 3.18 mostram o comportamento de estabilidade das eco-
nomias estudadas ao longo do tempo, sendo o erro absoluto entre os valores de k∗ estimado e
reais 0.89, 0.65 e 0.16, respectivamente. As hipótese exigidas para o equiĺıbrio de uma economia
na perspectiva do modelo de crescimento de Solow são inalcançáveis no mundo real, uma vez
que o modelo não considera diversos fatores que afetam diretamente as variáveis econômicas
consideradas.

Na próxima seção é constrúıdo um modelo fuzzy de Solow utilizando somente dados brasi-
leiros.

3.5 O Modelo Fuzzy de Solow Nacional

Com um intuito investigativo, o processo descrito na seção 3.4 é realizado somente com
dados do Brasil. Neste caso, foram utilizados dados do ano de 2000 até 2019, dos quais os
dados de 2018 e 2019 foram utilizados para validação do sistema fuzzy e o restante dos dados
foram usados para o treinamento das redes neuro-fuzzy.

Para esta abordagem, a taxa de juros é obtida através da diferença entre o ı́ndice de preços
no consumidor (IPCA) e a taxa Selic. Como estas taxas são divulgadas mensalmente, foi
necessário um processo de normalização dos dados para transformá-los em dados anuais. Para
isso, foram realizados o seguintes cálculos para cada ano:

(1 + (taxa de juros média do ano · 0, 01))12 − 1.

Os demais dados foram obtidos na PWT 10.0 conforme descrito nas seção anterior. Os resul-
tados dos testes utilizando a rede neuro-fuzzy HyFIS constam na Tabela 3.7.

Num. Funç. EAM MAE
2 0,04978 0,04826
3 0,06456 0,06305
4 0,08448 0,06297
5 0,02461 0,01932
6 0,05892 0,04287
7 0,04165 0,03660
8 0,06195 0,04555
9 0,06948 0,04822
10 0,05956 0,04253
11 0,05896 0,04166
12 0,06468 0,05106
13 0,06070 0,04235
14 0,06540 0,04365
15 0,06195 0,04164
16 0,06596 0,04339
17 0,06289 0,04164
18 0,06018 0,04319
19 0,02861 0,02706
20 0,06116 0,04302

Tabela 3.7: Tabela com os erros obtidos com o HyFIS.

Assim, a quantidade ótima de funções de pertinência para o HyFIS é 5. O gráfico das
funções de pertinência do SBRF gerado pelo HyFIS e pelo ANFIS para a variável consumo das
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Estes estudos referentes ao modelo teórico de Solow nos motivaram a continuar desenvol-
vendo novas abordagens econômicas utilizando redes neuro-fuzzy, porém, em contextos mais
reaĺısticos. No próximo caṕıtulo é apresentado o processo de construção de um SBRF que
tem como sáıda o crescimento do PIBpm do Brasil, para isso foram utilizadas dez variáveis de
entrada, evidenciando o poder computacional das redes neuro-fuzzy utilizadas.
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Caṕıtulo 4

Modelo de Previsão para o
Crescimento do PIBpm do Brasil

“O que vai gerar a riqueza das nações é o fato de cada indiv́ıduo procurar o seu
desenvolvimento e crescimento econômico pessoal”(Adam Smith, 1776).

4.1 Introdução

De acordo com a XP.Investimentos (2019), uma das maiores corretoras brasileiras, o mercado
utiliza uma série de “termômetros”para avaliar a economia de um páıs, e o PIB é um dos
principais ı́ndices considerados nessas avaliações. Assim, surge um grande interesse ao redor
desse ı́ndice, mas afinal o que é o PIB? Segundo o IBGE (2017), o PIB é a soma de todos os
bens e serviços finais produzidos por um páıs, estado ou cidade, geralmente em um ano. Este
indicador mede apenas os bens e serviços finais para evitar dupla contagem, além disso, essas
variáveis que compõem o PIB são medidas no preço em que chegam ao consumidor. Dessa
forma, levam em consideração também os impostos sobre os produtos comercializados.

O PIB não é o total de riqueza existente em um páıs. Esse é um eqúıvoco muito comum,
pois dá a impressão de que o PIB seria um estoque de valor que existe na economia, como
uma espécie de tesouro nacional. Se um páıs não produzir nada em um ano, o seu PIB será
nulo (IBGE, 2017).

Um outro indicador comumente utilizado nas ciências econômicas é o PIBpm, que leva
em consideração os impostos sobre produtos, o valor adicionado a preços básicos, o consumo
pessoal, o consumo do governo, a formação bruta de capital fixo, avariação de estoques, as
exportações e importações de bens e serviços. Em algumas situações, pode ser mais conveniente
utilizar este indicador ao invés do PIB, uma vez que o PIBpm leva em conta alguns fatores não
contabilizados no PIB.

Tendo em vista a importância do PIBpm, surgem diversos modelos de previsão para este,
ou para a sua taxa de crescimento. Este caṕıtulo traz a construção de um SBRF que tem como
sáıda a taxa de crescimento do PIBpm trimestral brasileiro anualizada. Para isso, testou-se o
ANFIS e o HyFIS. Uma das métricas utilizadas para comparar os SBRFs constrúıdos por essas
duas redes neuro-fuzzy é o coeficiente de correlação entre as sáıdas estimadas pelo SBRF e os
valores reais para os dados de validação. Entretanto, o ANFIS demonstrou um desempenho
não satisfatório, enquanto o HyFIS demonstrou resultados consistentes. Tal processo é descrito
com detalhes nas seções a seguir.
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4.2 Taxa de Crescimento do PIBpm do Brasil

O objetivo deste estudo é utilizar a teoria dos conjuntos fuzzy para determinar a taxa de
crescimento do PIBpm a preços de mercado trimestral brasileiro anualizada (y) como sendo
a variável de sáıda de um SBRF. Para determinar este sistema fuzzy utilizou-se dez variáveis
de entrada que foram selecionadas pelo especialista da área econômica, Prof. Dr. Julio Fer-
nando Costa Santos, do Instituto de Economia e Relações Internacionais da UFU. As variáveis
selecionadas foram:

1. Consumo das famı́lias/PIB (x1 ): representa a participação relativa do consumo das
famı́lias no PIB (SIDRA-IBGE, 2021a).

2. Investimento/PIB (x2 ): representa a participação relativa dos investimentos, formação
bruta de capital fixo, no PIB. É utilizada como variável representante a taxa de poupança
na economia (SIDRA-IBGE, 2021c).

3. Gasto do Governo/PIB (x3 ): representa a participação relativa do gasto do governo
no PIB (SIDRA-IBGE, 2021b).

4. Exportações/PIB (x4 ): representa a participação relativa das exportações no PIB
(SIDRA-IBGE, 2021d).

5. Importações/PIB (x5 ): representa a participação relativa das importações no PIB
(SIDRA-IBGE, 2021e).

6. Índice de Commodities Trimestral (x6 ): é o ı́ndice em ńıvel do valor das commodities
(BETS, 2021c).

7. Taxa de Crescimento Trimestral do PIB dos EUA (x7 ): representa a taxa de
crescimento trimestral do PIB dos Estados Unidos da América (EUA) (IPEA, 2021a).

8. Taxa de Crescimento Trimestral do PIB da Zona do Euro (x8 ): representa a
taxa de crescimento trimestral do PIB da Zona do Euro (IPEA, 2021c).

9. Média Trimestral da Taxa de Câmbio Real amarrada pela Produtividade (x9 ):
representa a média trimestral da taxa de câmbio com correção inflacionária amarrada
pela produtividade (BETS, 2021a).

10. Selic Real Anualizada (x10 ): a Selic é a taxa básica de juros da economia brasileira.
É o principal instrumento de poĺıtica monetária utilizado pelo Banco Central (BC) para
controlar a inflação (BETS, 2021b).

A arquitetura deste SBRF é apresentada na Figura 4.1.
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Comparou-se os valores obtidos pelo SBRF com os dados do PIBpm referentes ao 1º e 2º
trimestre de 2021, como pode ser visto na Tabela 4.9.

Trimestres Valores Reais Previsões
2021-1 0,009564965 -0,01025
2021-2 0,124273778 0,01393

Tabela 4.9: Comparação das previsões com dados reais.

Observa-se que as previsões para o PIBpm realizadas pelo SBRF não foram satisfatórias em
comparação com os valores reais. É importante destacar que o valor do PIBpm no 2º trimestre
de 2021 não está no domı́nio da sáıda do SBRF, apesar de termos considerado um aumento
de 20% no intervalo de variação de y, conforme ilustrado na Tabela 4.6. Acredita-se que isso
ocorreu devido às variações abruptas no PIBpm descritas anteriormente.

Na próxima seção é apresentada uma comparação entre os resultados obtidos pelo HyFIS
e o ANFIS utilizando 8 trimestres de defasagem e 11 funções de pertinência para os dados do
PIBpm brasileiro.

4.6 HyFIS x ANFIS

O ANFIS integrado ao pacote FRBS do software R não obteve um desempenho satisfatório
para a resolução deste problema. A comparação entre os resultados obtidos pelo ANFIS e pelo
HyFIS utilizando oito trimestres de defasagem entre os dados das variáveis de entrada e da
sáıda com 11 funções e pertinência constam na Tabela 4.10

Rede Neural MAE EAM
ANFIS 0,3461 0,5373
HyFIS 0,00906235 0,02496

Tabela 4.10: Comparação HyFIS x ANFIS.

Além da diferença nos resultados dos erros, o ANFIS do pacote FRBS não manteve resul-
tados estáveis, uma vez que a correlação se altera a cada vez que o programa computacional é
executado. Com relação às previsões os resultados do ANFIS são menos satisfatórios ainda, a
rede neuro-fuzzy fornece valores iguais para todos os trimestres de previsão.

Outra abordagem matemática clássica que pode ser utilizada na modelagem da taxa de
crescimento do PIBpm é a regressão linear múltipla. Na próxima seção é analisada a possi-
bilidade da utilização deste método com base na validação de alguns dos pressupostos para o
modelo obtido.

4.7 HyFIS x Regressão Linear Múltipla

A regressão linear múltipla é um modelo de análise usado para modelar a relação linear entre
uma variável de desfecho cont́ınua e múltiplas variáveis preditoras que podem ser cont́ınuas ou
discretas.

A regressão múltipla é um modelo estat́ıstico explanatório. Sua base estat́ıstica advém da
regressão linear, que se restringe a determinar uma variável y em função de outra variável x.
A regressão múltipla permite expressar uma ou mais variáveis (dependentes) através de um
conjunto de variáveis explicativas (independentes).

A inferência sobre os parâmetros de um modelo de regressão múltipla, quando realizada sob
a ótica paramétrica, é válida se os reśıduos deste modelo satisfazem as seguintes condições:
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• Distribuição Normal: Os reśıduos devem possuir uma distribuição normal em torno de
zero. Para isso, basta verificar se os reśıduos seguem a função densidade de probabilidade
dada por:

f(x) =
1√
2πσ

· e−x2

2 .

• Independência: Os reśıduos não devem ser correlacionados, isto é, um reśıduo não pode
ser obtido através dos demais.

• Homocedasticidade: Os reśıduos devem possuir uma variância constante. A variância
é dada por:

n∑

i=0

(xi −Mx)
2

n

em que xi são os reśıduos, Mx é a média aritmética dos reśıduos e n é a quantidade de
dados.

Formalmente, estas condições podem ser verificadas pelos testes de normalidade (ROYS-
TON, 1995), independência (DURBIN, 1969) e homogeneidade (BREUSCH; PAGAN, 1979),
isto é, a adequação do modelo está condicionada à validação destes três pressupostos.

Com o intuito de comparar os resultados obtidos pelo HyFIS com uma regressão linear
múltipla, foram determinadas 16 regressões, variando a defasagem da sáıda em relação às
entradas, conforme realizado com os dados utilizados na construção do SBRF pelo HyFIS.
Assim, para cada regressão foram encontrados os coeficientes a1, a2, . . . , a11 ∈ R tais que

y = a1x1 + a2x2 + · · ·+ a10x10 + a11.

Entretanto, nenhuma das regressões obtidas respeitaram todos os pressupostos simultanea-
mente. Este resultado ressalta os aspectos positivos do HyFIS, mostrando-se uma metodologia
promissora.

4.8 Conclusão

O propósito de construir um modelo preditivo para a taxa de crescimento do PIBpm bra-
sileiro foi alcançado de forma satisfatória, apesar de haver uma situação at́ıpica nos dados dos
trimestres referentes ao ano de 2020, devido à pandemia causada pelo coronav́ırus.

Esses dados de 2020 podem ter prejudicado o modelo negativamente, ainda assim obteve-se
uma correlação de 0, 90540 entre valores de sáıdas estimados pelo SBRF e os reais. Segundo
informações do especialista da área, modelos preditores relacionados às ciências econômicas não
possuem valores de correlação na validação na faixa de 0, 9; o que evidencia a qualidade dos
resultados obtidos. Além disso, não foi posśıvel realizar uma comparação direta entre o HyFIS
e o ANFIS devido às instabilidades dos resultados gerados pelo ANFIS.

É importante destacar que o HyFIS gerou um SBRF com 10 variáveis de entrada e com
11 funções de pertinência em cada entrada o que mostra o poder computacional deste sistema
neuro-fuzzy. Em suma, os estudos descritos neste caṕıtulo podem ser vistos sobre duas pers-
pectivas, a primeira sobre os ganhos de metodologia ao utilizar a teoria dos conjuntos fuzzy
em problemas relacionados à economia, e uma segunda sobre a capacidade computacional do
HyFIS.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

A combinação entre as redes neurais artificiais e a teoria dos conjuntos fuzzy geram os
sistemas neuro-fuzzy que são ferramentas de modelagem de alto ńıvel. Tais sistemas foram os
principais instrumentos matemáticos utilizados neste trabalho, que apresenta duas abordagens
distintas que envolvem a construção de SBRFs. Os resultados obtidos são exibidos a seguir.

1. Abordagem: Cálculo da taxa de poupança

Nesta abordagem é estudado o modelo teórico de Solow que assume um estado estacionário
da economia, onde o valor do investimento de equiĺıbrio é igual ao investimento atual.
A metodologia proposta possibilita o cálculo da taxa de poupança e do investimento
de equiĺıbrio de um páıs, através das três variáveis: consumo das famı́lias, saldo em
transações correntes e a taxa de juros real. Esta metodologia leva em consideração a
incerteza destas variáveis e tem, como sáıda do SBRF, um parâmetro de uma equação
diferencial ordinária.

• Modelo Fuzzy de Solow Global: Neste estudo os sistemas neuro-fuzzy foram treina-
dos com um banco de dados global, gerando resultados promissores. Na etapa de
validação do SBRF gerado pelo HyFIS obteve-se o MAE de 0,02676 e o EAM de
0,116455.

• Modelo Fuzzy de Solow Nacional: Este SBRF determina a taxa de poupança do
Brasil, uma vez que o treinamento das redes neurais foi realizado apenas com dados
nacionais. Esta análise econômica trouxe bons resultados, porém, seria importante
que houvesse uma quantidade maior de dados dispońıveis para o treinamento e va-
lidação dos modelos.

2. Abordagem: Cálculo da taxa de crescimento do PIBpm brasileiro

• Este SBRF possui ótimos resultados, uma vez que permite fazer previsões dois anos à
frente dos valores de entrada. Porém, temos uma quantidade de dados relativamente
pequena para averiguar a acurácia das previsões.

A comparação dos resultados de validação das duas redes neurais, através do erro absoluto
máximo e do erro absoluto médio evidencia a superioridade do HyFIS para modelar estes
problemas. O algoritmo do ANFIS presente no pacote FRBS do software (R Core Team, 2020)
demonstra instabilidade no experimento envolvendo a taxa de crescimento do PIBpm do Brasil
e resultados menos satisfatórios nos demais experimentos em comparação com o HyFIS. O
destaque deste trabalho se dá com o terceiro experimento, visto que o mesmo permite realizar
previsões a respeito da taxa de crescimento do PIBpm do Brasil.
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Este trabalho gerou uma publicação nos anais de evento da X Mostra IC da FAMAT (SAN-
TANA; JAFELICE; SANTOS, 2021) e será submetido um artigo sobre o estudo realizado com
a taxa de crescimento do PIBpm brasileiro para uma revista ainda a ser escolhida.

Um trabalho futuro importante a ser realizado é comparar diretamente as modelagens fuzzy
realizadas com outras metodologias utilizadas nas Ciências Econômicas. Outra metodologia que
pode ser explorada é utilizar os conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar para a construção do SBRF
com dados do PIB brasileiro, através de redes neuro-fuzzy deste tipo (JAFELICE; BERTONE,
2020).
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for classification and regression in R. Journal of Statistical Software, v. 65, n. 6, p. 1–30, 2015.
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br/home/pms/brasil⟩. Acessado em 10/11/2021.

SIDRA-IBGE. Dados referentes as importações: Código-93408. 2021. ⟨https://sidra.ibge.gov.
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