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SANTANA, P. V. Abordagens de Sistemas Neuro-Fuzzy em Modelos Econémicos. 2021. (76 pag)
p-, Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

A ciéencia economica ainda enfrenta obstaculos para a modelagem matematica de problemas,
devido a grande incerteza existente em torno das variaveis estudadas nesta area. O objetivo
deste trabalho é utilizar a teoria dos conjuntos fuzzy para estimar dois indicadores economicos,
a taxa de crescimento do produto interno bruto a preco de mercado (PIBpm) e a taxa de
poupanca, que é um parametro do modelo de crescimento econémico de Solow. Para isso, sao
construidos sistemas baseados em regras fuzzy (SBRFs), que por sua vez sdo gerados através
de dois sistemas neuro-fuzzy. Neste trabalho utiliza-se dois sistemas neuro-fuzzy distintos, o
Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) e o Hybrid Neural Fuzzy Inference System
(HyFIS), que tém como método de inferéncia Takagi-Sugeno e Mamdani, respectivamente. O
estudo referente a taxa de poupanca é realizado em dois contextos, o primeiro com dados globais
de 74 paises, de 2016 a 2018, para o treinamento dos sistemas neuro-fuzzy, e o segundo apenas
com dados nacionais, de 2000 a 2018. Na validacao do primeiro caso obteve-se um coeficiente de
correlacao de 0,87330 entre os valores reais e os estimados pelo SBRF, gerado pelo HyFIS. Para
o caso, com os dados nacionais, os resultados sao satisfatorios, mas a etapa de validacao ¢ rea-
lizada apenas com valores de dois anos, devido a baixa quantidade de informacoes disponiveis.
Na abordagem envolvendo a taxa de crescimento do PIBpm sao utilizados dados brasileiros
para o treinamento das redes neuro-fuzzy, referentes aos anos de 2000 a 2018 selecionados de
forma trimestral. Além disso, essa abordagem é realizada com uma defasagem entre os valores
de entrada e saida, permitindo assim que o modelo possa realizar previsoes. Nesta modela-
gem, a correlacao obtida na etapa de validacao do SBRF construido pelo HyFSIS ¢é 0,90540,
mostrando resultados promissores. Os valores obtidos nas previsoes, quando comparados com
os dados reais nao sao satisfatorios, acredita-se que a pandemia do coronavirus tenha afetado
de maneira negativa as projecoes realizadas. E importante mencionar que nestas abordagens
sao empregados o HyFIS e o ANFIS, mas em ambas o HyFIS demonstrou superioridade para
modelar os problemas economicos.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; ANFIS; HyFIS; Modelo de Solow; PIBpm; Taxa de Pou-
panca.
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SANTANA, P. V. Approaches to Neuro-Fuzzy Systems in Economic Models. 2021. (76 pages)
p.- M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Economic science still faces obstacles for the mathematical modeling of problems, due to the
great uncertainty surrounding the variables studied in this area. The aim of this work is
to use fuzzy set theory to estimate two economic indicators, the growth rate of the gross
domestic product at market price (GDPmp) and the savings rate, which is a parameter of
the Solow economic growth model. For this, Fuzzy Rule-Based Systems (FRBS) are built,
which in turn are generated through two neuro-fuzzy systems. In this work, two distinct
neuro-fuzzy systems are used, the Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) and the
Hybrid Neural Fuzzy Inference System (HyFIS), which use the Takagi-Sugeno and Mamdani
inference method, respectively. The study on the savings rate is carried out in two contexts,
the first with global data from 74 countries, from 2016 to 2018, for the training of neuro-fuzzy
systems, and the second with only national data, from 2000 to 2018. In the validation of the
first case, a correlation coefficient of 0.87330 was obtained between the real values and those
estimated by the FRBS, generated by HyFIS. In this case, with national data, the results are
satisfactory, but the validation step is carried out only with values of two years, due to the low
amount of available information. In the approach involving the GDPmp growth rate, Brazilian
data are used for the training of neuro-fuzzy networks, referring to the years 2000 to 2018,
selected on a quarterly basis. Furthermore, this approach is performed with a lag between the
input and output values, thus allowing the model to make predictions. In this modeling, the
correlation obtained in the validation step of the FRBS built by HyFSIS is 0.90540, showing
promising results. The values obtained in the forecasts, when compared with the real data,
are not satisfactory, it is believed that the coronavirus pandemic has negatively affected the
projections made. It is important to mention that in these approaches HyFIS and ANFIS are
used, but in both, HyFIS demonstrated superiority to model economic problems.

Keywords: Fuzzy Sets; ANFIS; HyFIS; Solow Model; PIBmp; Saving Rate.
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Introducao

“Se quisermos que a economia continue crescendo,
o0 unico modo € com a tecnologia”(Roland Busch).

Este trabalho apresenta um estudo que tem como base a teoria dos conjuntos fuzzy que foi
proposta em 1965 por Lotfi Askar-Zadeh, professor no departamento de Engenharia Elétrica e
Ciéncias da Computagao da Universidade da Califérnia (ZADEH, 1965). Essa teoria consegue
quantificar e caracterizar incertezas em inimeros contextos, isso ocorre através de uma definicao
de conjuntos mais flexivel que admite a nocao de graus de pertinéncia de um elemento a um
conjunto. Essa metodologia juntamente com ferramentas da inteligéncia artificial (IA) tem
trazido grandes avancos para diversas areas do conhecimento.

E inegével que as mdquinas através da IA, em especial as redes neurais artificiais (RNAs),
nunca estiveram tao préximas do raciocinio humano. Com isso, essas tecnologias vem nos aju-
dando a solucionar diversos problemas e estao cada vez mais presentes no cotidiano. As RNAs
quando aplicadas em conjunto com a teoria dos conjuntos fuzzy resulta em uma ferramenta de
modelagem matematica de alto nivel, os sistemas neuro-fuzzy.

Apesar da forte resisténcia a teoria fuzzy em seu inicio, muitos pesquisadores vislumbra-
ram as possibilidades que essa teoria fornecia e Zadeh encontrou seguidores no mundo todo,
principalmente no Japao. Nos anos subsequentes a 1965 a teoria fuzzy avancou consideravel-
mente, em 1974 Ebrahim Mamdani apresentou o primeiro controlador fuzzy. A partir dai,
varios pesquisadores buscaram utilizar essa teoria para controlar sistemas de engenharia. Em
1976 tivemos a primeira aplicacao industrial desta teoria, desenvolvida pelo Circle Cement e
SIRA, na Dinamarca, que construiu um controlador fuzzy capaz de incorporar a experiéncia
dos operéarios e controlar os fornos das fabricas. Em 1987 no Japao foi inaugurado o primeiro
trem controlado pela légica fuzzy, neste mesmo ano a Yamaha desenvolveu um helicéptero nao
tripulado totalmente controlado por um controlador fuzzy e em 1988 o primeiro sistema de
comércio financeiro fuzzy comecgou a operar. Porém, foi em 1990 que esta teoria ganhou popu-
laridade, nessa década varios eletrodomésticos japoneses contavam com sistemas baseados em
controladores fuzzy (MASSAD; ORTEGA; SILVEIRA, 2004).

Tendo em vista todo esse leque de aplicacoes da teoria dos conjuntos fuzzy, podemos indagar
se essa teoria pode ser aplicada de modo eficiente nas ciéncias economicas. Com o intuito de
expor as contribuigoes vindas destas abordagens, em 2006, foi criada uma associacao internacio-
nal intitulada SIGEF ( The International Association for Management and Economy Fuzzy-set)
que organiza palestras, congressos e publica semestralmente a revista internacional, Fuzzy Eco-
nomic Review. Para exemplificar como a teoria fuzzy vem sendo utilizada na area econdomica
alguns artigos cientificos publicados entre 1987 e 2007 sao mencionados, tais trabalhos estao
citados na referéncia (SURIPAH, 2020).

Em 1998, Flod e Marion publicaram um trabalho denominado “Output convergence and
International Trade: Time Series and Fuzzy Clustering Evidence for New Zealand and Her
Trading Partners” que apresenta uma nova forma de medir a convergéncia de séries temporais
utilizando uma aplicacao fuzzy. No mesmo ano, Gilaes publicou o artigo “Econometric Modeling
based on Pattern Recognition via the Fuzzy C-Means Clustering Encryption” que modelou a



demanda de dinheiro através da teoria fuzzy e de dados anuais de 1960-1983 do departamento
de comércio americano. Em 2003 Ozkan desenvolveu o trabalho intitulado “Currency Crises
Analyzed By Type-1 Fuzzy System Modelling” que fez uso de um software computacional para
analisar crises cambiais, com dados da Turquia. Para isso utilizou-se a teoria de séries temporais
macroeconomicas juntamente com um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF), este trabalho ja
contava com as redes neurais artificiais em seu desenvolvimento. Em 2003, Achsani utilizou um
algoritmo baseado na teoria fuzzy para criar um modelo de demanda para a Indonésia através
de dados trimestrais dos anos 1993-2002, os resultados obtidos nao foram promissores quando
comparados a abordagem econométrica tradicional. Porém, Achsani continuou os estudos nessa
area, utilizando os dados referentes a relagao Divida/PIB, a estabilidade da taxa de cambio,
a taxa de inflagao e a taxa de juros para determinar a posicao relativa da Indonésia dentre as
economias do Leste da Asia.

Lin, em 2002, publicou o trabalho intitulado “A New Approach to Modeling Early Warning
Systems for Currency Crises: can a machine-learning fuzzy expert system predict the currency
crises effectively?”’em que conduziu pesquisas usando a abordagem neuro-fuzzy para prever
crises na Indonésia, Filipinas, Tailandia e Malésia.

Em 2007, Muslim em “Implementation Algorithms and Neuro Fuzzy Fuzzy Cluster Case
Studies Indonesia’s exports to Japan”fornece uma abordagem alternativa para modelagem de
dados referentes as exportacoes da Indonésia para o Japao por meio da aplicacao que utilizava
sistemas neuro-fuzzy.

Assim, este trabalho busca contribuir para os estudos em relacao a insercao da teoria dos
conjuntos fuzzy como ferramenta de modelagem nas Ciéncias Economicas. A seguir a proposta
deste trabalho é apresentada, comecando com algumas informagoes economicas relevantes.

Nos ultimos séculos houve um aumento do padrao de vida da humanidade em uma proporgao
nunca vista antes na histéria do mundo. Entretanto, percebe-se que esse aumento de padrao
de vida nao ocorre de forma uniforme no globo terrestre, para ilustrar essa nao uniformidade
tome como exemplo os Estados Unidos da América e um outro pais, como a Venezuela. O que
explica essa enorme diferenca no padrao de vida entre alguns paises? Se pararmos para pensar
um pouco, a pobreza sempre esteve presente ao longo da histéria do mundo. Isso fica claro

quando observamos o histérico do PIB per capita no mundo ao longo dos dois tltimos milénios
que estd representado na Figura 1 (OURWORLDINDATA, 2017).

PIB mundial nos ultimos dois milénios

Valores ajustados pela inflagdo de expressados em - $ 2011
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Figura 1: PIB per capita referente aos dois tltimos milénios. Fonte: (OURWORLDINDATA,
2017).



Com essa informagao, conclui-se que nao devemos direcionar o foco de nossos estudos para
encontrar os motivos que fazem alguns paises serem pobres. Essa pergunta deve ser reformulada
para: como alguns paises sairam dessa condicao natural e atingiram patamares tao altos no que
se diz respeito a producao de riqueza? Assim, surgem os modelos que tentam explicar como
o crescimento economico ocorre. Dentro das ciéncias economicas existem varias vertentes que
estudam este fenémeno, como por exemplo: a corrente classica (Adam Smith, David Ricardo,
Thomas Malthus), a corrente Keynesiana (Damodar-Harrod, Kaldor), a corrente neo-classica
(Solow), a corrente do crescimento endégeno (Lucas, Romer) e outras. Cada uma delas tenta
explicar esse fenomeno de uma maneira diferente.

O modelo de Solow é o ponto de partida para quase todas andlises de crescimento economico.
Mesmo modelos que se baseiam fundamentalmente nele, sao melhores compreendidos quando
comparados ao proprio modelo de Solow. Assim, compreender este modelo é essencial para
compreender teorias de crescimento econémicos (ROMER, 2012). Com base nisso, o modelo
de crescimento economico utilizado neste trabalho é o modelo de Solow como descrito no livro
do Romer, considerando o capital humano como uma de suas variaveis. Além do estudo do
modelo de Solow, é apresentado dois SBRF's, um construido com dados de 74 paises e o outro
com dados brasileiros, ambos possuem como variavel de saida um parametro do modelo, a taxa
de poupanca. Dessa forma, os modelos de crescimento econoémico nos ajudam a entender por
que alguns paises prosperam.

Além disso, existe um indicador muito utilizado para mensurar o nivel de atividade economica
de uma determinada regiao, o PIB. Assim, a previsao de sua trajetoria fornece informacoes uteis
sobre o comportamento futuro da economia de determinada regiao no curto prazo, desse modo,
esse indicador atua como objeto para a formacao de expectativas sobre o comportamento de
uma economia. A partir da performance do PIB, é possivel tracar a evolucao da economia e
comparé-la a outras economias (COSTA; SILVA, 2020).

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), o PIB é, contudo, apenas
um indicador sintese de uma economia. Este indicador ajuda a compreender a economia de
um pails, mas nao expressa importantes fatores como distribuicao de renda, qualidade de vida,
educacao e saide. Um pais pode ter um PIB baixo, como a Islandia, e ter um altissimo padrao
de vida. Ou, como no caso da fndia, um PIB alto e um padrao de vida relativamente baixo
(IBGE, 2017).

Por esses motivos, existe um grande interesse em estimar o PIB futuro de determinado pais
e, consequentemente, diversos modelos de previsao com esse proposito sao criados todos os
anos. Neste trabalho é proposto um modelo de previsao para a taxa de crescimento do PIB a
prego de mercado (PIBpm) brasileiro trimestral anualizada, que leva em consideragao alguns
fatores que nao sao contabilizados no PIB. Tal modelo é construido através de dois sistemas
neuro-fuzzy distintos, o Adaptive Neuro-fuzzy Inference System (ANFIS) (JANG, 1993) e o
Hybrid Neural Fuzzy Inference System (HyFIS) (KIM; KASABOV, 1999), em que o primeiro
utiliza o método de inferéncia de Takagi-Sugeno (TAKAGI; SUGENO, 1985) e o segundo o
método de inferéncia de Mamdani (MAMDANI; ASSILIAN, 1975). Para mensurar a acuracia
dos modelos estudados utiliza-se as seguintes métricas: o erro absoluto maximo (EAM) e o erro
absoluto médio (MAE), os quais s@o explicitados a seguir:

o BAM = max |y(i) - ye(i)];

i=1,...

o« MAE — %Z (i) — e (i)];

em que y. ¢ o valor estimado da variavel de saida, y é o valor real e n é o nimero de dados
presente na etapa de validacdao do modelo. Além disso, o coeficiente de correlacao entre y e y, €



utilizado para definir a quantidade 6tima de funcoes de pertinéncia para o HyFIS. O coeficiente

de correlagao é dado por

> (weli) = 7.)(y(i) — 7)

=1

" (n —1)Sy,.S,
em que Y, ¢ a média dos valores de y., S,, ¢ o desvio padrao de y., ¥ ¢ a média dos valores de
Y, Sy ¢ o desvio padrao de y e n a quantidade de dados.
Portanto, os principais objetivos deste trabalho sao determinar SBRFs por meio de duas
redes neuro-fuzzy, o HyFIS e o ANFIS, que modelem problemas economicos. Dessa forma, duas
abordagens sao estudadas:

e A primeira determina a taxa de poupanca, parametro do modelo de Solow, como saida de
um SBRF tendo como variaveis de entrada: o consumo das familias, o saldo em transacoes
correntes e a taxa de juros. Este enfoque é realizado para o treinamento de dois bancos
de dados distintos: um global e um nacional.

e A segunda estabelece um SBRF que possui como variavel de saida a taxa de crescimento
trimestral anualizada do PIBpm brasileiro, tendo dez variaveis de entrada selecionadas
pelo especialista da area economica. Neste estudo é possivel realizar previsoes referentes
a trimestres futuros.

Além disso, ha um objetivo secundario que é selecionar a quantidade 6tima de funcoes
de pertinéncia para o HyFIS em cada uma das abordagens citadas anteriormente. Nos dois
contextos os resultados de validacao sao satisfatérios e o HyFIS correspondeu as expectativas.
A estrutura desta dissertacao é dada da seguinte forma.

No Capitulo 1 sao apresentados os principais conceitos bésicos da teoria dos conjuntos fuzzy,
inclusive a definicao de sistemas baseados em regras fuzzy. No fim deste capitulo é apresentado
um exemplo ilustrativo de um SBRF no contexto de anélise de fundos imobiliarios.

No Capitulo 2 é abordado o conceito de redes neurais artificiais e a teoria basica necessaria
para entender o funcionamento das duas redes neuro-fuzzy que sao empregadas neste trabalho,
o ANFIS e o HyFIS. Posteriormente, a arquitetura e funcionamento destas redes sao detalhadas.

No Capitulo 3 é exibido o modelo de crescimento econéomico de Solow, bem como os SBRF's
que possuem a taxa de poupanca como variavel de saida.

No Capitulo 4 é exposto o processo de construcao de um SBRF, que tem como variavel
de saida a taxa de crescimento do PIBpm do Brasil. Finalmente, no Capitulo 5 tem-se as
conclusoes, os resultados obtidos e as sugestoes para trabalhos futuros.

Paulo Victor Santana
Uberlandia-MG, 15 de Dezembro de 2021.



Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

“Uma semente nao constitur uma pilha nem duas nem trés ... mas por outro lado todo mundo
ira concordar que 100 milhoes de sementes constitui uma pilha. Afinal, qual é o limite
apropriado? Nos podemos dizer que 325647 sementes nao constitui uma pilha mas

325648 constitui?” (Borel 1950).

1.1 Introducao

Na teoria classica de conjuntos, dado um conjunto universo U e um subconjunto A C U
podemos separar os elementos de U em duas classes, os elementos que pertencem a A e os que
nao pertencem. Dessa forma, o conjunto dos ntimeros inteiros pode ser separado como sendo
0s numeros pares e os nimeros que nao sao pares. Porém, em com conjuntos com fronteiras
menos precisas essa abordagem pode perder um pouco o sentido, como descrito a seguir.

Pense no conjunto das pessoas altas, uma abordagem classica para formalizar esse conjunto
seria determinar um valor de altura a partir do qual as pessoas seriam consideradas altas, por
exemplo, 1,8 metros e assim o conjunto das pessoas altas seria o conjunto das pessoas com altura
igual ou superior a 1,8m. Porém, nesse caso, uma pessoa que possui 1,79m e outra com 1,5m
estariam no mesmo conjunto, das pessoas que nao sao altas. Se pararmos para pensar, essa
abordagem nao ¢ tao usual nesse caso, ja que uma pessoa com 1,79m esta apenas 1 centimetro
de pertencer ao conjunto das pessoas altas, e a de 1,5m esta a 30 centimetros.

Segundo Barros e Bassanezi (2015), uma outra abordagem para definir o conjunto das
pessoas altas é considerar que todos os individuos sao altos, porém com maior ou menor inten-
sidade. Assim, tém-se pessoas que pertencem mais ao conjunto das pessoas altas do que outras.
Portanto, uma pessoa com 1,79m de altura, pode ter um grau de pertinéncia ao conjunto das
pessoas altas maior do que uma pessoa com 1,5m.

E nessa segunda abordagem que consiste a teoria dos conjuntos fuzzy. Desenvolvida por
Zadeh com a intencao de dar um tratamento matemaéatico a certos termos subjetivos, como
“aproximadamente”’ou “cerca de”. Em suma, os conjuntos fuzzy sao ferramentas que nos
permitem representar matematicamente a imprecisao, ou a incerteza.

1.2 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalizacao de um conjunto fuzzy, Zadeh utilizou como base o fato de que
um conjunto classico pode ser definido através de sua funcao caracteristica. Desta forma, neste
capitulo tem-se um estudo sobre a teoria dos conjuntos fuzzy de acordo com as referéncias
(JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012) e (BARROS; BASSANEZI, 2015).
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Definicao 1.1 Um conjunto cldssico A de um conjunto universo U € caracterizado por sua
fung¢ado caracteristica:
XA - U— {07 ]-}7

em que se um elemento x de U tem imagem 1 por xa dizemos que x pertence a A, caso
contrario, dizemos que x nao pertence a A.

Definicao 1.2 Um conjunto fuzzy A de um conjunto universo U € caracterizado por uma
funcao:
pa: U —[0,1].

Esta funcao é chamada de fungao de pertinéncia do conjunto fuzzy A. A imagem de um
elemento de U por pa € interpretado como o grau com que o elemento x pertence ao conjunto
fuzzy A, ou seja, pa(z) = 0 indica a ndao pertinéncia de x a A, e pua(x) = 1 indica a plena
pertinéncia do elemento x ao conjunto fuzzy A.

Um conjunto fuzzy A pode ser representado pelo grdfico da fun¢ao de pertinéncia:

A= {(a, pa@))] © € U, palx) € [0,1]}.

Observagao 1.1 A definicio de conjuntos fuzzy nos permite ver os conjuntos cldssicos como
casos particulares de conjuntos fuzzy. Para ilustrar esta observagao, veja o sequinte exemplo,

(BARROS; BASSANEZI, 2015).

Exemplo 1.1 Considere o conjunto dos nimeros naturais pares, isto é, P = {x € N|z € par}.
A funcao caracteristica de P € dada por:

1, sex € par

xp(r) = ..
0, caso o contrdrio.

Como o contra dominio de xp estd contido em [0,1] pode-se ver P como um conjunto fuzzy
em que a funcao de pertinéncia € sua propria funcao caracteristica. Isso € possivel pois todo
numero natural ou € par, ou € impar.

Outros exemplos de conjuntos fuzzy.

Exemplo 1.2 Segundo o canal de televisao (CNN, 2020), os dez paises com os maiores indices
de desenvolvimento humano (IDH) em 2019 foram Noruega, Suica, Irlanda, Hong Kong, Islandia,
Alemanha, Suécia, Austrdlia, Holanda e Dinamarca. O IDH é um indice que varia entre 0 e
1, os IDH dos paises citados constam na Tabela 1.1.

Paises IDH
Noruega | 0,957
Suica 0,955

Irlanda 0,955
Hong Kong | 0,949
Islandia 0,949
Alemanha | 0,947
Suécia 0,945
Australia | 0,944
Holanda | 0,944
Dinamarca | 0,940

Tabela 1.1: Paises e seus respectivos IDH.



Assim, o conjunto dos paises com maior IDH pode ser representado como um conjunto fuzzy
da sequinte forma:
A = {(Noruega; 0,957), (Suica; 0,955), (Irlanda; 0,955), (Hong Kong; 0,949), (Islandia; 0,949),
(Alemanha; 0,947), (Suécia; 0,945), (Holanda; 0,944), ( Dinamarca; 0, 940) }.
Exemplo 1.3 O conjunto fuzzy A dos IDH dos paises proximos de 0,5 pode ser caracterizado
por uma fungdo de pertinéncia pg : R — [0,1]. FEssa fungdo pode ser definida de diversas
formas, como por exemplo, f1,, 2, € |3,

10z — 3, sex €0,3;0,4)
102 — 4, se x €0,4;0,5)

(z) 102 + 6 € [0,5;0, 6] (x)= sez €[0,4;0,6)
T) = —1Uz , Sex ;93 U, Tr) =
Hla o H2a —10z+7, sex€]0,6;0,7]
0, caso contrdario; -
0, caso contrario;
<_(x _ Oa 5)2)
2
pgsa) = 0,05
que estao representadas nas Figuras 1.1, 1.2 e 1.5.
H14() Ha A
1 1
05 0.5
01 02 03 04 05 06 07 08 09 x 01 02 03 04 05 06 07 08 09 x
Figura 1.1: Fungao p,. Figura 1.2: Fungao ps,.
H3 4k
1
05

01 02 03 04 05 06 07 08 09X
Figura 1.3: Fungao pus,.

Assim, qualquer uma destas trés funcgoes de pertinéncia pode ser uma representacdao do
conjunto fuzzy A, dos paises com IDH préoximo de 0,5. Porém, cada uma destas fungoes
produz conjuntos fuzzy distintos. Por esse motivo, a funcdo de pertinéncia que ird representar
um conjunto pode ser escolhida de modo conveniente para o problema em questao.
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1.3 Operacoes com Conjuntos Fuzzy

Para os conjuntos classicos pode-se definir as operacoes de uniao, intersec¢ao e complementar
utilizando suas fungoes caracteristicas. Os conjuntos classicos:
AuB={zxeU|zre€ A ou z € B}
ANB={zxeU|zx€ A e z € B}
A={zeU|x ¢ A}

tem como funcgoes caracteristica:

Xaup(r) = max{xa(z), x5(z)}
Xans(z) = min{x4(z), x5(z)}
Xae(x) =1 = xa(w),
respectivamente. Assim, como na teoria classica de conjuntos, essas operacoes também existem
na teoria de conjuntos fuzzy e sao definidas através de funcoes de pertinéncia. A seguir essas
operagoes sao apresentadas.

Definigao 1.3 Sejam A e B conjuntos fuzzy, Figura 1.4. Os conjuntos fuzzy AUB, ANB e
A€ sdo caracterizados respectivamente pelas sequintes fungoes de pertinéncia:

pravp () = max{pa(), pp(x)}
pranp () = min{pa(z), ps(z)}
pac(x) =1 — pa(z),
1.

que estao representadas nas Figuras 1.5, 1.6 e 1.7.
1 1 HAUB
HA KB HA KB
/\
7 N\
/ AN
/ N\
/ N\
/ AN
Figura 1.4: Funcoes 14 € jpg- Figura 1.5: Fungao pua U pp.
1————\\ //———— 1————\\
A A
H <, HB H N
» \ ,LI/AC
\\
HANB \\
N
N\
Figura 1.6: Funcao pa N pup. Figura 1.7: Funcao pe.



1.4 Normas triangulares

A seguir, os conceitos de normas triangulares sao definidos, conforme a referéncia (KLIR;
YUAN, 1995).

Definicao 1.4 Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operagao bindria s : [0,1] x [0, 1] —
[0, 1], denotada por s(x,y) = xsy, com as sequintes propriedades:

(a) Comutativa: xsy = ysx;

(b) Associativa: xs(ysz) = (xsy)sz;

(¢) Mondtona: Sex <y ew < z entdo rsw < ysz;
(d) Condigées de Fronteira: xs0 =z e xsl = 1.

A seguir alguns exemplos de s-normas que sao frequentemente usadas.
Exemplo 1.4 .
1. Uniao Padrao: s :[0,1] x [0,1] — [0, 1], onde sy = max(z,y), Figura 1.8;
2. Soma Algébrica: s :[0,1] x [0,1] — [0,1], onde xsy = x +y — zy, Figura 1.9;
3. Soma Limitada: s :[0,1] x [0,1] — [0, 1], onde xsy = min(1,z +vy), Figura 1.10;
z, sey=20

4. Unido Drdstica: s:[0,1] x [0,1] = [0,1], onde xsy =<y, sex =0 Figura 1.11.

1, caso contrario,

XSy
XSy

Figura 1.8: Uniao padrao. Figura 1.9: Soma algébrica.

Defini¢ao 1.5 Uma norma triangular (t-norma) € uma operagdo bindria t : [0,1] x [0,1] —
[0, 1], denotada por t(x,y) = xty, com as sequintes propriedades:

(a) Comutativa: xty = ytx;
(b) Associativa: xt(ytz) = (aty)tz;

(¢) Mondtona: Se x <y ew < z entao xtw < ytz;
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Figura 1.11: Uniao drastica.

Asx

Figura 1.10: Soma limitada.

(d) Condicées de Fronteira: xt0 =0 e xtl = x.

Alguns exemplos de t-normas classicas sao exibidos.

Exemplo 1.5

1. Intersec¢ao Padrao: t:[0,1] x [0,1] — [0,1], onde xty = min(x,y), Figura 1.12;

2. Produto Algébrico: t : [0,1] x [0,1] — [0, 1], onde xty = xy, Figura 1.15;

3. Diferen¢a Limitada: t : [0,1] x [0,1] — [0, 1], onde zty = max(0,x +y — 1), Figura 1.14;

caso contrdrio,

sey =1
sex =1

z,
Y,
0,

4. Intersec¢ao Drastica: t:[0,1] x [0,1] — [0, 1], onde xty

Figura 1.15.

Figura 1.13: Produto algébrico.

Figura 1.12: Interseccao padrao.
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Figura 1.14: Diferenca limitada. Figura 1.15: Interseccao drastica.

1.5 «a-Niveis de um Conjunto Fuzzy

Nessa secao é apresentado o conceito de a-nivel, importante na teoria em estudo.

Defini¢ao 1.6 Sejam U um conjunto universo, A C U um conjunto Fuzzy e a € [0,1]. O
a-nivel de A em U € definido por:

[A]* = {z € U pa(z) = a}.

Definigao 1.7 Sejam U um conjunto universo e A C U um conjunto Fuzzy. O suporte de A
¢ o sequinte conjunto:

supp(A4) = {z € U; pua(z) > 0}.

As definigbes anteriores nos permitem definir o nivel zero de um conjunto fuzzy da seguinte
forma.

Definicao 1.8 Sejam U um espaco topolégico e A C U um conjunto fuzzy. O nivel zero de A
¢ o fecho topologico do suporte de A, ou seja,

[A]” = supp(A).

1.6 Numeros Fuzzy
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