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Resumo

A etapa de controle de sólidos na indústria petrolífera tem como principais objetivos a

recuperação do Ćuido de perfuração para reutilizá-lo no processo e adequação do material

sólido para um descarte seguro obedecendo às leis ambientais vigentes. Na etapa de

controle de sólidos, as peneiras vibratórias são os primeiros equipamentos utilizados e

esse equipamento tem como função recuperar o máximo de Ćuido de perfuração possível,

dessa forma, reduzindo o teor de Ćuido do sólido residual para as demais etapas do

sistema de controle de sólidos. Por se tratar do primeiro equipamento do controle de

sólidos, o funcionamento otimizado das peneiras vibratórias otimiza todo o processo de

controle de sólidos. Nesse trabalho é apresentada uma proposta de modelo matemático

de base fenomenológica que descreve a operação de uma peneira vibratória, também são

apresentadas simulações para um cenário de alimentação isenta de sólidos, resultados

experimentais obtidos em uma peneira vibratória de escala industrial e parâmetros ótimos

de operação que reduzem o teor de líquido do material sólido. Os resultados indicaram

que maiores tempos de residência do material sobre a tela da peneira favorecem a redução

do teor de líquido no sólido residual.

Palavras-chaves: Peneiras vibratórias. Otimização. Modelagem matemática.
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Abstract

The main objectives of the solids control stage in the oil industry are to recover the drilling

Ćuid to reuse it in the process and adapt the solid material for safe disposal, in compliance

with current environmental laws. In the solids control step, shale shakers are the Ąrst

equipment used and this equipment has the function of recovering as much drilling Ćuid

as possible, thus reducing the Ćuid content of the residual solid for the other steps of

the solids control system . As this is the Ąrst equipment in solids control, the optimized

operation of shale shakers optimizes the entire solids control process. This work presents a

proposal of a mathematical model of phenomenological basis that describes the operation

of a shale shaker, and it also presents simulations for a scenario of solid-free feeding,

experimental results obtained in an industrial-scale vibratory sieve and optimal operating

parameters that reduce the liquid content of the solid material. The results indicated that

longer residence times of the material on the shale shaker screen favor the reduction of the

liquid content in the residual solid.

Key-words: Shale shakers. Optimization. Mathematical modeling.
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ŞTudo que a mente humana

pode conceber e acreditar,

ela pode conquistar.Ť

(Napoleon Hill)
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Contextualização

O processo de perfuração é uma das etapas iniciais do processo de exploração de

petróleo. Os fragmentos de rocha oriundos da perfuração são continuamente retirados

pelo Ćuido de perfuração. Geralmente, esse Ćuido é injetado no reservatório por meio de

bombas pelo interior da coluna de perfuração e volta à superfície através do espaço anular

entre as paredes do reservatório e a coluna de perfuração (THOMAS, 2004).

Quando não retirados, os sólidos resultantes da perfuração (também denominados

de cascalho) podem comprometer as propriedades desejadas do Ćuido de perfuração.

A remoção desse cascalho é feita por um processo de controle de sólidos, que deixa o

Ćuido apropriado para reinjeção no reservatório e também é uma alternativa mais viável

economicamente que a diluição desse Ćuido (AMERICAN ASSOCIATION OF DRILLING

ENGINEERS, 1999). Os equipamentos utilizados para promover a separação são as peneiras

vibratórias, os hidrociclones e as centrífugas decantadoras.

Além do viés econômico, o controle de sólidos é necessário devido às rígidas políticas

ambientais vigentes. Segundo a agência de proteção ambiental americana, o teor de Ćuido

sintético aderido aos cascalhos descartados em plataformas offshore não pode ultrapassar

6, 9% em massa e o descarte de cascalhos contaminados com Ćuido de base oleosa é proibido

(WHITE, 2000).

As peneiras vibratórias (shale shakers) são os primeiros equipamentos de um sistema

de controle de sólidos, sendo responsáveis por recuperar uma grande quantidade de Ćuido

de perfuração, que passa pelas aberturas da tela da peneira, e deixar o sólido residual com

um teor de Ćuido de perfuração menor para as etapas seguintes do controle de sólidos

(NASCENTES, 2019).

A eĄciência da separação do Ćuido de perfuração das partículas sólidas é inĆuenciada

pelas características da tela, pela concentração de sólidos na alimentação, pela forma e
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distribuição granulométrica das partículas, pela vazão de alimentação, inclinação do cesto

e intensidade de vibração.

A peneira vibratória é o primeiro equipamento do controle de sólidos, portanto a

eĄciência do processo depende do bom funcionamento desse equipamento. Logo, se esse

equipamento operar na sua condição ótima, todo processo de controle de sólidos será de

certa forma otimizado (ASME, 2005).

O processo de otimização de um problema exige a elaboração de uma função

objetivo. Para o caso da otimização do funcionamento de uma peneira vibratória, seria

necessário conhecer como o teor de umidade do sólido residual varia em função das

condições operacionais, cujo valor ótimo é desejado.

1.2 Objetivos

Esta dissertação de mestrado apresenta como objetivo geral:

• a determinação de condições ótimas de operação de uma peneira vibratória que

minimizem o teor de Ćuido no sólido residual ao Ąnal da tela de peneiramento.

Como objetivos especíĄcos, essa dissertação tem:

• a elaboração de um modelo fenomenológico que determine o teor de Ćuido no sólido

residual do deságue em peneiras vibratórias;

• a utilização e/ou desenvolvimento de métodos numéricos adequados para a resolução

de equações associadas ao modelo fenomenológico desenvolvido;

• a determinação, por meio de um método de otimização adequado, das condições

ótimas do fator g e da inclinação da tela da peneira vibratória;

• implementação das etapas anteriores em linguagem de programação C++.

1.3 Organização da dissertação

Os capítulos seguintes estão organizados da seguinte forma: o Capítulo 2 apresenta

uma revisão bibliográĄca a respeito da etapa de controle de sólidos e de duas abordagens

de modelagem de deságue em peneiras vibratórias disponíveis na literatura, no Capítulo 3

é apresentada a proposta de modelo desenvolvida nesse trabalho, no Capítulo 4 são

apresentados os métodos numéricos utilizados nesse trabalho e os equipamentos disponíveis

para ensaios experimentais, no Capítulo 5 são apresentados os resultados referentes à
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resolução do modelo proposto, os resultados experimentais obtidos e o resultado do processo

de otimização e por Ąm no Capítulo 6 são apresentadas as conclusões e propostas de

trabalhos futuros.
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descarregado no underĆow do hidrociclone e o Ćuido de perfuração com menor teor de

partículas sólidas é descarregado no overĆow do hidrociclone (ASME, 2005).

Os hidrociclones são utilizados nos desanders, desilters e nos mud cleaners.

Desanders (Figura 2.5) nada mais são do que uma bateria de hidrociclones utilizados

para separação de areias do Ćuido de perfuração, enquanto que desilters (Figura 2.6) são

também uma bateria de hidrociclones, porém utilizados para a separação de areias Ąnas.

Figura 2.5 Ű ExempliĄcação de um de-
sander.

Fonte: <derrick.com/Products/desanders>.

Figura 2.6 Ű ExempliĄcação de um desil-
ter.

Fonte: <derrick.com/Products/desilters/>.

Mud cleaners (Figura 2.7) são nada mais que uma combinação de desanders e/ou

desilters com peneiras vibratórias.

Figura 2.7 Ű ExempliĄcação de um mud cleaner.

Fonte: <gnsolidscontrol.com/mud-cleaner>.

2.1.4 Centrífugas decantadoras

As centrífugas decantadoras (Figura 2.8) são equipamentos utilizados para a

separação de sólidos de lamas em diversos processos industriais. Na exploração de poços

de petróleo, as centrífugas são utilizadas para adequar o Ćuido de perfuração, dividindo-o
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Figura 2.9 Ű Tendência da aceleração do sistema.

Fonte: Adaptado de Keller e Stahl (1997).

É proposto pelos autores que o deságue em peneiras vibratórias pode ser modelado

por um escoamento em tubos capilares paralelos e de mesmo diâmetro ao longo da tela

da peneira. De acordo com Keller e Stahl (1997), o processo de deságue inicia-se com

o escoamento do Ćuido em Ćuxo pistão (plug Ćow), em seguida ocorre a formação de

um Ąlme líquido na superfície do material sólido acima do pistão de líquido. Porém, o

escoamento do Ąlme ocorre em taxas mais lentas devido às forças de interação com o sólido.

Durante o deságue ocorre de forma simultânea esses dois fatores, o escoamento em Ćuxo

pistão do líquido e o escoamento do Ąlme líquido.

Para a modelagem da cinética do pistão de líquido, Keller e Stahl (1997) propõem

um balanço de forças, mostrado na Equação 2.1, conforme observado na Figura 2.10. O

balanço apresentado na Equação 2.1 dá origem a uma equação diferencial de segunda

ordem com coeĄcientes não constantes, conforme apresentado na Equação 2.2.

Figura 2.10 Ű Forças que atuam na cinética do pistão de líquido.

Fonte: Adaptado de Keller e Stahl (1997).

F⃗v + F⃗f + F⃗t + F⃗i = 0. (2.1)
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−ρlh(t)π
d2

h

4
gC(t,H) − 8π η h(t)

dh

dt
+ σ cos δ π dh − ρlπ

d2
h

4
h(t)

d2h

dt2
= 0. (2.2)

Em que:

• F⃗v: força aplicada pela peneira vibratória ao sistema [N ];

• F⃗f : força de atrito viscoso [N ];

• F⃗t: força capilar [N ];

• F⃗i: força inercial [N ];

• ρl: massa especíĄca do líquido [kg/m3];

• h(t): magnitude de transição entre uma fase simples [m];

• dh: diâmetro do tubo capilar [m];

• C(t,H): valor múltiplo da aceleração [−];

• H: altura do tubo capilar [m];

• g: aceleração da gravidade [m/s2];

• η: viscosidade dinâmica [Pa · s];

• σ: tensão superĄcial [N/m];

• δ: ângulo de contato [ o ].

A Equação 2.2 não apresenta solução analítica, porém pode ser resolvida numerica-

mente obtendo-se, de maneira experimental, C(t,H) (KELLER; STAHL, 1997).

Uma vez determinada C(t,H), é possível determinar o parâmetro cinético λ, que

segundo os autores é um adimensional que descreve a cinética de deságue. A Equação 2.3

deĄne esse parâmetro.

λ =
ηlH

ρl C g

(
dh

2

)2

t

, (2.3)

Calculado λ é possível determinar a cinética do Ąlme, que é dada pela equação de

saturação do Ąlme (SF ) conforme visto na Equação 2.4.

SF = aλb, (2.4)
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sendo a = 4
3

e b = 1
2
.

Considerando a cinética simultânea do Ąlme e do pistão de líquido, obtém-se a

Equação 2.5 (KELLER; STAHL, 1997).

S =
h

H
+

(
1 − h

H

)
Slb + (1 − Slb)a

(
λ

(
1 − h

H

))b

 , (2.5)

em que Slb é a saturação da ponte de líquido, que representa a umidade contida entre as

partículas sólidas e varia entre 8% e 20%, de acordo com cada sistema.

Na Figura 2.11, é demonstrado como a saturação (S) se comporta em função

da frequência de vibração (f) e do parâmetro cinético (λ). Com base na análise do

comportamento da saturação, os autores concluíram que menores frequências e maiores

amplitudes de vibração contribuem para um melhor deságue, fato que é também observado

experimentalmente.

Figura 2.11 Ű Cinética simultânea do Ąlme e do pistão de líquido no processo de deságue
em peneiras vibratórias.

Fonte: Reproduzido de Keller e Stahl (1997).

2.2.2 Modelo de Raja et al

O trabalho de Raja et al. (2010) foi desenvolvido por pesquisadores da Universi-

dade de Akron em parceria com a fabricante de peneiras vibratórias (e também outros
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equipamentos associados ao controle de sólidos) M-I Swaco.

O modelo proposto nesse trabalho é dividido na análise de duas seções: a primeira

relacionada à formação de torta que utiliza um modelo de Ąltragem da torta para descrição

do fenômeno e uma segunda análise relacionada à drenagem da torta por um processo

dominado por forças capilares. Porém, no artigo de Raja et al. (2010) é apresentado um

estudo referente apenas à primeira análise.

No desenvolvimento do modelo, os autores utilizaram princípios de conservação de

massa e quantidade de movimento para as fases sólida e líquida. Também foi estabelecido

pelos autores o uso do sistema cartesiano de coordenadas, em que x é a direção paralela à

superfície da tela da peneira e y é a direção perpendicular à superfície da tela, como pode

ser observado na Figura 2.12.

Figura 2.12 Ű Diagrama da seção de formação de torta.

Fonte: Adaptado de Raja et al. (2010).

Na Figura 2.12, β é o ângulo de inclinação da tela da peneira, hm é a altura da

lama sobre a tela da peneira, hc é a altura da torta formada que é função da posição x.

Conforme pode ser observado, em x = 0, hc = h0 e em x = L, hc = hm.

A partir das equações de conservação de massa e de quantidade de movimento bem

como de correlações relacionadas à queda de pressão em meios porosos, Raja et al. (2010)

deĄniram a expressão para a velocidade na direção y para a fase líquida (vL
y ) apresentada

na Equação 2.6.

vL
y =

−g cos β
(
ρL(hc + hscr) + ρm(hm − hc)

)

εLµ

(
hc

kc

+
hscr

kscr

) , (2.6)

sendo:

• g: aceleração da gravidade;

• hscr: espessura da tela;
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• kc, kscr: permeabilidade da torta e da tela;

• L: comprimento da tela na região de formação da torta;

• εL: fração volumétrica de líquido na torta;

• ρL, ρm: massa especíĄca do líquido e da lama;

• µ: viscosidade do líquido.

Para o cálculo da vazão de Ćuido passante (Q) pelas aberturas da tela da peneira

na seção de formação da torta, utiliza-se a Equação 2.7.

Q = b

L∫

0

εL vL
y dx, (2.7)

em que b é a largura da tela.

Os autores, por Ąm, concluem que os parâmetros que mais inĆuenciam o modelo

são a inclinação da tela, o diâmetro das partículas e a porosidade da torta. Porém, ainda

deixam como sugestões de trabalhos posteriores a análise dos efeitos de outras variáveis, o

desenvolvimento de outros submodelos para análise da velocidade na direção x e também

sugerem o desenvolvimento de um modelo para a região de drenagem da torta.



Capítulo 3

Modelagem matemática do processo de deságue em

peneiras vibratórias

Neste capítulo é abordada uma nova proposta de um modelo matemático que

represente o processo de deságue em peneiras vibratórias. Esse equacionamento é baseado

em leis de conservação de massa, conservação de quantidade de movimento e balanços

volumétricos. O modelo proposto é formato por quatro equações diferenciais parciais e seu

desenvolvimento é apresentado nas seções seguintes.

3.1 Equações que deĄnem o modelo

Todo desenvolvimento da proposta para o modelo que representa o deságue em

peneiras vibratórias é feito a partir de três princípios: conservação de massa, conservação

de quantidade de movimento e conservação do volume (visto que a mistura de líquido e

sólido é incompressível).

Um ponto importante na proposta do modelo matemático proposto é que, devido

ao fato da geometria do domínio em questão ser formada pelo volume da mistura (líquido e

sólido) e esse variar em função do tempo, a formulação diferencial que deĄne os princípios

de conservação, como amplamente apresentados na literatura, não é válida, portanto, todo

princípio de conservação utilizado no desenvolvimento do modelo é apresentado em sua

formulação integral (BIRD et al., 2002).

O princípio da conservação de massa é expresso matematicamente pela equação da

continuidade (Equação 3.1). Essa equação deĄne a variação de massa de um sistema em

função das entradas e saídas de massa (BIRD et al., 2002).

∂

∂t

∫

V

ρ dV = −
∮

S

ρ v⃗ · η⃗ dS (3.1)
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O princípio da conservação da quantidade de movimento é expresso pela equação do

movimento (Equação 3.2). Essa equação representa a variação da quantidade de movimento

devido à ação de forças de aceleração externas ao Ćuido, taxa de momento adicionado por

convecção e taxas de momento adicionadas por transporte molecular (BIRD et al., 2002).

∂

∂t

∫

V

(ρv⃗) dV = −
∮

S

(ρv⃗ v⃗) · η⃗ dS −
∫

V

∇P dV −
∮

S

τ · η⃗ dS +
∫

V

ρ(g⃗ − a⃗) dV (3.2)

em que a⃗ é a aceleração imposta pelos motovibradores da peneira vibratória, essa aceleração

é deĄnida pela Equação 3.3 nas direções x e z, como visto na Figura 3.1.





ax = −ξω2Axsen(ωt− γ)

az = −ξω2Azsen(ωt)

ω = 2πf

(3.3)

Figura 3.1 Ű Esquematização de uma peneira vibratória.

Fonte: Adaptado de Barbosa (2018).

Nesse trabalho, assumiu-se que a massa especíĄca da mistura é uma média aritmética

entre a massa especíĄca do líquido e do sólido ponderada pela concentração volumétrica

das espécies, sendo essa relação deĄnida pela Equação 3.4.

ρ = cvs
ρs + cvl

ρl (3.4)

Porém, a soma da concentração volumétrica das espécies do sistema é sempre igual

a 1, portanto, a Equação 3.4 pode ser escrita em função de qualquer uma das espécies,

optando-se pela espécie sólida como referência, a massa especíĄca do sistema passa a ser

deĄnida pela Equação 3.5.

ρ = cvs
ρs + (1 − cvs

) ρl (3.5)

Como a massa especíĄca das espécies é constante, então a partir da Equação 3.1

e da Equação 3.5 é possível descrever o princípio de conservação de massa em termos
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da concentração volumétrica de uma espécie, conforme apresentado na Equação 3.6 e na

Equação 3.7.

∂

∂t

∫

V

cvs
dV = −

∮

S

cvs
v⃗ · η⃗ dS (3.6)

∂

∂t

∫

V

cvl
dV = −

∮

S

cvl
v⃗ · η⃗ dS (3.7)

Facilmente, percebe-se que ao multiplicar a Equação 3.6 por ρs e a Equação 3.7 por

ρl e somar ambas as equações, retorna-se à Equação 3.1. Entretanto, ao somar as equações

que deĄnem a variação das concentrações volumétricas de líquido e sólido, obtém-se a

equação que deĄne a variação do volume do sistema de interesse (Equação 3.8), visto que

a soma das concentrações volumétricas é constante e igual a 1.

∂

∂t

∫

V

dV = −
∮

S

v⃗ · η⃗ dS (3.8)

A Equação 3.1 (bem como as equações deduzidas a partir dessa), Equação 3.2 e a

Equação 3.8 estão apresentadas de forma geral, ou seja, sem nenhuma simpliĄcação. A

resolução dessas equações nessa forma é praticamente inviável, portanto, faz-se necessário

realizar algumas simpliĄcações.

Considerando a mistura de líquido e sólido sobre a tela da peneira vibratória como

o sistema de interesse, inicialmente as seguintes hipóteses simpliĄcadoras foram assumidas

para o desenvolvimento do modelo:

• não há perĄs de velocidade ou variações de propriedade na direção y da tela da

peneira (dimensão relativa à largura da tela da peneira);

• como a quantidade de líquido que passa pelas aberturas da peneira é muito superior

à quantidade de sólidos, assume-se que apenas o líquido passe pelas aberturas da

tela da peneira;

• as interações Ćuido-partículas podem ser desprezadas;

• a mistura (líquido + sólido) sobre a tela da peneira acompanha a inclinação da

mesma enquanto submetida à aceleração dos motovibradores, ou seja, a inclinação

da tela da peneira não afeta o nível da mistura sobre a tela;

• não há entradas ou saídas de qualquer propriedade no limite superior do domínio

em z, ou seja, para H sendo o limite superior do domínio em z, vz(t, x,H) = 0;
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• ρ = ρ(t, x) e vx = vx(t, x), ou seja, a massa especíĄca da mistura e a velocidade na

direção x não dependem da variável z, isso se deve ao efeito da vibração sobre o

sistema. Já vz = vz(t, x, z), isso implica que para que a ρ não seja função de z e a

Equação 3.1 seja satisfeita, vz é uma função linear de z.

Antes de prosseguir, é necessário substituir o termo de tensão viscosa, τ , na equação

do movimento. Para esse propósito utiliza-se a lei da viscosidade de Newton (BIRD et al.,

2002), que é deĄnida pela Equação 3.9.

τ = −µ(∇v⃗ + (∇v⃗)T ) +
(

2

3
µ− κ

)
(∇ · v⃗)δ (3.9)

Para o caso deste trabalho, a viscosidade dilatacional foi desprezada, visto que essa

propriedade é mais utilizada no estudo da absorção de som por gases poliatômicos e na

descrição da dinâmica do escoamento de líquidos que contenham bolhas de gás.

Aplicando as hipóteses citadas, substituindo a Equação 3.9 na Equação 3.2, decom-

pondo a equação do movimento (Equação 3.1) nas direções x e z e aplicando o teorema da

divergência de Gauss, têm-se as Equações (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13). Por conveniência,

optou-se por realizar o desenvolvimento do modelo utilizando a Equação 3.6 ao invés da

Equação 3.1.

∂

∂t

∫

V

cvs
dV = −

∫

V

∂ (cvs
vx)

∂ x
dV (3.10)

∂

∂t

∫

V

(ρvx) dV =
∫

V

(
−
(
∂

∂x
(ρv2

x) + ρvx
∂ vz

∂z

)
+

∂

∂x

(
4

3
µ
∂vx

∂x
− 2

3
µ
∂vz

∂z

)
+

+
∂

∂z

(
µ
∂vz

∂x

)
− ρ(gsenα+ ax)

)
dV (3.11)

∂

∂t

∫

V

(ρvz) dV =
∫

V

(
−
(
∂

∂x
(ρvxvz) +

∂

∂z
(ρv2

z)

)
− ∂P

∂z
+

∂

∂x

(
µ
∂vz

∂x

)
+

−ρ(g cosα+ az)) dV (3.12)

∂

∂t

∫

V

dV = −
∫

V

(
∂ vx

∂x
+
∂ vz

∂z

)
dV (3.13)

Nas Equações (3.11) e (3.12), o vetor gravidade foi decomposto em função do

ângulo de inclinação da tela da peneira. No caso da Equação 3.11, o termo de gradiente

de pressão foi desconsiderado, pois o escoamento na direção x ocorre em canal aberto, não
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justiĄcando variações de pressão ao longo do escoamento. Para o caso da Equação 3.12,

a variação de pressão se deve à passagem do Ćuido pelas aberturas da tela da peneira

e fatores que envolvem interações Ćuido-partículas e tensões superĄciais, mas para essa

abordagem realizada, apenas o efeito da passagem do Ćuido pela abertura da tela da

peneira é considerado. Na Equação 3.10, como não há entrada ou saída de sólido na direção

z e vz é uma função linear de z, o termo relativo à variação em z é nulo.

O modelo matemático proposto até este ponto é composto por uma equação

diferencial parcial unidimensional e três equações diferenciais parciais bidimensionais,

entretanto, sabe-se que somente vz é função de z, sendo essa relação linear, também é

considerada como hipótese que vz(t, x,H) = 0, logo apenas vz(t, x, 0) é desconhecida e

esse ponto é o mais importante, visto que nesse ponto (z = 0) ocorre a saída de líquido.

Assim, todas as equações diferenciais bidimensionais podem ser convertidas em equações

diferenciais unidimensionais, realizando a resolução das mesmas avaliando vz apenas na

fronteira inferior (x, 0). As derivadas de vz em relação a z podem ser substituídas pela

seguinte relação descrita na Equação 3.14, advinda das hipóteses tomadas.

∂vz

∂z
=
vz(t, x,H) − vz(t, x, 0)

H − 0
=

−vz(t, x, 0)

H
(3.14)

Por conveniência, vz(t, x, 0) continuará sendo referida apenas como vz ao longo do

texto da presente dissertação.

Assumindo que a pressão varie linearmente com a posição z, então tem-se que

∂P

∂z
=

∆P

∆z
=

∆P

H
(3.15)

De acordo com Tilton (2008), a queda de pressão em peneiras de malha quadrada

pode ser calculada pela Equação 3.16.

∆P = −Kφ
ρlv

2
z

2
(3.16)

em que Kφ é o coeĄciente de perda de carga da peneira.

O coeĄciente de perda de carga pode ser calculado através da Equação 3.17.

Kφ =

(
1

C2
D

)(
1 − f 2

a

f 2
a

)
(3.17)

em que CD é o coeĄciente de descarga e fa é a fração de área aberta da tela da peneira.

Para o caso de Re < 20, obtém-se CD pela Equação 3.18.

CD = 0, 1
√
Reφ (3.18)
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Na Equação 3.15, ∆P é obtido pela Equação 3.16 quando não há informações da

capacitância da tela fornecidas pelo fabricante ou pela Equação 3.22, quando a capacitância

é fornecida.

3.2 Propriedades da mistura

Um ponto complementar ao estudo da modelagem matemática do processo de

deságue é como variam as composições de Ćuido e sólido e como a viscosidade do Ćuido

varia. Para isso, observando-se o aspecto de lama da mistura alimentada, utilizaram-se

equações características para predição de propriedades de lamas, porém com o diferencial

de que essas propriedades variam com a posição e com o tempo, de acordo com suas

dependências funcionais.

Como a composição varia ao longo do comprimento da peneira, a viscosidade

também varia. Uma forma de representar essa variação é dada pela Equação 3.23 (MENON,

2004), que relaciona a viscosidade dinâmica da mistura com a concentração volumétrica

de sólidos.

µ = µl

(
1 + 2, 5cvs

+ 10, 05c2
vs

+ 0, 00273e16,6cvs

)
(3.23)

Em se tratando da análise da eĄciência do processo de deságue em peneiras vibrató-

rias, é comum utilizar a concentração mássica das espécies em detrimento da concentração

volumétrica. A concentração mássica das espécies se relaciona com a concentração volumé-

trica e a massa especíĄca da mistura, a partir da relação deĄnida na Equação 3.24.

cj =
cvj

ρj

ρ
(3.24)

Na alimentação do processo, geralmente, conhece-se a concentração mássica de

sólidos (csA
) e nesse caso, a massa especíĄca da mistura na alimentação (ρA) é determinada

a partir da Equação 3.25 (MENON, 2004).

ρA =
1

csA

ρs

+
1 − csA

ρl

(3.25)

A concentração volumétrica das espécies na alimentação é então obtida a partir

das Equações (3.24) e (3.25).

Um fato importante a ser destacado, refere-se à Equação 3.23. Um dos desaĄos

enfrentados ao desenvolver um modelo que represente o deságue é que pode haver um

momento em que o material desaguado passe a apresentar características de sólidos,
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portanto, a partir desse ponto, seu movimento não seria mais deĄnido pela mecânica dos

Ćuídos e sim pela mecânica dos sólidos. Porém, analisando a Equação 3.23, percebe-se

que à medida que a concentração volumétrica de sólidos aumenta, a viscosidade aumenta

muito devido ao termo exponencial, principalmente. Mesmo não sendo a terminologia

correta, sólidos podem ser representados idealmente como Ćuidos com viscosidade inĄnita,

o que se assemelha ao comportamento da Equação 3.23, dando ao modelo desenvolvido

uma boa predição do processo de deságue em todo o comprimento da tela da peneira.

O equacionamento proposto nesse capítulo é retomado no Capítulo 4, em que

a metodologia de resolução para as equações diferenciais apresentadas nesse capítulo

será apresentada, discutindo também as condições iniciais e de contorno envolvidas no

problema.



Capítulo 4

Metodologias Numéricas e Unidade Experimental

Este capítulo tem por objetivo apresentar a metodologia de resolução das equações

diferenciais anteriormente apresentadas no Capítulo 3, a metodologia experimental adotada

e a metodologia de otimização empregada.

4.1 Método dos volumes Ąnitos (MVF) com reconstrução de alta

ordem por mínimos quadrados unidimensional

Em termos de domínio espacial, as equações propostas para modelagem do processo

de deságue em peneiras vibratórias são equações diferenciais parciais unidimensionais. Para

a resolução dessas equações, um método da família de volumes Ąnitos com reconstrução

de alta ordem por mínimos quadrados foi desenvolvido.

A metodologia apresentada nessa seção é uma releitura e adaptação dos trabalhos

propostos pelo grupo de pesquisa do professor Carl Ollivier-Gooch da Universidade

da Colúmbia Britânica (UBC, sigla em inglês) (ALTENA, 1999; OLLIVIER-GOOCH;

ALTENA, 2002; MICHALAK, 2009; OLLIVIER-GOOCH et al., 2009).

Para Ąns de generalização, o desenvolvimento do método utilizará a letra grega ψ

para designação da função incógnita.

Um método baseado em reconstrução de alta ordem consiste em representar a

função incógnita ψ por uma série de Taylor, série que também recebe o nome de polinômio

de reconstrução, em um volume de controle i em cada instante de tempo. Assim, para um

instante de tempo qualquer, o polinômio de reconstrução que expressa a variação de ψ no

espaço para o i-ésimo volume de controle é representado pela Equação 4.1.

ψR
i (x) = ψ♣i +

∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

(x− xi) +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

(x− xi)
2 + . . . (4.1)
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em que
∂kψ

∂xk

∣∣∣∣∣
i

são as derivadas parciais de ψ avaliadas no centroide do volume de controle

i.

Para o caso de uma reconstrução unidimensional, a ordem do método desejada é

equivalente ao número de coeĄcientes do polinômio de reconstrução. É intuitivo perceber

que quanto maior for o número de termos do polinômio de reconstrução, mais próximo ψR
i

estará de ψi.

Segundo Ollivier-Gooch e Altena (2002), o polinômio de reconstrução (ψR
i ) deve

satisfazer dois princípios, são eles:

• a conservação da média no próprio volume de controle i e;

• a conservação da média nos volumes de controle j vizinhos pertencentes ao estêncil

do volume de controle i.

A conservação da média no próprio volume de controle i é expressa conforme a

Equação 4.2 (BARTH; FREDERICKSON, 1990).

ψi =
1

∆xi

∫

∆xi

ψR
i dx. (4.2)

Substituindo a Equação 4.1 na Equação 4.2, obtém-se a Equação 4.3.

ψi =
1

∆xi

∫

∆xi

(
ψ♣i +

∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

(x− xi) +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

(x− xi)
2 + . . .

)
dx. (4.3)

A partir de manipulações algébricas na Equação 4.3, obtém-se a equação de

momentos (Equação 4.4)

ψi = ψ♣i +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

xi +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

x2
i + . . . (4.4)

em que

xn
i =

1

∆xi

∫

∆xi

(x− xi)
ndx =

1

(n+ 1)∆xi

(
(xi+ 1

2

− xi)
n+1 − (xi− 1

2

− xi)
n+1

)
(4.5)

O segundo princípio que deve ser satisfeito pelo polinômio de reconstrução é a

conservação da média nos volumes de controle j vizinhos, pertencentes ao estêncil do

volume de controle i.
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A conservação da média nos volumes de controle vizinhos é expressa pela Equa-

ção 4.6.

ψj =
1

∆xj

∫

∆xj

ψR
i dx. (4.6)

De maneira análoga ao procedimento realizado na obtenção da Equação 4.4,

substitui-se o polinômio de reconstrução (Equação 4.1) na Equação 4.6 e após um simples

procedimento algébrico, obtém-se a equação dos termos geométricos (Equação 4.7).

ψj = ψ♣i +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

x̂ij +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

x̂2
ij + . . . (4.7)

em que

x̂n
ij =

1

∆xj

∫

∆xj

(x− xi)
ndx =

1

(n+ 1)∆xj

(
(xj+ 1

2

− xi)
n+1 − (xj−

1

2

− xi)
n+1

)
(4.8)

O número de elementos do estêncil de um volume de controle i é relacionado com

a ordem da reconstrução desejada. Para uma reconstrução de ordem 2, utilizam-se os

volumes de controle adjacentes ao volume de controle i, ou seja, i− 1 e i+ 1. Para uma

reconstrução de ordem 3, utiliza-se, além dos volumes adjacentes ao volume de controle i,

os volumes adjacentes aos volumes vizinhos utilizados para a reconstrução de ordem 2, ou

seja, o estêncil de terceira ordem é composto por i− 1, i+ 1, i− 2 e i+ 2. A Figura 4.1

representa, simpliĄcadamente, um domínio unidimensional.

Figura 4.1 Ű Representação de um domínio unidimensional.

Fonte: O autor, 2021.

A partir da equação dos momentos (Equação 4.4) e das equações dos termos

geométricos (Equação 4.7), para os volumes de controle que estão no interior do domínio, ou

seja, para 1 < i < N , é montado um sistema de equações sobredeterminado (Equação 4.9),

cuja solução fornece os coeĄcientes do polinômio de reconstrução (Equação 4.1).
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


1 xi x2
i . . .

wi1 wi1x̂i1 wi1x̂2
i1 . . .

wi2 wi2x̂i2 wi2x̂2
i2 . . .

wi3 wi3x̂i3 wi3x̂2
i2 . . .

...
...

...
. . .

wiN wiN x̂iN wiN x̂2
iN . . .







ψ

ψx

1
2!
ψxx

...




i

=




ψ̄i

wi1ψ̄i1

wi2ψ̄i2

wi3ψ̄i3

...

wiN ψ̄iN




(4.9)

em que wij são os pesos geométricos, que, segundo Ollivier-Gooch e Altena (2002), são

usados para especiĄcar a importância relativa de um volume de controle no estêncil para

uma boa predição. Esses pesos se baseiam na distância relativa entre o centroide do volume

de controle i e do volume de controle j vizinho de seu estêncil ponderado por um fator

β, esse fator β deve ser escolhido empiricamente, alguns testes realizados por Ollivier-

Gooch e Altena (2002) mostraram que para escoamentos de Ćuidos invíscidos, β = 1

apresentou melhores resultados. Matematicamente, os pesos geométricos são deĄnidos pela

Equação 4.10.

wij =
1

♣xj − xi♣β
(4.10)

Para os volumes de controle que estão na fronteira (i = 1 e i = N), além das

equações da conservação da média no volume de controle e nos volumes de controle

pertencentes ao estêncil, também faz-se necessária a adição de linhas de restrição referentes

às condições de contorno.

Com relação ao contorno do problema físico, têm-se contornos sob condição de

Dirichlet, condição de Neumann ou condição de Robin. Esses casos são representados,

respectivamente, pelas Equações (4.11), (4.12) e (4.13).

ψ(x) = Di(x∗) (4.11)

∂ψ

∂x
= Ne(x∗) (4.12)

r1ψ(x) + r2
∂ψ

∂x
= Ro(x∗) (4.13)

Para o caso de contornos sob a condição de Dirichlet, o valor de ψ é conhecido no

contorno, e a equação para restrição é obtida ao igualar-se ψi do volume i no contorno

ao valor do polinômio de reconstrução ψR
i (Equação 4.1) avaliado no valor de x = x∗,

que se refere ao valor de x no contorno à esquerda ou à direita, dessa forma, obtém-se a

Equação 4.14.
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ψ♣i +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

(x∗ − xi) +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

(x∗ − xi)
2 + · · · = Di(x∗) (4.14)

Para o caso dos volumes de controle que estão sob a condição de Neumann, o

valor da derivada de ψ é conhecido no contorno, logo, para de maneira análoga ao que

foi feito no contorno sob restrição de Dirichlet, substitui-se a derivada da função ψ pela

derivada do polinômio de reconstrução avaliada no valor do contorno (x = x∗), obtendo-se

a Equação 4.15.

0 · ψ♣i +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

+ 2 · 1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

(x∗ − xi) + · · · = Ne(x∗) (4.15)

Já para os casos dos volumes de controle que estão sob a condição de Robin, o

valor da combinação linear entre a função ψ e sua derivada é conhecido no contorno, assim,

de maneira análoga ao que foi apresentado para os casos das condições de Dirichlet e

Neumann, tem-se a Equação 4.16.

r1 ψ♣i +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣
i

(r1 (x∗ − xi) + r2) +
1

2!

∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣
i

(
r1 (x∗ − xi)

2 + 2r2 (x∗ − xi)
)

+ · · · = Ro(x∗)

(4.16)

Apresentadas as equações de restrições de contorno para as três condições (Dirichlet,

Neumann e Robin), monta-se um sistema sobredeterminado semelhante ao da Equação 4.9,

mas com a equação de restrição adicionada imediatamente abaixo da equação relativa

à conservação da média no volume de controle, ou equação de momentos (Equação 4.4).

Esse sistema sobredeterminado é apresentado pela Equação 4.17.




1 xi x2
i . . .

w∗

i w∗

i ∆x∗ w∗

i ∆2x∗ . . .

0 w∗

i 2w∗

i ∆x∗ . . .

w∗

i r1 w∗

i (r1∆x
∗ + r2) w∗

i (r1∆
2x∗ + 2r2∆x

∗) . . .

wi1 wi1x̂i1 wi1x̂2
i1 . . .

wi2 wi2x̂i2 wi2x̂2
i2 . . .

wi3 wi3x̂i3 wi3x̂2
i2 . . .

...
...

...
. . .

wiN wiN x̂iN wiN x̂2
iN . . .







ψ

ψx

1
2!
ψxx

...




i

=




ψ̄i

w∗Di

w∗Ne

w∗Ro

wi1ψ̄i1

wi2ψ̄i2

wi3ψ̄i3

...

wiN ψ̄iN




(4.17)

Na Equação 4.17, ∆nx∗ = (x∗ − xi) e w∗

i , de maneira semelhante aos pesos geomé-

tricos, é a distância entre a posição do centroide do volume de controle no contorno com a
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posição do contorno (x∗). Segundo Michalak (2009) esse valor é expresso pela Equação 4.18,

em que o parâmetro β é o mesmo apresentado para os pesos geométricos.

w∗

i =
6

♣x∗ − xi♣β
(4.18)

A obtenção dos parâmetros do polinômio de reconstrução através dos sistemas

lineares apresentados constitui um problema de mínimos quadrados. Os coeĄcientes do

polinômio de reconstrução (Equação 4.1) são obtidos a partir dos seguintes passos:

1. na primeira linha, referente à conservação da média no volume de controle (Equa-

ção 4.4), encontra-se o maior elemento e divide-se toda a linha pelo valor desse

elemento, incluindo o lado direito (vetor dos termos independentes), em seguida,

pivoteia-se a coluna do maior elemento com a primeira coluna, se necessário, lem-

brando que esta troca de colunas causa a mudança na ordem do vetor das soluções;

2. realizado o item anterior, o elemento pivô da primeira linha será 1, em seguida,

aplica-se o processo de eliminação gaussiana em todos os elementos abaixo desse

pivô;

3. no sistema sobredeterminado resultante, aplica-se a transformação QR com trans-

formada de Householder, que, por trabalhar com transformações ortogonais, é

inerentemente estável (LEON, 2010), gerando uma matriz triangularizada, então a

solução do sistema linear resultante, e consequentemente obtenção dos coeĄcientes,

é realizada pelo método das substituições regressivas.

Uma vez realizados os passos descritos anteriormente, obtém-se os coeĄcientes do

polinômio de reconstrução para cada volume de controle, sendo assim possível representar

a função original ψ no domínio espacial por uma representação polinomial dessa função

em cada volume de controle.

Uma das essências do método dos volumes Ąnitos é a utilização da formulação

integral das equações diferenciais associadas ao problema a ser resolvido, tomando como

exemplo a equação de advecção difusão (4.19) e integrando-a no volume de controle i,

tem-se a Equação 4.20.

∂ψ

∂t
= S(t, x) − ∂(v ψ)

∂x
+

∂

∂x

(
Γ
∂ψ

∂x

)
(4.19)

∫

∆xi

∂ψ

∂t
dx =

∫

∆xi

S(t, x)dx−
∫

∆xi

∂(v ψ)

∂x
dx+

∫

∆xi

∂

∂x

(
Γ
∂ψ

∂x

)
dx (4.20)
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Nas Equações (4.19) e (4.20), a velocidade v e coeĄciente de difusão Γ podem apre-

sentar dependência funcional de x, por isso permanecem contidos no operador diferencial,

S(t, x) é um termo fonte, que representa a geração ou consumo no volume de controle.

Retornando na Equação 4.20, divide-se toda a equação por ∆xi e comuta-se a o

operador diferencial no tempo com o operador integral, obtendo-se a Equação 4.21.

∂

∂t




1

∆xi

∫

∆xi

ψdx


 =

1

∆xi

∫

∆xi

S(t, x)dx− 1

∆xi

∫

∆xi

∂(v ψ)

∂x
dx+

1

∆xi

∫

∆xi

∂

∂x

(
Γ
∂ψ

∂x

)
dx

(4.21)

O termo entre parênteses no primeiro membro da Equação 4.21 é a deĄnição de ψi.

Após a realização de algebrismos não muito complexos, obtém-se a Equação 4.22.

dψi

dt
=

1

∆xi

∫

∆xi

S(t, x)dx− 1

∆xi

(v ψ)
∣∣∣∣
x

i+ 1
2

x
i−

1
2

+
1

∆xi

(
Γ
∂ψ

∂x

)∣∣∣∣∣

x
i+ 1

2

x
i−

1
2

(4.22)

Reescrevendo a Equação 4.22, tem-se a Equação 4.23.

dψi

dt
=

1

∆xi

R(ψ, t, x), (4.23)

em que R(ψ, t, x) é o resíduo e é deĄnido pela Equação 4.24.

R(ψ, t, x) =
∫

∆xi

S(t, x)dx− (v ψ)
∣∣∣∣
x

i+ 1
2

x
i−

1
2

+

(
Γ
∂ψ

∂x

)∣∣∣∣∣

x
i+ 1

2

x
i−

1
2

. (4.24)

No resíduo a integral do termo fonte é realizada por técnicas de quadratura gaussiana

(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965; FRANCO, 2006).

A Equação 4.23 quando aplicada a todos os volumes de controle do domínio do

problema, forma um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDOs), que é resolvido

utilizando qualquer metodologia disponível para a resolução dessa classe de problemas. Na

seção 4.2 é apresentada a metodologia empregada neste trabalho.

4.2 Metodologia de integração no tempo

Dentre as metodologias de integração no tempo disponíveis na literatura, prova-

velmente as mais versáteis são as metodologias explícitas, isso porque dependem apenas

de informações do nível de tempo anterior ao estágio de tempo do qual deseja-se tomar

conhecimento.
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Alguns dos motivos que tornam as metodologias explícitas atrativas são a facilidade

de implementação das mesmas, o baixo custo computacional por passo no tempo e a

menor quantidade de armazenamento de variáveis por passo no tempo, se comparado a

metodologias implícitas.

A principal desvantagem das metodologias explícitas é que essa classe de métodos

é condicionalmente estável com relação ao tamanho do passo no tempo, ou seja, para que

o método forneça uma resposta coerente para a equação diferencial transiente, o tamanho

do passo no tempo (∆t) deve satisfazer uma determinada característica especíĄca da

metodologia explícita utilizada.

Dentre as metodologias explícitas disponíveis na literatura, optou-se nesse trabalho

por utilizar o método de Runge-Kutta clássico de quarta ordem, que é um método da

família Runge-Kutta, de quatro passos e quarta ordem.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem aplicado na Equação 4.23 é representado

pela Equação 4.25.





ψ(0) = ψ
n

i ,

R1 = R
(
ψ(0), t

)
,

ψ(1) = ψ(0) +
∆t

2 ∆xi

R1,

R2 = R
(
ψ(1), t+ 0.5∆t

)
,

ψ(2) = ψ(0) +
∆t

2 ∆xi

R2,

R3 = R
(
ψ(2), t+ 0.5∆t

)
,

ψ(3) = ψ(0) +
∆t

∆xi

R3,

R4 = R
(
ψ(3), t+ ∆t

)
,

ψ
n+1

i = ψ(0) +
∆t

6 ∆xi

(R1 + 2R2 + 2R3 +R4) .

(4.25)

Por se tratar de uma metodologia explícita, o método de Runge-Kutta de quarta

ordem é estável se as condições (4.26) e (4.27) forem satisfeitas.

max
i

{
♣v⃗i♣ ∆t

∆xi

}
≤ 1. (4.26)

max
i

{
4Γi ∆t

∆x2
i

}
≤ 1. (4.27)
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4.3 VeriĄcação computacional

Uma etapa importante no que tange à implementação de métodos numéricos é

realizar a veriĄcação do método implementado. Realizar a veriĄcação computacional de

um método, como o próprio nome sugere, é analisar se a metodologia implementada está

funcionando da forma como foi concebida teoricamente.

Como o método dos volumes Ąnitos (MVF) com reconstrução de alta ordem por

mínimos quadrados unidimensional apresentado na seção anterior foi desenvolvido neste

trabalho utilizando como base os princípios apresentados por Altena (1999), Ollivier-Gooch

e Altena (2002) e Michalak (2009), faz-se necessário veriĄcar se os métodos desenvolvidos

neste trabalho realmente fornecem alta ordem de precisão.

Uma das maneiras de veriĄcar a ordem de precisão de um método é realizando

a análise das normas dos erros utilizando uma solução conhecida. As normas dos er-

ros mais exploradas na literatura são as normas dos erros L1, L2 e L∞, representadas,

respectivamente, pela Equação 4.28, Equação 4.29 e Equação 4.30.

NormaL1
=

∑
i

∣∣∣ψexata

i − ψi

∣∣∣ · Vi

∑
i
Vi

. (4.28)

NormaL2
=

√√√√√√√

∑
i

(
ψexata

i − ψi

)2 · Vi

∑
i
Vi

. (4.29)

NormaL∞
= max

i

{∣∣∣ψexata

i − ψi

∣∣∣
}
. (4.30)

Sendo que nas normas ψexata refere-se a uma solução conhecida de ψ que é utilizada

para validação da metodologia e Vi é equivalente à dimensão característica do volume de

controle, no caso ∆xi para o caso unidimensional.

Para um método de ordem k, espera-se que

Norma do erro ∝ hk
∝

(
1

n
√

NVC

)k

, (4.31)

em que h é o tamanho característico do domínio, NVC é o número de volumes de controle da

malha e n é a quantidade de dimensões espaciais do problema. Reescrevendo a Equação 4.31

em termos logarítmicos, obtém-se a Equação 4.32.

log(Erro) = log(C) − k

n
log(NVC). (4.32)
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Variando-se o número de volumes de controle do domínio analisado para o problema

e computando-se os erros equivalentes, a partir da Equação 4.32 é possível realizar uma

regressão linear e obter a ordem k do método.

Na subseção seguinte, é apresentado um problema simples no intuito de apenas

veriĄcar se os métodos implementados fornecem a ordem nominal proposta.

Toda a metodologia foi implementada em linguagem de programação C++, utili-

zando o compilador GNU-GCC combinado com a biblioteca de processamento paralelo

OpenMP.

4.3.1 VeriĄcação do MVF com reconstrução de alta ordem unidimensional

Para veriĄcação do MVF com reconstrução de alta ordem unidimensional, utilizou-se

o problema de teste expresso pela Equação 4.33.





∂ψ

∂t
= S(t, x) + Γ

∂2ψ

∂x2

ψ(0, x) = x4(x− L)

ψ(t, 0) = ψ(t, L) = 0

(4.33)

Com relação ao domínio, tem-se que x ∈ [0, L] sendo L o comprimento total do

domínio e para realização da veriĄcação L = 1. Em relação ao tempo, tem-se que t ∈ [0, 1].

O coeĄciente de difusão utilizado foi Γ = 1 · 10−8. Todas as unidades adotadas no problema

de teste seguem o sistema internacional de unidades (SI), assume-se ψ como adimensional.

Por se tratar de um problema de teste de veriĄcação, a solução de ψ foi ma-

nufaturada, ou seja, a solução foi proposta e os demais parâmetros e condições foram

deduzidos a partir da solução proposta na Equação 4.34. O termo fonte S(t, x) foi obtido

substituindo-se a função conhecida de ψ na equação diferencial.

ψ(t, x) = e−tx4(x− L) (4.34)

Para a realização dos testes foram consideradas as malhas apresentadas na Ta-

bela 4.1.

Tabela 4.1 Ű Número de volumes de controle (NVC) em cada malha de teste unidimensio-
nal.

malha 1 malha 2 malha 3 malha 4

NVC 10 20 30 40
Fonte: O autor, 2021.

A partir da regressão linear dos dados dos erros e da quantidade de volumes de

controle em cada malha, obtém-se a Tabela 4.2.
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Tabela 4.2 Ű Ordem nominal e ordem observada para o problema apresentado na Equa-
ção 4.33.

Ordem nominal Ordem observada

L1 L2 L∞

2 2, 13 2, 17 2, 08
3 4, 04 3, 65 3, 17
4 3, 99 4, 06 4, 01
Fonte: O autor, 2021.

Como observado na Tabela 4.2, o método implementado para o caso unidimensional

forneceu a ordem coerente com a ordem nominal para todas as normas analisadas.

4.4 Aplicação do método dos volumes Ąnitos ao modelo de deságue

em peneiras vibratórias

Como já discutido, uma das essências do método dos volumes Ąnitos é a resolução da

formulação integral das equações diferenciais associadas ao problema físico. Como observado

no Capítulo 3, as equações diferenciais que foram propostas para descrever o comportamento

do deságue em peneiras vibratórias já se encontram em suas formulações integrais, visto

que devido à variação do volume do sistema com o tempo, não é possível obter a formulação

diferencial das mesmas. Essa seção tem por objetivo retomar o equacionamento discutido

no capítulo anterior, adaptando as equações à metodologia de resolução apresentada bem

como apresentar propostas de condições iniciais e de contorno.

Antes de analisar as equações que constituem o modelo proposto para o processo de

deságue em peneiras vibratórias, é importante enfatizar uma propriedade do processo de

integração, essa propriedade diz que a integral de uma função é igual ao produto da média

da função que está sendo integrada no domínio de integração pelo domínio de integração.

Essa propriedade é de fácil dedução, conforme demonstrado pela Equação 4.35.

b∫

a

f(x) dx =
b− a

b− a

b∫

a

f(x) dx = (b− a) f (4.35)

em que f =
1

b− a

b∫

a

f(x) dx.

Dada ênfase a essa propriedade, primeiramente, analisa-se a equação que representa

a conservação do volume do sistema, expressa pela Equação 3.13, em um volume de controle

i. O primeiro membro da Equação 3.13 pode ser reescrito conforme a Equação 4.36.
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∂

∂t

∫

∆xi

∫

∆yi

∫

∆zi

dx dy dz = W
∂

∂t

∫

∆xi

H dx (4.36)

Sendo que ∆yi = W , referindo-se à largura da tela e ∆zi = H, referindo-se à altura

da mistura sobre a tela, lembrando que H = H(x).

Aplicando a propriedade demonstrada na Equação 4.35, substituindo a Equação 4.36

na Equação 3.13 e realizando algumas manipulações algébricas, chega-se à Equação 4.37.

dH i

d t
=

1

∆xi


−(H vx)

∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+
∫

∆xi

cvl
vz dx+

Q̃A

W


 (4.37)

Na Equação 4.37, foram realizadas algumas considerações que também são utilizadas

nas demais equações que são apresentadas. Primeiro, as derivadas de vz em relação a z

foram substituídas, conforme apresentado na Equação 3.14, depois desprezou-se todas as

variações de H em relação a x nos cálculos, de forma a simpliĄcar a resolução das equações

que deĄnem o modelo. O termo Q̃A (Equação 4.38), referente à vazão volumétrica da

alimentação, é um pseudo termo fonte, utilizado como artifício matemático para desvincular

a alimentação da fronteira à esquerda do domínio, dessa forma ŞsuavizandoŤ o processo de

resolução da equação.

Q̃A =




QA, se i = 1,

0, caso contrário
(4.38)

Embora demonstrada para um caso unidimensional, a propriedade descrita na

Equação 4.35 também se aplica para integrais de área e volume. Sendo assim, de maneira

análoga à obtenção da Equação 4.37, obtém-se as Equações (4.39), (4.40) e (4.41).

d

d t
(cvs

V )i = −W (H cvs
vx)
∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+ cvs,AQ̃A (4.39)

d

d t
(ρ vx V )i = W


−(H ρv2

x)
∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+
∫

∆xi

ρl cvl
vx vz dx+

(
2

3
H µ

(
2
∂vx

∂ x
+
vz

H

)) ∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+

−(µl vz)
∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

− (gsenα+ ax)
∫

∆xi

ρH dx


+ ρA Q̃A vx,A (4.40)
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d

d t
(ρ vx V )i = W


−(H ρvx vz)

∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+
∫

∆xi

2 ρl cvl
v2

z dx−
∫

∆xi

∆P dx+

(
H µ

∂vz

∂ x

) ∣∣∣∣
i+ 1

2

i− 1

2

+

−(g cosα+ az)
∫

∆xi

ρH dx


 (4.41)

Na Equação 4.39, o termo cvs,AQ̃A refere-se à vazão volumétrica de sólidos, na

Equação 4.40, o termo ρA Q̃A vx,A refere-se à quantidade de movimento na direção x que

entra no sistema devido à vazão de alimentação, vx,A é a velocidade na direção x da

alimentação. Nessa proposta de modelo, assume-se que toda a quantidade de movimento

inserida no sistema devido à alimentação possui apenas a componente na direção x.

Nas Equações (4.39), (4.40) e (4.41), no lado esquerdo das equações, tem-se a

derivada em relação ao tempo do produto da propriedade média pelo volume de controle i,

porém ao resolver o sistema de equações diferenciais ordinárias gerado a partir de cada

equação, o que se deseja é obter o valor da propriedade média em um estágio de tempo

superior, não do produto dessa propriedade pelo volume. Entretanto, o que os métodos de

integração no tempo fazem, nada mais é do que obter aproximações mais precisas para a

Equação 4.42.

t+∆t∫

t

d y

d t
dt =

t+∆t∫

t

f(t, y) dt ⇒ y(t+ ∆t) = y(t) +

t+∆t∫

t

f(t, y) dt (4.42)

Assumindo que y =
(
ψ V

)
i
, sendo ψ uma das propriedades médias envolvidas na

modelagem do problema, então o método de Runge-Kutta de quarta ordem para esse caso

é deĄnido pela Equação 4.43.
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



ψ(0) = ψ
n

i V (0) = V n
i ,

R1 = R
(
ψ(0), t

)
,

ψ(1) =
ψ(0) V (0) +

∆t

2
R1

V (1)
,

R2 = R
(
ψ(1), t+ 0.5∆t

)
,

ψ(2) =
ψ(0) V (0) +

∆t

2
R2

V (2)
,

R3 = R
(
ψ(2), t+ 0.5∆t

)
,

ψ(3) =
ψ(0) V (0) + ∆t R3

V (3)
,

R4 = R
(
ψ(3), t+ ∆t

)
,

ψ
n+1

i =
ψ(0) V (0) +

∆t

6
(R1 + 2R2 + 2R3 +R4)

V n+1
i

.

(4.43)

Na Equação 4.43, V (j) é referente ao j−ésimo passo para o volume do processo de

Runge-Kutta descrito na Equação 4.25, lembrando que Vi = W ∆xH i. Observa-se que,

embora as quatro equações devam ser resolvidas simultaneamente, a Equação 4.37 deve ser

resolvida primeiro, visto que o volume é calculado a partir da altura média. Outro detalhe

é que, caso o volume em um estágio de tempo superior, seja nulo, a referida propriedade

média deve ser nula também, visto que a ausência de volume implica na ausência de

matéria e, consequentemente, de quantidade de movimento e frações volumétricas de

qualquer espécie.

As Equações (4.40) e (4.41) fornecem os valores da quantidade de movimento

no processo de reconstrução da solução, porém é mais interessante para o processo de

resolução conhecer as velocidades nas direções x e z. Essas velocidades são obtidas a partir

da relação da Equação 4.44.

vk =
ρ vk

ρ
(4.44)

em que ρ vk é a quantidade de movimento na direção k reconstruída a partir das equações

diferenciais para as respectivas quantidades de movimento e ρ é a massa especíĄca obtida

a partir da Equação 3.5, utilizando a concentração volumétrica de sólidos reconstruída.

Nas Equações (4.40) e (4.41), todos os termos referentes às saídas através da

fronteira (x, 0) foram ponderados pela concentração volumétrica de líquido quando relativos

às vazões volumétricas em sua forma integral. As propriedades físicas da mistura, nesse caso,

também foram substituídas pelas propriedades do líquido puro, uma vez que adotou-se a

hipótese de que apenas o líquido passa pelas aberturas da peneira.
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Ainda resta discutir-se as condições inicial e de contorno associadas a cada equação

diferencial referente ao problema de deságue em peneiras vibratórias.

Com relação à conservação de massa, em que optou-se por utilizar a Equação 4.39,

em t = 0, tem-se que analisar três cenários, no primeiro cenário não há material sobre

a tela da peneira, nesse caso a concentração inicial de sólidos é nula, em um segundo

cenário, considera-se que toda a tela da peneira foi completamente preenchida de forma

instantânea, evitando assim o deságue e consequentemente variações de composição ao

longo do comprimento da peneira, nesse caso a concentração inicial de sólidos é igual

à concentração volumétrica de sólidos na alimentação e em um terceiro cenário, tem-se

que devido a uma variação de algum parâmetro operacional, alterou-se a condição de

estado estacionário e tem-se uma nova condição dinâmica em direção a um novo estado

estacionário, nesse caso, a condição inicial é igual ao estado estacionário anterior à variação

que gerou a nova condição dinâmica. De forma a generalizar esses cenários, a condição

inicial é nomeada cvs,S, conforme expresso na Equação 4.45.

cvs
(0, x) = cvs,S (4.45)

Com relação às condições de contorno da Equação 4.39, admite-se que tanto para

x = 0 quanto para x = L as derivadas da concentração volumétrica de sólido é nula

(Equação 4.46). No caso de x = 0 indicando uma ausência de Ćuxo e no caso de x = L

indicando que esse ponto é a máxima concentração de sólidos no sistema (para quando a

tela da peneira está preenchida nesse ponto) ou também ausência de Ćuxo (para quando a

tela da peneira não está preenchida nesse ponto).





∂cvs

∂x
(t, 0) = 0

∂cvs

∂x
(t, L) = 0

(4.46)

Com relação à altura de Ćuido sobre a tela, representada pela Equação 4.37, a

abordagem para as condições inicial e de contorno é análoga à descrita para a Equação 4.39.

Assim as condições inicial e de contorno são deĄnidas pela Equação 4.47.





H(0, x) = HS

∂H

∂x
(t, 0) = 0

∂H

∂x
(t, L) = 0

(4.47)

Com relação à quantidade de movimento na direção x, descrita pela Equação 4.40,

além dos cenários análogos descritos para a altura e concentração volumétrica de sólidos

na condição inicial, tem-se um cenário em que a tela da peneira está preenchida, porém a

mistura está parada, ou seja, vx(0, x) = 0, o que implica em uma quantidade de movimento
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nula nessa direção. De modo geral, esse cenário será descrito por (ρ vx)S. No caso das

condições de contorno, a condição de contorno à esquerda é do tipo Dirichlet e a quantidade

de movimento é nula em x = 0, devido ao fato de vx(t, 0) = 0. Essa condição de contorno

decorre da adoção do pseudotermo fonte presente na Equação 4.40, utilizado para suavizar

o processo de resolução. Em x = L, a derivada da quantidade de movimento é nula, devido

à ausência de Ćuxo de quantidade de movimento (para o caso da tela da peneira não

estar completamente preenchida) ou por se tratar de um ponto de mínima quantidade de

movimento em x (para o caso da peneira estar completamente preenchida). As condições

inicial e de contorno são apresentadas na Equação 4.48.





(ρ vx)(0, x) = (ρ vx)S

(ρ vx)(t, 0) = 0
∂

∂x
(ρ vx)(t, L) = 0

(4.48)

Para o caso da quantidade de movimento na direção z (Equação 4.41), as condições

inicial e de contorno são análogas às descritas para a quantidade de movimento na direção x.

As condições inicial e de contorno para a quantidade de movimento em z são apresentadas

na Equação 4.49.





(ρ vz)(0, x) = (ρ vz)S

(ρ vz)(t, 0) = 0
∂

∂x
(ρ vz)(t, L) = 0

(4.49)

4.5 Unidade experimental

A unidade experimental utilizada é composta por uma peneira vibratória indus-

trial MONGOOSE PRO Shaker composta por 4 telas de peneiramento, sendo cada tela

com comprimento de 0, 585 metros e largura de 1, 165 metros, sendo sua área total de

peneiramento aproximadamente igual a 2, 73 m2, dois motovibradores com 1800 RPM e

2, 5 hp operando em contrarrotação, segundo o guia do fabricante1, a peneira pode operar

em modo normal com fator g (Fg) de até 6, 5 enquanto que no modo capacity, o valor

de Fg pode atingir até 7, 5. O fator g é o módulo da razão das acelerações deĄnidas pela

Equação 3.3 pela gravidade local para quando os valores da função seno atingem seu valor

máximo, ou seja, sen(ωt) = 1 e sen(ωt− γ) = 1. Com relação à inclinação da tela, ainda

segundo o guia do fabricante, a inclinação pode variar de 2o a 8o. A peneira encontra-se
1 Disponível para download em <https://www.slb.com/-/media/Ąles/mi/brochure/

mongoose-pro-shaker-brochure.ashx>
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instalada na Unidade de Pesquisa da Engenharia Química (UPEQ), anexo da Faculdade

de Engenharia Química da Universidade Federal de Uberlândia.

A peneira vibratória é suspensa a três metros de altura do chão por meio de uma

estrutura metálica e embaixo dessa se encontra um tanque de mistura com agitador com

capacidade de 3000 litros. A mistura (água e areia) é bombeada por uma bomba de lama

Warman Weir 4/3C Ű AH com motor WEG de 15 CV. Uma representação da unidade

utilizada pode ser vista na Figura 4.2.

Figura 4.2 Ű Representação esquemática da unidade experimental utilizada.

Fonte: Print do programa de controle da peneira vibratória implementada no software

LabviewT M , 2021.

O programa de operação da peneira vibratória feito no software LabViewT M possui

implementado uma malha de controle que atua na frequência dos motovibradores por

meio de um inversor de frequência modelo CFW700, da marca WEG, para manter o valor

da componente normal do fator g (Fgz
) em torno de um setpoint fornecido pelo usuário.

Os valores normais do fator g são obtidos por meio de um sensor piezoelétrico da marca

PCB Piezoeletronic modelo 646B00. Toda a comunicação entre o computador utilizado e

os equipamentos é feita por uma placa de aquisição de dados da National Instruments

modelo NI-6008.

A peneira ainda conta com um sensor ultrassônico modelo HC-SR04 do tipo

Arduino. Esse sensor é utilizado para a determinação da vazão de alimentação a partir da

correlação de medição de vazão em vertedouros (sistema utilizado pela peneira vibratória

em sua caixa de alimentação para amortecer dados devido às altas vazões e distribuir de

maneira homogênea o Ćuido sobre a tela da peneira). Seja h′ a altura do Ćuido passante
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pelo vertedouro, a vazão de alimentação é determinada a partir da Equação 4.50 (TILTON,

2008).

QA =
2

3
cw′

√
2 g h′3/2 (4.50)

em que c é o coeĄciente de descarga e foi adotado o valor de 0, 6 para esse parâmetro,

valor esse sugerido na literatura. O parâmetro w′ é referente à largura do vertedouro, para

a peneira citada w′ = 0, 75m e g refere-se à aceleração da gravidade.

Com relação à mistura utilizada (água e areia), devido a facilidade para realização

dos experimentos, adicionou-se areia no tanque contendo água de forma a gerar uma

mistura com baixo teor de sólidos na alimentação, após a adição do sólido, determinou-se,

por meio de secagem em estufa, a composição mássica de areia sendo csA
= 1, 688%. É

importante destacar que essa concentração mássica de sólidos na alimentação da peneira

não reĆete necessariamente a condição observada na indústria petrolífera.

4.6 Metodologia de otimização

O objetivo principal deste trabalho é a determinação de condições operacionais

ótimas para o processo de deságue em peneiras vibratórias. Esses parâmetros são a

inclinação da tela da peneira (α) e o fator g (Fg).

Esse problema de otimização é caracterizado por ser um problema de otimização

restrita, isso porque os parâmetros ótimos devem estar em uma faixa de projeto, ou seja,

compreendidos entre um valor mínimo e um valor máximo estipulados pelas condições de

operação do processo.

Assim o problema de otimização é expresso pela Equação 4.51.





min[α, Fg] : cl,EE(L)

Fgmin
≤ Fg ≤ Fgmax

αmin ≤ α ≤ αmax

(4.51)

No problema de otimização deĄnido por Equação 4.51, cl,EE(L) refere-se à con-

centração mássica de líquido no estado estacionário e na saída dos sólidos ao Ąm da

tela.

Dentre as metodologias de otimização disponíveis na literatura, neste trabalho será

utilizado o método da evolução diferencial, apresentado na subseção 4.6.1.
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4.6.1 Método da evolução diferencial

O método da evolução diferencial foi inicialmente proposto por Storn e Price (1997).

O método da evolução diferencial consiste em um algoritmo meta-heurístico baseado em

operações vetoriais.

A evolução diferencial é uma metodologia baseada em populações e assim como

outros métodos meta-heurísticos, não possui dependência da avaliação das derivadas da

função objetivo (função que se deseja otimizar) (YANG, 2014).

Dentre as diversas variantes do método da evolução diferencial disponíveis na

literatura, optou-se neste trabalho pela implementação da variante DE/rand-to-best/1/Bin,

que signiĄca o uso do algoritmo de evolução diferencial (Differential Evolution). O esquema

de mutação utiliza um vetor aleatório (rand) e o melhor indivíduo da geração atual (best),

é utilizada apenas uma diferença de vetores (1 ) e utilizou-se um esquema de cruzamento

binário (Binary). Esses termos são explicados adiante.

Para um problema de otimização d−dimensional com d parâmetros, uma população

aleatória com n (usualmente, utiliza-se n = 5 · d) vetores é inicialmente gerada em um

intervalo de busca. Nesta subseção, para uma geração t, a seguinte notação é utilizada:

x⃗i =
(
xt

1,i, x
t
2,i, . . . , x

t
d,i

)
, i = 1, 2, . . . , n. (4.52)

O método da evolução diferencial é composto de três etapas principais: mutação,

cruzamento e seleção.

No esquema de mutação rand-to-best, para cada vetor x⃗i de uma geração t,

selecionam-se outros três vetores aleatórios x⃗k1
, x⃗k2

e x⃗k3
e o melhor elemento x⃗best

da geração t, entende-se por melhor elemento aquele que apresenta menor valor de fun-

ção objetivo. Então gera-se o vetor doador para o esquema de mutação deĄnido pela

Equação 4.53.

v⃗i
t+1 = λx⃗ t

best + (1 − λ)x⃗ t
k1

+ F (x⃗ t
k2

− x⃗ t
k3

), (4.53)

em que λ é um peso para o vetor do melhor elemento da geração, sendo λ = 0, 5 adotado

nesse trabalho e F ∈ [0, 2] é comumente referenciado como peso diferencial, para este

trabalho adotou-se F = 0, 8.

A etapa de cruzamento é controlada pelo fator de cruzamento CR ∈ [0, 1], respon-

sável pela taxa ou probabilidade de cruzamento (YANG, 2014). O esquema de cruzamento

utilizado, esquema binomial, executa o cruzamento em cada uma das d componentes do

vetor x⃗i. É utilizada também na etapa de cruzamento um número aleatório ri ∈ [0, 1] e



Capítulo 4. Metodologias Numéricas e Unidade Experimental 41

um índice aleatório Jr ∈ [1, 2, . . . , n]. Assim, gera-se o vetor de teste para o esquema de

cruzamento deĄnido pela Equação 4.54. Para este trabalho, utilizou-se CR = 0, 9.

u⃗j,i
t+1 =




v⃗ t+1

j,i se ri ≤ Cr ou j = JR,

x⃗ t
j,i caso contrário.

(4.54)

A última etapa, etapa de seleção, é deĄnida pela avaliação da função objetivo,

f(x⃗), no vetor de teste e comparando com o valor da função objetivo no vetor x⃗i
t. Assim,

a atualização dos indivíduos da geração t para a geração t + 1 é realizada conforme a

Equação 4.55.

x⃗i
t+1 =




u⃗ t+1

i se f(u⃗ t+1
i ) ≤ f(x⃗ t

i) ,

x⃗ t
i caso contrário.

(4.55)

As etapas de mutação, cruzamento e seleção devem ser repetidas até que algum

critério de parada pré-estabelecido seja alcançado. Diversos são os métodos que podem ser

utilizados. Pode-se deĄnir uma quantidade máxima de gerações, um tempo máximo de

execução, intervenção externa do usuário, dentre outros. Para este trabalho, utilizou-se

o critério da estagnação, ou seja, se o melhor indivíduo de uma geração permanecer

inalterado, ou seja, se a diferença do melhor indivíduo de duas gerações consecutivas se

mantiver menor que uma tolerância por uma quantidade pré-deĄnida de gerações, então

o processo é encerrado e o melhor indivíduo daquela geração corrente é assumido como

sendo o valor ótimo do problema.

O algoritmo da evolução diferencial apresentado até o momento é deĄnido para

uma função objetivo sem restrições. O tratamento das restrições, para este trabalho, será

feito pelo método da penalidade exterior (VANDERPLAATS, 1999). Nessa metodologia,

uma função pseudo-objetivo é deĄnida no intuito de transformar o problema original com

restrições em um problema equivalente sem restrições. A função pseudo-objetivo é deĄnida

pela Equação 4.56 (VANDERPLAATS, 1999).

Φ(x⃗, rp) = f(x⃗) + rpP (x⃗), (4.56)

em que f(x⃗) é a função objetivo original, x⃗ é o vetor das variáveis, rp é o parâmetro de

penalidade e P (x⃗) é a função de penalidade deĄnida pela Equação 4.57.

P (x⃗) =
m∑

j=1

(max(0, gj(x⃗)))2 +
l∑

k=1

(hk(x⃗))2 , (4.57)

sendo que m é a quantidade de restrições de desigualdade e l é a quantidade de restrições

de igualdade. A metodologia da penalidade exterior é aplicável apenas para restrições de

desigualdade do tipo g(x⃗) ≤ 0, sendo assim, para restrições de desigualdade diferentes
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desse formato, deve-se antes da aplicação do método transformar a função de desigualdade

em uma função de desigualdade que obedeça o formato necessário.

Na Equação 4.56, a função de penalidade é ponderada pelo fator rp, que ampliĄca

o efeito da Equação 4.57 no valor da função objetivo original. De acordo com Vanderplaats

(1999), quando rp → ∞, o valor numérico da função pseudo-objetivo (Equação 4.56) tende

ao valor da função do problema de otimização original com restrições. Para este trabalho,

adotou-se rp = 1 · 1010.



Capítulo 5

Resultados e Discussões

Neste capítulo são apresentados os resultados referentes à proposta de modelagem

iniciada no Capítulo 3 e encerrada no Capítulo 4. Também são apresentados resultados

referentes ao comportamento da concentração mássica de líquido obtido experimentalmente.

Ao Ąm desse capítulo são apresentados os valores ótimos de inclinação e fator g para

o processo de deságue em uma peneira vibratória real, sendo esses parâmetros ótimos

obtidos a partir do comportamento obtido experimentalmente.

5.1 Resultados referentes ao modelo proposto

Na presente dissertação, considerou-se um cenário em que a peneira é alimentada

apenas com líquido, isso ocorreu devido ao alto custo computacional para realização

das simulações de uma alimentação contendo sólidos, o que inviabilizou a obtenção

de resultados no prazo estipulado para conclusão dessa dissertação. Nesse cenário a

concentração volumétrica de sólidos é igual a zero e o modelo é composto pelas Equações

(4.37), (4.40) e (4.41).

Para todos os casos simulados referentes ao modelo, alguns parâmetros são mantidos

constantes, esses parâmetros são referentes à peneira vibratória utilizada nos trabalhos

experimentais e às propriedades físicas do sólido e do líquido. Esses parâmetros estão

exibidos na Tabela 5.1.

Nesse cenário, considerou-se que no instante inicial a tela da peneira está vazia.

Sendo assim, as condições iniciais para altura e quantidades de movimento nas direções

x e z são inicialmente nulas. Para esses cenários, a vazão de alimentação é dada por

QA = 0, 01 m3

s
, a vazão de alimentação foi mantida constante em especial devido ao alto

custo computacional na simulação de cada cenário. Em todas as simulações realizadas,

utilizou-se a capacitância da tela para o cálculo da queda de pressão, sendo o valor da

capacitância deĄnido por Cp = 3, 5529 · 10−8 m.
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Tabela 5.1 Ű Parâmetros utilizados nas simulações do processo de deságue em peneiras
vibratórias.

Parâmetro Símbolo Valor Unidade

Comprimento da tela L 2, 34 m
Largura da tela W 1, 165 m
Amplitude de
vibração em x Ax 1, 27 · 10−3 m
Amplitude de
vibração em z Az 1, 27 · 10−3 m
Ângulo de fase γ 0 −
Fator de eĄciência
dos motovibradores ξ 0, 8492 −

Aceleração da gravidade g 9, 81 ms−2

Massa especíĄca
do líquido ρl 1000 kg m−3

Viscosidade dinâmica
do líquido µl 9, 0 · 10−4 kg m−1 s−1

Fonte: O autor, 2021.

A velocidade na direção x da alimentação (vx,A) foi obtida a partir da relação da

Equação 5.1.

vx,A = 0, 2
QA

h′ w′
(5.1)

sendo h′ calculado a partir da Equação 4.50. O valor de 0, 2 foi adotado empiricamente,

sendo que em estudos futuros esse valor será melhor avaliado baseado em estudos experi-

mentais.

No processo de resolução do modelo, utilizaram-se duas condições de saturação

para as velocidades nas direções x (Equação 5.2) e z (Equação 5.3). A saturação da

velocidade na direção x se justiĄca devido a uma condição da geometria da tela da peneira,

que redireciona o Ćuxo sobre a tela, convertendo velocidades negativas em velocidades

positivas na posição x = 0, admitindo que as quantidades de movimento na direção x se

anulem devido a esse fato. A Equação 5.2 se torna uma hipótese plausível, entretanto,

essa hipótese não leva em consideração perdas de carga no redirecionamento do Ćuxo ou

diferenças de quantidade de movimento devido a menores quantidades de massa sobre a

tela da peneira ao longo de seu comprimento. A segunda consideração, relativa à saturação

para a velocidade na direção z (Equação 5.3), apresenta maiores erros em relação ao

comportamento real do processo de deságue, porém é uma condição necessária ao modelo,

visto que velocidades positivas implicariam, matematicamente, em entradas através da

fronteira (x, 0), o que é Ąsicamente incoerente. Misturas com composição majoritariamente

formada por líquidos quando submetidas à aceleração dos motovibradores, desprendem-se
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da tela da peneira e a modelagem desse comportamento exigiria o acréscimo de uma fase

gasosa composta pelo ar, que se encontra acima da camada de Ćuido sobre a tela. Esse

comportamento de desprendimento do Ćuido da tela da peneira durante o processo de

deságue é exibido pela Figura 5.1, sendo possível observar esse comportamento apenas

na região em que a mistura sobre a tela da peneira é predominantemente composta de

líquido.

vx(t, x) =




vR

x (x), se vR
x (x) > 0

0, caso contrário
(5.2)

vz(t, x) =




vR

z (x), se vR
z (x) < 0

0, caso contrário
(5.3)

Figura 5.1 Ű Comportamento do Ćuido sobre a tela da peneira no processo de deságue.

Fonte: O autor, 2021.

Para a simulação, utilizou-se uma reconstrução de ordem 3, em uma malha com

30 volumes de controle, utilizou-se ∆t = 5 · 10−4. Toda a metodologia de resolução

foi implementada em linguagem de programação C++ combinada com a biblioteca de

processamento paralelo OpenMP.

Na Figura 5.2 estão apresentados os comportamentos para a altura nos estados

estacionários para as inclinações de 5o e 7o e frequências de vibração dos motovibradores

de 16 e 26 Hz.
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de frequência mais baixa, a fração do comprimento da tela preenchido por Ćuido foi menor

para a inclinação mais elevada, indiciando que para frequências mais baixas, uma maior

inclinação favorece o processo de deságue.

5.2 Resultados experimentais

Para a análise da concentração mássica de líquido (cl) no ponto x = L nos

estados estacionários relativos a cada conjunto de parâmetros, utilizou-se um planejamento

experimental do tipo planejamento composto central (PCC) (BOX et al., 1978), avaliando

a inĆuência dos parâmetros componente normal do fator g (X1), inclinação X2 e vazão de

alimentação (X3). O planejamento adotado foi um planejamento composto central do tipo

ortogonal com duas amostras no ponto central. Os valores codiĄcados para a análise do

planejamento experimental são apresentados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 Ű Valores codiĄcados referentes a cada variável analisada no PCC.

Nível Fator gz (X1) Inclinação (X2) Vazão de alimentação (X3)
−λ = −1, 2872 1, 0 6, 4 0, 0014
−1 1, 3 6, 5 0, 0019
0 2, 3 7, 0 0, 0038
+1 3, 3 7, 5 0, 0057
+λ = +1, 2872 3, 6 7, 6 0, 0062

Fonte: O autor, 2021.

No caso do intervalo de inclinação adotado no planejamento experimental, optou-se

por um intervalo mais elevado de forma a proporcionar maiores tempos de residências e

também devido à restrições de operação da peneira vibratória utilizada em inclinações

mais baixas.

Os valores da concentração mássica de líquido foram calculados através da Equa-

ção 5.4.

cl =
ms+l −ms

ms+l

(5.4)

em que ms+l é a massa da amostra úmida coletada no descarte de sólidos da peneira

vibratória (posição x = L da tela da peneira) e ms é a massa de sólidos, obtida a partir

da secagem da amostra úmida em estufa a 105 oC por um dia.

Os valores da concentração mássica de líquido obtida para cada conjunto de

parâmetros estão descritos na Tabela 5.3.



Capítulo 5. Resultados e Discussões 48

Tabela 5.3 Ű Concentração mássica de líquido para cada condição operacional analisada.

X1 X2 (X3) cl

−1 −1 −1 0, 1767
−1 −1 +1 0, 1653
−1 +1 −1 0, 1646
−1 +1 +1 0, 1669
+1 −1 −1 0, 1842
+1 −1 +1 0, 1843
+1 +1 −1 0, 1853
+1 +1 +1 0, 1802
0 0 0 0, 1808
0 0 0 0, 1822

−λ 0 0 0, 1771
+λ 0 0 0, 1828
0 −λ 0 0, 1826
0 +λ 0 0, 1800
0 0 −λ 0, 1887
0 0 +λ 0, 1800
Fonte: O autor, 2021.

Todo o tratamento estatístico para os dados apresentados na Tabela 5.3 foi realizado

em linguagem de programação R, utilizando a interface gráĄca RStudio. Na linguagem R,

o planejamento composto central e a obtenção da superfície de resposta são realizados a

partir da biblioteca rsm.

O planejamento experimental realizado forneceu a superfície de resposta descrita

pela Equação 5.5.

cl (X1, X2, X3) = 0, 1840 + 0, 0060X1 − 0, 0015X2 − 0, 0022X3 + 0, 0009X1 X2+

+ 0, 0005X1 X3 + 0, 0011X2 X3 − 0, 0036X2
1 − 0, 0028X2

2 − 0, 0009X2
3 (5.5)

em que Fgz
= X1 + 2, 3, α = 0, 5X2 + 7 e QA = 0, 0019X3 + 0, 0038.

O sumário da superfície de resposta fornecida pela biblioteca rsm, entretanto,

indicou que a variável mais signiĄcante para o deságue em peneiras vibratórias é a

componente normal do fator g, corroborando com o comportamento obtido por simulação

descrito na Figura 5.2. Os valores da função de probabilidade para cada coeĄciente da

superfície de resposta (Equação 5.5) estão apresentados na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 Ű Valores de função de probabilidade para cada coeĄciente da superfície de
resposta da Equação 5.5.

Parâmetro que acompanha Valor da função de probabilidade

− 1, 21 · 10−9

X1 0, 007781
X2 0, 367636
X3 0, 193853

X1 X2 0, 624507
X1 X3 0, 787478
X2 X3 0, 580205
X2

1 0, 152692
X2

2 0, 252463
X2

3 0, 684222
Fonte: O autor, 2021.

Para o modelo de segunda ordem completo, ou seja, o modelo com os efeitos

lineares, quadráticos e interações de dois parâmetros, o valor do coeĄciente de correlação

r2 = 0, 7975. A eliminação dos efeitos sem signiĄcância estatística, entretanto, acarretaria

na redução do r2 do modelo, dessa forma reduzindo a capacidade preditiva do modelo.

Como a superfície de resposta da Equação 5.5 será utilizada para o processo de otimização,

neste trabalho optou-se por não eliminar os efeitos sem signiĄcância estatística.

5.3 Parâmetros ótimos para o processo de deságue em peneiras

vibratórias

A partir da superfície de resposta obtida do planejamento composto central (Equa-

ção 5.5), resolveu-se o problema de otimização descrito pela Equação 4.51, sendo as

restrições operacionais de fator g e inclinação deĄnidas pelos pontos axiais do planeja-

mento, ou seja, ±λ.

A concentração mássica de sólidos na alimentação, como descrito no capítulo

anterior, foi mantida constante nos ensaios experimentais realizados. A Tabela 5.5 traz os

valores ótimos da componente normal do fator g e da inclinação para as vazões avaliadas

nos níveis inferior, central e superior, mais os pontos axiais, conforme apresentado na

Tabela 5.2.
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Tabela 5.5 Ű Valores ótimos de parâmetro g e inclinação que minimizam a concentração
mássica de água na saída da tela da peneira (x = L).

QA

(
m3

s

)
Fgz

(−) α (o) Valor mínimo de cl

0, 0014 1, 0 7, 6 0, 1627
0, 0019 1, 0 7, 6 0, 1629
0, 0038 1, 0 7, 6 0, 1623
0, 0057 1, 0 7, 6 0, 1598
0, 0062 1, 0 7, 6 0, 1588

Fonte: O autor, 2021.

Conforme observado na Tabela 5.5, independentemente da vazão volumétrica de

alimentação, o aumento do tempo de residência da mistura sobre a tela da peneira favorece

o deságue, implicando na redução da concentração mássica de líquido.

É importante frisar que, de acordo com a Tabela 5.4, o efeito linear do fator g

na direção normal foi o mais relevante, logo já era esperado que uma redução no fator g

favoreceria a redução da concentração mássica de líquido.

Outro ponto importante a destacar é relacionado à obtenção dos valores experimen-

tais, que podem não estar isentos de erros experimentais, sendo essa hipótese acentuada

pelo valor de r2 da superfície de resposta obtida e a baixa signiĄcância estatística para os

parâmetros inclinação e vazão volumétrica de alimentação.
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Conclusões e Propostas Futuras

Este capítulo tem por objetivo apresentar as conclusões relativas aos resultados

obtidos e apresentar as próximas etapas relativas à continuidade deste estudo.

6.1 Conclusões

Embora não se tenha realizada a simulação para uma alimentação contendo sólidos,

o modelo proposto apresentou resultados coerentes para o caso de uma alimentação isenta

de sólidos, o que, em um primeiro momento, fornece informações importantes da posição

da região inundada, inĆuência de parâmetros operacionais, além de ser uma condição

mais favorável para levantamento de parâmetros relativos à tela de peneiramento, como a

capacitância da tela, por exemplo. É importante ressaltar que o valor da capacitância da

tela, bem como a velocidade da alimentação (vx,A), foram propostos e não obtidos experi-

mentalmente, ou seja, o resultado para a simulação é um cenário hipotético, assumindo os

valores deĄnidos no capítulo anterior.

O processo de deságue avaliado a partir da superfície de resposta obtida do plane-

jamento composto central demonstrou que a frequência de vibração dos motovibradores,

avaliada a partir da componente z do fator g, foi o fator que mais inĆuenciou o deságue,

porém, ao contrário do que se observou na simulação para uma alimentação isenta de

sólidos, frequências mais baixas favoreceram mais o deságue, por aumentarem o tempo de

residência do material sobre a tela da peneira.

Entretanto, o comportamento da superfície de resposta não invalida os resultados

obtidos por simulação, uma vez que no processo de deságue em peneiras vibratórias é

comum observar duas regiões sobre a tela da peneira, uma região com características

predominantemente de líquido e outra região com características predominantemente de

sólido. Como a concentração de líquido na primeira região é muito maior que a concentração

de sólidos, espera-se que a mistura se comporte como se estivesse isenta de sólidos nessa



Capítulo 6. Conclusões e Propostas Futuras 52

região. Porém, na região com características de sólido, uma vez que a concentração de

líquido é baixa, a vazão de líquido que passa pelas aberturas da tela da peneira é menor e

uma vez que o aumento da frequência dos motovibradores favorece o aumento da velocidade

em ambas as componentes relevantes (x e z), nessa região é mais interessante favorecer o

tempo de residência do material sobre a tela, optando por baixas frequências de vibração.

6.2 Propostas futuras

Devido a restrições no tempo da pesquisa e complexidade do tema abordado,

algumas etapas não foram realizadas conforme inicialmente planejadas, sendo que essas

etapas serão deĄnidas como propostas para trabalhos futuros. Essas etapas são:

• levantamento de propriedades da tela da peneira vibratória e parâmetros de constru-

ção, como diâmetro do Ąo, espessura da tela e fração de área aberta;

• de posse dos parâmetros do item anterior, realização de novas simulações avaliando

também o caso de uma alimentação que contenha material sólido;

• validação do modelo a partir de dados experimentais;

• realização de um novo planejamento experimental, de forma a obter um modelo de

superfície de resposta com melhor coeĄciente de correlação (r2), avaliando novos

intervalos de valores e colhendo amostras em duplicata para o tratamento dos dados;

• obtenção dos parâmetros ótimos para o processo de deságue em peneiras vibratórias

utilizando o modelo fenomenológico proposto.
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