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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar a teoria de equagoes de diferencas, juntamente
com algumas aplicagoes. O desenvolvimento basea-se em discretizar modelos matemaéticos
continuos transformando-os em modelos discretos, isto é, transformar equagoes diferenciais
ordinarias em equacgoes de diferencgas, podendo assim realizar as aplicagoes devidas para cada
modelo apresentado.

Palavras-chave:Equacao de Diferengas; Modelo Discreto; Equagao Diferencial Ordinaria;
Aplicagoes.






ABSTRACT

This work aims to present the theory of difference equations, along with some applications.
The development is based on discretize continuous mathematical models transforming them into
discrete models, that is, transforming ordinary differential equations into difference equations,
thus being able to carry out the applications required for each model presented.

Keywords:Equation of Differences; Discrete Model; Ordinary Differential Equation; Appli-
cations.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Algumas partes do texto que apresentaremos a seguir e na Secao 2.1 foram retiradas do
material didatico do professor Pedro Konzen [7]. Para obter mais informagoes sobre equagoes

de diferengas recomendamos o livro de Saber Elaydi, “An Introduction to Difference Equations”
[5]

Equagoes de diferencas sao aquelas que podem ser escritas na seguinte forma

Y niks Ynik—1y " Y nsn) =0, (1.1)

onden, keNey:N—R,n—y(n), ¢ uma funcdo discreta (incognita).
A equagao de diferengas (Eq. 1.1) é dita ser deordemk(ou dek-ésima ordem). Tal
equacao élinearquando fé funcao linear nas variaveis dependentesy ks Ynak—1>""" Y n;

noutro caso é ditanao linear.

Exemplo 1.0Observe abaixo algumas equacoes de diferencas.

a)Modelo de juros compostos

Ynt1 = (1 +7)Y n. (1.2)

Esta equagao de diferencas modela uma aplicagao corrigida a juros compostos com taxar
por periodo de tempon(dia, més, ano, etc). Mais especificamente, sey ¢ é o valor da aplicacao
inicial, entdoy 1 = (1+7r)y o,y 2 = (L+r)y 1 = (1+7) >y, e assim por diante. Por inducdo
finita, podemos mostrar quey ,, = (1 +r) " yo, para todoneN.

b)Equagao logistica

Yn
Yn+1 =TY n (1— ?> ) (1.3)

ondey ,, representa o tamanho da populagao no periodon;ré a taxa de crescimento e Kum
limiar de saturacao.

c)Sequéncia de Fibonacci

Yn+2 =Y nt1 TY n, (1.4)
ondey g = 0ey 1 = 1.

Observacao: No Exemplolanterior,
a)o modelo de juros compostos é dado por uma equagao de diferengas de primeira ordem

linear;

LICENCIATURA EM MATEMATICA



2 INTRODUGAO

b)a equagao logistica é uma equagao de diferencas de primeira ordem nao linear;
¢)a equagdo de Fibonacci é descrita por uma equagao de diferengas de segunda ordem

linear.

Observacgao: Em alguns casos, é possivel escrever asolugaode uma equacao de diferencas

por meio de umaforma fechada:

Yn =y(n), (1.5)

de modo que a expressao dafungao discretay, com dominio no conjunto dos ntimeros naturais,

é conhecida.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



EQUAGOES DE DIFERENGAS 3

2. EQUACOES DE DIFERENCAS

Neste capitulo, serao apresentadas defini¢oes, solugoes e alguns aspectos de Equacgoes de

Diferengas nao lineares e lineares de ordens 1 e 2.

2.1 EQUACAO DE DIFERENCAS LINEAR DE ORDEM 1

Nesta sec¢ao, discutiremos sobre equacoes de diferencas que sao lineares e possuem ordem 1.

Tais equagoes podem ser escritas na seguinte forma

Yn+1 :a(n)y n +g(n)v (2'1)

ondene{n ¢,ng+ 1,--- };n ¢ é um namero inteiro nao negativo;a:n€EN—a(n)eRe
gm—g(n)é o termo fonte. A equagao éhomogéneaquandog(n) = 0; seg(n)# 0, entao a

equacao énao homogénea.

2.1.1 EQUAGCAO HOMOGENEA

A solugao de uma equacao de diferencas de ordem 1, linear e homogénea

Yn+1 :a(n>y ns nZn 0 (22)

pode ser obtida por iteragoes diretas. Para isso, considerandon>n (, observe quey ,.1 =
a(n)y, =a(n)a(n—1)y ,-1 =a(n)a(n—1)a(n—2)y  ,—2. Continuando com esse processo,
obtemosy ,+1 =a(n)a(n—1)---a(n  ¢)yn,- Ou seja, dado o valor inicialy ,,, temos a seguinte
solucao:

y(n) =a(n o)a(ng + 1)---a(n—1)y . (2.3)

Afim de termos uma notagao mais pratica, vamos usar a notacao de produtoério

n—1

H a(i) =a(n ¢)a(ng +1)- - -a(n—1). (2.4)

1=ng

Com esta notagao, a solu¢ao da equagao de diferencas (Eq. 2.2) pode ser escrita como segue

y(n) = [1:[ a(i)] Yngs T > Ng. (2.5)

i=ng

LICENCIATURA EM MATEMATICA



4 EQUAGOES DE DIFERENGAS

Exemplo 1.Vamos calcular a solugao de

Yni1 = 2Yn, n>0. (2.6)

a)Por iteragoes diretas.

Comparando com a Eq. 2.2, temos quea(n) = 2, para todon. Calculando a solugao
por iteracoes diretas, obtemos, por exemplo,y 5 = 2y = 2x2y | = 2%2y; = 22 X2y, = 23y,.
Continuando com esse processo e utilizando indugaofinita, podemos mostrar que a solucao

dessa equacao de diferencas é dada por
y(n) = 2"yo. (2.7)
b) Usando a Eq. 2.5.
n—1
y(n) = [H 2] Yo- (2.8)
i=0

Assim,y(n) = (2x2x --- x2) = 2"y,. A solugao vale para qualquer valor inicialy .

.

v
n

2.1.2 EQUACAO NAO HOMOGENEA

O processo mais adequado para demonsrar uma féormula fechada para a equagao de diferenca
nao homogeénea é por meio de indugaofinita. A solucao de uma equacao de diferencas de ordem

1, linear e nao homogénea

Yn+1 :a(n)y n +g(n)7 nzn 05 (29>

pode ser obtida por iteragoes diretas, e depois demonstrada por inducao.
Por exemplo, paran=n ¢+ 3,
Yno+3 =a(1 o + 2)Yng+2 +9(n o +2) =a(n o + 2)[a(no + Dyne1 +9(no + 1) +g(no + 2).
Assim,
Yno+3 =a(n o + 2)a(no + 1)yng+1 +a(no +2)g(ne +1) +g(no +2) =
=a(n o + 2)a(ne + 1)[a(no)yn, +9(n o)) +a(n o+ 2)g(no+ 1) +g(n o+ 2).
Portanto,

Ynots =a(n o+ 2)a(ng+1)a(ng)yn, +a(no—+2)a(ng+1)g(ne) +a(no+2)g(no+1)+g(no+2).

Para maior praticidade, vamos empregar a seguinte notagao de somatorio:

n

> a(i) =a(n o) +a(no + 1) +- - -+a(n),(2.10)

i=ng

onden > n .

Considerandon=n o +k,k>2, k€N, a solu¢ao da equagao de diferencas (Eq. 2.9) pode

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



EQUAGOES DE DIFERENGAS 5

ser escrita como segue:

g(no+1i) +g(n ¢ +k—1).(2.11)

yno"'z [H nO +])

Observagao: Sek= 1, entaoy(n o+ 1) =a(n o)yn, +9(n o).

Exemplo 2.Vamos calcular a solugao de

Ynt1 = 2y —1, n>0. (2.12)

Consultando a Eq. 2.9,a(n) = 2eg(n) =—1para todon.

1. Calculos por iteragoes diretas.

Observe quey ,, 11 = 2y, —1, assimy | = 2yo—1,y o = 2y; —1 = 2(2yo —1)—1 = 2 2y, —2—1,
ys = 2yp —1 = 2(2%yy —2—1)—1=2 3yy—22 —2—1. Lembrando que2 ° =1, podemos usar

indugaofinita para mostrar que a solugao da equacao de diferencgas é dada por:
y(n) =2"yo— > 2", n>1. (2.13)

Note que o ultimo termo da equacao anterior é a soma dos termos daprogressao geomé-

tricade razaog= 2e termo iniciall. Assim,

¢ = . (2.14)

Portanto, a solu¢ao da equagao de diferengas (Eq. 2.9) é dada por:

1-2"
1-2

y(n) = 2"yy — = 2"y —2" + 1.(2.15)

2. Calculo pela Eq. 2.11.

Note que

y(n) =y(n o+k) = |T1;Z5 alng +i) | yoy + 305 [Hg i1 @(no +7) | g(no+i) +g(n o +k—1),
ondek>2.

Lembre-se de quea(n) = 2eg(n) =—1, para todon€N. Além disso,n=n 0 +k, ou seja,

k=n—n (. Assim,

2| Yno + ZO [1_0[ ] (—1) + (—1).

J=i+1

Dessa forma,
n—nmo—2

y(n) =20y, 4+ Z (=m0 12T (1) + (=1,

LICENCIATURA EM MATEMATICA



6 EQUAGOES DE DIFERENGAS

ou seja,
n—mg—2
y(n) =20y, —(2 (7o) Z 209 —
Assim,
n—mo—2
y(n) =20y, —(2 27 N T (1/2) —
i=0

Observe que a soma dos termos da progressao geométrica de razaog= 1/2e termo inicial

1é dado por

N-1 1\ NV
i 1= (')
> (1)2) = 1_—21 (2.16)
i=0 2
Assim,
y(n) = 20y, —(2 27 [2(1-(1/2) P
Portanto,
y(n) = 20y, g (7o) 4 91,
Sen o = 0, entao a solucao é dada por
y(n) =2"yy —2" + 1. (2.17)

A solucao vale para qualquer valor inicialy .

2.2 EQUACAO DE DIFERENCAS LINEAR DE ORDEM 2

Aqui, vamos considerar equacoes de diferencas lineares de ordem 2 com coeficientes cons-

tantes e homogéneas (EDLH de segunda ordem), isto é, equagoes da forma:

AYn+2 T0Y ny1 +cyn =0, (2'18>

coma# 0. Consideramos a existéncia de uma solugao do tipoy(n) =AX ", ondeAé uma

constante nao nula e\é um nimero real ou complexo. Para isso ser verdade, devemos ter:

a (A)\””) FH(AXN"T) (AN ) =0 " (a)\2 +bA+c ) =0.(2.19)
Dessa forma, oul= Qoulé raiz do polindémio caracteristicop(z) =ax 2 tbrtc.

Observagao: SeA= 0, entaoy , = 0, para todon€N. Essa alternativa é viavel se as

condigoes iniciais forem nulas(y ¢ =y 1 = 0).

Vejamos algumas propriedades importantes associadas as solugoes de uma EDLH de segunda

ordem.

P1) Sejamg(n)eh(n)duas solugbes quaisquer de uma EDLH de segunda ordem. Entao, a

combinagao linear dessas solugoes também serd uma solugao.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



EQUAGOES DE DIFERENGAS 7

Demonstragao. Sejay(n) =Ag(n) +Bh(n), entao

aYnt2 +0Y ni1 +cyn =a(Ag ni2 +Bhyy2) +b(Ag ni1 +Bh 1) +c(Ag n +Bh,) =
=A(ag ni2 +bg ns1 +cgn) +B(ah 2 +bh i1 +ch ) = 0.0

P2) Se uma EDLH de segunda ordemay ,42 +by 41 +cy,, = Opossuir condigoes inicias
nulas,y ¢ =y 1 = 0, entao a solugao é nula; isto é,y(n) = Opara todoneN.

Demonstragao. Comoa# 0, entao

1 .
Yni2 =— (a) [bYn11 +Cy n]. Assim,

1 .
Yo =— (5) [byr +cy o] = 0, poisy o =y 1 = 0.
Note que a conclusao é a mesma paray 3 ey 4. Usando o principio de inducaofinita, provamos

quey ,, = Opara qualquerneN. O

Agora vamos mostrar que a solugao geral de uma EDLH de segunda ordem,ay , 1o +by 11+

cy, = 0, com condigdes iniciaisy ¢ ey 1, tem a seguinte forma:

y(n) =Ag(n) +Bh(n), (2.20)

ondeag ;49 +bg i1 +cg,, = 0eah 10 +bh 11 +ch, =0.

Pela propriedade (P1) anterior, sabemos quey(n)é uma solucdo da EDLH de segunda
ordem. Precisamos garantir que as condigoes iniciais sejam satisfeitas; isto é,y(0) =y o e
y(1) =y 1 . Logo, para que as condigoes iniciais sejam obtidas de maneira tnica, precisamos

garantir que o seguinte sistema linear tenha solugao tinica:

(2.21)

Ago +Bh o =y o,
Ag1 +Bh 1 =y 1.

Para isso ocorrer sempre, basta queg(n)eh(n)sejam linearmente independentes (ou seja,
Agn +Bh ,, = 0, para todon€N, implica queA=B= 0). Assimy(n) =Ag(n) +Bh(n)é
uma solucao da EDLH de segunda ordem,ay 12 +by 11 +cy,, = 0, com condigoes iniciaisy ( e
Y1

Agora, suponha que”y(n)seja uma solugao qualquer da EDLH de segunda ordem,ay ,12 +
byn+1 +cy , = 0, com condigbes iniciaisy ¢ ey 1. Assim, de acordo com a propriedade (P1)
anterior,Y(n) = “y(n)—y(n)é uma solugao da EDLH de segunda ordem,aY ,,1o+bY,, 1 1+cY,, =0,
com condigoes iniciaisY o = 0eY ; = 0. Dessa forma, pela propriedade P2,Y(n) = 0, para todo
namero naturaln. Portanto, y(n) =y(n) =Ag(n) +Bh(n), ou seja, a solu¢ao geral da EDLH

de segunda ordem com condigoes iniciaisy(0) =y ¢ ey(1) =y 1 sera aquela dada na Eq. 2.20.

Observacao: Encontraremos a solucao geral de uma EDHL de ordem 2 em trés casos diferentes,
de acordo com a natureza da raiz do polindémio caracteristico. Para os trés casos abaixo iremos

considerar o polinémio caracteristicoP(\) =aX 2 +bA\+c.

LICENCIATURA EM MATEMATICA



8 EQUAGOES DE DIFERENGAS

2.2.1 CASO DE RAIZES REAIS DISTINTAS

Nesse caso,A=b 2 —4ac >0. Assim,\ | = _b+\r eX o = —b;a\/Z'

1
Suponha queg(n) = (A 1)" eh(n) = (A 2)", entaog( Jeh(n)sao duas solugoes linearmente
independentes. De fato, seAg(n) +Bh(n) =A(A 1)" +B(\ )" = 0, para todon€N, entao,
paran= 0,A+B= 0, ou seja,A=—DB. Paran= 1,—B(\ 1) FB(A2) =0=B(\ 2 —\;) =
0=B= 0, pois(A 5 —\)é diferente de0. Portanto,A=B= 0. Logo a solugao geral neste

caso é dada por:
y(n) =AM\ 1)" +B(\ 2)", (2.22)

e as constantesAe Bsao determinadas de modo tinico por meio da solugao do seguinte sistema

linear:

{ ATB=y o, (2.23)

A(M) +B(A 2) =y 1,

onde A= y}\ Aiyo eB=y o— (%) Logo, a solugao geral é dada por:

) = BRIy - (BRI o 200
Exemplo 3.Vamos resolver a equagaoy 12 —4y, =0, comy g = 0ey 1 =—2.
Note quea= 1,b= 0,c=—4,\ 1 = 2, e\ o =—2. Utilizando a Eq. 2.24, obtemos a
seguinte solugao:y(n) =— 12" + 1(-2)™

2.2.2 CASO DE RAIZES REAIS DUPLAS

Nesse caso, temosA=b 2 —4ac= 0. E assimA=\ 1 =Ag = ;—f

senao terfamosc= Oe assim a equacao nao se trataria de uma EDLH de ordem 2. A partir da

Suponha que ;—;’ # 0,

solucdo que ja conhecemosg(n) =\ ™, vamos obter uma nova solugao e verificar que as duas
sao linearmente independentes.

Utilizando a técnica conhecida como variacao do parametro, tentaremos uma solucao do
tipoh(n) =K(n)A ", ondeKdeixa de ser uma constante e passa a ser uma func¢do den.
A funcao mais simples que podemos considerar éK(n) =n. Dessa forma, vamos supor que

h(n) =nA™ e provaremos queh(n)é solu¢ao da EDLH de ordem 2. Note que

a.(n+2)A "2 +b.(n+ DA " +end ™ =nlaX "2 HDA T+ ) + 2aA" T2 AT =
=n-04+X "1 (2aA+b) =X "' (2a (52) +b) =A " (—=b+b) = 0.

Portantoh(n)é solugao.

Agora, mostraremos queg(n)eh(n)sao linearmente independentes. Se
Ag(n) +Bh(n) =AX ™) +B(nA ") = 0,VneN,

entao, paran= 0, tem-se queA= 0; paran= 1, tem-se queA(\) +B(1-\) = 0. ComoA= 0,
entao BA= 0; logoB= 0, poisA# 0. Portanto,A=B= 0. Logo a solugao geral neste caso
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¢ dada por:
y(n) =AN) " +B(nA) " =X "(A+nDB),(2.25)

e as constantes Ae Bsao determinadas de modo tnico por meio da solugao do seguinte sistema

{( A=y o, (2.26)

linear:

A+B))\:y 1

ondeA=y  eB= w Logo a solucao geral é dada por:

y(n) =X"" [ Ayo(1—n) +ny 1]. (2.27)
Exemplo 4.Vamos resolver a equagaoy 42 + 4yn+1 + 4y, =0, comy o = Oey ; =—2.
Note quea= 1,b= 4,c= 4, e\ 1 =A o =—2. Utilizando a Eq. 2.27, obtemos a seguinte

n

solugao:y(n) =n(—2)

2.2.3 CASO DE RAIZES COMPLEXAS

Nesse caso, temosA=b 2 —4ac <0. ComoA<0, entao(ac)>0. Assim as raizes sao

_ =bt+iv—-A _ —=b—iv/—A
)\1 = —;a e)\ 2 = —;a .

Observagao 1:Sez=x+iy, entdo|z|= Va2 4y 2. Assim, A=A 1|=|A o|= c/a.

Lembre-se de que a forma trigonométrica de um nimero complexozé dada por:

z=|z|(cos(6) +isen(h)), (2.28)

ondecos(f) = o esen(f) = - Assim, sew=r—iy, entdo|w|=|zlew=x+i(—y) =

|z|(cos(P) +isen(P)), ondecos(P) = o esen(P) = R Portanto,cos(®) = cos(f)esen(P) =
—sen(#). Logo,w=x+i(—y) =|z|(cos(d)—isen(0)).

Observagao 2:Pela formula de De Moivre, tem-se quez ™ =|z| ™ [cos(n-0) +isen(n-0)]e

w" =|w| "™ [cos(n-0)—isen(n-0)].

A partir das solugoes complexas

g(n) = (A1)" =|A| " [cos(n-0) +isen(n-0)],(2.29)

h(n) = (A2)" =|A| ™ [cos(n-0)—isen(n-0)],(2.30)

iremos encontrar duas solugoes reais, linearmente independentes, da Equacao de Diferencas
Linear Homogénea (EDLH) de segunda ordem. Primeiramente, observe que seg(n)eh(n)sao
solugoes da EDLH, entao:s(n) =g(n)—h(n)ec(n) =g(n) +h(n)também sao solugoes. Com
efeito,

s(n) =\ =A5 =|\| " [cos(n-0) +isen(n-0)|—|A| ™ [cos(n-0)—isen(n-0)] =

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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= 2i|\|" sen(n-0);
c(n) =AT +X5 =[A| " [cos(n-0) +isen(n-0)] +[A] " [cos(n-0)—isen(n-0)] =

= 2|\|"™ cos(n-0).
Agora observe queas 19 +bs 11 +cs, = 0=
2ia|\|" T2 sen ((n+ 2)0) + 2ib|A| "™ sen ((n+ 1)) + 2ic|\| " sen (n-0) = 0
=2i.[a|A] " sen ((n+ 2)0) +b|A| " sen ((n+ 1)6) +c|\| "sen (n-0)] =0
=al\| " sen ((n+ 2)0) +b|A| " sen ((n+ 1)0) +c|A| "sen (n-0) = 0.
Isso significa que|A| ™ sen (n-0)é uma solugao real da EDLH de ordem 2. De forma anéloga
tem-se que|\| ™ cos (n-f)também é uma solugao real.
Agora vamos mostrar que|A| " sen (n-0)e|\| ™ cos (n-0)sao linearmente independentes. De

fato, seA|\| "sen (n-0) +B|\| " cos(n-0) = 0, para todon€N, entao, considerandon= 0e
n= 1,B= 0eA|A|sen (f) = 0. LogoA= 0, porque|A|sen (6) = V_A £ (). Neste caso, a

2a

solugao geral é dada por:
y(n) =AJ\| "sen (nd) +B|A| " cos (nh).(2.31)

E as constantesAeBsao determinadas de modo tinico por meio do sistemas:

B:
vo (2.32)
A|Msen (0) +B|A|cos (0) =y 1,

onded= ZL\0VeT7) (yo % COS(G)>

%sen(@) eB:y 0
Ultilizando o fato de quecos(§) = ny esen(f) = 5, ondex= = y= ‘/2’? eN= +/c/a,
cos(f) = (32). (%) esen(f) = (—“““22’}’2) : (\/75)

Dessa forma, substituindocos(#)esen(f)emAtemos:

A= 2ay1tbyo
Vdac—b2 "’

Logo a solucao geral é dada por:

y(n) = % <%)nsen(n9) +yo (%)ncos(ne).@.%)

Exemplo 5.Vamos resolver a equagaoy 12 —2Y n+1 + 2y, = 0, com condigoes iniciais
Yo = Oey 1 = 1. Note quea= 1,b=—2,c= 2,\ 1 = 1+ied o = 1—i. Utilizando a
Eq. 2.33, obtemos a solugaoy(n) = (ﬁ)nsen(nﬂ). Além disso, considerando-seA= 1 +i,
observe quecos(d) = 1/ v/2 = v/2/2esen(d) = 1/ /2 = \/2/2. Portanto, o angulofpertence
ao primeiro quadrante, pois seno e cosseno sao positivos. Nesse caso,f= arccos V2 /2 =m/4,
poissen(r/4) = cos(m/4) = /2/2. Assim a soluciofinal ¢ dada por:y(n) = (\/§)n sen(nf).
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2.3 EQUACAO DE DIFERENCAS NAO LINEAR

Nesta se¢ao, vamos abordar alguns conceitos fundamentais para a anélise de equagoes de

primeira ordem e nao lineares, i.e. equacoes da forma

f(y n—&—layn;n) - 07 nzn 0 >O, (234)

onde fé uma funcao nao linear nas incognitasy 11 €y ,.
A variedade de formas que uma equacao de diferengas nao linear pode ter é enorme e nao

existem formas fechadas para a solucao da grande maioria delas.

Exemplo 6.A equagao logistica nao linear de primeira ordem,y ,41 =1y, (1— y?"), apre-

sentada no Capitulo 1, nao tem uma forma fechada.

Exemplo 7.A equagao de diferencas nao linear dada pory ,.1 =y 2, n>0, com condigao
inicialy ¢ €R, tem solugao geral dada pory(n) =y (()Qn). Com efeito, note quey | =y 2,
Yo =y 1 = (y2)*> =y & Supondo quey , =y é2n), para todo nimero naturaln,1<n < m, entao

ym =y 2 = (12772 =y (()Q'QW_U) —y ") Portanto, por indugiofinita,y(n) =y %", para

todoneNN.

Exemplo 8.A equagao de Beverton-Holt | 4], dada por

Kz,
Tn — ;
1 Ty + (K—z ,)r!

n>0, (2.35)

ondeKersao constantes positivas, possui uma forma fechada. Primeiramente, note que

Kxo Kxq :
zo+(K—xo)r—1" 1+ (K—z1)r—1” ou seja,

- KQJI(] To + (K—l’ O)T_l ) . KIO
27 g+ (K—z o)r—1 K(xo+ (K—x o)r2)) a9+ (K—x o)r 2

Usando inducaofinita,fica facil mostrar que a equacao de Beverton-Holt tem solucao dada

T, = Dessa forma,z o =

por
KZL‘O
= >0. 2.36
z(n) ot (K—z o)r ™ n= (2.36)
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3. DISCRETIZACAO DE EQUACOES DIFE-
RENCIAIS ORDINARIAS

O objetivo desse capitulo é discretizar modelos matematicos continuos, transformando equa-
¢oes diferenciais ordinérias em equacoes de diferencas para aplicid-las em diversas areas. Nao
iremos nos preocupar com a dedugao dos modelos utilizados aqui, mas, sim, com as Equacoes

Diferenciais Ordinarias (EDO) que os descrevem.

3.1 MODELO DISCRETO LINEAR DE ORDEM 1 (MODELO
DE MALTHUS)

O modelo de Malthus (veja a referéncia [3]) ¢ um dos modelos mais conhecidos para modelar
crescimento populacional. Esse modelo pressupoe que a taxa de crescimento de uma populacao
em um determinado instante é proporcional & populacao total naquele instante. Além disso,
o crescimento da populacao esta sujeito as taxas de natalidade e mortalidade, sendo descrito

matematicamente por:
dz(t)
dt

ondez(t)representa a populagdo era taxa de crescimento ou declinio, ser >0our <0,

=rz(t), (3.1)

respectivamente.

Para obter a solugao da EDO (Eq. 3.1), vamos utilizar o método de separagao de variaveis

e depois integrar a equacao. Dessa forma, dfigf) =rz(t)<— dzg) ﬁ =r. Assim,
1 dx(t)
— dt= | rdt<=In(|z(t)|) =rt+C.
[ s | (fr(t))
Considerandoz(t)>0, obtemosz(t) =e  "™.e¢ =Ke ", ondeké uma constante positiva.

Considerando a condigao inicialz(0) =z ¢ >0, obtemos a seguinte solugao:
z(t) =x e’ (3.2)

Para obtermos uma equacao de diferencas, através do modelo de Malthus, usaremosAxe

Atpara indicar a variacao do valor dewet, visto que a equagao discreta obtida a partir das

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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variacoes dexeté equivalente ao modelo continuo de Malthus. Desse modo,

Az x(t+At)—x(t)
At At

~rx(t), (3.3)

ou seja,x(t+At) =x(t) +rz(t)At. TomandoAt= 1,a= 1 +rex(t) =z ¢ Nla eXpressao

anterior, obtemos a relagao de recursao que descreve o modelo de Malthus discreto:
Tpy1l =Q 4. (3.4)

A Eq. 3.4 é uma equacao de diferengas linear homogénea de ordem 1 e a sua solugao é dada
pela Eq. 2.5, que foi apresentada no Capitulo 2. Como estamos considerando t > 0, obtemos

a seguinte solugao para a equacao discreta de Malthus:

z(t) =a 'xp. (3.5)

3.1.1 APLICAGAO

A seguir apresentamos uma aplicagao envolvendo a equagao de diferencas (Eq. 3.4) obtida

através do modelo de Malthus.

Um banco corrige a divida do cartao de crédito de seus clientes com a taxa del5%ao
més. Um cliente ndo pagou a fatura de um dado més, em 2018, no valor deR$500,00. Po-
rém, esse cliente resolveu pagar o valor devido apds exatamente trés anos do inicio da divida.
Considerando-se a taxa do banco, e sem considerar possiveis negociagoes entre o cliente e o

banco, qual o valor que o cliente tera que pagar para acabar com a divida?

Para resolver o problema anterior, note que a férmula de juros compostos é equivalente a
Eq. 3.5, considerando-sea= (1 +7), onder= 15%¢ a taxa de juros do banco,z(t)é o valor
da divida no mést,x o = 500. Assim,x(t) = (1 +r) ‘zo.

Como a divida foi paga depois de 3 anos (ou seja, 36 meses), devemos calcular o valor de
2(36). Dessa formaz(36) = (1 +0,15) 3¢-500~76576. Ou seja, uma divida que nao era muito
alta (quinhentos reais) tornou-se exorbitante, simplesmente pelo fato de ser corrigida a juros
composto, no valor deR$76.576,00(setenta e seis mil quinhentos e setenta e seis reais), depois

de trés anos. Esse exemplo mostra o poder do juros composto.

3.2 MODELO DISCRETO LINEAR DE ORDEM 2

Inicialmente, vamos apresentar o sistema massa-mola simples [6], que é constituido por um
corpo de massamacoplado a uma mola com fator restauradors(constante de deformagao),
enquanto a outra extremidade esté ligada a um pontofixo conforme mostrado na Figura( 3.1).
Se tal sistema encontra-se em equilibrio, a posi¢ao da massa ¢ denotada por(z= 0)e, toda vez
que a massa é deslocada em relagao a esse ponto, surge uma forca restauradoraF'=—kz, que

tenta trazé-la de volta a situacao inicial. As posicoes—X j; eX ), representam, respectivamente,
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a mola comprimida e a mola estendida. Quando o bloco de massamé deslocado em relagao a

posicao inicial e solto em seguida, o sistema passa a oscilar em torno da posicao de equilibrio.

A segunda lei de Newton pode ser usada para analisar esse sistema:

d 2 d 2 -
F=ma=—rx<=m d—j; =—RKE<E=> d_:; = Eﬁx.(i’)ﬁ)
Na equagao anterior (Eq. 3.6), suponha quea= . >(0. Dessa forma, obtemos a seguinte
m
solucao

z(t) =c 16V ¢ pe Vo, (3.7)

Sea= . <0, entao a solucao da Eq. 3.6 é dada por
m

x(t) =c 1 cos(v/—at) +c 9 sen(v/—at). (3.8)

Para discretizar a equacao diferencial que modela o sistema massa-mola simples, usaremos

o desenvolvimento de Taylor. Vamos supor que a funcaox(t)tem derivadas até a ordem4.

Assim,
z(t+At) =x(t) +Atz '(t) + (Azf)Qx"(t) + (Ag—?gac”’(t) +E1,(3.9)
r(t—At) =z(t) Atz '(t) + %m”(t}— <A3—t!)3x”’(t) +FE5,(3.10)

ondeE | =C | (At)! eE 5 =C 5(At)*,C | eC 5 sdo constantes. Dessa forma, somandox(t+At)
ex(t—At), obtemos a seguinte aproximagao de ordem 2:
r(t—At)—2x(t) +x(t+At)

2" (t)~ A (3.11)

Portanto, a forma discretizada da Eq. 3.6 é dada por
X1 —2X ¢ +X 111 =a(At) 2X, (3.12)

ondeX ;1 ~z(t—At),X ~x(t)eX 11 ~x(t+At). Assim, chegamos a seguinte equagao de

X o X

Figura 3.1: Sistema massa-mola
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diferengas linear homogénea de ordem 2 obtida por meio do sistema massa-mola:
X1 —[2+a(At) )X, +X 141 = 0. (3.13)

Agora vamos utilizar a aproximacao para a derivada segunda de uma fungao, dada pela Eq.
3.11, para obter a forma discreta da equagao de Poisson unidimensional (veja, por exemplo, a
referéncia [3|):

—u"(x) =f(x), x€[a, b], (3.14)

com condigbes de contorno dadas poru(a) =u o eu(b) =u y, ondeu g eu y s@o valores
conhecidos, NEN,N >1efé uma funcao dada.
Primeiramente, vamos considerar N+ lpontos igualmente espagados no intervalo|a, b],
x; =x o +th,0<i<N, ondeh= ”‘Ta,x o =aexr n =b. Agora, usando a notacao:
w1 ~u(x o+ (i—1)h)u ; ~u(x ¢ +ih)ew ;41 ~u(z o + (i+ 1)h), obtemos a seguinte
aproximacao para a equacao de Poisson, em um pontor=x ;,
Ui—p —2U U 41

- = =flr )= —u i1 +2u; —ui =h > f(x;),1<i<N—-1.(3.15)

Levando em consideracao as condigoes de contornou ¢ eu y, o sistema de equacgoes lineares
contendoN—1lincognitas,u 1, U2, -, u N_1, pode ser resolvido pelo Método de Jacobi (veja
[1]), que tem matriz de iteracao tridiagonal,C, de ordemn=N—1. Tal matriz tem elementos
nulos na diagonal principal(c ; = 0), elementos iguais a % tanto na diagonal inferior quanto na
diagonal superior, ou seja,(c ;-1 = % =c ;;+1)¢ elementos iguais a zero nas demais posigoes.
Na Subsecao 3.2.2, mostraremos que todos os autovalores da matriz de iteracaoCtém modulo

menor do que 1. Portanto, o Método de Jacobi sera convergente.

3.2.1 APLICAGCAO 1

Na equagao associada ao sistema massa-mola (Eq. 3.6), considere as seguintes condigoes
iniciaisz(0) =z(t o) =2(0) = 0ez ’(0) = 1. Além disso, suponha quea=—0.25. Dessa forma,
a solugao desse problema de valor inicial é dada porz(t) = 2sen( £).
Considere a equacgao de diferengas de ordem 2 (Eq. 3.13), com condigoes iniciaisX ¢ = Oe
X1 =At. De acordo com as informagoes que estao na Subsegao 2.2.3 da Segao 2.2 do Capitulo

2, obtemos a seguinte solucao

Aty/16—(At) 2
sen(nf) , n€N, ondesen(f) = 6-(A1) :

X =8 oz e S

No problema de valor inicial (PVI) de segunda ordem, vamos supor que a variavel realt
pertenga ao intervalo/= [0,7]. Considerandompontos igualmente espagados no intervalo

LAt= % Dessa forma, podemos aproximar a solugao analitica do PVI, que é dada por

z(t) = 2sen(3), utilizando a forma discretaX(m) = 8 %. Lembre-se de que X (m)~
Jf(t() —i—mAt)
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Como exemplo, sejaT= 2.5em= 1000. Assim,At= 0.0025ex(2.5) = 1.897969239sera
aproximado porX ,, =X(1000) = 1.8979696607. Note que|X ,, —2(2.5)|~0.42x10 ~°.

3.2.2 APLICAGAO 2

Considere a matriz de iteracao,C, associada ao Método de Jacobi aplicado ao sistema de
equagoes lineares (Eq. 3.15) correspondente a discretizagao da equacao de Poisson. Vimos que
a matrizCé tridiagonal ec 4 = O,C ii—1 = % =C j,i+1-

Vamos mostrar que todos os autovalores da matrizCtém moédulo menor do que 1. Lembre-
se de quefé um autovalor deCse, e somente se,p(/5) = det(C—pI) = 0, ondelé a matriz
identidade de ordemnepé o polinémio caracteristico da matrizC. Como a matrizCé simétrica
e possui elementos que sao nimeros reais, entao todos os seus autovalores sao niimeros reais. De
fato, suponha quefseja um autovalor deCcom autovetor nao nulov= (v 1, V2, v )" (vetor
coluna), que possui coordenadas pertencentes ao conjunto dos nimeros complexos. Assim,
Cv=pv. Considerando o conjugado complexo de cada coordenada do autovetorv, obtemos o

vetor v. Note que tv=[v 1|*+|va]*+- - +|v »|* >0e v ‘Cvé um ntmero complexo. ComoCé

. , . ~ - tet— tor- ol . — N
simétrica, entaof= ffw” = ”%} V= ”,gv”. Dessa forma, f=4, poisv ‘C v=31", > ", v:Cyvy;
logo v!C v=3""" | >°7 9iCjjv; = "tCv. Portanto,3¢ um ntimero real.

Podemos obter uma féormula de recorréncia associada ao calculo dos autovalores da matriz
tridiagonalCde ordemn, n>2. Para isso, usamos o desenvolvimento de Laplace, pela primeira
linha, aplicado ao célculo do determinanteD ,, = det(C'—/1). Dessa forma, obtemos a féormula

de recorréncia de segunda ordem dada por:
D, +8D ,,_1+0.25D, 5 =0, (3.16)

com condigoes iniciaisD o = leD | =—p.

Observagao:Supondo queD , =AX " , ondeA# 0, obtemos o polindémio caracteristico de

grau 2 associado a equacaoD ,, +8D ,_ 1 + 0,25D,,_5 = 0. As raizes desse polindmio sao dadas

SBHVERL /B
— 2 AT

por:A | = 5

Suponha que|3|>1. Dessa forma,\ | e\ 5 s@o raizes reais distintas. Portanto, de acordo
com o que vimos na Sec¢ao 2.2 do Capitulo 2, a solucao da equagao de diferencasD , +5D ,,_1 +

0,25D ,,_5 = 0, com condic¢oes iniciaisD o = 1,D ; =—p3, é dada por

D, —A <—v52—21—5> 4B (WBQ;_B ) (3.17)

1 1
ondeA= 5 (1 52—1) eB 5 (1 + 52_1).

Observacgao:Se3>1, entao \/% >1. Dessa forma, a solugao da equacgao de diferencas de
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ordem 2 pode ser reescrita como segue:

( 1)n /6 n+1 5 n+1
D, — ( 2—1) 7 1) oL (3.18
2n+l b ( 32 —1 T ) ( /ﬁ2 1 ) ( )
Portanto,D ,, # 0, se3>1, porque L + 1> L —1>0.
NEE -1
= .. . ~ B ~ ~
Observagao:Seff<—1, entaol + T <0. Dessa forma, a solucao da equagao de

diferengas de ordem 2 pode ser reescrita como segue:

1 5 n+1 /8 n+1
Dy =5 ( 32 _1> <1— ﬁ) - (—1— W) (3.19)

s

Por outro lado, de acordo com o que vimos na Subsecao 2.2.2, se|5|= 1, entao as raizes\

Portanto,D ,, >0, sef<—1, porquel— b

e\ o sao iguais e, portanto, a solucao da equacao de diferengasD ,, +aD , 1 + 0,25D, 5 = 0,

com condigoes iniciaisD ¢ = 1,D ; =—f, é dada por
-A\" -8\" -8\"
( 5 ) Tl (n+1) 5 (3.20)
Dessa forma,D ,, # 0.

De acordo com as informagoes anteriores, o determinanteD ,, s6 vai dar zero se considerarmos
|B]<1. Assim, os valores absolutos dos autovalores da matrizCsao menores do que 1, onde
Cé a matriz de iteragdo do Método de Jacobi aplicado ao sistema de equagdes lineares (Eq.

3.15) correspondente a discretizagao da equagao de Poisson.

3.3 EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA NAO LINEAR

O texto apresentado a seguir foi baseado no artigo de Assis et al. [2]. Vamos falar um pouco
do Modelo de Vershult (veja, por exemplo, [3]) ¢ do modelo de Beverton-Holt [4].

O modelo de Vershust foi proposto pelo socidlogo Pierre Francois Verhulst. Ao contrario do
modelo de Malthus, esse modelo prevé limitacoes quanto ao crescimento de uma determinada
populacdo. A medida que o tempo cresce, a populacido tende a um valor limite, que esté
condicionado a abundéancia de recursos para manutencao e sobrevivéncia dessa populacao. Para
deduzirmos o modelo de Verhulst, podemos, incialmente, considerar uma taxa de variagao da
populacao semelhante a do modelo de Malthus e adicionar um termo de mortalidade. Esse termo
representara um processo de saturacao do meio, isto é, a possibilidade de escassez de recursos
naturais, indicando que, a medida que a populagao aumenta, as dificuldades dos individuos da

populacao para encontrar recursos para sobreviver também tendem a aumentar. Considerando

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



DISCRETIZAGAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 19

tais hipoteses bioldgicas, o modelo de Verhulst é dado pela equagao

d 2(t t
d—f —ax(t)— ‘”K( ) ot (1— %) [(3.21)
onde o termo matematico # representa a mortalidade dos individuos da populacao devido a

saturagao do meio,z(t)a populagdo,aé a taxa de crescimento populacional e Krepresenta a
capacidade de suporte ou nivel de saturagao, ou seja, trata-se do nimero maximo de individuos
mantidos pelos recursos naturais disponiveis.

Observe que a Eq. 3.21 pode ser resolvida por separagao de variaveis e observando que

ﬁ = % + Kix. Supondo queK > z, obtemos a seguinte solugao para o modelo continuo
de Verhulst: e
x
x(t) = 0 (3.22)

20+ (K—z o)e—ot’
ondex (¢ é o tamanho da populacao no tempot o = 0.

Através do modelo continuo de Verhulst, chegaremos a uma equacao de diferencas, que
conhecemos como modelo de Beverton-Holt. A dindmica do crescimento populacional no mo-
delo de Beverton-Holt difere da dinamica do modelo discreto de Verhulst pois, no modelo
de Beverton-Holt a taxa de reproducao ocorre em tempo discreto e, no modelo discreto de
Verhulst, a reproducao ocorre continuamente no tempo quando o crescimento depende da den-
sidade, porém, com medigoes feitas em intervalos regularesAt. Dessa forma, tomando a Eq.
3.22, podemos obter a equacao de diferencas que mostra o tamanho da populacao em um dado
tempot, para o modelo continuo de Verhulst. Assim, a partir dex(t)e apés um intervaloAt,

o tamanho da populacao é dado por:

Ka(t)
l‘(to) + [K—I(t 0)]e—atoe—aAt'

A partir da equagao anterior (Eq. 3.23) e lembrando quet o = 0, obtemos a seguinte equagao

de diferencas:

Kl't
_ 3.24
CCt—‘,—l l‘t + [K—QL‘ t]e_aAt’ ( )
em queaeAtsao constantes.
Considerandoe ~*A! =r ~! obtemos a Equacao de Beverton-Holt (Eq. 2.35) dada na Secao

2.3 do Capitulo 2. De acordo com o que foi apresentado naquela se¢ao, a solugao da equacao
de diferencas do modelo de Beverton-Holt é dada por:
Kxo

£ = . >0, teN.(3.25
z(t) ro+ (K—z o)r=t" — (3:25)

Observagao: A equacao de diferencas (Eq. 3.24), considerandoe ~*A! =r ~!  também pode
. . Ty
ser escrita da seguinte forma:x ;41 = W
14—t
K

Aplicagoes dos modelos discretos de Malthus, de Verhulst e de Beverton-Holt podem ser
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encontradas no trabalho de Assis et al. [2]. De acordo com os autores daquele trabalho, foram
realizados ajustes de modelos discretos unidimensionais lineares e nao lineares utilizando dados
da dindmica de contagio e mortalidade do coronavirus COVID-19 na Italia e no Brasil. Os
modelos discretos foram ajustados por meio do método dos quadrados minimos e calculando-se

o coeficiente de determinacao para avaliar a qualidade dos ajustes em cada um dos modelos.
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4. CONCLUSOES

Este trabalho teve como objetivo base a apresentagao de um estudo introdutério sobre a
teoria de equacgoes de diferencas.

O segundo ponto especial deste trabalho foi o estudo relacionado & discretizagao de uma
equacao diferencial e sua conexao com as equacoes de diferencas. Percebemos que cada equacao
diferencial ordinaria possui uma respectiva equacao de diferencas. Isso foi mostrado a partir
do terceiro capitulo desse trabalho, onde foram apresentados varios exemplos de aplicacao em
diferentes areas, tais como: Biologia, Economia, Fisica e Matematica.

Toda a teoria que foi desenvolvida neste trabalho teve como base os livros, o artigo e as
notas de aula que estao listados nas referéncias bibliograficas.

Um dos pontos desafiadores de escrever este trabalho esta relacionado ao esforco que tivemos
ao consultar diferentes referéncias bibliograficas para conseguir abordar todos os temas presentes
na monografia. Porém, acreditamos que o esforco foi recompensador, porque acreditamos que
esse trabalho pode ser o ponto inicial para quem quer ensinar ou aprender os conceitos bésicos
de equagoes de diferencas.

Obviamente nao se cobriram todos os topicos dessa teoria, os quais poderao ser estudados
em um trabalho futuro.

Diante de tudo que foi mostrado e dos objetivos gerais propostos, acreditamos ter concluido

com éxito este trabalho.
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