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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos trés teoremas para motivar e auxiliar o aprendizado de polindbmios
na Educacao Basica. O primeiro teorema apresenta um intervalo onde estao contidas as raizes
de um polinomio. Outro teorema apresenta uma desigualdade que relaciona as areas do trian-
gulo tangencial e do retangulo tangencial com a area sobre a curva do polinémio. E por tltimo,
mostramos um teorema em que dados quatro polinémios que possuam 0 como uma de suas
rafzes, teremos 24 possiveis configuracoes dos graficos dos mesmos para x proximo da origem,
mas duas dessas permutacoes sao impossiveis de se obter. O nosso proposito dessa dissertacao
é que esses resultados possam servir como aporte para auxiliar no ensino de polinémios na
educacao bésica.

Palavras-Chave: Polinémios, Desigualdade das Médias, Raizes de um Polinémio, Grafico de
um polinémio.
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Abstract

In this dissertation we present three theorems to motivate and help the learning of polynomials
in Basic Education. The first theorem presents an interval where they are contained as roots of
a polynomial. Another theorem presents an inequality that relates the areas of the tangential
triangle and the tangential rectangle to the area under the curve of the polynomial. And by,
we show a theorem that given four polynomials that have 0 as one of their roots, we have
24 possible configurations of their graphs for x near the origin, but two such permutations
are impossible to obtain. Our purpose of this dissertation is that these results served as a
contribution to help in the teaching of polynomials in basic education.

Palavras-Chave: Polynomials, Inequality of Means, Roots of a Polynomial, Graph of a Poly-
nomial.
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Introducao

A algebra tem como principal meta estudar a manipulacao formal de equacgoes, operagoes
matematicas, polinémios e estruturas algébricas. Um topico importante dessa teoria é o estudo
dos polindémios, envolvendo equacoes polinomiais e funcoes polinomiais. Comecamos a estudar
algebra no ensino fundamental, na busca de raizes para um polinémio do primeiro e segundo
grau. No ensino médio, essa teoria passa a ser vista com nimeros complexos e com um grau
maior do que dois.

De acordo com os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) esse assunto deve constar na
parte flexivel do curriculo. De acordo com Dierings [3] esta flexibilidade nos chama a atencgao e
sugere que o aprofundamento desse conteiido nao seja fundamental para esses niveis de ensino.
Entendemos que as escolas devem trabalhar com a preparacao dos estudantes apresentando
condicoes minimas e embasamento para acompanhar qualquer curso de nivel superior no futuro.

Esta dissertacao trata, essencialmente, de alguns resultados sobre polinomios enquanto pos-
sibilidade para o Ensino Médio. Iniciaremos esta dissertacao com um capitulo dedicado as
definicoes e resultados preparatorios. No Capitulo 2 serd abordada parte da teoria envolvendo
as raizes de um polinémio real. Vale ressaltar que o problema de calcular raizes de uma equacao
sempre foi objeto de estudo da matematica ao longo dos séculos. No Capitulo 3 estudaremos
algumas aplicagoes envolvendo o calculo de &reas, com uma interessante desigualdade apresen-
tada por Paul Erdos e Tibor Gallai.

No Capitulo 4 a interseccao de polinémios é estudada. O objetivo deste capitulo é dar
exemplos de aplicacoes que poderao servir de aporte para uma futura aplicacao em sala de aula,
com alunos do ensino médio. Na Secao 4.1 apresentaremos as configuracdes de polinomios. Na
Secao 4.2 apresentaremos o teorema de Kontsevich, cujo resultado apresenta algumas restrigoes
para a posicao relativa dos graficos de quatro polinémios reais.

Conforme ja mencionamos, o foco central desta dissertacao é o estudo de alguns resultados
de polinomios. Um objetivo importante desta dissertacao é o preenchimento dos detalhes das
demonstragoes de alguns resultados. A maioria dos resultados expostos nesta dissertacao ja
eram conhecidos e alguns deles sdao considerados como triviais. Isso significa que raramente
suas demonstracoes aparecem e, quando aparecem, muitos detalhes sao omitidos. Procura-se
nesta dissertacao preencher esses detalhes e, além disso, contribuir com exemplos e aplicacoes
que poderao servir de aporte para uma futura aplicacao em sala de aula, com estudantes do
ensino médio.



Capitulo 1

Definicoes e resultados preparatorios

Para os nossos propositos, resultados da &algebra serao tteis para o estudo desta disser-
tacao. Devido a isso apresentaremos neste capitulo os conceitos de Médias, Relagoes de Girad,
polindmio complexo, produto interno, desigualdade de Cauchy e Teorema Fundamental da
Algebra. Utilizamos como referéncias os trabalhos [1], [5], [8] e [11].

1.1 Desigualdades das Médias

Uma ideia importante de aplicacdo matematica é o conceito de média, que ¢ um nimero
real que estd associado a um conjunto de dados e pode representar esse conjunto que esté sendo
analisado. Ha diversas médias na literatura e cabe a quem estiver analisando os dados definir
qual a média serd mais conveniente utilizar. Em geral, a média de uma lista de ntimeros é
um valor que pode substituir todos os elementos da lista sem alterar certa caracteristica da
lista. Nessa secao apresentamos os conceitos de média aritmética, geométrica e harmonica, e
desenvolvemos alguns exemplos e aplicacdes. Ainda nos debrucaremos sobre as desigualdades
das médias e alguns problemas de otimizacao.

Definigao 1 (Média Aritmética Simples). Dada uma lista den > 1 nimeros reais, x1, s, ..., Tp,
a média aritmética A € definida pela igualdade:

ry+x0o+ ...+ 12,

A= 1.1.1
£ (111)
Definigao 2 (Média Geométrica). Dada uma lista den > 1 nimeros reais positivos, Ty, Ta, ..., Ty,
a média geométrica G € definida pela igualdade:
G= /v x9-... Ty (1.1.2)
Definigao 3 (Média Harmonica Simples). Dada uma lista de n > 1 nimeros reais positivos,
T1,T9, ..., Ty, @ média harmonica H é definida pela igualdade:
n
H=—— - (1.1.3)
o
I ) Tn
Teorema 1 (Desigualdade das Meédias). Sejam x1, ..., x, nimeros reais positivos, entao
H <G <A,

ou seja, vale:
n x|y +axo+...+x,

i i T SV -T2 @, < " . (1.1.4)
— =t —
T T2 Iy,

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, T4 = ... = x,.



Demonstracao: Para essa demonstracao, iremos utilizar as notas de aula do professor Pedro
J. de Rezende [9] sobre provas por indugdo. Nessas notas, Rezende demonstra esse teorema
utilizando o principio da indugao reversa.

Para isso vamos dividir essa demonstragao em trés passos.

PASSO 1: Iremos demonstrar por inducao que o teorema é valido para n = 2F.

Primeiro vamos demonstrar que o teorema vale para n = 2:

Se 11 e Tp sdo nlimeros reais positivos, sabemos que /T e /T2 sao nimeros reais e que

(var = vaz)' > 0.

Dessa forma, segue que:

(Va1 = Vi)' =
(Var) = 2 (Van) (V) + (V) > 0
r1 — 24/x1m9 + 29 = 0
T+ Ty = 2¢/T129
T+ X9 >

B VI1T2

Logo, para dois nimeros reais positivos, temos que A > G.

Agora, iremos demonstrar que o teorema vale para 2"+ k > 1:

1 1 1

(1 @g ... Xop)? = (1 Ta- ... Tp)? - (Tpy1 - Tpyo - .. Top)2®
= \/(:vl-a;g-...-xn)%-(xn+1-xn+2-...-x2n)%.
Fazendo y; = (z1 - 29+ ... - xn)% e Yo = (Tpi1  Tpyg- ... xgn)% e empregando a base (n = 2),
temos:
o} < B2

Mas, aplicando agora a hipotese de inducao para n em y; o, temos:

LC1+.CL'2+...+$”+$n+1+;€n+2+...+l’2n
Y1+ Y2 n n
<
2 2

De onde podemos derivar o caso 2n, que é 281 pois:

a1 + 1+ 2o+ ...+ Ty +FTpo1 + Tpao+ ...+ Top
(371'952'---'$2n)22<y12y2< ! 2 2+1 2 n
n

PASSO 2: Por hip6tese assumimos que o teorema vale para n > 2. Mostraremos que o
teorema vale para n — 1, isto é, que:

11 1]1+I2+...+In_1
(.’L‘l'LUQ‘...'I‘n,l)"_ < .

n—1

Mas, sabemos por hipotese de indugao que, para qualquer z > 0:

1 T+ oot a1+ 2
(131'1’2'...‘&3”,1'2)71‘ < L 2+ L . (115)
n
Entao, em particular, podemos escolher z como:
a0t 4 x,
p= LT Tnl (1.1.6)

n—1

4



Substituindo a expressao (1.1.6) no lado direito da inequagao (1.1.5) temos:

-1
(21 - 29 ~...'xn_1-z)% < (n=bz+2 = z. (1.1.7)
n

Elevando-se & poténcia n ambos os lados da inequagao (1.1.7) , temos:
(1 @o ... xpyg-2) < 2"

(ml-gvz-...-xn_l)ﬁ < 2.

Substituindo agora z pelo seu valor em 1.1.6, temos:

L T1+To+ ...+ Tp1
([El'ZEQ'...-[En_l)”* < .

n—1

Portanto, segue dos passos 1, 2 e 3 que G < A.

PASSO 3:Para demonstrar a segunda desigualdade do teorema, iremos aplicar a desigual-
dade A > @ para os nlimeros reais positivos -, - L.

1’171’27".’$n.

1 . 1 P 1
Ty Xy Tn n i i i
n T T2 xn’
donde segue que:
1 1 n
— =t
1 ) Ty \n/xl T2 Tn
n
{L/xl c X Ty 2 1 1 1
— =t
Ty T2 Tn
Portanto, temos G > H. [ |

1.1.1 Exemplos

No que segue, apresentamos algumas aplicacoes da desigualdade das médias, em situagoes
que foram organizadas da seguinte forma: problema envolvendo maximo e minimo de uma
funcao, problema envolvendo geometria espacial e problema envolvendo geometria plana.

Exemplo 1. Seja [ :[0,400) = R a fun¢ao dada por

241
Solucao: Analisemos os possiveis extremos de f. Temos
2241
Jx) = r+1
(412 -2
N r+1
2x
= 1) —
(z+1) r+1
2(x+1)—2
= 1) — (22~
(z+1) ( r+1 )
(x+1)—2+ :
= (z — )
r+1



Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para os termos (xr + 1) e

( 2 )
, temos:
r+1

(1) +— 5
R \/<x+1)(x+1)’

2
(z+1)+ > 2V2.
r+1

ocorrendo a iqualdade se, e somente se, xt +1 = T ou seja, > +2x —1=0. Como x >0,
x

a igualdade ocorre se, e somente se,

—2+4+4

Assim temos:

flx)=(z+1) -2+ >92v2 -2,

r+1

onde 2v/2 — 2 € atingido quando v = —1 + /2. Logo, 2v/2 — 2 ¢ o valor minimo de f.
Por fim, temos que para x > 0,

fley=oz—1+

>x—1,
r+1

e como x — 1 nao possui mdzrimo. Logo, f ndo possui mdzrimo.
Consideramos o seguinte problema:

Exemplo 2. Dado um cilindro circular reto, com volume total V', qual a menor drea possivel
desse cilindro? Que relacao deve existir entre o raio da base r do cilindro e sua altura h para
que o mesmo tenha a menor drea possivel?

- -

Solucdo: A drea total do cilindro é S = 2mrh + 27r? e o volume do cilindro é V = 7wrh.
Aplicando a desigualdade das médias A > G para os nimeros wrh, trh e 2mr?, temos:

h h + 2712
T +7r7;)) + 27r _ g > arh - wrh - 2mr? — {’/(m“Qh) . (7rr2h) - 2.

que implica
§> VV2.2r — S > 3VV2.2m

- . . 3
Portanto, a menor drea possivel € S = 3vV'V2- 21, que ocorre se, e somente se, mrh = 27r?, ou
seja, h = 2r. Portanto, o cilindro de volume constante com a menor drea possivel € o cilindro
equildtero.



Outro problema que discutimos é o seguinte:

Exemplo 3. Qual o perimetro mdximo de um retdngulo com diagonal d?

Solugao: Sejam a e b os lados do retdngulo, logo o perimetro 2p é dado por 2p = 2a + 2b.
Sabemos também que a® + b* = d*. Aplicando a desigualdade das médias A > G em a® e b2,
obtemos:

a’® + b?
2

>Va2-2=a-b— a®>+b* > 2ab.

Somando a® + b*> em ambos os lados da desigualdade a® + b* > 2ab e depois dividindo por 4,
obtemos:

2 2 2 2 2
CL—2|—b ><a—2|—b) _><a—2|—b> Sd__>a+b§i7

que tmplica

4-(“319) §4.%—>2a+2b§2d\/§—>2p§2d\/§.

Portanto, o maior perimetro possivel é 2p = 2d\/2, que ocorre quando a = b.

1.1.2 Produto Interno

Neste secao, apresentamos a nocao de produto interno em espacos vetoriais. Esta nocao,
como veremos, generaliza a no¢ao de produto escalar em R? e em R? e enriquece a estrutura de
um espago vetorial, usaremos essa definicao para apresentar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz

14].

Definigao 4 (Produto Interno). Seja V' um espago vetorial. Um produto interno em V é uma
funcgdo que a cada par de vetores u e v em V' associa um nimero real, denotado por (u,v), que
satisfaz as sequintes condigoes:

Para quaisquer vetores u, v e w de V' e qualquer numero real k,

PI 1 (v,v) >0;

PI 2 (v,v) =0 se, e somente se, v = 0;
PI 3 (u,v) = (v,u);

PI 4 (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

PI 5 (ku,v) = k(u,v).
Um espago vetorial com um produto interno é chamado de espagco com produto interno.



Exemplo 4. Sejam u = (x1,22,...,7,) € v = (Y1,Y2,- .., Yn) vetores em R™.
Definimos

(u,v) = x1Y1 + Toy2 + . . . + TpYn. (1.1.8)

Temos que

(u,u) = a7 + a5+ ...+ 22,

e que
(u,v) = x1y1 + Tay2 + ... + TpYn = Y121 + Y22 + . .. + Yz, = (v, u),

mostrando que as condigoes PI 1 e PI 8 da defini¢cao de produto interno sdo satisfeitas. A
condicao PI 2 também é satisfeita jd que
(u,u)y =2 + a5 +...+2°2 =0<=u=0.

Sew = (z1,22,...,2n), entao

(u+v,w) = (r1+y1)z1+ (X2 +y2)ze+ ...+ (Tn + Yn)2n
= (2121 + X220+ ...+ Tp2zn) + (Y121 + Y220 + - - . + Ynzn)
= (u,w)+ (v,w),

mostrando que a condicio PI 4 ¢ satisfeita. A condicao PI 5 também € satisfeita pois k € R,
entao

(ku,v) = (kz1)y + (kxo)ye + ...+ (kon)yn = k(2191 + 22yo + ...+ 2pyn) = k(u,v).

Assim, (1.1.8) define um produto interno em R™, chamado de produto interno usual de R"™ ou
produto escalar de R™, generalizando a nocao de produto escalar de R? e R3.

1.1.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz, também conhecida como a Desigualdade de Schwarz,
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz ou simplesmente Cauchy, é uma desigualdade muito util que
aparece em varios contextos diferentes, tais como em analise, aplicando-se a séries infinitas e
integracao de produtos, e, na teoria de probabilidade, aplicando-se as variancias e covariancias.

Essa desigualdade foi publicada por Augustin Cauchy (1821), matematico francés respon-
savel pela introducgao do rigor na analise matemaética e um dos fundadores da teoria de grupos
finitos. Em andlise infinitesimal, criou a nocao moderna de descontinuidade para as funcoes de
variavel real ou complexa. A prova do proximo teorema é baseada na referéncia [11].

Teorema 2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' espaco vetorial com produto interno e
norma |a| = (a,a), Ya € V.Entdo

{a,b)* < |al?|b]*,Va,b €V, (1.1.9)
com a igualdade sendo verificada se, e somente se, a e b sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Consideremos a seguinte funcao quadrética na variavel = € R:

g(z) = |va+b*
= 2°|al® + 2x{(a,b) + |b]*. (1.1.10)

Se a = 0, entdo a desigualdade (1.1.9) segue trivialmente. Portanto, assumimos a # 0. Se
b = Aa, entdo claramente (a,b)? = |a|?|b|?, 0 que prova a desigualdade (1.1.9).
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Finalmente, analisemos o caso em que a e b sao linearmente independentes. Desta forma,
temos que |ra + b|> > 0, para todo x. Logo, o discriminante de q(x) é negativo, ou seja,
{a,b)?—|al?|b|* < 0. Esta altima inequagao implica (a, b)? < |a|?|b|?, o que prova a desigualdade

(1.1.9).
Pelos argumentos acima, temos a igualdade em (1.1.9) se, e somente se, a e b a0 linearmente
dependentes, o que termina nossa prova. [ |

Exemplo 5. Determine o menor e o maior valor da expressao E(x,y,z) = 2x + 3y + 6z para
valores de x,vy, z satisfazendo a condicao 2% + y* + 22 = 1.

Note que a condicao imposta sobre z,y, 2 pode ser entendida geometricamente, sendo que
esse valores representam coordenadas de um ponto que esta situado sobre a esfera de centro
na origem e raio 1. Fazendo analogia com a forma geral da desigualdade de Cauchy, que ¢é da
forma:

(a1by + asha + ...+ apby)? < (e + a2 +... +a2) (BT +2+...+B2),
teremos:
(22 + 3y +62)* < (22 + 32+ 6%) (22 + 9% + 2%) < (49)(1)
e, por fim:

(22 + 3y + 62)” < 49

Podemos concluir que a expressao E tem —7 e 4+7 como valores minimo e maximo, res-
pectivamente. Contudo, podemos empregar a condicao de proporcionalidade para verificar
quais x,y e z determinam esses —7 e 7 como extremos. Como os membros da desigualdade
de Cauchy se tornam iguais mediante a existéncia de proporcionalidade entre seus termos,
conforme demonstrado anteriormente, temos:

x
2

ondeyzgez:i’)x.

3
Substituindo y = ?x e z = 3x em 2>+ y*> + 22 = 1 e resolvendo em funcao de z, obtemos

23 6y (236
o) )

Assim, temos sobre a esfera de equagao 2%+ y* + 22 = 1 a fungao E(z,y, z) = 2z + 3y + 62
admite como valor minimo —7 e como valor maximo 7 nos pontos acima.

as solucoes:

1.2 Polin6mios e suas relacgoes

Neste topico apresentamos a definicio de polinémio e o Teorema Fundamental da Algebra.
Esses conceitos sao usados na demonstragao das relagoes de Girard.

Defini¢ao 5 (Polinomios). Uma fun¢ao polinomial, ou simplesmente polinomio, é uma funcdo
p: K=K, onde K=R ou C, definida por:

p(ﬂf) = a9+ a1x + CLQ:L’Q + ... +tax" = Zaﬂfj,
7=0

n € N onde ag,ay,as,...,a, € K, sio denominados coeficientes de p(x), x € C é a varidvel e
ag, a1, a2, . .., ap,x" sdo chamados termos do polindémio p.



Exemplo 6.
(i) p(x) = 8x" + (5 + 2i)a® + ma? + x + i € um polinémio.
(i1) p(z) = a, a € C € chamado de polinémio constante.

(ii1) p(x) =0 é chamado de polinomio nulo.

Definigao 6. Considere p(x) = ag + a1x + axx® + . .. + a,x™ um polinémio complexo nao nulo,
com a, # 0. O grau de p(x) é definido como o maior expoente da varidvel dos termos com
coeficiente nao nulo:

gr [p(z)] = n.

O coeficiente a,, € chamado de coeficiente lider de p(x).
Por exemplo, no polinomio p(x) = 22° + 2% — x + 11, seu grau é 3 ¢ o coeficiente lider é 2.

1.2.1 Teorema Fundamental da Algebra

Apresentaremos o contexto historico do Teorema Fundamental da Algebra fundamentados
em Salvado [10]. Os estudos e discussoes sobre resultados envolvendo a existéncia e a natureza
de solucgoes de equacoes algébricas e raizes de polinomios complexos datam de muitos séculos
atras. Em 1608, em seu trabalho Arithmetica Philosophica, o mateméatico alemao Peter Rothe
afirma que toda equacao real de grau n tem no maximo n solugoes.

Em 1629, o matemaético franco-holandés Albert Girard (1595-1632) afirmou em seu livro
L’invention nouvelle en I’Algébre que uma equacgao algébrica de grau n possuia n raizes, porém
nao chegou a demonstrar tal afirmativa ou caracterizar estas raizes.

Em 1637, o matematico francés René Descartes (1596-1650) provou o resultado que limita
o niimero maximo de raizes de um polinémio, porém nao chegou a demonstrar a existéncia de
tais raizes.

A primeira demonstracio de destaque para o Teorema Fundamental da Algebra foi apresen-
tada em 1746 e se deve ao matematico francés Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783). Contudo,
esta demonstracao foi considerada falha, sendo melhorada e simplificada em 1806 e 1814 por
Jean Robert Argand (1768-1822). Esta ultima versao foi usada em varios livros no século XIX.
O problema da demonstracao de Argand é que esta utilizava o resultado da existéncia de um
minimo absoluto em func¢oes continuas sobre um conjunto limitado e fechado, o qual s6 foi
demonstrado em 1874 por Karl Weierstrass (1815-1897) apos a construgao dos nimeros reais
por Richard Dedekind (1831-1916) por volta de 1870.

Outros matematicos, como Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-
1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e James Wood (1760-1839) apresentaram demon-
stracoes para o Teorema Fundamental da Algebra, as quais apresentavam falhas ou estavam
incompletas.

Em sua tese de doutorado publicada em 1799, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
fez criticas as demonstracoes anteriores do teorema e apresentou a primeira das quatro demon-
stracoes que elaborou durante sua vida. Duas das demais demonstracoes foram apresentadas em
1816 e a ultima em 1849, em que trabalhou com polinémios de variavel e coeficientes complexos.

Atualmente, o Teorema Fundamental da Algebra é apresentado de forma simples como
corolario do Teorema de Liouville na Analise Complexa, o qual diz que toda funcao complexa
inteira e limitada é constante.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polindmio ndo constante admite, pelo
menos, uma raiz complexa.

Como vimos, se p(z) € C[z] de grau n > 1 admite pelo menos uma raiz, entdo possuira,
exatamente, n raizes. Logo, um enunciado equivalente ao Teorema 3 seria:
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Teorema 4 (Teorema Fundamental da Algebra - Outra versao). Todo polinomio p(x) de grau
n > 1 se escreve de maneira unica (a menos da ordem dos fatores) como:

p(z) = an(x — o)™ (x — )™ - ... - (x — o)™

onde ay,, € o coeficiente lider de p(x), os compleros ay, aa, . .., oy sGo raizes distintas e ny, ng, ..., Ng
sao suas respectivas multiplicidades, ou seja, ny +ngo + ...+ np = n.

No século XVIIT Albert Girard (1590-1633) apresentou uma importante relagdo entre os
coeficientes e as raizes de uma equagao polinomial, conhecida como Relacoes de Girard.

Proposigao 1 (Relagoes de Girard). Consideremos o polindmio p(x) = ap,x™ + a, 12" ' +
...+ ag sendo ay,...,a, € Rya, #0 en > 1. Com xq,...,x, sendo as raizes de p(x), temos
as sequintes relacoes:

Uy
T+ Tyt ot Ty F X, = —al, (1.2.1)
Uy
T1@y + 21T+t DT Do Ty = 2 (1.2.2)
Uy
T1ToT3 + T1ToTy + T1T3Ts + ToXaly + ... + Tpolp1Ly, = — . 3 (1.2.3)
' a
Ty Ty xy = (—1)"—. (1.2.4)
a/n

Demonstracao. Pelo Teorema 4 podemos reescrever o polinémio na forma fatorada. Entao
temos:

p(x) = an(z —x1)(x — 22) ... (T — Ty).

Aplicando a propriedade distributiva, reduzindo os termos semelhantes e ordenando o polinémio,
temos:

n

p(x) = ana” — 2" zn: v 2"y my = 2" Y wwgr o+ ()" ][ (1.25)
=1

i<j i<j<k i=1

Dividindo a expressao por a,, e igualando os coeficientes deste tltimo polinomio com o polinémio
considerado inicialmente, obteremos as relagoes do teorema. |

Apresentaremos a seguir um exemplo que faz uso das relagoes de Girard para polindémio de
29 ¢ 39 graus.

Exemplo 7. Consideremos o polinémio do 2° grau p(x) = ax® + bx + ¢, com a # 0, cujas
raizes sao r1 € ro. Logo pelas relacoes de Girard temos:

C
T1+ Ty = ——, 1Ty = —.
a a

Tomemos, agora, o polinémio de grau 3 p(x) = az® + bx? + cx +d com a # 0, cujas raizes sao
x1,x9 € x3. Logo pelas relagoes de Girard temos:

c d
T+ X2+ 23 = ——,X1T2 + 13 + Loy = —,T1Xoly = ——.
a a a
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Capitulo 2

Resultados sobre raizes de um polinémio
real

Desde o surgimento da algebra, os matematicos tem buscado estabelecer férmulas ou algorit-
mos para a obtencao das raizes de um polinémio real ou solugoes de equagoes algébricas. Varios
pensadores deram suas contribuicoes. Para o 1° grau, bastava isolar a variavel diretamente.
Mas, para os demais casos possiveis, varias ideias engenhosas foram criadas.

O problema de calcular as raizes de uma equacao sempre foi objeto de estudo da matematica
ao longo dos séculos. Ja era conhecida, na antiga Babilonia, a féormula para o calculo das
raizes exatas de uma equagao geral do segundo grau. No século XVI, matematicos italianos
descobriram férmulas para o calculo de solucoes exatas de equagoes polinomiais do terceiro e
do quarto grau. Essas formulas sao muito complicadas e por isso sao raramente usadas nos dias
de hoje. No século XVII, um matematico noruegués, Niels Abel (1802-1829), que apesar de sua
curta vida, contribuiu com vérios resultados notéveis e importantes para o desenvolvimento da
matematica, provou que nao existe uma foérmula geral para o calculo das raizes exatas de uma
equacao polinomial de grau maior ou igual a 5. Nesses casos, e mesmo em casos mais simples,
muitas vezes é necessario recorrer a métodos numéricos para calcular aproximacoes para as
raizes reais de uma dada equacgdo. A seguir, apresentaremos um teorema que determina um
intervalo onde estao contidas as raizes de um polindmio com coeficientes reais e que possui
todas as raizes reais.

A principal referéncia bibliografica utilizada neste capitulo foi de Aigner [1].

2.1 Intervalo das raizes de um polindmio

Teorema 5. Seja p(z) = 2+ ap_ 12" . 4 ag um polindmio com a; € R. Suponha que todas
as raizes de p(x) sao reais. Entdo, as raizes p(x) estao contidas no intervalo com os pontos de
extremidade.

ap—1 n—1 2n
— + a’_, — Aps. 2.1.1
n n \/ el o ( )
Demonstragao. Sejam y, 1, ..., y,_1 as raizes de p(x). Entao podemos escrever p(z) da seguinte

forma p(z) = (z—y)(z—y1) ... (x—y,—1). Pelas Relacoes de Girard (Proposigao 1), que compara
as raizes de p(z) com seus coeficientes, obtemos:

—Op 1 =Y+ Y1+ ...+ Y1 (2.1.2)
no=yYy1+ ...+ Yn_1) + Zyiyj. (2.1.3)
i<j
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Elevando ao quadrado a equagao de (2.1.2) e multiplicando por dois a equagao de (2.1.3)
obtemos.

(—an-1)’ = W+n+. Av0)’ = Ui+ AU 20+ Y1) 2 vy (21.4)
1<J

2(an—2) =2(y)(y1 + ... +yn-1) +2 Zyiyj' (2.1.5)

1<j

Subtraindo cada lado da igualdade em (2.1.5) com os de (2.1.4), obtemos:
n—1 n—1 n—1
= 2oa) = vt St 2 (So) #2520 2w
i=1 i=1 i<j i=1 i<j

n—1
a2 | —2a, 5 = Y+ Z 7.
i—1

Entao L
ap 22—y =Yy (2.1.6)
=1

Por outro lado, pela equacao (2.1.2) e desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 2) aplicada
a(yr, ..., yn1) e (1,...,1), obtemos:

—Op—1 = Y+yr+...+Yn-1
(a1 49)? = i+ +yn)’
(4,0, (Y, Ynr))?
< @ DP @ e P

n—1
(n—1)) v
i—1

Entao, com a inequacdo acima e (2.1.6) obtemos:

IN

(an1+y)? < (n—1)(a2_, — 2a,_2 — y*).
Manipulando diretamente a inequagao acima obtemos:
ny* + 2a, 1y +2(n — 1)a,_o — (n —2)a>_, <0,

e consequentemente:

20y, 2(n—1 n—2
y*+ "1y+( )%4— a? [ <0
n n
Assim, y (pois y € uma raiz arbitraria) fica entre as duas raizes da funcdo quadratica descrita
acima. As raizes desta equacao quadratica sao os nossos limites descritos em (2.1.1). |
Relacionado com a prova do Teorema 5, temos que dado um polinémio p(x) = z™ +

Ap_12" 1 4+ ...+ ag, com a; € R, podemos considerar o polinémio quadratico

2a,, 2(n—1 -2
q(z) = 22 + an Lo+ (nn )Cln_g—n a’_,.
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Podemos calcular as raizes de ¢(z) explicitamente usando a féormula de Bhaskara.

2 2., 1\> 2n —1 )
——Qp_1 £ \/< a4 1) —4-1- (Man_g _n afl_1>
n n n n

2-1 ’
2 4 2 5 2na,_o
_ﬁa"_li\/ﬁ (n—l) (an—l_ n—1
z = ,
2
2 2 2nQy,_o
——Qp1E—(n—-1 2 °
z = ,
2
Ap—1 n— 1\/ 9 2n
z = — —=x a;_q — Qp—2.
n n n—1

Exemplo 8. Seja p(x) = 2% + bz + ¢ um polinémio com b,c € R. Para n = 2 temos que o0s
extremos do intervalo sao as proprias raizes do polindémios.

b 21 [, 20

r = ——F —— — c,
27 2 21
SN —
x = 5 c (2.1.7)

Os wvalores de (2.1.7) correspondem as raizes do polindmio p(x).

Exemplo 9. As raizes do polinomio p(x) = 23 — Tz + 6 sdo -3, 1 e 2. Por outro lado, o
intervalo do Teorema 5, possui extremos

0 3-1 2.3 0 3-1 2.3 2 2
[———— 02— 22 (=7),—= + Z—— 02——(—7)]=[—§\/ﬁ,+§\/ﬁ.

3 3 3—1 3 3 3—1

2 2
Portanto, as raizes estao contidas no intervalo [— 5\/21’ +§\/21].

p(x) =x>=7x+6

A(3,05;0)
\/z 3 4 5 6
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Agora mostraremos que o Teorema 5 nao se aplica para um polindmio que possui alguma
raiz complexa.

Exemplo 10. As raizes do polinémio p(z) = x* + 32> + x + 3 sao —3,—i e i. O intervalo do

Teorema 5 é:
3 2/ 2.3 3 2 2-3
— = — —4/32 - —1 —— 4+ —4/32 - — .1
{ 3 2 ’ 3+3 2 ]

[—1—2\/6 : —1+§\/6}

w

E como —3 ndo percente ao intervalo e é uma raiz de p(x), entdo temos que o Teorema 5
nao se aplica para um polindmio que possui uma raiz complexa.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Nesse capitulo apresentaremos uma interessante desigualdade sobre areas, apresentada por
Paul Erdés e Tibor Gallai.

Paul Erdos foi um matematico extremamente prolifico que, com centenas de colaboradores,
trabalhou em problemas de analise combinatoria, teoria dos grafos e teoria dos niimeros.

Tibor Gallai (nascido em Tibor Griinwald, 15 de julho de 1912 - 2 de janeiro de 1992) foi
um matematico hiingaro . Ele trabalhou em combinatoria , especialmente em teoria dos grafos,
e foi amigo e colaborador de Paul Erdés . Ele foi aluno de Dénes Kénig e conselheiro de Lészlo
Lovész. Ele foi um membro correspondente da Academia de Ciéncias da Hungria (1991).

3.1 Calculo de Areas

Para nossa aplicagao partiremos de uma propriedade elementar bem conhecida de uma
parabola. Considere a parabola descrita por f(z) = 1 — 2% entre z = —1 e z = 1. Associamos
a f(z) o triangulo tangencial e o retangulo tangencial como na figura.

O tridangulo tangencial é o triangulo formado pelas retas tangentes a func¢ao f(z)

&
@

“1,0) (1,0

(0,0)
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Calculando a area sombreada temos:

A = [(Lw%w

)

O ponto de méximo de f(x) encontra-se no ponto (0,1), logo a altura do retangulo mede 1.
Entao a area do retangulo R é base - altura =2-1 = 2.

Para calcular a area do triangulo T precisamos encontrar as retas tangentes a funcgao f(z)
nos pontos (—1,0) e (1,0). Como f'(z) = —2x, temos que os coeficientes angulares dessas retas
sao 2 e —2, respectivamente. Assim, essas retas tangentes possuem equacoes y = 2x + 2 e
y=—2x+2.

O ponto (0,2) é a intersecao dessas retas tangentes, assim a altura do tridngulo tangencial

base - altura 22

2
4
3

mede 2. Com isso a area do triangulo 7" é 5 =5 = 2.
Portanto,
r_3 fk_3
A 2 A 2

Em um artigo, Paul Erdos e Tibor Gallai perguntaram o que acontece quando f(z) é um
polinémio real arbitrario de n-ésimo grau com f(z) > 0 para —1 <z <1,e f(—1) = f(1) =0.

A area A é entao f_ll f(z)dz. Suponha que f(z) assume em (—1,1) seu valor maximo em
b, entdao R = 2f(b).

A area T do triangulo tangencial é precisamente yo, onde (zg,yp) é o ponto de intersecdo
das duas tangentes. A equacao dessas retas tangentes sao y = f'(—=1)(z+1) ey = f'(1)(z—1),
consequentemente

E assim

Logo, temos que:

(3.1.1)

Temos T' = 0 para f'(1) =0 ou f'(—1) =0.
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R . .
e —. Para ver isso, considere f(z) =1 — z?".
A 7

SR

Em geral, nao ha limites nao triviais para

Assim,
o 2P
() = f(=1)
_2(-20)(2n)
- —2n—2n
B —8n?
- —4n
= 2n.
e
1
A = / (1—x2”)dx
-1
x2n+1 1
- (x T on+ 1) B
12n+1 (_1)2n+1
- (- (-1)- -
2n+1 2n+1
2
- 2_
2n+1
B an
241
T 2n 1 . R 2 .
Portanto, 1- dn T n+ 5 > n. Similarmente, R =2 e 1= dn que se aproxima
2n+1 2n+1

de 1 quando n tende ao infinito.

No entanto, para polindbmios com apenas raizes reais, tais limites existem e sao descritos
pelo seguinte resultado apresentado em [1]:

Teorema 6. Seja f(x) um polinémio real de grau n > 2 com apenas raizes reais. Suponha que
f(z)>0para —1 <z <1le f(—1)= f(1) =0. Entdo

2 2
-T<A<L-=-R
3 7 73

E a igualdade se aplica em ambos os casos apenas para n = 2.

Erdos e Gallai estabeleceram esse resultado por meio de uma complexa prova de inducao [1],
que nao apresentaremos nesta dissertacao. No entanto, na revisao do artigo desses pesquisadores,
apresentada no "Mathematical Reviews", George Polya mostrou que a primeira desigualdade

2
§T < A também poderia ser provada utilizando a desigualdade das médias (Teorema 1). Essa

demonstracao apresentaremos a seguir.

2
Demonstra¢ao. Mostraremos que =71 < A.

Sendo «;, Bj, —1 e 1 as raizes reais de f(x), e nenhuma delas no intervalo aberto (—1,1),
pelo Teorema Fundamental da Algebra, podemos escrever:

flx) = (1—2?) H(ai —x)H(ﬁj + ). (3.1.2)

( J
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Com oy > 1, B; = 1. Consequentemente
A:/l1 (1—$2)H(Oéi—I)H(6j+ﬂ7)de'
_ ; .
Fazendo a substituicao x — —x descobrimos que também
A:/l1 (1—x2)H(ai+x)H(6j—x)dx.
_ ; j

E, portanto, pela desigualdade da média aritmética e geométrica (note que todos os fatores sdo
> 0); veja Teorema 1, e somando as duas igualdades acima, obtemos:

A = / %[(1—x2)H(ai—x)H(5j+w)+(1—$2)H(ai+x)H(ﬁj—x)]dg;,

-1

A = /1(1—2x2) H(ai—I)H(ﬁj—f—x)—f-]:[(ai—f—x)n(,@j—ZL’)]d:E.
1 : J ’ ’ Y
A > /_1(1_352) H(ai—m)H(ﬁj+x)H(ai+:c)H(ﬁj—x)] da.
. :Z Z Z 1/2 ’
> [ |[Tet-AT -] o
1 : ’ 2
>L/K1_ﬁ)11@ﬁ_911@g_g] dr.
A ) j1/2
:ghy@_nnm¢n].

Vamos calcular f'(1) e f'(—1). Podemos assumir f'(1),f'(—1) # 0, pois, caso contrario T'= 0
2
e a desigualdade §T < A se torna trivial. Mas por (3.1.2) temos que:

/ = _2H H5J+1)

Da mesma forma

Portanto, concluimos

Aplicando agora a desigualdade da média harmonica e geométrica para —f'(1) e f'(—1), cheg-
amos por (3.1.1) a conclusdo:

Az 2 _: -
S B B VIO R IV
- "D
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Exemplo 11. Seja o polinémio p(z) = x* — 52 + 4.

tangencial estio representados na figura a sequir

-
o

-2

O tridngulo tangencial e o retdngulo

O ponto de méaximo de f(x) em [—1, 1] encontra-se no ponto (0, 4), logo a altura do retangulo
mede 4. Entao a area do retangulo R é base - altura =2 -4 = 8.

Para calcular a area do triangulo 7' precisamos encontrar as retas tangentes ao polinémio
f(x) nos pontos (—1,0) e (1,0). Como f'(x) = 42> — 10z, temos que os coeficientes angulares
Assim, essas retas tangentes possuem equacoes

dessas retas s@o 6 e —6, respectivamente.
y=06xr+6ey=—6x+6.

O ponto (0,6) é a intersecao dessas retas tangentes, assim a altura do triAngulo tangencial

mede 6. Com isso a area do triangulo 7" é

base - altura 26

9 5~ 0

Calculando a area sombreada A temos:

A

Portanto,

[y

(x4 — 5z + 4) dzx.

=

1
5x%dx + / Adx.

1 1

% — T
=
S
&
5
|\H

o] =
|
/|\
] =
N——
N——
|
N
w | ot
|
|
W ot
N—
N——
+
S
|
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Capitulo 4

Interseccao de polinémios

No ensino médio os polindémios sao vistos no estudo da busca de suas raizes, em alguns casos
envolvendo ntimeros complexos e polindmios de grau maior do que dois. O estudo envolve
operacoes elementares entre polindmios e encontrar suas raizes (Relagdes de Girard). Visto
todas essas ferramentas envolvendo polindémios, podemos nos questionar o que acontece quando
dois ou mais polinomios se interceptam. A resposta para essa questdo estd relacionada com
outro conteido da matematica, a analise combinatoria. Esse capitulo é baseado em Ghys [5] e
Silva [11].

4.1 Configuracgoes de Polinémios Afins

Considere n polinémios Py, P, ..., P, tais que P;(0) = P(0) = ... = P,(0) = 0. Como os
polinémios sao distintos, podemos enumerar tais polinomios de modo que para z proximo da
origem e x < 0, Py(z) < Py(z) < ... < P,(x). Neste capitulo, desejamos conhecer as possiveis
ordens em que esses polindmios podem configurar, se x for proximo da origem e x > 0.

Para o caso de dois polinomios P, e P,, por exemplo, com P;(z) < Py(z) para x proximo
da origem e negativo, pretende-se saber qual o niimero total de possiveis configuragoes dos seus
graficos para x proximo da origem e positivo. Existem 2! = 2 possiveis configuragoes, sendo elas:

Caso I:

Pi(z) < Py(x), para x proximo da origem e x < 0 e P(x) < P2(x), para x proximo da origem
ex > 0.

Caso II:

P (x) < Ps(z), para z proximo da origem e © < 0 e P»(x) < Py(z), para = proximo da origem
ex > 0.

Para ilustrar o caso I, os polinémios P;(z) = —2? e P»(z) = 2 podem ser usados.

1 \P-_) 1 P //
\ /

P] P]
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Exemplos de polindmios que se encaixam na configuracdo I sdo Pi(z) = 2 e Py(x) = —=.

II

Ve

Py

PI Ps

A mesma analise pode ser feita para trés polinémios P;, P, e P;, em condigoes idénticas
as citadas anteriormente. Ou seja, se Pi(z) < Py(z) < Ps(x) para z proximo da origem e
negativo, qual o niimero total de possiveis configuragoes dos graficos para x proximo da origem
e positivo?
Neste caso, existem 3! = 6 possiveis configuracoes dos graficos, todas ilustradas na figura.

Exemplo 12. Suponha agora que temos trés polindmios Py, Py, P3 e vejamos as possiveis ima-
gens na vizinhanga da origem. As seis figuras a sequir mostram que todas as seis permutagoes

de 1, 2, 3 podem ser realizadas se escolhermos convenientemente os polinémios

(1)

(i1) »

2
\\\
2 2 2 \\
\\\\ 1
1 1 1 3N
(iv) (v) 1
3 1 3 S
1 2
1 3

(7)

(i7)

(iii)

(iv)

Para Py(x) = —2?; Py(x) =0 e P3(x) = 22 temos:
Pi(x) < Pa(x) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e,
Pi(x) < Py(x) < Ps(x), para x pequeno e x > 0.

Pi(x) < Py(x) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e,

(
)
)
Para Py(x) = —2%; Py(x) = 22 e P3(x) = —x temos:
)
Pi(z) < Pi(x) < Py(x), para x pequeno e x > 0.

Para P (z) = x; Py(z) = —2? e P3(x) = 2* temos:
Pi(x) < Py(x) < Ps(z), para x pequeno e x < 0 e,
Py(z) < P3(x) < Pi(x), para x pequeno e x > 0.

Para P(z) = —2% + 2%, Py(z) = —2* — 2% e P3(z) = 0 temos:

Pi(x) < Pa(x) < Ps(z), para x pequeno e x < 0 e,
Py(z) < Pi(x) < Ps3(x), para x pequeno e x > 0.
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(v) Para Pi(z) = x; Py(x) =0 e P3(x) = —x temos:
Pi(x) < Pa(x) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e,
Ps3(x) < Pa(x) < Py(z), para x pequeno e x > 0.

(vi) Para Pi(z) =0; Pa(x) = 2> + 2° e P3(z) = 2 — 2 temos:
P (z) < Py(x) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e,
Pi(z) < P3(x) < Py(x), para x pequeno e x > 0.

Para o caso de quatro polinémios algo diferente acontece. Dados quatro polinémios afins em
Rlz], Pi, P2, P3 e Py, tais que Pi(z) < Py(z) < P3(x) < Py(x), se x < 0 e proximo da origem,
poderia-se esperar 4! = 24 possiveis configuracoes dos graficos dos mesmos para x proximo da
origem e x > (0. Estas configuracoes esperadas estao descritas abaixo, utilizando-se a notacao
de permutagao dos elementos do conjunto P, P, P3, Py.

(P, Py, P, Py), (P1, Po, Py, ), (P, Py, Po, Py), (Py, P3, Py, P2), (P, Py, Pa, Ps), (Py, Py, Ps, P2),
(Py, Py, P, Py), (Py, Py, Py, P3), (P, Py, Pi, Py), (Py, P3, Py, P)), (Pa, Py, P1, Py), (Py, Py, Ps, P)),
(Ps, P1, Po, Py), (Ps, Py, Py, P), (P, Py, Pi, Py), (Ps, Po, Py, P)), (P3, Py, P, Py), (Ps, Py, P, P1),
(Py, Pr, Py, Py), (Py, Py, Py, o), (Py, Py, Py, P3), (Py, Po, Py, ), (Py, Py, P, By), (Py, Py, Py, Pr).

Entretanto, duas dessas permutacoes, (Ps, Py, Py, P3) e (Ps, Py, Py, Py), sdo impossiveis de
se obter. Esse é o resultado do teorema de Kontsevich que sera apresentado e demonstrado na
proxima se¢ao.

4.2 Teorema de Kontsevich

Nesta secao vamos estudar um resultado de Maxim Kontsevich, que afirma que a posigao
relativa dos graficos de quatro polinémios reais estd sujeito a algumas condicoes.

Maxim Kontsevich, (nascido em 25 de agosto de 1964, Khimki, Russia, URSS), matematico
russo que ganhou a Medalha Fields em 1998 por seu trabalho em geometria algébrica e topologia
algébrica. Kontsevich estudou matematica na Universidade Estadual de Moscou de 1980 a
1985 antes de receber seu doutorado (1992) pela Universidade de Bonn. Ele ocupou cargos na
Alemanha na Universidade de Bonn; nos Estados Unidos, na Harvard University, Princeton
University, na University of California at Berkeley e na Rutgers University; e na Franca, no
Instituto de Estudos Cientificos Avancados, Bures-sur-Yvette.

Além da Medalha Fields, Kontsevich recebeu varias outras homenagens, incluindo o Prémio
Crafoord (2008), que reconheceu suas “importantes contribui¢des para a matematica inspiradas
pela fisica tedrica moderna”.

Teorema 7 (Teorema de Kontsevich). Quatro polinémios Py, Py, Py e Py de varidvel real x néao
podem satisfazer
I. Pi(z) < Py(x) < P3(x) < Py(z) para x prozimo da origem e x < 0,
Py(x) < Py(z) < Pi(x)
II. Pi(z) < Py(z) < P3(x) < Py(x) para x prozimo da origem e x < 0,
Py(z) < Pi(z) < Py(x)

< Ps(z) para x prézimo da origem e x > 0, ou analogamente

< Py(z) para x prézimo da origem e x > 0.

Antes de provar o teorema de Kontsevich, apresentaremos uma observacao mais elementar.
Considere a posigao do grafico de um unico polinémio real diferente de zero P(x), em relacao
ao eixo z proximo a 0.

Existem duas possibilidades. Ou o grafico de P(z) cruza o eixo x em 0, ou permanece do
mesmo lado. Para distinguir entre esses dois casos, apresentaremos a seguinte definicao.
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Definigao 7. Seja P(x) = ag + ayw + asx® + ... um polinémio. A wvaluagio v(P) de P é o
menor inteiro k tal que ar # 0. Por convencdo, a valuagao do polindmio zero é oc.

Exemplo 13. Para polinémios P(z) = 3z + 52 e Q(z) = ba® + x* — 327 temos que suas
valuagdes valem v(P) =1 e v(Q) = 3, respectivamente.

Entdo podemos escrever o polindmio P(z) da seguinte forma:
P(LE‘) — av(P)xv(P) + av(P)-{-lx'v(PH_l + av(P)+2'TU(P)+2 + ...
Colocando z*®) em evidéncia temos:
P(z) = 2" - (ay(p) + aup)r12" + aupyror” O+ )

Com isso, podemos definir a posigao do grafico de P(x) em relagdo ao eixo x proximo a 0.

(7). Se v(P) é par e aypy >0 (ii). Se v(P) é par e a,py <0
‘/ s

(iii). Se v(P) & impar e a,py > 0 (iv). Se v(P) é impar e aypy <0
A/ \ Y

Portanto, temos que o grafico de P cruza o eixo x em 0 se, e somente se, a valuagao v(P)
for impar.

Se temos dois polinoémios distintos P;, P, o sinal de P;(z) — Py(z) muda em 0 se, e somente
se, v(P, — P,) é impar.

\ 4

v

Exemplo 14. Seja Pi(z) = 2° + 2> + x e Py(z) = 2> + x. Temos que Pi(z) — Py(z) =
>+ 2?2+ 11— (22 + x) = 23. Dessa forma a valuagio v(P(z) — Py(z)) = 3. Como 3 é um
nimero impar os grdficos de Py(z) e Py(x) se cruzam na origem como estd representado na
figura abaixo.
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Exemplo 15. Seja Pi(x) = 2* +x e Py(z) = 23 + z. Temos que Pi(z) — Py(z) = 2* + x —
(23 + 2) = —a® + 2. Dessa forma a valuagio v(P(x) — Py(z)) = 2. Como 2 é um nmiimero
par os grificos de Py(z) e Py(x) se tocam na origem sem se cruzar como estd representado na

figura abaizo.

v

Podemos agora provar o Teorema 7 (Teorema de Kontsevich).

Demonstracao. 1. Por contradicao, assuma que existem quatro polinomios P, P, P3, P, satis-
fazendo: P;(z) < Py(x) < P3(z) < Py(z) para x proximo da origem e z < 0, Py(z) < Py(x) <
P (xz) < P3(x) para x proximo da origem e x > 0. Substituindo cada P; por P, — P;, pode-se
assumir que P; = 0.

b v
Py
3
P
P
l)l T
Py
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Ao analisar a Figura, pode-se observar que P, e P, mudam de sinal na origem, logo as suas
valuagoes v(FPz) e v(Py) sdo impares. Além disso, a Figura também mostra que P; ndo muda de
sinal na origem, o que implica que a sua valuagao v(Ps) é par. Como 0 < Py(z) < P3(x) < Py(x)
para x proximo da origem e z < 0, pode-se concluir que v(P») > v(P3) > v(F,) (basta notar
que Py(z) & a,p,)z°") para x proximo da origem). Da mesma forma, |Pi(z)| < |Py(z)| para
x pequeno positivo implica que v(Py) > v(P,). Isso forgaria as trés valuagoes a serem iguais,
mas duas delas sao impares e uma delas é par. Contradigao!

IT. Novamente, por contradi¢cao, assuma que existem quatro polindémios P, P, P3, P, satis-
fazendo: Py(z) < Pa(z) < P3(x) < Py(x) parax pequeno x < 0, P3(z) < Py(z) < Py(z) < Pa(x)
para x pequeno x > 0. Substituindo cada P; por P; — Py (como foi feito no caso (I.)), pode-se
assumir que P; = 0.

4,
F)L
P
P
P,
Py

Ao analisar a figura acima, pode-se observar que P; muda de sinal na origem, logo a sua valuacao
v(P3) é impar. Além disso, a figura também mostra que P, e P, ndo mudam de sinal na origem,
o que implica que as suas valuagoes v(FPz) e v(Py) sdo pares. Como 0 < Py(z) < P3(x) < Py(x)
para = negativo pequeno, pode-se concluir que v(P) > v(Ps) > v(P;) (mesmo raciocinio do
caso I). Da mesma forma, |Py(z)| < |Py(z)| para 2 pequeno positivo implica que v(FPy) > v(Fs).
Isso forcaria as trés valuagoes a serem iguais, mas duas delas sdo pares e uma delas é impar.
Contradigao!

[
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Capitulo 5

Conclusao

Essa dissertacao teve como objetivo apresentar resultados importantes sobre polindémios
enquanto possibilidade para o Ensino Médio. Primeiro, mostramos um teorema que determina
um intervalo onde estao contidas as raizes de um polindmio com coeficientes reais e que possui
todas as raizes reais. Mostramos também uma desigualdade sobre areas, usando os conceitos
de triangulo e retangulo tangencial. E para finalizar apresentamos o Teorema de Kontsevich,
que exibe duas configuracoes impossiveis para os graficos de quatro polinémios afins, em uma
vizinhanga da origem.

Procuramos contribuir com essa dissertagao, exemplos e aplicacoes que poderao servir de
aporte para uma futura aplicacdo em sala de aula em um estudo mais aprofundado sobre
polinémios no Ensino Médio.
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