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RESUMO

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais, Sistemas Auténomos, Estabilidade, Poincaré-
Bendixson.

Neste trabalho faremos um estudo de alguns topicos da teoria de equagoes diferenciais.
Comecaremos definindo essas equacgoes, caracterizando suas solucoes e abordando teoremas
classicos, como os de existéncia e unicidade. O foco passara entao para o estudo de estabilidade
estrutural, onde analisaremos o comportamento local de solugoes de sistemas lineares com
coeficientes constantes em dimensao dois, sujeitos a perturbagoes nos parametros. Veremos
também a ideia de estabilidade introduzida por Lyapunov, onde estabeleceremos condi¢oes que
nos darao informagoes sobre o comportamento assintético de solugoes. Por fim faremos uma
introducao ao estudo da estabilidade orbital com o Teorema de Poincaré-Bendixson.



ABSTRACT

Keywords: Differential Equations, Autonomous Systems, Stability, Poincaré-Bendixson.

In this work we will study some topics in the theory of differential equations. We'll start by
defining these equations, characterizing their solutions, and approaching classic theorems such
as existence and uniqueness. The focus will then move to the study of structural stability, where
we will analyze the local behavior of solutions of linear systems with constant coefficients in
two dimensions, subject to disturbances in the parameters. We will also see the idea of stability
introduced by Lyapunov, where we will establish conditions that will give us information about
the asymptotic behavior of solutions. Finally, we will introduce the study of orbital stability
with the Poincaré-Bendixson Theorem.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Este trabalho consiste em aprofundar os estudos da teoria de equagoes diferenciais em es-
pacos euclidianos, abrindo caminho para o estudo em objetos mais gerais, como as variedades.
Admitiremos os conceitos e resultados da topologia dos espagos métricos, que podem ser en-
contrados em [1]. Na primeira secio faremos uma revisdo de alguns resultados usados no
desenvolvimento do presente trabalho.

Na segunda se¢ao abordaremos a teoria de equagoes diferenciais, com foco em alguns teore-
mas cléssicos sobre existéncia e unicidade de solugoes. Ainda nesta sec¢ao, é feito um estudo so-
bre as solu¢oes maximais, onde ¢ aplicado o Teorema de Existéncia e Unicidade num importante
resultado sobre o dominio maximo em que as solugoes estao definidas. Ainda, apresentamos
um teorema fundamental para a classe de equacoes autoénomas, o Teorema do Fluxo Tubular.

Na ultima segao é feito um estudo de um conceito da chamada teoria qualitativa de equa-
¢oes diferenciais, o conceito de estabilidade. Estudaremos o comportamento local de solugoes
proximo de um ponto ou trajetoéria em particular, o comportamento em pequenas regioes do cha-
mado espaco de fases. Além disso, apresentamos e provamos o Teorema de Poincaré-Bendixson

e uma aplicagao do mesmo.

1.1 PRELIMINARES
Nesta se¢ao sera feita uma breve revisao de alguns resultados usados no desenvolvimento
do trabalho.

Definicao 1. Uma aplicacio F : U C R'*¢ — R™ ¢ dita localmente lipschitziana na sequnda
varidvel x € R se ¥ (to,m0) € U,3 C > 0,3 & > 0 tais que

|E(t,21) — F (t,29)|| < C ||y — 2]| Vi, 29 € B. (w0) = {o € RY ]z — mo|| < e}eVit € B.(t).

em que ||x|| denota a norma em R", qualquer que seja o natural n.

Proposicao 1. Se uma funcao € localmente lipschitziana, entao sua restricio a qualquer com-

pacto € lipschitziana.

Exemplo 1. Se F ¢ de classe O, entao F' é localmente lipschitziana.

Exemplo 2. F(z) = /|z| ndo é localmente lipschitziana em xy = 0. De fato W tende

a infinito quando x tende a 0.
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INTRODUGAO 2

Definigao 2. F: U C R" — R™ € uma contragao se existe 0 < X\ < 1 tal que d(F(z), F(y)) <
M(z,y)Vz,yeU.

Proposicao 2. (Lema do Ponto Fizo) Se F : X — X € uma contragdo e X for um espago mé-
trico completo, entao existe um unico z € X tal que F(z) = z. De fato z = lim,,_,o, F™(x),Vz €
X, onde F™(x) € definido recursivamente por F'(z) = F(x), F"*(z) = F(F"(x)).

Proposicao 3. Seja F': X — X, onde X € um espaco métrico completo. Se para algum k > 1,

F* for contracio entio F tem wm tinico ponto fizo.

Demonstragdao. Pelo Lema do Ponto Fixo basta mostrar que se F* ¢ contragao em (X, d) entao
F ¢ contragio em (X, d;) para uma métrica completa d;. Seja A < 1 tal que d(F*(x;), F*(z3)) <
M(x1,29),Vxy, 9 € X. Seja Ay = )\%, entao A < Ay < 1. Considere a métrica definida da

seguinte forma:
di (21, 02) = d(w1, 22) + Ay 'd(F(21), F(22)) + -+ - + X F T d(F (@), FF ' (22)).
Temos que
di(F(z1), F(x2)) = d(F(21), F(22)) + Ay 'd(F?(21), F*(22)) + -+ - +

Ao M RA(F (1), A (o)) + A" TP (a0), F* (2))
<N PN d (w1, w9) + d(F (1), F(x9)) + Mg td(F? (1), F?(w3))
e A FTRA(FR (), FF ()
< Nold(w1, 2) + A\ d(F (1), F(22)) 4+ A 2d(F?(z1), F(z2) + ...
N A(FR T () FR (2))]] = Nody (1, 2).

Logo F' é contracao nessa métrica adaptada. A completude de d; segue do fato de d ser

completa. [

1.2 EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ

Analogamente a definicao de exponencial de um nimero complexo, podemos definir a expo-
nencial de uma matriz. Seja £ ([Rd, [Rd) o conjunto de operadores lineares continuos de R? em
R?, identificado com o conjunto das matrizes de ordem d. Dada A € £ ([Rd, [Rd), definimos

A% A3 A"
=l A+
2 3! n!
Para justificar a convergéncia dessa série sabemos que £ ([Rd, [Rd) é um espaco vetorial de

dimensao d?. Como quaisquer normas definidas neste espaco sao completas e equivalentes, é

BACHARELADO EM MATEMATICA
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conveniente aqui escolher a chamada norma de operador

|A]l = sup [[Av]|

loll<1

Proposicao 4. A norma definida acima é submultiplicativa, isto é, ||AB|| < ||A]l||B]]-

Demonstracao.
B(v) B(v)
IAB|l = sup [[A(B())|| = sup [[A(G5=DllI B < sup A0l sup [B)] < [AlIB]
loll<1 i<t [B(]] i<t B o<
0
Como consequéncia, temos que
||£|| A"
"' T pl

Pelo Critério de Weierstrass para espagos vetoriais normados completos, como >~ 1Al —

n!
el Al temos que a série I + A + A; + ‘g—? + 4 % + .-+ converge em { ([Rd, [Rd).
Além disso
i) e < el
i) efAr ' = PeAP1 isto ¢, uma mudanca de base na matriz faz com que a exponencial sofra
a mesma mudanca de base;
iii) e1A4 = Aed

iv) eMB = edeP = eBel se AB = BA.

1.3 CALCULO DE ¢4

Na secao 2.5 sera tutil encontrar uma expressao analitica para as solugoes de equagoes dife-
renciais. Para isso precisaremos saber como calcular exponencial de matrizes, pelo menos em

alguns casos particulares. Antes disso vamos relembrar alguns resultados de Algebra Linear.

Definicao 3. Uma matriz A € £ (IRd, [Rd) € dita diagonalizdvel se existe uma base do espaco

formada por autovetores, isto €, existe uma matriz de mudanga de base P, invertivel tal que

aq 0
PAP ' =D =

0 aq

Definicao 4. Uma matriz A € dita nilpotente se existe k > 2 tal que AF = 0.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Exemplo 3. A matriz

€
N =
0
onde € # 0, é nilpotente. De fato, considerando a base candnica {ey, ..., eq} do R?, temos
Ney =0,Ney =ceq, Neg =cey,...,Neg = ceq_q
N2e; = 0,N?ey = 0, N2e3 = %eq,..., N2eg = e%eq_s

Nie; =0,N%y, =0,...,Nl%y =0

) 000 ¢ 0
00 ¢ 0 )
) 000 0 ¢
00 0 ¢ o
LogoNQz - 2 7N3: 000 0 e |, ',Nd—o
o« o o o o 6
0 000 0 - 0
000 0 - 0
000 O 0
1o £ 8 L. s
2.5 (?;712);
01 ¢ % =)
Pela definicdo da exponencial temos que e = 00 0 %
0 0 0 5
00 0 €
00 0 1

O teorema a seguir relaciona qualquer matriz dada com matrizes diagonalizaveis e nilpoten-

tes. Ele nos sera util ao mostrar que basta saber como exponenciar trés classes particulares de

matrizes.

Teorema 1. (Forma Canénica de Jordan) Dados A € £ (R*,R?) exziste P € £ (R, R?) inver-
By 0
tivel tal que PAP™' = : IR onde Bj = D; + Nj, sendo:

0 By,
Caso (a)

BACHARELADO EM MATEMATICA



INTRODUGAO 5

0 e 0
A 0
0 A
0 0--
Caso (b)
0 ely--- 0
B 0 : a;, —0B; 1 0
Dj = N = ' Ri={ ) T k= ,
0 0--- el B 0 1
0 R,
0 0--- 0

onde € # 0, sendo \j e oi; +1if;, B; # 0 zeros do polinomio caracteristico Pa(\) = det(A — \I).
Além disso, em qualquer dos casos, D;N; = N;D; e dim N; = dim D).

Agora vejamos como calcular a exponencial de matrizes para trés casos particulares.

Caso 1: (A é diagonalizavel)

_ . -1 _ ~ . .
Temos A = P 'DP e assim e? = e’ PP = P~1¢PP. Entdo essencialmente precisamos

apenas calcular e”.

af 0
D" =
0 %
D2 P e 0
P =T+ D+ ... .=
2 n!
0 e%d
Caso 2: (A é nilpotente)
Sendo A nilpotente existe k& > 2 tal que A¥ = 0, logo
Ak—l
A
=I+A+--- )
e +A+---+ k=1

Caso 3: R = a —p | “ 0 + 0 -8
b « 0 « g 0
0 0 —
Sejam Ry = al = “ e Ry = b . Ri e Ry comutam, logo eff = effieff2,
0 « 5 0

R e* 0
Temos entao efit = .
0 e

BACHARELADO EM MATEMATICA
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(R2)4 — (_52])2 _
e etc. Dai

2 4 3 5 .
e —C4ttr B+ E -2+ [ cosp —sinB
- 3 5 2 4 - .
5—53—!4—@—,4—--- 1—%+%+--- sen 3 cosf
Com isso e com o Teorema 1 temos o que precisamos para o calculo da exponencial de uma
matriz.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2. FUNDAMENTOS DE EQUACOES DIFE-
RENCIAIS

Uma equacio diferencial ordinaria é uma expressao da forma z*) = F (t, x,x, ... ,x(k_l))
onde F : U — R? & continua, definida num aberto U C R'% . O ntmero k ¢ a ordem da
equagao diferencial e d é a dimensao.

Uma solucao da equacdo diferencial é uma curva conexa 7 : I — R? k vezes diferenciavel

tal que:
) dry dF1y
i) (t,w(t), E(t)v o ’W(t) eUNVtel

. dy(t) dF1y dFy(t
11) F(tv’y(t)7d—<ta ) dtkil (t) = dt£>7Vt€I

2.1 EQUACOES DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secao trataremos de equacoes diferenciais onde k£ = 1.

Teorema 2. (Teorema de existéncia e unicidade) Consideremos uma equagao diferencial
de primeira ordem ' = F(t,z), F : U — R? e suponhamos que F € localmente lipschitziana
em x. Entao,

1)V (to,x0) € U existe v : [ — R?, solugao da equacdo, tal que ty € I e 7y (tg) = xo;

1) o' = F(t,x) tem a propriedade de unicidade de solucdes, isto €, dadas v, : [, — R?
e Yo i Iy = R solugdes da equagdo, se existir to € I} N Iy, tal que 71 (ty) = 72 (t), entdo
m(t) =)Vt e I, N I,.

Demonstrag¢ao. Vamos usar a ideia de ponto fixo. Vamos construir um espaco, cujos elementos
sao candidatos a solugao. Nesse espago vamos definir uma aplicagao com a propriedade de que
todo ponto fixo dessa aplicacao é uma solucao da equagao. A seguir vamos usar a Proposicao
2 para garantir a existéncia de pontos fixos.

Temos (to, z0) € U C R4, Seja § > 0 tal que B = Bs(ty) x Bs(xo) C U. Tome M = M; =
supg ||F(t,z)||. Supondo ¢ suficientemente pequeno, como F' ¢ localmente lipschitziana em =z,
existe C' = C) > 0 tal que ||F(t,x1) — F(t,22)|| < C||lz1 — 22| V (t,21), (t,22) € B.

Sejae >0,e <de X = {y: (to—¢&,to+€) — R? continuas tais que v(to) = xo,y(t) €
Bs(wo),Vt € (tg —&,t9 +€)}.

BACHARELADO EM MATEMATICA



FUNDAMENTOS DE EQUAGOES DIFERENCIAIS 8

Definindo d : X x X — R, d (71,72) = sup{||n(t) — @) ,t € (to —&,to +€)}. Temos que
(X, d) é um espago métrico completo.

Seja # : X — X definida por Z(y)(t) = x¢ + fti) F(s,7(s))ds. .# esta bem definida. De
fato, F' continua implica que a integral esta bem definida. Vejamos que vyeX=F(y) e X.
F () € continua. F () (ty) = zg e || F(7)(t) — zol| = || fto (s)ds|| < M|t —to] < Me.
Supondo também e < 2, segue que .Z(7)(t) € Bs (o) Vt € (to — €, to +¢).

Z & uma contragao. De fato, dados 71,7 € X,

AT () (1), F .y / (5,0 (5) — F (5,72(s))] ds]

< L1 o) = sl ds < [ Clonts) = (o)l ds < Cearrm).

Supondo ¢ < 67 temos Ce = \ < 1.
Dessa forma, pela Proposicio 2, existe um tnico 7 : (tg — &,t9 +¢) — R? com 7(ty) =
T0,7(t) € Bs(mo)Vt € (tg — &,t0 + ) tal que F () = 7, isto &,

t
() = xo +/ (s,7(s))ds,Vt € (to —e,to+ €)
to

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, 4 ¢é diferenciavel e 7/(t) = F(t,5(t))Vt €
(to — e,to + €). Segue que 7 é solucdo de 2’ = F(t, x).

Agora provemos a unicidade. Sejam 7 : I} — R v, : I, — R solugoes e ty € I; N I, tal
que 71 (to) = 72 (to) = mo. Seja J = {t € [ NIy : y1(t) = 1(t)}. Temos que J # @ (tp € J) e
J & fechado (J = (v1 — yo) (0)). Para ver que J ¢ aberto seja so € J e yo = 71 (50) = 72 (s0)-

Para (so, o), existe € > 0 tal que Z D X(soo) — X(soo) ¢ uma contracao e portanto

50,40)

tem um unico ponto fixo. Mas 71| ( pertencem a Xy ,,) € sao pontos

So—&,so-}—a) € 72|(So—€,50+6) ;
fixos de F(s40) j& que Yj(t) = F (t,7;(1),Vt € I; <= v;(t) = yo + [, F(5,7(s))ds,Vt €
(S0 = €580 + &) = Vjl(sp_c.s0re) € PONLO fixo de F(y, ), j = 1,2. Portanto 71 (¢) = 12(t), Vi €
(so —€,80+¢€) = (so —&,8 +¢) CJ. Logo J é aberto. Por conexidade J = I N I5. O

O lema a seguir nos da outro modo de mostrar que .# na demonstracao do Teorema 2 é
uma contracao. Esse modo serd mais conveniente em muitas situagoes, ja que evita a restri¢ao

e < %, que envolve a constante de lipshitz.
Lema 1. Eziste k > 1 tal que F* é uma contracgdo.

Demonstracao.

[7* () () = F* () (1) = II/t [F (51, 7" () (1)) —F (51, 757 (72) (s1))] dsa|

/ C||Z5 () (s1) = FF () (s1)]| dsa

/ / CH T 2 (71) (s2) — (72 52 Hd52d81

BACHARELADO EM MATEMATICA
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t S1 S2
g / C/ C/ C Hyki?) (’}/1) (83) — (g;k%} (’)/2) (83)” d83d82d81
to to to

t 51 Sk—1
S/C/ C/ C |l (sx) = 72 (1) dsedsi—s - - - dsy
to to to

t S1 Sk—1
< C*d (11, 72) {// / dsgdsy_y - dsy
to Jto to

Mas . .
“ Sk-1 t—t
// / dskdskfl"‘dslz—( |0)
to Jto to k
Logo
X Chkek
d(F*(m), F* (1)) < i d(71,72)
Para k suficientemente grande, ((’;f—a,)k < 1. Logo .#* ¢ uma contracao. O]

Pela Proposicao 3, .# tem um tnico ponto fixo.

Portanto tomando § > 0 tal que

B = Bs (ty) x Bs (z9) CU e M; = sup | F'(t,z)|

existe uma tnica solugao v : (ty — €,tp + £) — R para qualquer 0 < € < min {(5, %
A demonstragao do Teorema 2 é construtiva, isto é, nos d4 uma maneira de encontrar solu-

coes.

Exemplo 4. Considere a equagao diferencial ' = 2tz com condicdo inicial ty = 0,z = 1.
Definamos F'(vy) = 1+ fg 2s7y(s)ds. A solugao é encontrada pelo limite uniforme de uma sequén-
cia de aproximacgoes da solugao. Tomemos um elemento qualquer que satisfaca as condicoes

iniciais, por exemplo 7o(t) = 1, definimos

7 (t) = F () (t) :1+/0t25ds:1+t2

t t4
72(t):F(71)(t):1+/ 23(1+32)ds:1—|—t2+5.
0

Por indugao, temos que
4 t6 t2n

() =142+ —+—+- 4 —
Yn(t) =1+ to et

A afirmacéo é que (t) = lim v, (t) = e’* é solucéo da equagao. De fato ~/(t) = 2te’” = 2t~(t).

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Exemplo 5. Considere a equacao diferencial a variaveis separaveis

Resolvendo-a, temos ' = rh o c;_:tc — 25 o % =dt,x #0 & fzt’%dx =t+C & 325 =
t+ c. A solugao sera x(t) = (HTC)B Além disso z(t) = 0 também é solugao, pois 0 é um zero do
campo de vetores F'(z) = x5 que define a equagao. Logo, pela origem passam pelo menos duas
solugdes. Observe que a hipotese de F'(z) ser localmente lipschitziana nao esté verificada.

Veremos que a condicao de ser lipschitz é necessaria para unicidade de solugoes, mas nao

para existéncia.

Exemplo 6. Seja U = R'*? e F localmente lipschitziana limitada, entao solucdes de 2’ =
F(t,x) podem ser definidas em (—o0,+00). De fato, vimos que solugdes podem ser definidas
em (to—e,to+¢) para qualquer ¢ < min{J, Mié} Neste caso, 0 pode ser tomado arbitrariamente
grande e M pode ser tomado independentemente de §. Dessa forma podemos tomar € tao grande

quanto se queira. A Proposicao 1 nos garante que F é lipschitziana em B = Bs(ty) x Bs(z).

Teorema 3. (Teorema de existéncia) Seja F : U — R? continua, U aberto de R'*. Entao,
para todo (tg,z0) € U existe alguma solugdo v : I — R de 2’ = F(t,z) com 7y (tg) = 0.
A demonstracao desse teorema seré consequéncia dos lemas a seguir. O primeiro deles é um

lema técnico muito importante em véarias situagoes. Em resumo, o conjunto das aplicagoes C'™

¢ denso no conjunto de fungoes continuas.

Lema 2. Erxistem F), : U, — R? de classe C™ tais que F,, — F uniformemente em compactos
no sequinte sentido: dado qualquer compacto K C U, U, D K Vn suficientemente grande,
(Fulk) = (F|k)) uniformemente, onde U, = {(t,z) € U : d((t,z),0U) > +}.

Demonstracao. Usamos a ideia de convolugao, uma das técnicas mais classicas para suavizar
funcoes. Consideramos as chamadas Bumpfunction, funcdes do tipo h, : R'*¢ — R tais que
ho(s,y) =0,V (s,y) € R hy(s,y) =0se [|(s,9)]| = £,k € C™ e [oria hu(s,y)dsdy = 1.

Definimos
F.(t,x) = /1 , ho(s,y)F(t+ s, 2+ y)dsdy
R1+

Como R'*? ¢ ilimitado, precisamos argumentar sobre a integral na definicio acima. Como

h, = 0 no complementar de B1*%(0), temos que
E(tx) = / ho(s,y) (L + s,z + y)dsdy
BY(0)

Como BY*(0) é compacto, F), estd bem definida. Fazendo a mudanca de variavel ¢t +s = 7

e r +y = & escrevemos

Fo(t,z) = /B g 7 6= )

n

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Pela Regra de Leibniz, F;, é tao derivavel quanto h,,, por exemplo

oF, o,
TR = [ G e DR o

n

Logo F, é C*°. Vejamos que F, converge para I uniformemente em compactos. Seja
(t,z) € K, K compacto, K C U. Entao

|Fut,z) — Ft2)] = /B g 5 5 5.5 0) = Pt )y

n

Como F é continua, [’ é uniformemente continua em compactos. Assim Ve > 0,39 > 0 tal
queV (t,z) € K, ||(s,y)|| <d=||F(t+s,x+y)— F(t,z)|]| <e. Sen for suficientemente grande

para que % < 4, entao

IFu(t2) — F(t,2)] < / ho (s, y)edsdy < &% (t,7) € K.

B%(O)

Logo F,, converge para F' uniformemente em qualquer compacto.

De posse do lema anterior, consideremos as equagoes
/
' =F,(t,x) (*,)

Vimos que dado qualquer (t,zo) € U existe € > 0 e 7, : (tg —&,tp +¢) — R? solucdo de
(%) com 7, (ty) = zo. Para que o proximo lema faga sentido é necessario observar que esse
e pode ser tomado independente de n. De fato, fixado § tal que B = Bj (o) x Bs(x9) C U
devemos tomar ¢ < min {4, 2 }. M poderia depender de n, (M = supy ||F, (¢, 2)||). Mas F,
converge uniformemente para F' em compactos, logo sup ||F,, — F'|| — 0 em B. Podemos entao

tomar M independente de n (se F' é limitada por M, F,,, para n grande, é limitada por M +1).

Lema 3. A sequéncia (,) € equicontinua, isto é, ¥V a > 0,35 > 0;Vn, Vi, ty € (tg —&,tg +€),
[t —to| < B = [l (t1) = (B2)[| < @

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que as -, sao lipschitzianas com a mesma constante de lipschitz.
t
Tu(t) = xo + / Fo(s,vn(8))dsVt € (to —e,tg + €)
t

[ (t1) = Fm(E2) [ = |l /t  Fa(s.70(5))ds|

< [ty = tof sup [|[Fy(t, @) || < Mty — o]
B

Logo, dado «, basta tomar 3 = §7. O
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Pelo Teorema de Ascoli, existe uma subsequéncia (,,) que converge para alguma v : (tp —

g, to+¢e) — R? uniformemente em compactos.
Lema 4. v € solugio de ' = F(t,x).

Demonstragao. Cada 7y, satisfaz v, (t) = x0+f;; F, (s,7(s))dsVt € (tg — e,tg + €). Fazendo n
tender a 0o, como F,, (respect. 7, ) converge para F (respect. ) uniformemente em compactos

e I, F,, sao continuas, ficamos com

v(t) = xo + /tF(s,fy(s))ds,Vt € (to—e,to+¢).

to

Logo v é solugao de 2’ = F(t, x). ]

2.2 EQUACOES DE ORDEM SUPERIOR

Toda a teoria até agora foi direcionada a equacoes diferenciais de primeira ordem. Vamos
ver que o estudo feito para essa classe de equacoes diferenciais cobre o caso de equagoes de

ordem superior a 1.

Teorema 4. Seja F : U — R? continua, U aberto de R entdo para todo
(to, o, 1,...,05_1) € U, emiste v : I — R? de classe CF tal que ty € I,v(ty) = mo
V(to) = w1, AP () = a1 e Y W(te) = F(t,(1),7'(1),... /" V() VE € T. Além
disso, se F' for localmente lipschitziana nas varidveis (xo,x1,...,2x_1) entdo, dada qualquer
outra curva B : J — R com ty € J,B(ty) = x0,B(to) = x1,..., 88 V(ty) = 141 e
BE(t) = F(t, B(t), B'(t),...,B% V() Vt € J teremos necessariamente y(t) = Bt)Vt € [N J.

A prova desse teorema segue da observacao de que qualquer equacao, de qualquer ordem,
pode ser transformada em uma equacgao de primeira ordem da seguinte forma: dada F': U —
R, U aberto de R™*  definimos G : U — R*? por

G(t7l’0,$1, . ..Jfk_l) = ([El,l’g, ce ,ZEk_l,F(t,ZEo, ce ,IL‘k_l)) .

Uma curva C*, v : I — R% é solucdo de z*) = F (t,z,x’,...,x(k_l)), se e somente se,
1= RMTE) = (v(t),7(t),....7* (1)) ésolugdo de X' = G(t, X), X € R™.

Exemplo 7. (Lei de Hooke). Considere a equacdo de segunda ordem z” = —Cz. Fazendo
/
! — —Cx xr
y = 2’ a equacao fica { y/ ou equivalentemente ( > = ( J ) Agora temos
=y Y —cx

uma equacao de primeira ordem em dimensao 2.
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2.3 SOLUCOES MAXIMAIS

Consideremos a equacio 2’ = F(t,r), onde F : U — R? ¢ continua, U aberto de R, seja
(to, o) €U e
Sioo = {7 : I = R? solugdes de ' = F(t,x) : v (to) = 2o}

Definicao 5. Dadasvi : I} — R? e vy : I, — R?, dizemos que v, < 72 se, e somente se, I C I
e 71(t) = 12(t) para todo t € I.

Isso define uma relacao de ordem parcial em Sy, 4.
Definigao 6. Dizemos quey : I — R? € solug@o mazximal de S, ,, se nao existey : I' — R?
em Sto,xo tal que y < 7/ € 7/ 7& -
Exemplo 8. Scja U = R* e 2/ = F(t,z),F(t,x) = 2% A equacdo 2/ = x? ¢ separavel,

resolvendo-a informalmente temos

@ _ o gy ] t+c= !
- =z — = ——=t+c=>r=— .
dt x? x t+c
Se x (ty) = x( entao xoz—toic =c= —x—lo—to , logo x(t) :—t_i_to = z(l) = gyeT-

0

Vamos estudar as solu¢oes maximais dessa equagao.

1
1—$0<t—t0):0<:>t:t0+—
Zo

Se xg > 0, entao ty < ty + % e portanto a solu¢ao maximal é

1 i
(=00, tg+ —) — RA(t) = ———>

Analogamente, se zy < 0, entao o dominio da solu¢gao maximal é (to + x—lo, —I—oo).

Se zg = 0, a solugao maximal é 7 : (—00,00) — R, Y(t) = zo Vt € R.

O teorema a seguir diz que toda solugao pode ser estendida numa solu¢ao maximal. Esse
teorema vale para F' continua. A prova usa o Lema de Zorn e por isso nao é construtiva, nao
nos exibe o elemento maximal. Todavia para o caso de F' ser localmente lipschitziana veremos

como obter o elemento maximal.

Teorema 5. Para toda solucio v : I — R? existe alguma solucao vy : I — R mazimal tal que

7 < Yo-

Definigao 7. Dizemos que ' = F(t,x) tem a propriedade de unicidade de solugdes se dadas
solugoes vy : I1 — R vy 1 [y = R ety € I} N Iy com 1(tg) = Yalty) tem-se 11(t) = 12 (t)Vt €
LN

Exemplo 9. Se F' ¢é localmente lipschitziana na segunda variavel x entdo z’ = F(t,x) tem a

propriedade de unicidade.
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Quando a equacao tem a propriedade de unicidade o elemento maximal de S, ., ¢
r:Jr,) — RLT@E) = (@), t € I,,v: I, — R* em S, ,,. Essa fun¢do estd bem defi-
nida por que a propriedade de unicidade diz que se ¢ € I, N I entdo y(t) = [(t). Nesse caso,

mais que maximal, I' é elemento méximo, logo tnica.

Exemplo 10. Considerando a equagdao z' = 2%, U C R?, vimos que sua solugdo é z(t) =

xQ
1—zo(t—to)’

O préximo teorema nos diz que se uma solucao maximal nao esta definida para todos os

que ndo esta definida para todo ¢ em (—o0, 00).

valores do tempo, entao é porque existe um momento em que a solucao sai de qualquer com-

pacto e nao volta mais.

Teorema 6. Seja 7 : (a,b) — R? solugdo mazimal de 2’ = F(t,z), F localmente lipschitziana
em z. Se b < +oo entao y(t) converge para OU quando t tende a b, isto €, para todo compacto
K C U existee >0 tal que Vt € (b—e,b) temos (t,7(t)) ¢ K.

Demonstragdo. Seja v : (a,b) — R? solu¢do maximal com b < oo. Dado K compacto
contido em U fixamos § > 0 tal que Bas(tg) X Bos(wg) C U para todo (tg,79) € K,
isto é, a distancia de K ao complementar de U é maior que 6. Sabemos que, tomando
eo = min {6, 5}, M = sup {||F(t,2)| : (t,z) € B5(K)} temos que para todo (to,z0) € K
existe solugao Vi, z, : (to — €0, to +€0) = R de o' = F(t,2), Vig 2o (to) = 0.

Suponhamos que existe ¢ € (b—go,b) tal que (£,7(f)) € K . Entdo tomando t, = t e
zo = (1), existe 4 : (f — o, t+ 80) — R? solugdo de 2’ = F(t,x) com 4 (tg) = xo.

Por unicidade v e 4 coincidem na intersecao dos seus dominios. Podemos entao definir uma
nova solugao I' : (a,b) U (£ — &9, + ) — R? definida por I'(t) = v(t) se t € (a,b) e [(t) = 4(t)
set & (f — e, t + 50). Pela unicidade no Teorema 2, I' estd bem definida. Além disso, como
t4+e9>0b,v<Iery#I. Mas isso contradiz a maximalidade de 7.

O

Corolério 1. Seja G : RT — R tal que G € C e G(z)-x < 0 para todo x € R com ||z|| > 1000.

Entao toda solugao mazimal de o' = G(z) estd definida em (a,+00).

Demonstragio. Tem-se que <L ||v(¢)||> < 0 sempre que |[y(t)|| > 1000. De fato, sempre que
[l ()]l > 1000

YOI = () -7 (t) = %II’V@)H2 =29(8) -y (t) = (1) - G(»(1)) < 0.

Dessa forma, se v : (a,b) — R é solugao intersectando 0Br(0) com R > 1000 entao essa
intersec¢ao é no sentido para dentro. Isto é, se v(ty) = zo onde ||zg|| = R entdao (t) €
Br(0)Vt > ty, donde b = +oco pelo teorema anterior.

[

Exemplo 11. Considere a equacdo =’ = z(z — 1). Se xy € (0,1) as solugoes associadas s@o

mondtonas decrescentes. A solugdo maximal nesse caso esté definida em (—oo, +00), pois se o
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intervalo maximal fosse (—o0, b), a solucdo estaria presa no compacto K = [tg, b] x [0, 1], o que
contradiz o teorema acima. Fora do intervalo (0,1) as solugdes maximais nao estdo definidas

para todo tempo, o comportamento nesse caso (para = grande) é semelhante a 2’ = x2.

2.4 EQUACOES AUTONOMAS E O TEOREMA DO FLUXO
TUBULAR

Uma equacao diferencial é dita autébnoma quando F' independe do tempo. Sao equagoes
do tipo 2’ = F(z). Uma propriedade fundamental dessas equacoes ¢ a seguinte: se v : I — R?
é solucao, entdo dado qualquer a € R, : [ —a — R4, 3(t) = v(t + a) também é solucio. Em
outros termos, para equagoes autonomas, podemos transladar o tempo sem alterar a classe das
solugoes.

Em particular, sempre existe solu¢ao [ com condigao inicial 3(0) = xq, isto é, sem-
pre podemos fixar o tempo inicial como sendo 0. Supondo que a equacao autdénoma tem
a propriedade de unicidade de solugoes e denotando por I, o dominio da solugao maximal
Yoo de 7' = F(z),2(0) = z0, considere a aplicagio v : D — R ~y(t,z) = ~,(t), onde
D ={(t,z) : t € I,}. Temos as seguintes propriedades:

i) (0,2) = 1(0) = & Va € U,

ii) dado y = 7.(s) temos que v, (t) = (t +s) e [, = I, —s. Isto é ~(t,v(s,2)) =
Yt +s,z2)VeeUVtel,Vsel;

iii) v ¢ continua;

iv) v ¢ Ckse F ¢ CF;

v) se y(a,z) = (b, y) para algum a e algum b, entao y(t,x) = y(t + (b —a),y)Vt € I,. De
fato, seja z = y(a,z) = v(b,y). Pela propriedade ii), v(t + b,y) = v(t,z) = y(t + a,z)Vt € I,
logo y(t+a,z) =~y(t+b,y)Vt € I,. Fazendo s =t + a, y(s,z) =vy(s+ (b —a),y)Vs € I ;

Assim, para equagOes autonomas com a propriedade de unicidade, se duas trajetorias se
intersectam, entao sao a mesma, a menos de translagao no tempo.

vi) em particular se y(a, ) = v(b, x) para algum a # b entao y(t,z) = y(t+ (b—a),z)Vt €
I,. Neste caso, (-, x) é periddica e I, = R. Evidentemente, como essa funcdo é periddica,
podemos estendé-la a todo R, e essa extensao serd a solugao maximal, definida em toda reta,
pois sendo periddica, sua imagem esta contida num compacto.

A curva parametrizada por t — (¢, z) = ,(t),t € I, ¢ chamada trajetéria ou érbita do
ponto x € U. U é chamado espago de fases da equagao.

Segue que existem trés tipos de trajetorias:

i) Injetivas (ou Abertas, ou Regulares): v(a,x) # (b, z)Va # b.

ii) Periodicas (ou Fechadas): 3T # 0;7(t,z) = v(t + T, x),Vt € I,.

iii) Estacionarias (ou Constantes): (t,z) = z ¥Vt € I,. Sao fungoes periodicas sem
periodo definido.

A trajetoria de x é estacionéria se e somente se F'(z) = 0.
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Seja ' = F(t,z), onde F' : U — R™ é continua e U C R x R™ é aberto. Uma solugao ¢(t)
definida para t > 0 diz-se estavel (no sentido de Lyapunov) se dado € > 0 existe § > 0 tal que
se ¥ (t) é solugdo com [1(0) — ¢(0)| < 0, entdo 1 (t) também esta definida para todo t > 0 e
lo(t) —(t)| < €,Vt > 0. Uma solugao é instavel se nao for estéavel.

Se além disso existir d; tal que 07 > [1(0) — p(0)] = limy 1o | ©(t)— ©(t) |= 0, diremos
que ¢(t) é assintoticamente estavel.

Um ponto z € U é dito ponto singular de F'se F'(x) = 0. Seja F' : U C R* — R” um campo
de vetores continuo e zy um ponto singular isolado de F'. Consideremos o sistema auténomo
associado. Dizemos que xy é estavel (respectivamente assintoticamente estével) se a orbita
constante p(t) = xy é estavel (respectivamente assintoticamente estavel). Em outras palavras,
se dada uma vizinhanga V' C U de zy existir vizinhanga W de x¢ tal que x € W = [0, +00) C
I, e p.(t) € V.Vt > 0 (respectivamente, se além disso existir vizinhanga W D W; 3 z, tal que
r €Wy = limy 4o (1) = o).

A titulo de exemplo considere a equacao linear 2’ = Ax, onde todo valor caracteristico de
A€ L (R",R") tem parte real negativa. Vamos mostrar que zo = 0 é assintoticamente estéavel.

As solugoes de um sistema desse tipo sao dadas por

Y (t) = ez,
Para o calculo da exponencial lembramos que pelo Teorema da Forma Candnica de Jordan,

a menos de mudanca de base

Ay 0
A:diag[Al,AQ,...,An]: ,OndeAl-:Dz-—l—Ni.
0 A,

Além disso, D; é diagonalizavel, N; é nilpotente e D;N; = N;D;.

tD1 @tNl, etD2€tN2, e etDneth:| )

Temos que e = diag [e Considerando o caso em que s6

temos valores caracteristicos \; reais,

et 0
etDi —

0 ethi
Temos \; < 0Vi. Portanto e — 0 quando ¢t — oo, logo |[e!Pi]] = e < e onde
0 = min{|\|} (N < =0 & 0 < =)\, = |\). E possivel mostrar que ||eN|| = |1 + tN; +
R (t%)k | < p(t), onde p(t) é um polindémio de grau k. Por exemplo, consideremos a matriz

01 1t S

N = ( 00 ) etV = 01 >, ||| < 1-+t. Portanto ||e"Pe'™N|| < e"p(t). A exponencial

determina o comportamento do produto, logo e p(t) < Ce % 0 < 6y < 6. Fica provado entdo

que existem 0y > 0 e C' > 0 tais que ‘ etAH < Ce ' VWt > 0. No caso complexo, podemos

tomar qualquer 6, < min{|Re\;|}.
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Dado € > 0 e uma solucdo ¢(t) = "y com [ly — 0] < § ,y = 1(0) segue que [[¢(¢)|| =
|e"y|| < Ce|ly|| < Ce=*§ ¥t > 0. Tomando § = & segue que [[¢)(t) — 0] < Ce "8 < e.
Além disso ||1(t) — 0]] — 0 quando t — 400. Logo zo = 0 é assintoticamente estavel.

Um fluxo em U é uma familia de transformacoes f* : U — U,t € R tal que f° = id e
fits = flo fsVt,s € R. Para cada t € R denotamos

Definindo f*: U, — U, f'(x) = (¢, z) temos que:

i) O =id.

i) fi*s = fo(f") Vt,s € R.

Nesse caso, como f! estd definida em U;, chamaremos pseudo-fluxo. Dizemos que uma
equagao autéonoma é completa se I, = (—oo,+00)Vx € U ou equivalentemente se Uy, = UVt €
R.

Por exemplo, se for verdade que Vx € U,3 K, compacto contido em U tal que (¢, x) €
K, Vtel, entdo I, = (—o0,+00)Vx € U e a equagao é completa.

Exemplo 12. Considere a equacao

/
1\ [ —xater (1 —af—a3)
T zy—exy(1—a?—a2) |

/
T —T9
Para ¢ = 0, > = ( ) Pensando em termos de coordenadas polares, ficamos

T T
pr=0
0 =1

com o sistema equivalente
As trajetorias sao periddicas, sao circulos percorridos com velocidade proporcional ao raio.
Para € > 0 qualquer
2
pl=ep(l—p°)
0 =1

Os zeros do campo de vetores sao p = 1, p = 0. Para p = 1 temos uma trajetoria
periddica. Se p < 1, ja sabemos que uma solugdo que comega no interior do circulo nao sai
mais, além disso p < 1 implica p’ > 0, logo a distancia a origem é uma fungao crescente no
tempo e o giro é em sentido anti-horario. As trajetorias s@o espirais crescentes. Se p > 1,
temos p' < 0 e as trajetorias sao espirais decrescentes (Figura 2.1). I, 2,) = (—00,+00)
para todo (x1,z3) € Bl(O, 0), pois as trajetorias correspondentes estao presas nesse compacto.
I(z, 2,) = (a,400) para todos os outros pontos. Uma anélise do comportamento das trajetorias
nesse exemplo nos dé a impressao de que elas acumulam no circulo unitario. Veremos que de
fato isso acontece.

Um dos nossos objetivos nesse trabalho é estudar o comportamento local de solugoes proximo
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-
N\

Figura 2.1: Exemplo 12

N

de um ponto ou trajetoria em particular, o comportamento em pequenos pedagos do espaco de
fases. Para isso vamos distinguir alguns casos, dependendo do tipo de solugao.

O Teorema a seguir tem a ver com essa teoria local para trajetérias proximas de uma
trajetoria regular, nao estacionaria. Ele mostra que a menos de escolher uma coordenada
adequada, tao diferenciavel quanto F', as trajetorias do campo de vetores proximo de um ponto
regular sao equivalentes a retas horizontais percorridas com velocidade 1 proximo da origem,

isto é, existe um unico modelo local de comportamento do fluxo proximo de pontos regulares.

Teorema 7. (Teorema do Fluzo Tubular) Seja U aberto de RL, F : U — R4, CF 1 < k < oo
e seja g € U tal que F (xg) # 0. Entdo exviste € > 0 e h : (—¢,e) X (—¢,6)¥! — U
difeomorfismo C* tal que h(0,0) = zg e t — h(t,&, ..., &) € solugdo da equacdo z' = F(x).

(=&)X (—£,8)" "

/ "
AEAN J) T
ARG

I—g 0 £I

Figura 2.2: Teorema do Fluxo Tubular

Demonstragio. Consideremos g : B¢™*(0) — U um mergulho C* ( uma aplicacio C* que é
um difeomorfismo sobre a sua imagem ) com ¢(0) = xy e cuja imagem ¢é transversal a ,, no
ponto xg. Tomamos h: D — U, h(t, &, ..., &) =7 (t,9 (&, ..., &) onde D é o conjunto dos
(t,&, ..., &) tal que t pertence ao dominio da solugdo maximal que passa por (0,¢e9,...&y).
Temos que h & C*, pois F e g sio C*. Vejamos que Dh(0,0) : R? — R? ¢ um isomorfismo. De
fato

Dh(0,0)] gy s+ = D (0) (21)

pois h(0,&,...,&) = v(0,9(&,...,&)) = g(&,...,&) e g ¢ um mergulho, portanto
Dh(0,0)](pyxge—1 € um isomorfismo sobre a sua imagem. Por outro lado

Dh(0,0)rx g0y = (9:h) (0,0) = F(~(0,9(0))) = F (o) (2.2)
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pois Oy (t, g (&2, .., &) = F (v (t, 9 (&2, ... ,&)) € F (x9) € transversal a imagem do mergulho
g. Assim Im Dh(0,0) tem dimensao pelo menos d— 1 pelo item (2.1) e com o item (2.2) conclui-
mos que dim(/m Dh(0,0)) > d . Entao Dh(0,0) é sobrejetivo, logo ¢ isomorfismo. Para concluir
temos que pelo Teorema da Funcao Inversa, existe € > 0 tal que h|( o € difeomorfismo sobre
a sua imagem. A aplicagao h, da forma como foi definida, tem as proprledades que procuramos.

]

Corolario 2. Seja 7., : (a,b) = R4, v,,(0) = z¢ solugdo mazimal de 2’ = F(z) e suponhamos
que existe p = limy_p, V., (t) € U. Entdo b = +o00 e p € ponto estaciondrio, isto é, F(p) = 0.
Demonstragio. Seja p > 0 tal que, B,(0) C U. Como ~,,(t) — p temos que 7,, nunca sai de

B,(0), logo b = +o00. Suponhamos que F(p) # 0. Como 7,,(t) — p, existe t, — oo tal que
Yao (L) — p, entao

k>$0) —p= 7(0729)

v (
5 € £\
gl (tk + 5,:60) = (iaV(tkaIO)) — (5,19)
Dai 7,, (tk + %) Yp (g) onde 7p ¢ a solugao de '’ = F(x),7,(0) = p. Mas pelo teorema do
fluxo tubular v, ( ) h (%) = p, com h um difeomorfismo, logo = (%,p) # ~v(0,p) = p.
nao

Entao limy 4 oo Yao () existe, o que é uma contradicao.

]

Voltando ao Exemplo 12, vemos que as solugoes satisfazem as condigoes do corolario acima

e portando convergem para o ponto estacionario p = 1, ou seja, acumulam no circulo unitario.

2.5 SISTEMAS LINEARES: O CASO BIDIMENSIONAL

Vamos passar agora a analisar fluxos na vizinhanca de pontos estacionarios. Suponha p um

ponto estacionéario. Pela Formula de Taylor, para x proximo de p
F(z) = F(p) + DF(p)(x — p).

Logo F(x) ~ DF(p)(x — p). Isso sugere que, na vizinhanga de p, o fluxo, as solugoes de
1’ = F(z) seja parecido com o fluxo de v/ = Av onde A : R? — R? A = DF(p),v = x — p, para

v proximo da origem. Vamos fazer um breve estudo dessas equagoes lineares.

Proposicao 5. A aplicagio R > t — €' € L (R, RY) € derivdvel e £ (') = Ae', isto ¢,
essa aplicagao € solucao da equacgao diferencial X' = AX, X € & ([Rd, [Rd).

Demonstracao.
t2A2 tnAn
A=T+tA+ + -+ + -
2 n!
Derivando termo a termo, temos a série A + tA? + % + -4 t(n IA)T + --- ou ainda
A[l+tA+ % +--+ % +---] = Ae*A. Essa derivacdo pode ser feita, pois as duas séries
sao convergentes, pelo critério de Weierstrass. O
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Vamos entender como podemos calcular a exponencial e qual o comportamento do fluxo

para uma equagao linear com coeficientes constantes em dimensao dois
! 2
¥ =Ar,r € R

eAde Z(RR?).
Vamos supor que A é invertivel, ou seja, que det A # 0. Segue que x = 0 é o tnico ponto

critico do sistema linear e vale o seguinte resultado.

Teorema 8. O ponto critico x = 0 do sistema linear ¥’ = Ax serd:
i) assintoticamente estdvel se \; e Ay sdo reais e negativos ou tem parte real negativa;
i1) estdvel, mas nao assintoticamente estdvel, se A1 e Ay sao imagindrios puros;

191) instdvel se Ay e Ay sdo reais e um deles é positivo ou se ambos tem parte real positiva.
Demonstra¢ao. Vamos analisar alguns casos.
Caso 1 - A tem dois auto-valores reais e distintos A\; < Aa. Autovetores associados a au-

tovalores distintos sao linearmente independentes. Portanto os autovetores associados a A\; e Ay

formam uma base, isto é, A ¢ diagonalizavel. Assim, existe P € . (R?, R?) invertivel tal que

papt— (MY
A2
Assim
PetAp—1 — PtAP™1 _ e 0
B B 0 et

Para entendermos o comportamento desse fluxo temos que considerar alguns subcasos, ja

que o comportamento de e’ depende do sinal de .

Caso 1.1 - 0 < A\; < Ag: Nesse caso, quando t — +00, as solugoes também tendem a in-
finito, e quando ¢t — —o0, as solugoes tendem a zero. Temos o que se chama um né repulsor.
Como Ay > \q, a coordenada relativa ao autoespaco Fs gerado pelo autovetor Ay cresce mais

rapido. Temos entao o comportamento da Figura 2.3 (ao centro).

Caso 1.2 - \; < Ay < 0: O comportamento é o mesmo que no caso anterior com o sentido
do movimento nas trajetorias sendo invertido. Nesse caso temos o que se chama né atrator

(Figura 2.3 (a esq.)).

Caso 1.3 - \; < 0 < \o: O fluxo é dado pela aplicacdo t — ez, isto é

e 0 T
t—
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Nesse caso a solugdo que passa por (zi,xa) € () = (eMay,e™ay) = (x(1),y(t)).
Quando t — 400, a primeira coordenada tende a zero e a segunda tende a infinito. Temos
z(t) 2y ()N = etMregizethideg oM — 20 m M 6y seja a funcao ¢(z,y) = 22y~ é constante
em trajetorias do fluxo. Dessa forma, as trajetorias estao contidas em curvas de nivel de ¢, que
sao deformagbes de hipérboles. O retrato de fase ilustrado na Figura 2.3 (a dir.) ¢ chamado
sela.

Apesar de o conjunto de matrizes que tem 0 como um de seus autovalores ser um conjunto

pequeno, vamos olhar os casos onde isso ocorre.

Caso 1.4 - A\; =0 < Aa: A solugdo que passa por (z1,z3) é dada por
z(t) \ [ 10 T
y(t) 0 et Tg

0 0
A =0= PAP™! = > Entao o eixo x ¢ um autoespaco da matriz, associado ao
2

autovalor nulo. Portanto o eixo z pertence ao nucleo, logo esse eixo é formado por zeros do
campo de vetores. Todo o eixo x consiste de pontos estacionarios. O retrato de fase consiste em
retas verticais paralelas ao eixo y, cada reta dessas representando 3 trajetorias. As trajetorias
associadas a y > 0 apontam para cima e as associadas a y < 0 apontam para baixo, se y =0 a

trajetoria é estacionaria.

Caso 1.5 - A\; < 0 = \y: Anélogo ao caso anterior.

E) Fﬂ\\é//
\\s/\%ﬂ N/ )\(

TRTN A

Figura 2.3: N6 atrator (& esq.), N6 repulsor (ao centro) e Sela (a dir.).

BN

Caso 2 - A tem um unico autovalor A: Pelo Teorema da Forma Canonica de Jordan temos

duas possibilidades para PAP~.

A0
Caso 2.1 - PAP ! = )
0 A

Caso 2.1.1 - A > 0: As solugoes sao

()= (2)
y(t) 0 ¥ Ty )

Como A > 0, as solugoes tendem a infinito e o retrato de fase consiste em retas apontando
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para fora como na Figura 2.4 (a dir.). A origem ¢ instavel.

Caso 2.1.2 - XA < 0: Analogo a 2.1.1 com as retas apontando para dentro, convergindo para a

origem. A origem ¢é assintoticamente estavel.

t
Caso 2.1.3 - A = 0: Nesse caso as solugoes sao ( z(t) ) = < o

. Entao todos os pontos
y(t)

T2
sao estacionérios.

A0 0
Caso 2.2 - PAP ! = + c : Nesse caso
0 A 0 0

A 1 te
PetAp—1 — DN _ e
0 e 0 1

Caso 2.2.1 - A > 0: As solugoes ficam

(x(t) > _ ( e teet? ) (:1:1 >
y(t) 0 e Ty |

Quando t — 400 as trajetorias tendem a +o0o. Quando t — —oo tendem a 0. A primeira

coordenada tende a infinito mais rapido que a segunda devido ao fator t em tee®.

( x(t) > _ < erry + teery )
y(t) N ey
x(t) a1

Rk T
y(t) a9

Temos nesse caso um néd repulsor indicado na Figura 2.5(a dir.).

Caso 2.2.2 - A\ < 0: Analogo ao caso anterior com sentido invertido, né atrator.

perpti— [ L E)
01

Aqui, em comparagao com o caso 2.1.3, o comportamento muda radicalmente. As solugoes

( x(t) ) _ ( xo + teyo )
y(t) Yo .

Todo o eixo y é formado por pontos estacionéarios. As trajetorias no retrato de fase sao retas

Caso 2.2.3 - A = 0: Temos

nao sao todas estacionarias.

paralelas ao eixo x, apontando para a direita se y > 0 e para a esquerda se y < 0. Esse caso ¢é
o que se chama cisalhamento.

Caso 3 - Nenhum autovalor, isto é, os zeros do polindbmio caracteristico sao complexos nao
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Nz
i

//

Figura 2.4: Autovalores iguais: dois autovetores independentes.

E 0

Figura 2.5: Autovalores iguais: um autovetor independente.

papi— (7).
b«
PpotAp-1 e 0 cos3 —sinf3
e = .
0 @ sinf3 cosf
Caso 3.1 - a > 0,8 > 0: As solugbes sao

x(t) \ [ e 0 costff —sintf )
yt) /] \ 0 e sint@ costf To

Logo temos um foco repulsor (Figura 2.6 (a dir.)).

reais a + i3, 5 # 0.

Portanto

Caso 3.2 - a > 0,8 < 0: Analogo ao caso anterior mas as solugoes espiralam em sentido

contrario.

Caso 3.3 - a < 0,8 > 0: As trajetorias espiralam para dentro. Temos um foco atrator

(Figura 2.6 (ao centro)).

Caso 3.4 - a < 0, 8 < 0: Analogo ao caso anterior com o sentido das trajetorias sendo

invertido.

Caso 3.5 - a = 0,0 > 0: As trajetorias sao circulos em torno da origem. Essa configura-

¢ao se chama centro (Figura 2.6 (a esq.)).
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Caso 3.6 - a =0, < 0: Anélogo ao caso anterior com sentido contrario.

13 B .
Ep

E
E1 1

Figura 2.6: Centro (& esq.), foco atrator (ao centro) e foco repulsor (a dir.)

O

Segue-se do Teorema 8 que os autovalores da matriz A determinam o tipo de ponto critico
em r = 0 e suas caracteristicas de estabilidade. No caso do centro, se mudarmos um pouco o
valor de o passamos de trajetorias fechadas para espirais ( que vao a infinito se @ > 0 e para
0 se & < 0 ). Dizemos ent@o que o centro é estruturalmente instavel, pequenas mudangas nos
parametros do campo de vetores podem afetar "drasticamente"o retrato de fase. Estudaremos

mais a fundo situacoes como essa na secao 3.1.
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3. ESTABILIDADE

O conceito de estabilidade ¢ um dos principais na teoria moderna de equagoes diferenciais.
Uma das maneiras de se pensar em estabilidade consiste em estabelecer se um dado sistema
dindmico, dado por exemplo pelas solucoes de um sistema de equacoes diferenciais, pode ser
perturbado sem que as suas solugdes ou 0 seu comportamento assintotico (quando o tempo tende
a infinito) mude radicalmente. Outro modo de se pensar em estabilidade ¢ devido a Lyapunov e
busca estabelecer se, dada uma solucao de uma equagao diferencial, as solugoes suficientemente
proximas a esta solugao fixada, permanecem préximas a esta com o passar do tempo. Em
particular, se temos uma singularidade (uma solu¢do estaciondaria), perguntamos se solugoes
partindo de pontos suficientemente proximos a esta singularidade, permanecem proximas a
esta ou mesmo, no caso do que se chamara estabilidade assintotica, se estas solugoes convergem

para a singularidade com o passar do tempo.

3.1 ESTABILIDADE ESTRUTURAL EM SISTEMAS BIDI-
MENSIONAIS

O problema da estabilidade estrutural consiste em analisar se modificando um pouco o
campo de vetores F', o retrato de fase nao modifica muito. Em geral isso nao é verdade.

Quando um sistema z’ = Ax aparece em algum campo aplicado, os coeficientes resultam,
em geral, de medidas de determinadas quantidades fisicas. Tais medidas estao sujeitas, muitas
vezes, a pequenos erros, de modo que é de interesse investigar se pequenas mudangas (perturba-
¢oes) nos coeficientes, afetam a estabilidade ou instabilidade de um ponto critico e/ou o padrao
das trajetorias.

A dependéncia do comportamento global das solu¢oes aos autovalores fica evidente ao per-
turbarmos o sistema, em dois dos casos essas perturbacoes alteram a natureza dos autovalores
e isso influencia, em maior ou menor grau, o comportamento das trajetorias no espago de fase.

Como os valores caracteristicos 71,79 sdo as raizes da equagao polinomial det(A — rI) = 0,
entao pequenas perturbagoes em alguns dos coeficientes sao refletidas em pequenas perturba-

¢oes nos valores caracteristicos.

CASO 1 - Os autovalores r,7, de A sao reais, distintos e nao nulos: Neste caso, per-
turbacoes suficientemente pequenas nos coeficientes nao alteram a estabilidade ou instabilidade

do sistema, nem o tipo de ponto critico. Por exemplo, se r; e ry sao reais, negativos e distin-
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tos, entao uma mudanca pequena nos coeficientes nao vai alterar os sinais de r e 5, nem vai
permitir que eles se tornem iguais. Assim, o ponto critico permanecera um no6 assintoticamente

estéavel.

CASO 2 - Os autovalores sao complexos conjugados, necessariamente com parte
imaginaria nao nula: A situacao sensivel acontece quando r; =1iu e r9 = —iu, ou seja,
quando o ponto critico ¢ um centro. Uma ligeira mudanca nos coeficientes, implica em novos
autovalores | = N +iy’ e rh, = XN +iy' , onde N é pequeno em valor absoluto e ¢/ = p. Se
N #£ 0, entdo as trajetorias do sistema perturbado serdo espirais, em vez de elipses. O sistema

é assintoticamente estavel se ' < 0, mas é instavel se X' > 0.

) '
IJ . "1 |___>\I+ ||J| “ l
n =i M - | Lo ©r=Iy
L=\ iy @™
)\I I,2|___>\|_ ||JI .K . )\
Fo=-ip Qr.=-ip
Sig r=y- iy
Figura 3.1: Perturbagao esquemética de r; = iu, ro = —ipu.
) . 01 e 1 o
Por exemplo, sejam as matrizes A = Lo e B = ) com |e| arbitrariamente
€

pequeno.
Para o sistema 2’ = Az temos det(A —r1) =0< r*+1=0<r = +1. Logo (0,0) ¢ um
centro.
Para o sistema 2/ = Bx temos det(B —rl) =0 1?2 —2er + 1+ €2 =04 r = e 4. Logo
(0,0) é um ponto espiral para € # 0. Se € < 0, o ponto espiral vai ser assintoticamente estavel;

se € > (0, o ponto espiral vai ser instavel.

CASO 3: Os autovalores sao reais, iguais e nao nulos. Neste caso o ponto critico ¢é
um né. Pequenas perturbacgoes nos coeficientes fazem com que as raizes iguais se separem
(bifurquem). Se as raizes separadas forem reais, entdo o ponto critico do sistema perturbado
permanecera um nod, mas se as raizes separadas forem complexas conjugadas entao o ponto
critico se transformard em um ponto espiral. Nesse caso, a estabilidade ou instabilidade do
sistema nao ¢é afetada por pequenas perturbagoes nos coeficientes, mas o tipo de ponto critico

pode mudar.

/PIJ M .
L'=\+ip
X
Ln=r, ./I N
K“T’_}gl )\' ﬁ:rz\.
I’Z':)\ - lu

Figura 3.2: Perturbagao esquemética de r; = rs.
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-1 1 -1 1
Por exemplo, sejam as matrizes A = ( 0 1 e B = ) com |e| arbitraria-
—_— _E —_—
mente pequeno. Para o sistema 2’ = Az temos det(A—rl) =0& (r+1)?=0&r; =ry = —1,
de modo que (0,0) é um néd assintoticamente estavel. Para o sistema 2/ = Bx temos

det(B—rl)=0&r?+2r+1+e=0%r=—-1++—c See > 0, entdo os autovalo-
res sao —1 £ iy/e, de modo que o no6 assintoticamente estavel se transformou em um ponto
espiral assintoticamente estavel. Se e < 0, entao os autovalores sdo —1 4 +/|€[, e o ponto critico

permanece sendo um né assintoticamente estavel.

3.2 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV EM SISTEMAS AUTO-
NOMOS

A ideia de Lyapunov para o estudo do comportamento de solugoes foi a de introduzir fungoes
que poderiam garantir estabilidade através de condigoes na derivada da funcao ao longo das
6rbitas do campo de vetores que descreve a equacao diferencial dada.

Seja V : U — R uma funcao C'. Dada qualquer trajetéria ¢(¢) de um sistema auténomo
denotamos V (t) = LV (1(t)) ou ainda Viz) = %‘t:ﬂ V((t)).

Definigao 8. Uma fungao de Lyapunov para um ponto singular o € uma funcaoV : U — R, C1

definida em um aberto U > xy, satisfazendo as sequintes condigoes:
1. V(zg) =0 e V(z) >0,V # xo;
2. V <0 para todo t e toda trajetoria;
A funcao de Lyapunov V' diz-se estrita quando
3. V <0 para todo t e toda trajetoria diferente de .

Segue-se que uma fungao de Lyapunov (respectivamente fungao de Lyapunov estrita) é uma
fungdo nao-crescente (decrescente) ao longo do tempo. A seguir temos um exemplo de uma

funcao de Lyapunov estrita.

Exemplo 13. Seja A € £ (R",R") com todos os valores caracteristicos com parte real ne-
gativa e considere o sistema auténomo associado a A. Pelo Teorema da Forma Canoénica de
Jordan existe uma matriz B = PAP™! tal que B(x) -z < 0Vx # 0. Considerando agora o

campo de vetores B ao invés de A temos que
V(z) = ||z

¢ fungao de Lyapunov estrita para zo = 0. De fato, tomando ¢ (t) solugao de 2’ = Bz,

W( )|* = jt[w(t) (1)) = 2[(t) - ()]
2[(t) - By(t)] <0
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As proposigoes a seguir mostram como as fungoes de Lyapunov sao tteis no nosso estudo
de estabilidade.

Proposicao 6. Seja xy um ponto singular. Se existe uma func¢ao de Lyapunov V' para xg,

entao xo € estavel.

Demonstragcao. Dado € > 0 seja
M. =inf{V(x): 2 € 0B. (z0)}

Como a funcdo ¢é positiva para = # x¢ e 0B. (x¢) ¢ compacto temos M. > 0. Por continui-
dade, existe § > 0 tal que V(z) < M.Vx € Bs(xg). Para todo x € Bs(zo) e todo t > 0 temos
que

V (f'(z) <V(z) < M.

Logo f'(x) ¢ OB:(z0). Portanto f'(x) € B.(xo)Vt e pelo Teorema 6, f'(x) esta definida
para todo t > 0. O]

Exemplo 14. Considere o sistema auténomo

¥ =y—a23
{ T () eR

y/ — _1,3

A origem (0,0) é um ponto singular isolado e a fungdo V' : R? — R dada por V(z,y) =
z* + 2¢y* é uma fungao de Lyapunov para (0,0). Logo, (0,0) ¢ estével.
De fato, V(0,0) = 0, V(z,y) > 0V(z,y) # (0,0) e dada ¢ (t) = (x(t),y(t)) solugao desse

sistema temos

d AV, AV,

= O+ v (0 = de(0)2(0) + y()y' ()

=4z(t)° (y(t) — x(t)*) + 4y(t) (—2(t)*) = —4a(t)® < OV

Proposicao 7. Seja xg um ponto singular. Se existe uma func¢ao de Lyapunov estrita V' para

Xo, entao xy € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Queremos mostrar que Vo € Bs(zo), f'(z) = x9 quando t — +oo,x # xo.

Pela Proposicao 6, f(x) € B.(xg) Vt > 0. Logo f'(z) € B.(xg), segue que f(x) acumula em
algum ponto. Consideremos t,, — +00 e y € B. (z¢) tal que

fir(z) = .

Temos que V (f*(z)) = V(y) e V (f(z)) < V(2)Vt > 0 ja que a aplicacdo t — V (f*(2))
¢ decrescente (V2 # o). Suponhamos, por contradigao que y # zo. Entdo V(y) > V (f1(y)),
logo

lim V (ftn(w)) =Vy) >V (fl(y)) — lim V (ftn+1(x))

n—oo n—oo
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Para m, n suficientemente grandes ,V (f»*1(x)) < V(y) e como V (fi»(z)) é decrescente,
V (ft(x)) > V(y). Temos ainda que V (f'™(x)) < V (f!»*!(z)) desde que se tome t,, > t,, + 1,
logo V(y) < V (ftm(z)) < V (f""T(x)) < V(y) , o que é uma contradi¢ao, portanto y = z5. [J

A seguir um exemplo de aplicacao dessa proposicao.

Exemplo 15. Considere o sistema auténomo

= —x+ xy?
{ Y () e R

y =—y—ay

Vamos mostrar que V : R? — R, V(z,y) = x* + y? é fungao de Lyapunov estrita para
(x0,%0) = (0,0) e que entdo (0,0) é assintoticamente estavel.

De fato, V(0,0) = 0,V (z,y) > 0V (z,y) # (0,0) e dada uma trajetoria ¢ (t) = (z(t), y(t))

temos
V(t) = =V (x(t),y(t) = 2z(t) (—2(t) + z(£)y(t)) + 2y(t) (—y(t) — x(t)*y(t))

— —2(a(t) + y()?) < 0, ¥EeV (t) £ (0,0).
Agora vejamos um critério para instabilidade.

Proposicao 8. Seja xy ponto singular do sistema auténomo e D C U um aberto tal que
xg € dD. Suponha que exista uma fungio C*'V : U — R tal que V|yp, =0, V|, > 0 e

Vi > 0. Entao zy € instdvel.
D

Demonstracao. A demonstracao esta ilustrada pela Figura 3.3. Dado € > 0, queremos mostrar
que existem pontos z € B.(xy) cuja trajetoria escapa de B. (zg). Seja x € B.(z9) N D e
suponhamos que f'(z) esta definida V¢ > 0 e f'(z) € B: (x9) V¢ > 0. Sabemos que V(z) > 0
e V (fi(x)) > V(x) para todo t tal que f5(xz) € DV0 < s < t. Entao f(x) ¢ 9D Vt > 0. Mais
ainda, por continuidade de V existe uma vizinhanca W de 9D tal que f'(z) ¢ WVt > 0. Ou

seja, existe um compacto K C D tal que f'(z) € K Vt > 0. V & claramente continua. Seja
B =infV
K

Temos 3 > 0 ja que V > 0 em K. Entdo, sendo V > 3, V (ff(z)) > V(x) + ftVt > 0.
Assim V (f'(x)) = 400 quando ¢ — +o00, mas por outro lado f'(x) € B. (zo) "DVt >0 e
V(B: (z9)) ¢ limitado, o que é uma contradigdo. Portanto a trajetéria de x nao esta contida
em B. (xg).

[l

Exemplo 16. Seja agora o sistema
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Figura 3.3: Demonstracao da Proposicao 8.
Tome V(z,y) = 2*+y? e D = R*\{(0,0)}, temos que V> 0em D e V =0 em 0D = (0,0).

V(a(t),y(t) = 2u(t) [~y(t) +2(t) (z()* + y(1)*)] +2y(t) [2(t) + y(2) (2(t)* +y(1)*)]

= —2z(t)y(t) + 2z (t)y(t) + 22(t)* + 22(t)*y(t)* + 2y(t)?z(t)* + 2y(t)* > 0 ¥ (x(t), y(t)) # (0,0).

Logo, dada qualquer bola B centrada na origem, V (z(t),y(t)) > 0V (z(t),y(t)) € DN B.

Em virtude da Proposigao 8, (0,0) ¢ instavel.

3.3 SISTEMAS LOCALMENTE LINEARES

Considere o sistema nao linear
' = Az + g(z)

E conveniente escolher o ponto critico como a origem. Isso ndo envolve perda de genera-
lidade, ja que se xo # 0, é sempre possivel fazer a substituicdo u = z — xg. Entao u satisfaz
um sistema auténomo com um ponto critico na origem. Suponha ainda que x = 0 é um ponto
critico isolado do sistema acima. Isso significa que existe algum circulo em torno da origem no
interior do qual nao existem outros pontos criticos. Além disso, vamos supor que det A # 0,
de modo que x = 0 também ¢ um ponto critico isolado do sistema linear ' = Ax. Para que o
sistema nao linear acima esteja proximo do sistema linear 2’ = Ax, temos que supor que g(z)
¢é pequeno. Mais precisamente, vamos supor que as componentes de g tém derivadas parciais

de primeira ordem continuas e que g satisfaz a condigao
lg(@)||/||lz]| = 0 quando z — 0

ou seja, |lg]| ¢ pequeno em comparagdo com a propria ||z| perto da origem. Segue que a

condigao acima é satisfeita se, e somente se,

gi(z,y)/r =0, go(x,y)/r — 0 quando r — 0.
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Tal sistema é chamado de sistema localmente linear na vizinhancga do ponto critico z = 0.
Como o termo nao linear g(x) é pequeno comparado ao termo linear Az quando x é pequeno,
¢é razoavel esperar que as trajetorias do sistema linear sejam boas aproximacoes das trajetorias
do sistema nao linear, pelo menos perto da origem. Isso ocorre na maioria dos casos (mas nao
em todos). Para z (ou x — xg) pequeno os termos nao lineares também sdo pequenos e nao
afetam a estabilidade e o tipo de ponto critico determinados pelo sistema linear, exceto em dois
casos sensiveis: quando os valores caracteristicos forem imaginarios puros e quando forem reais
e iguais.

Na secao 3.1 afirmamos que pequenas perturbagoes nos coeficientes do sistema linear, e
portanto nos autovalores, s6 podem alterar o tipo e a estabilidade nesses dois casos. E razoével
esperar que o pequeno termo nao linear possa ter um efeito substancial semelhante, pelo menos
nesses dois casos. Isso ocorre, mas em todos os outros casos o termo pequeno nao linear nao
altera o tipo ou a estabilidade do ponto critico. Assim, exceto nos dois casos sensiveis o tipo e
a estabilidade do ponto critico do sistema nao linear podem ser determinados por um estudo

do sistema linear correspondente muito mais simples.

Definigao 9. Seja V : U — R? com 0 € U. V € dita positiva definida em U se V(0) = 0 e
V(z) > 0,Vo € U —{0}. Analogamente, V € negativa definida em U se V(0) = 0,V (z) <
0Vax € U —{0}. Se as desigualdades >, < sao substituidas por >,< entao V € dita positiva

semidefinida e negativa semidefinida, respectivamente.

Teorema 9. A funcio V(z,y) = ax? + bxy + cy? € positiva definida se, e somente se, a > 0 e

4ac — b* > 0 e € negativa definida se, e somente se, a < 0 e 4ac — b*> > 0.

Teorema 10. Suponha que a origem é um ponto critico isolado de um sistema auténomo. Seja
V uma fungao C'. Suponha que V(0,0) = 0 e que em toda vizunhanga da origem, existe pelo
menos um ponto onde V € negativa. Se existe wm dominio D contendo a origem tal que V é

negativa definida em D, entdo a origem € instdvel.

Demonstragao. Dado 6 > 0, seja, xg € Bs(0) tal que V' (x¢) < 0. Considere a trajetoria de xo.
Ao longo dessa trajetoria V tem que decrescer, ja que V(x) < 0; além disso, como V (zg) < 0,

a trajetoria ndo pode se aproximar da origem, pois V' (0) = 0. Assim a origem é instavel. O]

Teorema 11. Considere o sistema localmente linear

% = anur + apy + Fi(x,y)
7 = an® + axpy + Gi(v,y)

Se (0,0) for um ponto critico assintoticamente estdvel do sistema linear correspondente, entao

ele sera um ponto critico assintoticamente estdvel do sistema localmente linear.

Demonstra¢ao. Primeiro vamos considerar o sistema linear correspondente. Como (0,0) é um

ponto critico assintoticamente estavel temos que a1 + aso < 0 € a11a99 — ajaas; > 0. De fato,
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ailr Aaig

os autovalores da matriz A = ( > sdo as raizes do polinomio P(\) = det(A — AI).

a1 Q22

ap; — A Q12 2
= apag — A (a1 + az) + A\ — aza;.
a21 agy — A

Entao P(X) = A? — (a11 + ag) A + a1 — a12a91 = 0 <=

(a1 + ag) & \/(an + )’ — 4 (a11a22 — ar2a) (a1 +ax) £ VA

2 2

Para simplificar denotemos p = aq14agg € ¢ = aj1a22—ajaas;. Como (0, 0) é assintoticamente
estavel, temos trés possibilidades para os autovalores A; e As.

i) A\; < A2 < 0: Para isso devemos ter

A>0<=p>—4¢>0=p°>4q

A
Alzl%_<0<:>p<—\/z:>p<0
)\2:])_—\/Z<0

2
q:)\l)\2>0

ii) Ay = Xy < 0: Paraisso, A=0,\ =X =0<0=p<0,A=p"—4¢g=0=p’ =4¢=
q>0q:/\1/\2>0.

iii) A, o =Atip comA<0:Assim A=p*—4g<0=p’<4g=¢>0,A=L<0=
p <0.

Vamos construir uma fungao de Lyapunov da forma V(x,y) = Az? + Bxy + Cy* que seja

positiva definida e tal que V (z,y) = —2® — y2. Vamos determinar A, B e C' nessas condicoes.
: dz dx dy dy 5 9
Vie,y) = 2422 + By 4 Ba™ o0y™Y = 42 -
(2.y) = 2Aw gy + By & Basy + 20y = =27~y

= 2Ax (a1 + a12y) + By (110 + a12y) + B (ag1x + agny) + 2cy (ag1x + axny) = —2 — 2.
Ficamos entao com o sistema
2Aa11 -+ BCL21 =-—1

2Aa15 + Bayi + Bags + 2Cag =0
BCL12 + 2CCL22 =-1

2@11 921 0 A —1
2&12 a1 + ao9 2&21 B = 0
0 192 2(122 C —1
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2CL11 21 0 —1
MX = Z7 M = 2&12 a1 + G2 2a?l 7Z = 0
0 a1 2a92 —1

a12a21—a3,—ai1a22 a21a22 —a3,

2% 20 20

ML= a12a22 —ai1a22 411921

o 4 g
_c1L22 aj1ai2 —af1+a12a21—a11a22

20 20 20

— 2 2 —
onde o0 = a11a12021 — Q11059 — Q711A22 + A12a91000 = ((111 + (122) (a11a22 — (112(121) . Isso nos leva a

31—a12a21+a3,+a11a21

a12a21—a3,—a11a22 a21a22 —a3 -1 a2
20 20 20 20
X = a12a22 —a11a22 a11a21 0 — —a11021—012022

o o o o

—152 aiiai2 *a%1+a12a21*a11a22 -1 u%1+a%2*a12a21+a11a22
20 20 20 20

Logo
2 2
31 — Q12021 + A9 + a110a922

A pr—
2 2
2a11a12a21 — 2011059 — 207, Q22 + 2012021022

2 2
A= — asy + azy + (a11022 — a12a91)
— A= > -
2 (ai a2 — a11012G91 + A11G35 — A12021G22)

2 2
_CZQl + Ao + (a11a22 — a12a21>

= A=
20
Além disso ) )
a5 + a5, +
J:pq<O:>A:—212—22q>O
g

1 1
4AC-B?* = = (a%l + G%Q + aji1a — a12a21)(a%1 + a%g + aj1ase — ajpas) + ;(%2&22 + a11a21)2)

1
3 2 2 3 2 3 3
= [a11°ass — ari’arsa + a1’ ar1a9s — ajyam + 43,1100 — 63,015 + a3yan
2 2 2 2 2
—Q99A12A21 + 2@11022 — 4@11@12@21@22 + 2&12CL21]

1
= —2[(0,%1 + CL%Q + Ggl + 6132) (anagz — alg&zl) + 2(&11@22 — alzagl) ]

Dessa forma, 4AC — B? > 0. Pelo Teorema 9, V & positiva definida
A funcao de Lyapunov construida anteriormente também é uma funcao de Lyapunov para

o sistema localmente linear. Para provar isso vamos mostrar que existe alguma regiao contendo
a origem na qual V' é negativa definida.

. dx dy dy

dz
V(z,y) = 2Ax o + Bay + Bxa +2CYy i

2Az (a2 + any + Fi(x,y)) + By (an1x + any + Fi(z,y))

+Bx (a2 + azsy + G1(x,y)) + 2Cy (a1 + axny + Gi(z,y))
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= $2 [2Aa11 + Bazl} + Ty [214&12 + Ba11 -+ BCLQQ + 20&21] —+ y2 [Ba12 + 20&22]
+Fi(2,y)[2Az + By] + Gi(z,y)[Bx + 2CYy]

= — (22 + %) + Fi(a,y)[2Ax + By] + Gy(z,y)[Bx + 2Cy].

Como o sistema ¢ localmente linear, temos que M —0e M — 0 quando r =

V24132 — 0. Seja M = max{|2A4|,|B|,|2C|}. Reescrevendo V usando coordenadas polares,

temos que

V = —r? + Fi(x,y)(2A4r cos § 4+ Brsin ) + Gy(z,y)(Brcosf + 2Crsen )

F
= —r? 4 7? [(QA cos§ + Bsen Q)M—l— (Bcosf + 2sen0)m}
r r

+ (cos @ + sin 6

F
< —r?+r*M {(cos 0 + sin 6) ,9)
,

Dado ¢ = SLM existe um circulo de raio § em torno da origem tal que se 0 < r < ¢, entao

|F1(f,y)| <$7 |GJ_qu:y)| < ﬁe
. F G
V< —r?4+rM {(cos@ + sen H)M + (cos @ + sin H)M}
r r
1 1
21— Mi—| =2 |1-= .
< —r { Wi r 5 <0

Assim V(:B,y) < 0 para r < 0.
]

Teorema 12. Considerando o sistema localmente linear. Se aj1+age > 0 € aj1a90 — a1aa9; > 0,

entao a origem € um ponto instdvel do sistema linear e também do sistema localmente linear.

Demonstra¢ao. Consideremos novamente a fungao
V(z,y) = Ax® + By + Cy?

do teorema anterior. Para o sistema linear, vimos que V(I, y) < 0Vz # 0. Para ajq + az >0
€ a11a92 — G12a21 > 0 temos que A < 0. Assim V‘[RX{O} < 0. Segue que em qualquer vizinhanca
do ponto 0 existem pontos onde V' é negativa. Pelo Teorema 10, a origem é instavel. Para
o caso do sistema localmente linear, a situagao é analoga ao teorema anterior e temos que a

origem ¢ instavel pelo Teorema 10. O]

3.4 TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

O Teorema de Poincaré-Bendixson é um teorema que tira proveito de informagoes sobre o

dominio, em particular da topologia do plano. Considere a equagao diferencial 2’ = F(x), F :
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U — R de classe C! (para evitar questdes de unicidade) e p € U tal que o fluxo (trajetoria)
7p(t) esta definido para todo ¢t > 0.

Definigao 10. O conjunto émega limite w(p) € o conjunto dos pontos de acumulagio de ~,(t)

quando t tende a + 00, isto € w(p) = {z € U : A(t,,) — +oo tal que v,(t,) — z}.

Defini¢ao 11. Analogamente, o conjunto alfa limite de um ponto p (a(p)) € o conjunto dos
pontos de acumulagio do fluxo quando t tende a menos infinito, supondo claro 7,(t) definida

para todo t < 0.

Geometricamente, o conjunto w(p) (respectivamente «(p)), interpreta-se como o conjunto
dos pontos de U onde "morre" (respectivamente "nasce") a trajetoria que passa por p no instante
0.

Proposicao 9. Se p tem uma trajetoria periddica, entao w(p) e a(p) coincidem com a trajetoria

de p.

Demonstracao. De fato, como a trajetéria de p é periddica, existe 7 > 0 tal que a solugao
maximal vy, : R = U é periddica de periodo 7. Seja ¢ na trajetéria de p, entao 3¢y € R, tal que
q¢ = 7 (to). Tomando a sequéncia t, = to + nr,n € N, temos ¢,, = +o0 e lim,,_, 17, (tn) =
limy, 1007y (fo +17) = lim, 100 Yy (L) = v (to) = ¢, logo ¢ € w(p). Assim a trajetoria
de p esté cotida em w(p). Para mostrar a outra inclusdo, tomemos ¢ € w(p), entdo existe
(tn) C R,t, — +00 e lim, 1o, (tn) = g¢. Temos que a sequéncia (7, (¢,)) esta contida na
trajetoria de p, logo ¢ pertence ao fecho dessa trajetoria, que é a propria trajetoria por que

sendo periodica ela é fechada. Assim w(p) estda contido na trajetéria. Analogamente para
a(p). O

Proposigao 10. Suponhamos que 7,(t) estd definida Vit > 0 e a semi trajetoria {7,(t),t > 0}

estda contida num compacto. Entao

1. w(p) # 2;

2. w(p) € invariante pelo fluzo, isto €, dado q € w(p), a trajetoria de q estd contida em w(p);
3. w(p) € compacto;
4. w(p) € conexo.

Demonstracao. 1. Por hipotese existe a semitrajetoria possiviva esta contida em K compacto.
A sequéncia t,, = n tende a +00 e (7, (t,)) esta contida na semi trajetoria de p, entao (7, (t,)) C
K. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, como K é limitado, existe (7, (tx,)) € (7, (tn)), €
q € K tal que lim,,_, 7, (tk,) = ¢, donde g € w(p). Segue que w(p) é nao vazio.

2. Seja ¢ € w(p) e r na trajetoria de ¢. Entao 3(t,),t, = +oo, lim, 1o, (t,) = q et
tal que r =, (to) = v (to,q). Seja t), =t, +1to,Vn € N. t, — 400 e

lim 7, (t) = Lm 5 (t, +to,p) =

n—-+oo n—-+oo
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n—-+00

i (% (000) =1 (10 1m0 009) ) = (t00) = 70 () = 7

Portanto r € w(p), e entdo a trajetoria de ¢ esta contida em w(p).

3. Seja K o compacto tal que {~,(¢),t > 0} C K. Entao os pontos de acumulagdo também
devem pertencer ao compacto, logo w(p) C K e w(p) é limitado. Basta mostrar que w(p) é
fechado. Para isso seja (¢,) uma sequéncia em w(p) convergindo para algum ¢. Para cada n,
existe (t}') que converge para +o0o quando k — oo tal que v,(t}) — ¢, quando k — +oo. Dado
e > 0, tomamos n tal que d (qn,q) < 5 e k(n) tal que d (7,(t}), ¢.) < 5, entao d(v,(1%),q) < ¢,
0 que mostra que q € w(p).

4. Por contradigao, suponha que existem abertos disjuntos A e B tais que w(p) C AU B,
w(p)NA # @ ew(p)NB # &. Sejam ¢, € w(p)NAeq € w(p)NB. Em algum momento, digamos
tn, Yp(tn) esta proximo de ¢, fixado esse t,,, em algum momento posterior, digamos s,,v,(sn)
estd proximo de ¢,. Posteriormente, em um momento ¢,41, v,(tn41) esta proximo de ¢,. Com
esse argumento construimos uma sequéncia 0 < t; < 81 <to < S < -+ <1, < 8 <tpy1 <---
tal que v,(tn) = ¢a € Vp(Sn) = @. O segmento de trajetoéria entre o momento ¢, € 0 momento
s, € um conexo, portanto nao pode ser desconectado por A e B, assim existe um momento
Up € (L, sn) tal que v,(u,) ¢ AU B,Vn. Como (t,) = 400 e (s,) = +00, (u,) = +00. Seja
r um ponto de acumulagdo qualquer de (y,(uy)), que existe porque v,(u,) € K, r € w(p) e
r ¢ AU B, pois o complementar de AU B ¢ fechado. Contradi¢ao com w(p) C AU B.

Figura 3.4: Demonstracao da Propriedade 4.

Ul
Agora veremos alguns lemas antes de enunciar e provar o Teorema de Poincaré-Bendixon.

Lema 5. Sejam q ponto reqular em w(p) e X se¢ao transversal local ao fluro em q. Entao eziste

(tn) = 400 tal que v,(t,) € X,V n e y,(t,) — q.

Demonstracao.

g €wlp)=3(t) CR" limt, = +oo, lim =, (t)=q.

n—-+o0o

Pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe W, C U, vizinhanca aberta de g e existe h : W, — R,
de classe C* tal que h (W, NY) = {0}. Como lim, 100 v, (£,) = g, Ing € N tal que n = ng =
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Y (t,) € W,. Definimos ¢, =t + h (7, (t,)),Vn = ng, segue que

(tn)n>n0 - Rte nl—l>I—|1-’loo l, = 400

Yo (tn) = (L, +h (9 (5,),0) =7 (h (9 (8), 7 (6,5 0) € 2.
Assim (7 (1)) s, C 2 € im0y (80) = 7 (R(9), ¢) = 7(0,9) = ¢. U

Uma observagao que deve ser feita é que como estamos em dimensao 2,% é um mergulho
g de um intervalo em U. E possivel entao definir uma relacao de ordem em ». Com isso, fara

sentido falar de sequéncia monotona em 3.

Lema 6. Sejam U C R?, p ponto reqular do campo de vetores e ¥ uma secio transversal
local em p, entao {v,(t),t =0} NX ou € um conjunto finito (ordenado) ou é uma sequéncia

mondotona.

Demonstracao. Seja A = {t = 0;7,(t) € X}, 1,(A) = {7,(t),t = 0} N X. Pelo Teorema do
Fluxo Tubular A é discreto. Logo A é finito ou A = {0 <t; <ty <...}. Seja p1 = Y,(t1),p2 =

Yo(t2), .., pn = Yp(ty). Temos duas alternativas:
L. p1 =p= v, (t1) = 1,(0) = ~, é periodica, logo {v,(t),t = 0} N X = {p}.
Ry =
e— (| :
T /_—) ©
0
Ta

Figura 3.5: Demonstragao do Lema 6

2. p1 # p = p < p1. Se py ndo esta definida = {7,(¢),t > 0} NE = {p,p1}. Se py estiver
definida teremos p; < po. De fato, seja [' a curva formada pela uniao das curvas em vermelho e
verde na Figura 3.5. I' ¢ uma curva de Jordan (fechada, continua, sem auto intersegoes). Pelo
Teorema da Curva de Jordan, R? —T" tem duas componentes conexas, uma limitada (R;) e outra
nao limitada (R.) tal que OR; = OR, = I'. Afirmacao: 7,(t) € R.Vt > t;. Supondo que 3¢ > t;
tal que v,(t) # R, teriamos, pelo Teorema da Alfandega que 3¢ € (¢,t) tal que 7, (t') € T
Observemos que pelo Teorema de Existéncia e Unicidade v, (') ndo pode pertencer a curva
em verde, logo v, (t') pertence a curva em vermelho, dai o comportamento de 7,(t) seria como
descrito no trecho em azul na Figura 3.5, o que contradiz o Teorema do Fluxo Tubular. Logo
p2 > p1. E assim por diante, se p3 ndo estiver definido ent@o {~,(¢),t > 0} "X = {p, p1,p2}. Se
ps3 estiver definido continuamos o processo.

Ul
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Lema 7. Sejam U C R? aberto, p € U e ¥ uma segao tranversal em p. Entio ¥ Nw(p) tem no

mdzrimo um ponto.

Demonstragao. Se ¥ N w(p) for vazio ndo ha o que provar. Seja ¢ € X Nw(p). Pelo Lema 5,
(7, (tn)) C X tal que lim, 1007y (tn) = ¢, logo (7, (tn)) C {74(t),t = 0} N X. Pelo Lema 6,
{74(t),t = 0} NE é um conjunto ordenado. Dessa forma 7, (¢,) ¢ monétona, logo tem um tnico
limite. [l

Lema 8. Sejam U C R? aberto e p € U um ponto regular, tal que existe um compacto K C U
com {7,(t),t >0} C K. Considere xy tal que v,,(t) C w(p). Se w(p) contém algum ponto

reqular, entao v, (t) € uma drbita periddica e coincide com w(p).

Demonstragao. Por hipotese 3¢ € w(p) ponto regular. Seja X secao transversal local a campo
em ¢q. Pelo Lema 5 3 (v, (t,)) C X tal que lim, o Vay (tn) = g Assim (v, (t,)) C
{Vao (1), = 0} C 740 (t) C w(p). Logo (Va, (tn)) C X Nw(p). O Lema 7 garante que 7y, (t,) é
constante e assim a orbita de z( é periddica, logo fechada. Como a trajetoria de x( é nao vazia
e esta contida em w(p), que é um conexo, basta usar o Lema 7 e o Teorema do Fluxo Tubular

para concluir que essa trajetoria é aberta e entao coincide com w(p). ]

Teorema 13. (Poincaré-Bendizon) Suponhamos U C R? ep € U tal que {,(t) : t >0} C K, K
compacto. Suponhamos ainda que F' tem um niumero finito de pontos estaciondrios.

i) Se w(p) contém apenas pontos requlares, entdo w(p) € uma trajetoria fechada.

ii) Se w(p) contém apenas pontos estaciondrios, entao w(p) € um ponto estaciondrio.

iii) Caso contrdrio, entao w(p) € a unido finita de pontos estaciondrios zi, ..., zm, € traje-

torias regulares y1,. .., yn tais que o (7y;) € um dos 25s e w (i) € um dos z;s.

Demonstragao. i) Seja ¢ € w(p), entdo v,(t) C w(p). Como {v,(t);t = 0} C w(p) e w(p) é com-
pacto, temos que w(q) # . Seja r € w(q), entao I (¢,) C RY, ¢, = +00 e lim, 400 V4 () =7
Logo r € 7,(t) C w(p) = w(p) = 7 € w(p) = w(q) € w(p). Como w(p) s6 tem pontos
regulares, pelo Lema 8 w(p) = v,(t) ¢ periddica.
ii) Como w(p) esté contida no conjunto finito dos pontos estacionérios e w(p) é conexo, w(p) é
ponto estacionério.
iii) Seja ¢ € w(p)\ {21, .., 2m}. Entao v,(t) C w(p). Logo 7,(t) ndo contém pontos estaciona-
rios e w(q) € w(p). Suponha que w(q) contém pontos regulares. Pelo Lema 8 7,(¢) é periddica e
74(t) = w(p). Assim w(p)NSing = &. Absurdo. Logo, w(g) C Sing. Entao w(q) C {z1,...,2m}-
Logo 3i € {1,...,m} tal que w(q) = z;. Analogamente para «(q).

[

3.5 APLICACOES DO TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

Nesta secao iremos apresentar um teorema que de certa forma generaliza o Teorema de
Poincaré-Bendixson e faremos uma analise qualitativa de uma conhecida equacao da fisica, a

Equagao de Van der Pol.
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Considere S? = {(z1, %9, 73) € R} 22 + 23 + 22 = 1} e suponha F' : U — R3,C', U sendo
uma vizinhanga aberta de S% e que F(z) pertence ao plano tangente T,S*Vz € S? para que

fi(x) € S? Vt qualquer que seja z € S?. Consideremos o fluxo restrito a S?, isto é
fi:5? — S%teRr

Teorema 14. (Teorema de Poincaré-Bendizson em S?) Suponhamos que F tem um niimero
finito de pontos estaciondrios em S%. Para todo p € S?, o conjunto w(p) satisfaz uma das 3

condicoes do Teorema de Poincaré-Bindizson.

Isto é, o Teorema de Poincaré-Bendixon também é verdadeiro na esfera. A diferenca aqui é

que a condicao de que a trajetoria esteja contida num compacto esta automaticamente satisfeita.

Teorema 15. (Equacao de Van der Pol) A equagao
" +p(® 1) +2=0

possut uma trajetoria periodica.

Demonstragdo. Seja g(x) = p(x? — 1) fo s)ds, G(z) = ("% —:L‘)

A equacao é equivalente a

De fato
=0 -G =—u—guu <= u" +pW—-1)u +u=0.

Considere entao o campo de vetores F'(u,v) = (v — G(u), —u)

F(u,v)z(o,O)@{ v

Segue que o unico ponto estacionéario é a origem. Analisando a expressao do campo de
vetores, temos que sobre o grafico de GG a primeira coordenada de F' é nula, logo o campo de
vetores é vertical, apontando para baixo se u > 0 e para cima se u < 0, como indicado na
Figura 3.6.

A segunda coordenada se anula quando u = 0. Logo, no eixo v o campo de vetores é
horizontal e aponta para a direita acima do grafico de G e para esquerda abaixo do gréfico.

Na Figura 3.6, a partir de uma anélise qualitativa da equagao, temos algumas setas indicando
o comportamento do fluxo em cada um dos quatro quadrantes determinados pelo eixo v e pelo
grafico da fungao G.

Para analisar o comportamento proximo da origem, consideremos a fungao auxiliar ¢(u, v) =
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| (u, v)]|* = u* + v%. Dada uma trajetoria (u(t),v(t))

% (u(t), v(t)) = 2uu + 200" = 2uv — 2uG(u) — 2vu = —2u(t)G(u(t)).

Proximo da origem, em D = (—v/3,v/3) x R, uG(u) < 0 e uG(u) = 0 < u = 0, portanto
% > 0. Assim @(t) = ¢(u(t),v(t)) ¢ monotona crescente. Logo (0,0) ¢ um repulsor, é instével.
Dessa forma a origem nao pertence ao émega limite de nenhuma trajetoria nao nula, ou seja,
omega limite nao contém nenhum ponto estacionario, logo é uma trajetoria periodica desde que
nao saia de um compacto.

O objetivo agora é provar que existe uma trajetoria que estda contida num compacto e o
resultado seguira do Teorema de Poincaré-Bendixson.

O campo de vetores F(u,v) é impar, ja que G(u) é impar. . Considerando os pontos
indicados na Figura 3.6. Se a > e, a curva fechada ACEA’C’E’A delimita um dominio compacto
positivamente invariante D, isto ¢, se x € D entdao f'(x) € DVt > 0. Entao para qualquer
r € D —{(0,0)} temos que w(z) sera uma orbita periddica. Usando o Teorema de Poincaré-
Bendixson e o fato que a origem ¢ instével o teorema estara provado.

Vamos mostrar entdo que a > e, isto é, ¢(A) > ¢(F) < ff d¢ < 0, para a suficientemente

grande, onde a integral aqui ¢ integral de caminho.

/AEd¢:/ABd¢+/BDd¢+/DEd¢
[ronm [t [t

_/ e )—U_g(mdu

V3 1
= / —2uG(u) ————du
0

v—G(u)
VB9
_ / G
o v(u) —Glu)
Ja que W —yp—Gu), us=0,ug = V/3 e observando que a mudanca de variavel de t para

u pode ser felta pois u(t)" > 0 nesse dominio.

Quando a cresce, o dominio de integracao nao muda, G nao muda, a inica mudanga acontece
na funcio v. Quando a — 400 a funcio v, — +oo uniformemente em [0, v/3], logo ff do — 0.
Analogamente f [;E d¢p — 0 quando a — +00 o que implica e — oo.

/ b = /tD 90 4 — /:D fl‘f dv = /UB —2uG () ——dv = —/UD 2G (u)dv,

VD u VB

dt
dv
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No dominio de integragdo acima, G > 0, diminuindo o dominio, como G > |F'H|, temos

_ /UD 2G(u)dv < — /UDI 2G (u)dv

vB vpr

vpr

g/ |FH|dv=—|FH||B'D'|.

'UBI

Quando a — 400, |FH| é fixo e |B'D'| — +00, logo f[f d¢ — —oo quando a — +00.

Concluimos que e — a = ff do + fg do + f]f d¢p < 0 como queriamos. O
v

I y I
\L/J, ;8 A=0) | Y>0

Figura 3.6: Equacao de Van der Pol
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