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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos nogoes topolégicas de espagos métricos, espagos
normados completos, espacos de Banach, incluindo espacos normados de sequéncias. Tam-
bém demonstraremos as Desigualdades de Holder e Minkowski e apresentaremos os espagos
l, e lw. Além disso, daremos exemplos e estudaremos as principais propriedades dos

espacos normados de dimensao finita.

Palavras-chave: Espacos métricos, Espacos Normados, Espacos de Banach.



ABSTRACT

In this work we will present topological notions of metric spaces, complete normed
spaces, Banach spaces, including sequence normed spaces. We will also demonstrate as
Holder and Minkowski Inequalities and present the spaces ¢, and (. In addition, we will

give examples and study the main properties of finite-dimensional normed spaces..

Keywords: Metric Spaces, Normed Spaces, Banach Spaces.
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INTRODUCAO

O estudo da Analise Funcional tem como foco principal os espagos vetoriais nor-
mados, entre eles os espacos de Banach, e as transformacoes lineares continuas entre tais
espagos. O conceito de norma surgiu entre 1920 e 1922 em trabalhos publicados por alguns

matematicos, entre eles Stefan Banach.

Stefan Banach foi um matematico polonés que contribuiu de forma significativa
aos estudos de Analise Funcional. Em 1932 publicou o seu trabalho mais importante,
Théorie des Opérations Linéaires (Teoria dos Operadores Lineares). Dentre muitas de
suas contribuicoes, os espacgos normados completos, que receberam o nome de espagos de

Banach em sua homenagem, serao utilizados neste trabalho.

No primeiro capitulo, apresentamos nogoes topoldgicas em espagos métricos, con-
ceitos preliminares uteis para resultados posteriores, dentre eles, definicaio de métrica,

conjunto aberto, fechado e compacidade de espacos métricos.

Um espago métrico serd definido a partir de um conjunto e uma métrica. Neste
sentido, mostraremos no Capitulo 2 que um mesmo conjunto com métricas diferentes

apresentam diferencas em propriedades notaveis.

Outros objetivos deste trabalho sao as apresentacoes dos espagos £, e £, estudando
a separabilidade destes espacos normados de sequéncia, bem como mostrando que os

mesmos constituem exemplos de espacos de Banach.

Por fim, estudaremos algumas propriedades de transformagoes lineares sobre espagos

de dimensao finita.

Sempre trabalharemos com o corpo como sendo K = C ou K = R.
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1 ALGUNS CONCEITOS E PROPRIEDA-
DES INICIAIS

1.1 ENUMERABILIDADE

Definicao 1.1. Um conjunto X é finito quando é vazio ou se existem n € N e uma bije¢ao
f: 1, — X, sendo I, = {p € N;p < n}. Escrevendo =1 = f(1), 25 = f(2),- -+, 2, = f(n)
temos entao X = {1, xq, -+, ,}. A bijecdo f chama-se uma contagem de elementos de X

e o numero n chama-se o nimero de elementos, ou nimero cardinal do conjunto finito X.

Definigao 1.2. Um conjunto X diz-se enumeravel quando ¢é finito ou quando existe uma
bijecao f: N — X.

Exemplo 1.3. O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumeravel. De fato, basta ordené-lo
como segue:

0,1,-1,2,-2,3,-3,4, -4, ....

Teorema 1.4. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Demonstragio. Mostremos o seguinte caso inicial: se X é finito e a € X, entao X — {a} é
finito. Com efeito, existe uma bijecao, para algum n € N, f: I, — X, a qual podemos
supor que cumpre, sem perda de generalidade, f(n) =a. Se n =1 entdo X — {a} =0 é
finito. Se n > 1, a restricao de f a I, ; é uma bije¢ao sobre X — {a}. Logo X — {a} é

finito e tem n — 1 elementos.

O caso geral se prova por indugao no nimero n de elementos de X. Ele é evidente
quando X = () ou n = 1. Supondo o Teorema verdadeiro para conjuntos de n elementos,
sejam X um conjunto com n + 1 elementos e Y um subconjunto de X. Se Y = X, nada ha
o que provar. Caso contrario, existe a € X com a ¢ Y. Entdo, na realidade, Y C X — {a}.

Como X — {a} tem n elementos, segue-se que Y ¢ finito. O

Corolario 1.5. Um subconjunto X C N € finito se, e somente se, € limitado.

Demonstragio. Se X = {x1,x9, -+, x,} C N é finito. Seja p = x1 + 29 + - - - + x,,, vemos
que z € X = = < p. Logo X ¢é limitado. Reciprocamente, se X C N ¢é limitado entao
X C I, para algum p € N. Segue do Teorema 1.4 que X ¢ finito. O

Teorema 1.6. Todo subconjunto X C N é enumerdvel.
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Demonstracao. Se X é finito, nada ha a provar. Seja X infinito. Escolhemos z; como
sendo o menor elemento! de X e definimos A; = X — {z;}. Seja x3 o menor elemento
de A;. Escrevemos Ay = X — {z1,25}. E, assim, por indugao, dado n € N, podemos
escolher x,, como o menor elemento de A,_; e escrever A, = X — {1, x9,...,2,} Ocorre
que A, # (), para todo n € N, pois X é infinito. Notemos, ainda, que para todo n € N,

T <To < ...<ZTp.

Se existisse x € X diferente de todo z,,, entdo x € A,, para todo n € N. No caso, =
seria maior que todos os elementos do conjunto infinito {x1,xs,...,Z,, ...}, ou seja, esse
conjunto seria limitado. Mas, sé subconjuntos finitos de N podem ser limitados (ver [3,

pag.7, Corolario 2]).
]

Corolario 1.7. Seja f: X — Y injetora. Se Y é enumerdvel, entdo X também é. Em

particular, todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Demonstracao. Segue da hipdtese que existe uma bije¢do ¢: Y — N. Entao, pof: X —
N é uma bijecao de X sobre um subconjunto C' de N, que é enumeravel pelo Teorema
1.6. Por ser enumerével, existe uma bijecao h: C' — N. Como f o ¢p: X — C' ¢é bijetora,
concluimos que ha uma bijecao de X em N e, portanto, que X é enumeravel por defini¢ao.

No caso particular, X C Y, tomamos f: X — Y igual a aplicacao inclusao. O

Corolario 1.8. Seja f: X — Y sobrejetiva. Se X é enumerdvel, entao Y também é.

Demonstragio. Para cada y € Y podemos escolher um = = ¢g(y) € X tal que f(x) = v.
Isso define uma aplicacao g: Y — X tal que f(g(y)) = vy, para todo y € Y. Logo, g é

injetiva. Portanto, pelo Corolario 1.7, Y é enumeravel. O

Corolario 1.9. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é um conjunto

enumerduvel.

Demonstracao. Sejam X e Y dois conjuntos enumeraveis. Entao, existem duas fungoes
bijetivas f: N — X e g: N — Y. Logo ¢: N x N — X x Y, dada por p(m,n) =
(f(m),g(n)) é sobrejetiva. Assim, devemos mostrar que N x N é enumeréavel, resultando
pelo Corolario 1.8 que X x Y é enumeravel. Consideremos a aplicagao ¢: N x N — N,
dada por ¥(m,n) = 2™ - 3". Pela unicidade da decomposi¢do de um niimero natural em

fatores primos, 1 ¢é injetivo, resultando do Corolario 1.7 que N x N é enumeravel.

O

Corolario 1.10. A reunido de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis é

enumerauvel.

1 Essa existéncia de menor elemento ¢ denominada Principio da Boa Ordenacdo.
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Demonstracao. Sejam X, Xs, ..., X,,, ... enumeraveis. Entao existem bijecoes

f1I N—>X1,f23 N—>X2,...,fni N—>Xn,

Tomando X = | J X,,, definimos a fun¢do f: N x N — X colocando f(m,n) =
n=1
fn(m). Podemos observar que f é sobrejetiva. De fato, para cada n = 1,2, ... fixado,

variando m em todo conjunto N, obtemos como imagem o conjunto X,,. Assim, variando os

valores de n, obtemos todos os conjuntos X,,, ou seja, a imagem de f é X como descrito.
Pelo Corolario 1.8, X; U X5 U ... é enumeravel.

O caso da reuniao finita X = X; U ... U X, reduz-se ao anterior.

Corolario 1.11. O conjunto Q é enumerdvel.

Demonstracio. Seja 7" = Z — {0}. Como Z* C Z e Z é enumeravel pelo Exemplo 1.3,
segue que Z* é enumeravel pelo Coroléario 1.7. Pelo Corolério 1.9, Z x Z* é enumeravel.

Definimos
fr Zx72r — Q

(m,n)

m

n

temos que tal funcao é sobrejetora, concluindo que QQ é enumeravel pelo Corolario 1.8. [

Exemplo 1.12. Sejam
C()O:{JZ:(fj);ilCKlfj:O,ijneN}eD:{sz(gj);ilECOOIngQ,VjGN}.

O conjunto D é enumeravel.

De fato, o conjunto Q é enumeravel pelo Corolario 1.11. Notemos que para cada
n € N, podemos mostrar que Q™ é enumeravel utilizando indugao e o Corolario 1.9. Ainda,

como D = U,y Q", a enumerabilidade de D segue do Corolario 1.10.

1.2 SUPREMO E INFIMO

Definicao 1.13. Seja A C K, dizemos que:

1. A é limitado superiormente se existir b € K, tal que, x < b, para todo x € A. Neste

caso, diremos que b é uma cota superior de A.

2. A é limitado inferiormente se existir a € K, tal que, a < x para todo x € A. Neste

caso diremos que a é uma cota inferior de A.
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3. A é limitado se é limitado superiormente e inferiormente.
4. A menor das cotas superiores é chamada supremo de A e denotado por sup A.
5. A maior das cotas inferiores é chamada infimo de A e denotado por inf A.

Exemplo 1.14. Seja A = {x € Q : x > 1}. Veja que inf A = 1, no entanto, ndo existe
sup A.

Exemplo 1.15. Seja A = {x € Q: 1 < 2 < 2. Note que inf A =1 e supA = 2. Note
ainda que sup A € A einf A ¢ A.
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2 NOCOES TOPOLOGICAS EM ESPACOS
METRICOS

Neste capitulo serao apresentadas noc¢oes topoldgicos preliminares. Nosso texto de

referéncia foi [6], e as demais definigdes podem ser encontradas la.

2.1 METRICAS E EXEMPLOS

Definicao 2.1. Dado um conjunto nao-vazio X, chamamos de métrica em X uma fungao
d: X x X — R que associa a cada par ordenado (z,y) € X x X um ntmero real d(z,y),

chamado de distancia de x a y, que satisfaz trés condigoes:

(1) d(z,y) >0ed(z,y) =0z =y;
(2) d(z,y) = d(y,z) (simetria);
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y),Vz,y,z € X (desigualdade triangular).
Um espago métrico é um par ordenado (X, d) em que X é um conjunto ndo-vazio e

d é uma métrica em X. Caso a métrica nao precise ser identificada, diremos apenas espago

métrico X.

Exemplo 2.2. Seja X = K e |z| a no¢ao usual de médulo de um ntimero z. A fungao
d: X x X — R dada por d(z,y) = | — y| define uma métrica em X, denominada métrica
usual. De fato, para z,y, z € X, segue que:

(1) d(z,y) =z -y 2 0ed(z,y) =lr—y[=00r-—y=0cz=y.

(2) d(z,y) =z -yl == (y—2)| =y — 2] = d(y, ).

(3) d(z,y) = [r—y| = lz=2+2—y| = [(z=2)+(z=y)| < |z—z[+]z—y| = d(z, 2)+d(2,y).

Exemplo 2.3. Seja X um conjunto nao-vazio e d uma funcao real de pares ordenados de
elementos de X que satisfaz duas condigoes: d(z,y) = 0 < v =yed(z,y) < d(x, z)+d(y, 2).

Mostremos que d é uma métrica em X. De fato, para z,y, 2z € X, segue que:

(1) 0 =d(z,z) < d(z,y)+d(z,y) = 0 < 2d(z,y) = d(z,y) > 0.Ded(z,y) =0 x =y

na hipétese, provamos o item (1) da Defini¢ao 2.1.

(2) Como d(z,y) =0 < z =y, entdo
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d(z,y) < d(z,z) +d(y,r) = d(z,y) < d(y,z) e
d(y,z) < d(y,y) + d(x,y) = d(y,z) < d(z,y). Portanto, d(z,y) = d(y, x).

(3) Do item (2) acima, segue, para todo x,y, z € X, que:
d(z,y) < d(z, 2) + d(y, z) = d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

_ . d(z, y)
Exemplo 2.4. Sejam (X, d) um espaco métrico e d;(z,y) = —————.
P jam (X, d) pag 1(2,y) T+ d(z.9)
Mostremos que d; é uma métrica.

Por hipotese, d ¢ uma métrica, logo segue que:

(1) d(z,y) > 0ed(z,y) =0 x=y.
(2) d(z,y) = d(y, z).

(3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Provemos agora que d; é uma métrica.

(1) E claro que dy(z,y) = % >0edi(z,y) =0&d(z,y) =0 z=y.

d(z,y) d(y,z)
(2) di(z,y) = 1 +dzy) = 1T d(y.2) =di(y, ).

(3) Seja f:[0,00) — R dada por f(t) = 1t+t

dl(x>y) = f(d(%, y)) < f(d(l’, Z) + d<zay))
_d(x,2) +d(2,y)
C14d(x,2) +d(z,y)
_ dw2) i(2,9)
1+d(x,2z)+d(z,y) 1+d(z,z)+d(z,y)
d(z, 2) d(z,y)
= 1+d(z,2) + 1+d(z,y)
= dl(il?, Z) + d1<Z, y)

Portanto, dl(xay) < dl(xa Z) + dl(zv y)

Exemplo 2.5. Para um dado conjunto X, podemos definir a chamada métrica zero-um

em X da seguinte maneira:
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0, sex=y
d(z,y) =
1, sex#y

para todo z,y € X.

Definicao 2.6. Em um espago métrico X definimos, para dados =z € X e € > 0, a bola

aberta de centro x e raio € como:

B(z;e) ={y € X : d(x;y) < €}.

A bola fechada de centro x e raio € é definida como:

Blz;e] ={y € X : d(z;y) < €}.

Exemplo 2.7. Com a métrica zero-um em X, como na Defini¢ao 2.6, ocorre o seguinte:

X, see>1
{z}, see<1

B(x;e€) :{

2.2 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 2.8. Seja G C X.

1. Dizemos que G é aberto em X se dado qualquer ponto x € G, existe um niimero
real positivo € tal que B(z;€) C G. Isto é, se todo ponto de G é centro de uma bola

aberta contida em G.

2. Um ponto em G é chamado de ponto interior de G se, e somente se, é centro de
alguma bola aberta contida em G. O interior de G é o conjunto de todos os seus

pontos interiores e denotamos por int(G) ou G.

Proposigao 2.9. O conjunto vazio () e o conjunto universo (X ) sio conjuntos abertos.

Demonstracio. Para um conjunto A nao ser aberto, deve existir um x € A tal que para
todo € > 0 ocorre que

B(zye) € A.
No caso de (), tal elemento z ndo existe e, portanto, ) é aberto. J4 no caso de X, temos
que este ¢ o conjunto universo, nao existindo mais nada além dele, ou seja, para todo
r € X, vale que

B(z;€) C X,

decorrendo que X também ¢é um conjunto aberto.
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Proposicao 2.10. Toda bola aberta em X é um conjunto aberto.

Demonstragio. Sejam x € X, e > 0ey € B(z;¢). Entao, d(y,z) < €, ou seja, € —d(y, x) >
0. Tomemos 0 < €; < € — d(y, x).

Dado a € B(y;€1), entao d(a,y) < €. Logo, a € B(x;e€), pois d(a,z) < d(a,y) + d(y, z) <
€1 + d(y,z) < e. Portanto, B(y;€;) C B(x;€) e B(x;¢€) é aberto. O

Observacao 2.11. O interior de um conjunto X é o maior aberto contido no mesmo. De
fato, o interior de qualquer conjunto é um conjunto aberto pela proposicao 2.10. Ainda,

todo aberto A contido em X também estd contid em X.

Proposicao 2.12. Um subconjunto G de X ¢é aberto se, e somente se, € a unidao de bolas

abertas.

Demonstragio. (=) Se G = (), entdo é a unido de vazios e pela Proposigao 2.9 é a unido
de abertos. Suponhamos G # (). Como G é um conjunto aberto, todo ponto deste conjunto

é centro de uma bola aberta contida no mesmo. Portanto, G é a uniao de bolas abertas.

(<) Assumiremos que G é a unidao de uma classe S de bolas abertas. Se S = (), entao
G é também o conjunto vazio e pela Proposicao 2.9 concluimos que GG é aberto. Agora
consideremos S # (. Seja x € G. Como G é a unido de elementos de S, temos que
x € B(xg;€) € S, para algum zy € X e € > 0. E assim, pela demonstragdo da Proposigao
2.10, z é centro de uma bola aberta B(z;e;) C B(xo;€), para algum € com 0 < € < €.
Logo, B(z;€) C G e G é aberto. O

Proposicao 2.13. Sdo vdlidas para um espaco métrico X as sequintes propriedades:

1. A uniao arbitraria de conjuntos abertos é aberta.

2. A intersecao finita de conjuntos abertos é aberta.

Demonstragdo. (1) Seja {G;}; uma classe arbitraria de conjuntos abertos em X. Queremos
provar que G = |JG; é aberto. Se cada um dos {G;} é vazio, entdao G é vazio e pela
Proposicao 2.9, G é aberto. Suponhamos que G; seja diferente do conjunto vazio. Entéao,

pela Proposicao 2.12, cada G; é a uniao de bolas abertas, digamos G; = UBij. Assim,
J
G = U G; = U U Bij;, ou seja, G ¢ a uniao de bolas abertas. Portanto, G' ¢ aberto pela

i j
Proposicao 2.12.

(2) Seja {G;}i,i = 1,...,n, para algum, n € N uma classe finita de conjuntos abertos
em X. Queremos provar que G' = (G; é aberta. Se algum dos G; é vazio, entao G = ()
e pela Proposi¢ao 2.9, G é aberto. Suponhamos que {G;};, = {G1,...,G,}, sendo cada

um destes conjuntos diferentes do conjunto vazio. Seja x € G # (), entao = € G, para



2.8. CONJUNTOS FECHADOS 18

cada 1 =1,...,n. E como G; é aberto, para cada 7 existe um nimero real positivo r; tal
que B(z,7;) C G;. Seja 0 < r < r;i = {1,...,n}. Entdo, B(z,r) C B(x,r;) C G; para
i=1,...,n. Assim, B(xz,r) C G =N G;. Portanto, G é aberto. ]

Teorema 2.14. Todo conjunto aberto G C R ndo vazio € a uniao de uma classe enumerdvel

disjunta de intervalos abertos.

Demonstracio. Seja x € G. Como G é aberto, x é o centro de um intervalo aberto limitado
contido em G. Defina I, pela uniao de todos os intervalos abertos que contém x e estao

contidos em G.

Seja y um ponto em I, vejamos que I, = I,. Seja z € I,. Entao, existe um intervalo
aberto I contendo x tal que z € I. Como, y € I, existe um intervalo aberto J que contém
x ey. Seja M =1UJ. Entao, M é um intervalo aberto contendo z, y e z. Logo, z € I,,.
Portanto, I, C I,. Segue de forma andloga que I, C I,. Sendo = e y quaisquer dois pontos
distintos de G, entao I, e I, sao ou disjuntos ou idénticos. Considere a classe Z de todos
conjuntos distintos da forma I, com x € G. Isto é uma classe disjunta de intervalos abertos

e (G é essa unidao. Vejamos que tal uniao é enumeravel.
Seja G, = {q € G;q € Q}. Temos G, enumeravel e nao vazio. Definamos
fi G, — T
7
q +— I

em que I, ¢ o unico intervalo que contém ¢. Como todo intervalo contém algum racional,
segue que f é sobrejetora e, de G, ser enumeravel, resulta do Corolario 1.8 que Z é

enumeravel. 0

2.3 CONJUNTOS FECHADOS

Ao longo desta secao iremos considerar X como um espac¢o métrico.

Definicao 2.15. Seja A um subconjunto de X, um ponto x € X é chamado ponto limite
ou ponto de acumulac¢do de A se cada bola aberta centrada em x contiver pelo menos um

ponto de A diferente de x.

O conjunto de todos os pontos limites é chamado de conjunto derivado de A e é
denotado por A’. Dizemos ainda que um conjunto é fechado, se contém todos os seus

pontos limites.
Denotamos por A o fecho de A, sendo A = AU A’.
Podemos afirmar que A = {zr € X; B(z;¢) N A # 0, Ve > 0}.

Vale ressaltar que o fecho é o menor conjunto fechado que contém o conjunto.
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Proposicao 2.16. O conjunto vazio e o conjunto universo sio conjuntos fechados.

Demonstracio. Como o conjunto vazio nao tem pontos, entdao () = (). Portanto, () é fechado.
Ainda, como X ¢é o conjunto universo, temos que ele contém todos os pontos, logo contém

todos os pontos limites. Portanto, X ¢ fechado, ou ainda, X = X. O

Proposicao 2.17. Um subconjunto F' de X € fechado se, e somente se, seu complementar
X — F € aberto.

Demonstragio. (=) Consideremos F # (). Dado © € X — F, como F é um conjunto
fechado e x ¢ F, temos que z ndo é ponto limite de F', ou seja, existe B(z,r) tal que
B(xz,r) N F = (. Logo temos que B(x,r) C X — F. Portanto, X — F é aberto.

(<) Como X — F' é aberto, temos que cada um dos seus pontos é centro de uma bola
aberta disjunta de F'. Logo, nenhum ponto de X — F' é ponto limite de F'. Entao, F' contém

todos os seus pontos limites. Portanto, F' é um conjunto fechado. O

Proposicao 2.18. Toda bola fechada em X é um conjunto fechado.

Demonstragio. Sejam B[z, r] uma bola fechada e o seu complementar X — Blxg, r].
Tomemos = € X — Blxg, r|, entdo d(z, xy) > r. Definimos r; = d(x, z9) —r. Tomemos ainda
a bola B(z,r) ey € B(x,r). Logo d(y,z) < ri. Entao, d(xg,z) < d(zo,y) + d(y,z) =
d(y,zo) > d(x,x0)—d(y, ) > d(z,x0)—r1 = d(x, x0)—[d(x,20)—7] = 7. Logo, d(y, xo) > r
e B(z,m) C X — B[xg,r]. Portanto, X — Bz, r] ¢ um conjunto aberto e, pelo Teorema
2.17, Blxg, r] é fechado. O

Teorema 2.19. Em um espago métrico X sdao vdlidas as sequintes propriedades:

1. A intersegdo arbitrdria de conjuntos fechados em X € um conjunto fechado.

2. A unido finita de conjuntos fechados em X é um conjunto fechado.

Demonstragio. (1) Seja {F;} uma classe arbitraria de subconjuntos fechados de X e
F =nNF;. Temos que X — F = U(X — F;), sendo esta uma unido de conjuntos abertos,
fato justificado pela Proposicao 2.17. Assim pela Proposi¢ao 2.13, concluimos que X — F
¢é aberto. Portanto, F' = NF; é fechado, pela Proposicao 2.17.

(2) Seja {F;} uma classe finita de subconjuntos fechados de X e F' = UF;. O complementar
X — F =N(X — F;) é uma intersegao finita de conjuntos abertos, sendo, portanto um
conjunto aberto pela Proposicao 2.13. Logo, F' é fechado, pela Proposigao 2.17, concluindo

a demonstracao. O
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2.4 ALGUMAS PROPRIEDADES

Propriedade 1. Sejo X um espago métrico, mostre que quaisquer dois pontos de X podem

ser separados por bolas abertas.

Demonstragdo. Sejam x,y pontos distintos de X e r = d(z,y). Considere B(z, 5) e B(y, ;).

Suponhamos que exista z € B(z,5) N B(y, 5). Entao, d(z,z) < § e d(z,y) < 5. Como
r=d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) < 5+ 5 <r. Acabamos obtendo 7 < r, 0 que nao pode

ocorrer . Portanto, B(z, %) N B(y, 5) = 0. O

Em topologia geral, um espacgo que satisfaca a propriedade anterior é denominado Espacgo

de HausdorfT.

Definicao 2.20. Dado um espago métrico X e um subconjunto A C X, o didmetro de A

é o0 nimero

d(A) = sup{d(ay, as) : a1,as € A}.

Propriedade 2. O diametro de uma bola B(z,r) ndo excede 2r.

De fato, dados a,b € B(x,r), temos
d(a,b) <d(a,z)+ d(z,b) < 2r.

Propriedade 3. Sejam B(x,r) uma bola aberta em X, A um subconjunto de X com

diametro menor que r e v € A. Entdo A C B(x,2r).

Demonstracio. Sejam y e z dois pontos do conjunto A. Como o didmetro de A é menor
que r, temos que d(y, z) < r. Entao, d(z,2) < d(x,y) + d(y,z) < r + r = 2r. Portanto,
A C B(z,2r). O

Propriedade 4. Seja X um espagco métrico. Mostre que todo subconjunto de X € aberto

se e somente se, todo subconjunto de X que consiste em um unico ponto é aberto.

Demonstragio. (=) Da hip6tese temos que todo subconjunto de X é aberto. Em particular,

todo subconjunto unitario de X é aberto.

(<) Da hipdtese temos que todo subconjunto de X que consiste em um tnico ponto é

aberto. Seja A um subconjunto de X, entdo A = | J {a} e cada {a} é aberto. Logo, A é a
acA
unidao qualquer de conjuntos abertos e pela Proposicao 2.13, A é aberto. Portanto, todo

subconjunto de X ¢é aberto. O]

Definicao 2.21. Um ponto y € X é chamado ponto de fronteira em A se toda bola aberta
centrada nesse ponto intersecta A e X — A. O conjunto de todos os pontos de fronteira é

chamado fronteira de A e denotado por F,.A.



2.5. CONVERGENCIA 21

Propriedade 5. Sejam X um espagco métrico e A um subconjunto de X. Mostre que a

fronteira de A é um conjunto fechado.

Demonstragio. Sabemos por definicio que A é o menor conjunto fechado que contém A,
X — A ¢ o menor conjunto fechado que contém X — A. Assim, A e X — A sdo fechados.
F.A=ANX — A, por definicao, ou seja, intersecdo finita de conjuntos fechados. Portanto,

pela Proposicao 2.19 temos que F,.A é fechado. O

Propriedade 6. Sejam X wum espagco métrico e A um subconjunto de X. Entdo A é

fechado se e somente se contém sua fronteira.

Demonstragio. (=) Como A é fechado, temos que, A = A. De F,A = AnX — A4,
o que segue por definicdo, temos F,A = AN X — A. Da propriedade 5, segue que,
FLAC AN X — A, o que implica em, F,A C Ae F,A C X — A. Portanto, A contém a

sua fronteira.

(<) Da hipétese temos que A contém a sua fronteira, ou seja, F;,A = ANX — A C A.
E claro que A C A e vamos mostrar que A C A. Seja © € A. Se z também pertence a
X — A, entdo é imediato que x € A, agora, se v ¢ X — A, entdo existe ¢ > 0 tal que
B(z;e) N (X — A) = 0. Logo, B(z;¢) C A. Portanto, z € A. Em resumo, A = Ae A é
fechado. O]

2.5 CONVERGENCIA

Definicao 2.22. Uma sequéncia em um espac¢o métrico X é uma funcao z: N — X em

que denotamos z(n) = x,, para todo n € N.

Denotaremos por sequéncias: (,) ou (Z,)nen ou (2,)22, ou {z,}.

Definigao 2.23. Seja X espaco métrico e (z,,) uma sequéncia de pontos em X. Dizemos
que (z,) é uma sequéncia convergente se existe um ponto x € X tal que, para todo € > 0,

vale:

(1) Existe ng € N tal que n > ng = d(z,,z) <e.

Ou, de outra maneira:

(2) Existe ng € N tal que z,, € B(z;€),Yn > no.

O ponto z é chamado de limite da sequéncia (x,,).

Definigao 2.24. Seja X um espago métrico e (x,) uma sequéncia em X. Dizemos que

(x,) é uma sequéncia de Cauchy se:
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Ve > 0,dng e N:m,n > ng = d(zm, x,) <€

Proposicao 2.25. Toda sequéncia convergente em X é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Seja (z,) uma sequéncia convergente com limite z. Entao:

Ve > 0,3ng € N:n>ng=d(z,,z) <

DO | ™

Por consequéncia:
Vm,n > ng, d(Tm, ©n) < d(@, ) +d(z, z,) =
m

Teorema 2.26. Dado A C X, X espago méltrico, v € A se, e somente se, existe (x,) em

A, tal que x,, — x.

Demonstragio. (=) Da hipétese x € A, entdo B(x, %) N A # (), para todo n € N. Seja,
para cada n € N, z,, € B(x, %) N A. Segue que existe x,, C A com z, — x.

(<) Suponha que z ¢ A. Entdo, existe € > 0 tal que B(x,¢) N A = (). Mas da hipdtese

temos que existe (z,) € A, com z,, — x. Absurdo. Portanto, x € A.

[]

Nem toda sequéncia de Cauchy em X é uma sequéncia convergente em X. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 2.27. Considere o subespago X = (0, 1] de R com a métrica usual. A sequéncia

r = (%) é de Cauchy, mas nao é uma sequéncia convergente em X. De fato, 0 ¢ X.

Definicao 2.28. Um espac¢o métrico X em que toda sequéncia de Cauchy é convergente

¢ chamado de espaco métrico completo.

Teorema 2.29. Sejam X um espaco métrico completo e Y um subespagco métrico de X .

Entao Y é completo se, e somente se, é fechado.

Demonstracdo. Suponhamos que Y seja um subespacgo métrico completo de X. Seja y um
ponto de acumulagao de Y. Entdo, para cada n € N, a bola B(y;1/n) contém um ponto
Yy, € Y. Claro que y,, — y em X e (y,) é sequéncia de Cauchy em Y. Pela completude
de Y, segue que y € Y e portanto Y é fechado.

Agora, suponhamos Y fechado. Seja (y,) uma sequéncia de Cauchy em Y. Entao,
(yn) é de Cauchy en X, implicando que y, — = em X. Como Y é fechado, segue do

Teorema 2.26 segue que =z € Y e, portanto, ¥ é completo. O
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2.6 CONTINUIDADE E CONTINUIDADE UNIFORME

Definigao 2.30. Sejam (X, d;), (Y, dy) espagos métricos e uma funcao f: X — Y.

1. Dizemos que f é continua em um ponto xy € X se uma das seguintes condigoes

forem satisfeitas:

« Para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que, dy(x,zo) < 6 = do(f(2), f(z0)) < €.

« Para cada bola aberta B(f(xg),¢€), existe uma bola aberta B(xg,d), tal que
f(B(z0,0)) € B(f(xo),€)-

Diremos que f é continua se as condigoes acima acontecem independentemente do

ponto zy € X, ou seja, é continua em todos os pontos de seu dominio.

2. Dizemos que f é uniformemente continua quando dado € > 0, existe > 0 tal que
di(z,y) <6 = do(f(2), f(y)) <e,

para todo x,y € X, ou seja, para cada € podemos encontrar um o que funcione

uniformemente em todo o espago X.

Observacao 2.31. Podemos afirmar, inclusive, que as duas condi¢oes sao equivalentes. No
caso das bolas, elas sao consideradas nas respectivas métricas de cada espaco. E evidente
que toda funcdo uniformemente continua é continua. De fato, para todo x, fixado na

defini¢ao de continuidade, basta trocar y por xy na definicao de continuidade uniforme.

Nem toda fungao continua é uniformemente continua. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.32. Aqui consideramos a métrica usual de R via moédulo. Seja a fungao

1
f:RT = R, definida por f(z) = =

1 1
Dados 0 < € < 1 e d > 0 quaisquer, tomemos um ntmero natural n > 5 r=—e
n
1 1
y=5 Entao, |y — x| = — < 0, mas |f(y) — f(z)] =2n —n =n > 1 > €. Portanto, ndo
n n

é uniformemente continua.

Exemplo 2.33. A fungdo f : R — R, definida por f(x) = ax + b, com a,b € R é
uniformemente continua.
O caso a = 0, é trivial, j& que a fungdo é constante. Tomemos a # 0. Como |f(x) — f(y)| =

€

la||z — y|, dado € > 0, podemos tomar § = de forma que:

|al
lz —yl<d=|f(z) = fly) <e

Portanto, f é uniformemente continua.
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Teorema 2.34. Sejam X e Y espacos métricos e f: X — Y. Entao, f é continua em x

se, e somente se, x, — xo = f(T,) = f(xg).

Demonstracao. Para a prova deste teorema, nao é necessario fazer distincao entre as

métricas em X eem Y.

(=) Assumiremos que f é continua em x. Se (z,,) é uma sequéncia em X tal que z,, — o,
queremos provar que f(z,) — f(zo). Seja € > 0. Considere a bola aberta B(f(xg),¢).
Como f é continua em zy, segue que existe d > 0 tal que f(B(zo,d)) C B(f(xo),€).

Da hipétese, x,, — xg, ou seja, existe ng € N tal que z,, € B(xg,d), para todo n > ng.
Entao, f(x,) € B(f(xo),¢€), para todo n > ng. Portanto, f(z,) — f(xo).

(<) Assumiremos que f nao é continua em xy e vamos mostrar que ,, — o nao implica

em f(x,) — f(xo) Como f nao é continua em zy, existe uma bola aberta B(f(xg),¢€), tal

que, f(B(xo,0)) € B(f ) para todo 0 > 0. Considere a sequéncia de bolas abertas
1 1
B(Qfo, 1), B(Io, 5), ce ,B(ZL‘(), E)’ cee

Assim, para cada n, existe z, € B(zo, 1) de forma que f(z,) ¢ B(f(x0),€).
Portanto, x, — g, mas f(x,) - f(xq). O

Teorema 2.35. Sejam X e Y espacos métricos e f: X — Y. Entao, f é continua, se e
somente se, x,, — x = f(x,) = f(x), para todo x € X.

Demonstracdo. Segue como consequéncia imediata do teorema anterior. Pois, uma funcao

é continua se for continua em cada um dos pontos do seu dominio.

]

Corolario 2.36. Sejam X e Y espacos métricos e f : X — Y. Entdao, f € continua, se

e somente se, f~1(G) € aberto em X sempre que G é aberto emY .

Demonstragio. (=) Assumiremos o fato de que f é continua e G é aberto em Y. Quere-
mos provar que f~}(G) é aberto em X. Se f~1(G) é vazio, a demonstragdo ¢ imediata.
Consideremos f~(G) ndo vazio. Seja, = € f~!(G), entdo, f(x) € G, e como G é aberto,
existe uma bola aberta B(f(z),€) C G para algum € > 0. Do fato de f ser continua em
x, segue que existe 6 > 0 tal que f(B(z,d)) C B(f(x),¢). Logo, f(B(z,d)) C G e, assim,
B(z,6) C f~Y(G). Portanto, f~(G) é aberto.

(<) Assumiremos que f~!(G) é aberto em X sempre que G ¢é aberto em Y e vamos
mostrar que f é continua. Iremos mostrar a continuidade em um ponto arbitrario a € X.
Entéo, para qualquer ¢ > 0, f~1(B(f(a),€)) ¢ um conjunto aberto que contém a. Logo

existe 0 > 0 tal que:

B(a,6) C f7H(B(f(a).€)).
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Portanto, di(z;a) < 0 = da(f(x); f(a)) < €, em que d; e dy sdo métricas em X e Y

respectivamente, ou seja, f é continua em a. O

Teorema 2.37. Sejam X e Y espacos métricos e f: X — Y. Entao, f é uniformemente

continua se, e somente se, para todo par de sequéncias (x,), (y,) em X com lim(y,—z,) = 0,

Hm[f (yn) — f(2n)] = 0.

Demonstragio. (=) Assumiremos que f é uniformemente continua e que lim(y,, — x,) = 0.
Queremos provar que lim[f(y,) — f(x,)] = 0. Segue da hipétese que, dado € > 0, existe
d > 0 tal que: z,y € X, di(x,y) < 0 = do(f(y), f(x)) < €. Existe também ny € N tal
que n > ng implica dy(y,,x,) < d. Disso tudo, f(y,) — f(z,) < €,¥n > ny. Portanto,

im[f(yn) — f(x,)] = 0.

(<) Suponhamos que lim(y, — x,,) = 0 implica em lim[f(y,) — f(x,)] = 0. Se f néo fosse

uniformemente continua, existiria um e > 0, tal que para todo n € N, encontrariamos
1

pontos z,,y, € X, tais que |y, — x,| < — e |f(yn) — f(x,)| > €. Contradi¢ao. Portanto, f
n

deve ser uniformemente continua. O

Este tltimo resultado é muito importante quando queremos provar que uma fungao

nao é uniformemente continua.

Exemplo 2.38. A fungao f: R — R, dada por f(z) = 22, ndo é uniformemente continua.

1 1
Dados z, = n ey, = i, temos que lim(y, — x,) = lim () = 0. No entanto,
n n
2 1
fn) = flzn) = 14+ = + — —n?, logo lim[f(y,) — f(2,)] = —00, ou seja, este tltimo
n o n

limite nao é nulo. Portanto, f(z) = 2% nao é uniformemente continua.

Exemplo 2.39. Mostremos que a funcio f: R — R, dada por f(x) = sen(z?), nao
¢ uniformemente continua. De fato, a partir das sequéncias (z,) = (,/(Qn + 1)7;) e

(Yn) = ( (2n + 3);), temos que:

lim(z, — y,) = lim T = 0.

\/(271—1— )72+ \/(2n+ 32

Mas, sen(z2) = sen((2n + 1)) = +1 e sen(y2) = sen((2n + 3)5) = F1. Logo,
|f(xn) - f(yn>| = 27 ou seja,

i | f () — f(yn)| # 0.

Portanto, f nao ¢ uniformemente continua pelo Teorema 2.37.
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2.7 COMPACIDADE

Definigao 2.40. Seja X um espago métrico.

1. Uma classe G = {G,}, de conjuntos abertos de um espago métrico X, é uma cobertura
aberta de X, se cada ponto de X pertence ao menos a um elemento da classe G.
Isto é, UZGZ = X.

2. Uma subclasse de uma cobertura aberta, que ainda é uma cobertura aberta, é

denominada subcobertura.
3. Um espago métrico é compacto se toda cobertura aberta possui subcobertura finita.

4. Um espago métrico Y é um subespaco compacto de um espac¢o métrico X, se for
compacto na topologia induzida de X, ou seja, abertos de Y sao os conjuntos da
forma Gy = GNY, em que G é um aberto de X.

Proposicao 2.41. Todo subespaco fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstragio. Seja Y um subespago fechado de um espago compacto X e seja {G;} uma

cobertura aberta de Y.

Logo, G; = H;NY, em que H; é um aberto de X. Como Y é fechado, entao X —Y
é aberto. Disso,

G=UHUX-Y)

¢ uma cobertura aberta de X que admite subcobertura finita, pois X é compacto. Se X —Y
esta nesta subcobertura, descartamos o mesmo, podendo considerar a nova cobertura com
n elementos, digamos H; ..., H,. Portanto, Y admite uma subcobertura aberta finita que
¢é constituida dos elementos H, = G, NY, ..., H, = G, NY associados. O

Proposicao 2.42. Seja f: X — Y continua, com X compacto. Entao, f(X) é compacto.

Demonstragio. Consideremos G = {G;} uma cobertura aberta de f(X). Entdo, cada
F7HG;) é um aberto em X. Em particular, J; f~!(G;) é uma cobertura aberta de X. Por-
tanto, existe uma subcobertura finita, digamos formada pelos n conjuntos f~1(Gy), ..., f~HG,).
Disto,

G = f(X)

1

n
1=

é uma cobertura aberta de f(X).



2.7. COMPACIDADE 27

Definicao 2.43. Seja X um espago métrico. Dizemos que:

1. X tem a propriedade de Bolzano-Weierstrass se todo subconjunto infinito de X tem

um ponto limite.

2. X é sequencialmente compacto se toda sequéncia em X admite subsequéncia con-

vergente.

Proposicao 2.44. Um espaco métrico é sequencialmente compacto se, e somente se, tem

a propriedade de Bolzano-Weierstrass.

Demonstragio. (=) Suponha que X seja sequencialmente compacto e consideremos um
subconjunto infinito A C X. Tomemos (x,) uma sequéncia pontos distintos de A. Entéao,

existe subsequéncia (z,,) convergente para x € A. Pelo Teorema 2.26, x € A, em particular,
xeA.

(<) Assumamos agora que todo subconjunto infinito A de X tenha ponto de acumulagao.
Considere (z,,) sequéncia em X. Se (z,,) ndo tiver infinitos pontos distintos, entdo terd uma
infinidade de termos repetidos, resultando diretamente na existéncia de uma subsequéncia
convergente. Se nenhum termo de (z,,) se repete infinitamente, entdo podemos afirmar
que o conjunto A = {x,;n € N} é infinito, resultando por hip6tese que admite ponto de
acumulagao x € X, ou seja, pelo Teorema 2.26, existe subsequéncia (z,;) que converge

para x, isto é, X é sequencialmente compacto. O]

Proposicao 2.45. Todo espagco métrico compacto tem a propriedade de Bolzano- Weierstrass.

Demonstracio. Sejam X um espac¢o métrico compacto e A C X um subconjunto infinito.
Suponha que A nao admita ponto de acumulagao. Assim, dado z € X, existe ¢ > 0 tal
que B(z;€) N A tem, no méximo, um elemento de A, podendo ser vazio. Considerando
tais bolas, a uniao das mesmas forma uma cobertura aberta de X. Da compacidade de
X, podemos extrair uma subcobertura finita, o que implica em A ser finito, pois A esta

contido no conjunto dos centros das bolas desta subcobertura. O]

Definicao 2.46. Um nimero a > 0 é chamado ntimero de Lebesgue para uma dada
cobertura aberta G = {G;} de um espa¢o métrico X, se cada subconjunto de X com

didmetro menor que a esta contido em, pelo menos, um G;.

Proposicao 2.47. (Lema da Cobertura de Lebesque) Se X é um espago métrico sequen-

cialmente compacto, entao toda cobertura aberta admite um numero de Lebesque.

Demonstragio. Sejam X um espago métrico sequencialmente compacto e G = {G;} uma

cobertura aberta de X. Diremos que um subconjunto de X é Grande se nao esta contido
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em nenhum G; da cobertura. Se nao existe um tal conjunto, entao qualquer niimero
positivo serve como nimero de Lebesgue.

Vamos assumir que conjuntos Grandes existem. Seja @’ o infimo dos didmetros
destes conjuntos. Claro que 0 < a’ < oo.

Notemos que se @' = 0o, entdo qualquer nimero real positivo serve como nimero
de Lebesgue. De fato, como neste caso todos os conjuntos Grandes tem didmetro infinito,

todo conjunto que tiver didmetro finito estara contido em algum G;. Por isso, qualquer
real positivo serviria como niimero de Lebesgue neste caso.

Mostremos que a’ > 0. Para isso, suponhamos que a’ = 0. Como todo conjunto

Grande deve ter ao menos dois pontos, de a’ = 0 concluimos que para todo n € N, existe
B,, conjunto grande, tal que, 0 < d(B,) < %

Para cada B, escolhemos um x,,, formando uma sequéncia (z,). De X ser sequen-
cialmente compacto, a sequéncia (x,) admite subsequéncia convergindo para = € X.

Ocorre que x € G;, para algum G, da cobertura aberta. Do fato de GG;, ser aberto,

existe r > 0 tal que B(z,7) C Gy,. Consideremos B(x,r/2). E fato que existe ng € N, que
pode ser tomado como 1/ng < r/2, tal que

n>ny = x, € B(z,r/2).

Agora, d(B,,) < 1/ng < r/2, segue da Propriedade 3 que

B, C B(z,r) C Gy,
contradizendo o fato de que B,,, é um conjunto grande.

O
Definicao 2.48. Seja X um espago métrico.

a) Dado € > 0, um subconjunto A de X ¢é chamado e-rede se A ¢é finito e X = U,c4 Bla,€),
ou seja, se A é finito e todos os pontos de X distam menos do que € de A.

b) X é dito ser totalmente /imitado se tem uma e-rede para todo € > 0.

Observagao 2.49. Todo conjunto totalmente limitado é limitado. De fato, se X tem uma
e-rede, entao

d(X) < d(A) + 2,
sendo d(A) < oo, pois A é finito

Proposicao 2.50. Todo espagco métrico sequencialmente compacto € totalmente limitado.
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Demonstragio. Seja € > 0. Escolhamos a; € X e consideremos B(ay,¢€). Se X = B(ay,€),
entdo {a;} é uma e-rede. Caso contrario, seja as € X fora de B(ay,€). Se X = B(ay,€) U
B(ag, €), terminamos com {ai, as} sendo uma e-rede. Sendo, seja az fora das duas bolas

anteriores. Se desta forma continuamos, para algum n € N teremos

X = B(ay,€) UB(ag, €) U...U B(ay,¢€).

De fato, se isso ndo ocorresse, (a,,) seria uma sequéncia que nao admite subsequéncia

convergente e X nao seria sequencialmente compacto.

Portanto, {a4,...,a,} seria uma e-rede. ]

Observagao 2.51. Se a sequéncia (a,) admitisse subsequéncia convergente para algum
x € X, digamos (a,,) com a, — x, entdo para o € > 0 dado, ocorreria para algum
no € N que

nE > ny = a,, € B(x,e/4).
Em particular, dados ay, e a,, distintos, a distancia entre eles seria menor que €/2, pela
Propriedade 3 e a,;, € B(an,,€), 0 que nao ocorre na construgao da demonstracao da

proposicao anterior.

Teorema 2.52. Todo espaco métrico sequencialmente compacto X é compacto.

Demonstragio. Seja G = {G;} uma cobertura aberta de X. Pela Proposigao 2.47, esta

cobertura admite um ntmero de Lebesgue a.

Pela proposicao anterior, dado € > 0, podemos encontrar uma e-rede
A= {alaCLQa s 7an}>

com X = |J B(aj, €).

=1

Com € = a/3, temos
d(B(ag,€)) = 2¢ =2a/3 < a.
Pela defini¢ao de nimero de Lebesgue, para cada k podemos encontrar um G;, tal

que
B(ak,e) C sz

Como X = | J B(a;,€), a classe

i=1

{Gi, Gy, ..., Gy }

¢ uma subcobertura finita de X e, portanto, X é compacto.
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Teorema 2.53. Em resumo, provamos que as sequintes propriedades sao equivalentes

para um espago métrico X :

e ser compacto;
e ser sequencialmente compacto,
e ter a propriedade de Bolzano-Weierstrass.

Teorema 2.54. Sejam X e Y espagos métricos, com X compacto, e f: X — 'Y continua.

Entao f € uniformemente continua.

Demonstragio. Sejam d; e dy as métricas em X e Y, respectivamente. Dado € > 0,
para cada x € X, considere sua imagem f(z) e uma bola aberta B(f(z),5). Como f ¢
continua,pelo Teorema 2.36, a imagem inversa f~'(B(f(x)5) ¢ um subconjunto aberto de
X. Obtemos uma cobertura aberta de X formado por estas bolas. Como X é compacto,

pela proposicao 2.50, essa cobertura aberta admite um nimero de Lebesgue 9.

Portanto, dados z,w € X, se dy(z,w) < §, entdo {z,w} tem didmetro menor que 4.
Logo, z,w € f~Y(B(f(x), ) para algum x € X. Em resumo, pela Propriedade 3, obtemos
que
di(z,w) <§ = do(f(2), f(w)) < e.

Isso conclui a demonstracao.
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3 ESPACOS DE BANACH

Para compreendermos os conceitos que virdo, é importante reforcarmos alguns

conceitos mais iniciais.

Definicao 3.1. Sejam V um conjunto, z,y,z € V e a, 8 € K, em que K é um corpo. V é
chamado de espago vetorial se existem duas operagoes +: VxV — Ve - : KxV —V

satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) z+y =y + 2z (comutativa);
(2) x+ (y+ 2) = (x +y) + = (associativa);

(3) Existe um elemento w € V tal que x +w = x, para todo x € V. Denotamos w = 0 e

o denominamos elemento neutro;

(4) Para todo elemento x € V, existe um tnico elemento —z em V' tal que z + (—z) = w.

—x é denominado oposto de x ;
(5) a(x +vy) = ar + ay (distributiva);
(6) (a+ B)xr = ax + Pz (distributiva em relagao aos escalares);
(7) (aB)r = a(fr);

8) 1-z=ux.

Os elementos de um espago vetorial sao chamados vetores.

Definicao 3.2. Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K.
Uma funcao T: V — W é uma transformacdo linear se, para quaisquer z,y € V e a € K,

valem as seguintes propriedades:
(1) T(z+y) =T(x) + T(y);
(2) T(ax) = aoT(x).

Em alguns textos os itens (1) e (2) sdo unificados, definindo 7' como linear se
T(a(z+vy)) =al(zx)+ aT(y), Ya € K, Vz,y € V.

A partir de agora consideraremos espagos sobre um corpo K.

Definicao 3.3. Dizemos que W C V é um subespago vetorial do espago vetorial V' se,

para todo a € K e x,y € W, satisfaz as seguintes propriedades:
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l.x+yeW;

2. ax e W.

W é também um espaco vetorial. A partir destas duas propriedades é possivel

concluir.

Definicao 3.4. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre um corpo K e T: V — W uma
transformagao linear. O conjunto {v € V: T'(v) = 0} é chamado nicleo de T' e denotado
por KetT'.

Teorema 3.5. Seja T: V. — W uma aplicagio linear. Entio KerT ={x €V : T(x) = 0}
€ um subespaco vetorial de V. Em particular, T' € injetora se, e somente se, o nicleo de T’

consiste apenas do elemento neutro.

Demonstragao. Provar que KerT é um espaco vetorial segue das propriedades de trans-

formacao linear. Vejamos a segunda parte.

(=) Suponhamos que T é injetora, ou seja, T'(z1) = T(z2) = x1 = T,

V1,29 € V. Considere x € Ker(T). Como T ser uma transformagao linear, temos que
T(0) = 0. De tudo isso, T'(x) = T(0) = 0 = = = 0. Portanto, o ntcleo de T' possui apenas
o elemento neutro.

(<) Suponhamos que Ker(T) = {0}. Dados z1, x5 € E, temos que,
T(x) =T(xg) = T(x1) —T(x2) =0=T(21 —x3) = 0= 21 — 25 € Ker(T).

Mas da hipétese, o nicleo possui apenas o elemento neutro. Logo, x1 — x2 = 0, ou seja,

xr1 = x9. Portanto, T' ¢ injetora. O

Teorema 3.6. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Se V' ¢ espago vetorial, entdo

T(V) também é espago vetorial.

Demonstragdo. A prova segue das propriedades de V e T. O

3.1 ESPACOS NORMADOS

Definicao 3.7. A distancia de um elemento x € V' até a origem é chamada de norma e é

denotada por ||z||. Trés condigoes devem ser satisfeitas por uma norma:

(1) |zl =0e |lz|| =0 & x = 0;
(2) ||azx|| = |al]|z]], para todo a € K ;

(3) ||z 4+ y|l < llz|l + |lyll (desigualdade triangular).
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Podemos escrever || - ||: X — [0, 00), isto é, qualquer norma pode ser vista como

uma funcao.

Dizemos que (V, || -||) é um espago normado, ou simplesmente, V', caso a norma

nao precise ser especificada.

Um espago normado pode sempre ser visto como um espago métrico, em que a

métrica induzida pela norma da seguinte maneira:

d(l’,y) = ||I - y||7vx7y € X.
Nao ¢ dificil provar que d é uma métrica, chamada métrica natural.

Exemplo 3.8. Nem todo espaco métrico é um espago normado. Basta considerar X

espago métrico que nao seja espago vetorial.

Exemplo 3.9. Seja R o conjunto das fungoes reais limitadas e integraveis a Riemann no
intervalo [0, 1]. R é um espago vetorial e C[0, 1], o espago das fungdes continuas em [0, 1],

é um subespago vetorial de R. Definimos a norma de uma funcao f € C[0, 1] por:

171 = [ 17)ldz.

Mostremos que C|0, 1] é um espago normado com a norma acima. Para f, g € C[0, 1],

segue que:
1 1
(1) / |f(x)|de>0e / |f(z)|de =0< f =0, pois f é continua no intervalo [0, 1].
0 0

1 1
@ llafll = [ laf@ldz = [ lallf(@)dz = lal|£].
(3) Por dltimo a desigualdade triangular:
1
I +gll = [ 1) + g(a)lda
1
< [ (15 @)+lg(a)))da
1 1
= [ If@ldz + [ lg(x)ldr
0 0
=171+ lgll
Portanto, |/ + gl < 11+ Ilgl.

Exemplo 3.10. Seja L]0, 1] o espaco vetorial das fungoes reais limitadas no intervalo
0, 1]. Definamos para cada f € L|0, 1]

If1l = sup{[f(x)[; > € [0, 1]}
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Mostremos que L0, 1] é um espaco normado. LL[0, 1] é um espago vetorial. Sejam
f,g € L[0,1]. Entao:

(1) E claro que || f|| = sup{| f(z) —g(z)|;z € [0,1]} > 0. Também, ||f —g]| = sup{|f(z) -
g(x)|;x € [0,1]} = 0 implica, diretamente, em f = 0.
(2) Seja A € R. Entao:
[IAfIl = sup{|Af(z)|; 2 € [0,1]}
= sup{[Al[f(x)]; = € 0, 1]}

= [Alsup{[f()]; = € 0, 1]}
= Al

(3) Por ultimo, a desigualdade triangular:

If + gll =sup{|f(z) + g(x)];z € [0,1]}
<sup{|f(z)| + |g(z)];z € [0,1]}

sup{|f(@)]:z € [0,1]} + sup{lg(@)]:z € [0,1]}
—I£1+ llgll

A desigualdade apresentada em (*) vem do fato que, para todo z € [0, 1], vale
|[f ()] + lg(2)] < sup{|f(z)[; 2 € [0,1]} + sup{lg(x)];x € [0,1]}. Tomando o supremo ao

lado esquerdo da desigualdade, o resultado segue.

Portanto, podemos definir a métrica natural:

d(f,9) = |f = gl = sup{[f () — g(=)[; = € [0,1]}.

3.2 DEFINICAO E EXEMPLOS DE ESPACOS DE BANACH

Definicao 3.11. Espaco de Banach é um espaco vetorial normado completo, ou seja,
em que toda sequéncia de Cauchy é convergente na métrica natural definida pela norma

correspondente.

32.1 C([0,1]): E A IMPORTANCIA DA METRICA

Para demonstrarmos dois exemplos, é necessario utilizar do seguinte teorema:

Teorema 3.12. Sejam f,: X — R uma sequéncia de fungoes e f: X — R . Se (fn)nen
converge uniformemente para f e cada f, é continua no ponto a € X, entao f é continua

no ponto a.
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Demonstracio. Seja € > 0. Como (f,)nen converge uniformemente para f, por defini¢ao

dng € N:n>ng = |fulz) — f(z)] < %,VSEEX.

Da continuidade de f,,, para um dado n € N, segue que:
36, >0:2 € X, ||z —al| <6 = || fulz) — fula)|| < g

Entéo, para ||z — a|| < 0,, n > ng, temos

1f () = F@)l =I1f(2) = fal2) + fol2) + fula) = fula) = f(a)]
<fnz) = F@) + [[fale) = fal@)]l + [fala) = f(a)]

<S4ty
— — — =€
37373

Portanto, f é continua no ponto a. n

Exemplo 3.13. Seja C([0,1]) = {f: [0,1] = R : f ¢é continua }. Definimos

[flloe = Sup]\f(x)\ ed(f,g) = sup |f(z)—g(x)]

z€0,1 z€[0,1]
Provemos que C([0,1]) com a métrica acima é um espago métrico completo.

Seja € > 0.

Seja (fy)neny uma sequéncia de Cauchy em C([0, 1]). Entao, existe ng € N tal que

m,n > ng = d(fn, fm) <€, (3.1)

ou seja, || fn = fmlle = sup |fu(z) = fm(z)| < €. Assim, para cada z € [0,1], (fu(z)) €
z€(0,1]
convergente (aqui temos uma convergéncia pontual). Isso pelo fato de R ser completo.

Definimos f(z) = limf,(z),Vz € [0, 1].

Vamos mostrar agora que f é continua, além de sup |f(x) — fu(x)] — 0.
z€[0,1]

Existe N € N tal que

Entdo, |f(2) = fu(e)| = lim_|fn() = ful@)] < lim S = Togo, [If = full < 5.

Portanto, f, — f.

A continuidade de f segue do Teorema 3.12.

Portanto, provamos que se (f,)nen uma sequéncia de Cauchy, entdo é convergente

e assim o espago € completo.
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1
Exemplo 3.14. Para cada f € C[0, 1] definimos a norma dada por || f| = /0 |f(x)|dx.

Seja g € C[0, 1], entdo definimos como métrica em C[0, 1] a fungdo d dada por:

9)= [ 176) = g(a)ldz.

Provemos que o espago C([0,1]) com a métrica acima nao é um espago métrico

completo.

Seja R([0, 1]) o conjunto das fungoes integraveis segundo Riemann em [0, 1]. Assim,
C([0,1]) € R([0, 1]). Este fato pode ser encontrado em [3, pag.130, Teorema 5].

Considere a sequéncia de fungoes (f,)neny C C([0, 1]), definida da seguinte forma:

1 S 1
—, sex > —
NG ~ n?
fa(z) =
1
n, sexr<—
n2

Vejamos o exemplo plotado abaixo, considerando n = 1 e m = 2. Vale destacar

que, neste caso, para x > 1 os dois graficos se sobrepoe.

Figura 1 — gréficos de f; e fo

—0.5 4

Utilizando a figura acima, que pode facilitar nossa compreensao, podemos concluir

para dados m,n € N com m > n:
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1 — L1 1
Afns fa) = [ V(@) = fal@)ldz = [ = nldo+ [ = = nl|dz+ [ [0da
: ., [V 5
m—-n 2 1 2 n
J— + o
m? n n m m?
m—n
 mn
R
nom
1
Logo, d(fm — fn) = et Portanto, (f,)nen é uma sequéncia de Cauchy.

Seja M > 1 uma cota superior de f. Entao, para n > M, temos que:

atf ) = [ 1F@) = fulo)ld
1
> [ M2 1) = fulo)ldr
1
> [ 1)~ fu@lde + [ 7 1) ~ ()l
1 n2

dx

~ | 1
> [02 1y~ M|d +/M M
_/0 In lde L |V
n-M 2 1 2 M

n? M M n n?
1 1

M n

1

Assim, d(f, f,) > -

(fn)nen nd0 é uma sequéncia convergente. Portanto, o espago métrico ndo é completo.

1
. Entéo, nlg& a(f, fn) > 0 ot seja, o limite nao é nulo. Logo,

3.2.2 ESPACO DE TRANSFORMACOES LINEARES CONTINUAS

Nesta secao, E e F' sempre sao espagos normados.
Defini¢ao 3.15. Dada uma aplicacao linear T': E' — F, seja ||T|| definido por :
1T = sup{||Tx||: = € E, [l«]| < 1}.
T é dita limitada se ||T']| < oo

Proposicao 3.16. Dado uma aplicacao linear T: E — F', as sequintes condi¢coes sao
equivalentes:

a) T é limitada.

b) T € uniformemente continua.
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c) T é continua.

d) T é continua na origem.

Demonstragio. (a) = (b) Se T ¢ limitada, entao ||Tz| < ||T||, para todo x € E, ||z| < 1.
E portanto, ||Tz| < ||T| - ||z||, para todo = € E. Segue que, [|T(z —y)|| < ||T] - ||z — yll,
para todo z,y € E. Logo, ||T(x) =T (y)|| = |[T(x—y)|| < ||T||- ||x —y||, para todo z,y € E.
Portanto, T é uniformemente continua.

(b) = (¢) Como T é uniformemente continua, 7" é continua.

(¢) = (d) Como T é continua, ou seja, continua em todos os pontos do seu dominio, 7" é
continua na origem.

(d) = (a) Se (a) nao for verdadeiro, entdo existiria uma sequéncia (z,) em F, tal que,

lzn]| < 1e ||[Tx,|| > n, para cada n. Seja, y, = , para cada n. Entao, ||y,|| < — e
n

Tn
(e
ITy,|| = 1, para cada n. Portanto, T nao seria continua na origem, pois 7'(0) = 0.

]

Corolario 3.17. Seja T: E — F uma aplicacdo linear. Entao T € continua se e so se

existe uma constante ¢ > 0, tal que, |Tz|| < c- ||z||, para todo x € E.

Demonstrag¢io. (=) Suponhamos que 7" seja continua. Pela proposigao 3.16, temos que, T
¢ limitada. Entao, ||T'|| = sup {||Tx|: x € E, ||z|| < 1} é finito. E para € E,x # 0, segue

1Tz|| _ HT <:v>
||| ]|

Assim, ||Tz| < sup{||Ty|,|ly|]| <1} - ||z|, para todo = # 0. Portanto, tomando ¢ =
sup{||Ty|l, ||ly|| < 1}, temos ||Tz|| < ¢ ||z||, para todo = € E.

que:

< sup {|[Tyl], Iyl <1}

(<) Suponhamos que exista ¢ > 0, tal que, ||Tz|| < ¢- ||z||, para todo = € E. Entao, para
2,y € E, segue que, ||T(z —y)|| < c- [l —yl], logo [T'(x) = T(y)|| < c- [l -y, para todo
x,y € E. Portanto, T' é continua. O

Denotaremos por L, (FE; F') o espago vetorial de todas as aplicagoes lineares T: F — F.
Denotaremos por L(E; F') o subespago de todas os T € L, (F; F) que sdo continuas. Os

elementos de L, (F; F') sao usualmente chamados de operadores lineares.
Definicdo 3.18. O espaco L(E,K), denotado por E’, é chamado dual de E.

Definigao 3.19. Diremos que T € L(E; F) é um isomorfismo topoldgico se T' é bijetivo e

seu inverso é continuo.

Proposigao 3.20. A fungio T — ||T|| € uma norma em L(E;F). Se F' é um espago de

Banach, entao L(E; F) também é um espago de Banach.
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Demonstragio. A fungao T — ||T'|| é uma norma em L(E;F'). Provaremos que se F é
completo, entdo L(E; F) é completo. Seja (7,,) uma sequéncia de Cauchy em L(E;F).
Entéo, dado € > 0, existe ng € N, tal que, ||T,, — T)|| < €, para todo m,n > ng. Segue que,

| Twx — Tzl < ||Tw — Twllllz|| < €l|z]|, Ym,n > ng,z € E. (3.2)

Entao (T,x) é uma sequéncia de Cauchy em F, para cada x € E. Como F' é completo,
existe o limite lim T,,z. Definamos T: E — F por Tx = lim,, T,,x. Fazendo m — oo em
(3.2), temos,

| T — Tz|| < €||z||,Vn > no.

Logo, ||T, — T|| <€, e portanto T,, — T' € L(F; F), para todo n > ny.
Assim, T = (T —T,)) + T, € L(E; F) e |T,, — T|| — 0. O

Corolario 3.21. O dual de um espago normado é sempre um espago de Banach

Demonstragio. Sejam T'— ||T|| uma norma em L(FE; F') e L(E; K) o dual desse espago.
E claro que K é completo, pois por definicio K = R ou K = C. Portanto, pela Proposicéo
3.20 segue que L(F; K) é um espago de Banach. ]

Proposicao 3.22. Dado T € L(E; F), prove que:

&)
IT]| = sup {[|Tz[|: x € B, ||lz|| <1}

2
= sup{||Tx||' v e E, |z =1}

{”n |||| zehos 0}

@ int {c>0: ||[Tz|| < ¢|z|,Yx € E}

Demonstragio. Provemos a igualdade (1): Sejam A = {||T(z)]| : = € E,||z|| < 1},
B=A{|T(x)|:z€kE,|z|| <1}, a=sup.A e b=supB. Entao,

Para todo € > 0, existe x € Bg[0;1], tal que ,a — e < ||T(z)]]

Para todo € > 0, existe x € Bg(0;1, tal que , b—e < ||T(x)|

Note que b < a

Suponha, agora, b < a. Entéo, existe x € Bg|0; 1], com b < ||T(x)]|, conforme abaixo:

|
I

|
1
b [T ()] @
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Claro que, pela defini¢do de b, ||z|| < 1 ndo pode ocorrer. Sé nos resta ||z|| = 1.

Se ||z|| = 1, podemos construir (z,) tal que x, — = e ||z,|| < 1, para todo n € N. Tome,

_ —1 —1
por exemplo, z,, =z — Lot (n )37 Segue que ||z, = n=1)
n

_ne o] < fl] =1
e x, — x. Como T é continua, T'(x,) — T'(x).

Portanto, podemos considerar uma sequéncia (z,) tendendo a z, com |z,| < 1.
Temos pela continuidade de T que T'(z,) — T'(z) e, ainda, que ||T(x,)|| — ||T(2)]|-
Sendo assim, para algum n € N, ocorre b < ||T'(x,,)||. Um absurdo, ja que b = sup 5. Logo,

b = a e provamos a primeira igualdade.
Provemos a igualdade (2): E claro que

b=sup{||Tx|:x € E,|z| =1} <sup{||Tz||: z € E,||z]| < 1} =c.

Suponhamos que sup {||Tz|: x € E, ||z|| = 1} <sup{||Tz|: z € E, ||z|| < 1}.

Agora, se x € F é tal que 0 < ||z]| < 1, entao
1T ()l

]

1T ()l = ll=] <b.

Logo, b = ¢ como queriamos mostrar.

Provemos a igualdade (3): Temos a seguinte igualdade de conjuntos:

Tx
{Illa e b2 0} = ital v e 1wl = 1.

Logo, a igualdade (3) é imediata.

Provemos a igualdade (4): Notemos que

T
inf{c > 0: | Tz|| < ¢||z||,Vz € E}=inf {c > 0: w <cxeFE x# 0}
x
T
:sup{H il Cx € E,x#()}
edl
De fato, por defini¢do o supremo de um conjunto é o infimo das cotas superiores. m

3.3 ESPACOS NORMADOS COMPLETOS DE SEQUENCIAS

Nesta secao K™ denota o produto cartesiano de K n vezes.

3.3.1 DESIGUALDADES DE HOLDER E MINKOWSKI

Lema 3.23. Sejam a,b,a, 3 > 0, com o + 3 = 1. Entdo, a®b® < aa + bS. Ocorrendo a

tqualdade se, e somente se, a = b.
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Demonstragio. Da hipotese 3 = 1—a, entdo, queremos mostrar que a®b'~ < aa+b(1—a).

Ou seja,

(CL)O‘ <X i1-a). (3.3)

Considere a fungao ¢(t) = at +1 —a —t*,(t > 0).
Entdo, ¢ (t) = o — at®"!. Da hipétese temos que 0 < o < 1, logo

P (t) <0, sed<t<l

¢ (t) >0, set>1

Portanto, a fun¢ao ¢ é estritamente decrescente em (0,1) e estritamente crescente em
(1,00). Como ¢(1) = 0, segue que ¢(t) > 0set > 0,t # 1. Logo, provamos a Desigualdade

(3.3), sendo que a igualdade ocorre se, e somente se, a = b. H

Teorema 3.24 (Desigualdade de Hélder para somas). Sejam 1 < p,q < 0o, com %—I—é =1,
neNe (&, &), (M, € K. Entao:

> oIl < (Z |§j\p> (Z !ﬁj’q) :
=1 j=1 =1

&" Il a=tep=l
T gl i1 1€ p q

Segue do Lema 3.23 que:

Demonstragio. Sejam a; =

‘513'773" 1 < a; bj.
(S I6P) (S b))t P @

Agora,
251 1657 1& [ 1&,
1 1
(S lgl)” (Sjalmgle)” o=t 7 = P d

5 (Z |nj|q)

Corolario 3.25 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para somas). Sejam (&1, ...,&,), (N1 -y M) €
K"™. Entao:

Portanto,

-
Q=

o l&mil < (Z [31%
j=1 J=1

N———

]

1

> lgmsl < (Z|§j|2> (Z IndQ) :
j=1 Jj=1 Jj=1
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Demonstracao. Segue do teorema 3.24.

]

Proposicao 3.26 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 <p < oo, n € N e (§), (n;) €

K"™. Entao,
< (Z !£j|”) + (Z |77j|p) : (3.4)
j=1 j=1

Demonstracao. Comecemos com somas finitas variando até n, em que n é um natural

=

(Zn: ;s +77j|p>

J=1

dado. Para p = 1 a desigualdade ¢ clara. Seja p > 1. Segue que:
Z &+l = Z &5+ myll&5 +milP™ t< Z 1§15 +milP™ L+ Z jl1&5 + myl" '

Com (p — 1)q = p, segue do Teorema 3.24, que:

3=
Q=

Yo lENE + Pt < (Z ffj\p> (Z ISR )
j=1

j=1 j=1
[§
1 1
n n p n q
Do nsllé +mPt < (Z |77j|p) (Z|§g + 1] )
j=1 j=1 j=1
Logo,

1

Do+l < (Z|§j|p) +(Z|77j|p) (Zliﬁm) :
j=1 Jj=1 J=1 =1

1
Como 1 — — = —, segue que
q P

3=
-
[

(Z €5 + 77j|p>
j=1

]
34 ESPACOS/, 1<p<
Definicao 3.27. Dado 1 < p < oo, o espago £, ¢ definido por:
l, = {(fn)ff:l & € Kparatodo j € Ne Y [P < oo}
j=1
Proposicao 3.28. ¢, ¢ um espago de Banach com a norma || - |,, para cada (&) € £,

dada por [|(&;)l, = (524 117"
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Demonstragio. Vamos, inicialmente, verificar que ||z + y||, < [|z|l, + ||yll», para cada
z,y € L.
Passando para séries, o que é obtido ao final da demonstragdo da Proposicao 3.26,

obtemos:

(im oy ) < (z |fj|p)p T (ilw)p < (f:l\mp)p + (fflw)p

Assim, como é limitada e mondtona nao decrescente a sequéncia das somas parciais,
1

concluimos que converge a série ( 220 16+ 77j|p)P (ver [3, Teorema 4, p. 26]) obtendo,

portanto, a Desigualdade (3.4) em uma versao para séries. Segue da Proposigao 3.26 que

¢, é um espago vetorial e que || - ||, ¢ uma norma em ¢,. Provemos que ¢, é completo.

Seja, (z,) uma sequéncia de Cauchy em £, com z,, = (£,;)52,, para todo n € N.

Entao, dado € > 0, existe ng tal que,
P

o
||$n - $ml|p = (Z |€nj - gmj|p) < €,VYn,m = ng.
j=1

Em particular, |§,; — &nj] < [|2n — Zmll, < €, para todo m,n > ng e todo j € N.
Como K é completo, do fato de (£,;)52; ser uma sequéncia de Cauchy em K, para cada

J € N, existe §; = lim,, ;. Escrevamos = = (§;)%2;.

Temos que,

3 =

1
k P 0
(Z |ns — émjlp) < (Z |€n; — 5mj|p) < e,Yn,m > ng, k € N.
j:l j:l

=

Como, (Z;‘?:l 1€nj — fmj]p)p < e, fazendo m — oo, segue, para k € N, que:

K ;
(Z |€nj — 5j|p) <e
j=1

Logo, (Z?‘;l 1€ — &1P ) <€, para todo n > ng. Assim, z,, —x € {, e ||z, — z||, < ¢, para

todo n > ng. Disso, x, € {, e ||z, — ||, = 0. Portanto, ¢, ¢ um espago de Banach. [

Definicao 3.29. Dado p = oo, 0 espago {4, é definido por:

o= {o = ()i 6 e Kowp g < oo},

Proposicao 3.30. (o, é um espaco de Banach com a norma || - ||, para cada (&) € loo,
dada por |[(§)lec = sup {[&il, - [&nl, - -}
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Demonstragio. || - ||oo é uma norma. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em /., com

x, = (&;). Entdo, para todo € > 0, existe ng € N tal que

n,m = ng = g = e < €= max{|€u = &l [€n — Eml} <€ (3.9)

Em particular, |£,; — &mjl < |20 — Zm || < €, para todo n,m > ng e j € N. Logo,

(£n5) € uma sequéncia de Cauchy em K.
Sejam &; = lim¢,,; e z = (). Provemos que z € { e que (z,) converge para .

Fazendo m — oo, obtemos de (3.5) que

n2ng = |[rn = llo < €= max{|&n =&, [€y = §lF <€

Ainda, da desigualdade triangular satisfeita por || - ||, resulta que se x,y € {, segue que
xr+ 1y € ly. Mas,
r=(z+ (—x,)) + zp.

Como x — x,, € lo € Ty, € Lo, segue que T € lo.

3.4.1 SEPARABILIDADE DOS ESPACOS 7,, 1 <p < o0

Definicao 3.31. Um espaco métrico X é dito separavel se existir um subconjunto enume-

ravel D C X que é denso em X, ou seja, D = X.

Proposigao 3.32. {,, com a norma || - ||,, € separdvel para cada 1 < p < 00.

Demonstragdo. Sejam cop = {(&;)32, : §; € K para todo n € N e existe k € N tal que §; =
0 para todo j > k} e D = {(&;)72; € coo : &5 € Q}-

Do Exemplo 1.12, segue que D é enumeravel. De fato, podemos escrever

oo
p=JaQ
n=1
Provemos que D é denso em /,,.

Sejam z = (§;) € €, e ¢ > 0. Como >332, ||P < oo, existe n € N tal que
;?in+1 |§j’p <€
Do fato de Q ser denso em R, podemos tomar y = (&, ...,&,,0,0,0,...) e z =

(¢1y--,€n,0,0,0,...), com (3, ..., (, racionais, tais que:

n
SEG =GP < €.
=1
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Entao, y € cpp, 2 € D e

[ = 2llp < llz = yllp + [ly = zll, < 2e.

Assim, D é denso em ¢,. Portanto, ¢, separavel. O

Proposicao 3.33. (., nao é separdvel.

Demonstragdo. Sejam (r,) um subconjunto enumerdvel de (o, com x,, = (§,;)52,. Defini-

mos x = (§j;) da seguinte forma:

§=¢&;+1, selgl <1

§ =0, se &5 > 1

Pela definicao temos que = € .

Agora, ||z — 2|l > & —&;j] > 1, para todo j € N. Logo, {z; : j € N} ndo é denso

em /.. Portanto, /., nao é separavel.

]

3.5 ESPACOS NORMADOS DE DIMENSAO FINITA

Nesta ultima se¢ao estudamos os espagos normados de dimensao finita. Demais

defini¢bes e resultados podem ser encontrados em [5, p. 20]
Definigao 3.34. Denotaremos K} o espaco vetorial K", munido da norma ||.|,.

Teorema 3.35. K} € um espago de Banach.

Demonstragio. Seja x; = (&1,&j2, - - -, &jn), com z; uma sequéncia de Cauchy. Entao,
Para todo € > 0, existe jo € N, tal que ,j,m > jo = ||z; —znll, <€, Vi=1,--- n.

1
Logo (Z?:l |&ni — é}ni\p)” < €. Segue que para cada ¢ € N, (§;;) ¢ de Cauchy. Entao
&ji = a;, pois K é completo. Assim, |£;; — a;| < €. Logo, x; = a = (a1, - - -, ;). Portanto,

K ¢ espago de Banach. O]

Teorema 3.36. Todos os espacos normados de dimensao n sobre K sao topologicamente

isomorfos entre si.

Demonstrag¢io. Sejam E um espaco normado de dimensao n sobre K e (eg,- - -, e,) uma
base de E. Seja T': K§ — £ definido por

Tx = Zgjej7vx = (gla "'7571) S K’g

Jj=1
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Queremos mostrar que £ é topologicamente isomorfo a K%, seguindo a definigao 3.19.
De fato T é bijetiva.

Segue do Corolario 3.25 que

1
2

Tzl < > 1&1lesll < (Z ||€j|\2) ][
j=1 j=1

Portanto, T' é continua.

Mostremos entao que 7! é continua. Consideremos a esfera unitdria S de K3:

S={r=(,..6) €Ky Zl &1* = 1}.
=
Pelo Teorema de Bolzano- Weierstrass (ver [4, p. 17, Teorema 5|), toda sequéncia limitada
em K" admite subsequéncia convergente, ou seja, S é sequencialmente compacto, sendo,
pelo Teorema 2.52, um subconjunto compacto de K%. Como ||Tz|| > 0 para todo = € S.
Segue que existe ¢ > 0 tal que || Tz|| > ¢ para todo z € S, pois z — ||T'(x)|| € R é continua
e aqui utilizamos do Teorema de Heine-Borel (ver [6, p. 114]). Portanto, ||Tz|| > c||z||

para todo x € K7.
O

Teorema 3.37. Cada espaco normado de dimensdo finita é completo.

Demonstragao. Seja E espago normado de dimensao n. Pelo teorema 3.36 que T': Kj) — F
¢ um isomorfismo topologico. Entao toda sequéncia de Cauchy em K serd, via imagem,
uma sequéncia de Cauchy em E. Segue do Teorema 3.35 que K é completo. Portanto, E

é completo, ou seja, cada espago de dimensao finita é completo. O

Outra demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em [1, p. 5].

Corolario 3.38. Cada subespago de dimensdo finita de um espaco normado € fechado.

Demonstracao. Seja 2 um subespaco de dimensao finita. Pelo teorema 3.37 temos que F
¢ completo. Segue do Teorema 2.29, F ¢ fechado. Portanto, cada subespago de dimensao
finita é fechado. O
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